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Resumo

Este trabalho divide-se em trés partes. Na primeira parte fazemos uma
breve descrigio de cadeias de Markov a tempo discreto e tempo continuo.
Na segunda parte, seguindo o artigo [5], introduzimos o formalismo termo-
dindmico no espago de Bernoulli com simbolos dados em um espago métrico
compacto, generalizando a teoria usual onde o espaco de estados é finito.
Apés, seguindo o artigo [1], introduziremos uma versdo do Operador de Ru-
elle para cadeias de Markov a tempo continuo. Ainda, a partir de uma
funcéo V que funcionarid como uma perturbacao, definiremos um operador
de Ruelle modificado e, para este operador, mostraremos a existéncia de uma
auto-fungéo e uma auto-medida.

Palavras-chave: Cadeias de Markov, Formalismo Termodindmico, Ope-
rador de Ruelle.



Abstract

This work is divided in three parts. In the first one, we give a brief des-
cription of Markov chains in both discrete time and continuous time. In
the second one, following the article [5], we introduce the thermodynamic
formalism in the Bernoulli space with symbols in a compact metric space,
generalizing the usual theory, where the space of states is finite. Then, fol-
lowing the article [1], we will introduce a version of Ruelle Operator for
Markov chains in continuous time. Also, using a V function, which will be
seen as a perturbation, we will define a modified Ruelle operator and, for this
operator, we will show the existence of a eigenfunction and a eigenmeasure.

Key-words: Markov Chains, Thermodynamic Formalism, Ruelle Ope-
rator.



Introducao

Desde a década de 60, com trabalhos pioneiros de Bowen, Ruelle e Sinai,
o formalismo termodinamico vem desempenhando um papel importante na
teoria de sistemas dinamicos e na mecancia estatistica. O Operador de Ruelle
é uma ferramenta de extrema utilidade em formalismo termodinamico. Um
dos principais objetivos em formalismo termodinamico é garantir a existéncia
de uma autofuncao para este operador e também a existéncia de uma auto-
medida para seu operador dual, facilitando assim o estudo dos estados de
equilibrio do sistema, e também, via um processo limite adequado, o estudo
de medidas maximizadoras (dentro da teoria usualmente chamada de oti-
mizacao ergédica). Atualmente, tenta-se usar este operador em contextos
mais gerais, e dessa forma, estudar estados de equilibrio para outras clas-
ses. Neste presente trabalho, exporemos uma versao do operador de Ruelle
para cadeias de Markov a tempo continuo e, a partir disso, demonstraremos
diversas propriedades importantes.

Esta dissertacao estd estruturada em trés capitulos. Os dois primeiros
visam apresentar ao leitor os principais conceitos de Cadeias de Markov e
de Formalismo Termodinamico. Mais especificamente, no capitulo 2 tratare-
mos sobre Cadeias de Markov a tempo discreto e também a tempo continuo,
trazendo conceitos basicos desta teoria, juntamente com propriedades rele-
vantes e exemplos. No capitulo 3, desenvolveremos a Teoria de Formalismo
Termodinamico para espacos métricos compactos com medida a priori qual-
quer, definindo o Operador de Ruelle neste caso. Além disso demonstraremos
uma versao do Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius para fungoes a-Holder,
que é primordial para que encontrarmos uma autofuncao para o operador de



Ruelle e uma automedida para o seu dual.

Finalmente, no capitulo 4, seguindo o artigo A Ruelle Operator for con-
tinuous time Markov Chains, dos autores A. Baraviera, A. O. Lopes e R.
Ezel; aliaremos os conceitos introduzidos nos dois capitulos anteriores, defi-
nindo uma versao do Operador de Ruelle para Cadeias de Markov a tempo
continuo. Para tal, consideraremos um espaco de estados S finito, uma ca-
deia de Markov tomando valores em S e uma medida a priori. Mostraremos
que esta medida é um ponto fixo para o dual do operador de Ruelle e di-
versas propriedades relacionadas a este operador. Depois, a partir de uma
perturbacao, definiremos um Operador de Ruelle modificado e, com o auxilio
de uma versao do Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, construiremos uma
autofunc¢ao para este novo operador ¢ uma automedida para o seu dual.

L. Borsato



Cadeias de Markov

Nosso objetivo, neste capitulo, ¢ introduzir o conceito de Cadeias de Mar-
kov a tempo continuo, que serao essenciais para o bom entendimento do
Capitulo 4, onde apresentaremos uma versao do Operador de Ruelle para
Cadeias de Markov a tempo continuo. Para tal, abordaremos inicialmente
Cadeias de Markov a tempo discreto e depois estenderemos este conceito para
tempo continuo. Apresentaremos importantes propriedades das Cadeias de
Markov, juntamente a exemplos que ajudarao a ilustrar a teoria.

2.1 Preliminares

Como preparacao para este capitulo, trataremos brevemente nesta secao
de conceitos basicos da teoria de probabilidade, que embasa o estudo de

Cadeias de Markov.

Definigao 2.1. Seja Q um conjunto e A uma familia de subconjuntos de €.
Dizemos que A € uma o-dlgebra em € quando:

(i) 0 e A;
(ii) se A€ A, entao A € A;

(11i) se Ay, Ag,--- € A, entao |J A, € A.

n=1
Um par (£2,.A), constituido de um conjunto e uma o-édlgebra sobre este
conjunto, é chamado de espaco mensurdvel. Ainda, sobre uma o-dlgebra,
podemos definir uma probabilidade:



4 Preliminares

Defini¢ao 2.2. Uma probabilidade P sobre uma o-dlgebra A em Q é uma
fungao o-aditiva tomando valores em [0,1], ou seja, P: A — [0,1] € tal que:

(i) P(0) = 0;
(ii) P(Q) = 1;

(iii) Se {Ap}nen € uma sequéncia de elementos de A, com A;NA; = ()
sempre que it # j, entao

(04) - S

Uma tripla (€2, A, P) é chamada de espaco de probabilidade. A préxima
proposicao traz algumas propriedades bésicas sobre espagos de probabilidade
e nao sera demonstrada:

Proposicao 2.3. Seja (2, A, P) um espago de probabilidade. Sao vdlidas as
sequintes propriedades:

(i) P(A°) =1—P(A), para todo A € A;
(i1)) Se A,Be AeAC B, entio P(A) <PP(B);
(iii) Dados Ay, Ay, -+ € A, tem-se P(U; X A;) < :;of P(A;);

() Se Ay, Ag, -+ € A é tal que A; C Aiy e A= USY A, entio

(v) Se Ay, Ag,--- € A € tal que Ay C A; e A=NTA;, entio
P(A) = lim, , , . P(A;)

Definigao 2.4. Sejam (2, A), (S, B) dois espagos mensurdveis. Uma fung¢ao
¢0: Q— S € dita fungao mensurdvel se para todo B € B vale 7' (B) € A.

S ¢ chamado de espaco de estados, ou seja, ¢ o conjunto de possiveis
valores que podem ser assumidos pela funcao mensuravel. Quando S C R,
comumente as funcoes mensuraveis sao chamadas de varidveis aleatorias.

Para as proximas segoes, um conceito muito importante em teoria da
probabilidade é o conceito de probabilidade condicional, que mede a probabi-
lidade de que um evento A ocorra dada a ocorréncia de um evento B, desde
que P(B) > 0.

L. Borsato



5 Preliminares

Defini¢ao 2.5. Sejam A, B eventos, com P(B) > 0. A probabilidade condi-
cional de A dado B € o nimero P(A|B) definido por

P(A|B) = —P([?(;f )

Geometricamente, temos a seguinte interpretacao para probabilidade con-
dicional: considere a figura a seguir, onde A e B estdao desenhados de modo
que suas areas sejam proporcionais as suas probabilidades.

A

Fig. 2.1

Entao, P(A|B) é a proporgao de B ocupada por A.

Proposigao 2.6. Sejam Ay, Ay, --- € A eventos que formam uma particao
[ee]

de Q, isto €, AiNA; =0, sei #j, e U A, = Q. Entao, dado um evento
n=1

B € A, vale que
+00
P(B) =) P(A.)P(B|Ay).
n=1

Definicao 2.7. Dois eventos A, B € A sdao independentes se
P(AN B)=P(A)P(B).

Observacao 2.8. Se A e B sao independentes, entao A e B¢ também sao
independentes, assim como A€ e B e também A€ e B€.

Definicao 2.9. Os eventos Ay, Ag, ..., A, € A sao independentes dois a dois
se
P(A; N A;) = P(A)P(4;),

para todo i # j.

L. Borsato



6 Cadeias de Markov a Tempo Discreto

Definicao 2.10. Os eventos Ay, As, ..., A, € A sao independentes se

o (fa) - T

Observacao 2.11. Independéncia dois a dois nao implica independéncia
conjunta, mas independéncia conjunta implica independéncia dois a dois.

Defini¢ao 2.12. Uma cole¢ao qualquer de eventos {A;}icr € dita indepen-
dente se A;,, ..., A;, sao independentes para qualquer n € N e iy, ... i, € I.

2.2 Cadeias de Markov a Tempo Discreto

As cadeias de Markov recebem esse nome em homenagem ao matemético
russo Andrei Markov, que formalizou esta teoria no inicio do século XX.

Informalmente, dizemos que um processo estocastico tem a propriedade
Markoviana se, dado o estado presente, podemos fazer previsoes, em termos
de distribuicao dos estados futuros, de maneira independente do passado.
Formalizaremos estes conceitos ao longo desta secao.

A partir desta secao, trataremos apenas o caso em que S é um espaco de
estados finito. Sem perda de generalidade, escreveremos S = {1,2,...,d}.

2.2.1 Definicoes e Propriedades basicas

Defini¢ao 2.13. Dado um espago de probabilidade (2, A,P) e (S,G) um
espaco mensurdvel, um processo estocastico a tempo discreto ¢ uma familia
de varidveis aleatorias { X, : (Q, A, P) — (S,G)}men, onde S € o espago de
estados.

Definicao 2.14. Seja P = (P;;) uma matriz d x d. P ¢é dita coluna es-
tocdstica se, ;j > 0 e, fizado j € {1,...,d}, temos que Zle P;=1.

Podemos definir, analogamente, uma matriz linha-estocdstica.

Exemplo 2.15. Tomando S = {1,2,3, 4}, considere

1/4 0 1 1/2

p_ | va 130 0
— | 1/4 2/3 0 1/2
1/4 0 0 0

Entao P é coluna estocastica, mas nao linha-estocastica.

L. Borsato



7 Cadeias de Markov a Tempo Discreto

Exemplo 2.16. Se S = {1,2}, uma matriz coluna estocdstica P é sempre

_ ([ « B
da forma P = ( l—a 1-8 ),com()ga,ﬁgl.
Definicao 2.17. Um vetor m = (m;), i € {1,...,d}, é um vetor de probabi-
lidade se m; > 0 e Zle ™= 1.

Exemplo 2.18. Se S = {1, 2}, um vetor de probabilidade é sempre da forma
T=(y,1—7),com0<~y<1.

H& duas possiveis formas de definirmos cadeias de Markov; uma usando
matrizes linha estocastica e outra usando matrizes coluna estocéasticas. Ape-
sar da maioria dos textos sobre cadeias de Markov ou processos estocasticos
fazer a construcao com matrizes linha estocasticas, aqui escolheremos a me-
nos usual destas formas: matrizes coluna estocdsticas, visando preparar o
leitor para o capitulo 4.

Definicao 2.19. Seja {X; : t € N} um processo estocdstico com espago de es-
tados S ={1,...,d}. Dizemos que X,, é uma cadeia de Markov a tempo dis-
creto se, para qualquer n > 0 e qualquer conjunto de estados ig, 1, ..., n, tni1
tal que P(Xg = ig,..., X, = i,) > 0, temos

]P(Xn-i-l = in+1|X0 = iOv cee 7Xn = Ln) = ]P(Xn—i-l = in+1|Xn = Ln)

Definicao 2.20. P(X,,,, = j|X,, = i) € dita probabilidade de transicao do
estado © para o estado j em uma etapa, isto €, € a probabilidade do processo
estar no estado j no tempo n + 1 dado que estava no estado © no tempo n.

Nesta dissertagao, trataremos apenas do caso de Cadeias de Markov com
probabilidades de transi¢ao estacionarias, ou homogéneas no tempo, isto é:

P(Xpi1 = j[ X = 4) = P(Xy = j[Xo = 0).
Como consequeéncia,

P(Xpim = J1Xn = i) = P(X, = j|Xo = 0).
(homogeneidade no tempo nas probabilidades de transigdo em m passos).

Em outras palavras, isso significa que as probabilidades de transicao nao
dependem de n. Com isto, construimos a matriz de transicao P para Cadeias
de Markov Estacionarias, que a partir de agora chamaremos sem distincao
de Cadeias de Markov, da seguinte maneira:

Pij = P(Xl = 7:|X0 = j)-

L. Borsato



8 Cadeias de Markov a Tempo Discreto

Essa matriz assim construida descreve as probabilidades de transicao en-
tre os estados em uma etapa da Cadeia de Markov associada e cumpre a
propriedade de ser coluna estocastica.

De fato, fixado j € {1,...,d},

d d
D Py=> P(X)=ilX = j)
=1

=1

Z Xl—ZXo—j)

P(Xo = j)
_ Zi:1 P(X; =i, Xo = j)
P(Xo = j)
PUL, {X1 =i, Xo = j})
P(Xo = j)
_ P(Xo=1J)
P(Xo = j)
=1.
Teorema 2.21. Se 7° = (79, ... 707 € a distribuicio inicial, entio a dis-

tribuicao no tempo 1 é dada por w' = Pr°.

Demonstracao. Fixado k € S ={1,...,d}, temos que

PX; =k] = zd:P[Xl =k, Xo = j]

Jj=1

= P[X; = k| Xo = j]P[X, = j]

Jj=1
d
_ 0
- Z Py
i=1
0
[l
Como consequéncia imediata, note que, se 7° = (7, ... 797 é a distri-

buigao inicial, para descobrirmos a distribui¢ao apés n passos basta olharmos
para 7" = Pr0.

Definicao 2.22. Um wvetor de probabilidade 7 = (my,...,7q) € dito esta-
ciondrio, ou invariante, para P se Pm = 7.

L. Borsato



9 Cadeias de Markov a Tempo Discreto

Neste caso, dizemos que 7 é estacionario para a cadeia de Markov asso-
ciada a matriz coluna estocéastica P. Vejamos agora que sempre podemos
encontrar um vetor de probabilidade 7 tal que m é estacionario para P.

Teorema 2.23. Para toda matriz estocastica P, existe m vetor de probabili-
dade tal que m € invariante para P.

Demonstragao. Considere ¥ = {p = (p1,...,pa) : p; > 0, Zle p; =1} C RY
o conjunto dos vetores de probabilidade. ¥ é compacto e convexo. Ainda,
considere a aplicacdo T': X — 3, com T'(p) = Pp. Esta aplicagio é continua,
pois estd definida a partir de produtos e somas finitas.

Pelo Teorema do Ponto Fizo de Brower, existe m € ¥ tal que 7 é ponto
fixo para T, isto é, Pm = 7. O

Uma observagao interessante: se todas as entradas da matriz P forem es-
tritamente positivas, pode-se provar que o vetor estacionario é tnico e, ainda,
é um atrator para a dinamica definida por P, ou seja, P"¢ — 7 quando
n — 0o, para qualquer estado inicial ¢. (De fato basta que uma poténcia de
P tenha entradas todas estritamente positivas.) Para tratarmos das proba-
bilidades de transicao em m etapas, devemos estudar o comportamento de
P". Primeiramente, vejamos que P™ também ¢é coluna estocéstica.

Proposicao 2.24. Se P € matriz dx d coluna estocdstica, entao P™ € matriz
d x d coluna estocastica, para todo m € N.

Demonstracao. Demonstraremos de duas maneiras:

A primeira maneira é baseada no fato de que a k-ésima coluna de P™
coincide com P™ep, onde e, ¢ o k-¢simo elemento da base canonica do R™.
Pelo teorema 2.21, sabemos que P™e; é a distribuicao da cadeia de Markov
no tempo m, e portanto é um vetor de probabilidade.

A segunda maneira é por inducao. Para m = 1 o resultado segue trivial-
mente. Suponha que o resultado é valido para m, isto é, P™ é tal que, fixado
jed{l,...,d}, Z;i:l (Pm)ij = 1 ¢ mostremos que o mesmo vale para m + 1.

Fixe j € {1,...,d}. Entao

d d d
> (P =22 PiPu
=1 i=1 k=1

i d

I
M
;3)

L. Borsato



10 Cadeias de Markov a Tempo Discreto

d d
— m
- E :ij E ik
k=1 i=1
d
ZE Prj
k=1

=1,

onde na quarta igualdade usamos o fato de que P™ ¢é coluna estocastica e na
quinta igualdade usamos o fato de que P é coluna estocastica. O

A préxima proposicao é conhecida como Equacao de Chapman-Kolmogorov.

Proposicao 2.25. Fizados i,7 € S, tem-se

d
I+m __ ! m
Pl =3 PP
k=1

para quaisquer [,m € N.

Demonstracao. Temos

PH™ = P(Xpym = i Xo = j)

P(Xpom =1, Xpn = k| Xo = 7)

I
M=

k=1

d

s P(Xipm = i, X = k, Xo = j)
k=1 P(Xo =)

_ z’“": P(Xpsp = i, X = k, Xo = ) P(X,,, = k, Xo = j)
2T P(Xy =k, Xo = ) B(Xo =)

d

=3 P(Xpym = i| Xy = k, Xo = j)P(Xn = k| Xo = j)
k=1
d

= Z]P(Xl-i-m = i|an = k)]P)(Xm = k|X0 = ])
k=1

d
=) P(X) = i|Xo = k)P(Xn = k| Xo = j)

k=1

d
_ l m
= > PLPE.
k=1

L. Borsato



11 Cadeias de Markov a Tempo Continuo

onde na sexta igualdade usamos a propriedade Markoviana e na sétima igual-
dade usamos a homogeneidade no tempo. O

Com isto, fica natural a interpretagao de P™: é a matriz cujas entradas
sao as probabilidades de transicao em m passos, ou seja,

P = P(X,, = i Xo = j).

2.3 Cadeias de Markov a Tempo Continuo

Agora vamos estender o conceito de Cadeias de Markov para tempo
continuo. A primeira dificuldade em que esbarramos é como definimos pro-
babilidade de transi¢ao a tempo 1, ja que, agora, as poténcias da matriz de
transicdo nao definem completamente as probabilidades de transicao para
qualquer tempo t € R. Por exemplo, se quisermos saber a probabilidade de
transicao de 7 para ¢ no tempo 3.45, isto nao estd definido. Devemos, entao,
encontrar outra maneira de definirmos probabilidades de transicao, mas de
modo que quando particularizarmos para tempo discreto, a defini¢ao coin-
cida com a definicdo para tempo discreto, anteriormente tratada na segao
2.2. Para tal, as probabilidades de transicao serao definidas a partir de um
semigrupo P que é construido da seguinte forma:

Definicao 2.26. Uma matriz () de ordem d x d € dita coluna soma zero se
(i) Qi <0, para todo i € S;
(11) Qij >0, para todo i # j € S;

(111) Zle Qij =0, para todo j € S fizado.

Qi; € interpretado como a taxa de migragao do estado j para o estado ¢
e (;; € interpretado como a taxa de saida do estado .

-3 3 1
2
Exemplo 2.27. Q@ = | 2 —1 0 | ¢ uma matriz 3 X 3 coluna soma
1 4 -1

2
zero, pois sua diagonal é composta por niimeros negativos, os nimeros fora
da diagonal sao todos nao-negativos e a soma de cada coluna é 0.

Dado p € [0, +00), uma maneira de interpolarmos a sequéncia discreta
(p" :n =0,1,2,...) é definirmos a sequéncia (e’ : ¢ > 0), com ¢ = logp.
Faremos uma construcao andloga para matrizes.

Para tal, precisamos definir exponencial de matrizes.

'

L. Borsato



12 Cadeias de Markov a Tempo Continuo

Defini¢ao 2.28. Dada uma matriz A = (q;j)i jer qualquer, com I conjunto
finito, definimos a exponencial de A, e?, como a série Zﬁiﬁ AR,

~ k
Observacao 2.29. Como Z,:;OB % converge componente a componente, a
exponencial de matrizes estd bem definida.

Uma propriedade importante sobre exponencial de matrizes é que se A e
B sao duas matrizes que comutam, ou seja, se AB = BA, entdao eATF = e4eB,

Para mais detalhes sobre exponencial de matrizes, o leitor pode consultar
[14], segao 2.10.

Dito isso, dada uma matriz Pyxq, gostariamos que existisse uma matriz
Quxq de modo que P = €@ e, portanto, terfamos que P™ = (e2)™ = m@,
pela comutatividade. Dessa forma, podemos repetir o raciocinio feito para
nimeros e, ao considerarmos (P(t) := €9 : t > 0), conseguiremos interpolar
a sequéncia discreta (P™ : m = 0,1,2,...). Veremos, mais adiante, que
P(t) = €9 é coluna estocastica se, e somente se, () é matriz coluna soma
zero. O proximo teorema dara base para provarmos este resultado.

Teorema 2.30. Sejam Qqyxq uma matriz e P(t) = e!?. Entdo

(i) P(t+s) =P(t)P(s);

LP(t) =P(t
(1)) (P(t) : t > 0) é a unica solug¢ao de aP(t)=P)Q (Forward
P0)=1
Equation,).
1P(t) = t
(1)) (P(t) : t > 0) € a unica solugdo de aP(t) = QP) (Backward
P0)=1
FEquation).
: k
(iv) Para k=0,1,2,..., (%) tZOP(t) = Q"
Demonstracao.
(i) Dados quaisquer s,t € R, temos que (sQ)(tQ) = (tQ)(sQ), de onde
segue que
P(t+s)= (9@ — (1QesQ — P(t)P(s)
(i) J4 que raio de convergéncia da série P(t) = @ = > ,7% (tf—,)k ¢ infinito,

podemos derivar cada componente e a derivacao é feita termo a termo,
de onde obtemos

/ +oo ktk—le +oo tk—le +oo tk—le—l
Plt)=2 Ko (k=1 <Z; (k’—l)!>Q:P(t)Q'

k—1 k=1
L. Borsato




13 Cadeias de Markov a Tempo Continuo

Além disso, P(0) = I, trivialmente.

d
4p(t) =Pt
Com isto, provamos que P(t) é solugao de ¢ % (*) (1)@ . Falta
PO)=1
provarmos que esta é a unica solugao.
4 =
aPlt) =PH)Q . Entao

Seja M (t) tal que M (t) é solucao de
ja M(t) tal que M(t) ¢ {P(O) g

¢ d —t d —t
= M()Qe™ — M(1)Qe™
0

onde na segunda igualdade utilizamos o fato de que M(t) satisfaz a
forward equation.

Logo, M(t)e '@ é constante e, como M (0) = I, segue que M (t) = e'? =
P(t), como desejdvamos.

(iii) Andlogo ao item anterior.

(iv) Basta derivarmos termo a termo k vezes e tomarmos ¢ = 0.

Coroldrio 2.31. Para todo n € N, P(t) =P (L)".

n

Demonstracao. Consequéncia imediata do item (7). O

Teorema 2.32. Seja Qgxq uma matriz. Entao () € uma matriz coluna soma
zero se, e somente se, P(t) = e!? € uma matriz coluna estocdstica, para todo
t>0.

Observacao 2.33. O mesmo resultado vale trocando coluna por linha no
teorema acima.

Demonstragao. ( = ) Primeiramente, vejamos que se () é uma matriz cujas
colunas somam zero, entdo Q" também terd esta propriedade, para todo
k> 1. Para k = 0, convencionamos que Q° = I. Mostraremos este resultado
por inducao.

Para k = 1 o resultado é valido trivialmente. Suponha agora vélido para
k e mostraremos que vale para k + 1.

L. Borsato
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De fato, fixado j € {1,...,d}, temos

d d d d
ZQ’““ - ZZ im(Q")mj —Z(Q’“)mj;@mzo,

i=1 m=1

ja que Zle Qim = 0, pois estamos assumindo que as colunas de ) somam
7€ero.

Agora vejamos que 3. (¢'?);; = 1, concluindo assim que P(t) = '@ é
coluna estocéstica.

S, -3 (3509)

k=0

ois as colunas de Q* somam zero, como foi mostrado anteriormente.
?
(<) Para tratarmos sobre a reciproca, precisamos antes estabelecermos
certa notagao: diremos que f(t) = O(t) quando t — 0 se, e somente se,

‘@‘ < (), para algum C' < 400 e para todo t suficientemente pequeno.

Assim, se t é suficientemente pequeno, podemos escrever
Pt)=1+tQ+ Ot).

Dessa forma, para i # j et suficientemente pequeno, @;; > 0 se, e somente se,
(P(t))ij > 0. Gostarfamos que esta propriedade valesse para todo t > 0 e nao
apenas para t suficientemente pequeno. Para estendermos, basta aplicarmos
o corolario 2.31. De fato, dado t > 0, escolhemos m € N suficientemente
grande de modo que % cumpra a propriedade referida e aplicamos o corolério.
Como P(t) = e'@ é coluna estocéstica e, pelo teorema 2.30,

d
ZQU dt —o Z (P(t))ij =0.

O

L. Borsato
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Juntando os tltimos resultados, temos que P(t) é coluna estocdstica para
todo t > 0 e cumpre as propriedades de semigrupo, ou seja, P(t + s) =
P(t)P(s) e P(0) = I. Diremos que @ é seu gerador infinitesimal.

Exemplo 2.34. No caso geral, em S = {1,2}, uma matriz () coluna soma

. = A
zeroedadapor@-( i _)\>.

o= A0 )

A A — N
IV VTR VIR &

_ —HoA
(n+2A) ( 4 A )
=—(k+)Q
Seguindo por inducao, temos que
Qn — (_1)n—1(u+ )\)n—lQ.
Assim, para t € R* fixo,

1 >\ + ue_t(u+)‘) >\ J— Ae_t(.u"i')‘)
H/ _|_ )\ u — Iue_t(.u"i')‘) /*1’ _|_ )\e_t(.u"")‘) )

Neste caso,

P(t) =

Exemplo 2.35. Seja S = {1,2} e Q = ( _11 _22 > Entao, pelo exemplo

anterior, segue que

2 —3t 2 2 —3t
€tQ = ( % + 6—3315 ‘;’ B 2673t )
e e
37 73 5T 73
-2 0 2
Exemplo 2.36. Seja S = {1,2,3} e @ = 2 —1 1 |. Entao pode-se
0o 1 =3

mostrar que

t+e % (Feos(t) + Zsen(t)) 1 +e ¥ (—Lcos(t) — —sen(t)) 1y o3t (Leos(t) +
otQ ( 5 5 (t ° t)) 5§ +e 3 (55608( t) + 5sen( 1)) 24 (—§
(t t)) ++e 3 (—tcos(t) + 2sen(t)) ++e 3 (Lcos

Definicao 2.37. Um processo estocastico a tempo continuo € uma familia de
varidveis aleatorias {X;: (2, A, P) — (S, G) her, onde (Q, A, P) € um espago
de probabilidade e (S,G) é um espago mensurdvel.

L. Borsato
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Trabalharemos nesta dissertacao apenas com processos estocasticos que
sao continuos a direita. No caso em que o espago de estados é discreto, isto
significa que, para todo w € Q e t > 0, existe 6 > 0 tal que X (w) = X¢(w),
para todo s € [t,t+9]. Ainda, deve existir o limite a esquerda. Tais processos
sao usualmente chamados de processos CADLAG (do francés “continue a
droite avec limite a gauche”.)

Exemplo 2.38. Para S = {1,2,3} um possivel caminho estd retratado
abaixo
3 A " =~
0 :
b b ty t, ts g
Fig. 2.2

Ao considerarmos apenas caminhos desta forma, a probabilidade de qual-
quer evento em 2 pode ser determinada pelas suas distribuicoes finito-dimensio-
nais.

Definicao 2.39. Seja {X; : t € R} wm processo estocdstico com espago de
estados S = {1,...,n}. Dizemos que X; € um processo estocdstico de Markov
a tempo continuo se para qualquer conjunto finito de tempos 0 < t; < ty <
cee <ty < thay e qualquer conjunto de estados iy, ..., 1,101 € S tais que
P(X;, =in,..., Xy, =11) > 0, temos

]P)(th+1 — in-l—llth — inv “ . ,th — ’Ll) — P(th,+1 — in+1|th — Zn)

Nesta dissertacao, trataremos apenas do caso em que o processo ¢ ho-
mogéneo no tempo, isto é, para quaiquer 0 < s,t < +oo, vale que P(X;, 5 =
i|Xs = 7) = P(X; = i|Xo = j). Com isto, definimos as probabilidades de
transicao de j para ¢ da cadeia de Markov no tempo ¢, para qualquer ¢t € R
da seguinte maneira:

P(X; =i|Xo=J) = (P(t)),-

Note que a equacao acima realmente define uma probabilidade de transicao
e, além disso, se t € N esta definicao coincide com a defini¢ao para tempo
discreto, como gostariamos.

L. Borsato
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Definicao 2.40. Fizada uma matriz coluna soma zero (), um vetor de pro-
babilidade m ¢ dito estaciondrio, ou invariante, para o semigrupo P(t) se,
para todo t € RT, vale que

Pt)yr=m

Teorema 2.41. Seja QQ o gerador infinitesimal de P(t). Entio m € vetor
estaciondrio para P(t) se, e somente se, Qm = 0.

Demonstracao. ( =) Considere a equagao diferencial linear

Como, por hipétese, m = e'®m, temos que a solucdo do sistema é constante
e, portanto, 0 = 2/(t) = Q.
(<) Supondo que Qm = 0, temos que a solugao de

é dada por z(t) = 7, para todo t € R. Por outro lado, z(t) satisfaz e'%r.
Portanto, e®r = 7
(]

Teorema 2.42. Se () ¢ uma matriz coluna soma zero, entao existe ™ vetor
de probabilidade tal que 7 € estaciondrio para P(t) = ',

Demonstracao. Tal teorema pode ser demonstrado usando o teorema de
Perron-Frobenius para matrizes positivas. Aqui, contudo, optaremos por
uma demonstracao direta.

Para todo n € N, temos que P (%) é estocastica. Logo, pelo teorema 2.23
existe m, vetor de probabilidade tal que P (%) Tp = Tp.
Logo, para todo n € N, temos que

(PE) =D Pt 1
= 1 = 1 = 0.

3=

n n

d , .
Como ¥ = {p = (p1,...,pa) : pi > 0,> 7 p; = 1} é compacto, existe
algum ponto de acumulagao para a sequéncia 7,, ou seja, passando para uma
subsequeéncia se necessario, temos a existénciade m € ¥ tal que 7 = lim m,.
n—-+4o00
P(t)—1

t

Além disso, temos que lim;_, = () uniformemente. Portanto,

L. Borsato
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O

Temos, também, uma versao da Equacao de Chapman-Kolmogorov para
tempo continuo:

Teorema 2.43. Para quaisquert e s positivos ei,j € S = {1,...,d} fizados,
vale que

d
(P(t+ 5))ij = Z (P(t)) i (P(‘S))k] :
—

1

Podemos reescrever este teorema como
P(t+s)=P(t)P(s).
Demonstracao.

(P(t+ S))ij =P(Xeps = i|Xo = J)

d
D> P(Xips =4, X, = k| Xo = j)
k=1

P(Xt+s = 7;7Xs = k7X0 = ])

M=~

k=1 P(Xo =)
G P(Xyy =i, X, =k, Xo = ) P(X, = k, X = J)
£ P(X,=k Xo=) P(X, = )

I
M=

P(Xs =1 Xs =k, Xo = J)P(Xs = k| Xo =)

=
Il
—

M=~

P(Xpss = i X, = k)P(X, = k| Xo = j)

B
Il
—

I
]~

ol

o
i

= > PP (5)k;;

1

B
Il

onde na sexta igualdade foi usada a propriedade de Markov e na sétima a
homogeneidade no tempo. O

L. Borsato
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Por indugao, obtemos que dados ty,%s,...,t, > 0,

Pttty + -+ 1,) = P(t)P(Ls) ... P(t).

L. Borsato



Formalismo Termodinamico

Neste capitulo, definiremos o Operador de Ruelle, que foi introduzido
por David Ruelle na década de 60. Em Mecanica Estatistica, este operador
também é conhecido por operador de transferéncia.

Em Formalismo Termodinamico, tem-se como um dos principais objetivos
encontrar uma autofuncgao para o Operador de Ruelle e uma automedida para
seu dual. Esta automedida esta associada a medida que satisfaz o principio
variacional, um principio da fisica que diz que a medida que maximiza a soma
da entropia com o valor médio de um observavel (que codifica informacoes
fisicas de relevancia) estd associada a estados de equilibrio na natureza. Para
isso, utiliza-se fortemente o conhecido Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius,
o qual enunciaremos e demonstraremos aqui.

3.1 Operador de Ruelle

Sejam (M, d) espago métrico compacto e A a o-algebra de Borel sobre

M. Como M é compacto, podemos considerar sem perda de generalidade
que d(z,y) < 1 para todo par de pontos z e y em M. Consideremos o
espaco das sequéncias Q = MY = {z = (xo, 21, 2,...) | 2; € M,i € N} com
B o-dlgebra de Borel sobre €). Ao equiparmos ) com distancia J(m,y) =
;2% %, temos, pelo Teorema de Tychonoff (ver [13]), que Q é com-
pacto. Considere o conjunto C(2) = {g : @ — R | g é continua}. Neste

conjunto, trabalharemos com a norma || - ||o dada por

lgllo = max [g(z)|.
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Esta norma também ¢é conhecida como norma do maximo, ou da convergéncia
uniforme, e faz de (C(€2), || - ||o) um espaco de Banach (ver [13]).

Definicao 3.1. Fizadas uma probabilidade v: A — [0,1] a priori e uma
aplicagao A: 2 — R continua, o operador de Ruelle Ln: C(2) — C(§2) €
dado por

La(p)(x) = / A 5 (ar)d (a),

M
para todo x = (ro, x1,...), onde ar = (a, xg, T1,...).

Para maiores detalhes sobre formalismo termodinamico com medidas a
priori quaisquer, o leitor pode consultar [5].

Observacgao 3.2. No caso em que M = {1,...,d} é espago finito, e a medida
a priori é a medida da contagem, a definicao acima se reduz a

iy
ax)

Usualmente, a aplicacao A é chamada de potencial. A préxima proposicao
garante que o operador £, estd bem definido.

Q.Ir—‘

Proposigao 3.3. L4(¢) € C(Q), para toda ¢ € C(€2).

Demonstracao. Dados z,y € €1, vale a seguinte desigualdade

[La(e)(x) = Lale)(y)] =

| ptaatania) — [ A plaivia)
| (4 ptaz) A gay) dvla)
< / A (az) — e p(ay)| dv(a)

/ |e @) p(az) — e p(ay) + e p(ay) — eAW

A(ar) A(am) A(ax)

le
M

:/MC

Seja w = max,cq |A(z)|. Entao, como consequéncia do Teorema do Valor
M¢édio, temos que

plax) — play)| + e p(ay) —

@) — AW)| < | A(az) — A(ay)],

L. Borsato
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e, portanto,

1La(0)(x) — Lalp)(y)] < : 1) (p(az) — p(ay))| + p(ay)e” (Alax) — A(ay))| dv(a)
< [ 16" (plas) — elo)| + 6" lay) (Alas) — Alay)| dvla)
< [ e (1otan) = otan)| + e () (Alae) - Alen)|) vt

Como (2 é compacto e ¢ e A sao continuas, ¢ e A sao uniformemente
continuas. Logo, dado e > 0, existe § > 0 tal que

lp(az) — w(ay)| < e

|A(az) — A(ay)| < €
sempre que d(azx,ay) = d(z,y)/2 < 6.

Sendo assim, se d(z,y) < 20, temos

L)) = La))] < [ e e+ Imaxeale)

»
= Ke,

onde K = v(M)(e” 4+ e¥|max.cq p(2)]) = €Y + €¥| max,eq ¢(2)| . Logo,
L 4(®) é uniformemente continua e o resultado segue. O

Proposigao 3.4. Seja L4: C(Q) — C(Q) o operador de Ruelle associado
ao potencial A: Q — R. Sao vdlidas as sequintes propriedades:

(i) O operador L4 € linear, isto €, La(p+1) = La(p)+La(V) e LA(By) =
BLA(p), para quaisquer o, € C(Q) e 5 € R.

(11) La € um operador positivo, isto €, se p € C(QQ) € tal que p(z) > 0,
para todo x € , entao La(p)(x) >0, para todo x € €.

Demonstracao.
(i) Esta propriedade segue diretamente da lineariedade da integral.

(ii) Se ¢(x) > 0, para todo = € €, temos que e p(azx) > 0, para todo
x € Q) e o resultado segue.

O
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Definicao 3.5. A aplicacao shift, ou deslocamento de Bernoulli, € a dinamica
o: Q — Q definida por
o ((zo, 1, x2,...)) = (T1,T9,...)

Denotaremos por o’ o i-ésimo iterado de o, ou seja, o ((zg, 11, T,...)) =
(i, Tir1, - .. ). Com isso, uma pergunta natural que surge é como se compor-
tam os n-ésimos iterados do Operador de Ruelle, que denotaremos por L.
Considere a aplicacio S,,(A)(z) = 27~ Aoo(x). Entdo é de facil verificacao
que

LY (o) (x) = / olaray . .. apz)eS D@z qy ) - dy(a,).

n

Observacao 3.6. No caso em que M = {1,...,d}, temos que

d d
1
LY (p)(x) = = Z e Z eAlaran@) -t A4and) (g g 7).

an=1 a1=1

Proposigao 3.7. L4 (¢ (po0))(x) = p(x)La()(x), para quaisquer v, €
Q).

Demonstracao.

La(w(po0)) (@) = [ *ifar)po ofar)dv(a)

M

_ /M A () p () dv ()

:gp(:z)/MeA(a”)@D(am)du(a)
= @(r)La(¥) ().

Um caso importante é quando ¢ = 1 e esta enunciado abaixo:
Corolario 3.8. Li(poo)(x) = ¢(x)La(1)(z), para toda ¢ € C(Q).

A partir de agora, assumiremos que A é uma funcao a-Hélder, ou seja,
existem constantes 0 < a < 1 e K > 0 tais que

|A(z) — A(y)| < Kd*(,y),

para todo z,y € €. A menor das constantes K satisfazendo a equacao
acima é chamada constante de Holder e denotada por Hol(A). Denotaremos
C)={g: Q—>R:géa— Hdlder}.

L. Borsato
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Observacao 3.9. Toda funcao a-Holder é claramente continua.

Exemplo 3.10. Se Q= M", com M = {1,...,d}, e A: Q — R depende de
apenas de finitas coordenadas, isto ¢, existe k € N tal que A(zg, 1, 2a,...) =
A(xg, x1,...,x), entdo A é a-Holder.

Como 2 é compacto, pelo Teorema de Representacao de Riesz-Markov
temos que o espago dual de C'(€2), denotado por (C'(£2))*, é isomorfo ao con-
junto das medidas M(€2). Sendo assim, podemos definir o dual do operador
de Ruelle, £%, como sendo o unico operador linear agindo nas medidas a
satisfazer a seguinte identidade

/Q Cale)dp — / (L5 (1)

para toda ¢ € C'(£2).
Defini¢ao 3.11. Se L4(1) = 1, dizemos que L4 estd normalizado.

Proposigao 3.12. Se L, estd normalizado e p € uma probabilidade, entao
L% (1) € probabilidade.

Demonstracao. Dada ¢ > 0, temos que

[eicw = [ Laelduz o

dado que L4 é operador positivo. Também temos que

[ s = [ 2adn = [ r=1,

pois o operador estd normalizado.
Logo, £%(m) é medida de probabilidade. O

Com o intuito de preparar o leitor para o Teorema de Ruelle-Perron-
Fréobenius, enunciaremos e demonstraremos um resultado técnico necessario
a prova deste importante teorema.

Lema 3.13. Seja A: Q2 — R potencial a-Hélder e considere o operador de
Ruelle associado L: C*(Q) — C%(R2). Se L4 estd normalizado, entao para
toda ¢ € C*(Q), temos que L% (p) € C*() e vale

1
Hol(L () < Cllello + Q,Z—QHOI(SO),

onde a constante C' > 0 nao depende de n.

L. Borsato
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Demonstracao. Demonstraremos este resultado por inducao.
Para n =1, temos

[Lale)(x) = Lale)(y)| =

| elane v - [ plag)evia)

/ (az)eA) — 5(a2)ed® 1 (az)ed ) — p(ay)ed du(a)
M

|g0 azx)eto) — ,&(a:z:)eA(a’y) + p(az)et @) — go(ay)eA(“’y)| dv(a)
/ [p(az)ed) — (az)eA@| + |p(ar)ed ) — p(ay)e]| du(a)

s/ lello [ — @] du(a) /\e @) |p(az) — play)| dv(a)
M

Como ¢ é a-Holder, temos que |p(az) — p(ay)| < Hol(yp)d*(az,ay) =
Hol(p)5=d*(x,y). Substituindo este fato na desigualdade acima, obtemos:

L) (@) = La(e)(w)] < / pllo [e2m) =" | du(a) + Hol(y daa:y / || dv(a)
M
:/ ll¢llo gAlax) Ao du(a)—i—Hol(go)—d"‘(:E,y)/ AW dy(a)
M 2a M
ay 1
= ll¢llo /M M= dy(a) + Hol(p )2 (@, 9)La(D)(y)

= el [ [ | du(a) + Hol() g (a.)
M

onde na ultima igualdade utilizamos que L4 esta normalizado.
Ainda, como consequéncia do Teorema do Valor Médio, temos que existe
C1 tal que

A=) _ Ay gy () < 01/ |A(az) — A(ay)| dv(a).
M

M
Além disso, como A € C*(Q),

/M ‘6‘4("“) — eA("’y)| dv(a) < C4 /M |A(az) — A(ay)| dv(a)

< CiHol(A)d*(ax,ay) | dv(a)
M

= C1Hol(A)d*(ax, ay)

1
_da(xv y)

= CyHol(A) o
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Portanto,

LA(9)(@) — L4 )] < [IloCrHol(A) g (2,9) + Hol(p) o d" (7, )

Pondo Cy = Cy Hol(A)4=, chegamos a

£4(0)0) = L4 < (Callella + Fol() 3 ) (o)

Assim, estd provado que La(p) € CQ) e Hol(La(v)) < Collello +
5= Hol(p).

Suponha agora o resultado valido para n, isto é, suponha que L%(y) €
C*(2) e que Hol(L}(¢)) < Cullello + s Hol(y). Provemos que o mesmo
vale para n + 1.

Hol(L (@) = Hol(L5(La(y)))

1
< Cul|lLa(o)]]o + %HOZ(EA(W)

1 1
< Gullello + 5oz  Culell + 3 Hol(0))

1 1
= llello (Cn + CO%) + Serpa Holly)-

Tomando C),.1 = C,, + C'QQ,%, obtemos o resultado.
Resta verificarmos que a sequéncia {C}, },en é limitada.

De fato,
1N 1
anc*O(Z(Q—a) > < Co—-

k=0
Sendo assim, tomando C' = 001;17 obtemos
—3w

1
Hol(L () < Cllello + Q,Z—QHOI(SO),

como queriamos. O

O proximo teorema, Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, é de funda-
mental importancia ao nos fornecer a existéncia de uma automedida para o
dual do operador de Ruelle, e também uma forma computacionalmente efi-
ciente de calcular esta automedida. Como dissemos no inicio deste capitulo,
tal automedida esta associada a medidas de equilibrio: o produto da auto-
medida pela autofungao do operador satisfaz o principio variacional (que nao
serd detalhado nesta dissertagao).
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Teorema 3.14. (Ruelle-Perron-Frébenius) Seja A potencial c-Hélder para
o operador de Ruelle L,. Entao

(i) La possui um autovalor positivo, Ax, com hy autofun¢ao associada,
isto €, La(ha) = Aaha. Além disso, hy é a-Hélder e positiva.

(i1) Existe uma unica probabilidade pa em A tal que L%jia = Aapia;

(13) limy, 400 ’ ﬁﬁﬁgp —ha [, god,uAHO =0, para toda ¢ € C(Q).

Antes de demonstrar o teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, observamos
que ele permite "normalizar”um potencial:

Observacao 3.15. No caso em que o operador £4 nao esta normalizado,
isto ¢, £4(1) # 1, podemos considerar um novo potencial A = A + loghy —
loghs oo —log A4 e teremos que L4 estd normalizado.

De fato.

L4(1)(z) = /M e29) 1(az)dv

_ / 6A(a:c)—i—log ha(ax)—loghaoo(ax)—log A4 dy
M

_ / eA(am) eloghA((1,:17)6—l0gh,A(.7[:)6—109/\,4 dv
M

_ / JAlaz) Pralax)
M Aaha(x)
1

B Aaha(z) /M GA(ax)hA(al')dV
1

= —)\AhA(x)ﬁA(hA)(x)

_ 1

- )\AhA(ZL’)

=1.

)\AhA(ZE)

Agora, demonstraremos o teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, adap-
tando uma demonstracao contida em [15] (a demonstragao de [15] foi feita ori-

ginalmente para o operador de Ruelle em finitos simbolos, veja a observagao
3.2).

Demonstracao.
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(i) Fixado ¢ > 0, considere o conjunto

Ae={g: Q=R | 0<g(x)<1,VreQ e g(x) < .G(Q)ecga(w’y),Vz,y € Q}.

Note que se b < ¢, entao temos que A, C A.. E f4cil ver que A, é fechado e
convexo. Provemos agora que A, C C*(2) e A, é uma familia uniformemente
continua: dados x,y € €1, temos

l9(z) — g(y)| < ‘g(y)e“’a(x’y) —~ g(y)‘
ot (= 1)
< liglo e = — 1]

< llglloce d* (z, y),

onde na ultima desigualdade utilizamos a expansao em série de Taylor da
fungao exponencial e o fato de que d(z,y) < 1:

i ~ 2 3
ecdo‘(a:7y) —1= Cda(xvy) + %an($7y) + %d?)a(ZE,y) +..

2B B 5
< (c + b) + 5 +.. ) d*(z,y) < cefd*(z,y)

Logo, tomando K = ||g||oce® temos

l9(z) — g(y)| < Kd*(z,y).

Com isso, podemos aplicar o Teorema de Arzeld-Ascoli, de modo a concluir
que A, é compacto na norma || - ||o.

Além disso, vejamos que se ¢ é suficientemente grande, 0 é‘\“(;g))no € A, se
g € A. . De fato, seja g € A.. Entao

Lalo)a) = [ @ gfaz)dv(a)
S / eA(aa:)g(ay)eccza(ax,ay)dy(a)

:/ eA(ay)eA(a:r)—A(ay)g(ay)ecc?"‘(a:c,ay)dy(a)
M

Como o potencial A é Holder, temos que |A(az) — A(ay)| < Hol(A)d(az, ay).
Além disso, Ja(al‘, ay) = (@) . Substituindo estas informacoes na ine-

quacao acima, obtemos
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ﬁA(g)(CE) S/ eA(ay)eA(ax)—A(ay)g(ay)ecJa(ax’ay)dy(a)
M
S/ eA(ay)g(ay)eHol(A)J(ax,ay)ecja(ax,ay)dy(a)
M
< [ gy ) 5
M

:eHoz(A)(d%’y))aec((z(“;‘y))a/ A g(ay)dv(a)
M

d*(z.y)
— 6( 200 (HOI(A)+C)) ,CA(g) (y)

. . c Hol(A . .

Concluimos assim que % € Ao, onde ¢* = % Assim, se ¢ é
: Hol(A

suficientemente grande para que ¢* = %HC < ¢, teremos que i EL ﬁ%b € A..

Usando o fato de que, para qualquer n € N, a funcao constante f,(z) = % €
A., para todo ¢ € R, podemos aplicar o que foi feito acima para g + f,, =
g+ 1/n, e obtemos

La(g+1/n)(z) < eV L, (g+1/n) (y), (3.1)

para ¢ suficientemente grande. Agora, para cada n > 1, defina o operador
continuo L, da seguinte maneira

Li(g+1/n)
[Lalg +1/n)llo

L.(g9) =

E claro que ||Ly,||o = 1. Dividindo a equacio 3.1 por ||£4(g+1/n)||o, obtemos

Lalg+1/n) (@) _ iy Lalg+1/n) (y)
1La(g +1/n)ll0 = [ILalg+1/n)llo’

ou seja, i
Ln(9)(z) < e, (g)(y)

Isso posto, temos que L, (A.) C A, para c suficientemente grande. Agora
estamos aptos a aplicar o Teorema de Tychonov-Schauder e, assim, para cada
n € N, existe um ponto fixo h, para o operador L,, ou seja, L,(h,) = hy,.
Em outras palavras, vale que

La(hy +1/n) = ||La(hy + 1/0)||0hn.

Como A. é compacto, existe hy € A. ponto de acumulacao da sequéncia
{hn}nen. Pela continuidade de L4, obtemos La(ha) = Aaha, com Ay =
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|ILa(ha)|lo. Falta verificarmos ainda que Ay > 0 e que hy é estritamente
positiva (j& sabemos que h é positiva pois é limite de fungoes positivas).
Para verificarmos que A4 > 0, note que

| La(hn + 1/0)||ohn = La(hy +1/n)
= /M e (b, (azx) +1/n) dv(a)

> e_”AHO/ (hn(az) 4+ 1/n)dv(a)
> ¢~ ll4llo <;2£ h(2) + 1/n>

Portanto,

1Ca(hn 4+ 1/m)lo inf hy = ¢ 14l (i&% ha(2) + 1/n)

> o 4llo inf B (2).
2o )

Dividindo a inequacao por inf,cq h,(z), chegamos a
1L a(hn + 1/n)||g > e 140,

Logo, Aa = [|La(R)]|o = limu_s o0 |[La(hn + 1/0)|o > e T4llo > 0.
Mostremos agora que hy é estritamente positiva. Suponha, por absurdo,
que exista x €  tal que ha(xz) = 0. Entao

0= MAsh4
= La(ha)(z)

= / A (az)dv(a),
M

visto que h, é autofuncao de L4 associada a A4. Seguindo indutivamente,
temos que, para todo n > 1, vale

0= / S mazean®)p (qiay .. apz)dr(ay) ... dv(ay).

Como o conjunto {a;...a,x | a; € M,n =1,2,...,n} é denso em Q) e hy
é uma funcao continua, terfamos que hy = 0. Mas isto é absurdo, pois
0< )\A = ||£A(hA)||0
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(ii) Suponhamos, sem perda de generalidade (pela observacao 3.15), que L4
estd normalizado. Seja M,(Q) = {u: B — [0,1] | p é invariante por o}.
E um fato conhecido que M, () é compacto e convexo. Vejamos que o
operador dual de L4, L£%: C(Q)* — C(Q)*, preserva M,(€), isto é, dada
m € M, (), temos que L (m) € M,(§2). Para tal, basta mostrarmos que
L%(m) é invariante, ou seja, dada ¢ € C(), vale que [ o o d[L¥(m)] =
[ pdm.

De fato.

/gpoad[ﬁz(m)] _ /EA(gooa) dm
Z/QDEA(l)dm

= / edm,

onde na segunda igualdade utilizamos o corolario 3.8 e na tultima igualdade
utilizamos que £, esta normalizado.
Ainda, da proposigao 3.12, temos que L% (m) é probabilidade.
Consequentemente, pelo Teorema de Tychonov-Shauder, garantimos a
existéncia de pg € M, () tal que L% (ua) = pa.

(iii) Suponhamos, novamente, que L4 estd normalizado. Assim, para provar-
mos este item, basta provarmos que

Jim L () = / s,

para toda ¢ € C(Q).

Pelo lema 3.13, temos que {L%(¢)}nen é uma sequéncia equicontinua
e, como L, é normalizado, temos que {L},cn é uniformemente limitada.
Portanto, pelo Teorema de Arzeld—/lscolz’, existe uma subsequéncia { L} } ren
convergente na norma da convergéncia uniforme. Seja ¢ = limg_, o L.
Mostremos que ¥ é uma funcgao constante. Como L, é normalizado, para
qualquer ¢ € C%(2), vale a seguinte cadeia de desigualdades

ming <minL4(p) < - <min L () < -+ < min.

Logo, para todo m € N, vale

min £ (¢)) = min L% ( lim £7%*(y)) = min ( lim E?Jrn’“(gp)) = min v,

k——+o0 k——+o0

onde a ultima igualdade segue da monotonicidade da sequéncia L7 () e de
limg 100 £ () = 1. Dado € > 0, seja N € Ne x € 2 tais que min L4(¢)) =
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La(¢)(x) (a existéncia deste z é garantida pela continuidade de L£4()) e
pela compacidade de Q) e {ay...anz | a; € M,i € {1,...,n}} é e-denso
em (2. Como min L% (¢)) = min, para todo m € N, temos que mint) =
min L7 (1) = min L4(¢) = L4(¢)(z), para todo m € N. Seja z € Q tal que
¥(z) = min+. Entao

P(2) = ming = La(¢)(x) = LY () (x) = /M ey a;ana)dv(a) . dv(ay).

Como L4 estd normalizado, temos que £} (1) = 1 e, dessa forma, podemos
reescrever

0= / eSvWlaana)y, g anx)dv(ay) ... dv(ay) — (2)
MN

_ /N Ny dvlan) = ()£ (1))

= / eSvlaana)y, o anx)dv(ay) ... dvlay) — (2) / eSvlaanz) gy, gy
Jun

JMN

= /MN eSvlaan) (g, ayx) —(2)) dr(ay) ... dv(ay)

Pela continuidade de 1, temos que ¥(a; . .. ayx) = ¢(z), para qualquer esco-
lha de a; € M. Como {a;...ayz | a; € M,i € {1,...,n}} é e-denso em (2,
segue que 1 é constante. Seja pa tal que L%(ua) = pa (cuja existéncia foi
garantida no item (74)). Entao, para todo ny € N, vale que (L%)"™ (j14) = 4.
Com isso, temos que

k——+o0

lim [ L3 (p)dpa = / edpa,
para toda ¢ € C%(Q2). Por outro lado, como 1 é contante, vale que

lim /Ezk(w)duA =/ lim E’}{f(gp)duA=/z/)duA == lim L3(p)
k—+o00 k—4o00 k—+00
Portanto, limy_, 0 £ (¢) = [ ¢dpa, para toda ¢ € C*(2). Como C*()
é denso em C(2), podemos assumir que esta igualdade é valida para toda
¢ € C(Q). Mostremos agora que {L%(¢)} ¢ convergente. Suponha que
outra subsequéncia {£% ()} convirja uniformemente para 1*. Pelo mesmo
raciocinio feito anteriormente, temos que 1* é constante. Logo, temos que

lim [ L% (p)dpa = / edia

k——+o0
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e, por outro lado,

k——+o0 k——+o00

lim [ £%(@)dus = /kgrfmﬁk(gp)du,q = /w*d,uA =" = lim L%(y),

., , . . 1

j& que 9* é constante. Sendo assim, limy_,.. L5 (¢ f¢duA Dessa
forma, concluimos que toda subsequéncia de {L£7} tem uma subsequencia
convergente e estas convergem todas para o mesmo valor, [ ¢dpa, ou seja,

i £30) = [ e,

para toda ¢ € C(f2).
(]

Observagao 3.16. Se nao tivéssemos assumido, no item (i7) do teorema
anterior, que o operador L, estava normalizado, entao teriamos garantido
a existéncia de uma medida pa tal que L£%(pua) = Aapa. Este fato estd
formalizado na préxima proposicao.

Proposicao 3.17. Seja A potencial a-Hdélder nao necessariamente normali-
zado e sejam ha e Ag a autofuncao e o autovalor associados, cuja existéncia
¢ garantida pelo teorema 3.14. Seja A o potencial normalizado associado
e seja m a tnica probabilidade satisfazendo L5(m) = m. Entio a medida

pa =m/ha satisfaz L4(pa) = Aapia-

Demonstragao. Como L%(m) = m, temos que para qualquer ¢ € C(2) vale

fe- s

= Li(p)dm
Q

_ /Q < /A’[eg(“‘”)gp(a:(:)dy(a)) dm

:/ </ €A(ax)+10gh‘4(ax)_10ghAoa(ax)_IOgAAQO(CLQS)dV(CL)) dm
Q M

_ A (a3)—— L o(az)dv(a) | dm
o \Ju Toa(@) Aa”

Como a igualdade acima vale para qualquer ¢ € C(12), substitua ¢ por
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ﬁ%, de modo a obter

foiieam= [ ([, e maten i ) an
_ /Q ( /M eA(ax)hAl(I)igp(ax)dl/(a)> dm
( /M eA(“”)go(aa:)dl/(a)> Mhi ym

Portanto, Aa [ pdua = [ 35dm = [, La(p)dpia, concluindo o resul-

tado.

O
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Operador de Ruelle para Cadeias de Markov a Tempo
Continuo

Neste capitulo, seguindo [1], ndés estenderemos a nocao de Operador de
Ruelle, agora para Cadeias de Markov a Tempo Continuo. E, dada uma
perturbacao, definiremos um Operador de Ruelle modificado e mostraremos a
existéncia de uma auto-fungéo e uma auto-medida associadas a este operador.

4.1 Definicoes e resultados basicos

Considere um conjunto de espagos de estados finito S = {1,...,n} e seja
Q o0 conjunto de caminhos w de R* tomando valores em S, localmente cons-
tantes, continuos a direita e com limite a esquerda. Em €2, consideraremos
a o-dlgebra B gerada pelos cilindros da forma {wg = ag, wy, = aq,...,w, =
a,},onde t; ER com 0 <t; <---<t,,reENea; €85.

Exemplo 4.1. Exemplos de caminhos, com S = {1,2,3,4,5}, estao ilustra-
dos a seguir:
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B .—e
A %
t t, t t tg ts t

Fig. 4.1: Elemento de Q com S = {1,2,3,4,5}.

Fig. 4.2: Elemento de Q com S = {1,2,3,4,5}.

A fim de definirmos uma nova versao do Operador de Ruelle, precisamos
de uma medida a priori, que serd construida da seguinte maneira: seja L
uma matriz coluna soma zero, com elementos negativos em sua diagonal e
nao-negativos fora dela. Vimos que P! = et* ¢ um semigrupo com gerador
infinitesimal L e que e'* é uma matriz coluna estocastica para todo t € R*.
Ainda, note que se L(v) = 0, entdo e'X(v) = v, para todo t € RT, ou seja, v
é um autovetor de e’ com autovalor associado 1. A partir deste semigrupo,
construimos, em (€2, B), a probabilidade P definida nos cilindros da seguinte
forma:

_ — _ _ plr—tr—1 to—t1 pti ao
P({’wo = o, Wy, = A1, ..., W, = a”"}) - Pa:aril te Pa2a1 Pa1a0p0 )

onde pg é o vetor de probabilidade tal que L(pg) = 0.

Observacao 4.2. Lembre que se () é matriz coluna soma zero, sempre p
vetor de probabilidade tal que Q(p) = 0. Além disso, nestas condigoes,
e'“(p) = p, para todo ¢ € R. (vide teorema 2.41 e teorema 2.42).
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Também é necessario introduzirmos uma versao a tempo continuo do shift,
que é uma transformacao continua com respeito a métrica de Skorohod-Stone
(para mais detalhes sobre esta métrica, o leitor pode consultar [2]). Para cada
s € RT fixado, definimos a transformacgao B-mensuravel da seguinte maneira:

O,: Q0 —0Q
Wy = Wiys-

Exemplo 4.3. Acao do shift em um caminho de €:

Fig. 4.3: Exemplo da agao do shift para s = 1,2

Observacao 4.4. A probabilidade P definida anteriormente é estacionaria
com respeito ao shift, isto é, para qualquer funcao integrdvel f: Q — R" €
L>°(IP) e qualquer s > 0 vale que

/ Fw)dP(w) = / (f 0 ©,)(w)dP(w).

4.2  Operador de Ruelle a Tempo Continuo ¢ Propriedades

Consideraremos, a partir de agora, uma familia de medidas p7, indexada
pelos elementos z € € e tempos t > 0, que funcionard como uma desinte-
gragao da probabilidade P anteriormente definida. Seja ¢ > 0 e considere
uma sequeéncia 0 =ty < t; < --- < t;; <t <t; <--- <t,. Entao, para
z € €, definimos a medida p; nos cilindros por:

L=Pl = L Pl Pl po(ap),

po(z(t)) " z(t)aj_1 azai ~ aiao
wi ([Xo = ag,..., Xt = a,]) = se a; = z(t;),...,a, = 2(t;)

T

0, caso contrario.

Com estas ferramentas em maos, podemos definir o Operador de Ruelle a
tempo continuo da seguinte maneira: fixado ¢ > 0, pomos

CH(f)(z) = / oy E(52)
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onde D[0,t) = {y : [0,t) — S : y é continua a direita e com limite a esquerda}
e yz representa a concatenagao dos caminhos y e z.

Observagao 4.5. lim,_,; y(s) nao precisa ser igual a z(0).

Exemplo 4.6. Para ilustrar a acao do operador de Ruelle acima definido,
considere uma sequéncia 0 = tp < t; < ...t <t <t; <--- < t, e seja
f= LiXo=a0,X1, =a1,....Xt, =ar]- Dividiremos em dois casos:

1) z € Q tal que 2.y = aj,...,2,._+ = a,, ou seja, z é tal que se y €
J ) T
D[0,t), entdo (yz), = 2z1,—+ = a;, para i € {J,...,r}. Entdo

£H(f)(=) = / o )

= / ]]'[XO:CLOth]_:a17-~7XtT:ar] (yz)duf(yz)
yeDI0,t)

_ ipt_tj—l o Ptz—tl Ptl pgo

So z(0)aj_1 a2a1 ~ aiap
(2) z € Qnao étal que 2z, = aj,..., 2,4 = a.

Neste caso, L'(f)(z) =0
Portanto, L'(f)(z) =

1 t—tj—1 to—t1 pt1 Ao
pgo Pz(O)a]‘,1 s P(Lza,l P(Llaopo ]1[Zt]-—t:ajw-,zw—t:ar]‘

A préxima proposigao afirma que o Operador de Ruelle a tempo continuo
definido estd normalizado.

Proposigao 4.7. £(1) = 1.

Demonstracao. Temos

£H(1)(2) / o M)

[ i)
yeDI0,t)
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I
[]=
=
W
—
~
=
Il
&.
=
Il
N
—~
(@)
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——
S—

O

Podemos definir o operador dual de L*, que denotaremos por (L£*)*, agindo
nas medidas. Este operador é tal que [ fd(L")*(n) = [ L'(f)dp. A principal
consequéncia da proposi¢ao acima é que a imagem de uma probabilidade pelo
operador dual é também uma probabilidade. Este resultado esta formalizado
abaixo.

Proposicao 4.8. Se u € probabilidade, (L')*(u) é probabilidade.

Demonstragao. Devemos mostrar que (L£)*(u)(Q) = 1.

(£ (1)() = / 1LY ()

O

A préxima proposigao traz um resultado importante: de que P é um
ponto fixo para este operador.

Proposicao 4.9. (L')*(P) =P

Demonstracao. Devemos mostrar que, dado E conjunto B-mensuravel, vale a
igualdade (£)*(P)(E) = P(E), ou seja, [, d(L")*P(z) = [,dP(z). Como os
cilindros geram a o-algebra B, basta mostrarmos a igualdade para conjuntos
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da forma F = [Xo = ag,..., X}, = a,],com 0 =1y <t; < - <tj_1 <t <
t; <---<t,. Entao

/E ALY P(z) = / 1pd(L1)P(2)
_ / L£H(1g)(2)dP(2)
-y / £4(1,)(2)dP(2)

p—1 * [Xo=0]

1 t—t;—1

n
- Z / ]l[XOZb]]l[th—tzajwatr—t:aT] p?/z(t) PZ(O)aj—l T Pjigltl Pgaopgod]?(z)
b=1 0

n
I B .
=3 [ LA Pl Dol dP(2)
b=1

onde a pentltima igualdade segue do exemplo 4.6. Aplicando a defini¢ao de
P e Chapman-Kolmogorov, obtemos que

n
_ |
" o t—(tp1— ti—t p t—ti_ _ Y
/Ed(ﬂt) P(Z) = Z szrart_l(t 1 T Pa;b pOp_gpz(O)]ajil T Pézaltl Ptfiaopg
b=1

tr—tr— C—t
= Pt Py P, e

AQr—Qpr_—1 ° a;a;—1 : a1Qo

ZP[XOZCLo,...,XtT :CI,T]

- [ .
E

concluindo assim o resultado. O

A préxima proposicao é especialmente til no caso em que f = 1. Ela
também serd utilizada na proposigao 4.11, que trata do dual do operador de
Ruelle.

Proposicao 4.10. Dados t € RT e fungdes f,g € L¥(P), temos

L(f(g°01))(2) = 9(2)L"(f)(2)
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Demonstracao.
L(flgo00)) = [ oy {00620
= / o fy2)g(2)du; (y2)

=g(z 2)dp; (yz
g( )/yeD[O’t)f(y )du (yz)
= g(2)L'(f)(2).
[l

Considere o endomorfismo «ay : L¥(P) — L>®(P), ay(f) = f o ©;. Entao
podemos reescrever a proposigao acima como L'(fai(g)) = gL' (f).

Proposicgao 4.11. «; € o dual de L em L*(P), ou seja, (L(f), g) = (f, a:(g)).

Demonstracao.

(CH(f).g) = / £H(f)gdP

/L’t fau(g)) dP
/fat )dP

= (fau(g))

onde na terceira igualdade utilizamos o fato de que P é ponto fixo para o
operador (L')*, ou seja, a proposi¢ao 4.9. O

4.3  Operador de Ruelle Modificado

Consideraremos, a partir desta secao, fungoes V: 2 — R constantes nos
cilindros da forma {Xy = ¢}. Analisaremos a perturbagao do Operador de
Ruelle £! por V. Esta perturbacao se d4 da seguinte maneira: consideremos
a aplicagao G;: 2 — R dada por Gy(z) = eJo V(a(s))ds Entao, a partir desta
aplicacao, definimos o Operador de Ruelle modificado L%, : L>(P) — L*°(P)

L. Borsato



42 Operador de Ruelle Modificado

por:
v(f)(z) = L(Gf) ()
— [t (efg(Vo@s)(.)d8f> (Z)

. ¢ & as
= ZU (efo(VO()s)(~) 1: ]l{Xt:b}f) (2).

b=1
O proximo Teorema ¢ uma versao do Teorema de Perron-Frobenius para
tempo continuo. Devido as suas consequéncias, este resultado é de suma
importancia para que possamos encontrar uma auto-funcao para o Operador
de Ruelle modificado e uma auto-medida para seu dual.

Teorema 4.12. Dados L matriz n X n coluna soma zero, py vetor de proba-
bilidade tal que L(pg) =po e V: Q@ — R tal que V' € constante em {Xy = ¢},
entao existem:

a) uma unica funcdo positiva uy: Q — R constante e igual aos valores ui,
em cada cilindro {Xo =i}, 1€ {1,...,n};

b) um unico vetor de probabilidade py em R™ tal que

b1) (i) > 0;

b2) > (uv)i(py)i = 1;

c) um numero real Ay tal que:

c1) para todo s >0

e—s)\vuves(L-H/) = uy;

c2) dado s > 0,

e—s)\v 6.fs(L—i-V)luV = Ly,
A demonstracao deste teorema baseia-se no teorema de Perron-Frobenius
para matrizes positivas (ver [11]) e no seguinte fato elementar:

Av =\ <= v =c?vVteR.

O Teorema de Perron-Frobenius para matrizes positivas pode ser aplicado
neste caso, pois dado L + V' existe k > 0 suficientemente grande de modo
que L+ V + kI terd todas as entradas positivas. A soma desta constante nao
prejudica o argumento.

Algumas consequéncias deste teorema sao:
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(i) De cl) obtemos que uyes“tV) = evay, e, portanto, uy (L + V) =
Avuy. Ou seja,
Uv(L‘f'V—)\Vj) = 0.

(ii) De ¢2), obtemos

(L+V =MDy = 0.

Agora, seja a o-algebra F, = o ({X;|s <t}). Em F,, para cada iqg € S e
t € R" fixados, consideremos a probabilidade p com suporte em {Xo =40}
definida nos cilindros da seguinte forma:

i, ({Xo = io, Xoy = an,..., Xy, = a,, Xy = jo}) = PL ... P2 " Py

Joar azal ~ arig’
Observacao 4.13. Esta probabilidade nao é estacionaria.
Seja Q(j,4); a entrada ij da matriz e'“*V) isto ¢, Q(j, i), = (e!“HV))
Entao, por Feynman-Kac, obtemos que

ij°

QUion o)t = Efxomio} <6fot(Vo@s)(w)ds7Xt _ jo)

= / 1 (xmjopelo (VOO @Hsq L (1)

Para maiores detalhes, o leitor pode consultar [9], Lemma 5.5

pv(w) _ (v)w()
pP(w) T (P)w(0)

Proposicao 4.14. A funcao fy(w) = ¢ uma auto-func¢ao

para LY com autovalor V.

Demonstracao. Primeiramente, note que podemos escrever

e (45) 0= L bt (B it

i=1 j=1

Seja w(0) = jo. Fixado i € S, temos dois casos:
(i) Caso j = jo.
L4 (Lo pxemn) () = £ (P08 eyt ) (w)
= / el VOO oy T gy (yw)dpsf (yw)
yeD(0,t)

Q(jﬂv Z)tp?
0
Pj,
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(ii) Caso j # Jjo.
‘CI;/ (]]‘{oni}]]'{Xt:j}) (UJ) =0

Dessa forma,
o (3) - S5 (st
ZW ZZ)) (gi))

Z o :)) ) 0 I]’?OO((]O))

et)\v ( )JO

(]0)
A partir de agora, consideraremos um novo operador, ﬁﬁ,, definido da

seguinte forma: para cada t € Rt, £1,: L®(P) — L*®(P) é o operador dado
por

O

Eila)w) = " (B00%g ) ()

1%
Observacao 4.15. Podemos reescrever este operador como

Eila)(w) = - Lhlafy)w)

De fato,
Lv- )\Vo@(dsgf>( )

Vo0, (-)ds— [ ,\Vdsgfv> (w)

7l (e

7 (o

ol Voo, ()ds
< 9fv> (w)

ey
fv e’\vt ( oo dsgfv) (w)
1 1
= f_vg)\vtEV(ng)(w)'

A préxima proposicao mostra que £¢ estd normalizado.
1%
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Proposicio 4.16. £, (1) = 1, para todo t € R*.

Demonstracao. De fato,

& - | 2 (eW dbg)}m

olo Voos( ]
- €f0 Avds | (Z)

eJo Voos( ]
) ()

6)\\/75

— | o Jy voos()ds V.

| UV 6’\"t ( Po (=)
_ [P L e (v

v PAV’:EV (Po )1 (=)

- |2t ()] )

,LL €>\Vt
po 1 )\thuV
= |———e"V'"—| (z
|y eVt Do (=)
= 1’
para todo z € €. O

Além disso, definimos, para cada ¢ € R fixado, o operador dual de
(ﬁ’{/)* que age no conjunto das probabilidades p em (). Analogamente a
proposicao 4.8, temos que se i é probabilidade, entao v = (ﬁ@)*(,u) também
¢é probabilidade, ja que CAQ/ esta normalizado.

Exemplo 4.17. Sejam 0 < t; < to < t e g = lxy=a0.X;,=a1,X1,=a2,X,=as]-
Entao

A 1 1
Ly (9)(w) = f—vmﬁﬁf(gfv)(w)
11 ‘ (yw(0))
= — fo(VOGS)(yx)]l - -~ B B Hyv d t
fV eAvt ~/y€D[0 9 € [Xo=0a0,Xt; =a1,Xt,=a2,Xt=a3] po(yw(())) oy
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SR L Y S B O
v eV Jyepitan) Jysenititn) Jyienion)

Mv(&)po(ao) t1( x)po(al)
pO(GO) o(a1) ! polas

1 [Xo=a0,Xt,=a1,Xt,=a2,Xt=a3]

polaz) t—to
Po(aa)d (

_ / / / (I (V00)() 2 (V00)() iy (VaBa)()
fV 6)\Vt ygED[tz,t) yzED[t1,t2) yleD[O,tl)

MV(GO)PO(GO) h (o
po(ao) Po(al)d ( 1)

YsY2y1T )

1 [Xo=a0,Xt, =a1] 1 [Xt, =a1,Xt,=as2] 1 [Xiy=02,X1=a3]

Pola@1) | 4 polaz) |

dpg ™" z d 2 z
pO(GQ) (y U1 )p()( ) ILL (y3y2y1 )
1 1

Q(ah aO)tlQ(a27 al)tz—tlQ(aEh a2)t—t27

- f_V e)\\/t
se w 6 tal que wy = as e £L,(g)(w) = 0, caso contrario.
O proximo teorema garante a existéncia de uma probabilidade vy tal que

[ L4dvy = [ gdvy, para toda g € L®(P), ou seja, vy ¢ ponto fixo para o

*

operador (L%,)*.

Teorema 4.18. Para cada t € R existe uma probabilidade vy em (S, B)

que € ponto fixo para a transformagao ([A'f{/) . Ainda, esta probabilidade nao
depende de t.

Consideremos vy a probabilidade obtida da seguinte maneira: dados
0 <ty <tg<-+ <t <" <t eg=1{xg—a0,x,~a1,..X,~a,}, definimos a
integral de g com respeito a probabilidade v, como

/g(w)dy(w) — e(tT_tr—l)(L"rV‘i')\VI)arar_l . e(tl)(LJ’_V—‘r}\vI)alaO/l/V(a/O)

= Q(ar-1,ar)t,—1, , - - Qao, a1y, pv (ao).

Vejamos que v é, de fato, uma probabilidade.

v(Q) =/1du

_ZZ/]I{XO =, X,= l}dV

i=1 j=1
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n n
LAV -AvI .
=> > ey T ()

i=1 j=1

= Zﬂv(i)
—1

Com isto, construimos a probabilidade vy nos cilindros. Pelo Teorema da
Ezxtensao de Kolmogorov, podemos estender a probabilidade vy a o-dlgebra
B.

Agora, vejamos a agao do operador EAQ/ na funcao g supracitada, com t é tal
que 0 <ty <<ty 1 <t<ty;<---<t.. Temos

R 1 _ _ _
L’i/. (g) (w) — MV(Z) egisfsl_l)(L+V Av) o 6211(111'8+V )\VI),UV(CLO)
se w(0) = i, w(ty—t) = a, ..., w(t,—t) = a, ¢ L, (g)(w) = 0, caso contrério.

Para concluirmos o resultado, devemos mostrar que

[ Ev@wyn = [ g,

/ £l () (w)dvy = / Lo sy £ () ()i
= /Z]l{Xo=z',th_t=a37.“,xtr_t=ar}ﬁ§/(g)(w)dVv,
1=1

De fato,

onde na primeira igualdade usamos o fato que £ (¢)(w) # 0 apenas quando
w(0) =i, w(ts —t) = as,...,w(t, —t) = a,.
Pelos célculos anteriores, obtemos

4 1 t—tye ) (LAV Ay T
/ﬁﬁ/( dVV_/Z]l{thtas o) Z((1511)(+ vl

el VWD) s (ag)diy
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n
1 - _
=D v ({Xo =i, Koot = @y Xy = a,}) el D
=1

pv (@)

) 6Z1l(aLO-i—V AVI),[L (ao)

n
_ ((lirartl(tr—lft))(LJer)\VI) . ((gtﬂés t)—(ts—t))(LAV =y 1) ((Ltji—t)(LJrV—AvI) 1y (i)

=1

Lt )(@4v=rvI LV -AyT

i et el D ao)

_ Zetr—n D(L+V=Av]) (ts—t)(L-i-V Avf)e(t ts—1)(L+V— Avf)
arar—1 asl 1s—1 o

) egll(afg-i-v )\VI)Iu (ao)

Utilizando o fato que 37| s =LAV =2y ) (t—ta1)(L+V=2vI) _ egt;ts_ll)(HV—AvI)
i= asz Qs 1 sQs— ’

chegamos a
/ﬁt w)duy _e((lt:artrl D(L+V=AvT) et(lizzi—ll)(ll-i-V—)\vf)“ 6211(aL0+V AVI)M (ao)

= / ]].{onao,...,XtT:ar}dyv

= /gdy\/)

concluindo o resultado.
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