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RESUMO

O trabalho realizado consiste no desenvolvimento das equacdes pertinentes a teoria de cascas,
implementacdo de programas de elementos finitos em Matlab e resolucdo de problemas de
casca numéricos e analiticos. No desenvolvimento da teoria de cascas € evidenciada a aplicacdo
da curvatura da estrutura no célculo das for¢as e momentos resultantes para uma superficie de
casca simplificada a uma estrutura localmente bidimensional. O problema de casca € resolvido
analiticamente para um caso de curvatura simples e comparado com a resolucao por elementos
finitos em um programa desenvolvido pelo autor, em que a utilizagdo da curvatura para o
calculo das for¢as e momentos resultantes € inserida na programacao. A andlise de elementos
finitos € realizada para casos de casca com curvatura simples e dupla curvatura e de duas
formas, sendo que a primeira utiliza elementos cujas normais médias sdo empregadas na
montagem da matriz de rigidez, constituindo um elemento de casca e a segunda aplica normais
a cada n6 de cada elemento, tendo-se assim uma superficie facetada, com comportamento de
placa em cada elemento. Os resultados obtidos mostram que o impacto da aplicagdo da
curvatura em geral é pequeno nas regides mais criticas para as forcas € momentos resultantes,
como na regido de engaste. Porém, algumas regides da casca apresentam grandes variacoes, €
caso sejam de importancia para o usudrio, cabe uma anélise mais detalhada em que o emprego

da curvatura possa ser considerado.

Palavras-chave: Cascas, Elementos finitos, Curvatura.

v



ABSTRACT

This work presents the development of the shell theory equations, implementation of finite
element programs in Matlab and the resolution of numerical and analytical shell problems.
Along with the development of the shell theory, the application of the curvature of the structure
in the calculation of stress and couple resultants for a shell structure simplified to a bi-
dimensional problem become clear. The shell problem is solved analytically, by means of the
application of the shell equations in a shell with simple curvature, and this solution is compared
with the numerical solution using the finite element program implemented, considering the
curvature of the structure for the stress and couple resultants. Finite element analysis is
performed for the simple and double curvature cases of shells, and in two distinct ways, the first
one considering averaged normals for neighbor elements, which produces shell elements, the
second one using normals to each node of each element, which results in locally flat elements,
behaving as plates. Results obtained show that the impact of the application of the curvature in
the resultants is usually small in the most critical points, such as the crimp. However, some
regions of the shell present huge variation, and further analysis is recommended, since the

application of the curvature can be important.

Keywords: Shells, Finite element, Curvature.



1.1
1.2

2.1

2.1.1
2.1.2
2.2

2.2.1
222
223
224
225

3.1
3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.2
3.2.1
322
3.2.3
324
33
3.4
3.5
3.6

4.1
4.1.1
4.1.2

INDICE

INTRODUGAQ ....oucueererrereressesessessssssesssssssesssssssassssessssssasssssssessssesssssssessssessassssasess 1
ReviSA0 DIDIOZIATICA ...eeeeiiieeiiieciieeciee et e e eaee e 1
ODJELIVOS c.teeeiiieeetteeeite et ee et ee ettt e et e e et eesteeesteeesstaeensseeensseeessaeensseeanssaesnseeennseeennses 2
TEORIA DE CASCAS ..uiiiticenninsninsnisncssicssissssssesssissssssesssssssssssssssssssssssssssssssses 3
Geometria diferenCial ..........oooiiiiiiiiiiiii e 3
CUIVAS 110 ESPACO ..veeeeniiiieeeeiiiteeeeiiteeeesiteeeeesttteeesautteeessstteeesassteessnnsseeessnnsseeessssseeeens 3
SUPETTICIES . ..e ettt ettt ettt et e et e et e et e e st eesbeeesabeeenanes 5
Equagdes fundamentais da teoria de cascas finas.........ceeecveeeeveeeviieeiieeeiieeniieenneenn 13
APTOXIINACOES ...veeeuvvieeniieeeiieeeitieeaitteeeitteesseeesseeessseeessseeessseeesssesesssesssssessssseessseesssees 13
Coordenadas de um ponto arbitrario da CaSCA ........eeevuveerrieeriiieriiieniieeeeee e 15
RelacOes CINEMALICAS .....ccccvvieeiiieeeiiieeiieeeieeeeiee et eeeteeeireeeeaeeeareeeaaeesaeeesnseeesnseeas 17
Forcas € momentos TeSUILANTES .........cccviieriiieeriieeriieeeieeereeereeeireeeaeeeeaeeesnaeeeenneees 25
Equagies de equiliDIio.........ooiiiiiiiiiiiiiiiie e 27
ELEMENTOS FINITOS DE CASCA ....utiiinstensinssnnnsnesssecssissssssssssssssses 38
Teoria de Elementos FINILOS .......ccceeiiiiiiiiiiiiieniceteeeeeee e 38
Trabalho VIrtual @XTEIMO. ......ceiuiiiiiiieiiie ettt st s 39
Trabalho VIrtual INETNO «....cccueiiiiiiiiiiiieieee e 39
Definicao da Matriz de Rigidez ..........cceeeviieiiiieiiiieiiecieecee et 40
Sistemas de COOTAENAAAS .........eeirviiiiiiiiiiie et 41
Sistema de coordenadas global ............coccviieiiieiiiieiiieeiee e 42
Sistema de coordenadas curvilineo natural...........ccccceeeeriiiiiiiniiiiiiieniceeeee 42
Sistema de coordenadas 10Cal .........coceeeiiiiiiiiiiiiiiiie e 43
Sistema de coordenadas local nodal ............cccccoviiiiiiiiiiiiiiiiee 44
Geometria e deslocamento dO €lemMEeNtO ..........cccueeiueerierieenienieeieeceee e 45
Tensoes € defOrMACOES .......veiiuiieiiiiieiie ettt et s 46
MatrizZ de RIGIACZ.....ccccuviieiiieeiiieeeeee ettt et e e e e ae e s e e enbeeeennee s 47
INtegragca@o NUMETICA .......cccuviiiiiieeiiieeieeeeiee ettt e eee e e re e e er e e e aae e e aeeesnbeeeenseees 51
METODOLOGIA E RESULTADOS ....uuiiinninnninsnicsssissnncsssssssssssssssssssssssssssse 53
Resolucdo pelo método de elementos finitos........cceeevveeerieeeriieeriieeieeeiee e 53
Comparagao com artigo de MacNeal & Harder ...........cccocvvevviieiiiieniieeeieeeeeeen 53
Comparacdo com software comercial de elementos finitos (ANSYS)......cccceeeennee. 67

vi



4.1.3

Avaliagao das forcas e momentos resultantes em casos com curvatura e sem

CUIVATUTA  eeeeteeniieeteenite et e st e et e sttt eabe e s bt e e st e esueeeabe e s bt e esbeesbeeeabeesaeeesneenbeeeabeesuseemneenaneeaseenanens 76
4.1.4  Aplicagdo de carga na dire¢do X em uma casca com curvatura em unica dire¢ao .......

............................................................................................................................ 77
4.1.5  Aplicacdo de carga na direcdo X em uma casca com curvatura em duas direcdes........

............................................................................................................................ 86
4.2 ReSOIUCAO ANAlTICA ...ouvveiiiiiiiiiieee e 92
4.2.1 Casca com curvatura €m Unico SENLAO ........ceoeeriieiiiniiienieneeeeee e 92
5 CONCLUSOES .ouuctnictisnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 99

vii



LISTA DE FIGURAS

Figura 2.1 - Curva C, vetor posicao r(s) e vetores tangente (t), normal (n) e binormal (b). ...... 4
Figura 2.3 - SUPETTICIE S .oeeueiieiiiieeiiee ettt et e e e e et e e eaae e enaeeeenseeennnes 5
Figura 2.4 - Elemento diferencial de uma CasCa..........ceeevueieniieiiiieiiiieeieeeiieeeieeeeee e 17
Figura 2.5 - Deformagao de UmMa CASCA .....uuieeveieeiiieiiieeeieeeeieeerieeeiteeeiveesereeerreesreeesaeeenes 18
Figura 2.6 - Representacdo da deformacao cisalhante no plano da superficie de referéncia...21
Figura 2.7 - Forcas € momentos Te€SUItANTES .........ccueeruieeriiieeriieerieeerieeenireeeireeeseeeseeeesneeenns 27
Figura 3.1 - Representagcdo de um vetor posicao x, em um no k, no referencial global de
coordenadas (a), e referencial curvilineo natural de um elemento de casca (b).............ccc....... 42
Figura 3.2 - Referencial local em um ponto de um elemento finito de casca (a), elemento de
casca curva (b), € coordenadas 10CAIS (C). ...covevvurrriiiieeiiiiiiirieeeeeeeeeeeerree e e e e e eeesarrreeeeeeeeeeeanes 44
Figura 4.1 - Estrutura para o teste "Patch test". ........coooiiiiiiiiiiiiiiecceeeeeeeeee e 53
Figura 4.2 - Teste "Viga engastada” @, D € C..cccueeeeiiieiiiiiiiieeiie et 58
Figura 4.3 - Avaliacdo dos resultados de deslocamento obtidos com o aumento do nimero de
€lementos da ESIIULUTA. ..c....eiiiiiiiiiiiiiee ettt ettt e st e sb e e s e e s e e 59
Figura 4.4 - Estrutura para o teste "Viga CUrva'..........cceoviiieiiiiiiiieiiee ettt 60
Figura 4.5 - Estrutura para o teste "Viga torcida". .........ccccveeeieeeriiieeniee e eiee e 61
Figura 4.6 - Estrutura para o teste "Placa retangular". .............ccoooiieiiiiiiiiieniieeeeeeeeeee 62
Figura 4.7 - Deslocamento para uma placa com NXN =8 erazdob/a=1.....ccccccccvvreirerennrnn. 63
Figura 4.8 - Estrutura para o teste "Telhado Scordelis-Lo". .......ccccoooiiiiiiiiniiiiniiiiiceieee 64
Figura 4.9 - Estrutura para o teste "Casca eSferica ". .......ccceeriieerieeeriieeiee e 65
Figura 4.10 - Casca dividida em 5 (a), 10 (b) e 50 elementos (C). .....cceevvuveerieeeriiieeriiieenieeenne 68
Figura 4.11 - Casca com restri¢ao de deslocamentos e forcas aplicadas na dire¢ao X............ 69
Figura 4.12 - Comparagdo dos deslocamentos na dire¢do X com o elemento AIZ de 4 nés e
simulacdo N0 ANSY'S com R/N = 10, ..cccviiiiiiiie et 69
Figura 4.13 - Comparativo de deslocamentos na dire¢dao X com o elemento AIZ de 4 nds e
simulacdo no ANSY'S com R/h = 100. ......coociiiiiiiiiiieiieeeeee et 70
Figura 4.14 - Casca com restri¢do de deslocamentos e forcas aplicadas na dire¢do Z. ........... 71
Figura 4.15 - Comparagao dos deslocamentos na direcdo Z com elemento AIZ de 4 nds e
simulacdo N0 ANSY'S com R/h = 10, ..couiiiiiii e 72
Figura 4.16 - Comparacgao dos deslocamentos na direcdo Z com elemento AIZ de 4 nés e
simulacdo no ANSY'S com R/h = 100. .....ccooiiiiiiiiiii e 72
Figura 4.17 - Casca com restricao de deslocamentos e forcas aplicadas em sentidos opostos na
ITECAO X ittt et e ettt e ettt e e ab e e e sab e e e sab e e e st e e sabb e e e bt eesabbeeeabbeeeabeeenanee 74
Figura 4.18 - Comparagao dos deslocamentos na direcdo X com elemento AIZ de 4 nés e
simulacdo N0 ANSY'S com R/N = 10, ..couiiiiiii e 74
Figura 4.19 - Comparagao dos deslocamentos na direcdo X com elemento AIZ de 4 nés e
simulacdo no ANSY'S com R/h = 100. .....ccooiiiiiiiiie e 75
Figura 4.20 - Normais sem suavizacao (a) € normais suavizadas (b)........ccceceeeveeevveeriieeninneens 76
Figura 4.21 - Direcdes 61 e 82 e momentos resultantes na casca simulada. .............cccceeveeene. 77
Figura 4.22 - Dire¢oes 61 e 02 e forcas resultantes na casca simulada. .........c.cccoeceeeeeennennen. 77
Figura 4.23 — Momentos resultantes M11, com normais suavizadas e sem curvatura (a), com
CUrvatura (b) € VAriaCA0 (C)..eeeuveeerreeerrieeiieeeiteeesiteeeiteeesteeesseeesseesssseeassseesssseessssesssssesssseesnnses 87
Figura 4.24 — Momentos resultantes M11, com normais sem suavizacio e sem curvatura (a),
com curvatura (b) € Variagao (C)...c.eeerueeerieeeiiieeiieeeiiieeeieeeeieeesteeeseteeessseeessseessreeensseesseeennses 87



Figura 4.25 — Momentos resultantes M22, com normais suavizadas e sem curvatura (a), com

cUrvatura (b) € VAriACA0 (). .eeeuveeerureerritieeiiieeeitee ettt e sttt e st e esibteesabeeestbeeeabeesbbeesbbeesabeeesaneeenanes 88
Figura 4.26 — Momentos resultantes M22, normais sem suavizagdo e sem curvatura (a), com
cUrvatura (b) € VArIACA0 (). .eeuveeerureerritieeiieeeitee ettt e eite e sttt e st e esabeesssbeesiteesbbeesbteesabeeesabeeenanes 89
Figura 4.27 — Momentos resultantes M12, com normais suavizadas e sem curvatura (a), com
CUrvatura (b) € VArIACA0 (). .eevuveeerureerritieeiieeeiteeeiteesite e st e e sibteesabeeesabeesbteesbbeesbbeesabeeesabeeenanes 90
Figura 4.28 — Momentos resultantes M12, com normais sem suavizacao e sem curvatura (a),
com curvatura (b) € Variagao (C)...cueeerveeerieeeiieeeiieeeiieeeieeeeieeesaeeessseeeseseeessreessseesnsseesseeennnes 90
Figura 4.29 — Momentos resultantes M21,com normais suavizadas e sem curvatura (a), com
Curvatura (b) € VAriaCA0 (C)..eeeuveeerreeerieeeiieeerireeeiteesitteesteeesseeesseesssseeassseessssesssssesssssessssessnnses 91
Figura 4.30 — Momentos resultantes M21, com normais sem suavizacio e sem curvatura (a),
com curvatura (b) € Variagao (C)...cueeerueeerieeeiiieeiieeeiieeeteeeeieeesaeeenseeeseseeesreeesreessseesnseeennnes 92
Figura 4.31 - Casca com curvatura constante em Unica dir€Ca0. .........cceevuveerrreeriureeriieeeniueeene 93
Figura 4.32 - Resultantes de momento M 11 obtidas ao longo de toda a estrutura. ................. 97
Figura 4.33 - Resultantes de momento M 11 obtidas de forma analitica e numérica. .............. 98

X



LISTA DE TABELAS

Tabela 3.1 - Coordenadas e pesos de integracdo para as duas primeiras ordens de integragao

da quadratura de Gauss-LeZendre. ..........ccceviiiiriiiiiiiiieniie et 52
Tabela 4.1 - Coordenadas para os nds internos da placa. ........ccceeeeveeerveeerieeenieeeiieeeieeeieeens 54
Tabela 4.2 - Resultados de deformacdo €11 para cada n6 de cada elemento da estrutura de
EESTL. ettt ettt ettt ettt ettt ettt e e ettt eea bt e a e e e bt e e e bt e e e bt e e e bt e e bt e e eb et e eabeeeeabeeeeabeeeas 54
Tabela 4.3 - Resultados de deformacdo y12 para cada né de cada elemento da estrutura de
EESTL. ettt ettt ettt ettt ettt e e et e e a bt e a e e ht et e bt e e e bt e e e bt e e e bt e e e bt e e sabeeenabeeeeabeeeas 55

Tabela 4.4 - Resultados de tensdo 11 para cada né de cada elemento da estrutura de teste..55
Tabela 4.5 - Resultados de tensdo t12 para cada n6 de cada elemento da estrutura de teste. .55
Tabela 4.6 - Resultados de tensdo 011 para cada né de cada elemento da estrutura de teste..56
Tabela 4.7 - Resultados de tensdo t12 para cada n6 de cada elemento da estrutura de teste. .56
Tabela 4.8 - Resultantes de momento M11 para cada n6 de cada elemento da superficie de

LS () (<1 161 T2 T OO OO U U ORU RO PROUSTOPRRRO 57
Tabela 4.9 - Resultantes de momento M22 para cada n6 de cada elemento da superficie de
LS () (<1 161 T2 T O O OO O SO UTUOP U UPRORUSTOPRRRO 57

Tabela 4.10 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Viga engastada (a)”......58
Tabela 4.11 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Viga engastada (b)” .....59
Tabela 4.12 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Viga engastada (c)”......59

Tabela 4.13 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Viga curva”. ................. 61
Tabela 4.14 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Viga torcida™................ 61
Tabela 4.15 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Placa retangular”, com
ATESTAS TIXAS, A = D = 2t oottt e e e e e et e e e e e e e ettt s e e eeetaaaa s 62
Tabela 4.16 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Placa retangular”, com
arestas simplesmente apoiadas, @ =2 €D = 2. ...ccccceriiiiiiiiiniie e 63
Tabela 4.17 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Placa retangular”, com
arestas engastadas, a =2 €D = 10. ...cocciiiiiiiiiii e 63
Tabela 4.18 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Placa retangular”, com
arestas simplesmente apoiadas, a=2eb = 10. .....cceciiiriiiiiiiiiiniiie e 64
Tabela 4.19 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Telhado Scordelis-Lo”. 65
Tabela 4.20 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Spherical Shell". .......... 66
Tabela 4.21 - Notas e relativos percentuais de €ITO.........cccuveerveeerieeerieeerieeerieeeeireesveeesveeenns 66
Tabela 4.22 - Notas atribuidas ao elemento AIZ com 4 nés e comparacdo com elementos
QUAD2 € QUADA. ...ttt et sttt et s et et e s bt e be e st e ssee bt eneesneenee 67
Tabela 4.23 - Relacao entre deslocamentos calculados na direcdo X com carga aplicada na
mesma dire¢do, para uma relagdo R/M=10........cccoviiiiiiiiiiiiiiiicieee e 70
Tabela 4.24 - Relacao entre deslocamentos calculados na direcdo X com carga aplicada na
mesma dire¢do, para uma relagdo R/M=100..........cccccciieiiiiiiiiiiniiieeeee e 71
Tabela 4.25 - Relacao entre deslocamentos calculados na dire¢do Z com carga aplicada na
mesma diregao, para R/NZT0. ...coooviiiiiiiiiie ettt s 73
Tabela 4.26 - Relacao entre deslocamentos calculados na dire¢do Z com carga aplicada na
mesma dire¢ao, para R/M=T100. ....c..oooiiiiiiiiieiiecieeee e e e saee e 73
Tabela 4.27 - Relacdo entre deslocamentos calculados na direcdo X com carga aplicada em
sentidos opostos na mesma direc@o, para uma relacdo R/h=10...........cccceeevriirviienniinnnieennnn. 75

X



Tabela 4.28 - Relacao entre deslocamentos calculados na direcdo X com carga aplicada em

sentidos opostos na mesma direcdo, para uma relacdo R/h=100...........c.ccoeoveeriiiiiniiinnnennnneen. 76
Tabela 4.29 — Momentos resultantes na dire¢do 1 - M11, com normais suavizadas. .............. 78
Tabela 4.30 — Momentos resultantes na dire¢do 1 - M11, com normais sem suavizacao........ 79
Tabela 4.31 — Momentos resultantes na dire¢do 2 - M22, com normais suavizadas e sem
CUTVALUTA. ...euvvrrreeeeeeeeeeiitreeeeeeeeeeeieitusseseseeeeeaetassssesesaeeeasassssasssaseessnsessssssseseeeeeaessssssseseseesennnses 80
Tabela 4.32 — Momentos resultantes na dire¢do 2 - M22, com normais suavizadas
considerando a curvatura da €StIULUTA. ..........ccovvvvreieieeeeiiiiirreeeeeeeeeeeitrrreeeeeeeeesnaarereeeeeeeeennanes 80
Tabela 4.33 - Variac@o dos valores dos momentos resultantes na dire¢do 2 - M22, com e sem
CUrvatura da eSIIULUTA. .........oooiiiiiiiiiii 81
Tabela 4.34 — Momentos resultantes na dire¢do 2 - M22, com normais sem suavizagao,
desconsiderando a curvatura da €STIULUTA. .......ccuvvvveeeieeeeiiiiiireeeeeeeeeeeirreeeeeeeeeeesaaraeeeeeeeeeeennes 81
Tabela 4.35 — Momentos resultantes na dire¢do 2 - M22, com normais sem suavizacao,
considerando a curvatura da €StIULUTA. ..........coovvvvveeeiieeeiiiiiirreeeeeeeeeeeirrreeeeeeeeeesnaarreeeeeeeeeennanes 82
Tabela 4.36 - Variacao dos momentos resultantes na dire¢do 2 - M22, com e sem curvatura e
COM NOTMAIS SEM SUAVIZACAO. ..eeruureerrurierireesireeriiteesiteesteeesseeesseesssseesssseesssseesssseesseeessseesnnses 82
Tabela 4.37 - Resultantes de momento M 12, com normais suavizadas. ............oeeevvvurvveeereeenens 83
Tabela 4.38 - Resultantes de momento M 12, com normais sem Suavizagao. ............cceerveennns 83
Tabela 4.39 - Resultantes de momento M21, com normais suavizadas e com curvatura. ....... 84
Tabela 4.40 - Variagao dos valores das resultantes de momento - M21, com e sem curvatura e
COIM NOIMALS SUAVIZAAAS. ..vvvviiiiiiieeiiiiiiiieeeeeeeeeiiiiereeeeeeeeeeeetrreeeeeeeeeeesetrsaeeeeeeeeeeessssraeeeeeeesennnes 85

Tabela 4.41 - Resultantes de momento M21, com normais sem suaviza¢do e com curvatura.85
Tabela 4.42 - Variagao dos valores das resultantes de momento - M21, com e sem curvatura e
COM NOTMAIS SEM SUAVIZACAO. ..eevurreerureeeiureeerureeeisreesiseeesseeesseeesseeassseesssseeesssesssssesssssesssseeensses 86

X1



PROMEC
UFRGS
AlZ
MITC

SI

LISTA DE SIGLAS E ABREVIATURAS

Programa de P6s-Graduacao em Engenharia Mecanica
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Ahmad, Irons e Zienkiewicz

Interpolacdo mista dos componentes tensoriais

Sistema Internacional de Unidades

Xii



LISTA DE SIMBOLOS

Vetor normal a uma superficie
Vetor normal a uma curva

Raio de curvatura na dire¢ao 1, m
Raio de curvatura na dire¢ao 2, m

Forcas resultantes, N/m

Momentos resultantes, N.m/m

Xiii



1  INTRODUCAO

Desde o surgimento do método de elementos finitos, a anélise de cascas utilizando esse
método vem sendo pesquisada. Um grande avanco deu-se com a proposta do elemento AlIZ
(Ahmad, Irons e Zienkiewicz), formulado sobre um campo de deslocamentos proposto.
Posteriormente desenvolveu-se o elemento MITC, que resolve o problema de travamento do
elemento AlZ, e a aplicacdo desses elementos foi introduzida em problemas com ndo
linearidades, porém nao hd abordagem dos efeitos da curvatura dos elementos nas forcas e
momentos resultantes.

As resultantes de forca e de momento sdo aplicadas na anélise de estruturas na drea civil,
sendo um pardmetro importante no dimensionamento e na avaliagdo desse tipo de estrutura.

As equacdes obtidas no desenvolvimento da teoria de cascas evidenciam a necessidade

de considerar os raios de curvatura quando a casca nao for geometricamente fina.

1.1  Revisao bibliografica

O elemento proposto por Ahmad, et al., 1970, conhecido como elemento AIZ, ainda
constitui a base para as andlises de cascas por elementos finitos modernas. A formulacdo
original foi posteriormente expandida para a ndo linearidade material e geométrica, ainda que
sob a hipdtese de deformacdes infinitesimais.

O elemento AIZ representou um avang¢o muito significativo na andlise de cascas pelo
método de elementos finitos, porém essa formulacao sofre com o efeito de travamento, e muito
esforco de pesquisa foi empregado para tentar desenvolver elementos do tipo AIZ que ndo
apresentassem esse problema [Zienkiewicz e Taylor, 2000; Bathe, 1996].

A fim de resolver o problema de travamento, o elemento MITC4 foi desenvolvido na
década de 1980 [Dvorkin e Bathe, 1984; Dvorkin e Bathe, 1985; Dvorkin e Bathe, 1986], e
desde 14 se tornou o elemento padrao para muitos programas de elementos finitos que fazem a
andlise de cascas.

Posteriormente, Toscano e Dvorkin desenvolveram um elemento que também € baseado
na formulacdo MITC4 e modela deformacdes finitas usando um modelo 3D de material, o

elemento MITC4-3D [Toscano e Dvorkin, 2007; Toscano e Dvorkin, 2008].



1.2  Objetivos

O objetivo geral do trabalho é comparar resultados de simulagdes de elementos finitos
de estruturas com curvatura, com foco na influéncia da curvatura nas forcas e momentos
resultantes, utilizando elementos finitos de casca e de placa e desenvolvendo conhecimento
solido da formulagao e implementacido dos mesmos. A fim de atingir o objetivo geral, destacam-
se alguns objetivos especificos:

- Implementagdo de programa de elementos finitos de cascas;

- Resolugdo de problemas de casca com solugdo tedrica conhecida a fim de comparar
com os resultados obtidos pelo programa de elementos finitos desenvolvido;

- Resolucgdo de problemas de casca em software comercial de elementos finitos de casca,
a fim de comparar com os resultados obtidos pelo programa desenvolvido;

- Realizar andlise comparativa para casos similares, resolvidos com diferentes
formulacdes, comparando resultados de esfor¢os externos ao elemento, com e sem a
consideragdo da curvatura do mesmo, no caso da formulacdo de casca;

- Resolucgdo de forma analitica de casos simples de cascas, utilizando a teoria de cascas,

e comparacao com resolugdo pelo programa de elementos finitos desenvolvido.



2 TEORIA DE CASCAS

Uma casca possui trés caracteristicas fundamentais: a superficie de referéncia, a
espessura e as bordas da casca. Dessas, a mais importante é a superficie de referéncia, por
definir a forma e, consequentemente, o comportamento da casca. De forma geral, se a casca €
composta por um Unico material homogéneo, a superficie média € escolhida como a superficie
de referéncia. No caso de materiais laminados ou outras constru¢des ndo homogéneas, a
utiliza¢do de uma das superficies da casca com espessura, a interna ou a externa, pode ser mais

conveniente [Kraus, 1967; Dym, 1974; Marczak, 2016].

2.1 Geometria diferencial
2.1.1 Curvas no espaco

Inicia-se o estudo da geometria diferencial através das no¢Oes basicas da teoria de curvas
espaciais, que servird de base para o desenvolvimento da teoria de superficies.

Considerando o vetor posi¢do 7(s), ilustrado na Erro! Fonte de referéncia nao
encontrada., no sistema de coordenadas cartesianas, cujo ponto final estd sobre a curva C,
definido pela equacdo a seguir:

r(s) = x1(s)eq + xz(s)ez + x3(s)es 2.0

E definido um vetor ¢, tangente a curva C nesse ponto, um vetor N, que representa a
curvatura da curva C no ponto e um vetor binormal b, ortogonal aos vetores t e N, que completa
um sistema local com trés coordenadas. Esse conjunto de vetores pode ser visualizado na Erro!
Fonte de referéncia nao encontrada..

O vetor t, tangente a curva C, € definido como a varia¢do do vetor posi¢do r(s) em
funcdo de s, conforme a equagdo a seguir:

dr _dx, dx, dxs

tzg_ ds et ds

és (22)

A variagdo do vetor £, ou seja, a derivada do mesmo em relagdo a s permite obter o vetor
curvatura k, cujo médulo k representa o valor da curvatura da curva C no ponto definido por s.
Dessa forma é possivel obter o vetor normal N, vetor unitdrio que define a direcdo do vetor

curvatura k.



k=t =—=
ds

kN (2.3)
A derivada de um vetor € perpendicular a esse vetor, portanto o vetor N é perpendicular
ao vetor t. Isso pode ser provado utilizando a derivada do produto escalar de um vetor, por

exemplo, o vetor t.

O produto escalar de um vetor unitirio por ele mesmo tem como resultando uma

constante, ja que o resultado desse produto escalar € sempre igual a um.

txt=1 2.4)

Sabendo-se que o produto escalar € uma constante, a derivada desse produto escalar

deve ser igual a zero, pois nao hé variacao ao longo de s.

d(t*t
=t _ 2.5)
ds
Aplicando-se a regra do produto da derivagao, chega-se ao seguinte resultado:
t'«t+t+xt' =2xt+xt' =0 (2.6)

Esse resultado s6 é vilido caso os vetores t e t' sejam perpendiculares.

O vetor binormal b, pode ser definido pelo produto vetorial do vetor £ com o vetor N,
dessa forma obtendo-se um sistema com trés vetores mutuamente ortogonais, chamada de
Triade de Frenet-Serrat.

b=txN 2.7

X3

curva C

_____________________

Xy X3(s)

Figura 2.1 - Curva C, vetor posicao r(s) e vetores tangente (t), normal (n) e binormal (b).



2.1.2  Superficies

Uma superficie s, no sistema de coordenadas cartesianas, como mostrado na Figura 2.2,
pode ser descrita em fun¢ao de dois parametros 8, e 8,, chamados de coordenadas curvilineas

da superficie, sendo relacionados ao sistema cartesiano por:

x; = f1(04,6;) (2.8)
X, = f2(64,0;) 2.9
x3 = f3(6,,0;) (2.10)

Um vetor 7, com inicio na origem do sistema cartesiano e final sobre a superficie s,

pode ser definido em fun¢do das coordenadas curvilineas da superficie, como:

1(0,,0;) = f1(61,0,)e1 + f,(01,0,)e; + f3(01,6,)e3 (2.1D)

curva C

€1

X1

Figura 2.2 - Superficie s

2.1.2.1 Curvas paramétricas de uma superficie e a Primeira Forma Fundamental

Um vetor diferencial dr pode ser definido como a variacdo do vetor r entre dois pontos
separados por uma distancia infinitesimal de uma curva C, sobre a superficie s.
O vetor dr pode ser escrito em funcio das coordenadas curvilineas da superficie, como:

dr =r,.d6; +1r,,db, (2.12)



onde r,= 6_91 €r,y= 0—92

De forma a determinar o comprimento infinitesimal ds, o quadrado do vetor
infinitesimal dr é obtido fazendo o produto do vetor dr consigo mesmo. Assim, chega-se a:

(ds)? =dr=dr =r,*1,1 (d0,)?> + 271,1* 1,5, d0,dBO, + 1,5x 1,5 (dO,)? (2.13)

Que pode ser reescrito para representar a Primeira Forma Fundamental, como:

(ds)? =dr = dr = G11(d6,)* + 2G,,d0,d0, + G,,(d6,)* (2.14)
onde:
G11 =T,1%T (2.15)
Gy =T,1*%7)3 (2.16)
Gyy =T2%7,, (2.17)

Ao longo das curvas paramétricas 6, e 6,, os comprimentos diferenciais das curvaturas
assumem formas simplificadas.

Para uma curva com 6, constante, temos:

d51 = '\’Glldgl (2.18)

Para uma curva com 6; constante, temos:

dSZ = —\/Gzzdez (2.19)

Sabendo que r,q € 1,; sdo tangentes as curvas com 8, e 6, constantes, respectivamente,
€ possivel provar que o coeficiente G, serd igual a zero caso as linhas paramétricas formem
um conjunto ortogonal, usando as propriedades do produto escalar, como mostrado a seguir:

612 =T1,1*xT= |r11 | * |rr2 | sin 6 (220)

Caso 6, e 6, sejam ortogonais, o angulo entre eles serd igual a 90°, e dessa forma
fazendo o seno de 90°, teremos G, = 0. Nesse caso, a Primeira Forma Fundamental pode ser

reescrita, como:

(ds)? = A,%(d6,)? + A,*(d6,)? (2.21)

sendo que A; = /Gy e Ay = /Gy, e Gy = 0.



2.1.2.2 Normal a superficie

Em qualquer ponto da superficie s existe um vetor unitdrio n, perpendicular a ambos os
vetores 1,1 € 1,3, € dessa forma perpendicular a superficie nesse ponto. O vetor unitdrio normal
€ portanto paralelo ao produto vetorial dos vetores 7,1 € 1,; € pode ser definido pela equagdo a
seguir:

(rll Xr, )
n(6,,6,) = m (2.22)

2.1.2.3 Segunda Forma Fundamental

Usando a proposta de uma curva C sobre uma superficie s, ilustrada na Figura 2.2, e
considerando que o vetor N, normal a uma curva C sobre a superficie e o vetor n, normal a
propria superficie ndo sdo necessariamente coincidentes, o vetor k, apresentado na equagio
(2.3) terd seus componentes divididos em uma parcela normal a superficie s, representada por
um vetor k,, e uma parcela tangencial a mesma superficie, representada pelo vetor k;. Dessa

forma, pode ser escrito:

dt
k=t =—=k,+k; (2.23)
ds
O vetor k,, serd denominado vetor de curvatura normal e o vetor k; serd denominado
vetor de curvatura tangencial. Sendo o vetor k, normal a superficie, o mesmo € coincidente ao

vetor unitdrio n, e portanto pode ser expresso como:

k, = —K,n (2.24)

sendo K, um escalar, que representa a magnitude da curvatura normal. O sinal negativo deve-
se a convencao de que o vetor N aponta para o centro da curvatura da curva C, enquanto o vetor
n tem convencao contraria, apontando para fora da curva.

Se o vetor n é perpendicular ao vetor t, a diferenciacdo do produto escalarn * £ = 0 em

relac@o a coordenada s da curva C resulta em:
dinxt) dn dt

— _ = 2.25
7 ds*t+ds*n 0 (2.25)

Rearranjando-se os termos da equagdo anterior pode ser definido:

dt
e - _ i 2.26
7s* t nx— (2.26)



Usando a relagdo (2.23), e sabendo que k, € perpendicular ao vetor n, chega-se a:

dn
Tort=—nxky (2.27)

Substituindo a equagao (2.24), obtém-se:

dn
I st=K, (2.28)

Utilizando-se a equacao (2.2) pode entdo ser escrito:

dn dr
el =K, (2.29)
Sendo (ds)? = dr * dr, obtém-se:

_dr*dn_ dr xdn

K, = = 2.30
" (ds)z dr * dr (2.30)

Utilizando-se a decomposicao vetorial, é possivel escrever:
dn=mn,; d6; +n,, do, (2.31)

Substituindo as equacdes (2.12), (2.31) e (2.14) (Primeira Forma Fundamental) na
equacao (2.30), obtém-se:
_ (n,1d6, + n;d0;) * (r,1dO; +1,,d6;)

= 2.32
Efetuando-se o produto escalar, chega-se a:
K = (n,1%1,1)(d01)? + (M1 * T2+ Np* 1,1 )d01d0; + (2% 1,2 )(d6,)° (2.33)
e G11(d61)? + 2G1,d0,d0;, + G4,(d6;)? '
A equagdo anterior pode ser reescrita como:
_ By11(d6;)? + B1,d0:d6, + B,,(d6,)? (2.34)
" G11(d01)? + 2G1,d6,d0; + G,5(d6;)? '
em que:
B11 = n,1* 1‘,1 (235)
Biy =M T+ ny*r, (2.36)

By, = Myp* Ty (2.37)



Assim, a Segunda Forma Fundamental € definida como o numerador da equacio que

define K,,, conforme apresentado a seguir:

_ 2° Forma Fundamental

K, (2.38)

"~ 1° Forma Fundamental

Fazendo uso das propriedades do produto interno, e sabendo que os vetores 1,7 € 1 sa0

perpendiculares, temos r,1* n = 0, e portanto:

a( 1‘,1* n)
— =90 2.39
20, (2.39)
Assim, pode-se fazer:
r,g* n,1+ n*r,q1= 0 (240)
ou:
rq*n,=—N*r,11 (241)

Chega-se assim a uma nova forma para By, em que ndo € necessario fazer a derivada
de n em relagdo a 6;:
By = -—nx*1,q (2.42)
61‘,1

emque r,;1 = 3_91

De forma similar pode-se obter formas alternativas para B, € B13:

Bzz = —Nn=* T,22 (2.43)

Blz = —Nn=* T,12 (2.44)

_ aT,z _ 6r,1
€m que 1,22 = @ €T,z = 6_92

Utilizando os vetores n, 1,1 € 7,3, ja definidos anteriormente € possivel estabelecer um
sistema de trés eixos mutuamente ortogonais em um ponto P da superficie s, sendo n
perpendicular a superficie nesse ponto, e t; e t, tangentes as direcdes 8; e 6,, e obtidos pela

normalizacdo de r,q € T,,, respectivamente. Dessa forma:
1

R

ty (2.45)



T,
tz =
7,2 I
(T;1 XT,2 )
n=(t xt,) = —L-27
A1A;

Utilizando-se as equacgdes (2.14) a (2.21), pode-se fazer:

T
£ = —
T,
t, = 2
2 Az

10

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

A magnitude desses vetores permanecerd constante (vetores unitirios) € 0os mesmos

terdo sempre direcOes mutuamente ortogonais, porém deve-se prestar aten¢do as derivadas dos

vetores unitdrios, uma vez que a orientacdo desse sistema mudard com a posi¢do sobre a

superficie de referéncia da casca.

Como ja demonstrado anteriormente, a derivada de um vetor é perpendicular a esse

vetor, dessa forma m,; e m,, sdo perpendiculares a n e estdo definidos no plano formado pelos

vetores t; e tp, podendo ser decompostos nas componentes desses dois vetores, como

apresentado a seguir para n,q:

n,,= at1 + btz

em que a e b sdo varidveis que representam a projecao de n,; sobre tq e t,.

A fim de determinar a e b, os seguintes produtos escalares sdo formados:

t1 *N,q =

i

— %
Il |l

(%)

tz *Nq = 7—

72 |l

n,g,=

n,g,=

Ay A

r,i*n, _ Bll

_ ro* N, _ BlZ

4, 4,

= a(ty *t1) + b(ty x t3)

= a(ty *t1) + b(ty x t3)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

Como estamos trabalhando com um sistema ortogonal correspondente as linhas

paramétricas, B;, = 0, e considerando a ortogonalidade dos vetores t, * t; = 0, portanto:

B _

a4, ¢

(2.53)

(2.54)
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O vetor n,; pode entdo ser expresso como:
By

=— 2.55
n, A, 1 (2.55)
Utilizando a equagdo definida anteriormente:
1 By,
K =—=— 2.56
1 Rl A12 ( )
Dessa forma, n,; pode ser definido, de forma final, como:
_A, (2.57)
n,,= Rl 1 .

De forma similar ao desenvolvimento adotado para n,¢, n,, pode ser definido como:
A,
n,=—t, (258)
R
A fim de encontrar as derivadas de t; e de t, ao longo das linhas paramétricas o
procedimento similar ao adotado para encontrar as derivadas do vetor n € aplicado. Para

fungdes com derivadas segundas continuas, pode se definir 7,1, = 1,51, € portanto, pode-se

escrever:
(A1t1),2 = (Axtz) (2.59)

Utilizando a regra do produto da diferenciag¢io, obtém-se:
Al,z tl + A1t1;2 == Az,l t2 + AZtZII (2.60)
Que pode ser reescrito como:

1
ty1= T [A1t1,2+ Agntq — Ay, t] (2.61)
2

Como um exemplo, pode-se definir ¢1,4. Conforme demonstrado anteriormente, a
derivada de um vetor € perpendicular a esse vetor, dessa forma o vetor £4,4 deve estar no plano
formado pelos vetores t, e n. Sendo assim, t1,; pode ser expresso, como:

tip=cn+ dtz (262)

em que ¢ e d sdo varidveis que representam as projecoes de t1,4 em n e t,, respectivamente.
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O produto escalar pode ser utilizado para determinar as varidveis ¢ e d. Forma-se o
produto escalar de £4,7 com n e com t,, como apresentado a seguir:

nxt;,y=cn*n)+dnxt,) (2.63)
tz * t1,1 = C(tz * n) + d(tz * tz) (264)

Considerando a ortogonalidade entre os vetores n e t;, pode-se reescrever:

n+ty,y=c (265)
tz * t1,1 =d (266)

Considerando a ortogonalidade entre os vetores n e tq, o produto escalar (t; * n = 0),

e portanto:

(tl * n),1 = EY = t1 * n,1+ t1,1* n=20 (267)
1

De forma similar, considerando a ortogonalidade de t; e de t,:

d(ty = t3)
(tl * t2),1 == t1 * t2,1+ t1,1* tz =0 (268)
26,
Dessa forma:

Ay
C=Nnrkx t1,1 = _tl *N,y = —— (269)

R,
d= t2 * t1,1 = _tl * t2,1 (270)

Utilizando a equacdo (2.61), podemos reescrever d como:

t
d= L [A1ty,2+ Agp t1 — Az tg] (2.71)
2

Sendo t4,, perpendicular a t{, a equacdo anterior fica resumida a:

q=_212 (2.72)

ti1=—7=m———1, (273)
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De forma similar, pode-se determinar expressdes para tq,q, t1,1 € &1,1, COmo

apresentado nas equagdes a seguir:

1 0A
t1,=—=—t (2.74)

1 0A
ty1=—=—1t; (2.75)
ty,2 = —én—i%l] (276)

2.2  Equacoes fundamentais da teoria de cascas finas
2.2.1 Aproximagdes

A defini¢ao da teoria de cascas estd baseada em alguns pontos simplificadores. As
hipéteses de Love [Kraus, 1967] para a teoria de cascas finas sdo apresentadas a seguir:

- A casca € fina: uma das dimensdes € consideravelmente menor que as outras duas;

- Os deslocamentos e deformacdes sdo pequenos, se comparados a espessura da casca;

- O esfor¢o normal transversal, na dire¢do normal a superficie de referéncia da placa,
pode ser desconsiderado;

- Uma linha originalmente normal a superficie de referéncia se mantém normal e ndo
sofre alteracdo no seu comprimento durante a deformacao.

A primeira hipdtese assumida é a base para toda a teoria, e possibilita que as demais
hipéteses sejam verdadeiras. Mesmo que uma definicdo precisa de uma casca fina nao seja
possivel, a relagdo entre a espessura da casca (h) e ao menos um dos raios de curvatura (R;)
deve ser pequena (h/R; < 1). De maneira geral, recomenda-se que a teoria resultante seja
aplicada somente a cascas cuja espessura seja menor que um décimo do raio de curvatura da
superficie de referéncia, em todas as regides dessa casca. Da mesma forma, para que a casca
seja considerada fina, a espessura deve ser no méximo um décimo das demais dimensdes da
casca. Para relagdes maiores que essa recomenda-se O tratamento como casca semi espessa
[Marczak, 2016].

A hipoétese de pequenos deslocamentos permite referenciar toda a teoria a configuragio

indeformada da casca, dessa forma sendo desnecessario diferenciar entre as configuracoes
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Euleriana e Lagrangeana. Dessa forma, utilizando-se em conjunto com a lei de Hooke, a teoria
resultante € a linear eléstica.

A terceira hipétese assumida atesta que a tensao o, normal a superficie de referéncia,
€ muito menor que as tensdes no plano gy € g,,. Estabelecendo a Lei de Hooke para um
material ortotropico homogéneo, cujos trés planos de elasticidade mutuamente perpendiculares
sdo vinculados as direcdes perpendiculares 6;, 8, e com a direcdo normal a superficie de

referéncia, as seguintes equacdes sdo obtidas:

011 V12 V1
€11 = E_11 - E—zzdzz - E_:Un 2.77)
022 V1 _Van
€22 = Ey  Ey 011 E, On (2.78)
On VUm Vna
&n = E_n - E_nl011 - E_;Uzz (2.79)
n
T12
Y12 = G (2.80)
12
_Tin
Yin = G (2.81)
T
Yon =7 (2.82)
2n

em que 041, 0,5 € 0, SA0 as tensdes normais nas trés direcdes mutuamente perpendiculares, €44,
£y, € &, sdo as deformacdes normais correspondentes, Y12, Yin € V2n sS40 as deformacdes
cisalhantes e 74,, T1, € T2y S30 as tensdes cisalhantes correspondentes. E;1, Es, Ey, G12, Gins
Gon © V12, V21, Vins Vans Uni» Vnz S0 as constantes eldsticas (médulo de Young, médulo de
cisalhamento e coeficiente de Poisson) nas direcdes das trés coordenadas.

A quarta hipétese de Love estd relacionada a preservagao da normal, sendo uma analogia
a hipdtese de Euler na teoria de vigas. Assumir que a normal permanece indeformada durante
a deformacdo tem por consequéncia que as componentes de deformacdo na direcdo normal a
superficie de referéncia tenham valor nulo, portanto:

En=Ymm=Yan=0,=0 (2.83)

Em conjunto com a Lei de Hooke para materiais ortotropicos, pode ser escrito:
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le = Gylz == 26812 (2.84)

Tin =Ton =0 (2.85)

Como consequéncia da terceira e quarta hipétese de Love, as relacdes tensdo-

deformacado sdo reduzidas as seguintes relagdes constitutivas bidimensionais para uma casca

fina:
011 Vp2
€11 = E_11 - E_zzazz (2.86)
Oz2 VUpq
€22 E_zz - E. 011 (2.87)
T12
Y12 = I (2.88)
12

E junto com as equagdes (2.83) formam o conjunto de equagdes que representam as

relagdes tensdo-deformacgdo [Dym, 1974; Kraus, 1967; Ventsel e Krauthammer, 2001].

2.2.2 Coordenadas de um ponto arbitrario da casca

A hipétese da preservacdo da normal resulta em deslocamentos lineares ao longo da
espessura da casca, dessa forma, o comportamento de um ponto qualquer na casca pode ser
relacionado ao comportamento de um ponto equivalente na superficie de referéncia da casca
utilizando uma distancia ¢ dessa superficie.

A fim de descrever a posi¢cdo de um ponto arbitrdrio na casca, 0 vetor posicao
R(6,, 65, Q) é definido, como:

R(64,0,,0) =1(64,6,) + (n(6,,06,) (2.89)

Onde r € o vetor posi¢cdo de um ponto na superficie de referéncia, n é o vetor unitario
normal a superficie de referénciaemr, e { € a distancia entre o ponto e a superficie de referéncia
seguindo n. 8, e 0, sdo as linhas paramétricas da superficie de referéncia, e coincidem com as
linhas ortogonais principais de curvatura.

A magnitude de um elemento diferencial de comprimento no espago, definida pelo vetor

R(64,6,,{) pode ser obtida utilizando-se a primeira forma fundamental de uma superficie
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localizada a uma distancia ¢ da superficie de referéncia, conforme apresentado na equagao a
seguir:

(ds)? = dR = dR = (dr + {dn + nd{) = (dr + {dn + nd{) (2.90)

Resolvendo o produto interno indicado, e considerando a ortogonalidade do sistema de

coordenadas, obtém-se:

2 2

(ds)? = A, (1 + RZ) (d6,)? + A,? (1 + Z) (d6,)? + (dQ)> 2.91)

cm que Al =W,Gll = a eAZ 1[62 692 692

Uma vez que o 51stema de coordenadas esta estabelecido, um elemento de casca de
espessura d{, a uma distancia ¢ da superficie de referéncia pode ser definido, como ilustrado
na Figura 2.3. Os comprimentos das arestas deste elemento fundamental podem ser definidos

como:

ds,(Q) = 4, (1 i 5 ) 00, (2.92)

ds,(0) = A, (1 + R{ ) 96, (2.93)
E as areas diferenciais desse elemento sdo definidas como:

d3,(0) = A, (1 + 15 ) d6,d¢ (2.94)

d%,(0) = A, (1 + R( ) d6,d¢ (2.95)
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Superficie de
referéncia

6,

Ry

Figura 2.3 - Elemento diferencial de uma casca

A definicdo de um elemento fundamental e do sistema de coordenadas permite a

obtencdo das equacdes da teoria de cascas [Kraus, 1967; Dym, 1974].

2.2.3 Relagdes cineméticas

A definicdo das equacdes que relacionam as deformacdes aos deslocamentos para a
teoria de cascas é obtida a partir da defini¢do de um vetor de deslocamentos U(8,, 6,, (), como
mostrado a seguir:

U(6,,0,,0) = Uy(8,0,, Oty + Uy(61,0,, Dty + W(0y,6,,)n (2.96)

onde t{,t, e n sdo os vetores unitdrios nas direcoes de 8;,60,, e a normal a superficie de
referéncia, e U;, U, e W s@o os componentes do vetor de deslocamentos no sistema de direcoes
ortogonais correspondente.

Os componentes do vetor de deslocamentos podem ser descritos como:

U1(01,62,0) = uy(04,0,) — {B1(64,0>) (2.97)
Uz(04,0,,0) = uy(64,6;) — f2(04,6;) (2.98)
W(01,6,,3) = w(By,6,) (2.99)

em que uq, U, € w sdo deslocamentos e f; € [, sao rotagdes de um ponto da superficie de
referéncia definido por (64,6,), e { representa o afastamento da superficie de referéncia,

medido ao longo do vetor n no mesmo ponto.
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Um ponto qualquer da casca pode ser descrito por um vetor p(6,, 6,, (), composto por
um vetor r(6,,0,) sobre a superficie de referéncia somado a um componente normal a essa

superficie, conforme ilustrado na Figura 2.4 e descrito pela equagao a seguir:

p(6,,0,,0) =1(04,6;) +{n(6,,6,) (2.100)

Figura 2.4 - Deformacdo de uma casca

2.2.3.1 Deformagdes Normais

A deformacao na direcdo 1 pode ser descrita como a diferencga entre a magnitude de uma
curva apoés a deformacdo e a magnitude dessa mesma curva indeformada, na direcdo 1. Assim,

pOdC-SC €screver:

g = —PL_ ol (2.101)

sendo que dSy; representa a magnitude da curva apés a deformagdo, e ds,; representa a
magnitude da curva indeformada.
A equacdo anterior pode ser multiplicada por um numerador e denominador iguais, sem

que sofra alteracdes, portanto pode-se obter:

- = (2.102)
dSpl dSpl + dSpl Z(dspl)z

As magnitudes sdo determinadas por:
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(dS'pl)z =P1*Pn (2.103)
2
(dsp1)” = P1* P (2.104)
E
p=p+U(0,,0,0) (2.105)

Chega-se entdo a:

@1t Uq)x(P1t+Uyg) —paxpa

= 2.106
1 zpil* P ( )

Que pode ser resolvido para:

) * U} UI * UI
g, =PAT T, Tt (2.107)

E adotando a hipétese de pequenos deslocamentos, pode-se reduzir a:

P1* U,
g, =—r 1 (2.108)
" pa Il
Definindo-se um vetor t; como o vetor unitdrio na direcao de 7,7, temos:
£ =t (2.109)
P '
Utilizando a equacao (2.18), pode-se fazer:
£, =2
1= (2.110)

Lembrando que p = r + {n, de acordo com a equacao (2.100), a derivada do vetor p

em relacdo a 6 pode ser escrita como:

dr dn

_ar  .an _ 2111
a0, TS qp, =Tt 2111

P

Fazendo a substitui¢do de r,; conforme a equacdo (2.110) e de n,; de acordo com a

equacao (2.57), na equacdo (2.111), obtém-se:

A
Pa=Aty +(—t; =4, <1+i>t1 (2.112)
Ry Ry
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A magnitude do vetor p,; pode ser definida como:

¢
lp,1 Il = Ay (1 + R—) (2.113)
1
A fim de determinar a deformacdo orientada com 6;, o vetor de deslocamento

U(0,,06,, (), apresentado na equagio (2.96) é derivado em relacéo a 6;, assim obtendo-se:

U,l = U1,1 t1 + U1t1,1+ U2,1 tz + U2t2,1+ W,ln + Wn,l (2114)

Substituindo 4,1 € t3,1, a partir da equagdes (2.73) e (2.75), chega-se a:

1 04,
U,=U,t+U<—— ———t)+U,t+U(——t>+W,
1 11l 1 Rln 4, 06, 2 2112 2 4, 06, 1 1n

+ Wn,1

(2.115)

sendo que Uy, U, e W, foram definidos anteriormente pelas equacdes (2.97), (2.98) e (2.99),
respectivamente.

Substituindo U,;, p,1 € ||p,1 1], das equagdes (2.115), (2.112) e (2.113) na equagio
(2.108), chega-se:

B [A1 (1 +Ri1) tl] * [Um t+ U (_%n —Aizg—‘;;tz) YUy ty + U, (Aizg—‘gzltl) FWon+ Wn,1] 2.116)
1 (145 |

Fazendo os produtos escalares, e considerando a ortogonalidade dos vetores, chega-se

&1 = 1. . 2.117
A (1+Ri) 06, A, 06, R, ( )

1

Em que U;, U, e W sdo os deslocamentos nas trés dire¢des do sistema cartesiano de
coordenadas xq, X, € X3.

De forma similar, €,, pode ser desenvolvido, obtendo-se:

1 oU, U, 04, A,
{ [ae 290, T Vw (2.118)
AZ (1 + ) 2 1 1 2 :

€22 =

2

A deformacao na direcao normal a superficie de referéncia também pode ser definida,

como:
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oW 3(w(8y,6,))
&n = &33 = = =
a¢ a¢

0 (2.119)

2.2.3.2 Deformacdes Cisalhantes

As deformacdes cisalhantes podem ser definidas considerando-se a diferenca de um
angulo 6, conforme ilustrado na Figura 2.5, na condi¢ao deformada e na condicao indeformada,
conforme a equacgdo a seguir:

Y12 = cos @ — cos 6 (2.120)

Considerando a propriedade do produto escalar a * b = ||a||||b|| cos @, pode-se

reescrever a equagao anterior, Como:

r %7, r,1*7,,

V12 (2.121)

CAFEE D g ez |l

Figura 2.5 - Representacdo da deformacao cisalhante no plano da superficie de referéncia

Considerando uma superficie com espessura, passa a considerar-se o vetor p, conforme
equacdo (2.100), em substitui¢ao ao vetor 1, dessa forma:
_ ﬁl* ﬁZ _ P1* P2

D1 D21l NP Pz

V12 (2.122)
Aplicando-se a equagdo (2.105) na equagdo anterior, e considerando que ||p,1 || =
P11l e llpz Il = llp.2 I, pode-se reescrever:

_ (p11+ Url) * (p12+ U’Z) —D1*Dn2

Vip = (2.123)
12 Ip.1 lllipo2 Il
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Com a utilizag@o da propriedade distributiva, chega-se a:

vey = (p,l* p,2+ P1* U;2+ U;1>'< p;2+ U:l* U'Z) —Pn1* D2 (2124)

P, llllp2 |

Que pode ser reescrito, como:

) *U) + UI * ) U} *U)
V1z=(p1 2)+ WU, P2)+ 1 2 (2.125)

P, llllp2 | lp.a lllip2 |

Admitindo-se a hipétese de pequenos deslocamentos, o segundo termo do lado direito
da equacgdo (2.125) pode ser desconsiderado, por ser insignificante se comparado ao primeiro
termo, chegando-se assim a:

) Ul + U’ )
V1z=(p1* 2)+ WU, p2) (2.126)

P, P2 |

Considerando U (84, 8,, {) conforme a equagdo (2.96), U,, pode ser definido como:

U'Z = U1,2 tl + U1t1,2+ U2,2 tz + U2t2,2+ W,z n+ Wn,z (2127)

Substituindo-se tq,, € t3,, a partir das equagdes (2.74) e (2.76), obtém-se:

Uy=U U 1 04, U U A, 1 04, W
1,2 t1+ 1A1 691 t2 + 212 t2+ 2 R_zn_A_la_91t1+ ,Zn (2,128)
+ Wn,z
O vetor p,, pode ser definido, como:
dr =7T,+ (2.129)
Substituindo-se 1,5 € n,,, de forma similar ao realizado na equagdo (2.111):
P2 A2t2+(—t2 = A, <1+l§> (2.130)
2
A magnitude de p,, representada por ||p,2 ||, pode ser entdo definida como:
¢
Ip2ll =4, (142 2.131)
2

Inserindo U,1, Uz, P.1, 1D I, .2 € |Ip.2 I, das equagdes (2.115), (2.128), (2.112),
(2.113), (2.130) e (2.131), na equacdo (2.126), chega-se a:
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Y12

(A1(1+}§) t)+ (U12t1+U1A1 g‘;zt2+U2,2t2+U2 gzn—%ggztl+w,zn+Wn,2)>

(Al (1+ Ri)> (Az 1+ Ri)> (2.132)

<(U1,1t1+U1(—£—1n jzg‘gltz)+U21tz+U2(A—g— )+W1n+Wn1) (Az(1+R%)t2)
(1(+D) (20 +%))

Realizando os produtos escalares, e considerando a ortogonalidade dos vetores, obtém-

+

Se:

) o] w | m0tm)o| w 2.133)

A1(1+Ri1)891 A2(1+Ri2) A2(1+Ri2)892 A1(1+Ri1)

Y12 =

De forma similar, pode-se desenvolver expressdes para os cisalhamentos fora do plano

da superficie de referéncia, conforme apresentado nas equagdes seguintes:

(pll* U13 ) + (U,1* %] )

Vis = (2.134)
e P lllips i
P2xU3z)+ (Uz*p3)
Yoy = 23 203 (2.135)
lp.2 lpss i
sendo p,3 = n.
Substituindo as expressdes para p,1, P,2, I, U,1 e U,3, chega-se a:
ha=———r o <1+1§>aac —n (2.136)
A1(1+R—1) 1 1 A1(1+R—1)
Va3 = - : ZZV + A, (1 +Ri)a% _ U : (2.137)
A2(1+R—2) 2 2 A2(1+R—2)

Como as hipéteses de Kirchhoff-Love ainda ndo foram aplicadas, as equagdes
apresentadas até esse ponto sao vélidas tanto para as relacdes cinematicas de cascas finas quanto
para cascas semi-espessas.

Considerando-se a hipétese de preservacdo da normal, os deslocamentos sao

distribuidos linearmente ao longo da espessura da casca. Podem entdo ser assumidas as
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seguintes equagdes para a representacdo das componentes de deslocamento para um ponto da

casca:
U;(01,6,,0) = uq(64,6;) + {uy'(04,6,,0) (2.138)
U,(61,02,0) = uy(04,60,) + {u,'(64,6,,0) (2.139)
W(Ql, 92,() == W(Ql, 92) (2.140)

em que a apostrofe representa a derivacdo em relagdo a {. u;, u, € w representam os
componentes do vetor de deslocamentos e um ponto sobre a superficie de referéncia, e u;'e u,’
representam as rotacdes das tangentes a superficie de referéncia, orientadas nas direcoes das
linhas paramétricas 6, e 6,.

Essas rotacoes, a partir de agora, sdo representadas por respectivamente por 51 € f,, €
podem ser determinadas pela aplicacdo da hipdtese y1, = Y2n = 0 e substituicao de U;, U, e
W, obtendo-se as seguintes equagdes:

u; 1 ow

oW 2.141
B1 R, A, 00, (2.141)

_te 10w (2.142)
ho = R, A,0d6, ‘

A substitui¢do das equagdes (2.138) a (2.140) nas equacdes (2.117) e (2.118), que

relacionam deformacdes e deslocamentos, permite obter:

1
€14 = (—( (&7 + {xy) (2.143)
1+ R.
1
€22 = —1 7 (g3 + {K2) (2.144)
(1 +R_2)

De forma similar, fazendo a substitui¢do na equagdo (2.133), chega-se a:

1 1
Y12 = ———< (W + {11) + ——— (0, + {13)
¢ { (2.145)
(1 + R_l) (1 + R—z)
En=VYin=VY2n =0 (2.146)

onde:
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1 ou, N u, 0A; N w (2.147)
A, 00, AA,00, R, '

e =

1 Ju, N u; 0A, N w (2.148)
" A,00, A;A, 00, R, '

ed =

_ L0k B 04

- 2.149
1= 496, " 4,4, 06, (2.149)
108, B 04,
-2 _ 2.150
K2 =Y 96, 4.4, 06, 2.150)
1 du, u, 04,
-z 2.151
17496, 4,4, 06, 15D
1 oy u, 04,
-1 2.152
Y274 06, A.A, 00, 2.152)
=08 B 04 (2.153)
174,00, A,A,00, '
L0py By ok o150

‘274 06, 4,4, 06,

Os valores de £, €2, w; e w, representam as deformacdes normais e cisalhantes da
superficie de referéncia, o que pode ser confirmado ao definir { = 0. Os valores de k; € kK,
representam a mudanga nas curvaturas, enquanto T, € T, representam as tor¢des da superficie

de referéncia ao longo da deformacdo [Marczak, 2016; Kraus, 1967; Dym, 1974].

2.2.4 Forcas e momentos resultantes

As deformacdes e, portanto, as tensdes, sdo distribuidas linearmente através da
superficie de uma casca elastica fina. De maneira a ter uma teoria completamente
bidimensional, é conveniente integrar as tensdes em relacio a espessura, eliminando assim as

variagdes em relacdo a {. Realizando essa integragdo sdo obtidas forgas (N;;) e momentos

resultantes (M;;) estaticamente equivalentes.
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Utilizando-se as relacdes constitutivas, as tensdes sdao calculadas a partir das

deformacdes, conforme equacionado a seguir:

— * *
011 = E{1811 + V21E3,82;

—_ * *
Oz = Ep655 + V12E11 611

onde:

(2.155)

(2.156)

(2.157)

(2.158)

As for¢as e momentos resultantes obtidas pela integracdo das distribui¢des de tensdo ao

longo da superficie da casca sdo definidas por unidade de comprimento do arco da superficie

de referéncia.

As for¢as e momentos resultantes da componente de tensio gy, distribuida ao longo de

uma face em que 6, € constante, sdo definidas por:

=L 01<1+Ri2>d(

¢
N ‘f aldzz(c)_f Ay (1+ ;) d0,d¢
) ds (00 ) T A,db,
¢
v [ §019%(0) _ f 4, (1+5;) db24d¢
Ul ds, (o) ) A,db,

(2.159)

=f o\ (1+Ri)€d€ (2.160)
¢ 2

As reagdes restantes podem ser determinadas de maneira similar, dessa forma:

N12=L 112(1+Riz)d(
Lrln(1+Riz)d{

Ny, =L 022 (1 +i)d(

Qin =

(2.161)

(2.162)

(2.163)

(2.164)
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0= [ oo (14 57) 40 (2.165)
Mo = [ was b o 2.166
Moz = [ o (14 £)eas @167
My = L o (1 +Ril) 2dg (2.168)

Uma representacao das forcas e dos momentos resultantes € apresentada na Figura 2.6

(a) e (b), respectivamente.

E importante observar que a simetria do tensor de tensdes (71, = T,;) ndo implica
necessariamente na igualdade de N;, e N4, assim como M;, e M,;. Essa resultantes serdo
iguais somente para os casos em que os raios de curvatura R4 e R, sejam iguais, Como nos casos

de cascas esféricas ou cascas planas [Kraus, 1967; Dym, 1974].

(a) (b) ¢

{
T Superficie de referéncia 1 /Superﬁcie de referéncia
p

Figura 2.6 - For¢cas e momentos resultantes

2.2.5 Equagdes de equilibrio

O principio dos trabalhos virtuais (PTV) estabelece que o trabalho virtual interno deve

ser igual ao trabalho virtual externo, portanto:
TVI =TVE (2.169)
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O trabalho virtual interno pode ser definido como a integral no volume do produto

interno do tensor de tensdes o;; € do tensor de deformagdes virtuais §¢;;, da seguinte forma:

Q

Ja, o trabalho virtual externo pode ser definido como a integral no volume do produto
interno do vetor das forcas de corpo e vetor dos deslocamentos virtuais, somado a integral no
contorno do produto interno do vetor das forcas externas e do vetor de deslocamentos virtuais,

portanto:

TVE = f pbSudo) + f £,6u;dT @.171)
Q r

Assim, o PTV, representado na equacio (2.169) pode ser reescrito, como:

f O-ij (SSUd.Q = f pbl5uldﬂ + f ti5uid1" (2172)
Q Q r
Podendo ser reescrito, para uma casca, como:

h/2

f f [0110€11 + 0220855 + 0330833 + 012012 + 0238Y23 + 0130Y413]1dTdS
~h/2

s

h/2
= f f [pby8U, + pb,6U, + pby5U51d2dS (2.173)
-h/2
S

+ f [t;0U; + t,8U, + t36U5]dl
r

em que, 0;; representa os componentes do tensor de tensdes, &;; representa as deformagdes de
alongamento, y;; representa as deformagdes cisalhantes, b; representa as forgas de corpo (ex.
gravitacional, magnética, etc), p representa a densidade do meio, U; representa os
deslocamentos e t; representa as forcas aplicadas.

As deformagdes podem ser separadas em suas componentes de membrana e de flexao,

e reescrevendo a equagdo anterior, chega-se a:
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h/2
f f [011(6€11 + {0K11) + 022(8€22 + {6K5) + 033(8€33 + {6K33)
—h/2

+ 012(8T12 + {0K13) + 023023 + 0136Y13]dTdS

h/2 2.174
—h/2
S

+ f [t;0U; + t,6U, + t36U5]dl
r

em que €; representa as componentes de alongamento das deformagdes de membrana, [;
representa as componentes de cisalhamento das deformagdes de membrana e K;; representa as

deformacdes de flexao.

Resolvendo a integral na espessura, chega-se a:

f{[N115€11 + Njp0€z; + Nip6T5] + [M110Ky1 + M330K5;, + M1,0K 5]

s
+ Q16Y13 + Q20Y23}dS
(2.175)
= f [p16uy + pa0uy + p3duz — mydp; — my6,]dS
s
+ j [t16U; + t,6U, + t38U5]dl
r
onde 5; = Allg—;i - Z—i

Para cascas fisicamente finas, cuja espessura € muito menor que as outras dimensoes, o

principio dos trabalhos virtuais simplifica-se a:

f[N115€11 + Njp0€3; + N1p6Ty, + My16Ky1 + M3p0K5;, + Mp0K,,]dS

S

= f[P15u1 + p6uy + p3dus —my6B; — my6p5,]dS (2.176)
s

+ j [t;6U; + t,8U, + t36U5]dT
r
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Assumindo a condi¢do de casca geometricamente fina, os raios R; e R, passam a ter

valor muito grande se comparados a espessura. Dessa forma, aplicando as equagdes (2.138) a

(2.142), chega-se a:

10U, U,04 A 9 94
ey, = _<_1 Yo 04y _1> _i<ﬂ &_1) 2.177)
Al 691 Az 692 Rl A1 691 Az 692
1 /0U, U,04A A 9 94
e, = _<_2 UVi94z W_2> _i(ﬁ+ﬁ_2> (2.178)
Az 692 Al 691 Rz AZ 692 A1 691
- (2.179)
A, @ Uy A @ (U 4, 8 A, 0
= _2_(_2> +_1_(_1>] ¢ _2_(ﬁ> +_1_(ﬁ)] (2.180)
4,00,\4,) " 4,00, \4, 4,00,\4,) " 4,06, \4;
1w U, 2181
Vi3 = 50, Pt 4, '
10w U,
Vos et} (2.182)

~hae, P,

A relagdes cinemdticas para cascas geometricamente finas podem também ser divididas
em uma parte relativa aos esfor¢cos de membrana e outra parte relativa aos esfor¢os de flexao,

para as deformacdes €11, €25 € Y12, de acordo com as seguintes equacoes:

€11 = (€11 + (Ky1) (2.183)
€22 = (€22 + {K22) (2.184)
Y12 = (I, + {Kq5) (2.185)
em que:
€11 :Al1<g_gi Z_z(;_l;li-}_wﬁ_i) (2.186)
€22 :Ai2<g_gj Z_ig_l;lf-}_Wﬁ_Z) (2.187)
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r, =22 (U2)+A1 g (Ul)] (2.188)
127 4,00, \4,) " 4,00, \4 '
1 (0B P04
__— (%% 2.18
K= <091 o, ae) (2.189)
0B, | B1 04,
= (=2 2.1
Ka2 A, (aez A ael> 2.190)
ﬁz) <ﬁ1)]
_ 2.191
Kz [A1691 (A +A2 96, \4 @191

Esse procedimento nao € aplicdvel para as equacdes que definem €33, Y13 € Y23, J4 que
essas nao possuem parcela de deformagdes de membrana.
Substituindo as expressdes para deformacao das equacdes (2.186) a (2.191), na equagdo

(2.175), chega-se a:

H awl 6U26A1 W ) N (65U2+5U16A2 5WA2)
11,41 96, A2 20, R, 224,\00, ' A, 06, R,

A, @ (8U,\ A, 0 (8U 98B, 8B, 0A

ol () g ()] - (i 52

(65,82 e aAz) Az (5:32) Ay 0 (5:31)]

225 - My, | +——

+0 (1 asw 6U1) (1 asw ouU,
1

_oly 1 doW — _oly (2.192)
A, 96, — OB A, 2\4, 00, 0B> A,

)] A,A,d0,d0,

= f [p16uy + pa0u, + psdus —my 6 —my6p,]14,4,d6,d0,

+ f [t,6U; + t,6U, + t36U5]1dl
r

Podemos entdo reescrever a equacdo anterior, abrindo os termos e multiplicando por

A;A,, como:
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asU, 94, Ay
(Nll 36, L4, N115Uza + Ny, 6W Rl)

J

S

aéU, 04, A4,
+<sza—92A sz(SUl ae +N226W RZ )
(e (G2 4 (82

259,\ 4, /) Nz 90, \ 4,
daép 0A daép 0A
+( Mll aglA 115182 agl) ( MZZ aHZA M225ﬁ1 602)
8P, 8,
+( —Mypa,7 ( ) 4, ( )
( 12412 26, \ 4, Mi,4, 26, \ 4, (2.193)

asw

+<Q1A2 30, _Q15ﬁlA1A2_Q15U1A2)

oow
+ (QZ—AI — Q26B,414; — QZ5U2A1) do,do,
2

[p16uy + pa0u, + psdus —my 6 — my6p,]14,4,d6,d0,

[t,6U; + t,6U, + t36U5]dT

) o . Y _ flg-rg’ 0 (8Uy
Aplicando a regra da derivacdo do quociente (g) =5 a0s termos oo ( 7 )
0 (8U1\ 0 (8B 0 (8B4
E(Tl)’ael(fx )eaez( ) obtém-se:
65U2 aAZ
2 (6U2) 90, 42~ 0U5g; (2.194)
06, B A,°
65U1 aAl
G (5U1> g, 117 9U15g, (2.195)
20, B A’
65,82 — 58 04,
0 (5[92) 601 200, (2.196)
20, AZZ
aé‘ﬁl 6ﬁ a‘41
0 (6,[91) 00, 1o (2.197)
0, A12

Substituindo as equagdes (2.194) a (2.197) na equacao (2.193), chega-se a:
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33

asUu 1 aA A Az a6U 2 6A A Az
poontt) )
+{ Nz 2 A" + Ny 2 4y
A, Ay
+(M65ﬁA — My,6 Al) (MaaﬁA — M,,68 aAz)
11 601 11 ﬁZ 602 22 60 22 ﬁl agl
a8 0A 06 0A
(oA 08 55 (T~ o gt
+ [ —M;,4, 1.2 — M4, 4.2
z ! (2.198)
asw
+<Q1A2 20, — Q16B:14,4; — Q15U1A2>
1
asW I
+ (Qz 30 Ay — Q26B,A14; — Q25U2A1>|d91d92
2
= f [p16uy + pa0uy + p3dus —m 6 — m,6p,]14,A,d6,d0,
s
+ f [t,6U; + t,6U, + t36U5]dT
r
Que pode ser reescrita, como:
6A AA,
s
5 04, A4,
(sz a—ezAl +N225U1 ael +N226W RZ )
aéU, d04, a6U, 04,
+(N12 661 A _N125U2%+N12 602 A —N125U1ﬁ)
daép 6A daép 0A
+ (‘MnWllAz M116p, agl) ( M;, 692A = M5,6p, 602)
+<Ma'82A + My,6 o4, Ma5ﬁ1A+M5 )
2 90, 12082 54 0,  ** a6, 120B1 20, (2.199)
asw
+ <Q1A2 30, —Q16B,4,4; — Q15U1A2)
aow
(055 A= 08 2418, = 0,80,4, )| d0,do,
2

[p16u; + pa0u, + p3dus —my 6, — my6p,]14,4,d6,d6,
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De forma a possibilitar que os termos du, év, dw, 6B, e 65, sejam isolados e as
equacgdes de equilibrio sejam obtidas, aplica-se a integracdo por partes aos termos em que 0s
mesmo estejam envolvidos em derivadas. A integracdo por partes € realizada conforme a
equagao abaixo:

déu d(N::A
f NijAx -5~ d0,d0; = f N;jAp6u doA — f O(Nishe) Su d6,do, (2.200)
4 00, oA 4 00,
Com a aplicagdo da integracao por partes nos termos envolvidos em derivadas, chega-

S€ a:

a6U d(N1, A
N11A2 Wlldgldez = f N11A25U1 or — f M(SU:[ d91d92 (2.201)
or

| L=
aoU d(N,,A
j N22A1 Wzdeldez = j N22A16U2 ar - J- %6(]2 d01d92 (2202)
S 2 ar S 2
aoU d(N,A
j N12A2 Wzdeldez = j N12A26U2 ar —_ J- %6(]2 d01d92 (2203)
S 1 ar S 1
aoUu d(Ny,A
f NlZAl aTldgldez == f N12A15U1 aF _f %5[}1 d91d92 (2.204)
S 2 or S 2
a6 d(M,A
J- M11A2 W'Bldeldez = M11A26’81 ar - J- %Sﬁl d01d02 (2205)
S 1 ar S 1
a6 d(M,,A
f 1\/122,<11W32cu91d(92 = | My,A,6B, T — f %5& do,do,  (2.206)
S 2 or S 2
a6 d(M,,A
f MlZAZ aTﬁzdgldez = M12A25ﬁ2 aF - f %5ﬁ2 dgldez (2.207)
S 1 or S 1
a6 d(M,,A
j Mlelwﬁldeldez = | M;,A.8B, 0T — j %55’1 do,de,  (2.208)
S 2 ar S 2
aow d(Q,A
f 014, =040, = | Q,4,6W or - f %(w d,d6, (2.209)
S 1 or S 1
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0(Q241)

j A 66Wd9 do, =
< QZ 1 692 1 2 = 692

Q2A,6W aT — j SW d6,do, (2.210)
S

or

Substituindo as equagdes (2.201) a (2.210) na equacao (2.199), chega-se a:

a(NllAZ) aAl AlAZ a(NZZAl) aAZ
f [_ 61 5U1 +N115U26_62+N115W Rl - 602 5U2 +N225U16_61
N
A4, 0(Nip4,) 04, 0(N;24,) 04,
+N225W RZ - 661 5U _N125 zﬁ_a—ezé‘Ul 125U1 69
a(MllAZ) Al a(MZZAl) aAZ
G0 1~ Muadf, 5ol =208, — M0y 5
a(M12A2) aAZ a(M12A1) aAl
g Oba  MixdBa gt + 8B, + Miadfy 5ot
0(Q:42) 0(Q24,)
— =g OW = Qu8B1A1 Az — Qu8ULA; — ——= W — Q206,414
L 2 (2.211)
- Qz(SU2A1:| d91d92

[NllAZ(SUl + NZZAl(SUZ + NlZAZ(SUZ + N12A16U1 - M11A26ﬁl
ar
- MZZAISIBZ - M12A25ﬁ2 - MIZAISIBI + Q1A25W + QZA16W] aF

= f [p16u; + pa0u, + p3dus — my 6 — my6p,]14,A4,d6,d0,
s

+ f [t,6U; + t,6U, + t36U5]dT

r

Separando as equagdes nos termos SU;, dU,, W, 8B, e 6f,, para a integral de

superficie, chega-se a:

a(]Vll 2) aAZ a(N12A1) a‘41
———F— 38U, + N,,6U - 0U; — N;,6U; —
f [ 691 1 + 22 1 601 692 1 12 1 692
2.212)
- QlaUlAzl d91d92 = -]- p15U1A1A2d91d92
S
a‘41 a(NZZAl) a(N12A2) aAZ
N;,0U - 60U, ————6U, — N;,6U
H 1772 50, 0, 2 06, 12572 50,
(2.213)

- Q25U2All d91d92 = f p26U2A1A2d91d92
S
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A4, A4, 9(Qq4;) 9(Q24,)
N, 6W N,, oW — oW ————=6W|do,do
f [ 11 R, + Npp R, 96, 26, 1040,
(2.214)
= f p35WA1A2d91d92
S
6(M11A2) 04, 6(M12A1) 04,
j l 30, — My,6p, 30, a0, 6B, + M126ﬁ16_92
(2.215)
- Q15ﬁ1A1Azl de,de, = f —-m,6614,4,d0,d0,
04, 6(M22A1) 0(M;,A;) 04,
j l M;,68, 692 a0, 8P, +a—915ﬁ2 + M126'826_91
S (2.216)
- Q25ﬁ2A1Azl de,de, = f —my6p,A1A,d0,d0,
E assim sdo obtidas as equagdes de equilibrio:
d(Ny;43) 0A;, 0(Npp4Aq) 04,
_ — = 2.217
26, 22 FI) a6, — Nig = 26, — Q14; = p14414; ( )
0A;  9(NppAq) a(N12A2) 04,
- — A A A 2.218
11 26, a6, 96, 12 891 — Q241 = pA14; ( )
A4, A4y 0(Q:14;)  9(Q244)
— 2.219
Ny —— R, + Ny, R, FI) a6, = p3Ai14; ( )
0(My14,) 04, 0(M;A:)
_— AA, = A A 2.220
26, 22 a6, + a6, + My, 892 - Q 2 = —M1A14; ( )
04, 0(M,,A)) 0(M5,4A,)
! 2z 1 122 — Q,A14, = —myuAL A, (2.221)

~M aez+ a6, 26, + Mz 691

Separando as equacdes nos termos 6U;, 6U,, SW, 65, e &f,, para a integral no

contorno, chega-se a:



[N11A25U1 +N12A15U1] ar == f t15U1dF
ar

[N22A15U2 + N12A25U2] ar = f t25U2dF

or T

ar
r

f [—M11A25ﬁ1 - M12A15,81] oar=20
or

j [—M22A15,32 - M12A25,32] ar=0
ar

E assim determinam-se as condicdes de contorno:

Ni1A; + NipAy =t
N32A1 + Nppdp =t
Q14; + Q24; = t3
—My14; —M1A, =0

—M3A; — M4, =0
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(2.222)

(2.223)

(2.224)

(2.225)

(2.226)

(2.227)

(2.228)

(2.229)

(2.230)

(2.231)

As equagdes (2.217) a (2.221) e (2.227) a (2.231) representam as equacdes de equilibrio

e as condi¢des de contorno, respectivamente [Marczak, 2016].
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3 ELEMENTOS FINITOS DE CASCA

A resolu¢do de problemas de casca utilizando a teoria tridimensional apresenta
dificuldades devido ao elevado nimero de graus de liberdade, além de problemas numéricos
quando a espessura se torna pequena se comparada as outras dimensdes do elemento [Teixeira-
Dias, et al., 2010].

Usando a formulagdo proposta por Ahmad, et al., 1970, os problemas tridimensionais
de casca podem ser reduzidos a problemas bidimensionais. Esta formulagao utiliza a restri¢ao
de normais retas, e dessa forma, a energia correspondente as tensdes perpendiculares a
superficie de referéncia € ignorada. A hipétese de que uma normal a superficie de referéncia
continua normal apds a deformacdo, aplicada na teoria de cascas finas, € propositalmente

desconsiderada, o que permite que cascas semi-espessas apresentem deformacdes cisalhantes.

3.1 Teoria de Elementos Finitos

O método de elementos finitos pode ser justificado de diversas formas. Uma das formas
bastante difundidas ¢ a utilizacao do método aproximado de Galerkin [Fish e Belytschko, 2007],
outra forma € a utilizacdo do principio da conserva¢do de energia, como apresentado a seguir.

A explicacdo do método de elementos finitos utilizando-se os conceitos de energia, é
baseada no equilibrio entre o trabalho devido as for¢as atuando externamente na estrutura e que
causam deslocamentos na mesma e o trabalho promovido pelas tensdes internas e deformagdes
do elemento [Filho, 2013]. Nesse contexto, o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) pode ser
utilizado para estabelecer a equivaléncia energética entre as tensOes internas atuantes no
elemento e as forcas nodais estaticamente equivalentes. Durante a aplicacdo de uma forca
externa e consequente deformacao de um elemento, o trabalho externo € obtido por meio das
forcas nodais e dos respectivos deslocamentos, e esse trabalho deforma o elemento e gera
tensdes no mesmo, até que uma condi¢do de equilibrio entre a energia aplicada externamente e
a energia armazenada internamente seja atingida. A energia de deformacao, pode ser associada
a condi¢cao deformada de um elemento. De forma geral, a equacdo de energia que deve ser

obedecida pela estrutura como um todo é:

WEXTERNO = WINTERNO (31)

Para a aplicacdo do PTV sdo definidos “deslocamento virtuais”, como uma condi¢do

externa arbitraria imposta ao elemento em forma de um conjunto de deslocamentos nodais.
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Esses sdo representados com um asterisco sobre a representagao dos deslocamentos. Ex: uj, vy,

U, etc.

3.1.1 Trabalho virtual externo

O trabalho virtual externo € realizado pelas forcas externas e os deslocamentos devido
aessas forcas em cada n6 do elemento. Considerando um elemento finito de membrana formado
por 4 nds, com 2 graus de liberdade por nd, podemos definir o trabalho virtual externo como o

produto de cada grau de liberdade pela respectiva for¢a atuante:

Wexrerno = fer * UL + f1 * V1 + fro * Uy + [0 * V3 + fig * Uz + fi3 % V3 + foa

*Uj + fyq * V] 3-2)

A equacio (3.2) pode ser reescrita em forma matricial, como:

(fx1)
fy
frz

T D £

Wexrerno = [U1 Vi uz vz uz vz u v4]*<fx3> (3.3)

fy3

fx4

\fyzl-)

Podemos definir a primeira matriz do lado direito da equacdo (3.3) como o vetor
transposto dos deslocamentos virtuais, e a segunda matriz representa as forcas nodais atuantes

no elemento. O trabalho virtual externo pode entao ser reescrito como:

WexrerRno = {5*}T * {f} (34
3.1.2 Trabalho virtual interno

O trabalho virtual interno é definido como a integral no volume do produto interno entre
os componentes de deformacdo e os respectivos componentes de tensdo de um elemento,

representado pela equacao:

Winterno = f{E}T{U}dQ (3.5)
Q
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O vetor dos componentes de deformagdo pode ser expresso como o produto de uma
matriz [B], que faz a rela¢do entre os componentes de deformacio e o vetor dos deslocamentos

nodais do elemento, expressa como:

{e} = [BI{6"} (3.6)

O vetor dos componentes de tensdo pode ser expresso como o produto da matriz

constitutiva [D] e o vetor dos componentes de deformagdo, como:

{o} = [D]{e} (3.7)

A equacdo (3.5) pode entdo ser reescrita como:

Winrerno = f [1B165)]" [De}de (3.8)
Q

Substituindo a equagao (3.7) e rearranjando os dois primeiros termos, obtemos:

Winrsmno = f (8°Y[B]"[D][B](5"}d0 (3.9)
Q

Sabendo que os deslocamentos nodais sdao independentes das coordenadas de volume
do elemento, os vetores de deslocamentos nodais podem ser passados para a parte externa da

integral, dessa forma é possivel obter-se:

Wintsrwo = (6717 » j [B]"[D][B1dQ * (57} (3.10)
Q

3.1.3 Defini¢do da Matriz de Rigidez

Substituindo as equagdes (3.4) e (3.10) na equacao (3.1), obtém-se:

{8y {f} =167} f [B]"[D][B]d {67} (3.11)
Q

Excluindo-se o termo {§*}7, que representa o vetor transposto dos deslocamentos

nodais, ja que o mesmo estd nos dois lados da igualdade, chega-se a:

() = f (B]"[D][B]da {6 (3.12)

Q
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Sendo a matriz de rigidez do elemento, representada por [K, ], definida como a matriz
que relaciona um vetor de forcas nodais {f} com um vetor de deslocamentos nodais {5} dos

noés do elemento, pode-se escrever:

{r} = [K.1{6} (3.13)

Comparando a equacdo (3.12) com a equacdo (3.13), a matriz de rigidez do elemento

[K,], pode ser definida, como:

f [B]T[D][B]d (3.14)

Q

Dessa forma, define-se a matriz de rigidez do elemento em forma de uma integral no
volume, com termos da matriz que relaciona as deformacdes e deslocamentos nodais e a matriz
constitutiva do material. A matriz de rigidez da estrutura completa, representada por [K], serd
formada pela superposicdo das matrizes de rigidez [K,] de todos os elementos que compdem
essa estrutura. Obtendo-se a matriz de rigidez da estrutura completa, € possivel relacionar as
forgas nos nés da estrutura completa, representadas pelo vetor {F}, com os deslocamentos
nesses mesmo nos, representados pelo vetor {U}, como:

{F} = [K]{U} (3.15)

Portanto, de posse da matriz de rigidez da estrutura, € possivel obter os deslocamentos
de cada nd, a partir das forcas aplicadas. Utilizando-se as relagdes (3.6) e (3.7), com a aplicagc@o
dos deslocamentos nodais, os campos de deformacgdes e de tensdes da estrutura serdao
determinados, e dessa forma o problema de mecénica dos sélidos € resolvido com a utilizagdao

do método de elemento finitos [Filho, 2013].

3.2 Sistemas de coordenadas

Para descrever e modelar o comportamento de uma estrutura formada por elementos
finitos de casca € necessdrio definir sistemas de coordenadas adicionais ao referencial global
implicitamente utilizado para os elementos uni, bi e tridimensionais. Para o elemento de casca
utilizado, as relacOes cinemadticas baseadas no campo de deslocamentos determinam o
comportamento do elemento finito. Além do referencial global, € necessério definir um sistema

natural curvilineo, um sistema de coordenadas local, associado a qualquer ponto da estrutura, e
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um sistema de coordenadas local nodal, associado a cada né de cada elemento [Teixeira-Dias,

et al., 2010].

3.2.1 Sistema de coordenadas global

O sistema de coordenadas global é o sistema usualmente utilizado nos calculos de
engenharia e simulacOes e esté relacionado ao referencial inercial externo ao elemento finito.

A geometria e posicdo do elemento € definida em relacdo a esse referencial. A
representacao de um vetor posi¢do nodal em um né genérico k de um elemento cujos nds estdo
localizados na sua superficie de referéncia, pode ser visto na Figura 3.1(a). Nessa figura estao
representados, além dos eixos do referencial global x, y e z, os respectivos deslocamentos no

referencial global u, ve w.

(a) P (b) o
g Pt e T T —
F - . | 0 o le=1 7=
T —ye—— T 0 o
O. ¥ f=i 7 5
Sk ’ §=-1
z2,wW - il W
A - - ; o

Figura 3.1 - Representacdo de um vetor posi¢ao x, em um né k, no referencial global de
coordenadas (a), e referencial curvilineo natural de um elemento de casca (b).

3.2.2 Sistema de coordenadas curvilineo natural

O sistema natural para um elemento de casca consiste em um par de coordenadas
curvilineas (¢ e n7), que acompanha a superficie de referéncia do elemento e uma coordenada {
ao longo da espessura do elemento, e dessa forma ortogonal a superficie de referéncia em um
determinado ponto. As coordenadas no sistema natural variam no intervalo [-1,1]. Este
referencial € equivalente ao referencial utilizado para elementos finitos isoparamétricos. A

Figura 3.1(b) ilustra o sistema natural curvilineo de um elemento de casca.
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3.2.3 Sistema de coordenadas local

Um sistema de coordenadas local € necessério para o cdlculo e representacao de tensoes
e deformacdes dos elementos finitos de casca, uma vez que esse sistema € redefinido em cada
ponto do elemento e dessa forma permite a andlise de forma compreensivel, enquanto a anélise
das tensoes e deformagdes no sistema global tende a ser de dificil interpretagao.

O sistema de coordenadas local pode ser definido em qualquer ponto de um elemento,
sendo definido por suas coordenadas naturais (¢, 17, {), e acompanha a deformacao do elemento.
A defini¢do do sistema de eixos locais inicia pela determinagdo dos vetores tangentes aos €ixos
naturais curvilineos sobre a superficie de referéncia do elemento.

Um eixo local z', perpendicular a superficie de referéncia do elemento em um
determinado ponto de coordenadas (f_ , 7, ), pode ser definido utilizando-se o produto vetorial
de dois vetores tangentes a superficie de referéncia nesse ponto. Esses vetores tangentes podem
ser obtidos fazendo-se a derivada das componentes do vetor de coordenadas globais x, ilustrado

na Figura 3.2(a), em relagdo as coordenadas naturais ¢ e 1. O vetor que define o eixo local z’ é

obtido com a equagdo a seguir:

(02 (020
¢ an
ox) (0x dy dy
NS hatd BVS heitd BN il - 1
z {Of}x{an} <a€>x<an> (3.16)
0z 0z
\0¢) \an/

O vetor unitéario m, na direcéo do eixo local z’, pode entédo ser obtido pela normalizagido
do vetor z', conforme equacdo a seguir:

! n1
VA
n= ——=1n, (3.17)
2’|

ni

O eixo local x" pode ser definido como a tangente do vetor de coordenadas globais em
relacdo a coordenada natural £ no ponto em andlise, conforme equacdo a seguinte equagao:
(90X
a¢
dy

¢
0z

\9¢ )

~—

(3.18)
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E o vetor unitdrio I, na dire¢do do eixo local x’ € definido pela normalizagdo do vetor

l=——==1l (3.19)

Um vetor unitdrio m, correspondente a terceira direcdo local, pode ser obtido pelo
produto vetorial dos vetores unitarios n e I, dessa forma a terceira direcdo local € ortogonal as

outras duas diregdes locais. O vetor unitario m € definido por:
my

m=nxl={m; (3.20)
ms

A definicdo de um referencial local € ilustrada na Figura 3.2(a), podendo ser definido

de forma similar para qualquer outro ponto do elemento.

b
U VA 4

Figura 3.2 - Referencial local em um ponto de um elemento finito de casca (a), elemento de
casca curva (b), e coordenadas locais (c).

3.2.4 Sistema de coordenadas local nodal

De forma andloga ao referencial local, definido anteriormente, o referencial local nodal
¢ definido localmente, porém somente para as posi¢des correspondentes aos ndés k, que
compdem o elemento de casca.

A determinacao do sistema local nodal inicia pela obten¢@o do vetor normal no né k, o
vetor V3. Uma das formas para a determinagdo desse vetor € a utilizagdo das coordenadas
globais do elemento finito tridimensional, em que os pontos na face interna e na face externa,
relativos a um mesmo né na superficie de referéncia sao utilizados para a defini¢cdo do vetor
V. Dessa forma o vetor V3, ndo € necessariamente normal a superficie de referéncia. Outra

forma de determinar o vetor V3, € a utilizacdo das coordenadas do elemento de casca,
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representado pela superficie de referéncia. Nesse caso sdo definidos vetores tangentes ao
elemento finito de casca para posteriormente definir o vetor normal a partir desses, € ndo €
necessario que haja um elemento finito tridimensional.

Considerando um vetor i, como o vetor unitario na direcdo do eixo x das coordenadas
globais, um vetor V;, perpendicular ao plano formado pelos vetores V3 e i pode ser definido
pela equacgdo a seguir:

Vl =1ix V3 (321)

Caso a direcdo do vetor V3 seja a mesma do eixo x, o vetor unitdrio i deve ser
substituido por um vetor unitério j, na dire¢ao do eixo y.

O vetor V, deve ser ortogonal a ambos os vetores V; e V3, e portanto pode ser definido
como:

V,= VyxV, (3.22)

Os vetores unitdrios nas trés dire¢des, V4, V5 € V3, sdo obtidos pela normaliza¢do dos

vetores V4, V, e V3, respectivamente.

33 Geometria e deslocamento do elemento

Observando um elemento de casca conforme apresentado na Figura 3.2(b), pode-se
perceber que as faces do elemento sdo curvas, enquanto as se¢des ao longo da superficie sdo
linhas retas, sendo a superficie de referéncia definida pela secao média. Um vetor V5;, normal
a superficie de referéncia pode ser definido pela equacio a seguir:

Xi Xi
Vi = {Vi — Vi (3.23)
Zi topo Zi base

Definindo ¢ e n como as duas coordenadas curvilineas na superficie de referéncia da
casca, e ¢ como a coordenada na dire¢do da normal a essa superficie, e assumindo que &, e
variam entre -1 e 1, é possivel definir uma relacdo entre as coordenadas cartesianas e as
coordenadas curvilineas do sistema de coordenadas natural, como:

Xi

{f’} = Z N; y%- + Z N; %Vm' (3.24)

Z
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sendo N;(&,n) as funcgdes de forma, que assumem valor unitirio em um né (o né i de cada
funcdo) e zero em todos os outros nos.

Os deslocamentos s@o definidos pelas trés componentes cartesianas do n6 da superficie
de referéncia e duas rotagdes do vetor nodal V3; em torno das direcdes ortogonais a0 mesmo.
Considerando que essas duas direcdes sejam definidas pelos vetores unitdrios v,; € v4;, com

rotacdes correspondentes a; e f;, € possivel descrever os deslocamentos como:

i

u u t: a:
{v} _ ZNi{vi} +ZNi(El[v1i -v{g} (3.25)
ref

w w;

Ou, na forma matricial:

[Ne 00 —qNw! S oNwy,| (U
u Nnos a a: vl
{v}zz 0 Ny 0 ZiNwyt S oNwsyt|{w (3.26)
w i=1 ; a; a;

0 0 N; ?ZNivlzl ?(Nivhl kﬁi)

sendo u, v e w os deslocamentos nas direcdes dos eixos globais x, y e z, respectivamente.

3.4  Tensoes e deformacoes

Em um ponto de uma superficie com { constante, uma normal z’ é criada, assim como
dois outros eixos x’ e y’, ortogonais a z' e tangentes a superficie definida, como ilustrado na
Figura 3.2(c). As componentes de deformagao nesse ponto da superficie, em relacao ao sistema

de coordenadas local definido, sdo:

rdu’ )
dx'
dv’
(Ex'x" Tl
|€ [ | dy
Yy du' dv'
{e'}=<TVx'y p =1 ——+t5= (3.27)
Vol dy' dx
X Z , ,
LYy’Z,J dW + du
dx' dz'
dw’ N dv’
\dy’  dz')
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E importante observar que a componente de deformagio &,,/, na direcio z’, é
desconsiderada, devido a hipétese assumida para cascas que a normal a superficie de referéncia
se mantém indeformada, ou seja, ndo sofre alongamento.

A fim de obter o vetor de tensdes locais {o¢'}, a matriz constitutiva local [D'] é
multiplicada pelo vetor de deformagdes local {&'}, como apresentado na equagio a seguir:

{0’} =[D'] {£'} (3.28)

E a matriz constitutiva local [D'] é definida como:

1 v 0 0 0
v 1 0 0 0
1—v
go[00 — 0 0
(D'l =7—x k(1—v (3.29)
A=y o o (T> 0
k(l—v

sendo E o mdédulo de elasticidade e v o coeficiente de Poisson. Um fator k = 5/6 € incluido
nos dois dltimos termos de cisalhamento, a fim de melhorar a aproximac¢do dos deslocamentos
cisalhantes. Esse fator surge devido a aproximacgdo da distribui¢do de cisalhamento como uma
constante ao longo da espessura, enquanto na realidade, a distribuicao de tensdes cisalhantes €
aproximadamente parabdlica para um material com comportamento eldstico [Ahmad, et al.,

1970; Zienkiewicz e Taylor, 2000].

3.5 Matriz de Rigidez

A matriz de rigidez [K] é obtida pela integral no volume do elemento, como explicado

anteriormente, e mostrado na equacgao abaixo:

(K] =f [B]"[D][B] dxdydz (3.30)
4

onde [B] é a matriz que relaciona as deformacgdes com os deslocamentos nodais no elemento,
e € definida por:

{e} = [B]{s}° (3.31)

As equacdes dentro da integral que define a matriz de rigidez podem ser representadas

por uma matriz [S], de acordo com a seguinte equagéo:
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[S] = [B]"[D][B] (3.32)

De forma alternativa, a matriz de rigidez pode ser definida utilizando-se a matriz [B'],
que relaciona as deformacdes com os deslocamentos nodais no sistema local de coordenadas, e
amatriz constitutiva local [D'], sem alterac@o nos resultados [Teixeira-Dias, et al., 2010]. Dessa
forma, a matriz [S] € escrita, como:

[S]=[B']"[D'][B'] (3.33)

As equacdes a seguir justificam a igualdade entre a utilizagdo da matriz [S] no sistema
local ou global de coordenadas. Considerando-se uma matriz [Tgl], que faz a transformacao do

sistema global para o sistema local, pode-se escrever:

{€'} = [T ]{e} (3.34)
{0} = [Ty] {0 (3.35)
[D] = [Ty] [D'1[Ty1] (3.36)

A equagdo (3.34) pode ser reescrita, como:

{€'} = [T,][B1{6}¢ (3.37)

sendo {6} o vetor de deslocamentos nodais dos nds do elemento.

Dessa forma, conclui-se que:

[B'] = [T,][B] (3.38)

Considerando-se a ortogonalidade da matriz [Tgl], a equacao (3.36) pode ser reescrita,

como:

[D'] = [T ][D][T 4] (3.39)

Utilizando-se as equagdes (3.34) a (3.48), a equacao (3.33) pode ser reescrita, como:

[S]= [[Tgl][B]]T [T 5] D[T 1] [Ty [B] (3.40)

A equacio (3.40) pode ser reescrita, como:

(51 = [BY"[Tgt] [T ] IDI[T ] [Tg1] B (3.41)
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Considerando-se a ortogonalidade da matriz [Tgl], sabe-se que [Tgl]T[Tgl] = [I],
sendo [I] a matriz identidade. Dessa forma, e equagéo (3.41) fica resumida a:

[S] = [B]"[D][B] (3.42)

Observa-se que a equagdo (3.42) € igual a equacdo (3.32), dessa forma justificando a
possibilidade de integrac¢do no sistema local ou global de coordenadas.

A integral que define a matriz de rigidez do elemento tem como limites de integracao
as dimensdes que compdem o volume do elemento, portanto sendo definidas no sistema global
de coordenadas. Para a resolu¢@o do problema de elementos finitos por meios computacionais,
busca-se a integracao numérica, que apresenta vantagens significativas em relac@o a integracao
analitica, e estd definida no sistema natural. Dessa forma, é necessério expressar a matriz [S]
em funcdo das coordenadas curvilineas do elemento, ou seja, no sistema natural de coordenadas,
e transformar o volume infinitesimal definido por dxdydz, a fim de aplicar a integracdo
numérica. Os deslocamentos globais u, v e w sao relacionados as coordenadas naturais &, 1 e
¢ pela equagao (3.26).

A relacdo entre a matriz das derivadas dos deslocamentos globais em relacdo as
coordenadas globais x, y e z, e matriz das derivadas em relagdo as coordenadas curvilineas

naturais ¢, 17 e { € dada por:

du  ov  Own ou Jdv  ow
dx 0x oOx ¢ o0& o0&
Ju Jv oJow _lou Jdv oJw
— — — == = — (3.43)
dy dy 0y dn on On
Ju Jv ow du 0Jv Jdw
L0z 0z 0z [0 0¢ 0C]

Sendo, que os componentes da matriz Jacobiana [J], apresentada abaixo sdo definidos

pelas relagdes apresentadas na equacao (3.24).

dx 0dy 0z
N
dx dy 0z
Ul = on on on (3.44)
dx 0dy 0z
[0 9 4l
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As derivadas dos deslocamentos globais u, v € w em relacdo ao sistema global de
coordenadas podem ser transformadas para as derivadas dos deslocamentos no sistema local,

em relacdo ao sistema local de coordenadas ortogonais de acordo com a seguinte operagao de

rotacdo:
rou’ ov' ow'q du  0v  Ow
ax' 9x' ox' ox 0x Ox
a_u' 6_17' a_W, =[9]T a_u @ a_w [9] (3.45)
dy’ oy’ 09y’ dy dy 0y
ou' ov' ow' du OJv ow
l9z' 9z 0z'] 9z 0z 0z

Sendo a matriz dos cossenos [@] definida utilizando-se os vetores unitérios nas dire¢cdes
dos eixos locais x', y’ e z', conforme a equacio a seguir:

[6] =[v1 V2 Vs3] (3.46)

Assim, tendo obtido os componentes locais de deformagdo, a matriz [B'] pode ser

determinada por:
( {51}\
€y =811}
\{o;})

(3.47)

onde {6;} definido como:

(6} = 4Wi $ (3.48)

e i representa cada n6 do elemento.

O volume infinitesimal € transformado do sistema global para o sistema natural de
coordenadas utilizando o Jacobiano, que é o determinante da matriz Jacobiana [J], como
mostrado a seguir:

dxdydz = det[J] dédnd( (3.49)

As derivadas dos deslocamentos globais em relagao ao sistema natural sao determinadas

numericamente para cada ponto de coordenadas naturais, sendo os valores determinados pelos
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pontos de Gauss na integracdo numérica. Essas sdo entdo transformadas para derivadas dos
deslocamentos globais em relagdo aos eixos globais, e uma transformacio posterior para as
direcdes locais x', y’ e z' permite a determinag@o da matriz [B']. A realizagdo desses passos
sucessivamente, para todos os pontos de Gauss leva a obtencdo da matriz de rigidez [K], de

cada elemento.

3.6  Integracao Numérica

A determinacdo da matriz de rigidez de cada elemento € realizada pela integracao no
volume de fungdes relativas a cada grau de liberdade de cada n6 de um elemento. Sendo que a
integracdo analitica tem custo computacional bastante alto, utilizam-se métodos aproximados
de integracdo, mais eficientes e de facil implementacdo numérica.

Um dos métodos mais utilizados para esse fim € a quadratura de Gauss-Legendre. De
acordo com esse método, pode-se determinar o valor integral de uma fungdo genérica f(§)
como o somatério do resultado da substituicdo de valores nessa mesma fun¢do, denominados
pontos de integracdo, multiplicados por pesos de integracdo relativos a cada ponto de

integracdo, conforme a equacdo abaixo:

+1 p
ds = dw; (3.50)
f_lf(f) ¢ ;f(f)w

em que p é a ordem da quadratura de Gauss-Legendre, correspondente ao nimero de pontos de
integracdo, w; € o peso de integracdo, correspondente ao ponto de integracio e associado ao
valor f(§;) [Teixeira-Dias, et al., 2010; Bathe, 1996].

Para o elemento de 4 nés utilizado no trabalho, foi utilizada a integragao de Gauss com
dois pontos em cada direc@o, para o caso de integracdo completa, e um tinico ponto em cada
direcdo para o caso de sub-integracdo [Zienkiewicz, et al., 1971]. A Tabela 3.1 apresenta os
pares de valores de pontos e pesos de integracdo para as duas primeiras ordens de integragdo,

utilizadas no trabalho.
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Tabela 3.1 - Coordenadas e pesos de integracdo para as duas primeiras ordens de integracao
da quadratura de Gauss-Legendre.

n & w;
1 0 2
2 +0,577350269 1

Fonte: adaptada de Teixeira-Dias, 2010.
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4 METODOLOGIA E RESULTADOS

4.1 Resoluc¢ao pelo método de elementos finitos
4.1.1 Comparagdo com artigo de MacNeal & Harder

O artigo de MacNeal e Harder, 1985, propde uma série de testes padronizados a que os
programas de elementos finitos devem ser submetidos, a fim de avaliar sua capacidade de
calcular deslocamentos, deformagdes e tensdes, em relacdo a condigdes externas previamente
definidas. Os problemas propostos por MacNeal e Harder foram implementados e resolvidos
no programa de elementos finitos implementado no Matlab e os resultados de cada teste sdo

apresentados em sequéncia. Em alguns casos € feita comparagdo dos resultados obtidos com os

resultado obtido

resultados tedricos, sendo esses apresentados nas tabelas como A, sendo A = —
resultado teérico

Os resultados de cada um dos testes sdo sintetizados e apresentados ao final do capitulo.

4.1.1.1 Patch test

z

O “Patch test” é um teste que tem por objetivo avaliar a capacidade de um elemento de
calcular tensdes e deformacdes a partir de um campo de deslocamentos e geometria de
elementos definidos. Os elementos tém formato arbitrariamente deformado, conforme ilustrado
na Figura 4.1 [MacNeal e Harder, 1985], a fim de evidenciar as dificuldades que os elementos
possam ter em calcular os valores corretos de tensdes e de deformacdes devido as deformacdes
do elemento. O teste conta com duas configuragdes, uma para esforcos de membrana e outra
para flexdo, sendo que o primeiro apresenta deslocamentos somente no plano XY, enquanto o

segundo apresenta deslocamentos normais a esse plano.

Figura 4.1 - Estrutura para o teste "Patch test".
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As dimensdes externas da placa sao definidas como, a=0,12 e b=0,24. As coordenadas
dos nds internos sdo apresentadas na Tabela 4.1. A espessura da placa é t =0,0001 e o material
da mesma tem modulo de elasticidade E = 1E6 e coeficiente de Poisson v = 0,25, sendo

adotadas as unidades do SI para o teste.

Tabela 4.1 - Coordenadas para os nds internos da placa.

né X y
1 0,04 0,02
2 0,18 0,03
3 0,16 0,08
4 0,08 0,08

As equacdes a seguir definem os deslocamentos a serem aplicados a cada n6 em funcao

de suas coordenadas, para a simulagdo com deformacdes de membrana:

u=10"3 (x + %) 4.1)
v=10"3(y+ ;) (4.2)

A aplicacdo dos deslocamentos nos ndés da estrutura de teste gera resultados de
deformacdes e de tensdes, cujos valores tedricos s30 &1; = &5, = Y1, = 1E1073, 0y, = 05, =
1333 e 74, = 400. Os valores obtidos no teste sdo apresentados a seguir.

As deformacdes &;; € Vi, s@o apresentadas na Tabela 4.2 e na Tabela 4.3,

respectivamente.

Tabela 4.2 - Resultados de deformacao &;; para cada né de cada elemento da estrutura de

teste.
Nés
*11 1 2 3 4 5 6 7 8
1| 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0011 0,0011 0,0011 0,0011
2 2 | 0,0014 0,0014 0,0014 0,0014 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006
E:; 3 | 0,0011 0,0011 0,0011 0,0011 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010
g 4 | 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0014 0,0014 0,0014 0,0014
Lt 5 | 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010
resultado tedrico = 0,001
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Tabela 4.3 - Resultados de deformacao y;, para cada n6 de cada elemento da estrutura de

teste.
Y1z 1 2 3 4 5 6 7 8
1| 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010
2 2 | 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006
g 3 | 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010
g 4 | 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006
w 5 | 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010 0,0010
resultado tedrico = 0,001

Os resultados de deformacgdo para €,, sdo similares aos apresentados para &4, tendo

entdo sido omitidos do trabalho.

As tensdes g4 € T1, sdo apresentadas na Tabela 4.4 e na Tabela 4.5, respectivamente.

As tensdes g,, sdo similares as tensdes gy € por isso ndo sdo apresentadas.

Tabela 4.4 - Resultados de tensdo o4 para cada n6 de cada elemento da estrutura de teste.

Nés
1 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1333,3 1333,3 1333,3 1333,3 1390,2 1390,2 1390,2 1390,2
2 2 1653,3 1653,3 1653,3 1653,3 1013,3 1013,3 1013,3 1013,3
E:; 3 1390,2 1390,2 1390,2 1390,2 1333,3 1333,3 1333,3 1333,3
g 4 | 1013,3 1013,3 1013,3 1013,3 1653,3 1653,3 1653,3 1653,3
w 5 1333,3 1333,3 1333,3 1333,3 1333,3 1333,3 1333,3 1333,3
resultado tedrico = 1333

Tabela 4.5 - Resultados de tensdo 7,1, para cada n6 de cada elemento da estrutura de teste.

Nés
t12 1 2 3 4 5 6 7 8
1 400,0 400,0 400,0 400,0 395,9 395,9 395,9 395,9
2 2 240,0 240,0 240,0 240,0 240,0 240,0 240,0 240,0
E:; 3 395,9 395,9 395,9 395,9 400,0 400,0 400,0 400,0
g 4 240,0 240,0 240,0 240,0 240,0 240,0 240,0 240,0
w 5 400,0 400,0 400,0 400,0 400,0 400,0 400,0 400,0
resultado tedrico = 400

As equacdes a seguir definem os deslocamentos a serem aplicados a cada né em funcdo

de suas coordenadas, para a simulagdo com deformacdes de flexao:

w=10"3x?+xy +y?)/2

(4.3)
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0, = 1073 (y + ;) (4.4)
0, =107 (—x-2) 4.5)

Os resultados da estrutura de teste submetidos a deslocamentos normais ao plano sao
avaliados pelas tensdes na regido externa da placa e resultantes de momento da mesma. Os
valores tedricos para as tensdes sdo g,; = g5, = £0,667 e 11, = £0,200, e os valores tedricos
para as resultantes de momento sio M;; = M,, = 1,111E1077.

As tensdes g4 € T1, sdo apresentadas na Tabela 4.6 e na Tabela 4.7, respectivamente.

As tensdes ag,, foram omitidas por serem similares as tensoes ;4.

Tabela 4.6 - Resultados de tensdo o4 para cada n6 de cada elemento da estrutura de teste.

Nés
711 1 2 3 4 5 6 7 8

1] 06667 | 0,6667 | -0,6667 | -0,6667 | 0,6792 | 0,6792 | -0,6792 | -0,6792
a 2| 0,6857 | 0,6857 | -0,6857 | -0,6857 | 0,5068 | 0,5068 | -0,5068 | -0,5068
g 3106792 | 0,6792 | -0,6792 | -0,6792 | 0,6667 | 0,6667 | -0,6667 | -0,6667
:.E, 4 | 0,5068 | 0,5068 | -0,5068 | -0,5068 | 0,6857 | 0,6857 | -0,6857 | -0,6857
w 51| 0,6667 | 0,6667 | -0,6667 | -0,6667 | 0,6667 | 0,6667 | -0,6667 | -0,6667

resultado tedérico = +0,667

Tabela 4.7 - Resultados de tensdo 7, para cada n6 de cada elemento da estrutura de teste.

Nés

t12 1 2 3 4 5 6 7 8
0,2000 | 0,2000 | -0,2000 | -0,2000 | 0,1995 | 0,1995 | -0,1995 | -0,1995
0,1789 | 0,12789 | -0,1789 | -0,1789 | 0,1789 | 0,1789 | -0,1789 | -0,1789
0,1995 | 0,1995 | -0,1995 | -0,1995 | 0,2000 | 0,2000 | -0,2000 | -0,2000
0,1789 | 0,12789 | -0,1789 | -0,1789 | 0,1789 | 0,1789 | -0,1789 | -0,1789
5 0,2000 | 0,2000 | -0,2000 | -0,2000 | 0,2000 | 0,2000 | -0,2000 | -0,2000
resultado tedérico = +0,200

A WIN|R=

Elementos

As resultantes de momento My, e M,, s@o apresentadas na Tabela 4.8 e na Tabela 4.9,

respectivamente.
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Tabela 4.8 - Resultantes de momento M, para cada n6 de cada elemento da superficie de

referéncia.
Nés

M 1 2 3 4

1 |-1,111F-07 | -1,111E-07 | -1,132E-07 | -1,132E-07
2 2 | -1,143E-07 | -1,143E-07 | -8,45E-08 | -8,45E-08
g 3 |-1,132E-07 | -1,132E-07 | -1,111E-07 | -1,111E-07
g 4 | -8,45E-08 | -8,45E-08 | -1,143E-07 | -1,143E-07
w 5 |-1,111E-07 | -1,111E-07 | -1,111E-07 | -1,111E-07

resultado teérico = 1,111E10~7

Tabela 4.9 - Resultantes de momento M,, para cada n6 de cada elemento da superficie de

referéncia.
Nés

Mz, 1 2 3 4

1(-1,111E-07 | -1,111E-07 | -1,085E-07 | -1,085E-07
2 2 | -8,45E-08 | -8,45E-08 | -1,143E-07 | -1,143E-07
g 3 | -1,085E-07 | -1,085E-07 | -1,111E-07 | -1,111E-07
g 4 |-1,143E-07 | -1,143E-07 | -8,45E-08 | -8,45E-08
w 5 |-1,111E-07 | -1,111E-07 | -1,111E-07 | -1,111E-07

resultado teérico = 1,111E10~7

4.1.1.2 Viga engastada

O teste da viga engastada, consiste em uma viga dividida em 6 elementos. Esse teste

possui trés diferentes configuragdes, de acordo com a orientacdo dos elementos que compdem

a estrutura, conforme ilustrado na Figura 4.2. A viga reta é engastada em um lado e cargas

unitarias em diferentes sentidos s@o aplicadas na outra extremidade [MacNeal e Harder, 1985].
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Figura 4.2 - Teste "Viga engastada" a, b e c.

A viga reta tem dimensdo L = 6 nadire¢do X, M = 0,2nadirecio Ye N = 0,1 na
direcdo Z. As propriedades do material sdo definidas como E = 1E7 e v = 0,3. As cargas
unitarias sdo aplicadas no sentido da extensdo, cisalhamento no plano e cisalhamento fora do
plano da estrutura, sendo dessa forma aplicadas na direcdo X, Y e Z, respectivamente.

Os deslocamentos obtidos, deslocamentos tedricos e relagdes entre 0s mesmos sao

apresentados na Tabela 4.10, para a configuracdo (a) do teste.

Tabela 4.10 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Viga engastada (a)”.

Deslocamentos obtidos | Deslocamentos tedricos A
Extensdo 2,99E-05 3,00E-05 0,995
Cisalhamento no plano 0,0101 0,1081 0,093
Cisalhamento fora do plano 0,4235 0,4321 0,980

Observa-se boa correlacao dos valores para extensao e cisalhamento fora do plano, e
resultado ruim para o cisalhamento no plano. Os resultados apresentam resultados comparaveis
aos apresentados em [MacNeal e Harder, 1985] para os elementos QUAD2 e QUADA4, que
podem ser comparados ao elemento AlIZ de 4 nos.

De forma a analisar melhor o comportamento do elemento quando submetido a uma
forc¢a cisalhante no plano da viga, o nimero de elementos que compdem a estrutura foi variado

de forma a chegar a um grande niimero de elementos. O resultado desse estudo é apresentado
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na Figura 4.3, e evidencia a aproximacao ao resultado tedrico de deslocamento, com o aumento

do ndmero de elementos na estrutura.

Deslocamento na direcgéo Y

0,12

0,08

0,06

0,04

0 100 200

300 400 500 600

Numero de elementos

Figura 4.3 - Avaliagdo dos resultados de deslocamento obtidos com o aumento do ndmero de
elementos da estrutura.

Os resultados obtidos com a aplicagdo das cargas unitarias na configuragdo (b) da viga

engastada sdo apresentados na Tabela 4.11. De forma similar a configuracio (a), os resultados

obtidos sdo compardveis com a referéncia, ainda que os deslocamentos para forcas de

cisalhamento no plano estejam longe do resultado tedrico.

Tabela 4.11 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Viga engastada (b)”

Deslocamentos obtidos Deslocamentos tedricos A
Extensao 2,99E-05 3,00E-05 0,998
Cisalhamento no plano 0,0029 0,1081 0,027
Cisalhamento fora do plano 0,4241 0,4321 0,981

Os resultados obtidos com a aplicac¢do das cargas unitérias na configuracdo (c) da viga

engastada sdo apresentados na Tabela 4.12.

Tabela 4.12 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Viga engastada (c)”

Deslocamentos obtidos Deslocamentos tedricos A
Extensdo 2,98E-05 3,00E-05 0,994
Cisalhamento no plano 0,0037 0,1081 0,034
Cisalhamento fora do plano 0,4243 0,4321 0,982
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De forma similar aos resultados obtidos para os testes de acordo com as configuracdes
(a) e (b), os resultados aproximaram-se dos valores tedricos para alongamento e cisalhamento

fora do plano e nao foram bons para o cisalhamento no plano da viga.

4.1.1.3 Vigacurva

O teste viga curva combina os principais modos de deformacgdo pela aplicacdo de
simples cargas de cisalhamento alinhadas ao plano ou normais ao plano da viga. A viga curva

¢ ilustrada na Figura 4.4 [MacNeal e Harder, 1985].

ENGASTE

Figura 4.4 - Estrutura para o teste "Viga curva".

A estrutura de casca gerada para esse teste € formada por um arco de 90°, com didmetro
interno de 4,12, didmetro externo de 4,32, mdodulo de elasticidade E = 1,0E7 e coeficiente de
poisson v = 0,25. Foram assumidas as unidade no SI para o teste.

Os resultados obtidos com a aplicacdo das cargas unitdrias sdo apresentados na Tabela

4.13.
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Tabela 4.13 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Viga curva”.

Deslocamentos obtidos Deslocamentos tedricos A
Cisalhamento no plano (forca em X) 0,0031 0,08734 0,035
Cisalhamento no plano (for¢a emY) 0,0064 0,08734 0,073
Cisalhamento fora do plano 0,5722 0,5022 1,139

4.1.1.4 Viga torcida

O teste de viga com tor¢do é aplicdvel a elementos de casca e testa os efeitos de

empenamento dos elementos. A Figura 4.5 ilustra a estrutura do teste [MacNeal e Harder,

1985].
% ) \ 1\

LADO
ENGASTADO

= il

Figura 4.5 - Estrutura para o teste "Viga torcida".

A estrutura gerada para o teste possui comprimento L = 12, largura M = 1,1, e
espessura h = 0,32. A estrutura apresenta rotagdo de 90° desde a base até a extremidade
oposta, e o material € configurado com mdédulo de elasticidade E = 29E6 e coeficiente de
Poisson v = 0,22. As unidades adotadas sdo as do SI.

A aplicacdo de cargas unitarias na extremidade da viga com tor¢do gera os resultados

de deslocamentos apresentados na Tabela 4.14.

Tabela 4.14 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Viga torcida”.

Deslocamentos obtidos Deslocamentos tedricos A
Cisalhamento no plano 0,0055 0,005424 1,014
Cisalhamento fora do plano 0,002 0,001754 1,140

4.1.1.5 Placa retangular

O teste de placa retangular é apresentado em diferentes configuragdes. Uma imagem
geral, retirada do artigo do MacNeal e Harder, 1985, € apresentada na Figura 4.6. A placa tem

espessura h = 0,0001, dimensdoa = 2eb = 2oub = 10, de forma a possibilitar testes
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com diferentes geometrias. As condi¢des de contorno da placa sdo arestas fixas ou arestas
simplesmente apoiadas, também gerando diferentes resultados, e os carregamento aplicado é
uma carga distribuida com valor ¢ = 1E — 4. O médulo de elasticidade € definido como E =

1,7472E7 e o coeficiente de Poisson v = 0,3.

Linha de simetria

Linha de simetria

|

— ="
J

!

B

i

1

< b -

Figura 4.6 - Estrutura para o teste "Placa retangular".

A variagao das configuracdes, assim como do nimero de elementos em cada % da placa,
definido como “NxN” gera diferentes resultados de deslocamentos no né central da placa.

Na Tabela 4.15 sao apresentados os resultados de deslocamento no n6 central, para a
configuragdo com a = 2, b = 2 e arestas engastadas e aplicacdo de carga distribuida. Os

deslocamentos obtidos s@o comparados com os resultados tedricos na mesma tabela.

Tabela 4.15 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Placa retangular”, com
arestas fixas,a=b =2.

NxN Deslocamento obtido Deslocamento teédrico A
2 1,2111 1,26 0,961
4 1,2507 1,26 0,993
8 1,2616 1,26 1,001

Os resultados para o teste com carga distribuida, a =

simples sdo apresentados na Tabela 4.16. Os resultados tedricos e a normaliza¢do entre os

valores obtidos e os tedricos também sdo apresentados.

2, b = 2 e arestas com apoios
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Tabela 4.16 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Placa retangular”, com
arestas simplesmente apoiadas,a=2eb =2.

NxN Deslocamento obtido Deslocamento tedrico A
2 4,3242 4,062 1,065
4 4,1279 4,062 1,016
8 4,0787 4,062 1,004

O deslocamento obtido para %4 de placa com NxN = 8, submetida a carga distribuida,

com arestas simplesmente apoiadas e razdo b/a = 1 € ilustrado na Figura 4.7.

0 x

Figura 4.7 - Deslocamento para uma placa com NxN =8 e razdo b/a=1.

Na Tabela 4.17 sdo apresentados os resultados de deslocamento no nd central,
deslocamentos tedricos e resultados normalizados para a configuracdo com a=2, b = 10, arestas

engastadas e aplicacdo de carga distribuida.

Tabela 4.17 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Placa retangular”, com
arestas engastadas, a=2eb = 10.

NxN Deslocamento obtido Deslocamento teédrico A
2 2,8769 2,56 1,124
4 2,8359 2,56 1,108
8 2,5923 2,56 1,013

Na Tabela 4.18 sdo apresentados os resultados de deslocamento no né central,
deslocamentos tedricos e resultados normalizados para a configuragdo coma = 2, b = 10,

arestas simplesmente apoiadas e aplicacdo de carga distribuida.
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Tabela 4.18 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Placa retangular”, com
arestas simplesmente apoiadas, a=2e b = 10.

NxN Deslocamento obtido Deslocamento tedrico A
2 13,837 12,97 1,067
4 12,6894 12,97 0,978
8 12,9 12,97 0,995

4.1.1.6 Telhado Scordelis-Lo

z

O teste “Telhado Scordelis-LLo” é um problema de casca com curvatura em uma tnica
direcdo, cujos deslocamentos dependem das deformagdes de flexao e de membrana. A Figura

4.8 ilustra o teste [MacNeal e Harder, 1985].

‘/- Linhas de

simetria

Figura 4.8 - Estrutura para o teste "Telhado Scordelis-Lo".

A estrutura gerada para o teste possui comprimento L = 50, raio R = 25, espessura
h = 0,25. A estrutura possui angulo de 40° de cada extremidade até o centro, conforme
mostrado na Figura 4.8, e o material é configurado com mdédulo de elasticidade E = 4,32E8
e coeficiente de Poisson v = 0,0. Uma carga distribuida € = 90,0 por unidade de area é
aplicada no sentido negativo da dire¢cdo Z. As unidades adotadas sdo as do SI. A drea com
hachuras € dividida em um nimero de elementos definido como “NxN” que representa o

ndmero de divisdes dessa area em cada sentido.
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Os deslocamentos verticais obtidos em funcdo do numero de elementos “NxN” é

apresentado na Tabela 4.19, assim como os deslocamentos tedricos e os resultados

normalizados.
Tabela 4.19 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Telhado Scordelis-Lo”.
NxN Deslocamento obtido Deslocamento tedrico A
2 0,405 0,3086 1,312
4 0,2924 0,3086 0,948
8 0,2952 0,3086 0,957

4.1.1.7 Casca Esférica
O teste “Casca esférica”, consiste em uma casca com dupla curvatura, formando um

hemisfério com cargas aplicadas sobre a aresta livre. Sobre essa aresta aplicam-se cargas
pontuais a cada 90°. O teste € simplificado a ¥4 de hemisfério, como ilustrado na Figura 4.9.

Um furo € inserido no topo do hemisfério, de forma a evitar a necessidade de utilizacdo de
elementos triangulares para dividir a estrutura em elementos finitos. Nesse teste, tanto as
deformacdes de membrana quanto de flexdo contribuem para os deslocamentos no ponto de

aplicacdo da carga [MacNeal e Harder, 1985]. Assim como nas outras simulagdes, aplicou-se a

integracdo seletiva nesse caso.

Linha de simetriy

Y

F=1,0
[no gquadrante)

Aestd \iwre

X / F=1,0 (no quadrante)

Figura 4.9 - Estrutura para o teste "Casca esférica "
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Os deslocamentos médximos nas direcoes das cargas aplicadas obtidos em fun¢do do
nimero de elementos “NxN” é apresentado na Tabela 4.20, assim como os deslocamentos

tedricos e os resultados normalizados.

Tabela 4.20 - Resultados obtidos com o elemento AIZ para o teste “Spherical Shell".

NxN Deslocamento obtido Deslocamento teédrico A
2 0,0633 0,0924 0,685
4 0,0775 0,0924 0,839
8 0,0754 0,0924 0,816

4.1.1.8 Avaliacdo dos resultados

O artigo de MacNeal e Harder, 1985, apresenta um sistema de classificacdo dos
resultados dos testes, atribuindo uma nota ao resultado obtido, de acordo com o percentual de
erro em relagdo ao valor tedrico desse mesmo teste. A Tabela 4.21 apresenta as notas e os

respectivos percentuais de erro, conforme descrito no artigo.

Tabela 4.21 - Notas e relativos percentuais de erro.

Nota Regra
A erro < 2%
B 10% 2 erro > 2%
C 20% = erro > 10%
D 50% 2= erro > 20%
F erro > 50%

A fim de avaliar os testes aplicados ao elemento AIZ de 4 nds, 0 mesmo critério foi
aplicado a esses resultados e € apresentado na Tabela 4.22. Na mesma tabela estdo as notas

apresentadas no artigo para os elementos QUAD2 e QUAD4.
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Tabela 4.22 - Notas atribuidas ao elemento AIZ com 4 nés e comparagdo com elementos

QUAD2 e QUADA4.
Carga no Carga
Nome do teste plago do normfl ao Forma do Elemento’ QUAD2 | QUAD4

elemento elemento elemento | AlZ de 4 nés
Patch test X Irregular F A A
Patch test X Irregular F D A
Viga engastada, tracao X Ambas A A A
Viga engastada, flexao X Regular F F B
Viga engastada, flexao X Irregular F F F
Viga engastada, flexdo X Regular A B A
Viga engastada, flexdo X Irregular B B B
Viga curva X Regular F F C
Viga curva X Regular D D B
Viga torcida X X Regular D F A
Placa retangular (NxN = 4) X Regular C C B
Telhado Scordelis-Lo
(NxN = 4) X X Regular B D B
Casca esférica (NxN = 8) X X Regular C A A

Observa-se que de forma geral os resultados apresentados pelo programa de elementos
finitos implementados em Matlab foram piores que os obtidos com os elementos QUAD?2 e

QUADA4 e apresentados no artigo MacNeal e Harder, 1985.

4.1.2 Comparacdo com software comercial de elementos finitos (ANSYS)

Os casos de problemas de elementos finitos de casca descritos nos tépicos a seguir foram
resolvidos utilizando-se os programas implementados no Matlab, para o elemento AIZ de 4 n0s,
e no ANSYS APDL versao 16.0, com o elemento SHELL181, que possui 4 nds e 6 graus de
liberdade, sendo 3 de translacdo e 3 de rotacdo [ANSYS, Inc., 2009]. Dessa forma foi feita a
comparacao dos resultados obtidos com os programas desenvolvidos e a resolu¢do dos mesmos
problemas utilizando o ANSYS. Esse procedimento busca a validacdo dos programas
desenvolvidos, comparando os resultados obtidos com um software de extensa aplicagcdo
comercial.

Para a comparacdo foi montada uma casca plana em uma dire¢do, € comprimento
definido (L = 1Im) e com curvatura constante na outra dire¢do (R = 1m), cuja dimensao ¢é
definida por um angulo de 90°. Essa casca teve todos os graus de liberdade restringidos em uma
extremidade e aplicagdo de forgas na outra extremidade. A geracdo da malha de elementos

finitos foi definida de forma a ter um tnico elemento na dire¢do em que a curvatura € constante
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e numero de elementos varidvel ao longo da curvatura, conforme ilustrado na Figura 4.10. O
material da casca foi definido por um mddulo de elasticidade E = 200GPa, e coeficiente de

Poisson v =0,3.

(a) (b)

A

Figura 4.10 - Casca dividida em 5 (a), 10 (b) e 50 elementos (c).

Os casos de carga foram definidos de forma a explorar o comportamento do elemento

em diferentes situagdes, conforme mostrado a seguir.

4.1.2.1 Aplicacdo de carga na direcdo X

Para o caso de aplicac@o de carga na direcao X, a casca foi engastada em um lado (aresta
em X = 0) e a carga foi aplicada na aresta oposta, conforme ilustrado na Figura 4.11. O valor
de carga na aresta foi definido como F = 1000N, dessa forma o valor foi dividido igualmente
entre os dois nds que correspondem a aresta em questdo. As simulacdes foram realizadas para
duas configuragdes de espessura (h = 0,0lm e h = 0,1m), que correspondem a duas razdes de
raio de curvatura x espessura (R/h = 100 e R/h = 10), respectivamente, assim como duas razdes

de comprimento x espessura (L/h = 100 e L/h = 10), respectivamente.
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T

Figura 4.11 - Casca com restricao de deslocamentos e forcas aplicadas na dire¢ao X.

O deslocamento maximo na direcdo X obtido para o elemento AIZ com 4 nds e
resultados do ANSYS com espessura (h = 0,1), razdo raio de curvatura x espessura (R/h = 10)
e razdo comprimento x espessura (L/h = 10) s@o comparados e apresentados no grafico da

Figura 4.12.

Comparacao de deslocamentos obtidos - R/h = 10

4,80E-05
4,75E-05
4,70E-05

4,65E-05 & = o

4,60E-05 e AlZ

—— ANSYS
4,55E-05

Deslocamento na diregdo X
|
L
L

4,50E-05

4,45E-05
0 100 200 300 400 500 600

Namero de elementos

Figura 4.12 - Comparacgao dos deslocamentos na direcdo X com o elemento AIZ de 4 n6s e
simulacdo no ANSYS com R/h = 10.
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De forma similar, o deslocamento médximo na direcdo X obtido para os mesmos
elementos, porém com espessura (h = 0,01), razdo raio de curvatura x espessura (R/h = 100) e
razdo comprimento x espessura (L/h = 100) sd3o comparados e apresentados no grafico da Figura

4.13.

Comparacdo de deslocamentos obtidos - R/h = 100
4,80E-02
4,75E-02
4,70E-02
4,65E-02
4,60E-02 Az

4,55E-02 ANSYS

Deslocamento na diregéo X

4,50E-02
4,45E-02

4,40E-02
0 100 200 300 400 500 600

Numero de elementos

Figura 4.13 - Comparativo de deslocamentos na dire¢cdo X com o elemento AIZ de 4 nés e
simulacdo no ANSYS com R/h = 100.

Para o caso de aplicacdo de carga na dire¢do X, observa-se uma boa aproximacao dos
deslocamentos na dire¢do X obtidos com o elemento AIZ em relacio aos resultados do ANSYS,
para o caso em que R/h = 10. A Tabela 4.23 apresenta as relagdes percentuais entre os
deslocamentos obtidos com o elemento AIZ e com o ANSYS. O deslocamento calculado com

o elemento AIZ com tem diferenga menor que 1% entre 10 e 500 elementos.

Tabela 4.23 - Relacao entre deslocamentos calculados na direcdo X com carga aplicada na
mesma direcdo, para uma relacdo R/h=10.

Numero de elementos
5 10 25 50 100 200 500
AIZ/ANSYS | 105,35% | 100,88% | 99,51% | 99,39% | 99,36% | 99,35% | 99,35%

Nas andlises com a relagdo R/h = 100, o elemento do tipo AIZ possui boa aproximacao
dos resultados, similar aos resultados apresentados para a relagdo R/h = 10, conforme pode-se

observar na Tabela 4.24.
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Tabela 4.24 - Relacao entre deslocamentos calculados na direcdo X com carga aplicada na
mesma dire¢do, para uma relagdo R/h=100.

Numero de elementos
5 10 25 50 100 200 500
AlZ/ANSYS 106,50% | 101,34% | 99,86% 99,53% 99,50% 99,50% 99,49%

4.1.2.2 Aplicacdo de carga na dire¢do Z

Para o caso de aplicagdo de carga na dire¢do Z, a casca foi engastada em um lado (aresta
em X = 0) e a carga foi aplicada na aresta oposta, conforme ilustrado na Figura 4.14. O valor
de carga na aresta foi definido como F = -1000N (dire¢ao negativa de Z), dessa forma o valor
foi dividido igualmente entre os dois nés que correspondem a aresta em questdo. As simulacdes
foram realizadas para duas configuracdoes de espessura (h = 0,0lm e h = 0,1m), que
correspondem a duas razdes de raio de curvatura x espessura (R/h = 100 e R/h = 10),
respectivamente, assim como duas razdes de comprimento x espessura (L/h = 100 e L/h = 10),

respectivamente.

Figura 4.14 - Casca com restri¢ao de deslocamentos e forcas aplicadas na dire¢ao Z.

O deslocamento maximo na direcdo Z obtido para o elemento AIZ com 4 nés e
resultados do ANSYS com espessura (h = 0,1), razao raio de curvatura x espessura (R/h = 10)
e razdo comprimento x espessura (L/h = 10) s@o comparados e apresentados no grafico da

Figura 4.15.
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Comparacdo de deslocamentos obtidos - R/h = 10
-2,05E-05
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-2,16E-05 -
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Figura 4.15 - Comparagao dos deslocamentos na direcdo Z com elemento AIZ de 4 nds e
simulacdo no ANSYS com R/h = 10.

De forma similar, o deslocamento maximo na direcdo Z obtido para os mesmos
elementos, porém com espessura (h = 0,01), razdo raio de curvatura x espessura (R/h = 100) e
razdo comprimento x espessura (L/h = 100) sdo comparados e apresentados no grafico da Figura
4.16.

Comparacdo de deslocamentos obtidos - R/h = 100

-2,02E-02
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-2,04E-02

-2,06E-02

-2,08E-02 e A\ |7
== ANSYS

-2,10E-02

Deslocamento na diregdo Z

-2,12€-02

-2,14E-02 ;
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Figura 4.16 - Comparacgao dos deslocamentos na direcdo Z com elemento AIZ de 4 nés e
simulacdo no ANSYS com R/h = 100.

A relacdo dos deslocamentos calculados na direcdo Z € apresenta na Tabela 4.25 para
uma relacdo R/h = 10 e na Tabela 4.26 para uma relacio R/h = 100. A avaliacdo dos
deslocamentos calculados evidencia uma boa aproximagao dos resultados com o elemento AlZ,

sendo que os valores de deslocamento calculados por meio desse elemento tem diferenca
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proxima a 1% dos deslocamentos calculados com a utilizacdo do ANSYS, com a divisdo da

estrutura a partir de 10 elementos.

Tabela 4.25 - Relacao entre deslocamentos calculados na direcdo Z com carga aplicada na
mesma direcao, para R/h=10.

Numero de elementos
5 10 25 50 100 200 350 500
AIZ/ANSYS | 104,26% | 101,04% | 99,68% | 99,54% | 99,50% | 99,49% | 99,48% | 99,48%

A avaliagdo dos deslocamentos obtidos para a relacio R/h = 100 evidencia um
comportamento bastante parecido para o elemento AIZ, convergindo rapidamente para uma boa

aproximacao.

Tabela 4.26 - Relacao entre deslocamentos calculados na direcdo Z com carga aplicada na
mesma dire¢do, para R/h=100.

Numero de elementos
5 10 25 50 100 200 350 500
AlZ/ANSYS | 104,99% | 100,77% | 99,85% | 99,30% | 99,29% | 99,28% | 99,28% | 99,28%

4.1.2.3 Aplicacdo de cargas alternadas orientadas na direcao X

Para o caso de aplicacdo de cargas alternadas (sentidos opostos) na direcdo X,
equivalente a aplicacao de um momento orientado com o sentido negativo da dire¢do Z, a casca
foi engastada na aresta em X = 0, e as cargas alternadas foram aplicadas na aresta oposta,
conforme ilustrado na Figura 4.17. O valor de carga em cada n6 foi definido como F = 0,5N,
respeitando os sentidos indicados na figura. As simulagdes foram realizadas para duas
configuragdes de espessura (h = 0,01m e h = 0,1m), que correspondem a duas razdes de raio de
curvatura x espessura (R/h = 100 e R/h = 10), assim como duas razdes de comprimento x

espessura (L/h = 100 e L/h = 10), respectivamente.
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Figura 4.17 - Casca com restri¢do de deslocamentos e forcas aplicadas em sentidos opostos na
direcdo X.

O deslocamento maximo na dire¢do X obtido para os elementos AIZ com 4 nés e
resultados do ANSYS com espessura (h = 0,1), razdo raio de curvatura x espessura (R/h = 10)
e razdo comprimento x espessura (L/h = 10) s@o comparados e apresentados no grifico da

Figura 4.18.
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Figura 4.18 - Comparagdo dos deslocamentos na direcdo X com elemento AIZ de 4 nés e
simula¢do no ANSYS com R/h = 10.

De forma similar, o deslocamento méaximo na direcdo X obtido para os mesmos

elementos, porém com espessura (h = 0,01), razdo raio de curvatura x espessura (R/h = 100) e
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razdo comprimento x espessura (L/h = 100) sdo comparados e apresentados no grafico da Figura

4.19.

Comparacao de deslocamentos obtidos - R/h = 100
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Figura 4.19 - Comparac¢do dos deslocamentos na dire¢do X com elemento AIZ de 4 nés e
simulacdo no ANSYS com R/h = 100.

A relagdo dos deslocamentos calculados na direcao X € apresenta na Tabela 4.27 para
uma relacdo R/h = 10 e na Tabela 4.28 para uma relacio R/h = 100. Os deslocamentos
calculados com o elemento AIZ se estabilizam em torno de 70% dos valores calculados com o

ANSYS para R/h = 10.

Tabela 4.27 - Relacdo entre deslocamentos calculados na direcdo X com carga aplicada em
sentidos opostos na mesma direcao, para uma relacao R/h=10.

Numero de elementos
5 10 25 50 100 200 500
AIZ/ANSYS | 72,93% | 65,71% | 64,71% | 66,80% | 69,13% | 68,51% | 69,73%

A avaliacdo dos resultados para uma relacdo R/h = 100, evidencia resultados melhores

para o elemento AIZ, estabilizando em torno de 95% do valor calculado com o ANSYS.
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Tabela 4.28 - Relacao entre deslocamentos calculados na direcdo X com carga aplicada em
sentidos opostos na mesma direcdo, para uma relacdo R/h=100.

Nuamero de elementos
5 10 25 50 100 200 500
AIZ/ANSYS | 101,53% | 97,18% | 95,94% | 95,63% | 9546% | 9545% | 95,32%

4.1.3 Avaliacdo das forcas e momentos resultantes em casos com curvatura € sem curvatura

A fim de inserir o efeito da curvatura no cdlculo das forcas e momentos resultantes,
essas resultantes sdo calculadas com a utiliza¢do das equagdes (2.159) a (2.168) que incluem
um termo dependente da curvatura da estrutura. Nos casos em que a curvatura € desconsiderada,
pode-se assumir que os valores de R; sejam infinitamente grandes, e dessa forma, as equacdes
(2.159) a (2.168) sao simplificadas, excluindo-se o termo que possui relagdo com a curvatura.

Um exemplo para o cdlculo de M;; € apresentado a seguir a:

My, = L o, (1 + Riz) 7dq (4.6)

Fazendo-se R, = infinito, a equacdo anterior torna-se:

My, :f 014d¢ 4.7)
¢

E realizada também a avaliacdo da resposta do programa de elementos finitos em relagio
a suavizacdo das normais de cada elemento. Os casos de normais a cada n6 de cada elemento,
sem suavizagdo e o caso de normais suavizadas sao apresentados na Figura 4.20. As normais
ditas sem suavizacdo sdo obtidas para cada n6 de cada elemento, ja as normais suavizadas sao
obtidas pela média das normais de cada elemento, utilizando-se a drea de cada elemento como

fator de ponderacdo.

Figura 4.20 - Normais sem suavizacdo (a) e normais suavizadas (b).
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4.1.4 Aplicagdo de carga na direcdo X em uma casca com curvatura em unica direcao

O caso de carga que consiste na aplicacdo de forca F = 1000N na dire¢do X, ilustrado
na Figura 4.11 e explicado anteriormente, € aplicado a uma casca dividida em 10 elementos.

A direcdo 0, € alinhada com a dire¢do X, dessa forma seguindo a curvatura da casca, e
a direcdo 2 alinhada com a dire¢dao Y, conforme ilustrado juntamente com a orientagao dos

momentos resultantes, na Figura 4.21.

"/

MZl

/

MZZ

s

Figura 4.21 - Diregdes 6, e 6, e momentos resultantes na casca simulada.

A orientagdo das forgas resultantes é apresentada na Figura 4.22 para o mesmo caso de

casca.

/

s

Figura 4.22 - Direcdes 6, e 8, e for¢as resultantes na casca simulada.
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Os valores obtidos para as resultantes de momentos e de forcas para uma casca com R/h

=10 (h = 0,1m) sdo apresentados a seguir.

4.1.4.1 Momentos resultantes M,

Os momentos resultantes M, 1, na direcao 1, calculados utilizando normais suavizadas e
com normais sem suavizacdo sdo apresentados na Tabela 4.29 e na Tabela 4.30,
respectivamente.

Para o cdlculo dos momentos resultantes M;; com a consideracao da curvatura da
estrutura, aplica-se a equacdo (4.6). Para desconsiderar a curvatura da estrutura, aplica-se a
equacao (4.7).

Os resultados sao idénticos para os cdlculos com e sem curvatura, ji que a curvatura
envolvida no cédlculo dessa resultante € a curvatura medida na direcdo 2, que possui valor zero.

Dessa forma, nao hé variacao dos valores calculados para M;; com e sem curvatura.

Tabela 4.29 — Momentos resultantes na dire¢do 1 - M1, com normais suavizadas.

M11 NGs
1 2 3 4
1 -1028,50 | -972,30 | -1028,50 | -972,30
2 -993,10 | -973,20 | -993,10 | -973,20
3 936,00 | -932,30 | -936,00 | -932,30
2 4 -860,10 | -864,20 | -860,10 | -864,20
< 5 -764,80 | -773,00 | -764,80 | -773,00
£ 6 -651,40 | -662,00 | -651,40 | -662,00
i 7 -522,30 | -534,30 | -522,30 | -534,30
8 -380,90 | -393,00 | -380,90 | -393,00
9 -230,90 | -241,30 | -230,90 | -241,30
10 -76,70 | -81,20 | -76,70 | -81,20
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Tabela 4.30 — Momentos resultantes na dire¢do 1 - M;;, com normais sem suavizacao.

M11 Nos
1 2 3 4
1 | -1021,70 | -966,00 | -1021,70 | -966,00
2 979,10 | -959,60 | -979,10 | -959,60
3 922,80 |-919,20 | -922,80 | -919,20
2 a -848,00 | -852,00 | -848,00 | -852,00
€ 5 -754,00 |-762,10 | -754,00 | -762,10
£ 6 642,20 | -652,70 | -642,20 | -652,70
i 7 515,00 | -526,80 | -515,00 | -526,80
8 -375,50 | -387,50 | -375,50 | -387,50
9 227,60 | -237,90 | -227,60 | -237,90
10 76,00 | -80,40 | -76,00 | -80,40

4.1.4.2 Momentos resultantes M,,

Para o cdlculo dos momentos resultantes M,, com a consideracdo da curvatura da

estrutura, aplica-se a equagdo (2.167), apresentada novamente a seguir.

M, = j;_ 022 (1 + Ri1> ¢d¢ (4.8)

Desconsiderando-se a curvatura da estrutura, R; € assumido pr6ximo a infinito, e dessa

forma a equagdo anterior torna-se:

M, =L 0226d¢ 4.9

Os momentos resultantes M,,, na dire¢cdo 2, calculados utilizando-se normais
suavizadas e sem aplicacdo da curvatura, sdo apresentados na Tabela 4.31. As mesmas

resultantes, considerando a curvatura, sdo apresentadas na Tabela 4.32.
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Tabela 4.31 — Momentos resultantes na dire¢do 2 - M,,, com normais suavizadas e sem

curvatura.
M22 - plano Nos
1 2 3 4
1 -308,55 | -121,13 | -308,55 | -121,13
2 -127,38 | -61,16 | -127,38 | -61,16
3 -49,99 -37,68 -49,99 -37,68
P 4 -16,02 -29,49 -16,02 -29,49
‘g:; 5 0,32 -26,96 0,32 -26,96
GE, 6 9,52 -25,89 9,52 -25,89
i 7 16,01 -23,93 16,01 -23,93
8 22,11 -18,47 22,11 -18,47
9 30,18 -4,50 30,18 -4,50
10 44,86 30,09 44,86 30,09

Tabela 4.32 — Momentos resultantes na dire¢do 2 - M,,, com normais suavizadas
considerando a curvatura da estrutura.

M22 - curvo Nos
1 2 3 4
1 -308,04 | -120,71 | -308,04 | -120,71
2 -126,69 | -60,51 | -126,69 | -60,51
3 -49,37 -37,09 -49,37 -37,09
g 4 -15,49 -28,96 -15,49 -28,96
‘as:'; 5 0,78 -26,50 0,78 -26,50
g 6 9,89 -25,50 9,89 -25,50
w 7 16,29 -23,62 16,29 -23,62
8 22,30 -18,25 22,30 -18,25
9 30,28 -4,38 30,28 -4,38
10 44,80 30,05 44,80 30,05

De forma a avaliar o impacto da consideracdo da curvatura nas resultantes obtidas, a
variacdo das resultantes com e sem curvatura € calculada, conforme a equagao a seguir.
plano curvo
M3, — Mp;

plano
MZZ

variacao
M ¢ —

22 (4.10)

A variagdo calculada para os momentos resultantes M,, com normais suavizadas,

calculados com e sem a curvatura é apresentada na Tabela 4.33.
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Tabela 4.33 - Variacd@o dos valores dos momentos resultantes na dire¢do 2 - M,,, com e sem
curvatura da estrutura.

M22 - variagao Nos
1 2 3 4
1 0,0017 0,0035 0,0017 0,0035
2 0,0054 0,0105 0,0054 0,0105
3 0,0123 0,0156 0,0123 0,0156
® 4 0,0333 0,0178 0,0333 0,0178
‘g:; 5 -1,4002 | 0,0171 | -1,4002 | 0,0171
g 6 -0,0389 | 0,0150 | -0,0389 | 0,0150
i 7 -0,0178 | 0,0129 | -0,0178 | 0,0129
8 -0,0088 | 0,0117 | -0,0088 | 0,0117
9 -0,0032 | 0,0253 | -0,0032 | 0,0253
10 0,0012 0,0014 0,0012 0,0014

Os momentos resultantes M,,, na dire¢do 2, calculados utilizando normais a cada né de
cada elemento, sem suavizacdo e sem aplicacio da curvatura, sdo apresentadas na Tabela 4.34.

As mesmas resultantes, considerando o efeito da curvatura, sdo apresentadas na Tabela 4.35.

Tabela 4.34 — Momentos resultantes na dire¢do 2 - M,,, com normais sem suavizagao,
desconsiderando a curvatura da estrutura.

Nos
M22 - plano
1 2 3 4
1 -306,51 | -120,78 | -306,51 | -120,78
2 -124,72 | -59,59 | -124,72 | -59,59
3 -48,55 | -36,54 | -4855 | -36,54
@ 4 15,17 | -28,56 | -15,17 | -28,56
€ 5 0,85 -26,15 0,85 -26,15
£ 6 983 | -2519 | 9,83 | -2519
i 7 16,13 | -23,33 | 16,13 | -23,33
8 22,06 | -18,03 | 22,06 | -18,03
9 29,95 -4,28 29,95 -4,28
10 44,27 29,69 | 44,27 29,69
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Tabela 4.35 — Momentos resultantes na dire¢do 2 - M,,, com normais sem suavizagao,
considerando a curvatura da estrutura.

M22 - curvo Nos
1 2 3 4
1 -306,26 | -120,67 | -306,26 | -120,67
2 -124,62 | -59,54 | -124,62 | -59,54
3 -4851 | -36,51 | -48,51 | -36,51
@ 4 -15,16 | -28,53 | -15,16 | -28,53
< 5 0,85 -26,13 0,85 -26,13
£ 6 982 | -2517 | 9,82 | -2517
w 7 16,12 | -23,31 16,12 | -23,31
8 22,04 | -18,01 22,04 | -18,01
9 29,93 -4,27 29,93 -4,27
10 44,23 29,66 44,23 29,66

A variacdo calculada para as resultantes de momento M,, calculadas com e sem
curvatura e com normais sem suavizacao, utilizando a equacdo (4.10) € apresentada na Tabela

4.36.

Tabela 4.36 - Variacdo dos momentos resultantes na dire¢do 2 - M,,, com e sem curvatura e
CcOm normais sem suavizacao.

- Nos
M22 - variagao
1 2 3 4
1 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
2 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
3 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
a 4 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
g 5 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
:F: 6 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
i 7 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
8 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
9 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
10 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008

4.1.4.3 Momentos resultantes M;,

Para o célculo dos momentos resultantes M;, considerando a curvatura da estrutura,

aplica-se a equacdo (2.166), apresentada novamente a seguir.

M, =j; T1s (1 +Ri2) 7dg @.11)
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Desconsiderando-se a curvatura da estrutura, R, € assumido préximo a infinito, e dessa

forma a equagdo anterior torna-se:

My, =j;_ T12d¢ 4.12)

Os momentos resultantes M;,, calculados utilizando-se normais suavizadas e sem
aplicacdo da curvatura, sdo apresentadas na Tabela 4.37. As mesmas resultantes, calculadas
utilizando-se normais a cada n6 de cada elemento, sem suavizagdo, sdo apresentadas na Tabela
4.38. Esses dados ndo apresentam variacdo com a inclusdo da curvatura no cédlculo das

resultantes, por depender apenas da curvatura na dire¢do 6,, que tem valor nulo.

Tabela 4.37 - Resultantes de momento M;,, com normais suavizadas.

M12 Nos
1 2 3 4
1 | 209,19 | -20919 | 20919 | 209,19
2 | 7208 | 7408 | 7408 | 74,08
3 | 1380 | -13,80 | 13,80 | 13,80
2 4 | 1505 | 1505 | -15,05 | -15,05
£ 5 | 3051 | 3051 | -30,51 | -30,51
£ 6 | 3962 | 3962 | 3962 | -39,62
w 7 44,67 | 44,67 | -44,67 | -4467
8 | 4539 | 4539 | -4539 | -4539
o | 3880 | 388 | -38,80 | -3880
10 | 1649 | 1649 | -16,49 | -16,49

Tabela 4.38 - Resultantes de momento M;,, com normais sem suavizacao.

M12 Nos
1 2 3 4
1 -207,14 | -207,14 | 207,14 | 207,14
2 -72,64 -72,64 72,64 72,64
3 -13,40 -13,40 13,40 13,40
a 4 14,93 14,93 -14,93 -14,93
g 5 30,11 30,11 -30,11 -30,11
:F: 6 39,05 39,05 -39,05 -39,05
w 7 44,01 44,01 | -44,01 | -44,01
8 44,71 44,71 | -44,71 | -44,71
9 38,17 38,17 | -38,17 | -38,17
10 16,26 16,26 -16,26 -16,26
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4.1.4.4 Momentos resultantes M,

Para o calculo dos momentos resultantes M,; considerando a curvatura da estrutura,

aplica-se a equacdo (2.168), apresentada novamente a seguir.

My, =j; 121<1 +Ri1) 7dg (4.13)

Desconsiderando-se a curvatura da estrutura, R; € assumido préximo a infinito, e dessa

forma a equacgdo anterior torna-se:

My, =L T21¢d{ (4.14)

As resultantes de momento M,; com normais suavizadas e sem aplica¢do da curvatura
tem resultados iguais as resultantes de momento M;, na mesma condi¢do, podendo ser
observadas na Tabela 4.37. As mesmas resultantes, calculadas considerando-se a curvatura da

estrutura sao apresentadas na Tabela 4.39.

Tabela 4.39 - Resultantes de momento M,;, com normais suavizadas e com curvatura.

M21 - curvo Nos
1 2 3 4
1 -208,83 | -208,83 | 208,83 | 208,83
2 -73,85 73,85 | 73,85 | 73,85
3 -13,73 -13,73 13,73 | 13,73
@ 4 15,02 15,02 | -15,02 | -15,02
‘q:j 5 30,42 30,42 -30,42 | -30,42
£ 6 39,50 39,50 | -39,50 | -39,50
w 7 44,53 44553 | -44,53 | -44,53
8 45,25 45,25 | -45,25 | -45,25
9 38,68 38,68 | -38,68 | -38,68
10 16,46 16,46 | -16,46 | -16,46

De forma a avaliar o impacto da consideracdo da curvatura nas resultantes obtidas, a
variacdo das resultantes com e sem curvatura € calculada, conforme a equagao a seguir.
plano curvo
M3, — My

plano
M21

variacao
My =

21 (4.15)
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A variacdo para as resultantes de momento M,, calculadas com e sem curvatura e com

normais suavizadas é apresentada na Tabela 4.40.

Tabela 4.40 - Variacao dos valores das resultantes de momento - M54, com e sem curvatura e
com normais suavizadas.

M21 - variagao Nos
1 2 3 4

1 0,0017 0,0017 0,0017 0,0017

2 0,0031 0,0031 0,0031 0,0031

3 0,0050 0,0050 0,0050 0,0050

a 4 0,0018 0,0018 0,0018 0,0018
g 5 0,0028 0,0028 0,0028 0,0028
:F: 6 0,0030 0,0030 0,0030 0,0030
w 7 0,0031 0,0031 0,0031 0,0031
8 0,0030 0,0030 0,0030 0,0030

9 0,0030 0,0030 0,0030 0,0030

10 0,0021 0,0021 0,0021 0,0021

As resultantes de momento M,; com normais a cada né de cada elemento, sem
suavizacao e sem aplicacdo da curvatura tem resultados iguais as resultantes de momento M;,
na mesma condi¢do, podendo ser observadas na Tabela 4.38. As mesmas resultantes,

considerando a curvatura da estrutura, sdo apresentadas na Tabela 4.41.

Tabela 4.41 - Resultantes de momento M,;, com normais sem suavizacdo e com curvatura.

M21 - curvo Nos
1 2 3 4
1 -206,97 | -206,97 | 206,97 | 206,97
2 -72,58 -72,58 72,58 72,58
3 -13,39 -13,39 13,39 13,39
2 4 14,91 14,91 -14,91 | -14,91
‘as:'; 5 30,08 30,08 -30,08 | -30,08
g 6 39,02 39,02 -39,02 | -39,02
w 7 43,97 43,97 -43,97 | -43,97
8 44,67 44,67 -44,67 | -44,67
9 38,14 38,14 -38,14 | -38,14
10 16,25 16,25 -16,25 | -16,25
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A variacdo para as resultantes de momento M,, calculadas com e sem curvatura e com

normais sem suavizacdo € apresentada na Tabela 4.42.

Tabela 4.42 - Variagao dos valores das resultantes de momento - M54, com e sem curvatura e
COm normais sem suavizacao.

M21 - variagao
1 2 3 4

1 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008

2 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008

3 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008

a 4 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
g 5 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
:F: 6 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
w 7 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008
8 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008

9 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008

10 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008

4.1.5 Aplicagdo de carga na direcao X em uma casca com curvatura em duas direcoes

O caso de carga que consiste na aplicacdo de forca F = 1000N na dire¢do X, ilustrado

na Figura 4.11 e explicado anteriormente, € aplicado a uma casca com curvatura em duas

direcdes, dividida em 10 elementos em cada uma dessas direcOes. A casca usada nessa

simulacdo tem raio R; = 10m, medido na direcdo de 6, e R, = 1m, medido na direcao de 6,.

4.1.5.1 Momentos resultantes M,

Os momentos resultantes M;;, obtidos com normais suavizadas e sem curvatura sao

ilustradas na Figura 4.23(a). As mesmas resultantes, obtidas considerando a curvatura da

estrutura sdo ilustradas na Figura 4.23(b). A inclusdo da curvatura no cilculo dos momentos

resultantes € realizada da mesma forma apresentada anteriormente para uma casca com

curvatura simples, na equacao (4.6) e na equagao (4.7).

De forma a avaliar o impacto da considera¢do da curvatura nas resultantes obtidas, a

variacdo das resultantes com e sem curvatura € calculada, conforme a equagao a seguir.

variacao
M ¢ —

plano curvo
M 11 -M 11

11 -

plano
Mll

(4.16)
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A variagdo calculada para os momentos resultantes M;; com normais suavizadas,

calculados com e sem a curvatura é apresentada na Figura 4.23(c).

M11 sem curvatura M11 com curvatura M11 vanagio

(a) (c)

15 .05 Y

Figura 4.23 — Momentos resultantes M;,, com normais suavizadas e sem curvatura (a), com
curvatura (b) e variacdo (c).

A variagdo médxima encontrada em toda a estrutura € de 29,02%, enquanto a variacio na
regido de engaste € de 9,78%.

Os momentos resultantes M;;, obtidos com normais a cada né de cada elemento, sem
suavizacdo e sem curvatura sao ilustradas na Figura 4.24(a). As mesmas resultantes, obtidas
considerando a curvatura da estrutura sdo ilustradas na Figura 4.24(b). A inclusdo da curvatura
no calculo dos momentos resultantes € realizada da mesma forma apresentada anteriormente,
assim como a variacdo calculada para os momentos resultantes M;; com normais sem

suavizacdo, com e sem a curvatura da estrutura e apresentada na Figura 4.24(c).

M11 sem curvatura M11 com curvatura i
(a) (b) urvatur (0) M11 variagdo

0

x 1505 ¥ x 1505 7

Figura 4.24 — Momentos resultantes M;;, com normais sem suavizacao e sem curvatura (a),
com curvatura (b) e variagdo (c).

A variagdo méxima encontrada em toda a estrutura € de 84,40%, enquanto a varia¢io na

regido de engaste € de 8,44%. Os valores maximos encontrados na estrutura s3o maiores que 0s
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encontrados na andlise com normais suavizadas, mas a variacdo na regido de engaste €

levemente menor que €Sse€ mesmo €aso.

4.1.5.2 Momentos resultantes M,,

Os momentos resultantes M,,, obtidos com normais suavizadas e sem curvatura siao
ilustradas na Figura 4.25(a). As mesmas resultantes, obtidas considerando a curvatura da
estrutura sdo ilustradas na Figura 4.25(b). A inclusdo da curvatura no cilculo dos momentos
resultantes é realizada da mesma forma apresentada anteriormente para uma casca com
curvatura simples, na equagdo (4.8) e na equacdo (4.9).

De forma a avaliar o impacto da consideracdo da curvatura nas resultantes obtidas, a
variacdo das resultantes com e sem curvatura é calculada, utilizando a equacdo (4.10),

apresentada anteriormente. A variacdo calculada para os momentos resultantes M,, com

normais suavizadas, com e sem a curvatura € apresentada na Figura 4.25(c).

(a) M22 sem curvatura (b) M22 com curvatura (© M22 variagéo e

-0.05

Figura 4.25 — Momentos resultantes M,,, com normais suavizadas e sem curvatura (a), com
curvatura (b) e variacdo (c).

A variacdo méxima encontrada em toda a estrutura € de 5,49%, enquanto a variagdo na
regido de engaste € de 1,32%.

Os momentos resultantes M,,, obtidos com normais a cada né de cada elemento, sem
suavizacdo e sem curvatura, sdo ilustrados na Figura 4.26(a). As mesmas resultantes, obtidas
considerando a curvatura da estrutura sdo ilustradas na Figura 4.26(b). A inclusdo da curvatura
no célculo dos momentos resultantes € realizada da mesma forma apresentada anteriormente
para uma casca com curvatura simples, na equacao (4.8) e na equacao (4.9).

De forma a avaliar o impacto da considera¢do da curvatura nas resultantes obtidas, a

variacdo das resultantes com e sem curvatura € calculada, utilizando a equacdo (4.10),
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apresentada anteriormente. A variacdo calculada para os momentos resultantes M,, com

normais sem suavizac¢do, com e sem a curvatura € apresentada na Figura 4.26(c).

M22 sem curvatura (b} M22 com curvatura M22 vanagdo

(c)

Figura 4.26 — Momentos resultantes M,,, normais sem suaviza¢ao e sem curvatura (a), com
curvatura (b) e variacao (c).

A variacdo méxima encontrada em toda a estrutura € de 1,62%, enquanto a variagdao na

regido de engaste € de 1,36%.

4.1.5.3 Momentos resultantes M;,

Os momentos resultantes M;,, obtidos com normais suavizadas e sem curvatura sao
ilustradas na Figura 4.27(a). As mesmas resultantes, obtidas considerando a curvatura da
estrutura sdo ilustradas na Figura 4.27(b). A inclusdo da curvatura no cdlculo dos momentos
resultantes é realizada da mesma forma apresentada anteriormente para uma casca com
curvatura simples, na equacao (4.11) e na equacdo (4.12).

De forma a avaliar o impacto da considera¢do da curvatura nas resultantes obtidas, a

variacao das resultantes com e sem curvatura é calculada, conforme a equacao a seguir.

plano _ »rcurvo
Mvaria(;ﬁo _ M12 M12
12 - Mplano
12

4.17)

A variagdo calculada para os momentos resultantes M;, com normais suavizadas,

calculados com e sem a curvatura é apresentada na Figura 4.27(c).
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(a) M12 sem curvatura (b) M12 com curvatura (©) M12 variago

i]

x 15 05 Y

Figura 4.27 — Momentos resultantes M, com normais suavizadas e sem curvatura (a), com
curvatura (b) e variagdo (c).

A variagdo méaxima encontrada em toda a estrutura é de 98054%, porém ocorre em
locais em que as resultantes M;, tem valores baixos, proximos a zero, ndo tendo grande
importancia para a casca. Nas demais regides a variagao € pequena, como pode-se observar na
Figura 4.27(c). A variagdo na regido de engaste € de 78,90%.

Os momentos resultantes M;,, obtidos com normais a cada n6 de cada elemento, sem
suavizacdo e sem curvatura sdo ilustradas na Figura 4.28(a). As mesmas resultantes, obtidas
considerando a curvatura da estrutura sdo ilustradas na Figura 4.28(b). A inclusdo da curvatura
no cdlculo dos momentos resultantes € realizada da mesma forma apresentada anteriormente,
assim como a variacdo calculada para os momentos resultantes M;, com normais sem

suavizacao, com e sem a curvatura da estrutura e apresentada na Figura 4.28(c).

M12 sem curvatura M12 com curvatura M12 variagdo
(a) (b) (c) ¥

0

10
x 15 05 ¥

Figura 4.28 — Momentos resultantes M;,, com normais sem suavizacao e sem curvatura (a),
com curvatura (b) e variagao (c).

A variacdo maxima encontrada em toda a estrutura € de 999%. A variac¢do na regido de

engaste € de 81,63%.
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4.1.5.4 Momentos resultantes M,

Os momentos resultantes M,;, obtidos com normais suavizadas e sem curvatura siao
ilustradas na Figura 4.29(a). As mesmas resultantes, obtidas considerando a curvatura da
estrutura sdo ilustradas na Figura 4.29(b). A inclusdo da curvatura no cilculo dos momentos
resultantes é realizada da mesma forma apresentada anteriormente para uma casca com
curvatura simples, na equacao (4.13) e na equagao (4.14).

De forma a avaliar o impacto da consideracdo da curvatura nas resultantes obtidas, a
variacdo das resultantes com e sem curvatura é calculada, utilizando a equacdo (4.15),
apresentada anteriormente. A variacdo calculada para os momentos resultantes M,; com

normais suavizadas, com e sem a curvatura € apresentada na Figura 4.29(c).

21 iaga
(a) M12 sem curvatura (b) M21 com curvatura (c) SAGACAD

10

x 15 g5 !

Figura 4.29 — Momentos resultantes M,;,com normais suavizadas e sem curvatura (a), com
curvatura (b) e variacdo (c).

Os momentos resultantes M,;, obtidos com normais a cada n6 de cada elemento, sem
suavizacdo e sem curvatura, sao ilustrados na Figura 4.30(a). As mesmas resultantes, obtidas
considerando a curvatura da estrutura sdo ilustradas na Figura 4.30(b). A inclusdo da curvatura
no calculo dos momentos resultantes € realizada da mesma forma apresentada anteriormente
para uma casca com curvatura simples, na equacao (4.13) e na equacgao (4.14).

De forma a avaliar o impacto da consideracdo da curvatura nas resultantes obtidas, a
variacdo das resultantes com e sem curvatura é calculada, utilizando a equacdo (4.15),
apresentada anteriormente. A variacdo calculada para os momentos resultantes M,; com

normais sem suavizagao, com e sem a curvatura é apresentada na Figura 4.30(c).
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M21 rvat i
(a) M12 zem curvatura (b) com curvatura (©) M21 variagio

10
x 15 05 Y

Figura 4.30 — Momentos resultantes M,;, com normais sem suavizagdo e sem curvatura (a),
com curvatura (b) e variagao (c).

A variagdo maxima encontrada em toda a estrutura € de 99,9%. A variagdo na regido de

engaste € de 8,90%.

4.2  Resolucao analitica

A aplicacdo da teoria de cascas a casos especificos de geometria e condi¢des de
contorno, permite obter resultados analiticos exatos nessas condi¢des, com excec¢ao aos erros
inerentes as simplificagdes introduzidas no problema.

Um caso com curvatura em tnico sentido, ou seja, constante na dire¢do 1 e plano na

direcdo 2 € avaliado a seguir.

4.2.1 Casca com curvatura em unico sentido

A aplicagdo da teoria de cascas ao caso de uma casca com curvatura constante na direcao
1 e plana na direc@o 2 permite a obtencdo dos resultados analiticos para esse caso. O caso de
casca com curvatura em unico sentido € ilustrado na Figura 4.31, e a orientagcdo dos momentos

e das forcas resultantes sdo apresentados na Figura 4.21 e na Figura 4.22, respectivamente.



93

R,

B

Figura 4.31 - Casca com curvatura constante em tnica direcao.

A parametrizagdo para essa casca pode ser definida conforme equacdes a seguir.

X, = Rsin 6, (4.18)
Xy = 92 (4.19)
X3 =Rcosf; — R (4.20)

Aplicando as equagdes (4.18) a (4.20) nas defini¢des apresentadas nas equagoes (2.11)

a (2.17), obtém-se:

Gy; = R? (4.21)
G1,=0 (4.22)
Gyy =1 (4.23)

Sendo G4, = 0, podemos definir, de acordo com a equagdo (2.21):

A =R (4.24)

A, =1 (4.25)

As equacdes de equilibrio (2.117) a (2.121), obtidas no desenvolvimento tedérico podem

ser rearranjadas da seguinte forma:
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a(z\élglAz) 6(1;192:11) N Z_;l: N, Z%j T+ A, (% +p1) =0 (4.26)
a(!\;;lAz) 6(1;?2141) N g_g: N 3_1221 LA, (g_z 4 p2> ~0 (4.27)

6(3;1142) N a(aQ;;éll) _ (1;/?111 N 1;/?222) AAy +pydiA, = 0 (4.28)
a(zx;[lellAz) .\ 6(1\;11922A1) My, g_‘;lzl _m, ‘3_1;1: Q0 AA, = —my LA, (4.29)
a(I\;IZAz) . a(l\;lzzzAl) My g_r;lf M, 3_1;1; A4, = —myALA, (4.30)

Sabendo que R; = R e R, = oo, e utilizando-se as expressodes para A; e A, obtidas nas
equagoes (4.24) e (4.25), as equacdes de equilibrio podem ser reescritas, para a geometria dessa

casca, como:

dN,, 0Ny, B 4.31)
35, +R 39, +Q,+Rp, =0
N2 +R N2 + RO, +Rp, =0 (4.32)
00, 00Q;
1L RpX2_N R=0 433
26, + a6, 11 + P3 ( )
_ = _ 434
601+R602 Q,R = —m,R (4.34)
_ _ 4.
38, +R 36, Q,R = —m,R (4.35)

Definindo a condi¢do de momento distribuido m; constante, define-se:

Pr=P2=Ph=mp =0 (4.36)
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Considerando as cargas aplicadas pode-se definir que as resultantes de momentos na
direcdo 8, sejam nulas, ao menos longe do engaste e das bordas. Da mesma forma as resultantes

de forca na direcdo podem ser consideradas nulas, portanto:

M12 = M21 = Mzz =0 (437)

N12 = N21 = sz =0 (438)

As equacdes diferenciais (4.31) a (4.35) podem entao ser simplificadas a:

ONy, (4.39)
30, +0Q:=0
R N2 +RO,=0 4.40
30, Q; = (4.40)
00, 00,
L R 2_N.=0 4.41
My R = R (4.42)
96, QR =-my .
—Q,R=0 (4.43)

Na equagdo (4.43) fica evidente que com as condi¢des assumidas, @, = 0, e portanto as

equagoes diferenciais reduzem-se a:

0Ny _ (4.44)
30, +0:=0
00,
1N, = 4.45
20, Ni; =0 (4.45)
—0,R = — 4.4
96, Q1R myR (4.46)

Substituindo @, obtido da equagdo (4.44) na equacao (4.45), obtém-se:

———N;; =0 4.47
6912 11 ( )

Substituindo @, obtido da equagdo (4.44) na equacao (4.46), obtém-se:
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oM ON.
11 + R 11 —
20, 20,

—m,R (4.48)

4.2.1.1 Obtencdo de uma expressdo analitica para N;4(6;)

A resolucdo da equacdo diferencial (4.47) leva a:

N;,(6;) = Cysin(6,) + C,cos(6,) (4.49)

Sabendo que em 6, = g, N;; = 0, é possivel obter C;:

Niq (91 = g) = (;sin (g) + Cycos (g) =0 (4.50)
C;=0 (4.51)

Como héd somente momentos aplicados, o valor de N;; quando 8; = 0, também deve
ser igual a zero. Dessa forma, C; deve ser igual a zero. Portanto:

4.2.1.2 Obtengdo de uma expressdo analitica para M;,(6,)

A equacdo diferencial (4.48) pode ser simplificada a:

20,

= —m;R (4.53)

A resolucdo da equacdo diferencial (4.53) permite obter uma expressdo para M;; em
funcdo de 64, R e my, como apresentado na equacio a seguir:

M11(91) = —m1R91 + Cl (454)

Sabendo que o valor de M;; quando 6, =§ € igual a m4, pode-se determinar uma

expressao para C;, como mostrado a seguir:

VA T
Mll (91 = E) == _mlRE + Cl == ml (4.55)
s
Cl =my + mlRE (456)
s
€ =m (1+R3) (4.57)
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A expressdo para My, pode entdo ser reescrita, como:

s
My;(6;) = —=m;RO; +my (1+R E) (4.58)
A substitui¢do dos valores de 8; na equacao (4.58) permite a geracdo do grafico que

ilustra os valores de M;; em funcdo de 6;.

4.2.1.3 Comparagdo da resolugcdo analitica de casca com curvatura em Unico sentido com
resolucao pelo método de elemento finitos
De forma a comparar a resolugdo analitica com a resolug¢do por elementos finitos, uma
estrutura similar a resolvida analiticamente foi montada como programa de elementos finitos.
A estrutura foi dividida em 10 elementos em cada aresta, sendo formada dessa forma por 100
elementos.
Os resultados obtidos para os momentos resultantes M;; com o programa de elementos

finitos € apresentado na Figura 4.32.

0,
14
5| 12
rd '10
-10)
-8
-15,
0
5
1 2
x 10 -1 0

¥

Figura 4.32 - Resultantes de momento M;; obtidas ao longo de toda a estrutura.

Os valores das resultantes de momento M;; no centro da estrutura foram plotados de

forma a permitir a comparacdo com os valores calculados analiticamente.
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As resultantes de momento M;; obtidas de forma analitica e as obtidas de forma

numérica, pelo método de elementos finitos, sdo plotadas juntas no grafico da Figura 4.33.

M11 analitico x numerico

15
16
14
12
~ 10
| ——N11 analitico
= 3
—e—11 com suavizagdo
]
B =de=11 sem suavizagdo
2
0
D 0,5 1 15

Angulo [rad)]

Figura 4.33 - Resultantes de momento M, obtidas de forma analitica e numérica.
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5 CONCLUSOES

A resolucgdo dos testes propostos no artigo de MacNeal e Harder, 1985, com o programa
de elementos finitos implementado em Matlab mostrou que o mesmo resolve de forma eficiente
os problemas de casca propostos. Os resultados obtidos ndo apresentam resultados exatos,
porém os testes propostos sdo formados de maneira a expor os possiveis problemas dos
programas de elementos finitos, sendo dessa forma de elevado nivel de dificuldade. Dessa
forma, as falhas apresentadas estdo dentro do esperado para o elemento utilizado, uma vez que
o mesmo foi implementado diretamente a partir da teoria apresentada por Ahmad, Irons e
Zienkiewicz [Ahmad, et al., 1970; Zienkiewicz e Taylor, 2000].

A inclusdo da curvatura no calculo das forcas e momentos resultantes de forma geral
ndo trouxe variacdes percentuais significativas na aproximacdo dos resultados. Em alguns
pontos das cascas simuladas houve grandes variacdes percentuais, porém nessas mesmas
regides a magnitude dos momentos resultantes nao apresentam valores muito significativos. Na
regido de engaste, que na maioria dos casos requerem atencao por concentrar esforcos, em geral
foram observadas variagdes percentuais mais moderadas em relacio as demais regides da casca,
ao considerar-se a curvatura da estrutura no cédlculo dos momentos resultantes.

A resolu¢do do problema de casca com curvatura unica, de forma analitica, e a
comparacao dos resultados com a resolugdo por elementos finitos, com e sem a consideracao
da curvatura da estrutura, apresentou resultados proximos, porém os resultados obtidos com a
resolu¢do numérica ndo apresentaram melhora com a inser¢do da curvatura no calculo dos
momentos resultantes.

Os resultados apresentados sugerem que a insercdo da curvatura no cdlculo de
resultantes de forcas e de momentos nao resultam ganho significativo de precisdo no cédlculo
dessas resultantes, porém em alguns casos ha diferencas nos resultados, sendo recomendavel
que haja avaliacdo para determinar se sdo essas diferencas possam ser importantes para a o
problema em questdo. Cabe salientar que os problemas avaliados sdo bastante simples,
possuindo curvatura em uma ou duas dire¢des, porém em casos de cascas com grande
complexidade e curvaturas maiores, o efeito da curvatura pode ser mais acentuado. A
exploracdo de cascas com geometrias complexas € uma sugestdo para futuros trabalhos nessa
area. Um segundo ponto importante é a observacdo de que a curvatura foi inserida apenas nas

equagdes para o cdlculo das forcas e momentos resultantes, niao tendo efeito sobre a matriz de
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rigidez dos elementos de casca. Dessa forma, uma segunda sugestdo para futuros trabalhos € a
inser¢cdo da curvatura nas equagdes que descrevem a cinematica e deformacgdo dos elementos,
dessa forma inserindo a curvatura na matriz de rigidez da estrutura gerada pelo método de

elementos finitos.
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