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SI NOP Si·: 

de n-acessos . 

No t rabalho c estudada uma class e de r~des RC, 

A classe ~ car acte rizada por t er todos os cap! 

cit a r es c acessos conectados a um t e r mi nal comum . Apresenta-

se um r esumo da teo r ia que mostra que essa clas se ~ real i zi-

v el com capacitância total 
.. . 

m 1 n 1. r.tn • Desenvol v em-se as c ondi-

ç o es n ec c ssirias e sufic i entes para sintetizar a classe de mo 

do a obter a ca pa citância total mi n ima com o n Gmero mi n i mo de 

c apacitar es. 

ABSTRACTS 

Th e wor k s tu dies a class of RC n-port n e t wor ks. 

Th is cl ass has the ch arac t erist i c of havine all t he 

t o r s and ports c o nnected to a c ommo n termi na l . A brief resu -

me o f the theo r y shoHs thn t this clas s is realiza ble \vÍ t h 

minimum t ota l c apa cit ance . Necessa r y and sufficicnt c ondi-

tion s are d e v e lop e d for t he syn t hes i s of tl1 i s class wit h mini 

mum tot a l c apa cita nc e f or a minimum numbe r of capac i to rs • 
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l I N T R O D U Ç Ã O 

Asintesc de r ~des RC de o -acessos foi c o nside r a 

ate A pouc o t empo a pedra angular na reso lu çDo d e proble­

ativa~ mas , pr incipalmente os decorrentes da mode rn a síntese 

O~ métodos clássicos d e so lu çno se guir am tres linhas básic a s 

que podem ser caracteri zadas através do s estudos de 13i orci c 

Civalleri; Cederbaum 3 c G uill emin~ O aspect o comum a êstes mé­

todos ê a r ed ução do problema de sÍntese Je rêdes de ma1s de 

um tipo de e lement o i sÍn tese de rêdes puramente r es istivas 

Por outro l ad o, a existên cia de um terr a comum aos 

pa rticular me nte dcsejivcl no campo da e1ctr;n i ca, 

o - ace ss os , 

restringe 

os proc es sos de sínt ese mencionados , apresentando dificuldades 

t ais como , encontrar matri z es cujos el emen tos das inversa s obe 

dccem r e laç~ cs de m6dulo con hec id as c basca~ os numa distribui-

çao de sinais car acteríst ica a uma árvore estrêl a~ Tar.:bém nes 

t a s s o 1 u ç ~ e s a p a r c c e;·: , ~ n g c r :t 1 , a o b r i. g A t o r i e d a cl e d c q u c c a d a 

ti po d e e l emen to forme a rvo re n o g r afo da rêd c a ser sin t eti 

zada . Apesar de todos os esf o rços , o assunto continua em aber 

to, con trariando hip6teses otimistas de ~c inberg ! podendo o 

gra u de d if iculdad e ser aquil a tado pela diminui ção "expo nenciar' 

do n~mero de ar ti gos na -area . 

Rec e nte mente o desenvo lv imen t o t ccno l6 g ico , no­

t a damente da microelet r ;n ica,imp;s novas linhas ~ pesquisa po~ 

do em questão asp ectos de s e n s ibili dade, minímizaçao, l im ite 

super1or e inferior do s valÔres dos e le ne ntos , aléQ d e as -
- . pectos econom1cos . Sob o ponto de vista de rêdes RC int egra -

das, o desej~vel para reduç~o mixi ma do cus t o i minimi zar a 

íunç~o R+ LC , ond e R e C sao resp ec ti vamen t e o s cust o s por 

unidade de área de ohm s e picofar ads e o fat or L reflete o cu s 

.1. 



\ 

to adicional em área do capacitar sÔbr ~ o r.esistor. Contribui­

çoes est~o atualmente sendo realizadas na minimizaçao isolada 

de R e C~6 sem que se tenha ainda deterni~ado o efeito da mini­

mizaç~o isolada de um dos elementos sÔbre o outro. 

O presente trabalho trata da síntese de uma elas 

se de rides RC, de o-acessos, com terminal comum em que foi 

constatada a possibilidade de realizaç~o através de rides com 

capacit~ncia total mÍnima, dentro do espÍrito de minimizar se­

paradamente cada elemento. A pesquisa relativa ã verifica­

ção de que a classe tem a propriedade desejada foi realizada -

principãlmente por Frish e Hagopian 7 em artigos, alguns ainda 

n~o publicados, e que por isto e numa tentativa de unificar a 

nomenclatura e conceitos , aparece desenvolvidas no CapÍtulo II. 

Estas rides podem apresentar algumas vantagens na sua constru­

ção em microeletrônica , com relação ao "lay-out" e ao espaço 

ocupado por terem capacitância total mÍnima e todos os capac1-

tores conectados a um terminal comum. 

O CapÍtulo III apresenta um processo de sÍntese 

de rêdes RC, de o - acessos , sem transformador . ~ste método, d~ 

vido a ~inariwala 8destinava-se originalmente ã síntese de ri­

des RC , não tendo a preocupaç~o de um terminal comum. Dêle , e~ 

t retanto , retira - se a técnica de partição da matriz da rêde em 

matrizes de um ~nico tipo de ele~ento. O método, desenvolvido 

nêste capÍtulo, procura apenas realçar passagens matemáticas -

de interêsse na adaptação ao processo d~ síntese da classe de 

~êdes de capacitância total mÍnima . Os CapÍtulos II e III oo~ 

t i t uem- se , p~rtanto, em uma introdução ã pesquisa . 
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O CapÍtulo IV r~unl Í<·~·i,u; Jos capÍtu lo~-: 11. ,. 

III, adaptando o mé todo de l(innrilv<lla à classe de r êd ... ·s pt·op'':': 

ta . S~o apresentadas propriedades das r ~de s, um casn imcdinto, 

particular, é es t udado e o caso gera l é f inalmente 

Em amb o s os casos s~o apresentados exemplos . 

discutid o . 

No li 1 t i nt o c a p Í t u 1 o , a p a r t c d c c o n c 1 u s ã o c o m c n -

t a os re s ultados obt idos , - -choma a atenc;ao para qu cs toes su r g i-

das no desenvolvimento, proc u ra abrir perspectivas para conti-

nuaç ão do tJ:abalho c cita té cnicas de a t aq ue que não 

efei t o na so lução do probl em a . 

• 3 • 
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!: e s t e c a ji Ítul o s e rao es t abe l e c id as con diçÕe s p~ 

ra qu e uma r êdc RC t e nh a c ap ac it nn ci .:1 to ta l mínima . I n ic ia l mc n 

t e s e r ~ considerado o c a so de u m-a ces so se n do n p~s es tend i do o 

est u do a n-ac e s so s . 

l. ESTU DO PARA UM - ACE SS 06 

1 . 1. Te o r em .1 1 

Defini ç ã o 

~ . De f i n e- se c omo c apac it i ncia t ot a l nn n~ ma com 

qu e pode se r realizad a uma i mpcd~n c ia RC , z ( s) , a me nor cap ac! 

tin c i a t ot a l q ue pode se r obtid a numa r ealizaç;o N desta i ~pc­

dânci a . 

A realiz a ç~o ~ . d e uma i mp e dâ n c i a z( s ) , de um 

- ac ess o RC, t e m c a p a c it ~ n ci a t ot a l mÍni ma se e s~ me nt e s e a p l ! 

cada i sua entrada una t e n s ~o c on s t ante V , a t e ns ão no regi me 
o 

perma ne nte , em cada c apacit a r for , em m~dulo , 

Prov a : 

1.1 . 1. Neces s i dad e 

i g u a l a V 
o 

Sej a N uma r ea li zaç~o de z ( s ) q u e t e nha m ca pa ­

cit are s e ca p a c it â nci a t ot al mí ni ma . Se j a V uma t cnsao cons­
o 

1 · d - d · V C ~.1 J. - e- s ~ 111 o t a ntc ap ~ca a a s ua entr a a e SCJa j a t cnsao co J ' • 

cap a ci t ar de ~ . Co mo a rê de é RC s ~ b c - s e que 9 

l v. l ~ l v I J "' 1, ... , r.1 
J o 

( 2 . 1 ) 
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Supondo que para alg um J 

I v. I < I v I J o 
( 2-2 ) 

Pod e - se con s id erar o d e senv o l vime nt o de z(s ) p~ 

l a 2~ forma de Foster , obtendo-se uma r êde F2 com n capacit o­

r e s , ( C ~· 2 
, 1. = l , • • . , n ) , c m c u j a e n t r a d a a p l i c o - s C! o m c s m a t e n 

l. -sao V . Como em F2 , n o re g ime perm.:1ncntc , todos os capaci to-
o 

Tes t em te nsao V , a e n erg ia c apacitiva armazenada nesta r ~dc 
o -e 

n 
= E 

i =l 

Pelo t e ore ma de Tc l legc n sab e- se qu e 

( 2-3 ) 

circui tos 

RC co m a mesma i mpe d ~nc i a de acesso e s ubmetidos i me s ma exci­

t aç a o , 

ou 

ar maze n am a 

EF2 

n 

" i =l 

n 
E 

i =l 

1 
2 

mes ma ene r g i a 

= 
m 

E E 
N 

j =1 

c::- 2 v2 
l. 

m 
< [ 

o 

j = 1 

1 c~ 2 J 

m 1 
E 2 

j • l 

c apa citi va , p o rtanto 

v~ 
J 

( 2-4 ) 

c~ v~ 
m 1 c~ v 2 < [ 2 J J . j =l J o 

(2-5 ) 

o q u e con tr adi z a h i póte se de que N t em capaci t ~ n cia tot a l mí­

nima . 

Port a nt o 

I v .1 
J 

I v I o 

. 5 . 

J = l , . . . , m ( 2- 6 ) 



1 . 1.2 . Su ficiência 

Ad mit a-se agora q ue 

I v . I == I v I 
J o 

j == l , .. . , m 

pa r a a rcal i zaç~o N. 

Seja N' outra reali zação de z ( s ) com k c.1paci t:~ 
I 

( C~ l, ... ,k ) , ap liqu e - se - entrad a res, 
' 

1. c a sua a tens ao 
1. 

v . Se j a I v . I < I v I para a l gum i . o 1. o 

Então : 

m 1 c ~ v2 k l 
I 

v ~ 
k 1 c~ ' v2 E 2 = E 2 c ~ < l: 

j = l J o i == l 1. 1 i=l 2 1 o 

Til 
c~ 

k N' 
l: < E c. ( 2-7 ) 

j = l J i=l 1. 

Seja N" outra r eal i zação de z (s) com p capac it~ 
N" 

R. l ' . . . ' p ) ' -res , cc .e_ , = e ap l iq ue-se a sua entr ad a a tens ao 

constante V • 
o 

Admita-se que a tensão em cada cap aci tar no r e -

gi me permanente vl , e t a l que 

I v .e. I == I v I .e. = 1 ' .. . ' p o 

Então 

m 1 c ~ v2 
p 

l N" v2 E 2 = E c .e. 
j =l J o . l=l 2 o 

o u 

m c l~ 
p \ l 11 

E == L c'' 
( 2-8 ) j == l J .C.=l 

.r 
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Portanto ~ t em capacit~ncia tot ~l 
... . 
t !: : : l ; 1 • 

Corolário : 

A z! forma de Foster t em c a pacit~ncia tot3l 

n~ m a . 

Como co nscqu~ncia do corol 5 rio, pode-se 

l ecer uma f6rmula par a o cilculo da cap a cit~ncia tot a l 

com que pode s er r ealizada uma i mped ~ncia nc . 

Se j a z(s) uma imp ed ~nci a RC 

a sp + 
z(s ) D = 

b sp + 
p 

1 . 2 . Teorema 2 

+ a 
o 

+ b 
o 

cstabc-
.... 

m~n~ma 

( 2-9) 

A capacitinci a tot al m rnim~ q ue pode ser obtid a 

n a realiz aç~o de z(s) 

Cr . 
nn n 

-c : 

a - a 
o 1 

2 
a 

o 

b 
o 

A prova esta desenvolvida no Apêndice A . 

(2 -10) 

A seguir procur a r-se-a car a cteriz a r a to polog ia 

das ride s c om capacitincia total mrnima . 

1. 3. Teorema 3 

A r ea l izaçio N d e uma i m ped~ncia RC , z ( s) , te m 

capacitinci a t ota l mfn ima se e s~mente se N i o pa r ale lo de ~a 

r ide resistiva de um-acesso NR , com una rêde RC d e um- acesso ~. 

sat i sfaze nd o: 

• 7 • 



a) A impedância d e a cesso d e Nn é z(O) . 

b) O grafo d a parte resistiv a de R, G) pode ser 

d e s c r i t o c o m o s c n d o d u a s c o m p o 11 c n t e s '"' G 
1 

e G 2 , s c p a r a d a s p o r 

um cut-s e t capacitivo que contén todos o s c a pacitares de R c 

que t ambém s ep ara os terminais de entrad a de ~ . 

a for ma apre sentada n a fi g ura ( 2- 1) . 

,-- - ·- - --· - -, 
I r· -- --- -·--

I 
G o 

~ 
I I 1 

I I I 
z(s) 

1

1_·. · __ L 
o I 

I I G2 _____ , 
L_ N__l 

Fi g . ( 2-1 ) 

Prova 

1.3.1. Necessidade : 

Isto é,N tem 

Admi t a-se que N tem capacit~ncia total mfnima e 

aplique-se uma tensão V 
o 

-a sua entrada . Então , no regime per-

manente , cada capac itar t em tensão V • Retire-se agp ra todos 
o 

os m capacitores de ~ para for ma r uma r~de resistiva NR ' de 

( m + 1) - acessos. S~ja (o, o ' ) o acesso de entrada de NR e se 

j am (1, 1'), .. . , (r/J, t/> ' ), • • • , (m, m ') os m acessos defin i dos 

pelos cap acita r es . 

ta na fi g u ra (2-2). 

* Uma compon en te é 

A r~ de N pode ser repr esentada como é vi s -

-um no ou um circuito resistivo conect ado . 

• 8 • 



-- ----------- --

"1 ' 
o 

+_c-o t/> - --
v NR 

I o - T 
.t/J I --o-

o' 

-- ~-)_-. 

N m' 
I - - __ , 

Fi g . (2-2) 

Seja A o ganho de ten sao do dois acessos defi­
v 

nido pelo par de t ermi nais de en trada (o, o ' ) e o par de t ermi 

nais de saÍda (tfi, ~ '). Da análise top o lÓ g ica de r êde s , sa be-s e 

que A po de ser expresso com o a razão das so mas de prod ut o s d e 
v 

irvores m~dulo doi s ! 0 

Especificamente: 

T - T 
0 tP , 0 11/J I 0 t/J'' r/> 0 I 

onde T 
r s , pq 

-

A 
v = 

e uma soma de 

T 
o , o ' 

prod utos das condutincias los 

(2-11) 

ramos 

das arvores mÓdulo 2, qu e separam os vértice s r e s d os vérti-

c es p e q . Sabe-se que 

T 0 , 0 
1 ~ ma x [! 0 1/J , 0 , 1/J , , T 0 1/J , , 1/J o] 

e 

• 9 • 



além de 

A l v 

donde 

T o r/J I 'r/lo I 
= o 

c de ( 2- 11) 

T 
or/>,o 1 r/J 1 T o ' (2- 12) o 

' 

O resultado apresentado por (2-12) tr aduz -se em 

pa l avras por : T~das as irvores qu e separam o d e o ' , se param t am 

b é m o r/J d e o 1 0 1 
, i s t o é , nã o .e x i s t c c a m i n h o a l g um c n t r c 0 e i> 1 

(r/> = 1, ... , m) que não passe por o e o 1
• Como 

~ . 
con.seque nc1a a 

r ~de NR pode ser r cp re sentada pc1a conexão de tr~s r ~des resis-

tiva s a saber : NRl qu e co ntem os vértices r6 ( t/J = 1 , . • • , m) ; .'JR2 
que contem o s vértices i> 1 (r/> 1 = l , ... , r.t ) e .'.JR 3 ligando o a o ' . 

Então cada capacitar de N t e m um t e rmina l em NRl e out ro em 

NR 2 • Os m c apacitares , NRl e NR 2 for~am ~ que satisfaz a con­

dição ( b) . Ôbv i ame ntc z(O) é a i mpcd~nc i a de acesso de NR 3 
que e a prÓpria r ~d e ~R satisfazendo a condição (a). 

1 . 3 . 2. Sufici~ncia 

Admita-s e que a realiza ção ~ tenha a forma apr~ 

sentada na fi g ura (2-1) . v 
o 

Co l oque- se uma t e nsão constant e 

na sua ent rada. No re g i me pe r manente cada capac itor teri te n -

são V . 
o 

En tã o N tem capa cit~nc ia to t al min ima como visto no 

teorema 1. 

. 1 o . 



2 . ESTUDO PARA n-ACESSOS 7 

Uefinição : 

Define-se como capacit ancia t otal mr n i ma , c,
1 
. . 
m1.n, 

co m que pod e ser realizad a uma mat riz RC de o-a ce ssos , Z (s), 
n 

a menor capacitincia tot al que pode s e r obtida po r alguma r ea-

lização N dessa matriz* . 

Para qu e a ani lise anterior poss a se r estendid~ 

i me diatamen te ao caso de r êdes de o-acessos, de ve -se defini r o 

que seri entendido por limite inferior da cap a c i tincia 

mrnima de uma r~de RC com n-acesso s . 

2. 1 . Defi ni ção 

Li c ite inferior da c apacitincia to tal 

t ot al 

.. . m1.n1.ma. 

C onside re ~sc uma ma triz i mpedânc ia , Z (s) c or -n , 

respondente a uma r êde RC de o-acesso s . Âs imped~ncias vistas 

de cada um dos acessos , coo os dema is em ab e rto, cor res pond em 

por sua vez elementos da dia gonal principal deZ ( s) . 
n 

De ur.~ a 

forma geral , ao acesso gen~rico i assoc1.a-se a impcd~n c ia 

z .. (s), ond e i= l, • . • ,n . Se C .. for o menor v alor da c apaci-1.1 1.1. 
tância total na r ea lização dez .. (s), diz-se qu e o limit e inf e 11. 
rio r d a capacitância t otal que pode ser obtido na 

de z (s) e dado por: 
n 

(CT . )LI = max {C .. ,i= 1, ... , n } 
nn n 1. 1. 

r ealização 

(2 -13 ) 

*A capaci t;nc ia total m[n ima para n-ac esso s , n ~ 1, nao t e~ 
sua ex ist~nci 3 provada e~ ge ral , sendo êst e u, dos atuais a ~ 
suntos de pesqu isa . Entr etant o , a ap a r e nte li b erd a de da d e= 
fin~ç ão não af e tari o de s en volv imento do Lrabalho, como se 
v era a s eguir. 

• 11. 



\ 

A capacitânc ia total co m qu e uma 

...: (s) i)Od~ ser r ea lizada ," atiriBe seu lirult e i ofe ri o r­
n 

Ne m s emp re isto ocorr~ . E ~t gera 1 , 

n a triz 

o uando 

c . > 
Tm tn 

No restant e do tr abalho , considerar-se-ão ape-

nas rêdes em que o limite inferior é al c ançado e portanto con­

fundir - se-á CTmin com (CTmin)LI" 

Defini do o parâmetro de i n t erêsse , CT . ,passa­mtn 
s e ã caracterizaçao das rêdes RC que possam ser realizad a s den 

t ro deste limite de capacitancia total . 

2.2. Teor ema 4 

A real ização N de uma matriz impedância z ( s) , 
n 

correspondente a u ma rêde RC de n-ac essos , t em capaci tânci a t~ 

t a~ m{nima ~e e s~mente se, a aplic ação de u ma tensa o co nstan­

t e V e m al g um de seus acessos, estando os demais em aberto , 
o 

faz com que · a tensao em regime permanente , sôbre cada capact-

t or seja, em mÓdulo, i gual a V . 
o 

• 
Prova: 

2.2.1. Necessidade 

Por hipÓt ese supoe-se que a rêde N pode ser 

realizada com capacitância total m{ nima, mas que em nenhum de 

seus acessos ~co ndiçã o do teorema é verificada. Admita - se a 

gora que uma outra re alização , N ' ~ de Z (s) satisfaz a 
n 

condi-

ç ão do teor ema rio acesso k. Utiliz ando o teor ema 1 no acesso 
N' · N k de N e N', v em que CT < CT, o que contradiz a hipÓtese de 

que N tem capacitância total mÍnima. Portanto, pelo meno s no 

acesso k, N deve também satisfazer a cond i ção do teorema. 

• 1 2 • 



2 . 2 . 2 . Suficjênci:l 

Admita-se que a r ~dc N sat is fa z a condiç~o d n 

t eorema no n ccsb o k e qu e ~ · , outr a r ea lização d e Z (s), 
n 

na o 

satisfaz a co ndi ç~o do t eorema em qu a lquer aces so . Pelo t eorc ,, 
N ' 

ma 1 , aplic.:1do ao 3CCSSO k ele ' 1 c :'! 1 seg ue -se <1 uc c,, 
< CT h 

T 
Se N" 

~ 

rc•n lização de z ( s ) sa tis faz cond ição c o utr .:1 que a n do 

teore ma no acesso k , p e lo Lc or ema 1 apl ica do ao acesso k d e N 
N c N" e :·l '', v em que CT = T Portanto N tem c apacitância t ota l mí-

n~ ma . 

Segue urna cnrac t erizaçio to po l6 g ica das 

de n -acessos de capacit ~ncia tot a l mÍnima . 

2 .3. Teor ema 5 

rêd es 

A reali zação N de uma ma triz irnpc dâ ncia Z ( s), 
n 

co rr es pondente n uma r êcl e RC d e n -acessos t e m capacitânc i a to-

tal mínima, se c s~mente se para al g um acesso k, a r ~de vi sta 

d~st c acesso , com todo s os d emais a circuito aber to, puder ser 

representada como a cone xão pa ral ela de um a r êdc resistiva d e 

um- acess o , NR , c u ma rêdc RC de um-acesso R, satisfazend o : 

a ) A i mpedância de acesso de ~R é zkk · (O). 

b) O g ra fo rcsistivo , G de N tem d uas componen­

t es , G7 e G2 , e cada capacitar de N te m um t ermina l em G1 e ou 

tro em G
2

• 

Prova: 

2 . 3.1 . Nece ssi d~cle : 

S C' a r ~ d c :\ t c n c :1. ;'.r c i t â n c i n. t ot.-:.1 
.. . 

m~ n~oa, pel o 

menos em al g um dos s eus .:1c es sos s at i sf.:1 z a co ~d i çã o de -t ens a o 

. ] 3 . 



tl o t c o r c 1:1 3 . '• • Seja k êstc acesso . Conside r e-se .1 rêdc v i !, t ' 

d ê s L C' a c e s s o c o m t o d o s o s d c ma i s c r.1 ~1 ;, c r t o . 

te (a) c ( b) neste acesso . 

2 . 3 . 3. S u [i ciênc ia. 

Se par a algum a ce sso , k , a r êde tiver a reprc -

sent açao dada por ( a ) e ( b) , e nt an neste a c esso, aplicada n 

tensão V constante , a tcn s.:~ o em r ct~ j me perman e nte sôbre ca da 
o 

cap a citar ser5 v ' garantindo que ~ tem capacitincia total mr-
0 

n~ma . 

Os teor emas 4 c 5 permitem uma imp ortan t e con­

clu s~o que seri f unda mental pa ra a scqu ência de es tudo das rê­

des RC de capacitinci a t ota l mfni ma . 

Corolário : 

Se Z ( s) t em uma r ealização N, de (n + 1)-termi:_ 
n 

na~ s , co m todo s os capacit ares conectados ao t erminal comum e 

se z .. ( O) = 00 (i= l, ... , n) , então qualque r ou trn rea lização 
~~ 

de Z ( s ) qu e t enha (n + ! ) -terminais c todos os capacitares c o 
n 

n ectados ao t ermina l co mum , t em c apacitinci a total mfni ma . 

. 14. 



III SfNTESE DE n-ACESSOS RC 

Nest e capÍtulo se a presentara um rn~ to do d e sín­

tese de r ê des ele n- acessos RC , baseado no conhccjmcnto da ma­

triz admit inc ia de curto circuito Y (s) das mesmas~ Tend o e~ 
n 

vista o tipo de rêdcs para a~ qua is posteriormente -sera ap lic!: 

do o proc esso aqu1 apresentado, admitir-se-á que a ma triz 

Y (s) nao tem polo no in finito . 
n Entretanto tal hipó te se não é 

essencial ao mé t od o. Alim disto , as rêd cs obti das na realiza -

ção d e Y ( s ) não constituir ão a classe geral de rêdes que r ea­
n 

lizam Y ( s ) sem tr ansfo r mado r, ma s apenas uma subclasse em que 
n 

a rêd e é obtida com o número mínimo de capacita res e sem tran s 

formador . 

Dada uma mat riz admi tincia de curto cir c uito 

Y (s), com p-polo s , corre spo ndente a um a rêde RC d e o-acesso s , n , 

sup;e-se ser po ss rvel sua r ca li zaç~o com um nú mero ffi i nirno , m, 

de c apacitar es . O objetivo do processo será enco ntrar uma ma­

triz c ondutância Gk de um circuito resistivo de (n + rn ) -ace s -

sos que quando te r minado nos seus m-acessos por capacitares 

unitários, r ep ro duz nos seus n-aces sos a matriz Y (s). Seja 
n 

Y (s) a ma triz admi t i nci a d e (n+rn)-acesso s obtida q uando a n+m 
rêde re sistiva Gk t em em paral e lo co m seus rn-ac e ssos , capacit~ 

res unit ários. As figuras (3-1) a (3-3) mostraM re~pectivame~ 

te as rêd es nGk ' n Yn+m e nyn correspondendo is ma tr iz es do s 

seus Índic es . 

• 1 5 • 
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F:. g . (J - l) 

Fi g . (3 - 2) 

Fi g . (3-3) 

(3- 1) 

,_.~ 1 I~: r-.- r-



onde 

A
11 

~ sim~trica d e dimensio n x n 

A12 e de d i mcns~o n x m 

A12 in dica a transposta de A12 

A
22 

~ si m~ tri ca de ordem m x m 

A matriz Y (s) n+m 
-e entao dada por 

All 

y 
n+m ( s ) 

Al2 

ond e 

ou 

das t ens oes nos 

das t e nsoes nos 

Al 2 

A22 

u - ma tri z e a m 

y + ( s) n m 

Ch amando 

= 

v 
n 

o-aces sos , 

m- aces sos , 

o 

v 
I 

m 

n 

+ s 

icle:ntida<.lc Jc 

ve t or co lu na 

o 

o 

o n nm 

u mn m 

dimensão 

su 
m 

m 

de dimen são 

X 

o veto r coluna de di mc.nsão 

o v e tor coluna de di mens ão 

(3 - 2) 

m 

(3 -3) 

n X l 

m X l 

n X 1 

das cor r ent es nos o - ac ess os e I o v e tor colun a de 
m 

dime ns ão 

m x l das correntes no s m- acessos , em Y + ( s) , n m 

v I All A12 n n 
yn+m(s ) = = 

v I .1\12 .1\22 + sU 
m m 

• 1 7 • 
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S a b c - s c q u ,. 

qu a ndo se us 

a mat riz Y (s) ~ obtida nos o-acessos de 
n 

n -a c ess os estio aberto s , ou se j a , qu an do I 
m 

Subs titu indo em (3-4) 

I 
n 

o 
m 

= 

= 

+ 

A v + {A 22 + sum} Vm 1 2 n 

Y ( s) 
n+m 

::: o . 

(3-5) 

(3-6) 

Supondo a e xistên cia d a invers a de A22 + sU , pode- s e calcular 
m 

V e m (3- 6 ) 
m 

levando em (3-5) 

I 
n 

A V A {A U } - 1 A V = 11 n - 1 2 22 + s m 12 n 

Examinando (3-7) conclui-se que 

y ( s ) 
n 

(3-7) 

(3-8) 

A operação expressa por (3- 8 ) é definida co ra o a "reàúção" de 

Y a seus o-ac essos . Por outro lado, se nd o Y (s) a na triz n+m n 
adrnitância d e curto circuito de urna rêde RC sem polo no infini 

to, pode se r escrita como: 

p 
y ( s ) 

n 
K - L 

CXI 

\) = 1 

K 
\) 

s + a 
\) 

(3-9) 

-A expans ao (3-9) - - -nao e a expansao usual da matriz Y (s) em t er 
n 

mos das parce l as {s/(s+a ) } , nas para ela val e m as 
\) 

çÕcs abaixo: 

• 1 8 • 
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K 
00 

-e uma 111a triz senid cf initl a positiva e co r res-

pond c 

gonal 

é! O "resiJuo " de Y (s) no in finito . 
11 

Os elementos ~a di~-

sao positivos e sua dimcns~o ~ n x n . 

K - ma t riz ser.tidcfinida positiva do r es Í duo e a 
\) 

de y 
n 

( s ) no polo O' Tem 
\) 

os elementos da dia&onal positivos, 

d ir.te ns ~o -sua c n X n ' e se o r ank for unitário os -polo~ sao C: i 

tos coutpactos . 

~a ) ~ o v a l or do polo , onde a > O 
\) \) 

Y (O) ~ uma ma triz semidef inida posit iva em v1r 
n 

tude da nec essidade de realizaç~o ffsica da r~dc . 

Sabe-se qu e K pod e t er r ank 
\) 

t~da a matriz semidcfini da posi tiv a de r ank 

t a como o produto 

posta ~ 1
•
1 

\) 

d c u l•l a 1.1 a t r i z H v ' de rank 

- ... . 

r v , 1 ~ r v ~ n . ~I a s 

r pode ser e scr l­
v 

r , pela sua tra r.s 
\) 

(3- 1(') 

Tomando pa r a M uma matriz com o 
\) 

numer o m ~n1. mo de colunas c e 

modo a que o rank rv seJa ob tido , fica evidente que a ordern ~e 

H v' n es t e c aso , -e n x r Esc r ev e ndo 
\) 

ond e M 1 ,~ 2
, ••• , M s io v e tor es de dime n s~o n x 1. v v vr 

\) 

tri z K pod e ser es cri ta 
\) 

(3-11 ) 

o a -

K 
\) = rl·~' ... .... , :!-~ c;, 1 , :1 2, ... . :f J (3-1 ::: ) v v~ vr v v v r 

_y_ . 

• 1 9 • 



\ 

ou 

K v + H N + 
v2 v2 

• • • + ~í v r v 
N v r v 

r v 
= [ 

cf>=l 
(3-13) 

Na forma (3-13) a matriz K , de rank r , est i decomposta na s~ v v 
ma de r matrizes de rank i . v Deve - se notar que esta decomposi 

ção não é Única, ~as que qualquer outra decompos ição obtida te 

ri como vetores coluna uma combinação linear dos vetores 

Mvl ' Mv2 , ... , Mvr ji que istes formam uma base na geração de 

K • Portanto po~e ser obtida de M por uma transformação de v v 
congruincia que como se sabe, gera tÔdas as combinaçÕes linea-

res possíveis sÔbre H . Um processo de decompo r K na 
v v 

forma 

(3-13) é apresentado no Apindice B. 

Chamando Kv$a cada uma da& matrizes de rank 1 

apresentadas na forma (3-13), · pode-se escrev e r Y (s) como 
n 

onde cada 

rank 1 e 

- obtiaa e 

Y (s) = 
n 

p 
K - E 

00 v=l 

parcela do somatório 

em algumas parcelas crv 

s + 

tem para numerador 

- repetido. A esta 

de (3-14) colecionando-se as parcelas de 

(3-14) 

uma matriz de 

forma (3-9) 

igual o . 
v 

O objetivo a seguir é identificar a forma(J-14) 

com aquela de (3-8). Fazendo s tender a infinito em (3-14) e 

(3-8), segue-se com~ Única identificação possív e l : 

A identificação dos elementos restantes, ex1ge alguma manipul~ 

ção algébrica, como foi visto, 

(3-16) 

. 20. 



I 
I 

I 

entao 

ond e 

K v 

H v 

é de di mens ão n x r . Usando (3-17) pode - se escreve r v 

onde 

s + 

D 
r 

v 

= H D M v r v 
v 

. ( l 1 ) = d1ag. ----, . .. ,----s+cr s+cr 
v v 

(3-17) 

(3-18) 

(3-19) 

(3-20) 

é uma matriz dia go nal com todos e l emen tos desta iguais a 

1 
s+cr ' v 

bnde 

e de dimensão rv x rv. 

.. 

p 
E 

v=1 

H = 

K v 
s+cr v 

p 
= E 

v=l 

En tão , de (3-19) vem que : 

M D M = XD H v r v r v 

é uma matriz de dimensão n x t r v e como 
v= l 

-se ver a m, 

ro de capacitares mínimo 

m 

da realização de Y ( s) e 
n 

• 21. 
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e 

D = dia g . 
r 

(D , .. . , D , ... , D ) 
r 1 rv rp 

(3- 24) 

ê umn ma triz diagona l de dimensão m x m. Levan do (3-21) c 

(3 -15) em (3-14) , temos : 

(3-25) 

Compara ndo (3- 25) com (3 -8 ) pode-s e ident i ficar : 

A
12 

= N (3-26 ) 

D { A22 sU 
-1 

+ } 
r m 

(3-27) 

ou 

- 1 
D = A22 + sU 

r m 
(3-28) 

A inv ersa d e D ex ist e e ê obtida fàcilmen t e por q u e D r r 
-e diag~ 

na1 conforme (3-24) . Então : 

(3-29) 
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ou 

-1 
D = sU + D 

r m a 
( :; -'\ . ) 

ond~ D
0 

é uma matr i z diaeonal em que o polo ov c·s tá repc t id 0 -

tontas v~z es na diagonal qua nto for o v a lor de se u ran k rv . Con 

parando (3- 28 ) c (3-30) obtém-se : 

( 3-31) 

Fina1nentc pode - se resumir o que foi obtido no 

process o de i dentif ic ação de (3-1 4) com (3- 8) : 

Y (s) = 1~ -N [n + su ] - 1 51 
n "' a m· 

= K 
00 

= D a 

As tr~s ma triz es sio obtidas quase imediatame nt e da 

(3 -32) 

(3- 33 ) 

(3-34)' 

(3-3 5 ) 

-expansao 

de Yn(s) segund o (3- 14 ) c pcrmit cn es creve r Gk de (3 -1) como : 

K 
00 

N 

D a 

(3-36) 

Ao escrever (3-36) deve-se t e r o cuidado d e faze r c~rresponder 

em D , a cada v e tor coluna de :1 o a correspond e nt e ao po1o do a 
qual ~1e proveio . Note - se a inda de (3-32) que 

Y (O) = K - M D- 1 ~ 
n oo 0 

(3- 37) 
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Umn vez ob Lida a matriz Gk , sendo po ss ível r c.'l-

1 i z 5-1 a !> 2 i. i L r a n s f o r 1:1 n do r , par a o b t c r Y ( s ) , b as ta c o 1 o c a r c r. 
n 

paralelo c om seus m a ce sso s , ca pa c i t o r cH un i t~rios . A ca tr iz 

Y ( s ) ser~ obt ida nos o - a c essos restan t es . 
n 

n ece s s i r i a pa ra qu e Gk seja re a lizivcl c omo ma triz c on d ut ~n c i a 

de uma r ~de r c si stiva ~ que ela seja semidefinida posit i va . h 

pr o v a de q u e a ma t r i z Gk t em es t a p r OJ>ri edadc encont r a - se n o 

Ap~nd i ce C . 

Observe-s e o f ato d e q u e as i dentificaçÕes f ei-

t a s a t raves de ( 3- 34 ) ( 3-35) - . nao sao un1ca s . Como se -ver a 

mai s tar d e é po ssÍvel , atr a vés de 

ci a, obt e r outra s ide ntif ic açÕes . 

tr a n sformaçÕes de c o n g ru c n -

Pelo mesmo pr ocesso tambér: 

se re ti ra r i ~ re s tri ç~o s~ b r e o us o de c a pac it a res unit á r io s , 

no s rn acessos , p assando o s capac i t ar es a t e r um val o r qu a l q u e ~ 

De Gk, equação ( 3- 36) , no t a -se s e r o número d e c ap a c i t a r e s L ­

dênti c o a o núme r o de ace ss os extra cr i ados e i gual à dir.ensãc 

d e D , o u seja , ao númer o d e 
(j 

c oluna s da matr i z M, -r a z ao pe l a 

qua l s e d i ss e e m (3 - 23) p - - ... . 1 2 
qu e m = v~ lr v , e o nume ro n1n 1mo de c a -

pa c itore s n a re a li zaç~ o d e Y ( s ). 
n 
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IV Sf NTE SE DE UMA CLASSE DE R~DES RC COM CAPACIT~N 
CIA TOTAL MfNIMA . 

Neste capítulo realiz ar -se-á o estudo de uma 

c l asse de rides RC que apresentam cap ac it inci a total 
~ . 

m~n~ma . 

Para tal se caract e rizará perfeitamente n classe em ter mos J o 

qu e se viu no capÍtulo li qu e trata das r~des RC de cap aci tin-

c~a total mÍ11ima de for ma geral . O estudo segue , discutindo 

propriedades de inter~sse das r ~de s e suas matrizes admitin-

ci as . Para o objetivo do presente c apÍtulo , síntese destaclas 

se de rides RC , sup;e - se conhecida a n1a triz admitincia da r~­

de e p r ocura-se verificar quando ela pert e nce a cl ass e propos­

t a . Em caso afirmativo sinteti za- se a ride . 

O passo seguinte dentro do capÍtulo ~ a aprese~ 

t açao de u m caso em que a síntese pode ser obtida diretamente 

d a matriz do m~todo de Ki nariwala , d es crito no capftulo ante­

rior , d~sde que algum~ c ondiç Ões sejam saLisfei tas . Êstc ca so 

di t o im e dia t o , l eva a r~des que formato uma subclassc das r~dcs 

p ropos t as . A f i nalidade de sua ap r esentaçio i mostrar sua si~ 

pli c idade e formar uma familiarização com a mecânica do prece~ 

so envo l vido na sÍntese da classe estud ada . A seguir , faz- se 

uma transformação o e s tu do do ca so ge r a l . Êste Úl t i mo envolve 

da ma tri z o btid a po r Kinariwala e apresentada na fÓrmula 

(3 -36 ) . Se guem - se ex emp l os de sín t ese para diversas s i tuaçÕ es 

propo stas . 

1. CARACTERIZA ÃO DE UMA CLASSE DE RRDES RC DE 
CAPACITA~CIA TOTAL M NIMA 

A c l asse de rêdes a ser estudada está caract eri 

z ada n o co r olá r io d os t eore mas 4 e 5 do cap ít ulo l i . TÔda s as 

r eali z açÕes des t a classe po ssuem u~ t e rmina l comum , onde est~o 

co nec t ados os capaci t a r es e onde n ao se co nect am r es ist ore s. Es 
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ta Última propriedade é exigida porque o corolário obr iGa 

z .. (O) = oo (i= l , . .. ,n). 
11 

Para esta classe exis t e certamente 

um a realizaç~o que atinge o limite inferior da capacit~ncia 

total mfni ma , conforme definido na equaçio (2 - 13) . Com 

estas caracter f sticas a estr u tura apresenta vanta ge ns para sua 

construçio e contrÔle em microeletrônica como pode ser visto 

no c a pftu l o de i nt r oduçio . A rêd e geral tem o aspecto aprese~ 

tado pela figura (4 - 1) , onde os. 

1 

2 

n 

. 

. 

l } 
c'J Tc'2 .. 

1' 2 '. ~·n ' 1 _ 

Rêde 

Resist i va 

R 

l 11 --
. }~ 

Fi g . (4-1) 

n - acessos sao 11 ', 22 ', . . ·., n n ' , (1 ' = 2 ' = = ' - ... - n é o terminal 

comum). A rêde contém m capacitares conec t ados em nós da. rêde 

R, q ue na o sa o ace ss os e pod e conter até n capa c itares conecta 

dos em pa r ale l o com os n - acessos da rêde . 

A classe de rêdes. com a topolo g ia apresentada -

tem c apa ci tin c ia t o ta l mfnimá PO!~ue aplicada uma tensio cons -

tante , V , 
o 

a u.m de se.us aces·sos , em regime permanente a tens ao 

é v . 
o 

sôbre cada capacitar De acÔrdo . com o teorema 4 do c apf -

· tulo li isto implica que a r êde a t i n ja o l i mite inferior da 

c apa c itância tot al mfnima . No caso da classe estudada , como 

a condiçio do t eorema 4 v al e para qua l~ u e r um de seus acessos , 

• 2 6 • 



I 

verifica-se qcc tÔ da !" · . • :'.1 · ~. · ç;-.o 

i d e capacit i~ cia to tal ~~n ~ n~ . 

-que . pe rtenç a a classe 

2 • AL GUMAS PROPRI EDAD ES DE INTERESSE DA S R~DES P ER 
TE ~CEK~E S ~ CLASSE 

Pr opr i edade 1: 

-Existência da matri z admitincia dos 

e da matriz i mpedância das ma l has , Z (s). 

nos, y ( s) , 
n 

n 

Como os n-ac essos não for mam u m laç o e n em con~ 

tituem um cut-set, Z (s) e Y (s) exis t em e n ão são singulares~ 3 

n n 
I sto permite traba lhar sôb re a matriz Y (s) das rêdes , para a 

n 
qual o método de síntese descrito no c ap Ítulo li ê apropriado. 

Propriedade 2: 

Se a matriz Y (s) da rê de apresentar polo no 1n 
n 

finito, êste polo é provocado por capacitar ou capacitares em 

paral e lo c om um ou mais acessos . Portanto constituem-se em p~ 

los privados dêstes acessos e podem ser retir ad os dos elemen-

tos da diagonal de Y (s). Por est a razão o estudo feito no ca 
n 

pÍtulo III fez a hipótese que a matriz admitância não p oss uia 

polo no infinito. No restante do trabalho .;upo r~e-a que a m!!. 

triz Y (s) é a matriz admitância da rê de , na qual foram retir!!. 
n 

~os os po lo s privados não t endo , portanto, polo no infinito. 

Propri edade 3: 

A matriz Y (s) satisfaz as condiçÕes 
n 

rias pa ra realização com terminal co m'um1}• 

• 2 7 • 
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Conforme foi dito na prop ri e d a d e 2 , Y (s) 
n 

-e su-

posta nao tendo polos privados e e nt ão pode ser co l ocnda nn 

for ma de modo a que t odo s os seus elemen t os t e n ~< a m o f'l csmo de ­

nominador, s upo s to com tod os os coeficientes pos itivos . Nest as 

condi ç Ões os coeficientes do nu merador de y .. ( s ) que sao to do s 
lJ 

negativos es tão limit ad os superiormente, em rn6dulo , pelo res -

pectivo co ef ici ente do nulllerador de y .. ( s ) ou y .. ( s ), o que 
1.1. J.l 

for menor. Os coeficientes do numera dor de y .. (s) e y .. (s) são 
11 J J 

todos positivos. 

Propri eda de 4: 

A matriz " resÍduo " no infinito, K , de Y (s) 
oo n 

-e 

hiperdominante. 

Definição: 

1 5 
Mat riz hiperdomin a ntc é uma matr iz simétrica Clll 

que os el eme ntos da diagonal são positivos, o s elementos for a 

d a diagonal são negativos ou nulo s e ainda o elemento da dia g~ 

nal é maior ou igual ao ne ga tivo da soma dos elementos da r es-

pectiva linha ou coluna. Quando cada elemento da diagonal for 

igual ao negativo da so ma dos eleme nto s da respectiva linha ou 

colun a a matriz ~ dit a hiperdominante irredutív el . · 

Pela propriedade 3 , K
00 

que é uma matriz de c on­

dutâncias, tem os elementos da diagonal posit ivos e os e lemen­

tos fora da diagonal negativos ou nulos e como deve ser reali-

zãvel * , segue-se que deve ser hiperdominantc. Como se sabe 

* O fato -sera ma1.s explÍcito -apos a leitura da p ropriedade 7 • 
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a i1iperdo oin~ ncia ~ condiç~o sufici e nt e para realiza r u ma m~ ­

triz co no na triz admitância de nós de uma rêd e r esis tiv a de r. ­

acessos com (n + 1) nos . 

P r op ri edade 5 : 

A ma triz Y ( O) ~ hiperdominante irrcdu tivel . 
n 

Na fi g ur a (4- 1 ), para s = O obt~m-sc um n- acc s ­

so s res i stivo com um terminal co mum isolado que est~ re prc scn-

tado na figura (4 -2 ). 

,~ cut - s e t 

1 O·-

2 Rêde 

Rcsis tiv a 

R 

n 

1 I 2 I .•. n ' 

Fi g . (4 -2 ) 

Como s e est i tr a t a ndo da ma triz c o n d ut ância da rêde , a o s n -a -

c es sas estao conect adas f ontes de corr e nte e exi s t e um cut- sec 

qu e c ontem as n f onte s . A ma triz c ondutinci a Y (O ) ~ s i ng u lar 
n 

e p e los motivos expostos n a propr i edade 4 ~ h i pe r do ~ ína n te . Se 

J a J (1 ~ j ~ n), um a c esso ge néri co de Y ( O) 
n 

e 1 . a corr ente 
J 

nel e . Seja v. a t e ns ão em j c om t odo s os dema i s aces s os em cu:­
J 

to circuito . ~e st a s condi ç Ões s e jam i 1 , . .. ,i j-l'í j .... 1 , .. . , 1 .. 

r e s p c c t i v a me n t e as c o r r c n t c s no s t c r r.1 i na i s 1 1 ' ... , ( j - 1 ) ( j - 1 ) ' 

(j +l )(j+l) ' , •.• ,nn' , cur to circuitados . A s ituação esta repr~ 

• 2 9 . 



s e n t~da n~ fi gu rn (4 -3 ) . 

J 

i o 

J 

J 

r 
0 

I 

Pode - se escrever 

+ 

v . 
J 

-

nêd e ' 

• 
Rcs istiva • 

• 
R 

f--

t\ 

Fi g . (4-3) 

Divi d in d o ambo s os me mbros po r v. 
J 

l . 
_J_ = -v. 

J 

mas 

11 
(- + ••• + 

v o 

J 

. 30 . 

1 o 1 1 o 1 
....J...:.2:. + ~ 

v o v. 
J J 

11 

1 
n 

r 

+ ••• + i ) 
n 

( 4-1) 

1 

+ • •• + ~) v. 
J 

( 4 -2) 



1. . 
J. 
v . 

J 

1.1 
= v. 

J 

1. . 1 J.:...!:._ 
v . 

J 

. . 
1j+1_ 
v. 

1 
n 

v . 
J 

J 

y .. 
J J (O) 

y 1j (O) 

v (" 1 ).(0) 
- J- J 

y (j +l)j (O) 

y . (o) 
nJ 

Substituindo-se (4-3) em (4-2) 

( 4-3) 

y .. =- (yl.(O) . +, . . + y(. 1).(0) + Yc· 1).(0) + ... + y .(O)) 
J J J .. J - J J + J nJ 

n 
y .. =- l: y . . ( O ) 

JJ i=1 l.J 
(4-4) 

i#j 

A condi çio expressa por (4-4) ~ exatamen te a s~ 

tisfeita por uma matriz hip erdominante irredutível. A matriz 

Y (O) ~ hiperdominante irredutÍvel. 
n 
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Propriedade 6: 

Se a r~de da figura (4-ll for con s id e rad c s~m 

os polos privados e se sôbre cada um de seus capacitare s d ef i ­

nir-se um acesso extra, tem-se uma r~de Y (s) de (n+m)-ace s ­n+m 
sos. Se desta ~ltima retirar-se os rn capacitares , obtém-se 

uma r~de resistiva de(n+m)-accssos, com terminal comum isolado, 

mostrada na figura (4-4), cuj~ matriz admitincia G ~ hiperdom! 

nante irredutível. A prova desta propriedade é imediata . -
Ja 

que a r~de é análoga àquela da propriedade 5, apenas com m a 

cessas adicionais. 

1 
(n+l) 

R~ de 

Resistiva 

n 1-------o ( n + m) R 

l' ••• n'0 Cn+l~' ••• (n+rn) 

Fig. (4-4) 

A forma de G e: 

n 

(4-5) 

m 

n m 

~ w 6~'~1!}l].lQ~ 
. 32. ~~ \I ' • ' 



Propri edade 7: 

A cl a sse gera l da s r ê dcs rcs i s tiv as c om a topo­

logia a pre s ent ada na f i g ur a (4-4), n ~ o n ecessita de n6s adicio 

nais al~m dos de f inidos pelos s e us (n+m)-ac ess os e CUJO numero 

~de ( n+ m+l). Em outr a s pa lavr a s, ~ pos sive l r ea liz ar a rêde 

R sem r e corr e r a o e mprêg o d e nos inte rnos , i sto ~ , n6s que nao 

seJam ac e ss o s. A prov a pod e s e r f e it a a d mi ti nd o-s e a existên-

cia de um n6 int e rno e m R. Dê s t e n 6 par t em resis tor es que o 

conectam a al g un s ou tod os os (n +m )-t crl.l i nais d e R qu e sao 

acessos . Conex~es ao terminal comu m n~o s ; o pe r mitidas como 

foi visto. O nó interno e suas conex ~e s , fo r ma m uma rêde es­

trêl~ cujo equivalente ~ uma rêde ma lh a , o bt i da pe la conheci d a 

transformaç~o estrêla-mal ha . ~ es t a Glti ma o n ó int e r n o d e sap~ 

rece surgindo conexo e s e ntre os (n+ m)-t e rmin a i s pa r a formàr a 

rêde malha . Se existir ma is d e u m nó int e rn o , r ep e t e -s e o pr~ 

cesso tantas vêz es qu a n tas fo ren neccssi ri as a t ~ que t od os o s 

nós internos sejam absorvidos . Est a p ropri e d a de ~ importante 

porque garante , quando dad a uma rêde de (n+m) -a ccss os com a t~ 

pologi~ apresent a da na f i g u ra (4-4), que e x is t e uma r ê d e equi­

valente, com a mesma topologia, e que cont~m o nGm e ro mfnimo 

de (n+m+l) nós. fste nGmero de nós ~ mini mo porque com (n+m+l) 

nós ~ possível ter-se - . um maxl.mo de ( n+m) tens~es independentes 

e êstc ~ justamente o nG mero de t e n s ~es inde pe n d ent ~s em G. 

3. 

de uma 

SÍNTESE DO CASO I MEDI ATO 

~dada a matriz ad m it~ncia, Y (s), com p-po lo s , 
n 

rêde de o-acessos RC. Sup~e-sc que ela satisfaça as 

condiç~es necessárias para ser sintetizada por uma rêde perte~ 

cente ã classe definida em (IV-1) e representada pelas ·prop ri~ 

dades 3 e 5. Hostra-se que ~ suficient e pa r a realização den­

tro da classe que as matrizes resÍduos K , conforme definidas 
\) 

• I 



I 
\ 

em (3-9), tenham seus e leme ntos positivos o u nul os . Sej a 

-suposta s e m polos priva do s , a pre s ent ad a seg undc a exp ans~o 

(3- 9) a seguir repetida: 

y ( s) 
n 

K 
00 

K 
\) 

p 
- E 

v= 1 s + a v 
(4-6 ) 

Como foi visto ~ o decorrer d o método de Ki nariwa l a é p os síve l 

obter uma matriz condutânci a Gk de (n+m)-acessos, segund o as 

identificaçÕes apresentadas de (3-33) até (3-36). 

K 
00 

D a 
n m 

n 

m 

Se a matriz Gk assim obtida tivesse a propriedade 6, isto 

(4-7) 

-e' 

~osse hiperdominante irredutrvel, bastaria confor me foi visto 

no caprtulo !li, realizar Gk e colocar um paralelo com c a da u m 

dos m-acessos capacitares . unitários para obter nos n-acessos a 

matriz Y (s). 
n 

. 
Proposição: 

E sempre possível tornar Gk hiperdominante irre 

dutrvel para êste caso. 

Pela propriedade 4, K
00 

e t a l que: 

• 34 • 



00 00 00 

Kll - K12 . .. . . - K 1 
.ln 

00 00 
K = -Kl2 K22 . . ... .. : 00 

( 4-8) 
::. 

co • • CXJ 

- Kln ·· ··· · ···· ··· Knn n 

I 

1 . . ... . . j ..... .. n 

/ onde 

00 

K •• 
~~ 

00 

> O e K •• 
~J 

~O para ~ -F J (4 -9) 

P or outro l ado D o 
-e uma matriz diagonal de elementos positivos. 

Conforme foi visto de (3-16) a (3-18) e (3 - 22) , M é uma matriz 

de dimensão n x m, onde m é o número míni mo de capacitores de-

f i nido em (3-23) , composta de vetores coluna Mv~ tais que: 

= (4-10) 
• r/J • 1/J 
K. • • • • K 
~n nn 

K ~é de rank 1 e tem todos os seus elementos positivos por hi­v.., 
pÕtese. Desta forma pode-se escrever MA como: 

Vy 

_. r/J 
~1 

M = mr/J 
\)~ • 2 ( 4-11 ) 

• ri> 
m 

n 

ta l que 

. 35. 
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Pode - se escrever (4 - 10) como 

K 
V<j> 

( - H . ) ( - (·! ) 
V<P v<j> 

(4-13) 

Como (4-13) vale para todo l~v,p,~' ~'rv cendo em vista (4-11) 

e ( 4-12) v e rifica-se que i p oss{vcl obter a matriz H co rn seus 

e l ementos n egati v os o u nu lo s . Conclu i -se q u e é poss {vel obte r 

a matri~ Gk com os e l ementos da d i agonal pos i tivos e os cleme~ 

tos fora da diagonal negativos ou nulos. Apesar des t a distri­

bui ção de si nais , n ão i poss { vel ga r antir sequer a h i perdomi -
.... . 

n anc1 a de Gk. 

K 

G . = 
k · 

t1 

00 

• 

D 
·a 

Esta será obtida atravis da seguinte o peraçao , 

I 
oo oo I 

Kll'' ' . -K ln 

I 
I 

00 00 

= -K l . •. . . K I 
n n n -- ---1 

M 

1 .. . j .. . n 

1 m 
-m l .. . • • . . .•. -m l 

. ~ . 
• • . • . . - m . ... . . 

1. 

'1 m 
-m . . . . . • ... . -m 

n n 

a 1 .... . . . . . .. ? . . 
.. • ... a ...L • •• • •• 
• VJ • 

o . . . .. .. .... . (J 

l . . ... d . ... . m 
m 

1 

1 

n (4-14) 

m 

ef e t uada s Ôbre ( 4-14) : seja h é (~=l , ... ,m) u m numero r eal na o 

nulo. Multi plique - se a co luna ~ de M, a linha ~ de M por hé e 

h 2 C -1 G . G ' cr ~ por ~· onstrua - se ago r a, ana ogamente a k ' a matr1.z 

mostrada na figura (4-15) . Seja hé escolhido de modo a tornar 

o el ement o ~ da diagonal de G' ig u a l ao nega tiv o da so ma d os 

elementos f ora da diagonal da respectiva linha (coluna). 

• 3 6 . 



00 co 
-K

1 
.•• . • K 

n nn 
G' = 

1 . .. j .. . n 

Então 

ou 

1 

. I r/1 • • 
• • ••••• -1J.n1 .•• •• •••• 1. 
• \'l 1 • 

· 1 m I -h
1

m ••••••••• • •• -h m 
n m n 

. 
n 

-t 

= 

= 

2 
hl a l . . ............ ·? 
: 2 : :· · ··· ··h6a 6 ....... : m 
. 2 
o . . .. . ........ . .. 11 a 

m m 

1 . .. .... . ~ ....... . . 111 

n 
E 

i=l 

6 m. 
1 

-

(4-1 5) 

( 4-16) 

(4-17) 

Prova-se que com a operaçao acima efetuada,a ma 

triz Gk foi tornada hiperdo mina nte irredutrv c l. Isto é , G' -c 

hiperdomin a nt e irrcdutfv e l . Para tal deve-se prova r q ue em 

(4-15) val e 

n m 
6 co co 

K •• = E K .. + E h 6mi l ~i~n 
11 

j =1 1] 
~=1 

(4- 18) 

j fi 

-A equaç ao (4- 18 ) expressa que os restantes elementos da diago-

nal, isto é os elementos ii (i= l, .•. , n), de G' também devem 

ser i guais ao negativ o da soma dos elementos da respectiva li­

nha (ou coluna) . Considere-s e Y (O) na for ma ( 4-19) . 
n 

• 3 7 • 
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1 .. . . . j .. ... n 

m K9S 
r--
~=1 (jt/J 

= 
~ 

(4-1 9 ) 

-y
1 

(O) • • • • • • y (O) 
n nn n 

___I 

Sendo Y (O) hip e rdomin a nt e irredutÍve l , d e (4-19) ve m qu e : 
n 

e 

y .. (o) 
~ ~ 

y .. (O) 
~~ 

y . . (O) 
~J 

n 
= r 

j =1 

Q) 

= K .. 
~~ 

Q) 

= K . .. 
~J 

y .. (O) 
~J 

m 
- r 

9S=l 

m 
+ r 
~ = 1 

/J K .. 
~~ 

(Jt/J 

l evando (4-22) e (4-21) e m (4-20), obtém-se: 

~ n m K •. n m • co Q) ~~ 
K . • = r K . . + r + E r 
~1 j =l ~J 

~=1 (J~ j =1 t/J::l 
jl l jli 

(4-20) 

(4-21) 

(4-2 2 ) 

i/j 

t/J K •. 
~ 
(J t/J 

(4-23) 

Comparando (4-23) com (4-18) , que se quer provar, verifica- se 

que (4-24) deve ser uma identidade. 

/J ~ m 
t/J 

m K •. n m K •• 
r r ~~ r r ~ l~i~n (4-24) ht/Jmi = -- + 

~=1 t/J =1 o~ j =1 9S=l (J9S 
j li 

• 3 8 • 



I 
\ 

De (4-13 vem que : 

(> (> ' (/) 
K . . = m. m. 

1J 1 J 

(> (m~)2 e K .. = 
11 1 

Trocando a ordem do somat6rio em (4-24) e substituindo 

(4-2 5) e (4-26) vem: 

(m~)2 (> ~ m (> m n m.m. 
E E 1 _2:_2} ht/Jmi = {-- + E 

t/J=l (>=1 a(> j =1 a(> 
j f. i 

Observando que o somatório interno do segundo membro de 
- efetuado sôbre e J pode-se escrever : 

m (> m m~ 
{m~ 

n (> 
E ht/J mi E 1 + L m. } 

~=1 ~=1 a~ l j =1 J 

j;f. i 

ou 

• (> 
m (> m m. n (> 
E L 

1 
í: ht/Jmi = m. 

t/1=1 t/1=1 a(> j =1 J 

Tendo e m vista (4 -1 7) 
' 

(4 - 28) fica : 

m (> m m~ 
E E 1 

ht/Jmi = 
t/1=1 0=1 a (> 

(4-25) 

(4-26) 

nela 

(4-27) 

(4-27) 

(4-2 8) 

(4-29) 

(4-29) ~ iden~idade e prova que (4~24) ~ verdadeira. ApÓs a 

operação de multipl icação pelos h (> a matriz Gk foi tornada hi­

perdominante i~redutrvel. 
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H os t r a -s c q u c .1 o p c r .11~.:. o p :.1 r a torna r G. :1 1 :, l r 
r. 

min .1 :1Le ir r edu tív e l , na realidad e cor r cspondc a uma alt . r:-. t .. ·.• 

no valor dos capacit ores utilizados em pa r ale l o com os n.- ac c s-

so s . o capacito r uni tári o colocado no acesso ~ ' fo i substituí 

do de v alor 2 
A ma triz por um h~ . y ( s) - sofre isto na o com altc 

n 
ra ção alg uma . 

Do capítulo ant e rior, conf orme ( 3-1 ), (3-2 ) e 

( 3-36) sabe-se qu e 

(4-3 0) 

ou 

l~ H 
00 

y ( s) = n+m (4-31) 

N D a + sU 

e que 

Y ( s ) = V - H { D + s U } - l ~1 
n 00 O 

(4-3 2 ) 

Por outro lado sabe-se qu e ; possível ge rar atravcs de trans-

for maçÕes de congruência s apropriadas , circui tos e q~ivalentes 

sob o ponto de vista dos n-aces s os par tin do-se de Y (s). Pa n+m 
ra tal propÕ e -s e uma tr ansformação de . - . 

var~ave1s nas -tensoes , 

cri a nd o-se n o va s variáveis atra vés de combinaçÕes lineares das 

existentes . Seja T a matriz tra nsformação 

u o 
n 

T = (4-33) 

O H 

• 4 o . . . ' . 
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I 

onãe U ê a matriz identidade de dimensão n x n utili~: aàa para 
n 

não alterar as tensÕes nos n-aces so s de Y (s), e n+ rr. 

ê u ma matriz diagonal de dimensão m x m. Operando (4-33) se-

gundo - . uma congruenc1.a s~bre (4 - 31) obtêm-se : 

K ~IH 
co 

Y'+ ( s) = T Y (s) T = n m n+m 
(4-34) 

ou 

( 4-3 5) 

Observando (4 - 35) verifica-se que o efeito da congruência ê 
2 

multiplicar a coluna ~ de M por h~ , o elemento a~ por h~ e mu -

dar o capacitor a ser colocado no acesso ~ do antigo valor un1. 
2 

tãri o , conforme (4 -30) , para h ~. Conclui-se de (4-35) que , se 

H satisfizer (4-17), entao de (4-15) e (4 - 35) , identifica-se : 

K MH 
co 

G' = (4 - 36) 

HH HD H a 

Sabe-se que a congruência uti liz ada , nao modifica a matriz qua~ 

do reduzida a 
.. 

seus n-acessos • 
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Note - se que como IID 11 é ol>r i gatÕri<tmcntc dia go ­o 
n a 1 , a s r ê d c s s i n t c t i z a cJ a s n c s t c c a s o i m e d i a t o , n :i o p o s s u c t:J c o 

nexÕes resi s tivas di r etas entre os m- ac csso s , i sto é, entre os 

acessos do s cap ac itar es . Ju s tamente êste fato é o qu e caract c 

riza a s ubcl as se analisada n êste Ítem . 

4 . EXEMPLOS DE sr NTESE NO CASO IMEDIATO 

Sintetizar 

y ( s) = 
n 

1 
2 s +5s+4 

Ex emplo 1 : 

13 2 57 (-s +-s+8) 
4 4 

1 2 11 -(-s +-s+8 ) 
2 2 

1 2 11 -(-s +-s+S) 
2 2 

2 (4s +15 s +8 ) 

~ . 
que satisfaz as condiç Ões 

priedade 3)e para s = O 

necess ar1as d c F i a 1 k o \v - G e r s t 

y (O) = 
n [

2 -~ 
2 J 

(4- 37) 

(pro-

(4-3 8) 

-e hiperdominante irredutív e l (propried ade 5). 

g undo (4-6) é : 

A expansao se-

y ( s) = 
n 

13 
4 

1 
2 

1 
2 

4 

1 
s+1 

1 

1 

. 4 2 . 

1 

1 

1 2 

1 (4- 39) ---s+4 

2 4 



ldcntj 1 i cação : 

K 
00 

01 = 

13 
4 

l 
2 

1 

l 
2 

4 

4 

As matrizes residu o s t e m os s e u s el eme n tos to dos positivos c 

de ac;rdo com (4-13) p o d em ser es crit as 

[: J -~ ~-1 - ] I 
Kl = = 

-1 

[: J -~ l-1 -2 J 
K2 = = 

- 2 

A matriz !I[ 
~ 

e dada por : 

ti -J N = 
l -2 

(4-41 ) 

e U 
o 

por : 

D [: J o 
(4- 42 ) 
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T c n d o c~~ v i !i t a ( 4 - /1 O ) a ( L1 - 4 2 ) e ( 4 - 7 ) p o d c - s c c s c r e v c r G k c o -

mo : 

13 1 -1 -1 
4 2 

n 
1 

4 -1 -2 
2 I 

Gk = T (4-43 ) 

- 1 - 1 I l o 
m 

-1 -2 o 4 

n m 

Mos trou-se qu e ~ possrve l tornar Gk hip e rdominantc irredut rve L 

Para tal calcul am- se os h ~ de ( 4 -17) como segue : 

~ = 1 
n 1 

hlol E m. 
i =l l. 

n 2 
h2a2 

~ = '-' r.l . 
i =l 1 

~ = 2 

ou 

hl X l = 1 + 1 = 2 hl = 2 

h2 4 1 + 2 3 h2 
3 

X = = = 4 

Hu ltiplicando-se a coluna 1 de N por 11
1 

= 2 , a c oluna 2 de 
3 - . por h 2 = 4' operando a nalo gamente com as l1.nhas 

. d l . l' 2 4 2 a1.n a mu tlp 1.cando a
1 

por h
1 

= e a
2 

por h
2 

= 
1 e 2 d c ~~ 

9 . -T6 o o tem-se G ' 

e 

apres e nt ada em (4-44) 
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( I ) ( 2 ) ( 3 ) ( 4 ) 

l 3 l -2 3 
( l ) 4 2 4 

- l 4 -2 3 ( 2) 
2 2 

G' 1 (4 -4 4 ) 

-2 -2 4 o ( 3) 

3 3 o 9 
( 4 ) --z; -- 4 2 

Como se v e r i fica fà cilment c , G ' é hi pcrdominant e ir redut Ível . 

A op e r a ç ~o e fet u a da tro c ou o cap a citar u n itiri o d o acesso ( 3) 
2 

em (4 - 4 4 ) par a um de valor h
1 

= 4 e o do acesso (4) pa r a u~ 
2 9 ~ -v a lo r h 2 = 16 de a cord o c om (4 - 3 5 ). A par t ir d e (4 -44) ob t e m-

se a rêd e da fi gura ( 4-5). 

( 1) ( 3 ) ( 4 ) 

Fi g . ( 4 - 5 ) 

A rê de q u e r ea liza Y ( s ) é obtida c olocando - se em parale l o c o~ 
n 

os ac e ss os ( 3 ) e (4) _, cap a citar e s ap ro p r i a d o s , c omo mos t ra a 

fig u ra ( 4-6 ) • 
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Sintetizar : 

y ( s ) = 
n 

1 
s+l 

Exemplo 2 : 

- (lls+9) 

-( s+4 ) 

-(s+ S ) 

Fi g . (/1- 6) 

-( s +4) -( s +S) 

(l 6s+6) - 7 

- 7 ( 22s+l2) 

que satis faz as propri edades 3 e S . - -A ex pan sa o e : 

~1 -1 -j D 
3 

1~ y ( s ) 1 16 1 
5 n s+l 

1 o 22 7 

Identificação: 

11 -1 -1 

K = co 
-1 16 o 

-1 o 22 

• 4 6. 

(4 -45) 

(4 -46) 

( 4- 4 7) 



\ 

K = 
v 

r--

2 

3 

14 I_ 

3 

5 

7 1~ 
Obs erv e -s e que K é de ra nk 2 e deve ser partido na soma de v 
duas ma triz es de rctnk 1. O proc ess o p ara t a l é apresentado no 

Apêndice B. 

2 3 4 o o o 

K = K + K 3 
9 6 + o 1 1 = 2 2 v v l v2 

4 6 8 o 1 2 

-12 -12 3 4 

3 
12. nl 

K = 
Vl 12 

4 
.f2 

1 o o - - - 12 
1 12 I 

K = 
v2 12 

-12 

entao 

- 12 o 

H 
_ _L 1 (4-48) = 
/2 /2 
4 -12 
12 

• 4 7 • 



De (l,-47) a ( 4-49) e ( 4-7) 

11 -1 -1 -/2 

o 3 
-72 - 1 16 

22 
lt 

-72. -1 o 
- -

-/2 3 4 1 

fi 12 

o 1 -12 o 
12 

Para tornar Gk hiperdomin an t e i rr cd utiv c 1: 

Dond e 

h X 1 = /2 + l_ + 4 
1 12 /2 

= o + 1 + 12 
12 

• 4 8 • 

o 
1 

-72 

-/2 
---

o 

1 

n 

m 

9 

12 

3 

/2 

(4- Lt 9 ) 

(4-50 ) 



( 1 ) ( 2 ) ( 3 ) ( ,, ) ( 5 ) 

11 -1 -1 -9 o ( l ) 

-1 lú o 27 3 
( 2) 2 2 

-1 o 22 -1 8 - 3 ( 3) 
G' - - j- ~ (4 -51) 

- 9 2 7 -1 8 I 
8 1 o (I;) --y 2 

o 3 
-3 I o 9 ( 5 ) 

2 2 

Os c .:tpacitorcs -no vos s a o : 

( " ) c 2 81 No a c esso = h1 2 

( 5 ) 2 9 No a ce s so c = h2 = 2 

Re a liz a nd o (4-51 ) e c ol o ca ndo- se os capacitares , obtêm - se a r ê 

de qu e realiz a Y ( s ) a prese nt a do na f i gur a (4 - 7) . n 

3 

1 /3 
0- - -----·--- ... ----·,---- . --- ·----y-·_;\/v~ 

1 / 9 
o------t- 1\fv -

1 
I r-A'~ 
o---Vv-+- -

2/ 3 8 1/ 2 

I 

I 
I 

2 

___ j 

fj g . (4 - 7) 

• 4 9 . 
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O b s c r v e- s c: q u c .1 s r ~· ..: < •• d o s c x c m p l o s (' .• 'l 

fcrmc se havia dito, não po ss u et'l conexocs rcsistiva s dir, t:l~ . -

entre os capacitares . Todos os ca mi nhos qu e levam de um capa· 

c i t o r a o u t r o p a s s a m p o r um nÓ i n t c r me o i á r i o q u e é a c c s s o d ,1 

matriz Y. (s) . 
n 

5 • SÍNTES~ DO CASO GERAL 

Passa-se a gora a est a belecer condiçÕes pa r a qu e 

uma matriz admitância Y ( s ), com p- polos , correspondente a u m<~ 
n 

r ê d c RC de o-aces sos , suposta sem pelos privados e satisfaze n -

do as propri edades 3 e 5 pertença à cl asse definida em (1) . 

Comparando c om o ca so imediato , jR desenvolvi do 

nota-se q u e a exigência de ma tri z es rcsiduo ~ com 
\) 

positivos ou nulo s fo i retirada. Permite-se agora 

elemen to s 

matri ze s 

K em qu e apareçam el eme ntos ncsativos . Vcrifi c~r-se-i que 
\) 

quando for êste o caso , a rêde sintetizada conteri con e xÕes r e 

sistivas d iret as en tr e os capacita r es . Se a matriz Y (s) 
11 

for 

sint et iz ivel por u ma rêdc pertencente ã cl asse , a p ro priedade 

6 garant e pa ra es t a r ê de a ex istên cia da matri z c on d ut i nci a G 

cuja forma , con fo r me ( 4 - 5 ) e : 

~11 "1j n 

G = (4 - 52) 

12 8 22 m 

n m 

onde : 

s 11 e n x n e hipcrd o m i n~ ntc , -B12 e n x m c tem o s e le me n tos ne 

r,.:t ~ ivos o u nulos , n2 2 é m x m c llipc rdominant e , G é hipcrdomi ­

nantc irr ed ut ivcl , n sã o os ace ssos de Y (s) em o n~mcr o de 
n 

. 50 . 



c a p <J c itorcs . S c j é! m C 
1 

, . .. , C ..t , • • • , c; {I s ,., c a p .:1 c i t o r c ~; .: a r c .: ~ i 
'(.J 1.1 

Z .1 C .:l 0 
> 

d c Y ( s ) . E s c r c v c - s c C , um a m .1 t d 7. d i a g o n a 1 , t ·li q u ~· : 
n 

~ ol c 
]) c_ m 

n m 

on de 

De = dia g . cc
1

, ... ,c~, ... ,c) 
Til 

(4 -54) 

SeJ·a Y ( s ) uma matr iz de ( n+m)-aces so s obtida co m a coloc a -. n+m 
çao dos c apacita res c

1
, . .. , c.~ , ... , C em pa ral e lo co m os a ces-

VJ rn 
sos 1, . . . , ~ , . .. , m de G, ent ~o : 

13
1 1 ]; 12 o o 

y ( s ) = + s n+ m ( 4-5 5) 

r.1 2 B2 2 

A r ed ução de Y ( s) a s e us n-accssos r e nroduz , e vi de nt emente , 
n+m ' 

y ( s) • 
n 

Logo 

(4-56) 

Proposição: 

Exi st e uma m2 tri z ~ ( s) n+ m 
( n+m ) - ace s s o s , -a n a 

1 o g a a Y ( s ) , c u j a r c d u ç ã o a s e u s n - ~ c c s s '-' ~' c o n d u z a 1· e s u 1 t a 
n+ ra 

J o i d ê n t i c o a o d e ( 4 - 5 6 ) , p o r é m n a q u a 1 o s '- ; 1 1> a c i t o r c s s a o t o -
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dos unitários. Sua matriz condut ância G, te m a mesma distri-

b u i ç ã o d c s i n a i s cl c G , m a s n ã o é t:t a i s o b r i g a t Õ r i a w c n t: c h i p e r d ~ 

mi nant c irr~dutÍvc1 . 

Prova : 

Co nsi der e -se a matriz ge r a da por uma tr ansfo r m! 

ção de con g ruência , obtida através 

de ( 4 - 57 ), operando sô bre Y (s) . n+ m 

da matr iz trans formaçã o 

A red uç ã o des ta ma triz 

T 

seus n-acessos con d uz a Y ( s ) . 
n 

onde 

T = 

D­
C 

n m 

= di ag . 

n 

m 

1 1 1 
< ~ ' • • • ' 7t~ ' · · · ' ......,__.;c ) 

I 1 I rP l1l 

-Ve ri f i ca - se a s eguir que esta matriz e 9. (s ) . n +m 

T Y ( s ) T = n+m 

ou 

9. n+m(s) ::: e + s 

o 

o 

o n 1 1 
= 

u 8
1 2 

. 52 . 

o o 

+ s 

o u 

~~J ~ d + s 

" 22 

(4-5 8 ) 

( 4 - 60) 



o nd (' 

Êll = 13
11' 

dimensão n X n 

Êl2 Bl2°C ' diracnsão 11 X m (4 - 61) 

Ê22 = 0 cB22°C ' dimensão m X m 

Obs e rv a n do G e e, c onclui- se q u e ambas tem a 

mesma distribuiç ão d e sinais, uma vez que D e~ uma ma triz di a ­

gonal de ele mento s positivos. ~ o caso ge ra l e n a o ser~ h ipe r ­

dominante irredut[vel, não podendo por isso ser realizada den-

tro d a classe qu e int e res sa , a nao ser quand o Y (s), p ertencen 
n -

t e i class e , nec e ssit a r s;mente capacitar es unit~rio s pa ra su a 

realização. A for ma (4-60) seri utilizada para anili sc do ca­

so gera l dada a facili da de que apresenta a matriz unit~ria do s 

capacitares . Pode-se trabalhar ap e nas c om sua matriz condut~n 

cia , e. Para a re a liz ação f in a l . da r~ d e a pa ss ag e m de G par ~ 

G deve ser efetuada. Es ta o pe raçao corr es pond e , s i ~?le soent e, 

a torrtar e hiper d ominant e irredut[ve l, num processo to taloent c 

an~ l ogo ~quel e efetua do no caso i oediato . 

Dada a matriz Y ( s) mostra-s e a s eguir 
n 

matr i z e pode s er obtida . 

c o o o 

-Consider e - se a e xpansao de Y (s) na f o r ~a (4- 6 ) 
n 

c dela obt i da a matriz Gk c omo em (4 - 7), e ntao : 

(4 - 62 ) 

ond e , a gora , M ~ constituída po r e le me nt os s1na1s q ua i squ er 

po de ndo incluir e lement o s nulo s . S u p o n il a a p l i c a d a a Y ,_ ( s ) 
" 

transformaç~o de c ongru ~ ncia T que gera a class e g eral de ma-

tr izes Y e quivalente a Yk(s) 

• 5 3 • 
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cn t ao : 

[ :J 
n 

T = (/1 -63 ) 

.,, 
n lt) 

-onde as dimensÕe s de U, O, Y e X s a o a p r e s c n t ~ d a s 0. r-1 ( l, - G 3 ) 

O ~ una ma triz nula . Operando, obt~m-sc : 

00 o 
Y l ( s) =TY k ( s) T = L 

+Y:tH!Y+YD Y 

o nd e : 

e 

-
X>! + XD Y o 

L 
+Y:Í+HY+YD Y 

00 o 

XH + XD Y 
o 

:X+
1

.JYD :Xl 
o A _I 
l/1 n 

n 

~-·IX+YD 0X1 
X D X 

G 

n 

+ s 

( 4- 65) 

(4-66) 

Por construçao, Y1 (s) ~ equivalente a Yn(s) quando reduzida a 

seus n-ac es sos. Se c
1 

fo r realizável, a rêde n e ces si tará de 

um núme ro mÍnimo de (n+ I,'J+l) nó s . :·ta s se Y (s) per tencer a 
n 

classe estudada , pe la p ro priedade 7 , exis t e un a r~ dc equivale~ 

te que usa soment e (n+m+l) nó s . Conclu i-se entio que se l/1 = m, 

a matriz de congruênci a T ai.n da g e ra a cl<:~ sse ge ral das rêdes 

estud a da s , desde qu e Y (s ) p c rt a n ~ a a ela . Is to n , 
-c , a or dem 

da mat riz quadrad ~ X ~ i g ual ao núme ro m í ni ~o de cop ac it ores 

necessári os i realizaç;o Jc Y (s), ob ti do segundo (3 - 23) . Po r 
n 

outro lad o , se Yn(s) pertence i cla s s e cn t ~ o c1 pod e ser o b t i -

• 54 . 



\ 

da com a forma de C em (4-53), ou seja , a tr d n s formaçio T n~n-

da ê gera l para a classe se Y = O. Se Y f O a realizaçio ob t i 

da cairi a forçosamente fora da classe prcrosta . pode 

ser escrita a partir de (4-64) e das con s ideraçÕes acima ,c omo: 

+ s (4-67) 

onde 

n 

(4-6 8) 

m 

n 

e 

(4 - 69) 

.. 

Proposição: 

Dadas as seguintes condiçÕes: 

a) - X ê ortogonal, 

b) - MX ê uma matriz de e lement os negativos ou 
n ulos, 

c) - XD
0

X ê uma ma tr i z com diagonal de eleme n -

tos p os itivos e elementos fora da diagonal negat ivos ou nulos , 

se for po ss Ív e l encontrar X satisfazendo (a),(b) e (c) e possf 

vel tornar G
1 

hiperdominante irr edutíve l e, portanto, identifi 
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cãvcl cor.~ ê . 

Prov a : 

Seja aplicada sÔbrc c
1 

a transformação de con -
- . gr ucnc1a T de ( 4-70) 

onde 

cn tao: 

n 

T = 
m 

n m 

H= H = diag .( h
1

, •. . ,hr6, ... , hm ) 

G = TG T 
00 

[

K 

1 = xi-i 
HXH] 

HXD XI! 
(J 

(4-7 0) 

(4-71) 

(4-72 ) 

Seja 1 uma matriz de uma coluna e q linh as com tod os os ele­
q 

mc nto s unitirios e I uma matriz de uma l inha e p colunas co ~ 
p 

todos os elementos unitirio s . Ent~o : 

I MXH (4 -73 ) 
n 

• 56 . . . 



e uma m a tri ~ d e uma linha e m c o lunas on d e o ele::lCnto 1/J 

( r/J = 1 , • • • , 1.1 ) r e p r c s e n t a a s o m :1 d a c o 1 u n o 0 d e H X li , c 

é uma matriz de uma li n i1a e m colunas onde o eleme n to t/J repre­

senta a soma da colun a 0 de !IXD Xli . Escolhendo H tal que 
a 

( 4- 73) se j a igual ao n e gativo de (4-74) sarante-s e qu e a so ma 

do s e lemento s d a colun a 0 de (4 - 72) seja nula . Lo go , 

1 NXIl ;:: -1 HXD XH n m a ( 4 -75) 

De (4-75), obtém-se 

H = -T HD - lX 
n a (4-76) 

onde 

H = 1 ll l~_l h z •.. . , h 0 , . .. , hm r m 
( 4 -7 7). 

é uma matriz de di mensio 1 x m. Se H for es col hido de acÔ r do 

com ( 4- 76), imp l ica em (4-72) se r hiperdominante irred u t f v e l . P~ 

r a tal res t a provar que a soma de cada coluna j de (4 - 72 ) -e 

nula , o u o que é equival en te, a soma de cada linha i ~ 

Novamente , 

K 1 
co n 

é uma ma triz d e uma c o luna e n li nhas em que o eleme n to 

so ma dos elementos da linha i de K 
00 

e 

HXH 1 
m 

• 5 7 • .. 

nula . 

( 4-78) 

-~ e a 

c:. -7 9 ) 



I 

é uma matriz de uma coluna e n linhas em q.tc o e l emento i ' é a 

soma dos elementos de linha 1 de MXH. Para a hiperdomin~nciai~ 

redutível de G
1 

deve-se ter a igualdade d e (4-78) com o negati­

vo de (4-79). 

K 1 = -MXH 1 
00 n m 

I 

(4 - 80) 

/mas 

I H 1 = Ti 
m 

(4 - 81) 

levando (4-81) e . (4 - 76) em (4 - 80 ), vem que 

K 1 oo n 
- 1 = HD H 1 a n 

(4-82) 

ou 

ri( - HD - 1~~ 1 = O l::oo a ~ n 
(4 - 83) 

Tendo em vista (3-37)' (4 - 83) fica: 

• Y (O) 1 = O 
n n 

(4 - 84) 

Como por hipÓtese Y (O) satisfaz a propriedade 5 (é hiperdomi -
n 

nante irredutível) , segu e -se que (4-84) ê verdadeira. Portanto, 

para tornar c
1 

hiperdominante irredutível deve-se aplicar a co~ 

g r uência definida por (4-70), cou ~calculado s eg undo (4-76). 

A' congruência (4 - 72) alterou os capacitares de Y
1

(s) de unitá­

r i o s para: 

= (4 - 85) 
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De 

( {J 

do 

(l.- 85 ) ver i f i ca -s e que o cap.:1ciL o r unitário 

= l , ... , m) foi subs tituj Jo por um capaci tar 

por (4-7 6) . De ( 4-85) 

D = II
2 

c 

c (4 -54 ) conclui -se 

do acesso I 
' 

') 

de v alor h~ , I ! 

e de ( 4-60) c (4-67) com as r estr iç Ões (a ) , ( b) e ( c) que 

fi ll = K 
co 

Ê l 2 = HX ( 4-86 ) 

fi22 = XD X 
o 

Tendo em vist a (4 - 86) ~ possrvel esc r ever H de (4-76) como 

= - T 
n 

Resum i ndo a solução do caso geral pode - se dizer 

qu e ela con s iste em : obter a ma tri z apresen tad a por Kinariwala 

conf o r me ( 3- 36 ) e e ncontra r, se possrvel , a ma triz X sa ti sfaze n 

do (a), ( b ) e (c). Obtém-se , a segui r , G1 conforme ( 4- 68 ) . Cal:_ 

cula - se H de ( 4-76) ou (4- 87), torn a -s e G
1

hiper d om inante irr e -

· dutível e co l o c am-se o s capacitorcs dados por ( 4-85 ) e m paral~ 

lo com os m-aces so s de G1 . Acr esce ntam- se os po los · privados , 

se ho uv er , e obtém-se nos n- at.:t:ss)s a matriz y ( s ) . 
n 

-A e ta pa ma i s tr aba lhosa do p roc ess o e a obt en-

çao de X. Pa r a o c a s o de matrizes O com a dis tin tos,obtém-se a 
um sistema d e m

2 
inc6 &n itas (os ele me n tos d~ X) , ( m2+m)/2 eq u~ 

- 2 -çoes d a or to gq nalidade de X , (n - m)/2 i nc c·t l;lC'OC S de XD X c 
a 

( m x n) in equaçÕe s dos el c:nc.1t 0s .. ~c :-rx . ;•.·:··t ~.l 0 uns a i dênti -

c o s , o n Ú m c r o de r e s t r i ç Õ e s ii:. p o .5 ~ ... _ ~o r XD :\ Jim inue . 
a 

No c a-

so extr emo de t odos os a i guais ela n3 o p Õe r estrição ad ic io ­

n a l alguma . 
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trizes, 

~o Ap~ndice D, ~ apresentada uma classe de ma­
l 6 

proposta por A.J . Sch ncider que satisf3zem se mpre (a ) e 

(c).· Quando esta classe for empregada como possivel 

de ve-se apenas obrigar a verificaç ão da condição (b) . 

solução , 

A ma -

triz propost a por Schneide r ~ sempre so lução para ma tr i~es X 

de ordem 2 por 2, como se mostra no Ap~ndice D. 

6 • EXEMPLOS DO CASO GE RA L 

Exemplo 1 : 

Sintetizar 

(s 2 9 !) + -s + 
1 5 5 

y ( s) = n 2 
3s 2 s + + 

l 1 ( -s 
5 5 

que satisf az as prop r iedades 3 e 5, 

Expa ndindo Y (s), obt~m-se : 
n 

1 o 
y = -

n 

o 1 
5 

Ident ificando 

1 --s+l 

(J = 1 
l 

3 
5 

l 
5 

1 
5 

-
1 

15 

(J = 2 
2 

• 6 o. 

1 --s+2 

2 

3 
5 

l 
5 

1 --
5 

+ 7 TIS + 1 
-) 
5 

1 
5 

l 
15 

(4-88) 

(4-89) 

(4-90) 

. ' 



3 1 /3 1_1"3 -)~i 5 ) -i5 15 
Kl = :: 

1 1 /f 
5 TI -m 

3 1 13 ,-7, 
' Ir 

5 5 - /s- + ;rsl 
K = = 2 

l l \tr• 
5 1 5 + / f.5 

entao 13 13 
-5 -1) 

H = (4 -91 ) 

\tl /1 m +/15 

D = ~ :] (4 -9 2 ) 
a 

De (4 - 90) ' ( 4-91) e (4-92) 

1 o 13 13 
-15 -rs 

o 1 \f1 +11 
5 

I 
- / 15 / 1 5 

. Gk = --- 1 
( 4-9 3) 

/3 11 
- 15 - /15 I 1 o 
13 11 I o 2 - 15 +m 

Se j a X, conforme o Apê ndice D , dado por: 
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Ap li cando sÔbre 

[os o scn 

X -

scn e c os 

O~ O ~ TI / 2 

- . G a 
k 

con g ru c nc~ a 

T = 

- ., 

;J ( ,, - ') !~ ) 

dada por T , onde 

( 4-9 5 ) 

deve-se obter e. Par a tal só dev e rá ainda ser satisfe i ta a 

con d i çã o (b) par a X . E em função desta restrição que se calcu 

la em q u e inte r valos de 8 há so l ução . Então, 

se n e -cos e - (sen 8+co s e ) 

i-! X (4 - 96) 

-i ( se n 8 +c os e ) 

e 8 d eve ser tal q ue os e l ement os de ~X se j am ne ga tivos ou nu­

los. Para ês te c a s o é f á cil v er qu e a Única solução se ve r ifi 
o ./2 

ca par a e = 45 , o nde se n a = cos o =:z . 

s ubstituindo , t e m-s e : 

o .,!"b -rs 
NX (4-97) . 

16 I 5 o 
3 

entao , 

1 -1 1 o 1 1 
3 1 

1 
2 2 

XD X 2 = 
o 1 3 

1 1 o 2 -1 . 1 2 2 

( 4- 98) 

. ' 
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1\ matriz c -c , 

I 16 1 o I o 75 

o l I _!6 I 5 o 5 3 
G = -- -+- (l,-99) 

o - /6(5 1 3 l 
3-

I 
2 2 

16 1 3 
75 o I 2 2 

Para torná-l a hipcrdo minante irredutÍvel us a-se a matr iz 11 da ­

da por (4- 8 7) na transformaç~o de congr u~ncia efet uada pela ma 

triz de (4-70 ) . 

De (4-87 ) 

H = - 1 13 12 
g -1 

n 22 

ou 

= -1 
n 

o 16 -rs 

1675 - -3- o 

5 .(6 
6 ;s-j 

Então de (4-71) , (4-77) e (4-1 00 ) 

1 /6 o 
2 75 

H c 

o 5 l6 
6 7) 

3 1 -1 
2 2 

1 3 
2 2 

(4-100 ) 

( 4-101) 

Operando (4-70) c om os val;res dados por (4-1 0 1) s~bre G,obti~ 

se : 
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( j ) I ( 2) ( 3) ( lj ) 

1 o o -1 ( i ) 

o 1 1 o ( 2 ) 
-~ 5 j_ 5 G = TGT = -- (l,-102) 

o 1 I 9 1 
( 3) 

5 2õ 4 

I 1 5 -1 o 
l, 4 ( ~ ) 

Verifica-se que c -e hiperdominante irre dutível e esta realiz a -

da n a fi g ura (4-8) . 

( 1) ( 4 ) ( 3 ) ( 2) 

o~----------~~----------~1~----·------o 
Fig . ( 4- 8 ) 

Os valôres dos capacitares -sao: 

No ( 3) : cl h2 - ( 1 16) 2 3 acesso = - 275 = 
i O 1 

No ( '+ ) : c2 h2 -(5 16)2 5 acesso = - 6 75' = 6 2 

A rid e que realiza Y (s) esta a prese nt ada na fi gu ra (4-9) . 
n 
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Sintetizar 

y ( s) = 
n 

1 

que satisfaz as 

Fi g . ( 4 - 9 ) 

Exe mplo 2 : 

2 11 3 ( 2s +-s +-) 
2 2 

1 3 -(-s+-) 
2 2 

propri e dad e s 3 e 

1 3 -(-s+-) 2 2 

2 3 
(s + 3s+2) 

5 • 

Expandindo y ( s) , obtém-s e : n 

2 o 4 2 1 

1 3 3 1 6 
y ( s) = - --n s+1 

2 1 5 
l o 1 

s+-
2 --

3 3 6 

Identif icando: 

• 6 5 • 

( 4-1 03) 

1 
G 

( 4-1 04 ) 
1 
6 



K = [: J (4 - 105) 
co 

4 2 -2/173 l-2/173 -/1731 3 3 

K1 = 
2 1 -lf73 
3 3 

1 1 -,!f76 [-li76 +lf761 
6" -6 

K = = 2 
1 l +/176 
6 6 

a l = l 0"2 
5 = 2 

Ent ã o: 

·Cnn -, M (4 - 10 6 ) 

- /173 +lfT6 
e 

D 
(j 

= c ~ (4- 107) 

Donde , 
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2 o I -21m -/f/6" 
o 1 I -lf73 +\rm 

Gk = ~ (4-1 08 ) 

-2/ITI -1173 1 o 
-lf76 +IITG o sI 2 

Usando pa r a X a matriz ( 4-94) e aplic a ndo a restriç ã o ( b) ' ob-

t em-se : 

-2/ffi cos e+/176 sen O~ O (i) 

-211!3 sen e - 1176 cos a~o ( i i) 

- II73 cos e - /176 sen O ~O (iii) 

- 1173 sen8+/I76 c os 8 ~0 (i v) 

(i i) e (iii)' val em para qualquer o e n tre zero e n/2 . De (i) 

tg 8~ 2 /2 (4-1 09) 

de (i v) 

tg8 ~1/12 (4-110) 

De (4 - 109) e (4-110) conclui-se que as possíveis soluçÕes do 

problema s ão o b tidas para 8 restrito conforme (4-111) 

(4-111) 
o~e~n/2 

Resolve - se , como exemplo, para os limites de (4-111) 

Caso 1: tg 8 = 1/12 

• 6 7 • . . 



r//3 1/llJ X = 
1/ 13 /2//3 

( 4 - 11 2 ) 

Caso 2: tg 8 = 212 

['3 2fi/J X -

2/2/3 1/ 3 

(4-11 3) 

Para o caso 1, u s ando-se a transformaçã o de co ng ruê ncia dada 

por (4-95 ), obtim-se, 

2 o -12/2 -1 

o 1 -/2/2 o 
G1 = - - j- - - - (4-114) 

-12/ 2 -12/2 

-1 o 

'E tr a n sfo r mação (4-70) com 11 dad o 

minante irredutível . De (4-87), 

-r /2 -1 ... -1 
H = B12 8 22 - 1 n n 

12/2 

o u 

H = j/2 li 

en t ao 

H 

. 68 . 

I 3/2 - / 2/2 

l -12!2 2 

por (4-87), torna Gl hiperd~ 

J c/2 
o -12/2 

-12/J -1 

(4-11 5) 

~l'f~'m 
er 'C ..-E C 



Usan do ( 4-11 5 ) em (4 - 70) c ap li cando sÔbre G 1, obtém-se , confo!_ 

me (L.-72) ; 

( 1 ) ( 2) ( 3 ) ( '•) 

2 o -1 -1 ( 1 ) 

o 1 -1 o ( 2 ) 

TG T - - - t- (4-116 ) 
1 

-1 -1 I 3 -1 ( 3) 

-1 o -1 2 ( 4 ) 

(4-11 6) ~ u ma mat riz hi pe r dom in ante irredutfvel . Real izando- a 

e colocando - se no acesso (3) o capacitor c
1

=hi=2 c no acesso(4) 

o cap~citor c 2 =h ~=l , o bt~m-se uma r~de q ue re aliza Yn (s) con ­

for me a figur a (4 -10 ) . 

l 

( 1) lT 
------------~-------~ 

2 ( 2) 

Fig . ( 4-1 0) 

Para o caso 2, obtém- se, anã lo gamen t e : 

• 6 9. . ' 



Então 

e 

• 

No acesso ( 3) 

No acesso (4) 

\ 
I 

2 o o 
o 1 

I 
- 1 I í'S 

_I 
G1 --- -

o -1/-13 I 7/3 

-3/16 -1//6" I -12/3 

-3//6l 

-1/~ 
17/3 
tni3 

-12!~ -1 

7/J 
H = jl//3 4/161 

H =e~) 4~J 
(U ( 2) ( 3) 

2 o o 
o 1 -1/3 

TG1T = - -+- --
o -1/3 I 7/9 

- 2 -2/3 - 4/9 

c 1 = h2 = 1/3 1 

c2 
2· 8/3 = h = 
2 

• 70. 

( 4) 

-2 

-2/3 

--
-4/9 

28/9 

-3/~ 

-1//6 

- - - (4-117) 

-/2/3 

7/6 

(4 - 118) 

( 1 ) 

( 2) 

(3) 

(4) 



:\ [ i g u r<! ( !, -- 1 1 ) mo s t r <1 .:1 r e .:1 l j z .J..; ,! ' • ( s ) p a r a o 1 • .: s ~_, !. . 
n 

3 / 2 

1 I 2 I --- ;-i ;--- 1\jV - ; -----1 
~\;~~ -A.J\r ~- 1\/V -o 

( l) 8/3 1/3 (2 ) 

I 
0---------- ----------------~------------~ 

Fi g . ( 4-11 ) 

Obse rv e - se que pa ra o c aso 1 a capaci t â ncia t o-

t al val e 

CT l = 1+ 2 = 3 

e p a ra o caso 2 e la v a l e 

CT 2 
1 8 

3 = -+-
3 3 

is to -e 

CTl = CT2 = c . ( CTmin ) Tm1.n LI 

. 71. 
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I 
I 

\ 
I 

v C O ~ C L U S Ô E S 

O trabalho &p r es e n~ou como r esultado a ~ 

s~ntese 

de uma class e de r~des RC com capacitincia tot al mÍnima e o nG 

mero mÍnimo de capacitares, concctaàos ao termi~al comum dos 

n-acessos. O processo de sÍntese baseia-se no desenvolvimento 

da matriz admitância da r~de pelo método de Kinarivala . Reco -

nhece-se, 

síntese. 

condiçÕes . 

a partir d~ste desenvolvimento , um caso imedi ato de 

Para as r~des realizáveis na configuração proposta , 

necessárias e suficientes são apresentadas, para a 

síntese do caso geral. A primeira vantagem, decorrente do mé -

todo e da estrutura topológica da r ~de RC, e a de utiliz ar ma­

trizes com ~nversa de exist~ncia garantida por construção.Além 

desta, o proc esso difere de outro s também baseados em congru­

enc~a , por não necessitar a exist~ncia de árvores para cada 

tipo de elementos. 18 

Dentre os problemas surgidos na evolução da pe~ 

quisa deve-se realçar o daexist~ncia da matriz X preenchendo­

os requisitos de sufici~ncia para a realização da r~de. Esta 

questão, relaciona-se intimamente com o desenvolvimento de um 

teste que aplicado a uma matriz admitância permita , a 

v~rificar a necessidade de existirem capacitares sem 

priori, 

conexao 

ao terminal comum , na sua realização . Talvez seja possível r~ 

!acionar esta condição à distribuição de sinais nos elementos 

das mat r izes resÍduos , obtidas da decomposição da matriz admi-
• 

tância. Constatada a dificuldade na resolução do Ítem propos-

to, um caminho paralelo seria o da pesquisa direta da matriz X 

com base nas condiçÕes suficientes que ela deve obedecer, pro-

vàvelmente po r um processo de computaçao . A êstes problemas, , 

somam-se os já mencionados na introdução, decorrentes da prÓ­

pria conceitua ção do tipo de r~des RC em questão. A exist~ncia 

de uma capacitância total mínima e a de um mÍni mo para a fun­

ção custo, descrita na introdução, preocupam os p~squisadores. 
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Um scgui ncnto imediato ao trabal ho , talvez nao o de f initivo 

se r1. a a procu ra de um processo mediante o qual SC' ; arantiri<: 

a r ealiz aç;o da r~dc na s condiç;cs est i pul adas , r est ri ng ind o 

simu lt finc amcn te o valor m~ximo do maio r dos re sis t orcs , a uc 

limit e compatível com as técnicas de int cgraç~o . Po r outro 

l ado , j ustifica-se a es t a al t u ra uma scquência d e pesçuisas 

visan d o ap r oveitar ao mixi mo a topol og ia destas r~dcs en ml.­

croe l etr~nica. A ~s t e estudo corrcsponderia , no plano tc6ri­

c o , a p e s q u i s a d e um a d e c o m p o s i ç ã o d c um s i s t c 1:1 :1 g e r a 1 em p c -

queno s blocos RC do ti po es tudado e outro s blo c os caracter í s­

ticos de inter~sse d o proje ti s ta. 

f v~lido me nc1.ona r algumas técn icas utili za da s 

para tentar a solução do problema de síntese e que por pa rti­

cularid ades não trouxeram contr i buiçÕes. I ni cialmente o pro­

t e sso proposto por Ce der ba urn 3 qu e consi ste na d cco~posição ~ 

nica da ma triz, e m ura trÍplice produto ::t<ttrici.:ll d o tipo 

onde D é a ma tri i d iagona l das condutincia s dos elo s e A 

AD;,, 
, 
c 

uma mat r iz unimodular que re f l e te as r elaçÕes de i n cic~nci c 

no g r afo da r ide . O inconvenien t e encontr ado r e laciona-se coe 

a liberd ade de conexÕes resistivas en t r e os conjun t os d e ace s 

sos n em e entre o pr6prio conjunto m. Ap6s , o p roc e sso d e 

a umento de um n6 na ma triz Gk , baseado no n6 to do de Guille­

mi n4, t en tando fazer o ca so g eral r ecai r no caso ·i::1eciato, 

não surtiu e feito , porque sendo G1• não r e ali z á ve l , o seu au-
·'" 

mente obtido pe la soma de ma triz de -~an ~ 1, não po d e gerar 

uma matriz aumentada, realizáve l, co rn a forma r eq u e r ida 

o caso imediato. 

par a 

A pes q ui sa e f e tua da nao e nc e rr ou o assun t o: 

mostrando vário s novos pontos de ata a u c . , L: r.<; apre se :1 to u r c s u : 

t a d o s p a r c 1. a 1. s q u e s e e s p e r a , c o n t r i ;; u ~: . . p <l r 3 c d c s t:! n v o l v i m e ~ 

to da area . 
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I\ P [ N O J C C ,\ 

FÓr mul a para ca lcul a r a 

ma da r eal i zaç ~o de uma impcdi n cia RC. 

tota l 
... . 

m 1 n1 

De s env olvendo z ( s) de ( 2 - 9 ) pe l a 2! forma de 

Foster vem : 

1 y ( s) = ;($) = 

onde 

e 

ou 

b 
_j) 

s r+ ..• + b l s + b o 

a 
p 

s + ••• +a
1

s + a
0 p 

K = lim y ( s ) 
o 

c . 
Tm ln 

CT . mln 

s-+o 

= 

p F 2 
E C 

v=l v 

K 
v 

(J 
v 

• 7 4 . 

= 

= 

K 
o 

b 
o 

a 
o 

p 
+ L: 

v=l 

!( s v - -- ( a - 1) 
s+ a v 

(a -2 ) 

( a - 3 ) 

( a - 4) 

(a-5) 



p K s b sp + .. , +IJ S+ lJ IJ 
E v ) 1 o o 

v == 1 
s +a p a 

\) a s + ... +a
1

s +a
0 

o p 

p K s (ab-a b )s P+ .. . +( a b
1
-a

1
b )s 

v op po o . o r. == 
s+a p 2 V==l \) a a s + ... +a a

1
s+ a 

o p o o 

a b -a b a b -a b 
(~--2~) p+ +( o 1 1 o) 

K 2 s . . . 2 s p s a a 
E 

\) o o 
s+a 

v==l v a a
1 --..E.s P + . .. +- · s + 1 

a a o o 

Des e nvolvendo o primei ro membro d e ( a - S ) temos : 

p 
E 

\!=1 

K s K s 
= __ l __ + .•• + _E__ = 

s+ a s+ a 
1 p 

p 

P P < ) p-1 c, . rr E K s + coef. s + ... + K J= l aj ) s 
v==l v v ii= v 
~--------------------~------~·~ = 

sP+ ••• + fl 
j==l 

a. 
J 

p 
K rr 

K Vj=l 

:: 

a. 
J 

~ \) p p -1 jt\J s +(coef.) s + ... +c --~~---)s 
p 
na. 

'= 1J 

p v==l 

= 1 p ---s + •••• +1 
p 
na. 

j = 1 J 

• 7 5 . 

H a. 
j =1 J 

(a- 6 ) 

( a - 7) 

( a- S ) 

(a-9) 

. ' 



C o m p a r c - s c ( a - 9 ) c o m ( a - 8 ) . P e 1 a i g u a l d a d e d o s c o e f i c i c n t e s v c 1:1 

p 
í: 

v= l 

l ' ' v 

p 
n cr . 

j = 1 J 
j#v 
p 
n o . 

j-1 J 

Co mparando ( a -1 0 ) com (a - S ) conclui -s e 

c . 
Trn 1n 

• 7 6 • 

( a- 1 0 ) 

(a-1 1) 
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A P f N D I C E B 

Processo pa ra deco mpor uma ma triz sim~trica ~e 

r ank r na sorna de r matrizes de . rank l . 

O proces so , descrito a seg uir , foi proposto po r 

E C 
• 1 7 

D. Jasson e .c. Jla lk~as. 

Seja K , con forme ( b- l) , uma matriz s i r.1é tric a ce 
d i me nsio n x n e rank r. 

Kll Kl2 Kl3'""" , Kln 

K12 K22 K23' " ""' K2 n 

K = Kl3 K23 ( b - 1 ) 

K K2 n .......... ; K 
ln nn 

Seja M, uma matriz co lun a de dimensio n x 1 t~ l que K 'd e fini ~o 

em (b-2), 

K' = 1 MlMl 

tenha a primeira linha (coluna) id ~nt ic a a K. En t~o: 

~1 
K12/~l 

Kl3/~l 

(b-:::) 

(b- 3 ) 

Observe-se que M
1 

foi obti do a partir da co luna 1 de K. O el e ­

mento 1 de M
1 

é a raiz quadrada do elemento 11 de K, e os de -
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- a ma i s elementos de M1 s a o os respe c tivos e l eme nto s d a 1 - c olu na 

d e K, di v i did os pela raiz do el e me nto 11. Subtr a in do K' de K, 

o b t ê 1:1- s c K 
1 

. 

K-K' 
1 

o 

º"-.! ·~· ~·Q 

( b -4 ) 

onde K1 tem a pri me i ra c oluna (linha ) nul a , os el e men tos da 
-dia gonal são positivos porque s a o formados dos d e t erm inant e s 

principais de or dem 2 da matriz K e cujo rank ~ (r- 1 ). Seja 

M2 uma matriz coluna d e dimensão n x 1 tal qu e K; def inido por 

(b-5) 

K' = 
2 

(b- 5 ) 

tenha a segunda colun a (linh a) -i g u a l a s eg un da co l una (linha) 

O processo de o b t e nção de M2 e a nilogo a o d e M
1

. R e p~ 

te-se para M2 a segunda coluna de K1 , extrai-s e a r a iz do e le 

menta 22 e divide-se os demais el enentos pela r aiz do el e ment o 

22 . Note que o 19 elemento de M ~ zero. 
2 

Subtrai-se a matriz 

Kz de K1 e obt~m-se K2 com as duas primeiras linhas 

nulas e rank (r-2). Repete - se o process o r v e z e s. 

K pode ser escrita como 

r 
K = E M M 

Õ=l 

r 
= E K' 

Õ=l 

(colun as ) 

matr iz 

( b -6) 

onde (b76)apresenta K escr i to como a soma de r n a trizes de a1-
-mensao n x n e rank 1 . A vanta sem da d e c omp o siç~o ~p rcse nt ada 

esti no fato de a matriz M, definida por ( b-7), 
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:·1 = I ; 11 , ?I 2 , • • • , :·lo , • • • , :I r I 

se r obtida com o maio r n~mero de elementos nulo possivel . 

Exenp 1o 

l( = [ 
3 

5 

7 

K i uma matriz 3 x 3 de rank 2 . 

Conforme (b - 3) : 

e de ( b-2 ) 

De (b-4) 

12~ H = 3//2 
1 

4/ /2 

12 112 3/12 

K' = 1 

K = K- K' 
1 1 

o 

o 

o 

• 7 9 • 

o 
1 
2 

1 

4 / 12! 2 3 4 

3 9 6 = 2 
4 6 8 

o 

1 

2 



~·1 = 1~~ 2 
12 

o lo 1/lf rzl o o o 

K' 1/12 o 1 1 = 2 2 

fi o 1 2 

[ o 

~ K2 = K -K ' = o 
1 2 

o 

entao de (b-6) 

2 3 4 o o o 

K 3 
9 6 o 1 1 = + 2 2 

4 6 8 o 1 2 

. 80. 



A P Ê N D I C E C 

Prova que Gk -c scmidefinida po sit iva . 

Seja Q a for ma quadrática d e Gk dada por (3-36). 

Então 

Q ~
, 

lx , "YI 
00 

1 

-ond e e um v eto r coluna r eal q ualqu e r 

Q = xK x +xHy+y 11x +yD y 
oo a 

somando e subtraind o x ~o- 1~x em (c - 2) 
a 

- - -1- r-- J -lu-:_ -"i Q = xK x-x~D Mx+~M+yD D ~x+D Yl 
oo a a a · a -

mas de ( 3-37) 

K - HD - l ~ = Y (O) 
oo a n 

(c-1) 

(c-2) 

( c - 3 ) 

( c- 4) 

e verifica-se que Mx+D y ~ um ve t or coluna que será chamado w 
a 

e que ~ qualquer j â que x e y o são. 

w = Mx+D y 
a 

w = xN+yD a 

. 81. 
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u s 2 n d o ( c - 5 ) e ( c - 6 ) e m ( c - l, ) t c 1:1 - s c : 

Q = X 
- -1 

Y (O ) x +HD \V 
n a ( c-7) 

Mas Y (O) ~ semidcf i nida positiva por hip6tese e D-l ~ semidc -
n a 

fini da positiva po r ser uma ma t r i z di agona l de eleme n tos post -

t i vos c co mo uma tran sformaçio de con g ru~ncia nio a ltera o ca ­

rate r semidefinido posit ivo de uma matriz, conclui-se que 

x Y ( O)x ~ O (c- 8 ) 
n 

e 

( c - 9) 

dond e Q ~ o ( c-·10) 

De (c - 10 ) -sabe - se q u e Gk e se mid ef i n i da positiva e cumpre as 

condiç~es nec ess~ r i a s pa r a se r reali z ada como .mat ri z co n d u tin ­

cia de um cir c u ito r esistivo . 
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A P Ê N O I C E D 

Obtenção de uma cl asse de mat r izes orto gonais 

que numa opcraçio de congru~ncia s~bre urna motri ~ diagonal , ~~ 

r am ma tr izes com elementos da d i agonal pos it ivos e elementos 

fora da diagonal ne ga tivos ou nulos . 

~ste Ap~ndice basei a-se num tra balho publica do 

por A. J . 
• I 6 

Schnc1de r . :·1ostrar.-sc-ão apena s as conclu sÕe s que 

nos in t eressam . Dada u ma ma triz di ago n a l de di mensão m x r.1 , 

de elementos posi tivos 

( d -1) 

o n de 

(d- 2 ) 

Constrói- se a matri z 

G = X D X 
m s o s 

( d- 3) 

on de 

X = x l x2 . .. 
s xk. . .. X 

n - 1 
( d - 4) 

xk di ag . ( U I Pk , U) ( d-S) 

[os ek se n eJ pk 
= sen 

ek c os ek 
( d - ()) 

o~ sk~ n 12 ( d -7) 

. 83 . 



U ~ a ma tr iz id e ntidade c os ele me ntos de Pk ap a rec em nas li­

nh as c c olu nas K e ( K+l) de Xk . 

gruência ( d - 3) 

O trabalho cit a do , mos tr a qu e D , s uj e it a à co n-
0 

com a mat r i z ortogon a l X , gera matrizes G co~ 
s m 

a distri b uição de sinais propost a , para qu a lqu e r el 
K 

res tri to 

por ( d-7 ). Pode -se mostr a r que a matriz proposta por Schne id er 

é sempr e solu.ção pa r a as condiçÕ e s ( a ), (b) e (c) citadas e m 

(IV- 5), quando m = 2. C o mo as c o tHI i ç Õ c s ( a ) e ( c ) s ã o s a t i s f e i_ 

t as por c o ns trução , bas t a mostrar qu e ( b ) é satisfei t a . O bscrv~ 

se, in ic i alme nt e , que X em ( b ) pode se r s u pos t a com determinan­

t e unit irio sem perda de genera li da d e . Seja 

(d - 8) 

uma mat riz ortogonal , que satisfaz ( b ) . Então é po ss ív e l encon 

trar 8 , restrito po r (d-7), tal que : X = X • s 

De (d -8 ) 

( d - 9 ) 

(d ê l O) 

= o (d-11 ) 

(d -1 2) 

De (d - 9) e (d-10) verific a - se que 

(d-1 3) 
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De (cl-11) c (d - 12)~ obtém-s e : 

= -x 
3 

e 

X = 
1 

X 
4 

Usando ( d-13 ) a ( d -1 5), (d -8 ) fica 

X __ ~x 1 xj 
-x x 

2 1 

e (d - 9) fica 

1 

se x
1 

~ O, a identificação 

e 

cos e 

X = Sen 8 
2 

é se mpre possível . 

( d-l lt) 

( d- 15) 

(d-1 6 ) 

(d-17) 

(d- 18) 

(d-1 9) 

Se x 1 < O, mu ltiplica-se ~ c X por (-1) e x
1 

torna - se > O perm~ 

tindo as identificaçÕes (d-1 8 ) e (d - 19 ). Então 

X = Xs Jcos 8 

lsen e 

sen eel . 
cos J 

que e a matriz proposta por Schneider • 

. 85 . 
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S 1 H B O L O G I /\ 

/\ - G;n .ho de tensao . {d ef . -(2-ll)} 
v 

A11 , A12 , A22 - Partes de Gk . {def . -(3-1 ) } 

a
0

, a 1 - Co ef ici ente s de z(s). {def .-(2-9)} 

B
11

, B
12

,n
22

- P~r t es d e G. {d ef . -( 4-5 2)} 

~ 11 , H 12 , U 22 - Par t es de G. {def . - ( 4-61)} 

b
0

, b 1 -Coef ici e nt es d e z(s) . {def . (2-9)} 

C:- Hatriz dia go nal . {def. (4-53)} 

C
1 

- Hatriz diagona l. {def . (4-66)} 

C~ - Capacitância total da realização N 

( c . ) 
Tnnn LI Li mite inferior pa ra a capacitância 

{def. (2-13)} 

N 
C. -Capa citar j da realiz a ção N. 

J 

total 

C,r - Ca pa citincia tot al mfnima da realizaç~o N. 
m~n 

Cri> - Capacitar colocado no acesso r/> de G (r/>= l, • •• ,m). 

Dr - Matriz diagonal (r x r) . 
\) \) \) 

{def . -( 3-20 ) } 

D - H a t r i z d i a g o na 1 ( m x m ) • { d e f . - ( 3 - 2 4 ) } 
r 

D - Natriz dia g onal dos o. {def . ( 3-29) , (3-30)} 
0 

De -Matriz diagonal. {def. -(4-54)} 

D- - i' I a t r i z d i a g o na 1 • { de f . - ( 4 - 5 8) } c 
E - Energi a 
~ 

-ca pa citiva ar mazena da no regime permanente na re -

de N . 

F2 - Rêde que realiza z ( s ) segundo a 2~ forma de Fo s te r, 

G - ; r.:~ triz condutância de (m+n )-acessos hiperdom i nantes irrcdu 

tivel. {d0! f. -(4-5)} 

G' - Matriz condut in cia 

-(4-15)} 

obtida de C a traves de 
k 
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I 
I 

I 

C - Matriz condutân.:: ia de ? . ( s ). {àef. (4-60)} n.,·m 

Hatriz conclutância de Y. ( s ) . {cl~f. (4-GS) } 
l. 

Gk - Natriz condutância de (n+m)-ac essos . {de f. (3-1)} 

G- Grafo da parte resistiv a de N. 

Gl' G2 - Partes de G. 

H- Matriz diagonal. {def. (4-33)} 

h~ - NÚmero real não nulo que multipl i ca a linha e a coluna ~ 

de Gk; {def. (4-17) }ou c
1 

{def. (4-71)} 

H- Matriz (1 x m) dos elementos h~ de H. {def. (4-77)} 

I , I -Vetor das correntes respectivamente no ac e sso nem. 
n m 

i - Indice . 

i.- Corrente no acesso J· 
J 

j - Indice . 

ResÍduo da admitância ou da matriz admitância no polo a . v 
{def. (a-1) e (3-9)} 

k - Acesso genérico de N. 

y ( s) 
n 

K - lim y(s) 
o 

s+o 

· KvP- Hatriz (n x n) de rank 1. {def. (3-16)} 

co r/J 
K •• , K .. - Elemento da linha i e coluna j respectivamente de 

l.J l.J 

m- NÚmero mÍnimo de capacitares da rêde. {def. (3-23)} 

Mv - Ma triz de rank r . v {de f . (3-1 0)} 

.90. 
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Hv cj> - l·!atriz de rank 1. { def . (3-13) } 

!-! - Hatriz ( n x m) . {dcf . ( 3- 22 )} 

I> 
m. -Elemento de N ..~. · {def . ( 4-11 )} 

l V 'JI 

N - Rêdc que realiza z ( s ), Z ( s ) ou Y ( s ). 
n n 

NR - Rêde resistiva de l-ace sso . 

N - Rêde lt C . 

N - Rêde r es i stiva de ( m + 1)-acessos . 
R 

n - NÚmero de acessos da matriz Y ( s ) o u Z (s) . 
n n 

Pk - Hatriz (2 x 2) . {<.lcf . (d-6) } 

p - NÚm ero de p olos de y(s) ou Y ( s ) . 
n 

Q - Forma quad r áfica de Gk . { def . (c - l)} 

q - Índic e . 

R - Rêde resistiva. 

r- Rank da matriz . 

rv -Rank da ma triz Kv ou ~ . v . 

s - Vari áve l complexa , s = a + J W. 

T - Ma tri z transformaç io utilizada nas congr uências . 

T - Soma dos produtos da s admit~ncias das árvores de mÓdu rs,pq 
lo 2 que separam os nós rs dos nós pq . 

U - Hatriz identidade . 

U - Matriz id en tidade (m x m) . 
m 

V -Tensão con sta nt e . 
o 

V. -Tensão no capacitar J· 
J 

. 91. 
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l lln t r iz(q x 1) de el eme ntos un iti r ios . 
q 

l p - ~atriz (1 x p) de elemento s un i t irios . 
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