UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA

Tese de Doutorado

Interacoes nematicas competitivas no modelo XY
generalizado em duas e trés dimensoes!

(Competing nematic interactions in the XY
model in two and three dimensions)

Gabriel Antonio Canova

Tese elaborada sob orientacao do Prof. Dr. Jeferson
J. Arenzon e apresentada ao Instituto de Fisica da
UFRGS em preenchimento do requisito parcial para
obtencao do titulo de Doutor em Ciéncias.

Porto Alegre
Setembro de 2017

t Trabalho financiado pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico
(CNPq)



Sumario

Resumo . . . . . ., 4
Abstract . . . . .. 5
1. Introdugao . . . . . . . . .. 6
2. O modelo XY . . . . o, 9
2.1 Imtroducao . . . . . . . . 9
2.2 Transicoes continuas . . . . . . . . .. ... 10
2.3 'Transicao Kosterlitz-Thouless . . . . . . . ... .. ... ... .... 10
2.4 Modelo XY tridimensional . . . . . . . . . ... ... 20
3. Modelo XY Generalizado . . . . . . . . . . . ... 23
3.1 Caso bidimensional com ¢ =2 . . . . . . . ... ... ... ...... 23
3.2 Caso tridimensional com ¢ =2 . . . . . . . ... ... ... ... ... 28
3.3 Caso bidimensional com¢g=3 . . . . . ... ... ... ... ... .. 28
3.4 Caso bidimensional com ¢ =8 . . . . . ... ... ... ... ... 30
4. Resultados: ¢ =3 . . . . . . . ... 32
4.1 Caso bidimensional . . . . . . . . ... 32
4.2 Caso tridimensional . . . . . . . .. 41
4.3 Conclusdes . . . . . . . 45
5. Resultados: ¢ =8 . . . . . . . . . . . ... 47
5.1 Caso bidimensional . . . . . . . ... 47
5.2 Caso tridimensional . . . . . . ... 62
5.3 Conclusdes . . . . . . . 73
6. Conclusoes e perspectivas . . . . . ... ... . ... ... ....... 74

Apéndice . . . . .. 7



A.Simulagao . . . ... 78
A.1 Algoritmo Single-flip . . . . . . . . .. 78
A.2 Algoritmos de cluster . . . . . . .. ... 79

A21 Wolff . . . . . . 79
A.22 Swendsen-Wang . . . . . . . ... 80
B. Vértices . . . . . . . 82

C. Derivagao da helicidade . . . . . . . ... .. ... ... 86



Resumo

Embora em um sistema bidimensional com simetria continua nao haja
ordem de longo alcance para temperaturas finitas, o modelo XY 2D exibe
uma transicao de fase de ordem infinita nao usual, associada com a dis-
sociacao de defeitos topoldgicos chamados de vortices-inteiros, e que per-
tence a classe de universalidade de Kosterlitz-Thouless (KT). O modelo
XY tridimensional exibe ordem de longo-alcance para baixas temperatu-
ras e, a medida que a temperatura aumenta, passa para o estado desor-
denado através de uma transicao ferromagnética usual. Generalizagoes
do modelo XY, incluindo competicao entre um termo ferromagnético
e um nematico, foram introduzidas e estudadas por diversos autores.
Essas interagoes nematicas criam novas transicoes de fases e novos defei-
tos topoldgicos, como vértices semi-inteiros. Neste trabalho, para casos
particulares desses modelos generalizados, exploramos as classes de uni-
versalidade e os diagramas de fases em duas e trés dimensoes através
de simulacoes de Monte Carlo usando algoritmos de cluster em GPUs,
escalonamento de tamanhos finitos e analise da helicidade. Em parti-
cular, encontramos que a competicao entre os termos ferromagnético e
nematico da origem a novas linhas de transicao que podem pertencer a
uma ampla gama de classes, desde a Kosterlitz-Thouless, 3dXY, Ising,
Potts com 3 estados e até mesmo uma transicao descontinua.
Palavras-chave: Modelo XY, transicao Kosterlitz Thouless, simulagao

de Monte Carlo.



Abstract

Although in a two-dimensional system with continuous symmetry there
is no long-range order at finite temperature, the 2D XY model exhibits
an unusual infinite order phase transition, associated with the unbin-
ding of topological defects called integer-vortices, which belongs to the
Kosterlitz-Thouless (KT) universality class. The three dimensional XY
model exhibits a ferromagnetic long-range order at low temperatures
and goes to the disordered state through a usual ferromagnetic transi-
tion. Generalizations of the XY model, including competition between
a ferromagnetic and a nematic-like term, have been introduced and stu-
died by many autors. These nematic-like interactions create new phase
transitions and new topologial defects, like half-integer-vortices. In this
work, for particular cases of these generalized models, we explore the
universality classes of the transitions and the phase diagrams in two and
three dimensions through Monte Carlo simulations using clusters algo-
rithms on GPUs, finite size scaling and helicity analysis. In particular,
we find that the competition between the ferromagnetic and nematic
terms gives origin to new transition lines that can belong to a wide spec-
trum of classes, ranging from Kosterlitz-Thouless, 3dXY, Ising, 3 states
Potts and even a discontinuous transition.

Keywords: XY model, Kosterlitz Thouless transition, Monte Carlo
simulation.



Capitulo 1

Introducao

Na fisica, embora alguns sistemas compostos de muitas particulas, como atomos ou
moléculas, possam apresentar um conjunto de equagoes que descrevam o movimento
de cada uma de suas componentes, a resolucao dessas equagoes de movimento re-
sulta ser impraticavel dado seu vasto nimero. A mecanica estatistica, por outro
lado, se propoe ao estudo de tais sistemas partindo de suas propriedades carac-
teristicas microscopicas para obter propriedades macroscépicas. Isso é verificado
observando-se fenomenos criticos como transicoes de fase, onde pequenas variacoes
na temperatura ou pressao podem ocasionar uma completa modificagao nas propri-
edades macroscépicas observaveis, tornando os detalhes microscopicos irrelevantes.
Tais propriedades podem ser genericamente descritas por um conjunto de expoen-
tes criticos: distintos modelos, mas que possuam o mesmo conjunto de expoentes,
sao ditos como pertencentes a mesma classe de universalidade. As transicoes de
fase, por sua vez, podem ser classificadas de acordo com sua ordem. Sao ditas de
primeira ordem ou descontinuas aquelas que apresentam uma descontinuidade na
primeira derivada da energia livre, como o parametro de ordem. Exemplos recor-
rentes sao as passagens de sélido para liquido e de liquido para vapor em fluidos
como a agua. Neste caso, o parametro de ordem é a diferenca entre as densidade
em cada fase que, na transicao, possui uma descontinuidade. Quando o parametro
de ordem decresce continuamente a zero ao sistema se aproximar da transicao, ela
¢é de segunda ordem ou continua. O modelo de Ising bidimensional é um exemplo,
a magnetizagao, parametro de ordem para este caso, decresce continuamente a zero
quando o sistema passa do estado ordenado para o desordenado. Além das transigoes
de segunda ordem continuas, existem aquelas de ordem infinita e nao associadas a
quebra de simetrias, as quais serao abordadas adiante.

Em sistemas ferromagnéticos ou antiferromagnéticos, a transi¢ao envolve a pas-
sagem de um estado desordenado de altas temperaturas para um de baixas tem-
peraturas ordenado, a partir do qual os spins adquirem uma orientagao preferen-
cial ferromagnética ou antiferromagnética, respectivamente. Assim, spins vizinhos



tendem a ter a mesma orientagdo no caso ferromagnético ou oposta no caso anti-
ferromagnético, ou seja, em ambos os casos temos ordem de curto alcance. Porém,
o que mede a ordem do sistema é o quanto os spins estao correlacionados a longas
distancias. Em sistemas desordenados, a correlacao espacial decai exponencialmente
a zero para grandes distancias. Porém, se decair a um valor constante e diferente
de zero, dizemos que sistema possui ordem de longo alcance. Quando decai como
uma lei de poténcia a zero, o sistema possui pseudo-ordem de longo alcance ou
ordem de quase-longo alcance. Em transicoes ferromagnéticas, a ordem de longo al-
cance ocorre abaixo da temperatura critica, enquanto que a pseudo-ordem acontece
exatamente nessa temperatura.

Mermim e Wagner [1] provaram que modelos bidimensionais de spins continuos
com fase angular periddica (grupo de simetria U(1)), isotropicos e com interagoes
de curto alcance, sendo o modelo XY um exemplo, nao apresentam ordem de longo
alcance para qualquer temperatura finita, o que inviabiliza a existéncia de uma
transigao ferromagnética. Porém, Kosterlitz e Thouless [2,3] mostraram, através da
teoria de grupo de renormalizacao, a existéncia de uma transicao de fase nao usual
e mediada pela dissociacao de defeitos topologicos chamados de vértices. Apesar de
nao haver ordem de longo alcance mesmo para baixas temperaturas, ha, entretanto,
uma pseudo-ordem onde a correlagao espacial decai como uma lei de poténcia. Ou-
tro ponto interessante é que a transicao KT é de ordem infinita, nao envolvendo,
portanto, quebras de simetrias em duas dimensoes. Por outro lado, no caso tridi-
mensional, o modelo XY apresenta uma transicao de segunda ordem e o sistema
possui ordem de longo alcance na fase de baixas temperaturas [4].

Por ser o modelo bidimensional de spins continuos mais simples e, também,
o arquétipo para o estudo da paradigmatica transicao KT mediada por defeitos
topoldgicos [5], 0 modelo XY vem sendo amplamente estudado analitica e numerica-
mente hd mais de quatro décadas, mas ainda permanece sem solucao analitica. Além
disso, possui uma ampla gama de aplicagoes como em Hélio superfluido [6,7], filmes
supercondutores [8], arranjos de jungdes Josephson [9,10], gds de Coulomb [11] e
cristais liquidos [12].

A transicao KT é de grande importancia, pois abrange muitos outros modelos
além do XY. Esta presente mesmo em modelos com spins discretos [13-15] e com
antiferromagnetismo [16, 17], no modelo F de seis vértices [18], assim como em
sistemas com interacoes de longo alcance em uma dimensao [19]. Também foram
estudados modelos com diluigao (remocao de conexoes da rede) por se aproximarem
de sistemas reais onde h& impurezas nao-magnéticas [20,21]. O que se verificou
é que a diluicao favorece a formacao dos vértices e, consequentemente, aumenta
a desordem do sistema reduzindo a temperatura critica de transicao. Somado a
isso, foi mostrado que a transicao deixa de existir quando o nimero de sitios vazios



se aproxima do limite de percolagdo da rede [21]. Outros modelos generalizam
o XY através da inclusao de campos externos com alinhamento em distintos eixos
preferenciais [22,23] ou com a introducao de espagos curvilineos servindo de base aos
spins [24], no dltimo caso, curvaturas extrinsecas podem ser encaradas como campos
externos que induzem ordem de longo alcance entre os spins destruindo a transicao
KT. Além disso, as mesmas ideias desenvolvidas por Kosterlitz e Thouless para
estudar superfluidos foram propostas para entender o processo de fusao em sistemas
bidimensionais compostos por interagoes repulsivas entre discos duros [25-27].

Uma generaliza¢ao muito estudada do modelo XY e introduzida [28] para en-
tender o desacoplamento de vértices semi-inteiros (half-vortices), inclui interagoes
nematicas, como termos harmonicos no Hamiltoniano, que favorecem spins com di-
ferentes orientagoes [28-35]. Nesse modelo, novas fases termodinamicas aparecem,
as quais possuem pseudo-ordem nematica de longo alcance, além de transigoes em
diferentes classes de universalidade como Ising e Potts 3 estados. Também surgem
novos defeitos topoldgicos como os ja mencionados vértices fracionarios e paredes
de dominios [29]. Trabalhos recentes [35] exploraram outros casos para o termo
nematico, o resultado é que novas fases nao triviais e transi¢coes apareceram, porém
diversos pontos permaneceram em aberto o que, de certo modo, gerou algumas
criticas [36]. Além do mais, esta classe de modelos, com interagoes ferromagnéticas
e/ou antiferromagnéticas, foi usada para modelar empacotamento de DNA [37], fa-
ses estruturais de polimeros de cianeto [38,39] e particulas auto-propelentes fora do
equilibrio [40] com um similar, embora dinamico, diagrama de fases.

O modelo se apresenta como uma fonte inesgotavel de particularidades e pro-
priedades interessantes a serem compreendidas e é, portanto, importante estuda-lo
mais detalhadamente. O objetivo deste trabalho é aprimorar os resultados obtidos
para dois casos particulares desses modelos com interagoes nematicas iniciado por
Poderoso et al [35]. Para isso, utilizaremos métodos de Monte Carlo com o uso
de algoritmos de clusters e simulagoes em GPUS, além de escalonamento de tama-
nhos finitos. Com resultados para novos observaveis e utilizando sistemas muito
maiores, portanto com maior precisao, detalharemos os diagramas de fases presen-
tes na Ref. [35], assim como verificaremos as suposigoes feitas quanto as classes de
universalidade das transicoes. Além disso, estenderemos os resultados para o caso
tridimensional, obtendo os diagramas e as classes de universalidade presentes.

Primeiramente, revisaremos o modelo XY original, a transigao Kosterlitz-Thouless
assim como os modelos com interacoes nematicas ja estudados. Entao, mostraremos
em seguida os novos resultados, as conclusoes e as perspectivas do que ainda falta
ser compreendido.



Capitulo 2

O modelo XY

Neste capitulo abordaremos alguns aspectos ja bem estabelecidos do modelo XY em
duas e trés dimensoes. Apos introduzir o Hamiltoniano, abordaremos sucintamente
as propriedades de transicoes continuas e da transicao Kosterlitz-Thouless bem como
alguns dos observaveis do modelo que serao relevantes nos proximos capitulos, como
magnetizagao, susceptibilidade e helicidade.

2.1 Introducao

O Hamiltoniano, para um sistema de spins restritos a girar no plano, é dado por

H= —JZCOS(@,- —0;) (2.1)
(i)

onde J = 1 e (ij) representa a soma sobre os primeiros vizinhos da rede. A orientacao
dos spins é continua e 0 < 6 < 27 sendo que ¢; — 0; é, portanto, a diferenca angular
entre os spins 7 e j. O Hamiltoniano (2.1) tende a alinhar seus spins e a energia sera
minima quando ¢ = 0;—0; = 0, ou seja, os spins sao todos paralelos. Na fase de altas
temperaturas, os spins estao orientados aleatoriamente, mas conforme resfriamos o
sistema, passam a se alinhar com seus vizinhos. A dimensao do espaco determina
a natureza da transicao de fase onde se terd o ordenamento dos spins em baixas
temperaturas, quando houver. No caso unidimensional, nao ha qualquer tipo de
ordem e muito menos uma transicao de fase. Em duas dimensoes, os spins adquirem
uma pseudo-ordem ferromagnética de longo alcance em baixas temperaturas e a
transicao de fase é do tipo Kosterlitz-Thouless. Em trés dimensoes, os spins possuem
ordenamento ferromagnético de longo alcance na fase de baixas temperaturas e
sofrem uma transi¢ao ferromagnética continua pertencente a classe de universalidade
do modelo XY tridimensional. Essas transi¢oes serao descritas na sequéncia.
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2.2 'Transicoes continuas

Antes de discutirmos as caracteristicas das classes de universalidade Kosterlitz-
Thouless e 3dXY, é necessario revisar as propriedades de transi¢oes continuas usuais.
Nessas transicoes, o comprimento de correlagao diverge no ponto critico, enquanto
o parametro de ordem e a energia vao a zero continuamente. Na regiao proxima
a temperatura critica, as propriedades do sistema podem ser descritas por leis de
poténcia caracterizadas pelos expoentes criticos de cada observavel, ou seja,

E~t” (2.2a)
C~t (2.2b)
m ~ t’ (2.2¢)
X ~t77 (2.2d)

sendo t = (T —1T,)/T., T > T, a temperatura reduzida. Os observaveis &, C', m e x
sao, respectivamente, o comprimento de correlagao, calor especifico, magnetizagao e
a susceptibilidade magnética associada.

Em simulacoes com sistemas finitos, o comprimento de correlagao fica limitado
pelo tamanho linear, L, da rede. Como consequéncia, a susceptibilidade magnética
serd finita e apresentard picos na temperatura pseudo-critica! proporcionais a L=/".
Porém, utilizando escalonamento de tamanhos finitos (finite size scaling-FSS) se
pode mostrar [41] que

€= LYY Z,(tLY") (2.3a)
C = LY"Cy(tLY") (2.3b)
m = L Mo(tLY") (2.3¢)
x = L X, (tLV) (2.3d)

onde Z,C, M e X sao funcoes de escala universais. Desse modo, através de resulta-
dos em sistemas finitos, podemos obter uma estimativa dos expoentes criticos e da
temperatura de transi¢ao no limite termodinamico.

2.3 Transicao Kosterlitz-Thouless

Em duas dimensdes, o Hamiltoniano (2.1) nao apresenta ordem de longo-alcance nem
uma transicao ferromagnética. Porém, ha um outro tipo de transicao puramente

L' A medida que o tamanho do sistema aumenta, a temperatura pseudo-critica se aproxima a
temperatura critica do limite termodinamico.
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topolégica denominada Kosterlitz-Thouless |2, 3]. A diferenca de spins discretos,
no caso continuo é possivel ter, com pouco custo energético, um pequeno Af entre
spins vizinhos, formando uma onda de spin (spin waves), como mostrado na Fig. 2.1.
Mesmo para baixas temperaturas, o sistema é dominado por essas excitagoes as
quais sao responsaveis pela destruicao da ordem de longo-alcance e consequente
decaimento como lei de poténcia da correlacao espacial entre os spins. Porém, elas
nao estao relacionadas com a transicao e nao possuem comportamento critico para
qualquer temperatura.

B N e e e e N e S

P T T e T T T T U S N

TR A A . A e e A e e e e B e T N N N N

Fig. 2.1: Configuragao dos spins no modelo XY em 7' = 0.05 na rede quadrada. Mesmo
a essa temperatura muito baixa, o sistema possui flutuacées que destroem a
ordem de longo alcance.

A medida que a temperatura aumenta, criam-se excitagoes topolégicas onde os
spins formam pares de vortices-antivortices, como mostrado na figura 2.2, e que
serao responsaveis pela destruicao da pseudo-ordem de longo alcance e consequente
transicao de fase. Ao escolhermos uma trajetéria fechada sobre os sitios da rede,
no sentido anti-horério e ao redor de um vértice (antivértice), o valor da soma das
diferencas de fase entre os spins é um miltiplo inteiro positivo (negativo) de 2,
denominado winding number, e que indica o nimero de voltas que o spin efetua ao
longo dessa trajetéria (ver apéndice B para mais detalhes).

Em completa analogia ao gas de Coulomb bidimensional, os defeitos topolégicos
podem ser encarados como cargas. Na fase de baixas temperaturas, pares de car-
gas de sinais opostos encontram-se acopladas e se aniquilam, mas, a medida que a
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temperatura aumenta, tais pares se dissociam e o sistema entra na fase desordenada
em Ty ~ 0.893 (para rede quadrada) [42]. O custo energético para se criar um par
vortice-antivortice cresce logaritmicamente com a distancia entre seus respectivos
centros, para baixas temperaturas, isso previne sua formacao espontanea e a energia
livre é alta e positiva. Porém, quanto maior a distancia entre eles, maior a entropia
que eles adicionam no sistema, ja que aumenta o niimero de possibilidades onde eles
podem ser posicionados. Conforme a temperatura aumenta, o termo entropico faz a
energia livre diminuir e mudar de sinal em Tk, a partir do qual os vértices se pro-
liferam e a funcao de correlacao passa a decair exponencialmente com a distancia.
Na Fig. 2.3 as densidades de vortices e antivortices podem ser vistas em funcao da
temperatura. Portanto, resumindo, a correlacao entre os spins localizados em r; e
ro obedece

- |T T”KT) se 71<:7kT
(si-80) = {coslf(r:) —O(xo))) ~ ¢ " Sirie oo 7o

. . 7 . 7 . — — 2 .
onde (...) significa uma média térmica e r = |r; — 75]. E importante notar que
e .M RNNN NN NN e A NNNNN NN VA F A A S S AL A A A F NN
A A e e N ANNNNNNN N N e s g A NNNNN NN A A A A A A S S LS A A F NN
D G N 2 2 2 R R R A T R A A A S AR R TR NR WA N U NN
A A A AN ANNNNNNNNN N R e v g g g A NAINNNNN N S S S S s w s S A FF NN
A A A A A NNV N NN e e s s gy NANNNNN N A S A v v XX F NN
A A A A e s N NNNANANN N NNNN NN s A s ARNNNNNN S S S S v v b sl KN N
,ffﬂ,/,,\\\\\;;\;;;\\\\‘,//f/f*,,\‘\\\\\///r, ,,,,,, PP S AR T NN
N AR R R R R A N R AN N et e P A e .
R A A N S N S R N g P U e
\\\§\\\\I//K///ii//#i//l\\\\\\\k’l'///f\\\\ \\\\\\\\ A NN PSS aded
N e A A A N A A A e S L R R R R I I B S NN R A e S S N W I e g
VANNNN S~ S A A A A A A S e s SNNRNNR AT A A S S ENNNNN SN S N SNNNNR | f Ao
T N e S e e N N R I A A R
NN O N e A e e N N N A A A I I T T S N N N O e e R L L R
N N R A i I I N N S N S A NN NN D EEd
N e R el eSS SRNNNT AL A A S AN NNNNNNNNN NN N A A A A
NN R e R DD N SRNNN A A A A AP VN NNNNNNNNN NN N p A A
NN N R R g e N S S S i I I B N B S R N S N N N N N N S AR RN A AP A O 4 4
N R e e e N N N A I I R B S N N N N N N N L T R R I g
NXNXNNNSN S ewr sl IS S A A S A A S e S NNNNNT T IS A S A RRNNNNNNSNNNNNXR R N A
R R R N N N A A A O g et "k S UL IR S NN NN A S O N L NI P AV A e g
L S S N A A O A e S NEN Y N RN S S SN NI o
N e O O I A O NN PRI B S RN NN S A
R A A A A A R R I B A A A N S S S S AN e~ & -
T A AN N YRR VY AN gy N rrr et e AN, e e
R A N N T T T T B T B T N N R B B B B e S R PR AR RGNS
B e N N R R R R R N T o R R e R I I A e e VB IR R SANRNENENENEN
I A N N T R T T N A B P N N N R I L A A g et O L BRI T SN NR RN
A A A e ANNNNNNNNNN N N e e v g g A A NINNNN NN AN A S S S w e s S VNN NN
A g a ANNNNNNNN N N e e v g g A NINNNNN N A A A A S xS A VNN
P a A A A ANNNNN NN SR e e e e A NNNNNN N VA A S A XA A TN
—m = N N NN N NN N N N — — s e e e e NNANN NV s s /SN NN NN

Fig. 2.2: Exemplos de voértices (circulos azuis) e antivértices (circulos vermelhos) presen-
tes no modelo XY bidimensional na rede quadrada.

o expoente 1 é dependente da temperatura e seu valor, na transigao, é n(Tkr) =
1/4 [3]. Relembrando que em uma transigao ferromagnética usual, esperamos que
na fase de baixas temperaturas a funcao de correlacao decaia a um valor finito com a
distancia, enquanto que na transicao decaia a zero como uma lei de poténcia. Porém,
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no modelo XY bidimensional, a correlacao decai como uma lei de poténcia para
qualquer temperatura abaixo da transi¢ao. Além disso, de acordo com as Refs. [3,43],
o comprimento de correlagao, quando a temperatura diminui, se aproximando de
T, diverge como (singularidade essencial)

A S5 - (2.4)
Diferentemente das transigdes continuas usuais, Eq. (2.3), onde a divergéncia segue
uma lei de poténcia, para T" < Tk, o comprimento de correlacao é sempre infinito, o
que faz com que a susceptibilidade magnética também seja, pois x ~ £277T) . Desse
modo, toda fase abaixo de Ty é critica.

 [L=64 + =
0.06 eq .
128 +
128 - +
256 + +
0.04 L 256-°
>
Q
0.02 |
0 4 ! !
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

Fig. 2.3: Densidade de vértices e antivortices em funcao da temperatura para diferentes
tamanhos. Abaixo de TkT, a densidade é baixa, mas apds a transicao, os
voértices se proliferam e py cresce rapidamente.

Como a magnetizagao vai a zero e a susceptibilidade diverge para o modelo
XY bidimensional no limite termodinamico, precisamos de outro observavel para
caracterizar a transicdo KT. Para tal, introduzimos a helicidade (helicity modulus),
que pode ser entendida como a resposta do sistema a um campo externo que exerca
uma pequena tor¢ao em cada spin (ao contrario da susceptibilidade, que mede a
resposta da magnetizagdo ao se aplicar um campo externo uniforme). De acordo
com a definigdo nas Refs. [13,14,44], estamos interessados em medir o acréscimo na
energia livre quando induzimos uma pequena diferenca de fase nos spins ao longo
de uma direcao, digamos Z, como mostrado na Fig 2.4. Ou seja, fazemos uma
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Fig. 2.4: Ao aplicar uma torcdo nos spins na direcdo Z, a diferenca de fase total J, esta
uniformemente distribuida de modo que cada spin estd defasado /L de seu
vizinho.

substituicao no Hamiltoniano tal que

sendo r;; = % e 0, a soma total da diferenca de fase dos spins na direcao . Entao,
o custo dessa torcao na energia livre ¢ dado por

AF = F(5,) — F(0) (2.6)

onde F(d,) e F(0) representam as energias livres perturbada e ndo-perturbada,
respectivamente. Pela simetria do Hamiltoniano (2.1) e devido ao fato do sistema
ser isotrépico, podemos fazer a aproximacao para ¢, pequeno

62 0*F o
N 2 =z : (2.7)
21067 |5.—o 41003 |5
pois os termos impares serao nulos
oF OPF
= — =0. (2.8)
904 |5, 903 5,0
Definimos a helicidade e a helicidade de quarta ordem como
0*F
Ty = — (2.9)
962 |5, -0
O*F
(Ty) = — . (2.10)
963 |5,-0

Para um potencial dependente apenas da diferenca angular entre os spins, de
acordo com a Ref. [44], essas expressoes podem ser descritas como (ver apéndice C)

(Y) = (e) — L?B(s*), (2.11)
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(Ty) = %(d’) —4B(s"s) — 38 [(T?) — (X)*] + 28°L*(s"), (2.12)
sendo . o
=2 Z a;j¢ , (2.13)

U (¢
S= 13 Z J (2.14)

e U;j(¢) a energia de ligagdo entre pares de spins vizinhos. As aspas se referem a
derivada em relacao a ¢ e (ij), é a soma sobre primeiros vizinhos apenas na diregao
2. Para o Hamiltoniano (2.1), a helicidade é, portanto, medida como [4,16,45,46]

2

(T) = —%(u) - %< > " sin(6; - 0;) > (2.15)
(id)e

onde (u) é a energia interna por spin do sistema.

As equagoes obtidas através da teoria de grupo de renormalizagao (RG) por
Kosterlitz e Thouless [3,47,48] para o modelo XY fornecem as propriedades criticas
para qualquer transicao pertencente a classe de universalidade KT. A temperatura
critica Tkt pode diferir para cada modelo, porém a quantidade

lim (Tier) /Tt = 2/ (2.16)
L—oo

é universal para todos os sistemas. Pelo fato de T(7,f.) = 0, nos referimos & Eq. 2.16
como salto universal.

Na figura 2.5 temos a helicidade como funcao da temperatura para diferentes
tamanhos, além da reta y = 27'/w. Para tamanhos finitos, o ponto onde a reta e
a helicidade se cruzam fornece um limite superior para o valor de Tyr. A medida
que o tamanho do sistema aumenta, vamos nos aproximando da temperatura critica
real.



16

T

Fig. 2.5: Helicidade para o modelo XY bidimensional na rede quadrada com condigoes
periédicas de contorno, Eq. (2.15), em fungao da temperatura para diferentes
tamanhos juntamente com a reta 27'/w. Conforme L aumenta, o ponto de
cruzamento entre a reta e a helicidade converge para a temperatura critica.

Weber e Minhagen [49] desenvolveram um método para estimar Ty, levando
em conta corregoes de tamanho finito, que consiste em achar a temperatura que
minimiza o erro quadratico médio do ajuste dos dados com a expressao

2T 1 1
T == (1 * §m) ’ (2.17)

sendo C' um parametro livre. Quando consideramos os resultados da Fig. 2.5, para
os diferentes tamanhos, encontramos o menor erro para T ~ 0.89, como mostrado
na figura 2.6. Logo, uma estimativa consistente com o valor conhecido de Tir.

Um problema resultante de sistemas finitos é que, mesmo para tamanhos grandes,
ainda nao é possivel observar a descontinuidade em (Y). Recorremos, entdo, a
helicidade de ordem mais alta, (Y4), pois como o minimo global em AF' ocorre
quando todos os spins estao alinhados, ou seja, quando 9, = 0, disso decorre que
F(5,) > F(0), e, portanto, AF > 0. A partir do qual, concluimos que se (Y4)
for menor do que zero para alguma temperatura, (1) apresentard um salto positivo
descontinuo para compensar e manter AF' > 0. Isso pode ser verificado na figura 2.7,
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Fig. 2.6: Erro quadratico médio do ajuste Eq. (2.17) em funcao da temperatura. O
minimo ocorre em torno de 1" ~ 0.89.

onde temos (Y4) em fungao da temperatura para diferentes tamanhos. Conforme o
tamanho aumenta, a temperatura onde ocorre o pico negativo em (Y,) se aproxima
de Tkr. Desse modo, (Y4) é mais um observavel 1til para identificar uma transigao
KT e sua temperatura critica.

Apesar de no limite termodinamico nao haver ordem ferromagnética para qual-
quer temperatura finita, esta aparece para tamanhos finitos. E definimos a magne-
tizacdo espontanea como m = 1/N > . m;, cujo médulo é

1
m= —
N

2 2
. 1 .
Z exp(ib;)| = N (Z cos 9j> + (Z sin 0j> (2.18)
J J J
e a respectiva susceptibilidade é dada por

X = BN((m*) — (m)?). (2.19)

Embora nao possamos utilizar as expressoes (2.3) de escalonamento de tamanhos
finitos no modelo XY 2d, é possivel mostrar que na fase de baixas temperaturas a
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Fig. 2.7: (Helicidade de quarta ordem para o modelo XY, Eq. (2.12), em fungao da
temperatura para diferentes tamanhos. A medida que o tamanho aumenta, o
pico negativo diminui sua profundidade e se aproxima de Tir =~ 0.893.

razao entre os expoentes criticos é bem definida e a magnetizacao e a susceptibilidade
escalam com o tamanho do sistema de acordo com

mo L7 e yoc LY, (2.20)

onde, exatamente na transicdo, 5/v = 1/8 e v/v = 7/4, ou seja, a mesma razao
entre expoentes do modelo de Ising 2d. Porém, o que diferencia uma transicao tipo
KT da tipo Ising é que na fase de baixa temperatura KT também ha FSS, todavia,
com expoentes criticos nao-universais, ao contrario da transicao Ising que, como
toda transicao continua, possui tal comportamento apenas na regiao critica.

Nas figuras 2.8 e 2.9 temos a magnetizacao e a susceptibilidade como funcoes
da temperatura para diferentes tamanhos da rede. A medida que aumentamos o
tamanho do sistema, a magnetizacao se aproxima de zero, indicando que no limite
termodinamico sera nula, exceto em T' = 0, onde temos todos os spins alinhados. Ja
o pico na susceptibilidade cresce de acordo com o escalonamento em (2.20). Também
podemos notar que ela cresce na fase de baixas temperaturas, porém, com expoentes
nao-universais.
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T

Fig. 2.8: Magnetizagdo no modelo XY bidimensional, Eq. (2.18), para diferentes tama-
nhos (L) do sistema. As curvas decaem com o tamanho para qualquer tempe-
ratura finita.
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Fig. 2.9: Susceptibilidade magnética do modelo XY, Eq. (2.19), para diferentes tamanhos
do sistema. Para T < Tyr, as curvas sobem e o pico se desloca para esquerda
a medida que o tamanho do sistema aumenta.
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2.4 Modelo XY tridimensional

O modelo XY em trés dimensoes apresenta uma magnetizacao espontanea nao-nula
para baixas temperaturas no limite termodinamico. A medida que a temperatura
aumenta, o sistema sofre uma transicao continua para um estado desordenado em
T. ~ 2.2018 [50-52]. Além disso, para baixas temperaturas, a correla¢do espacial
entre os spins decai a um valor nao-nulo

<Si-SO> ~ efcomst.T7
quando r — o0. Isso indica que o sistema possui ordem de longo-alcance e um certo
grau de alinhamento entre os spins. Logo, é possivel utilizar todas as ferramentas
de escalonamento finito Eq.(2.3), invidveis para o caso bidimensional, o que torna o
modelo mais simples de ser estudado.

Nas Figs. 2.10 e 2.11 temos, respectivamente, a magnetizacao e a correspondente
susceptibilidade magnética como func¢oes da temperatura. Ao contrario do modelo
XY2d, a magnetizagao s6 escala com o tamanho na regiao critica no entorno da
transicdo, sendo m oc L™%/* com f/v ~ 0.2653 [50-52]. Da mesma forma, a suscep-
tibilidade s6 escala na regido critica de acordo com y o< L™/%, sendo /v = 1.9638.

A helicidade, Eq. (2.15), também ¢é um observével 1til no caso tridimensional [46,
50,52,53] e seu comportamento na regiao critica é dado por uma lei de poténcia tal
como os observaveis para transigoes continuas Eq. (2.2)

T~ (2.21)

onde v é o expoente critico associado. Podemos construir uma funcao de escala
universal de modo que

Y(T,L) = L™ Uy (tLV"), (2.22)

porém, de acordo com a lei de escala v/v = d —2 = 1 [46,50], a quantidade
LY(T,L) = Uy(0) deve ser independente do tamanho do sistema no ponto de
transicao. A Fig. 2.12 mostra a helicidade reescalada como fun¢ao da tempera-
tura, com as curvas para diferentes tamanhos cruzando em 7, ~ 2.203, um valor
consistente com a melhor estimativa da temperatura critica [51].
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Fig. 2.10: Magnetizagao no modelo XY tridimensional, Eq. (2.18), em funcao da tem-
peratura para diferentes tamanhos do sistema. A magnetizacdo sé escala na

regiao critica.
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Fig. 2.11: Susceptibilidade magnética para modelo XY tridimensional, Eq. (2.19), em
funcao da temperatura para diferentes tamanhos do sistema. O pico se desloca
para esquerda & medida que o tamanho do sistema aumenta. Ao contrario do
caso bidimensional, as curvas escalam somente na regiao critica.
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Fig. 2.12: Mddulo da helicidade no modelo XY tridimensional, Eq. (2.15), em funcao
da temperatura para diferentes tamanhos do sistema. Em T, ~ 2.203, a
quantidade YL independe do tamanho do sistema.



Capitulo 3

Modelo XY Generalizado

Para explorar a possibilidade de outros defeitos topoldgicos e o resultado da com-
peticao destes com os pares vortices-antivértices presentes no modelo XY, estudamos
o Hamiltoniano Eq. (2.1) acrescido de um termo tipo nemético

H=—> [Acos(f; — 0;) + (1 — A)cos(qb; — gb)] (3.1)
(i5)

sendo ¢ um inteiro positivo e 0 < A < 1. Através do parametro de acoplamento
A, estabelecemos o peso do termo ferromagnético frente ao nematico, onde o ultimo
favorece spins com uma diferenca de fase 2k7/q, com k < ¢, sendo k um inteiro.
Se A =1 ou g = 1, recaimos no modelo XY original. Quando A = 0, temos um
sistema puramente nemético e invariante sob rotagoes 6; — 6; + 27/q. Se fizermos
uma transformacao tal que 6; = ¢b;, recuperamos a simetria original do modelo XY

0; — 0; + 2, (3.2)

entao, a fungao de particao para os dois modelos serd a mesma. Consequentemente,
teremos a mesma temperatura critica T ~ 0.893 do modelo XY. Dessa maneira,
¢é interessante saber quais sao os efeitos de considerar a competicao entre os dois
termos, ou seja, 0 < A < 1.

3.1 Caso bidimensional com ¢ = 2

Para o Hamiltoniano generalizado (3.1), no caso ¢ = 2, o termo nematico favorece
tanto spins paralelos quanto antiparalelos, ou seja, defasados por m. Este caso
particular foi extensivamente estudado em duas dimensdes por diversos autores [28—
33,54]. Os principais resultados sdo mostrados no diagrama de fases da Fig. 3.1,
com os pontos obtidos na Ref. [54]. As linhas separando as fases pseudo-ordenadas
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F e N da fase paramagnética P foram obtidas por meio da helicidade, enquanto a
linha separando as fases F e N foi obtida por meio dos picos no calor especifico

C(T) = B* ((E%) — (E)?) . (3.3)

0O 02 04 06 08 1
A

Fig. 3.1: Diagrama de fases para ¢ = 2 [54]. Fase F, pseudo-ordem ferromagnética. Fase
N, pseudo-ordem nemética. Fase P, paramagnética. Ponto multicritico em
A ~ 0.3. As setas representam as orientacoes preferenciais dos spins em cada
fase.

Para altas temperaturas, na fase paramagnética P, o estado de equilibrio é de-
sordenando. Conforme diminuimos a temperatura, o diagrama se bifurca em duas
fases que dependem do valor de A. Na regiao F, temos a fase pseudo-ferromagnética
do modelo XY convencional e sua transicao para a fase P pertencendo a classe de
universalidade KT!. Para A < 0.3, surge a fase nemética N, na qual os spins tém ori-
entacao preferencial antiparalela. Como na fase F, também nao ha ordenamento de
longo alcance para qualquer temperatura finita, por isso denominamos a fase como

I Na Ref. [55] h4 uma reivindicagio de que a linha F-N se estende para além do ponto mul-
ticritico.
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pseudo-nemaética, devido a pseudo-ordem de longo alcance. Além disso, aparecem
novas excitagoes, como paredes de dominios e vortices semi-inteiros, mostradas na
figura 3.2. A primeira é caracteristica do modelo de Ising 2D, enquanto a segunda
¢é analoga aos vértices inteiros do modelo XY usual, porém, ao fazermos uma tra-
jetoria englobando um semi-vortice (semi-anti-vértice), a soma das diferengas de
fase entre os spins serd um multiplo de 7 (—7). A transi¢do de N para P também
pertence a classe de universalidade KT e esta associada a dissociacao de pares de
vértices-antivortices semi-inteiros, onde a fungao de correlacao passa a decair ex-
ponencialmente com a distancia. Na passagem da fase N para a F, os spins sao
forcados a se orientar em um dos dois semiplanos, ha, portanto, uma quebra na
simetria de reflexao e, como consequéncia, a transicao pertence a classe de universa-
lidade Ising 2d. Também existe uma troca no tipo de carga topoldgica, os pares de
vortices inteiros se desacoplam dando lugar aos pares de semi-vértices unidos pela
parede de dominio. Resultados semelhantes também foram obtidos em simulacoes
na rede triangular [32].

De acordo com as simetrias das possiveis fases do Hamiltoniano (3.1), precisamos
generalizar a magnetizacao, Eq. (2.18), para medir a ordem relevante para cada
escolha do parametro nematico ¢ e, consequentemente, identificar outras possiveis
transicoes de fase. Assim, a magnetizacao generalizada é dada por

2 2

mk:% Zexp(iij) :% Zcos(kej) + Zsin(k‘@j) (3.4)

e as respectivas susceptibilidades

Xt = BN ((mi) — (mx)?), (3.5)

onde k=1,...,q.

Na fase paramagnética, como o sistema é desordenado, m; = ms = 0. Ao entrar
na fase N com pseudo-ordem nemaética, ms # 0, e, devido ao fato de as projecoes
em cada semiplano se cancelarem, m; = 0. Diminuindo ainda mais a temperatura,
entramos na fase F, onde m; # 0 e my # 0. Ao fazermos FSS nas transigoes
F-N e N-P, encontramos que m, oc L7/8 e 15 oc L7/%. Nas figuras 3.3 e 3.4,
mostramos a magnetizacao e susceptibilidade para A = 0.25. Podemos ver que m;
tem comportamento caracteristico de uma transicao tipo Ising, onde a magnetizacao
cai rapidamente a zero, diferentemente de ms que, por ser da classe KT, possui
comportamento semelhante a magnetizacao da figura 2.8.
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Fig. 3.2: Semi-vértices (circulos verdes) e semi-antivértices (circulos verde-claros) para
o caso puramente nematico (A = 0) com ¢ = 2. A configuracao foi obtida
apés um resfriamento para T = 0 vindo de T' — o0, de forma que o sis-
tema ainda encontra-se fora do equilibrio termodinamico. De modo andlogo
aos vortices-antivortices que se dissociam na transicao F-P, o par semi-vortice
e semi-antivortice se dissocia na transicao N-P. Observando-se cuidadosamente
se pode verificar que paredes de dominio unem os pares de cargas opostas (em-
bora no modelo de Ising 2d as paredes formam caminhos fechados, aqui estao
limitadas entre os pares).
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Fig. 3.3: Magnetizacao para o modelo XY bidimensional generalizado com ¢ =2 e A =
0.25. Para a curva mq, na transicao tipo Ising, temos 7. ~ 0.54, enquanto que
para a curva mg, na transicao tipo KT, temos Tt ~ 0.74.
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Fig. 3.4: Susceptibilidade correspondente a msy para o caso ¢ = 2 e A = 0.25. Da
mesma maneira que x1 no modelo XY normal, yo também escala para baixas

temperaturas com expoentes nao-universais.
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3.2 Caso tridimensional com ¢ =2

O diagrama de fases para o caso tridimensional com ¢ = 2 pode ser visto na Fig. 3.5.
Nas fases F e N, o sistema possui ordens de longo-alcance ferromagnética e nematica,
respectivamente. As transicoes dessas fases com a paramagnética pertencem a classe
de universalidade do modelo XY tridimensional. O diagrama é similar ao caso
bidimensional, porém o ponto multicritico estd em A ~ 0.4 e a transicao F-N
pertence a classe de universalidade do modelo de Ising tridimensional [33]. Nos
extremos A = 1 e A = 0 temos a temperatura critica T, ~ 2.2018 do modelo XY3d.

0O 02 04 06 08 1
A

Fig. 3.5: Diagrama de fase para o caso tridimensional com g = 2. As linhas foram obtidas
através dos picos no calor especifico para L = 16. O ponto multicritico ocorre
em A ~ 0.4. As setas representam as orientactes preferenciais dos spins em
cada fase.

3.3 Caso bidimensional com ¢ = 3

Recentemente, Poderoso et al [35] estudaram o modelo para ¢ = 3. Como mostrado
na Fig. 3.6, o diagrama de fases esquematico obtido é bastante similar ao caso ¢ = 2.
Na fase nematica, porém, ha uma orientacao preferencial entre spins defasados por
7/3 e a transigdo entre as fases F e N, ao invés de estar na classe de universalidade
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do modelo de Ising 2d, agora pertence a classe de universalidade do modelo de Potts
2d com trés estados.

As linhas no diagrama da Fig. 3.6 foram obtidas analisando-se os picos no calor
especifico. Por hipotese e analogia com o caso ¢ = 2, as transicoes das fases pseudo-
ordenadas a fase paramagnética foram tidas como pertencentes a classe de universali-
dade KT. Porém, sem a apresentacao de evidéncias conclusivas, isso gerou algumas
criticas [36] posteriormente removidas com os novos resultados das Refs. [56, 57].
Durante o mestrado [57], nosso objetivo foi dar suporte a essa suposi¢ao com uma
andlise detalhada das transicoes, utilizando escalonamento de tamanhos finitos bem
como os novos resultados fornecidos pela helicidade. Como parte dos resultados,
assim como a publicagdo dos mesmos [58], foram feitos durante o desenvolvimento
desta tese, no proximo capitulo mostraremos, portanto, uma sintese dos resulta-
dos obtidos para o caso ¢ = 3 bidimensional e a extensao dos mesmos para o caso
tridimensional.

) S

0O 02 04 06 08 1
A

Fig. 3.6: Diagrama de fase esquemadtico para ¢ = 3 [35]. As linhas s@o apenas guias para
os olhos. O ponto multicritico ocorre em A ~ 0.4. As setas representam as
orientacoes preferenciais dos spins em cada fase.
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3.4 Caso bidimensional com ¢ = 8

Na Ref. [35], também foi estudado o caso ¢ = 8. Em contraste com os casos anteri-
ores, para ¢ = 8, o diagrama de fases mostrado na Fig. 3.7 é totalmente diferente.
A competicao entre os termos ferromagnético e nematico leva a criagao de duas no-
vas fases ferromagnéticas F; e Fy além da fase ferromagnética usual F, e o ponto
multicritico se desloca para A ~ 0.5. Na fase N, hd uma pseudo-ordem nematica
de longo-alcance com oito direcoes preferenciais entre os spins. As fases Fy, F; e
F possuem pseudo-ordem ferromagnética de longo-alcance, as setas no diagrama
Fig. 3.7 dao uma nocao de como sao as orientagoes preferenciais entre os spins em
cada fase.

Ainda de acordo com a Ref. [35], as transi¢oes N-Fy e Fo-F; foram tidas como
pertencentes a classe de universalidade Ising 2d, porém as evidéncias nao foram con-
clusivas devido aos pequenos tamanhos utilizados nas simulacées. Além disso, foi
suposto que as transicoes UF-Fy e UF-F; pertenceriam a classe de universalidade
KT valendo-se do fato de que o escalamento da susceptibilidade dentro dessas fases
é ndo-universal e assume o expoente /v = 1.75 exatamente no ponto critico. Con-
tudo, isso também virou alvo de criticas (as mesmas do caso ¢ = 3, Ref. [36]). Por-
tanto, este trabalho também tem por objetivo um estudo detalhado das transicoes
supostamente pertencentes a classe KT por meio da helicidade, o observavel mais
adequado nesse caso, assim como, para as transi¢oes continuas, fornecer resulta-
dos mais precisos e para sistemas maiores que possam confirmar suas classes de
universalidade. Ademais, estender os resultados para trés dimensoes.
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Fig. 3.7: Diagrama de fase esquemadtico para o caso bidimensional com g = 8 [35]. As
linhas sdo apenas guias para os olhos e foram obtidas através dos picos no calor
especifico. O ponto multicritico ocorre em A ~ 0.5. As setas representam as
orientacoes preferenciais dos spins em cada fase.



Capitulo 4

Resultados: ¢ =3

Discutiremos neste capitulo os novos resultados encontrados para a helicidade, mag-
netizagao e susceptibilidade magnética para o caso ¢ = 3 em duas e trés dimensoes.
No caso bidimensional, o objetivo é obter um diagrama de fases mais detalhado e com
maior precisao, além de mostrar evidéncias sélidas quanto a classe de universalidade
KT das transigoes entre as fases pseudo-ordenadas e a paramagnética. Também em
trés dimensoes, obter o diagrama de fases e determinar a natureza de cada transicao.
Os dados foram obtidos através de métodos de Monte Carlo utilizando o algoritmo
de cluster de Wolff [59] e do algoritmo de Metropolis single-flip [41], que é menos
eficiente neste problema. No intuito de obter resultados para sistemas maiores e com
maior precisao, também implementamos o algoritmo de Swendsen-Wang [60] na lin-
guagem CUDA (Compute Unified Device Architecture) para simulagoes em GPU
(Graphics Processing Unit). Todos os resultados sdo para a rede quadrada no caso
bidimensional e rede cubica no tridimensional, ambas com condigoes periddicas de
contorno. Os detalhes das simulagoes e implementacgoes dos algoritmos se encontram
no apéndice A.

4.1 Caso bidimensional

Antes de apresentar os resultados para a helicidade, Eq. (2.15), precisamos estendé-
la para o modelo XY generalizado. Tomamos as derivadas da energia de ligacao
entre pares de spins de acordo com o Hamiltoniano Eq. (3.1)

Uj; = aa—U; = Asin(¢) + (1 — A)gsin(qo) (4.1)

U" = 82Uij
iy — @¢2

= Acos(¢) + (1 — A)g* cos(q), (4.2)
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onde ¢ = 6; — 6;. Utilizando as Eqgs. (2.13) e (2.14), identificamos

(0 = (3 [deoste) 4421 - &) colao)] ) (43

(1)a

< (Z [Asin(¢) + (1 — A)g sin(qqﬁ)]) > (4.4)
(if)e
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Fig. 4.1: Vorticidade e erro, Eq. (4.7), (no detalhe) como fungdes da temperatura para
A = 0.25. O menor erro ocorre em 1" = 0.671, onde A ~ 8.966.
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Fig. 4.2: Vorticidade e erro, Eq (4.7), (no detalhe) como fungdes da temperatura para
A = 0.7. O menor erro ocorre em T = 0.748, onde A ~ 0.992.
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Fig. 4.3: Helicidade em funcao da temperatura em A = 0.25 (acima) e A = 0.7 (abaixo)
para diferentes tamanhos. As linhas continuas sdo 187 /m (acima) e 2T'/7
(abaixo).

Para estimar a temperatura da transicao KT do modelo XY generalizado, in-
cluimos um parametro adicional a expressao (2.16), como na Ref. [54]. Assim

27T,
lim Y(Tyr) = =~

L—oo )\27'('

(4.5)

onde o fator A é chamado de vorticidade e esta relacionado com a carga do defeito
topolégico presente em uma determinada fase. Para A = 1 (modelo XY usual),
na transigao F-P, recuperamos a condigao do salto universal, Eq. (2.16), quando
A = 1. Quando A = 0 (modelo puramente nemético), na transigao N-P, a helici-
dade nos fornece ¢*Ty; como temperatura critica, entao normalizamos a Eq. (2.16)
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multiplicando-a por ¢? de modo a recuperar a temperatura critica KT. Dessa ma-
neira, extrapolamos a Eq. (4.5) para a regiao 0 < A < 1, onde A\ depende da
fase em que se encontra o sistema. Para o caso ¢ = 2, na Ref. [54], A = 1/2 na
transicao N-P, o que esta associado ao desacoplamento dos pares semi-vortices e
semi-antivortices. Assim, na transigdo N-P para ¢ = 3, supomos que A = 1/3. Na
transicao F-P, independentemente do valor de ¢, fazemos a suposi¢cao de que A = 1
devido ao desacoplamento dos vortices inteiros.

A validade da expressao (4.5) pode ser testada com um parametro extra de ajuste
na funcao (2.17)

2T A 1 1
T(N)=— (14— 4.6
(V) m ( +210gL+C’>’ (4.6)
de modo que A nos fornece informagoes sobre a vorticidade do sistema, ou seja,
A = 1/)% Ao fazer o ajuste com a fungido (4.6) para diferentes temperaturas

préximas a transicao e utilizando todo o conjunto de tamanhos do sistema, obtemos
os parametros de ajuste A(T) e C(T). Entao, procuramos pela temperatura que
minimize o erro quadratico normalizado

Y(T,L;) — Y (T, L)\
€:Z<( a)(T,Li)( ))’ o

i

onde o(T, L;) = 1/(Y2) — (Y)2. Ou seja, o erro mede o quanto os dados Y (7, L;)
se distanciam do valor da helicidade fornecido pelo ajuste Y (T, L;). Uma vez
obtida a temperatura que minimize esse erro, simultaneamente encontramos o valor
da vorticidade devido a sua correlacao com a temperatura. Isso é evidente nas
figuras 4.1 e 4.2, onde temos a vorticidade em funcao da temperatura para A = 0.25
e A = 0.7, respectivamente. Também mostramos, no detalhe de cada figura, a
dependéncia do erro da expressao (4.7) em funcao da temperatura.

Para A = 0.25, o menor erro ocorre em 7' = 0.671, o que nos fornece A ~ 8.966.
Para A = 0.7, o menor erro ocorre em 1T = 0.748, o que resulta em A ~ 0.992.
Portanto, dentro dos limites da precisao dos dados, os valores da vorticidade estao
préximos aos esperados para as transicoes N-P e F-P, ou seja, 1/A\? = 9 e 1,
respectivamente.

Na Fig. 4.3, mostramos a helicidade como fung¢ao da temperatura para A = 0.25
(acima) e A = 0.7 (abaixo). Também incluimos as retas 187" /7 e 2T /7 relacionadas,
respectivamente, aos defeitos topoldgicos com carga A = 1/3 e 1. Conforme o
tamanho do sistema aumenta, o ponto de intersecgao de cada reta com a helicidade se
aproxima assintoticamente da temperatura critica de cada transicao. Embora para

um estado fora do equilibrio, na Fig. 4.4 podemos visualizar os vértices fraciondarios
com A = 1/3.
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Fig. 4.4: Semi-vortices (circulos verdes) e semi-antivortices (circulos verde-claros) para
o caso ¢ = 3 dentro da fase N em A = 0.01. A configuracao corresponde a um
estado fora do equilibrio e foi obtida apds um resfriamento vindo de T — oo.
H& muita semelhanca com o caso ¢ = 2, porém, agora, os vértices sdo formados
pelo encontro de trés paredes de dominios com diferenca de fase de 7/3.



38

Fig. 4.5: Magnetizacoes em funcao da temperatura para as ordens ferromagnética e
nemdtica 7/3 em A = 0.25 (acima) e A = 0.7 (abaixo) para diferentes ta-
manhos da rede. As curvas de mg3 mostram a transicao N-P, enquanto as
curvas m; mostram as transi¢oes F-N (acima) e F-P (abaixo).
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Fig. 4.6: Susceptibilidade magnética em funcao da temperatura para A = 0.25 (acima)
e A = 0.7 (abaixo) correspondente as magnetizagdes mg e m; da Fig. 4.5. Nas
transicdes N-P e F-N, y3 ~ L™ e y; ~ L5 respectivamente. Note que
abaixo de Tkt também h& escalamento, mas com expoentes nao-universais.

Agora analisaremos os resultados obtidos para magnetizacao e susceptibilidade,
assim como seus comportamentos na transicao com a obtencao dos expoentes criticos
via FSS. Na figura 4.5, sao mostradas as magnetizacoes m; e ms em funcao da
temperatura para A = 0.25 (acima) e A = 0.7 (abaixo).

Em A = 0.25, conforme a temperatura diminui, o sistema passa por duas
transicoes: a primeira, da fase desordenada P para a nematica N em T, ~ 0.692,
sinalizada por mg, que mede a ordem nemética entre spins defasados por 7/3 ou pa-
ralelos, a segunda, da nematica IN para a ferromagnética F em T, ~ 0.756, sinalizada
por mq, que mede a ordem ferromagnética.
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Na figura 4.6, vemos as susceptibilidades correspondentes a mz em A = 0.25
(acima) e & my (abaixo) para diferentes tamanhos. Conforme aumentamos o tama-
nho do sistema, a posi¢ao do pico tende ao valor da temperatura critica e a altura
do pico diverge no limite termodinamico. Além disso, como acontece na figura 2.9, a
susceptibilidade também diverge para todas temperaturas abaixo de Tk, mas com
expoentes nao-universais.

Podemos determinar o expoente critico da magnetizacao na transicao medindo,
para cada tamanho, seu valor na temperatura correspondente ao pico da respectiva
susceptibilidade e, entdo, aplicamos as relagdes de escalonamento finito, Eq. (2.3).
Para mgs, na transigdo N-P, temos que /v = 0.128 + 0.006, lembrando que o valor
exato é 1/8 = 0.125. Para mq, na transicao F-P, temos /v = 0.131 & 0.005.

Da mesma forma, podemos encontrar o expoente critico para susceptibilidade
tomando seu valor no pico para cada tamanho e aplicando as relagoes (2.3). Para
X3, na transi¢ao N-P, encontramos que v/v = 1.755 +0.002, lembrando que o valor
exato é 7/4 = 1.75. Para x1, na transicao F-P, temos que /v = 1.745 £ 0.001.
Os detalhes da obtencao dos expoentes, assim como as temperaturas de transicao,
podem ser encontrados na Ref. [57].

Os expoentes criticos nas duas transicoes das fases pseudo-ordenadas com a pa-
ramagnética sao consistentes com a classe de universalidade KT. A incerteza nos
expoentes provém de varios fatores. Um deles, recorrente em simulacoes, é quando
utilizamos tamanhos de rede muito pequenos ou muito grandes. No primeiro caso,
os efeitos de rede finita se tornam relevantes influenciando o valor das medidas. J&
no segundo caso, o sistema demora mais tempo a chegar no estado de equilibrio,
entdo, o tempo de simulagao é o fator limitante. Além disso, na obtencao de /v,
medimos a magnetizacao de acordo com o valor do ponto critico fornecido pelo pico
na respectiva susceptibilidade. Se a localizacao do pico nao for muito precisa, isso
pode afetar consideravelmente a magnetizacao medida. Outro problema intrinseco
ao modelo é devido ao fato de que ha corregoes logaritmicas ao FSS [42], aqui des-
consideradas. Porém, como a helicidade é uma evidéncia forte na confirmacao da
classe KT das transicoes F-P e N-P, as pequenas discrepancias aqui apresentadas
correspondem apenas a dificuldade em obter boas medidas nas simulacoes.

Na figura 4.7, mostramos o diagrama de fases reconstruido com os novos resul-
tados. As linhas das transicoes F-P e N-P foram obtidas através da helicidade. A
transicao F-P esta associada a dissociacao de vortices inteiros, pois encontramos a
vorticidade A = 1. Por outro lado, a transicao N-P esta associada a dissociacao de
vortices semi-inteiros com vorticidade A = 1/3. Construimos a linha N-F tomando
a temperatura critica dos picos na susceptibilidade x; (os resultados coincidem com
o calor especifico) pelo fato da helicidade nao nos indicar essa transigdo. Nossos
resultados mostram, portanto, que o diagrama esquemaético, Fig. 3.6, estava es-
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sencialmente correto. O ponto multicritico estd préximo a A = 0.4, mas nossos
resultados nao permitem localizé-lo com precisao. A linha tracejada mostra o limite
inferior para a transigao KT. Como demostrado na Ref. [61], a temperatura critica é
uma funcao monotonica dos parametros de acoplamento dos termos ferromagnético
e nematico, e existe um limite inferior para 7, diretamente proporcional ao maior
dos termos de acoplamento, ou seja,

ATer se A >0.5
T(A) 2 { (1—A)Tr s A<05

onde Tkt ~ 0.893. A condicao é valida para qualquer valor do parametro nematico
g. Olhando para o diagrama 4.7 vemos, entao, que nenhuma das transi¢oes viola a
condicao acima. Além disso, um fato interessante é a linha de transicao N-P estar
bem préxima a linha da condi¢ao (4.8), porém o mesmo nao acontece na transigao
F-P. Esse resultado também é verificado para ¢ = 2, no diagrama 3.1.

(4.8)

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
A

Fig. 4.7: Diagrama de fase obtido com os novos resultados [62]. O ponto multicritico
ocorre em A ~ 0.4. A linha pontilhada, Ref. [61], fornece o limite inferior para
a transicao, Eq. (4.8).

4.2 Caso tridimensional

Na Fig. 4.8 mostramos o diagrama de fases para o modelo XY em trés dimensoes para
= 3. Em comparagao com o caso bidimensional, o diagrama possui a mesma estru-
tura, porém o ponto multicritico agora esta nas proximidades de A = 0.5. A fase F
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possui ordem ferromagnética enquanto a fase N possui ordenamento nematico, am-
bos de longo-alcance. As transicoes dessas fases para a paramagnética sao continuas
e pertencem a classe de universalidade 3dXY. A transigao entre as duas fases orde-
nadas (F e N) é descontinua, assim como a transigdo no modelo de Potts com trés
estados tridimensional [63].

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

A

Fig. 4.8: Diagrama de fases para o modelo XY tridimensional com ¢ = 3 [64]. Os pon-
tos foram obtidos tomando o pico do calor especifico para L = 20. O ponto
multicritico ocorre em A ~ 0.5. A linha tracejada N-P mostra uma transigao
descontinua.



43

-~ T T T T L: 4
os | e
128 ~
04 r
_ 0.3 r
S
0.2
0.1 r
O I I I ‘7?' +—¢
0.664 0.666 0.668 0.67

0.672

Fig. 4.9: Magnetizacdo m; em funcao da temperatura na transicdo F-IN em A = 0.25
para diferentes tamanhos. No ponto de coexisténcia 7" ~ 0.668, ha um salto
descontinuo para todos tamanhos. Note o pequeno intervalo de temperaturas.

Pode ser visto na Fig. 4.9 o comportamento da magnetiza¢ao (m;), a qual res-

ponde a ordem ferromagnética, para diferentes tamanhos na transicao da fase F para

N. A medida que aquecemos o sistema, ha uma queda descontinua na magnetizacao
em T ~ 0.668, indicando uma transicao descontinua.
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Fig. 4.10: Susceptibilidade magnética respectiva a ms3 em funcdo da temperatura na
transi¢ado F-IN em A = 0.25. No detalhe mostramos o comportamento do pico
na transicao: yz(L) ~ L'9773) Note a escala logaritmica.

O comportamento da susceptibilidade em funcao da temperatura pode ser visto
na Fig. 4.10 para a transicao da fase nemaética a paramagnética. O detalhe mos-
tra o valor de x3(7%.) em fungdo do tamanho do sistema. Ajustando os dados com
a reta log xs = alog L + b, determinamos o expoente critico /v através de sua
inclinagao. No caso, encontramos /v ~ 1.977 £ 0.003. Apesar da pequena dis-
crepancia, um valor consistente com a classe de universalidade do modelo XY tridi-
mensional. Também podemos estimar a temperatura critica assintotica através do
ajuste dos dados com a fungio T'(L) = aLb+T,. Para a transi¢io N-P, encontramos
T, ~ 1.652 £ 0.001.
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Fig. 4.11: Helicidade vs temperatura para 3dXY com ¢ = 3 na transicao F-IN em A =
0.25. As curvas para diferentes tamanhos se interseccionam em T, ~ 1.652 +
0.0005.

Na Fig 4.11 temos a helicidade reescalada em funcao da temperatura para
A = 0.25 e diferentes tamanhos. Lembrando que Y(7, L)L deve ser independente
do tamanho do sistema no ponto critico. Observamos que as curvas para diferentes
tamanhos de fato se cruzam em T, ~ 1.652 4 0.0005 na transicao N-P. Portanto,
em concordancia com o resultado obtido pela susceptibilidade, assim como a con-
firmacao da classe 3dXY dessa transicao. Como ja esperamos que a transicao F-P
pertenca a classe de universalidade XY3d, omitimos os resultados para ela.

4.3 Conclusoes

Estudamos, neste capitulo, o caso particular em que o Hamiltoniano (3.1) possui
o termo nematico ¢ = 3 em duas e trés dimensoes. Resultados anteriores obtidos
por Poderoso et al [35] ndo foram conclusivos quanto a qual classe de universalidade
pertenceriam as transigoes entre as fases com pseudo-ordem e a desordenada. Com
resultados mais precisos e tamanhos de rede maiores, coube a primeira parte deste
trabalho clarificar estas questoes. Por meio do cédlculo da helicidade, juntamente
com o ajuste da fungao (4.6) e a minimizacao do erro da expressao (4.7), além de
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identificar as vorticidades do sistema nas fases F e N, encontramos as temperaturas
criticas das transigoes com a fase paramagnética. Também recuperamos, dentro de
uma pequena margem de erro, os expoentes criticos 5/v e /v do modelo XY para
ambas as transi¢oes, F-P em A = 0.25 e N-P em A = 0.7, aplicando escalonamento
de tamanhos finitos nos dados para magnetizacao e susceptibilidade. Na Ref. [57],
sao encontrados evidéncias adicionais para o cumulante de Binder [65] e helicidade
de quarta ordem que, somadas as apresentadas aqui, constituem solidas evidéncias
a favor da classe de universalidade ser Kosterlitz-Thouless das transigoes entre as
fases pseudo-ordenadas com a paramagnética. Colocando em xeque, portanto, ar-
gumentos contrarios a existéncia de tais transi¢oes [36].

Vimos que o diagrama de fases em trés dimensoes possui a mesma estrutura
que o caso 2d com leves diferencas. A transicao entre as fases ordenadas é de
primeira ordem como indicado pela descontinuidade na magnetizagao, similarmente
a transicao do modelo de Potts tridimensional com trés estados. Na transicao entre
a fase nematicamente ordenada com a desordenada, por meio de escalonamento de
tamanhos finitos, recuperamos o expoente /v do modelo XY tridimensional e, além
disso, encontramos a temperatura critica por meio do reescalamento da helicidade.



Capitulo 5

Resultados: ¢ =8

Mostraremos, neste capitulo, os resultados para susceptibilidade magnética, helici-
dade e cumulante de Binder para o caso ¢ = 8 em duas e trés dimensoes. Procuramos
esclarecer, com evidéncias sélidas, as classes de universalidade das transigoes pre-
sentes no diagrama 3.7, além de estendé-lo para o caso tridimensional e descobrir a
quais classes de universalidade suas transicoes pertencem.

5.1 Caso bidimensional

Para auxiliar na visualizagao das transicoes de fases descritas a seguir, na Fig. 5.1
pode ser visto o novo diagrama de fases para o caso ¢ = 8, que é essencialmente o
mesmo que o anterior 3.7 obtido por Poderoso et al [35], porém mais detalhado com
pontos obtidos através dos picos na susceptibilidade magnética. Comecamos a des-
cricao de cada transicao através da helicidade, mostrando na sequéncia, resultados
para a susceptibilidade magnética e cumulante de Binder.
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Fig. 5.1: Diagrama de fases para o modelo XY bidimensional generalizado, com ¢ =
8 [64]. Os pontos foram obtidos com os picos na susceptibilidade magnética.

Na Fig. 5.2 mostramos a helicidade como funcao da temperatura ao longo da
linha A = 0.2 para diferentes tamanhos. Nas proximidades da transicao N-P, a he-
licidade decai a zero devido a dissociacao dos pares vortices-antivortices fracionarios.
Como, em geral, a carga topoldgica na fase N é A = 1/q¢, a carga topoldgica para
o caso ¢ =8 é A = 1/8. Desse modo, o ponto critico é dado pelo cruzamento da
helicidade com a reta 27'/\?m, sendo Tk (0.2) ~ 0.725. Esta transi¢iao com carga
fraciondria ocorre para toda regiao A < A,,.;;- Apesar de nao ser visivel com a es-
cala logaritmica da Fig. 5.2, no entorno da transicao Fo-N em T, ~ 0.2, existe uma
pequena perturbagao no valor da helicidade. Ha um decréscimo devido a contri-
buigao energética da uniao entre vortices-antivértices inteiros que se desfaz. Porém,
como a Eq (2.11) é dominada pelo termo ¢2, essa diminuigao é quase imperceptivel.
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Fig. 5.2: Helicidade em funcao da temperatura em A = 0.2 para diferentes tamanhos. O
ponto de cruzamento da helicidade com a reta 27°/\*7 onde A = 1/8 representa
a transicao N-P.

Na Fig. 5.3, pode ser vista a helicidade em funcao da temperatura para A =
0.6. A medida que a temperatura aumenta, a helicidade passa por dois abruptos
decréscimos. O primeiro, no entorno da transicao Fo-Fo em Tir(0.6) ~ 0.359, estd
relacionado a dissociagao de vértices fracionarios com carga A = 1/8. O segundo, no
entorno da transi¢ao Fo-P em Tkr(0.6) ~ 0.543, esta relacionado a dissociagao de
vortices inteiros com carga A = 1. E importante notar que ambos os saltos dependem
do tamanho do sistema, como esperado para transicoes na classe de universalidade
KT. Ajustando a helicidade no entorno da transigdo Fo-F( por meio da Eq. (4.6),
encontramos T, >~ 0.359 e A = 63.825 como sendo os parametros que minimizam o
erro quadratico da Eq. (4.7), o que é mostrado na Fig. 5.4. Apesar das flutuagoes, o
erro é quatro ordens de grandeza menor na regiao no entorno de Tixr. A vorticidade
esta muito proxima de 64, o que indica, portanto, que a transicao ¢ guiada pela
dissociacao de vértices com carga 1/8.
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Fig. 5.3: Helicidade vs temperatura em A = 0.6. Os pontos de cruzamento das retas
2T /M%7 com A = 1 e 1/8 com a helicidade representam, respectivamente, as
transigoes Fo-Fy e Fo-P. Note que (T) é dependente do tamanho do sistema
em ambos os saltos.
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Fig. 5.4: Vorticidade e, no detalhe, o correspondente erro, Eq. (4.7), como funcoes da
temperatura para A = 0.6. O ponto em que A cruza a linha no valor 64 é
compativel com a regiao em que encontramos o erro minimo em 7' = 0.3595.
Note a reduzida escala de temperatura.
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Para A = 0.8, Fig. 5.5, temos a helicidade em funcao da temperatura para
diferentes tamanhos. Dois saltos podem ser vistos a medida que a temperatura
aumenta. O primeiro, no entorno da transicao F-Fgem T, ~ 0.226, esta relacionado
a dissociacao de vértices fraciondrios. O segundo, nas proximidades da transicao
Fo-P em Tkt ~ 0.724, relacionando ao desligamento de vértices inteiros com carga
A = 1. Ao contrério do caso A = 0.6, o salto na helicidade na transicao F{-Fy nao
depende do tamanho do sistema. Essa auséncia de dependéncia, mesmo para redes
acima de L = 512, é uma indicacao de que esta transicao nao pertence a classe de
universalidade KT. Informagoes adicionais sao apresentadas na Fig 5.6, onde temos a
helicidade de quarta ordem Eq. (2.12) como fun¢ao da temperatura. Note que devido
ao fato de ser um parametro de ordem mais alta e estar em escala logaritmica, as
flutuacdes sio elevadas. E esperado que a quantidade (L2Y,) divirja em Tir [44].
Porém, o que encontramos é que (L?Y,) escala com o tamanho unicamente na
transicao Fy-P, enquanto na transicao F;-F, para as redes utilizadas, nao aparenta
depender do tamanho do sistema.
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Fig. 5.5: Helicidade em fungao da temperatura em A = 0.8. Os pontos de cruzamento das
retas 27/A\%7 com A = 1 e 1/8 com a helicidade representam, respectivamente,
as transigoes F1-F e Fo-P. Ao contrério da Fig. 5.3, (T) depende do tamanho
do sistema apenas no salto relativo a transicao Fy-P.
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Fig. 5.6: Helicidade de quarta ordem para A = 0.8. Importante notar que na transicao
Fo-F1 as curvas nao escalam com o tamanho do sistema, enquanto em toda fase
Fy ha tal dependéncia.
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Temos na Fig. 5.7 as densidades de vértices (A = 1) e vértices fraciondrios
(A = 1/8) em fungao da temperatura para A = 0.2 (painel superior), A = 0.6
(intermediario) e A = 0.8 (inferior). Para A > A,,., nas transi¢oes Fy-Fq e
F.-F(, apenas os voértices fracionarios se desacoplam e a helicidade decresce a um
pequeno valor correspondente aos vortices inteiros, entao, a medida que a tempera-
tura aumenta, os vortices inteiros também se desacoplam e a helicidade cai a zero
na transicao F-P. Isso pode ser verificado nos saltos consecutivos na helicidade nas
Figs. 5.3 e 5.5. Para A < A, ocorre o oposto, os vértices inteiros se desaco-
plam na linha de transicao F5-IN onde a helicidade tem uma pequena diminuicao,
aumentando a temperatura, os vortices fraciondrios se desacoplam na transicao IN-
P e a helicidade vai a zero. Porém, como o fator ¢ ¢ dominante na helicidade,
o desacoplamento dos vértices inteiros é quase imperceptivel. Somado a isso, por
nao haver o desacoplamento de cargas na transicao Fo-F;, a helicidade nao parece
sofrer nenhum efeito ao atravessa-la. Portanto, essa transicao aparentemente nao
pertence a classe de universalidade KT. Na Fig. 5.8 podemos visualizar os vortices
fraciondrios® para ¢ = 8 em um estado transiente.

L'A medida que ¢ aumenta, os vértices fraciondrios se tornam cada vez mais complexos, sua
possivel identificagao se d4 através da generalizacdo, Eq. (B.7), da soma Eq. (B.2).
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Fig. 5.7: Densidade de vértices-antivértices (A = 1) e vortices-antivértices fraciondrios
(A = 1/8) em funcao da temperatura em A = 0.2 (painel superior), A = 0.6
(intermedidrio) e A = 0.8 (inferior) para L = 64. O comportamento py é
independente do tamanho e da vorticidade (positiva ou negativa).

Desse modo, tendo mostrado evidéncias de que as transicoes N-F5, Fo-F; e F{-F|
nao pertencem a classe de universalidade KT, descreveremos, agora, as propriedades
dessas linhas continuas analisando os resultados para a susceptibilidade.
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Fig. 5.8

-t
Distribuicao angular para as quatro fases ao longo da linha com temperatura

fixa T'= 0.15.

Fig. 5.9
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Para auxiliar na descricao das transicoes, assim como na escolha da magnetizacao
my, mais adequada para caracterizar uma determinada fase, na Fig. 5.9 mostramos
a distribuicao angular dos spins para cada fase ordenada ao longo da linha com
temperatura constante 7' = 0.15. Na fase N, temos mg # 0 e m; = 0, pois os spins
se orientam em oito direcoes preferenciais simétricas dispostas sobre um circulo como
pode ser visto pelos oito picos no painel superior da Fig. 5.9. Ja na fase F5, apenas
quatro diregoes (relevantes) permanecem, todas sobre o mesmo semicirculo, a soma
dessas projecoes faz com que m; seja nao-nula. Logo, ha uma quebra na simetria
de reflexao e, consequentemente, esperamos que a transicao Fo-IN pertenca a classe
de universalidade Ising 2d. Na Fig. 5.10, temos x; como funcao da temperatura
em A = 0.35 para diferentes tamanhos do sistema. Tomando o valor de x;(L)
na temperatura critica e aplicando FSS, como mostrado na caixa, encontramos o
expoente v/v ~ 1.753, consistente, de fato, com uma transigao tipo Ising.

9 T T T T
m 9 T T
o Vv ~
~ 7 kv“i, STt ///'
7 i v v\v“ ED //'/ |
_ ““v\\ ///
>‘< ‘/. 00 0g '.f;v 5 L I I
a0 o O 4 5 6
S y (8 log L
— gy .'i'. a
5 '// ..;l" g%
t = [=64=|"
.,l‘.‘ 128 . .\J.
L 256 ~
t 512 - i
3 1 1 1 1 i
0.32 0.34 0.36 0.38 0.4 0.42
T

Fig. 5.10: Susceptibilidade magnética respectiva & my vs temperatura em A = 0.35 para
diferentes tamanhos. O detalhe mostra como a altura do pico da suscep-
tibilidade cresce na transicao N-Fg, fornecendo a razado dos expoentes 7 /v:
Xi(L) ~ L1759,

Para A > 0.5, ocorre o oposto do descrito acima. Quando o sistema entra em Fg
vindo da fase paramagnética, devido ao pseudo-ordenamento ferromagnético, m; # 0
e mg = 0. Contudo, é importante notar que mg também é sensivel a pseudo-ordem
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ferromagnética, pois teriamos mg = 1 com todos os spins paralelos no caso particular
T = 0. O que impede mg de ser nao-nula na fase Fy é a largura da distribui¢ao dos
spins, como mostrado na Fig. 5.9 para A = 0.95 2 3. Desse modo, mg é nao-nulo
na fase F;. Nas Figs. 5.11 e 5.12 sao mostradas as susceptibilidades relativas a mg
como fungoes da temperatura em A = 0.6 e 0.8, respectivamente. Na transi¢ao
F,-F(, embora ja tenham sido apresentadas evidéncias de estar na classe KT por
meio da helicidade, aplicando FSS nos dados de xs(L), como mostrado no detalhe
da Fig. 5.11, obtemos o expoente v/v ~ 1.750 & 0.005. Portanto, uma evidéncia
adicional quanto a sua classe KT. Por ainda nao ser exatamente determinado o
valor de A onde termina a linha de transicao KT entre as fases Fy e Fy e passa
a ser a linha de transi¢do continua entre as fases F1-Fy, o expoente /v apresenta
fortes efeito de tamanho finito nessa regiao multicritica. Na transicao Fi-Fy em
T. ~ 0.21 £ 0.03, obtemos /v ~ 1.43 + 0.05 quando utilizamos os trés maiores
tamanhos (L = 256,512, 1024). Apesar de o expoente crescer a medida que tomamos
sistemas cada vez maiores, ainda dista do valor esperado para uma transicao tipo
Ising.

2 Em um estado verdadeiramente ferromagnético (m = 1), se criarmos 7 cépias de cada spin
0; (0; + m/8,0; + 2w /8, ..., 77 /8), temos um estado verdadeiramente nemdtico e mg = 1. Mas se
fizermos isso com a configuragdo que deu origem & Fig. 5.9, com A = 0.95, ao incluir as 7 cépias
de cada spin, terminamos com uma ocupag¢ao uniforme ao redor do circulo, ou seja, um estado
paramagnético (mg = 0)

3 Na Ref. [31] foi estudado o caso ¢ = 2 com um termo “anti-alinhamento” (em analogia com
antiferromagnético), ou seja, hd um favorecimento de spins defasados por 7/2 que, no caso ¢ = 2
usual, seria a orientagao menos energeticamente favoravel.
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Fig. 5.11: Susceptibilidade respectiva a mg como funcao da temperatura em A = 0.6.
O detalhe mostra que na transicao F»-F( a altura do pico da susceptibilidade
cresce COmMo xg ~ L7500,
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Fig. 5.12: Susceptibilidade respectiva & mg vs temperatura em A = 0.8. O detalhe
mostra como a altura do pico da susceptibilidade cresce na transicao Fi-F:
Xg ~ L1'43(5).



59

Para entender um pouco mais a linha F;-F(, também medimos a susceptibilidade
em A = 0.9, como mostrado na Fig. 5.13. Em A = 0.9, ainda h4 efeito de tamanho
finito, porém, ao aplicarmos FSS tomando yg para todos os tamanhos, exceto L =
64, encontramos o expoente /v ~ 1.74 + 0.02. Como a helicidade nessa transigao
nao apresenta dependéncia com o tamanho do sistema, assim como em A = (.8,
exclui-se a possibilidade de estar na classe K'T. Portanto, supomos que a transicao
esteja na classe de universalidade do modelo de Ising 2d.
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Fig. 5.13: Susceptibilidade respectiva a mg como funcao da temperatura em A = 0.9.
No detalhe temos o comportamento do pico da susceptibilidade na transicao
Fi-Fo: x§ ~ LT3,

Para a transicao F1-F5, a magnetizacao adequada para descreve-la é a my. Pois,
nas fases N e Fy, como a distribuicao dos spins esta concentrada nas diregoes pre-
ferenciais do termo nematico defasadas por /4, enquanto m, é sensivel a pseudo-
ordem ferromagnética ou nemética com spins defasados por 7/2, duas componentes
separadas por 7/4 se cancelam fazendo com que my4 seja nula. Analogamente ao mg
na transicao Fi-Fy, my # 0 na fase F; devido a pseudo-ordem ferromagnética.

Como um 1til mecanismo na identificacao de transigoes de fase, também medimos
o cumulante de quarta ordem de Binder [65-68|

(5.1)
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Sua relevancia é a nao dependéncia com o tamanho do sistema na transicao, pois,
relembrando a expressao (2.3c) para o escalamento da magnetizagdo, notamos que

a quantidade
(m*) L=/ My (tLMVY) .
— = M (L"), 5.2
(m2)2 [L=28/" My(tLY/V))? s(tL7) (5:2)

onde t é a temperatura reduzida e Ms(tL'/") é uma nova funco de escala que nio
depende do tamanho do sistema exatamente no ponto critico.

Na Fig. 5.14 temos a susceptibilidade respectiva a my4 e o cumulante de Binder,
ambos em funcao da temperatura para A = 0.4 e diferentes tamanhos. E inte-
ressante notar que, diferentemente dos outros casos, o pico de x4 se desloca para
temperaturas mais altas a medida que o tamanho do sistema aumenta e as curvas co-
lapsam a esquerda dele. Aplicando FSS nos picos de y4(L), encontramos o expoente
v/v ~ 1.2440.01, que ndo conseguimos associar a nenhuma classe de universalidade.
Somado a isso, toda a linha F{-F5 apresenta expoentes nao-universais mostrados na
tabela 5.1 e no detalhe da Fig. 5.14 em funcao de A. Apesar da limitada precisao
dos expoentes, hd uma clara dependéncia de /v com o parametro de acoplamento
A. A medida que A aumenta, o expoente /v sofre uma leve diminuigao. O fato das
curvas do cumulante de Binder se cruzarem em T, ~ 0.165 £ 0.002, é uma indicagao
da existencia de uma transicao, embora nao saibamos a qual classe ela pertence.
Desse modo, resultados adicionais sao necessarios para determina-la. ;
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A 0.15 0.3 0.4 0.7
v/v | 1.270 +£0.004 | 1.25+0.01 | 1.24 £0.01 | 1.21 £0.01

Tab. 5.1: Ezpoentes criticos ao longo da linha de transicao ¥1-Fo obtidos na janela
de tamanhos acessiveis as nossas simulacgoes.

"0.12 0.14 0.16 0.18

Fig. 5.14: (Painel superior) Susceptibilidade respectiva & my vs temperatura em A = 0.4
na transicdo Fi-Fy. (Painel inferior) Cumulante de Binder para diferentes
tamanhos e seu cruzamento na transicao. O detalhe mostra a dependéncia

com A do expoente de 4.
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5.2 Caso tridimensional

Na Fig. 5.15 mostramos o diagrama de fases obtido para o caso ¢ = 8 em trés di-
mensoes. Os pontos foram obtidos através dos picos no calor especifico. O ponto
multicritico ocorre em A,,,.;; >~ 0.5 e nos extremos A = 0 e 1 recuperamos a tempe-
ratura critica do modelo XY, T, ~ 2.2018 [50-52]. A estrutura do diagrama ¢ similar
ao caso bidimensional, porém, nesse caso, as fases F; e Fy se combinam em uma so,
a qual chamamos F; e que possui ordenamento ferromagnético de longo-alcance. As
fases N e F( possuem, respectivamente, ordem nemaética e ferromagnética de longo-
alcance. A seguir serao descritas as propriedades de cada fase e suas transicoes por
meio da susceptibilidade, helicidade e cumulante de Binder.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
A

Fig. 5.15: Diagrama de fases para o modelo XY tridimensional com ¢ = 8 [64]. Os pontos
foram obtidos tomando os picos do calor especifico para L = 20.

Analogamente ao caso ¢ = 3, se espera que as transigoes entre as fases orde-
nadas com a paramagnética pertencam a classe de universalidade do modelo XY
tridimensional. Isso pode ser verificado nas Figs. 5.16 e 5.17, onde mostramos as
susceptibilidades respectivas as magnetizacoes m; e mg para A = 0.8 e 0.25, res-
pectivamente. Na transi¢ao Fo-P, aplicando FSS nos dados x1(L) no ponto critico,
encontramos o expoente /v ~ 1.966 £ 0.009, levemente acima do esperado para
a classe XY3d. Além disso, tomando a posi¢ao do pico em xi(L) e extrapolando
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a 0 v ~v/v
XY |-0.0146 | 1.3159 | 0.6714 | 1.9600
Ising | 0.1096 | 1.2372 | 0.6300 | 1.96373

Tab. 5.2: Expoentes criticos para os modelos XY [33,53,69] e Ising [70-73] em trés
dimensoes.

com o ajuste T(L) = aL® + T, obtemos T ~ 1.7619 4 0.0003. Repetindo o pro-
cedimento para xg, na transicdo N-P, obtemos o expoente v/v ~ 1.969 4+ 0.005 e
T. ~ 1.6507 + 0.0004. Como, em geral, a precisdo em /v nao é suficiente para
determinar se a classe de universalidade pertence ao modelo XY3d ou ao modelo
de Ising 3d, podemos diferenciar uma classe da outra olhando os resultados para
helicidade, como veremos a seguir.

3 T T T 3 T T T
vv,V v\v T T /I/./
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1 | | | | | |
1.76 1.765 1.77 1.775 1.78 1.785

T

Fig. 5.16: Susceptibilidade respectiva a m; como funcao da temperatura para diferentes
tamanhos em A = 0.8. No detalhe mostramos o comportamento da altura do
pico na transicao Fo-P: x7 ~ L1-966(9)
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Fig. 5.17: Susceptibilidade respectiva a mg em fun¢ao da temperatura em A = 0.25. No

detalhe temos o comportamento da altura do pico na transicao N-P: x] ~
T,1:969(5)

Nas Figs. 5.18 e 5.19, mostramos, respectivamente, as helicidades reescaladas
como fungoes da temperatura em A = 0.6 e 0.8 para diferentes tamanhos. Note que
no ponto critico para uma transi¢ao na classe XY3d, a quantidade TL ¢é indepen-
dente do tamanho do sistema. Para A = 0.6, podemos observar que as curvas se
cruzam em dois pontos distintos a medida que a temperatura aumenta. O primeiro,
em T, ~ 0.884 4+ 0.005, indica a transi¢ao F{-Fy. O segundo, em T, ~ 1.32 + 0.01,
assinala a transicao Fo-P. Para A = 0.8, vemos que conforme a temperatura cresce,
apenas em T, ~ 1.762 + 0.001 a helicidade reescalada nao depende do tamanho,
indicando a transicao Fy-P. Nas proximidades da transicao F{-F,, a quantidade
T L diverge a medida que o tamanho do sistema aumenta sugerindo que a transi¢cao
nao pertence a classe XY3d.
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Fig. 5.18: Helicidade vs temperatura em A = 0.6 para diferentes tamanhos. A quan-
tidade YL independe do tamanho em 7. ~ 0.884 + 0.005 (caixa inferior) e
T. ~ 1.32 + 0.01 (caixa superior), respectivamente nas transigbes Fi-Fg e

Fo-P.
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Fig. 5.19: Helicidade em fungdo da temperatura em A = 0.8. A quantidade YL inde-
pende do tamanho unicamente em T, ~ 1.762 £ 0.001, na transicao Fo-P.
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Nas Figs. 5.20 e 5.21, temos as susceptibilidades respectivas a mg para A = 0.6
e 0.8 na transicao F1-Fy. Para A = 0.6, aplicando FSS nos pontos de x§(L), obte-
mos o expoente v/v ~ 1.979 + 0.001. Apesar da pequena discrepancia, o expoente
esta proximo do esperado para uma transicao na classe de universalidade XY3d.
Também encontramos a temperatura critica assintética T, ~ 0.877+0.001, préxima
aquela encontrada por meio da helicidade. Para A = 0.8, o expoente /v sofre for-
temente de efeitos de tamanho finito, ao utilizarmos FSS com apenas os trés maiores
tamanhos, encontramos /v ~ 0.492 4+ 0.004. Assim como no caso bidimensional,
esse expoente muito abaixo do esperado poderia ser devido a proximidade com o
ponto multicritico, que dividiria a linha de transicao F1-Fy em duas classes de uni-
versalidade, porém resultados para A = 0.9 fornecem um expoente critico similar
v/v =~ 0.57 £ 0.04. Colocando em divida, portanto, se esse pequeno escalamento
em Yyg na regiao 0.8 < A < 1 poderia ser apenas um efeito que desapareceria em
sistemas maiores.
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Fig. 5.20: Susceptibilidade respectiva a mg em funcao da temperatura para diferentes
tamanhos em A = 0.6. No detalhe mostramos o comportamento da altura do
pico na transicao Fo-F1: xg ~ L9790,
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Fig. 5.21: Susceptibilidade respectiva a mg vs temperatura em A = 0.8. O detalhe

mostra que na transicao Fo-F1, a altura do pico escala como xg ~

7,0-492(4)

Nas Figs. 5.22 e 5.23, mostramos o cumulante de Binder em funcao da tempe-
ratura para diferentes tamanhos na transicao F{-Fy para A = 0.6 e 0.8, respecti-
vamente. Para A = 0.6, as curvas de Ug(L) independem do tamanho do sistema
exatamente em T, ~ 0.8807 4 0.0001, uma temperatura consistente com aquelas
obtidas pela helicidade e susceptibilidade. Ja para A = 0.8, nas proximidades da
transicao F-Fy, onde xs tem seu méximo em T ~ 0.48, as curvas de Ug(L) nao
mostram sinais de convergéncia para uma temperatura especifica.
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Fig. 5.22: Cumulante de Binder respectivo a mg vs temperatura em A = 0.6. As curvas
de Ug(L) independem do tamanho em 7" ~ 0.8807+0.0001 na transicao F-Fy.
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Fig. 5.23: Cumulante de Binder em fungao da temperatura para A = 0.8. As curvas de
Ug(L) divergem na regiao correspondente aos picos de xg da Fig. 5.21.
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Resultados para o calor especifico em funcao da temperatura também sao mos-
trados na Fig 5.24 para A = 0.6 e 0.8. E esperado que o calor especifico seja
descontinuo no limite termodinamico para a transicao do modelo XY tridimensio-
nal, sendo isso uma das caracterfsticas das transicoes do tipo Lambda [69]*. Porém,
para tamanhos finitos, a descontinuidade s6 comeca a ser perceptivel para grandes
tamanhos do sistema. Além disso, pelo fato do expoente « (tabela 5.2) ser muito
pequeno e comparavel ao erro do ajuste ao se fazer F'SS, nos limitamos a mostrar
resultados qualitativos. Em A = 0.6, podemos ver trés picos em Cy conforme a
temperatura aumenta: o primeiro, insensivel ao tamanho do sistema, sera expli-
cado posteriormente, o segundo e o terceiro, respectivamente nas proximidades das
transicoes F1-Fg e Fo-P, além de possuirem comportamentos idénticos, comecam a
mostrar sinais da descontinuidade a partir de L = 64. Para A = 0.8, vemos dois
picos em CYy, o primeiro e o segundo nas proximidades das transi¢oes Fi-Fy e Fo-P,
respectivamente. Porém, apenas o segundo exibe dependéncia com o tamanho e a
descontinuidade caracteristica da transicao Lambda.

40 termo Lambda foi empregado pelo fato do formato da curva do calor especifico lembrar a
letra grega A.
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Fig. 5.24: Calor especifico vs temperatura em A = 0.6 (acima) e 0.8 (abaixo) para dife-
rentes tamanhos.

Na Fig. 5.25 temos os colapsos da susceptibilidade (painel superior) e do cu-
mulante de Binder (painel inferior) respectivos a m; como fungdes da temperatura
para diferentes tamanhos em A = 0.35 na transicao F;-IN. Um excelente colapso é
obtido com o expoente critico v ~ 1.33(5), v ~ 0.67(1), e T, ~ 0.771, valores que
estao préximos aos da classe de universalidade XY3d. Isso é notével pois esperamos
que essa transicao esteja na classe de universalidade Ising 3D, ja que as distribuicoes
angulares dessas fases sdo similares as do caso bidimensional (ver Fig. 5.9), passando
de oito diregoes preferenciais sobre um circulo (fase nemdtica) para apenas algumas
sobre um semicirculo (fase ferromagnética). Além disso, nao apresenta o compor-
tamento caracteristico de uma transi¢ao na classe XY3d, mostrando dependéncia
com o tamanho no ponto critico. O calor especifico também nao ajuda a decidir
a classe de universalidade da transicao, um bom colapso é obtido com o expoente
v acima (préximo ao XY3d) e com « pequeno mas positivo (préximo ao Ising 3D,
ver tabela 5.2). Portanto, nossos dados atuais confirmam apenas parcialmente que
a transicao F1-IN pertence a classe de universalidade Ising 3d. Maiores tamanhos
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e correcoes ao escalamento serao necessarias para obter um melhor estimativa dos
expoentes.
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Fig. 5.25: Colapso da susceptibilidade (painel superior) e cumulante de Binder (painel
inferior) na transicdo F1-N em A = 0.35 com T, = 0.771 e expoentes vy ~
1.33(5) e v >~ 0.67(1).

Para investigar a existéncia de uma possivel linha de transicao como indicado pelo
primeiro pico no calor especifico na Fig. 5.24, em analogia ao caso bidimensional onde
ha a transicao F-F5, medimos a magnetizagdo my4 ao longo da linha A = 0.4. Nas
Figs. 5.26 e 5.27, mostramos a susceptibilidade e o cumulantes de Binder relativos a
my como fungoes da temperatura para diferentes tamanhos, respectivamente. Vemos
que ha um pico em x4 dependente do tamanho do sistema que esta no entorno de
T = 0.4 para L = 16, porém, conforme L cresce, o mesmo se desloca rapidamente
para altas temperaturas se aproximando da transicao F;-IN, além de possuir um
escalamento muito pequeno. Como mostrado na Fig. 5.27, as linhas de U, divergem
a medida que o tamanho aumenta, nao havendo, portanto, qualquer indicio da
existéncia de um ponto critico onde as curvas de Uy(L) seriam independentes de L.
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Fig. 5.26: Susceptibilidade respectiva a m4 em funcao da temperatura para diferentes
tamanhos em A = 0.4.
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Fig. 5.27: Cumulante de Binder vs temperatura em A = 0.4. As curvas de Uy nao
convergem para um ponto comum independente do tamanho.
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5.3 Conclusoes

Neste capitulo abordamos o caso particular ¢ = 8 do Hamiltoniano (3.1) em duas
e trés dimensoes. As conjecturas feitas no trabalho anterior, Ref. [35], para o caso
bidimensional, estavam parcialmente corretas. Por meio da helicidade e o estudo
da vorticidade, encontramos evidéncias fortes quanto a natureza KT da transicao
Fo-Fy, guiada pela dissociagao de defeitos topolégicos com carga 1/8. Ja para a
transicao F1-Fy, os resultados indicam uma transicao continua, ao contrario da su-
posigao anterior. Via escalonamento de tamanhos finitos para redes muito maiores,
confirmamos a classe de universalidade Ising da transicao Fo-N obtendo o expoente
v/v com uma pequena margem de erro. Além disso, os novos resultados nao cor-
roboram a hipdtese anterior da transicao Fi-Fs ser do tipo Ising, na verdade, foi
constatado que ao longo de toda a linha de transigdo o expoente /v é depende do
parametro A, com um valor muito distante do esperado para classe Ising, pelo menos
na janela de tamanhos acessiveis dentro da nossa capacidade. Falta-nos, portanto,
investigar um pouco mais essa transicao.

No caso tridimensional, o diagrama de fases sofre algumas alteracoes. Apesar
de xg ter um pequeno escalamento com o tamanho na linha separando as fases
Fi e Fy desde A = 0.8 até A = 1, os resultados para o cumulante de Binder,
helicidade e o calor especifico apontam para a inexisténcia de uma transicao de fase,
sendo, portanto, o escalamento, apenas um efeito passageiro que provavelmente
desaparecera para redes maiores. Analogamente, nao encontramos indicios de uma
transicao Fi-F3 como no caso bidimensional. Por fim, as transi¢oes entre as fases
ordenadas com a paramagnética, como esperado, estarem na classe 3dXY, foram
confirmadas por meio da obtencao de /v e o cruzamento das curvas da helicidade
reescalada.



Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

Estudamos, neste trabalho, os resultados da competicao entre interacoes ferro-
magnéticas e nemaéaticas em uma generalizacao do modelo XY em duas e trés di-
mensoes. Em particular, os casos ¢ = 3 e ¢ = 8 do Hamiltoniano Eq. 3.1 foram
detalhados.

Para o caso bidimensional, também analisamos qualitativamente a topologia dos
diagramas de fases para varios valores de ¢ no termo nematico. A Fig. 6.1 apresenta
uma visao geral das fases pseudo-ordenadas presentes para cada valor de q. Os casos
qg = 2 e ¢ = 3 sao similares, além da fase paramagnética para altas temperaturas,
hé apenas as fases Fy e N com pseudo-ordem de longo alcance ferromagnética e
nematica, respectivamente. As transicoes entre as fases pseudo-ordenadas envolvem
quebra de simetria e estao nas classes de universalidade Ising ou Potts trés estados
para ¢ = 2 e 3, respectivamente. Para ¢ = 4, surge a fase ferromagnética Fi, e
a transicao F;-NN pertence a classe de universalidade Ising. A partir de ¢ = 5, a
linha de transicao separando as fases N e F; se bifurca, criando uma nova fase
ferromagnética, Fy. A linha de transicao Fi-F, nasce préxima a fase N, mas, a
medida que ¢ aumenta, segue se distanciando em dire¢ao a baixas temperaturas.
Embora tenhamos mostrado evidéncias da transicao F9-N ser do tipo Ising para
g = 8, ainda é uma questao em aberto saber o que acontece para outros valores
de ¢ diferentes dos ja estudados. Além disso, a linha de transicao Fi-F5, com
classe de universalidade indefinida e expoentes criticos dependentes do parametro
de acoplamento, mostrou ser um caso intrigante para ¢ = 8, de modo que seria
interessante ver se isso ¢ um comportamento geral para outros casos.
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Fig. 6.1: Diagrama esquemadtico mostrando as fases existentes para cada valor do termo
nematico ao longo da linha A = 0.3.

O modelo generalizado em trés dimensoes apresentou semelhancas com o caso
bidimensional quanto a estrutura dos diagramas de fases e classes de universalidade.
Para ¢ = 3, a transicao entre as fases ordenadas é descontinua, assim como ocorre
para a transicao no modelo de Potts trés estados tridimensional. Ja para ¢ = 8, a
transicao F1-N esta na classe de universalidade Ising 3d. Porém, diferentemente do
caso bidimensional, nao ha a transicao F;-F,. Desse modo, um ponto importante
seria obter a Fig. 6.1 também em trés dimensoes.

A transicao Fi-Fq, para ¢ = 8, mostrou ser problematica tanto para o caso bidi-
mensional quanto para o tridimensional, além de algumas similaridades. Em duas
dimensoes, a helicidade aparentemente nao apresentou escalamento com o tamanho
que indica o salto caracteristico da universalidade KT, sinalizando uma possivel
transicao continua ao analisar os resultados para susceptibilidade. Ja para trés
dimensoes, a helicidade reescalada nao mostrou um ponto critico onde seria inde-
pendente do tamanho, comportamento intrinseco de uma transicao na classe XY 3d.
Porém, outros observaveis mostraram sinais de nao haver uma transicao de fato.
Portanto, precisamos obter mais informagoes que ajudem no entendimento dessa
intrigante regiao do diagrama de fases, como simulagoes mais precisas e com redes
maiores, o que estd, atual e infelizmente, além de nossas capacidades.
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XY usual em 7' = 0 apds um resfriamento vindo de temperatura infinita (os deta-
lhes de como construi-los encontram-se no apéndice A). Se pensarmos nas mesmas
condigoes, porém para o modelo de Ising bidimensional, os dominios serao forma-
dos por spins com mesma orientagao, onde a energia do sistema estara concentrada
nas interfaces que separam clusters com diferentes orientagoes e sera proporcional
aos seus perimetros. No modelo XY, por outro lado, o custo energético reside nos
vortices desacoplados, de modo que € interessante notar que as bordas dos dominios
sempre atravessam seus centros. Além disso, a desordem causada pela proliferacao
de voértices aparenta prevenir a formagao de um cluster percolante. Resultados de
equilibrio (ndo mostrados aqui) mostram que unicamente abaixo Tkt a rede possui
um cluster percolante, sendo justamente onde as cargas topoldgicas se aniquilam.
Portanto, queremos entender a evolucao temporal das propriedades dos dominios e
sua correlagao com os defeitos topoldgicos.



Apéndice A
Simulacao

Nas simulacoes, os spins sao dispostos nos sitios de uma rede quadrada com condigoes
peridédicas de contorno e as interagoes sao apenas entre primeiros vizinhos. No
algoritmo de Swendsen-Wang [60], cada passo de Monte Carlo (MCS) corresponde
a construcao de todos os clusters de spins e na atualizacao de cerca de metade deles.
No algoritmo de Wolff [59], por outro lado, um MCS consiste apenas na construcao
e atualizagao de um cluster. Todas medidas sao tomadas apds o sistema chegar ao
estado de equilibrio assintotico. Como condigao inicial, dependendo da temperatura
a ser analisada, utilizamos os estados correspondentes a T' — oo onde os spins sao
orientados aleatoriamente ou 7' = 0 onde sao todos paralelos. As médias foram
feitas tomando varias medidas para cada condigao inicial, tanto resfriando como
aquecendo o sistema. Além disso, esperamos tempo suficiente entre cada medida
para que o sistema se descorrelacionasse, de modo que podemos dizer que as amostras
sao praticamente independentes. A seguir descreveremos os algoritmos de Single-
Flip, Wolff e Swendsen-Wang.

A.1 Algoritmo Single-flip

No algoritmo de Metropolis [41], um sitio i é aleatoriamente escolhido e seu spin, s;,
é trocado por um novo valor, também aleatorio. A energia desta nova configuragao,
E,, é comparada com a energia da configuragao original, E, (na pratica, s6 con-
tribuem os termos associados as interagoes entre os primeiros vizinhos do sitio 7).
Assim, a diferenca de energia entre as duas configuracoes é

AE=FE, - E,. (A.1)
Quando AFE < 0, a energia da nova configuracao é menor que a anterior, portanto,

serd aceita, pois minimiza a energia do sistema. Quando AF > 0, existe a possibi-
lidade de aceita-la com probabilidade

P = PAE (A.2)
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Percebemos que a probabilidade sera tanto menor quanto maior for a diferenca de
energia entre as configuracoes. Um passo de Monte Carlo, nesse caso, corresponde
a N tentativas aleatorias de atualizacao dos spins da rede.

A.2 Algoritmos de cluster
A.2.1 Wolff

No algoritmo de Wolff [59], comegamos escolhendo aleatoriamente um sitio semente
da rede com spin s;, que serda o primeiro na construcao do cluster. Em seguida,
geramos um vetor r aleatorio. Como em nosso caso os spins sao unitarios, basta
escolher um angulo randomico « para que r fique definido. Entao, fazemos uma
reflexao de s; em torno de r de acordo com

R(r)s; =s; — 2(s;.r)r = | (A.3)

onde R(r) é o operador reflexdo. Do ponto de vista angular, isso corresponde a uma
rotacao no angulo do spin s; tal que

tendo em vista que o novo angulo gerado deve estar no intervalo [0, 27). Entao, apds
a reflexao de s;, ja deixando s] = s;, escolhemos um de seus primeiros vizinhos s; e
o adicionamos ao cluster com probabilidade dada por

P =1 — exp{min{0, 8[s;.(1 — R)s;|}}, (A.5)

ou seja,

P =1 — exp{min{0, B[s;.s; — s;.87]}}, (A.6)

onde o min significa que estamos tomando sempre o valor negativo entre colchetes
ou zero quando ele for positivo. Olhando para a probabilidade vemos que

h = —8S;.8; (A?)
W = —s;.s}, (A.8)

sendo h e h' as energias nas conexoes ij quando, respectivamente, s; interage com
s; ou Rs; = s’; para o modelo XY. Assim,

P =1 — exp{min{0, 3[h" — h|}}. (A.9)
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Portanto, percebemos que a probabilidade serd tanto maior quanto mais energeti-
camente favoravel for flipar s; em torno de r. Este processo se repete para todos
os vizinhos de s; e segue recursivamente até nao haver mais sitios a adicionar. Para
o Hamiltoniano do modelo XY generalizado, Eq (3.1), basta trocar a energia de
ligacao h por

h =—Acos(f; — 6;) — (1 — A)cos(gb; — qb;) (A.10)

W = —Acos(0; — 05) — (1 — A) cos(qb; — qb;) (A.11)

;- . . , .
onde 0; e 0 sao os angulos dos spins s; e s}, respectivamente.

A.2.2 Swendsen-Wang

No algoritmo desenvolvido por Swendsen and Wang [60], do qual o de Wolff é um
melhoramento, ao invés de construirmos apenas um cluster a partir de um sitio
semente, todas as conexoes entre pares de sitios sao visitadas e todos os possiveis
clusters sao construidos de acordo com a regra A.9. Entao, todos os spins presentes
em cada cluster sao flipados de acordo com a Eq. A.3 com probabilidade 1/2.

No algoritmo de Wolff, ao sortearmos o sitio semente, estamos automaticamente
escolhendo com maior probabilidade o maior cluster do sistema. Portanto, a desvan-
tagem do algoritmo de SW ¢é a necessidade de construir todos os possiveis clusters,
incluindo os menos relevantes para a dinamica do sistema. Porém, a grande vanta-
gem é que podemos paraleliza-lo e utiliza-lo em GPUS. A primeira e a terceira parte
do algoritmo, que consistem na construgao das conexoes e atualizacao dos spins,
sao facilmente paralelizaveis. Para a parte de construcao dos clusters (labeling) a
partir da informagao de quais spins estao conectados entre si, implementamos os
algoritmos desenvolvidos em [84] e, posteriormente, em [85]. Na Fig. A.1 pode-se
visualizar uma configuracao de clusters para um estado fora do equilibrio em T" = 0.
Para criar sequéncias de nimeros aleatérios em CUDA, utilizamos um gerador ba-
seado no operador XOR (linear feedback shift register) desenvolvido na Ref. [86].
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Apéndice B
Vortices

Em uma trajetéria fechada em um campo escalar 6(r) temos que

?{ VO(r).dl = 2k (B.1)
C

onde k = 0,+1,42,... é o indice (winding number). Se o caminho envolver um
vortice (antivértice), a soma resultard em 27 (—27), caso contrario sera nula. Como
os spins estao localizados nos vértices da rede quadrada, a integral deve ser subs-
tituida pela soma

C

onde n é o nimero de spins que compoem o caminho fechado. Podemos interpretar
k como o numero de voltas que os spins realizam ao completar a trajetéria.

Fig. B.1: a) Configuracdo de um vértice para n = 3. b) Uma formacao que nao cumpre
as condigOes necessarias para ser vortice, pois como 0y = 0,1 = 04 = 27, a
diferenca serd 04 — 63 > 7, mas nao podemos ter diferenca de fase maior que ,
logo deve-se tomar o valor 4 — 03 como 84 — 03 — 27, que é negativo e anulard
(03 — 02) + (02 — 07), assim teremos ® = 0.
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No estado desordenado, T' — oo, devido ao forte ruido térmico descorrelacio-
nando os spins, nao é possivel a formacao espontanea de vortices. O valor finito
encontrado para densidade de vortices nas Figs. B.3 e 2.3 é apenas um artificio da
discretizacao da rede que usa apenas alguns sitios na definicao de p,. Portanto, a
probabilidade de se obter um vértice, nesse estado, é equivalente a sortearmos um
nimero aleatério para cada spin e verificar se as condigoes >, ¢ = £2m e |¢;| < 7
sao cumpridas. Trés spins € o limite inferior para o niimero de spins necessarios para
se formar um vértice, como mostrado na Fig. B.2. Fixando #; = 0 por simplicidade
(qualquer outro valor é totalmente equivalente), temos que

Oo+m

dQQ dfs =

222'

onde 6; é o estado de cada spin i. Para n = 4, ha duas possibilidades na formacao
de um vortice

Fig. B.2: Representacoes das Egs. B.3(esquerda) e B.4(direita).

T T O3+ 1
do do 2 B.3
2 02 ’ 233' ( )
e
2) _ "0 e do " do 2 B.4
P! . .

: [ b= g5 = 2 (B.4)

logo
Py =1/12. (B.5)

Em geral, ha n — 2 condigoes para cada circuito de n spins. Cada uma esta
relacionada a quantos spins podemos colocar nos planos de 0 a 7 e de 7 até 2,
sempre atendendo-se ao fato de que nenhuma diferenca de fase pode ser maior que
m. Para n = 5, temos que



84

) 1 ™ s T Op+m 1
P = de dé do dfs = —
O = i ], e[, e f 0 [ =
™ s O3+ 21
) 1 1
P = de dé dé dfs = —
ey Y ALY A A
3) 1 T O+ 2T 27 1
P = (2#)4/0 d92/7r d93/ d94/ dfs = 244‘3

Paran =26

&.

[e=]

1) 05+7r 1
J AR 5/d92/62 939d940d65/ O = 55574
2 " " hat 1
J AR 5/ d92/62 deg/es dé, 5/ dfs = 255'9
T O3+ 2w 2
P = o / b, /9 b3 / db, / dfs / dfs = 255,

-
d93/03 d94/94 d95/95 dfg = 255,

Repetindo as contas para n = 7, podemos montar um diagrama com os resultados
dos coeficientes de cada condicao

w

[e=]

[e=]

P =

d02

n =J: 1

n =4 2 2
n=>o: 3 5 3

n = 6: 4 9 9 4

n="7 23 14 19 14 5

Podemos facilmente verificar que a soma de cada linha do diagrama acima resulta
em 2" ! — n. Entao, podemos conjecturar uma férmula geral

=l g 1 n
P, = - (1 - —> , B.6
-1 (n—1) ' 2ot (B6)

a qual verificamos numericamente até n = 12 gerando angulos aleatorios. Na
Fig. B.3 pode ser visto como as densidades de vortices para diferentes trajetorias na
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rede quadrada convergem no limite de altas temperaturas para os valores fornecidos
pela Eq. B.6. Embora seja dificil visualizar em escala logaritmica, a medida que n

aumenta, a temperatura onde ocorre o maximo em py se aproxima de Tkr.
Para medirmos a densidade de voértices fracionarios, basta generalizarmos a
(B.7)

o = 27k/q.

Eq. B.2 para
Podemos verifica-la facilmente ao olhar para a Fig. 3.2, onde a soma das diferengas
de fase dos spins que englobam um semivértice resulta em 7.
-1 E 4 - ‘ |
6 - &
| 8 ’
110 - !'f""“'”““""'-'
N I~ |
.
: >
i ..'.H'"
ko I
5L 5: / \ﬁ e |
;vvv " & \T
S / it
‘ bog
0 1 2

-2
logT’

Fig. B.3: Densidade de vértices em funcao da temperatura no modelo XY usual para
diferentes trajetérias de n spins. As linhas horizontais referem-se as probabi-

lidades de encontrar um vértice/antivértice ao acaso fornecida pela Eq. B.6 e
a linha vertical a Txt. Os dados foram obtidos utilizando-se L = 128, porém

nao ha diferenca entre diferentes tamanhos.



Apéndice C
Derivacao da helicidade

Para derivar a Eq. (2.11), partimos da energia livre do sistema perturbado pela
tor¢ao ¢, na direcao T

1
F(0,,8) = —BIHZ(%B) (C.1)
onde Z(d,, ) é a fungdo de partigao. Assim
do .
Z=Tr e M= H 2—;(3’5 25g) Uiy (0i=0—rij 202 /L) (C.2)
k

onde o traco é sobre 8y e U;;(0; — 0; — r;;.29,/L) é o potencial de interagao entre
dois spins acrescido da torcao. Derivando a energia livre em relacao a 9,

oF 1 0z

- — C.
00, BZ 04, 0, (C-3)
pois assumimos que o modelo é isotrépico e F(d,,5) = F(—0., /), logo termos
impares serao nulos. Disso decorre que 0Z/99, = 0. Derivando outra vez
0*F 10Z\* 10°Z 10°Z
_ —_ (= - = . C4
952 (205) T 70 = 7o (G-4)
Derivando a funcao de particao
Zj x z
e outra vez
2
0?7 dby, 82U7;j Uy B, Uiy
_ P2y P Y C.6
902 H / a(sg P 2, | |°© (C-6)

(tJ)=
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onde (i7), significa que a soma é feita somente entre vizinhos na dire¢ao . Notando
que
ou
00,

19U(9) 02U

1 60°U(9)
L 06 ° 95 2

T 9gr

(C.7)

= ="

assim, cancelando —f em ambos os lados, temos
2

A o aX (s ) )
(ij)e

51:0 ’L )x

1 0*U; Uy
>:ﬁ<<ij>z 9¢? > < Z > o

Para chegarmos a expressao (2.12), para helicidade de quarta ordem, comegamos
derivando a Eq. (C.4)

02 F
962

e, portanto

_683F_ 2 (0Z\° 8 020°2  10°Z ()
003 73\ 04, 7296, 002 Z 063 '
e outra vez
AR Z\' 12 [0Z\* 0*Z 27\?
52 __ 8 (oz)\ 1270 8——3 0z (C.10)
02 VARG Z3 \ 00, ) 062 6(52
4 07 93Z 10*Z
“Z2 05,088 ' Z oot (G11)
Eliminando todos os termos proporcionais a 0Z/94, nos sobra
NF 3 (92Z\® 10'Z
=7 () *za (C12)

onde identificamos o primeiro termo apés a igualdade como —33%(T)?2. Por economia
de notacio é conveniente definir, para calcular 9*Z/952%, que

v=) Ui (C.13)
Derivando a Eq. (C.6), temos

83Z dek /// "ot - ¥
E@:g/g{— 300" + B e PR L (Caa)
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novamente

do g
854 H/ k (4) 4ﬁU/// / — 38 ((U//)2 . 25@//(@/)2) . 63(0/)4} 6—52<¢j> Uw} )
(C.15)

onde as aspas significam a derivada em relacao a d,. Completando o quadrado dos
termos entre parénteses obtemos

854 H/ dek 4ﬁv”’ ’ — 38 (Uu . 5(0/)2)2 + 253(1)/)4} e—ﬂzuﬁ U”}
(C.16)

onde percebemos que o termo v” — 3(v')? é a helicidade Y. De maneira analoga a
anterior

3 1 3 4 1 4
cad I | Y
003 B L3 0¢? 002 B L4 O¢*
que pode ser reduzido a
83U 1 0%s 1 0%

ij Zja:

Entao, juntando os termos das Egs. (C.12) e (C.16), obtemos

Na Eq. (2.8), dissemos que os termos impares sao nulos devido ao fato do sistema
ser isotréopico. Podemos identificar a primeira derivada da energia livre como

(75 ) x (5)? (C.20)

@zﬁ.%@mm—@+m—meﬁwm> (C.21)

e estd relacionado ao fluxo de correlacao. Verificamos nas simulacoes que, de fato,

(s) ~ 0.
Para obtermos as Eqs. (2.15) e (2.12), para o modelo XY normal, basta colocar-
mos A =1 nas Eqgs. (4.3) e (4.4), assim

= % Z cos(f; —0;) e s= % Z sin(6; — 6;). (C.22)

onde



89

Utilizando a Eq. (2.11), temos

(T) = %< > cos(6; — ej)> — %< ) sin(6; - 6;) > (C.23)

(i)

que pode ser reescrita como

(T) = —%(u} - %< > " sin(f; — 0;) > (C.24)

pois, de acordo com o Hamiltoniano Eq. (2.1), (e¢) = —(u)/2, sendo o fator 1/2
devido & soma apenas em uma diregao. Para encontrarmos (1,), notamos que
d"=—e e §"=-—s (C.25)
a partir do que
1

(1) = —75le) +4B(%) — 38 [(1%) — (1] +26°L(s"),  (C:26)

que pode ser reescrita como
L? LS
(LPYy) = —4(Y) + 3 | {e) — - (T%) = (0)*) | + 2773(34> (C.27)

onde recuperamos, portanto, a expressao obtida por Minnhagen e Kim [44].
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