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Resumo

Nesse trabalho estudamos um laser de estado sélido sujeito a realimentacao déptica
de frequéncia modificada de um ponto de vista da teoria de bifurcagoes. Fizemos uma
analise bastante ampla da dinamica desse laser no espaco de dois parametros de inje-
¢ao (a dessintonizacao de frequéncia e a intensidade da injegao) utilizando métodos de
integracao direta e continuagao numérica. Enquanto o método de integracao numérica
nos possibilitou analisar as dinamicas mais complexas, incluindo transi¢oes para o caos e
hipercaos, o método de continuacao numérica nos permitiu estudar curvas de bifurcagoes
estaveis e instaveis. A andlise foi realizada estudando os efeitos causados pela mudanca
dos parametros que representam o tempo de vida da inversao populacional e a saturacao
cruzada, responsavel pelo acoplamento dos campos dentro do meio ativo. Mostramos que
o parametro que descreve o tempo de vida da inversao populacional é responsavel pelo
surgimento de diversas instabilidades no sistema, como o fenomeno de multiestabilidade,
surgimento de érbitas periddicas e quase-periddicas, assim como rotas para o caos via do-
bramento de periodo e torus. Para o parametro de acoplamento dos campos, mostramos
que ele possibilita a presenca de hipercaos em nosso sistema, este podendo se apresentar
no que denominamos de hipercaos “fraco” e “forte”. Dentro da regiao de hipercaos “forte”,
mostramos transicoes deterministicas de dois regimes, em que num deles o laser opera no
modo de Q-switching, enquanto que no outro o laser apresenta pequenas oscilagoes irre-
gulares. Por fim, mostramos a existéncia de uma estatistica de eventos extremos dentro

do regime hipercadtico.

Palavras-chave: Laser de estado solido, realimentacao éptica, lasers de dois modos,

hipercaos, eventos extremos, bifurcagao.
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Abstract

In this work we studied a solid state laser subjected to frequency-shifted optical feed-
back from a bifurcation theory point of view. We performed a very broad analysis of the
dynamics of this laser in the space of two injection parameters (frequency detuning and
injection intensity) using direct integration and numerical continuation methods. While
the numerical integration method allowed us to analyze the more complex dynamics, in-
cluding chaos and hyperchaos transitions, the numerical continuation method allowed us
to study stable and unstable bifurcation curves. The analysis was carried out by studying
the effects caused by the change of the parameters that represent the life time of the
population inversion and the cross saturation, responsible for the coupling of the fields
within the active medium. We show that the parameter that describes the life time of the
population inversion is responsible for the appearance of several instabilities in the system,
such as the multistability phenomenon, the appearance of periodic and quasi-periodic or-
bits, as well as routes to chaos via period doubling and torus . For the field coupling
parameter, we show that it allows the presence of hyperchaos in our system, which may
present in what we call "weak”and “strong”hyperchaos. Within the "strong”hyperchaos
region, we show deterministic transitions of two regimes, in which one laser operates in
the Q-switching mode, while in the other the laser presents small irregular oscillations.
Finally, we have shown the existence of a extreme events statistic within the hyperchaotic

regime.

Keywords: Solid state laser, optical feedback, two-frequency laser, hyperchaos, extreme

events, bifurcation.
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Capitulo

Introducao

Desde o primeiro laser de rubi inventado em 1960 por Maiman [1], lasers passaram
a ser amplamente aplicados, ja que eles sao dispositivos confidveis, de facil reproducao e
possibilitam aplicacoes nas mais diversas areas, como comunicacao, industria, armazena-
mento, entretenimento, medicina, criptografia, entre outros [2]. A luz emitida pelo laser
é caracterizada por ter baixa divergéncia e alta coeréncia e em qualquer laser, um tipo
de energia, seja quimica, elétrica, e assim por diante, é convertida em energia de radiagao
luminosa [3]. Para isso, necessita-se de um “meio ativo”, composto por substancias que
geram luz quando excitadas por uma fonte de energia externa. Dependendo do meio ativo
utilizado, podemos classificar os lasers como sendo de gas, estado sélido, semicondutor,
corante, quimico ou excimero. Recentemente tem havido grande interesse em lasers mi-
crochip de estado sélido, como os de Nd:Yag e Nd:YVQy. Seu processo de fabricagao é
bastante simples, necessitando de muito pouco material para sua construcao, possibili-
tando dessa maneira a produgdo em massa de lasers compactos com baixo custo [4]. As
excelentes propriedades termo-mecanicas e épticas do laser de estado sélido de neodimio,
permitiram um rapido desenvolvimento da tecnologia laser [3], beneficiando muitos cam-
pos de aplicacao [5, 6]. Em nossa dissertagao, focamos no estudo de um modelo de laser de
estado sélido, que em particular pode ser utilizado para descrever um laser de microchip

que utiliza um cristal de estado sélido como meio ativo.

Lasers de estado sélido sao bastantes estaveis. Uma classe importante de lasers de
estado solido consiste em lasers sintonizaveis [7] e ultra-rapidos [8, 9], que podem operar
em regimes de ondas continuas, pulsadas ou destravada (Q-switched). Uma maneira de
estabilizar ainda mais a saida do laser e proporcionar beneficios adicionais é utilizando
perturbacao externas. Cientistas perceberam que utilizando-se estas perturbacgoes de ma-

neira controlada, elas podem ser extremamente tteis e isso atraiu muita atengao na area



de estreitamento da largura de linha [10], controle de caos [11], geragao de bits alea-
térios [12], estabilizacao de frequéncia [13], medigao de precisao [14], entre outros [15].
Em contrapartida, a insercao de forcamentos externos faz com esses sistemas possam se
desestabilizar, fazendo com que a dinamica do laser apresente diversas instabilidades,
produzindo uma variedade de condutas dinamicas e fenémenos nao lineares, como osci-
lagoes periddicas, quase periodicas, multiestabilidade, e rotas para o caos, como cascatas
de dobramento de periodo, intermiténcia e rompimento de torus [15, 16]. Varios tipos de
perturbagoes foram consideradas por diversos pesquisadores, como modulacoes, injegoes
Opticas externas, realimentacoes dpticas, entre outros. A riqueza de comportamentos que
perturbagoes possibilitam, faz com que instabilidades em lasers continuem a ser escopo
de diversos trabalhos ainda hoje [16-18]. Além disso, hoje em dia dindmicas cadticas
ja sao bem conhecidas e estudos a respeito desse fenomeno continuam sendo de grande
interesse pelos pesquisadores e também pela industria, ja que possibilitam aplicagoes em

criptografia, radares caéticos, entre outros [19].

O estudo de instabilidades em lasers monomodos sujeito a perturbacoes externas ja
foi muito investigado [20]. Em 1989 estudos sobre laser microchip de estado sélido mo-
nomodo surgiram com Zayhowski e Mooradin [21]. Na sequéncia diversos trabalhos de
lasers de microchip de estado solido estudaram as instabilidades dinamicas utilizando uma
variedade de meios ativos [22-29]. Em 1998 Yeung et al. [30] mostraram, para um laser
de estado solido sujeito a injecao 6ptica, critérios analiticos para a existéncia, estabilidade
e bifurcagoes de estados de travamento de fase e além disso, mostraram trés mecanimos
de destravamento de fase distintos. Em 2005 Valling et al. [31, 32] mostraram que mapas
gerados numericamente com os parametros de inje¢ao concordam com os gerados experi-
mentalmente se o parametro de reforco de linha « for aproximadamente a =~ 0,35. Em
2007 Valling et al. [33] apresentaram um método para a construc¢ao automatica de dia-
gramas de bifurcagoes experimentais. Por meio desse método, obtiveram bifurcagoes de
sela-n6, Hopf, dobramento de periodo e torus no diagrama de bifurcacao utilizando os
parametros de for¢a de injecao e a diferenga de frequéncia (detuning). Recentemente, em
2009 Toomey et al. [34] mostraram experimentalmente a complexidade das dinamicas nao
lineares também produzidas por injecao 6ptica em um outro modelo de laser de estado

solido.

Um tipo especifico de perturbacao externa que comecgou a atrair atencao em diversas
areas é a realimentacao 6ptica de frequéncia modificada [35-39]. O processo de realimen-
tagao optica é o fendmeno fisico em que uma parcela da saida do laser é refletida de volta

dentro da cavidade. Na realimentacao optica de frequéncia modificada, a frequéncia da



saida do laser que retorna, é modificada antes de causar a perturbacao. Como comentado
em [38], lasers submetidos a realimentacao éptica de frequéncia modificada, apresentam
uma rica variedade de caracteristicas operacionais, que vao desde pulsos curtos regulares
até comportamentos cadticos, além do fato desses dipositivos poderem ser projetados com
vérios layouts, com aplicagbes em bombeamento 6ptico [40], resfriamento a laser [41] e

outras aplicagoes [42—44].

Em nosso trabalho focamos no estudo de um laser de dois modos sujeito a realimen-
tagao oOptica de frequéncia modificada. O problema de estabilidade em lasers de dois
modos ja é bem antiga. Murray et al. em 1974, ja discutiam no capitulo IX do livro
que escreveram, o caso da estabilidade de um laser de dois modos sem levar em conta
a variavel da populagdo [45]. Recentemente investigagoes em torno de dindmicas mais
complexas em laser microchip de estado sélido de dois modos com realimentacao éptica
de frequéncia modificada tem sido realizadas. Em 1987 Brunel et al. [46] construiram
um laser microchip de estado sdlido de duas frequéncias sujeito a realimentacao dptica
de frequéncia modificada para medir o tempo de vida atomica. Em 2012, Thévenin et
al. [47] encontraram um bom acordo entre previsoes tedricas e experimentais em lasers
desse tipo, mostrando tanto teoricamente quanto experimentalmente, diversos tipos de
comportamento dinamicos, como modulagao de intensidade fraca, auto-pulsacao e caos.
Em 2014, Romanelli et al. [48] mostraram que a estabilidade de fase a longo prazo do os-
cilador mestre ¢é transferida para o “escravo”, mesmo na auséncia do regime de travamento
de fase préximo a um ponto de bifurcacao de Hopf e além disso, seus estudos sugerem
que esse é um comportamento universal para qualquer oscilador forcado periodicamente.
Na sequéncia, em 2015 [49], mostraram evidéncias tedricas e experimentais de um com-
portamento similiar a sistemas excitaveis em atratores cadticos, mostrando que os pulsos
emitidos, embora cadticos, eram bastante regulares, com amplitudes semelhantes e quase
periédicas no tempo. Em 2016, Thorette et al. [50], mostraram a presenga de dinamica

cadtica nesse modelo.

Até a presente data, para o modelo tedrico do laser que investigamos, os estudos foram
dirigidos principalmente para alguns valores de parametros que modelam um dispositivo
especifico. Uma anélise mais abrangente levando em conta a variagao dos parametros dos
materiais ainda nao foi realizada. Deste modo, a presente dissertacao busca atacar esta
problemética, ou seja, uma investigacao mais extensiva de lasers microchip de estado sélido
sujeitos a realimentacgao 6ptica de frequéncia modificada, onde complexidades adicionais

sao esperadas quando comparadas aos casos de lasers monomodos.



Por fim, analisamos a estatistica de eventos extremos. O problema de eventos extre-
mos em 6ptica iniciou em 2007 com Solly et al. [51]. Desde entao, diversos trabalhos
em Optica surgiram investigando esse fenomeno [52, 53|. Inicialmente eventos extremos
foram investigados em sistemas de alta dimensionalidade, modelados principalmente pela
equacgao de Schrodinger nao linear. Também pensou-se que o ruido era importante para
a ocorréncia dos eventos extremos. Mas em 2011 foi mostrado evidéncias numéricas e
experimentais de que eventos extremos podem ocorrer por processos nao lineares deter-
ministicos em sistemas de baixa dimensionalidade [54]. Na sequéncia, diversos trabalhos
surgiram explorando o mecanismo de formagcao de eventos extremos como sendo crises de

atratores cadticos [55-58] .

A dissertagao esta organizada da seguinte maneira: no capitulo 2 apresentaremos al-
guns aspectos tedricos do nosso modelo e a metodologia empregada em nosso trabalho.
No que diz respeito aos aspectos tedricos, separamos a descricao em lasers e sistemas
dinamicos. Em lasers faremos uma breve revisao historica do surgimento do laser e apre-
sentaremos os componentes basicos necessarios para o seu funcionamento. FEm sistemas
dinamicos apresentaremos de forma sucinta as teorias utilizadas em nosso trabalho para

descrever a dinamica do modelo de laser.

O capitulo 3 esta dedicado a apresentacao do modelo que estudamos. Descreveremos o
sistema que estamos trabalhando, apresentando seu arranjo experimental e sua formulacao

matematica.

No capitulo 4, os resultados obtidos serao apresentados. Mostraremos as instabilidades
que surgem no modelo estudado ao modificar os parametros que descrevem o tempo
de vida de inversao € e o acoplamento dentro do meio ativo pela saturacao cruzada (5.
Além disso, mostraremos alguns resultados novos, como regides de hipercaos que nao
haviam sido encontrados ainda, delimitando as transicoes de caos e hipercaos. Além disso,

apresentaremos evidéncias da presenca do fenémeno de Q-Switching e eventos extremos.

Por fim, no capitulo 5 apresentaremos as conclusoes do nosso trabalho, bem como as

perpectivas futuras.



Capitulo

Aspectos Teodricos

Este capitulo estd organizado da sequinte maneira: na prorima Se¢cao apresentamos
uma breve revisao historica do surgimento do laser e apresentamos os componentes bdsicos
para o seu funcionamento. Na sequéncia apresentamos de forma sucinta as teorias e

metologias utilizadas em nosso trabalho para descrever a dinamica do modelo de laser.

2.1 Lasers

Em 1954, Gordon et al. [59] motivados pelo conceito de emissao estimulada, processo
em que o atomo quando perturbado por um féton que incide sobre ele emite outro foton,
introduzido por Einstein em 1917 [60], publicaram um artigo sobre um dispositivo capaz
de gerar um feixe coerente de microondas, que passou a ser conhecido como MASER
(do inglés Microwave Amplification by Stimulation Emission of Radiation), que significa
amplificacao de microondas por emissao estimulada da radiacao. Como esse dispositivo
estava limitado a baixas frequéncias do espectro eletromagnético, logo comegou uma busca
por um dispositivo que emitisse um feixe coerente com frequéncia na regiao da luz visivel.
Em 1958, Shawlow e Townes propuseram um dispositivo que continha um meio ativo e
dois espelhos, podendo assim fazer algo semelhante para a parte infravermelha e visivel
do espectro [61]. Theodore Maiman, motivado pelo trabalho de Shawlow e Townes, foi
entao o primeiro a ter sucesso ao amplificar a radiacao do espectro visivel cujo meio ativo

era um cristal de rubi [1]. De acordo com Maiman [62]:
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“Uma fonte de luz, na forma do poderoso clardo de uma lampada, ir-
radiou um cristal de rubi sintético [com duas faces paralelas cobertas
de pratal, que absorveu energia sobre uma ampla banda de frequéncias.
Essa energia ética excitou os atomos até um estado de maior energia,
do qual a energia foi irradiada novamente em uma estreita banda de
frequéncias. Os dtomos excitados foram acoplados a um ressonador 6p-
tico e estimulados a emitir juntos a radiagao ...” (1960, p.6, traducao
nossa).

A esse novo dispositivo foi dado o nome de LASER (do inglés Light Amplification
by Stimulated Emission of Radiation), abreviagdo para amplificagdo de luz por emissao
estimulada de radiagao. O laser tem trés partes fundamentais: o meio ativo, a fonte de

energia responsdvel pelo bombeamento e um ressonador (cavidade 6ptica).

O meio ativo pode ser composto por substancias gasosas, liquidas ou soélidas, e é nele
em que acontecerao as inversoes de populagao, fendomeno que acontece quando a densidade
de moléculas no estado de maior energia é maior do que no estado de menor energia.
Frequentemente o meio ativo é utilizado para descrever o tipo de laser a ser utilizado,
sendo: de gas [63], estado solido [1], semicondutor [64-67], corante (dye) [68, 69], quimico
[70] ou excimero [71]. Os lasers de gés sao bombeados por descargas no gés e podem ser de
atomos, fons ou moléculas. Os de estado sélido tem como fonte de poténcia as lampadas
de flash e o material utilizado é distribuido numa matriz sélida. Os de semicondutores
sao juncoes p-n que tem como fonte de bombeamento corrente elétrica. Os de corante,
como o proprio nome sugere, usam corantes organicos complexos numa solucgao liquida ou
suspensao e uma de suas vantagens é a ampla gama de comprimentos de onda que pode
ser utilizada. Os quimicos sao bombeados com energia gerada a partir de reacoes quimicas
e a sua saida pode gerar ondas eletromagnéticas com poténcias de megawatts. Por fim, os
excimeros, usam gases nobres com gases reativos produzindo moléculas instaveis chamadas

dimeros, que, ao se romper, liberam radiacao eletromagnética.

O bombeamento ¢é a fonte da qual o laser retira a poténcia necessaria para o seu
funcionamento, podendo a operacgao ser continua, pulsada ou destravada (Q-switched).
A emissao continua é resultado da excitacao continua do meio ativo. A emissao pulsada
ou também conhecida como relaxada, é resultado do forcamento pulsado no meio ativo.
Esse meio é progressivamente bombardeado até chegar em um nivel de excitacao suficiente
para produzir emissao de luz no laser. Por fim, a emissao destravada (Q-switched) ocorre
em lasers pulsados, ocorrendo quando o bombardeamento é feito além do limiar do funci-
onamento, permitindo que a emissao ocorra quando tiver alcancado um nivel suficiente,
produzindo dessa maneira um pulso de energia de curta duracao com picos bem maiores.

Em todos os casos, o forcamento externo é responsavel por excitar os elétrons, fazendo
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com que o meio ativo tenha mais elétrons excitados do que no estado fundamental de

energia, ocorrendo entao a inversao populacional.

O ressonador (cavidade 6ptica) faz com que os fétons criados durante o processo
retornem ao meio ativo excitando mais e mais atomos, levando a uma reacao em cadeia
e a emissao laser. Para isso, o laser possui dois espelhos nas extremidades do meio ativo
(que provocam a reflexdo dos fétons de volta ao meio), onde um deles é parcialmente

refletor, a fim de permitir a saida da luz.

Lasers sao sistemas fisicos bastantes complexos, podemos utilizar diversos modelos,
acoplamentos e configuragoes, gerando uma vasta gama de comportamentos dinamicos
diferentes, que estao longe de estarem totalmente descritos. Felizmente, conseguimos
boa concordancia entre experimento e teoria com modelos simples e confidveis. Uma
descricao mais completa para o sistema laser requer uma abordagem de mecanica quantica
[45, 72, 73], porém abordaremos o problema do ponto de vista da abordagem semi-classica
[45, 74], onde flutuagdes quanticas e estatisticas de fétons nao sao levadas em consideragao.
A dinamica de um laser de modo tinico, na teoria semi-classica pode ser descrita por meio
das equagoes de Maxwell-Bloch, a partir de diversas suposigoes e aproximagoes [16, 74, 75].
As equacoes de Maxwell-Bloch descrevem a evolucao do campo elétrico E, da polarizagao
do meio ativo P e da diferenca de populacao N entre os dois niveis de energia dos atomos
que constituem o meio ativo, cada um deles associado a um termo de taxa de decaimento

I'g, I'p e 'y respectivamente.

Dependendo da magnitude das taxas de decaimentos, Arecchi et al. [76, 77] classifica
os lasers em trés classes: A, B e C. Em lasers da classe A tanto a polarizacao como
a inversao populacional decaem em uma escala de tempo muito menor que o campo
elétrico, logo, as taxas de decaimento da polarizacao e da inversao populacional sao muito
maiores do que a do campo elétrico (I'p, 'y >> I'g). Desta maneira, podemos eliminar
adiabaticamente as varidveis que representam a polarizacao e a inversao populacional
e o laser é descrito por apenas uma equagao diferencial nao linear, dada pelo campo
elétrico. J& nos lasers da classe B, apenas a polarizacao decai numa escala de tempo
muito menor, fazendo com que a taxa de decaimento da polarizacao seja muito maior
do que a da inversdao populacional e do campo elétrico (I'p >> I'y,T'g). Neste caso,
elimina-se adiabaticamente a variavel da polarizagao e o laser fica entao descrito por duas
equacoes diferencias nao lineares acopladas, dadas pela inversao populacional e pelo campo
elétrico. Por fim, nos lasers da classe C, temos que a polarizagao, a inversao populacional
e o campo elétrico decaem em uma escala de tempo similar, logo as taxas de decaimento

sao da mesma ordem de magnitude (I'p = I'y &~ I'g) e portanto é necessario o conjunto
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completo das equagoes de Maxwell-Bloch para descrever o laser.

Lasers de classe A e B sem nenhum forcamento externo, sé podem apresentar dinami-
cas estaciondarias e periddicas, enquanto que os de classe C, podem apresentar dinamica
cadtica sem a necessidade de adicionar forcamentos externos em sua configuracao. Isso
se deve ao fato de que, para o sistema apresentar dinamicas mais complexas, como a di-
namica caotica, é necessario pelo menos trés graus de liberdade. Como para descrever os
lasers de classe C é necessario o conjunto completo de equagoes de Maxwell-Bloch, entao
naturalmente ja temos um sistema com pelo menos trés graus de liberdade, possibilitando

que o sistema apresente dinamica cadtica.

Dependeéncia nas condigoes iniciais do sistema, ou seja, dinamica cadtica, ja é bem
conhecida [78]. A conversao de energia incoerente em radiacao coerente que acontece em
lasers é frequentemente acompanhada pelo surgimento de pulsagoes espontaneas na saida
do laser [79]. No entanto, a falta de conhecimento na época, fez com que essas observagoes
fossem deixadas inexplicadas ou erroneamente atribuidas ao ruido. Apenas em 1960, com
a descoberta de Lorenz [80] a cerca da sensibilidade das condigoes iniciais, que estudos
comegaram a ser realizados em torno disso. Caos em lasers comegou a ser estudo em
1975 [81], quando Haken mostrou a analogia entre as equagoes de Lorenz e as equagoes
de Maxwell-Bloch.

Lasers de classe A e B, podem exibir dinamica cadtica se adicionarmos algum for-
camento externo. Uma maneira de fazer isso é por meio de injecao Optica externa, em
particular, por realimentacao optica, onde, neste tltimo caso, uma parcela de luz emi-
tida é inserida de volta dentro da cavidade do laser. E bem estabelecido que lasers sao
extremamente sensiveis a realimentagao éptica [15]. Em nosso trabalho analisamos a di-
namica de um laser de classe B de estado sélido sujeito a uma realimentacao optica de
frequéncia modificada de um ponto de vista de sistemas dinamicos. Nas préximas segoes
descreveremos brevemente alguns conceitos de sistemas dinamicos, importantes para o

desenvolvimento do nosso trabalho.
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2.2 Sistemas dinamicos

Conforme a referéncia [82], um sistema dinamico consiste na formulacdo matemaética
do conceito cientifico geral de um processo deterministico. Os estados futuro e passado de
um sistema dinamico podem ser previstos para uma certa extensao conhecendo seu estado
presente e as leis que governam sua evolucao. Comprovado que estas leis nao mudam
no tempo, o comportamento de tal sistema pode ser considerado como completamente
definido pelo seu estado inicial. Assim, a definicao de um sistema dinamico inclui um
conjunto de seus estados possiveis (espago de estados) e uma lei de evolugao do estado no
tempo. Nas subsecoes abaixo discutiremos brevemente alguns elementos que caracterizam

a dinamica de um sistema.

2.2.1 Atrator

Dado um conjunto fechado de pontos A no espaco de fases de um sistema dinamico,

Monteiro [83] define o atrator como:

e A é um conjunto invariante: ou seja, qualquer trajetéria Z(t) que comega em A,

permanece em A por todo o tempo;

e A atrai um conjunto aberto de condigOes iniciais: isso é, hda um hipervolume B,
que contém A, tal que para qualquer condigao inicial Z(0) pertencente a B, entao a
distancia entre a trajetéria Z(t) e A tende a zero, quando ¢ — oo. O maior conjunto

de condigoes iniciais que satisfaz essa propriedade é chamado bacia de atragao de A;

e A é minimo: ou seja, nao ha subconjunto de A que satisfaca as duas condicoes

anteriores.

Para um sistema dinamico de tempo continuo, autonomo e bidimensional, pelo teo-

rema de Poincaré-Bendixson [84] temos duas possibilidades de atrator, que sao:

e ponto de equilibrio, qualquer condicao inicial na sua vizinhanca, a trajetéria da solu-
¢ao convergira para esse ponto, nesse caso temos um equilibrio estavel, no contrario,

o equilibrio ¢ instavel;

e ciclo-limite, qualquer condigao inicial na sua vizinhanca, a trajetoria da solugao con-
vergird para um conjunto de pontos que apresentam um comportamento periédico,

nesse caso temos um ciclo-limite estavel, no contrario, o ciclo-limite é instavel.
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Para um sistema dinamico de tempo continuo, autonomo e n-dimensional, com n >

2, podemos encontrar mais tipos de atratores, que sao:

e superficie toroidal, exibe um comportamento periédico ou quase periédico com n
frequéncias, sendo n > 2, fundamentais independentes. No comportamento quasi-

periédico, temos que as érbitas nunca se fecham sobre si;

e atrator cadtico, apresenta dependéncia sensivel as condi¢oes iniciais, ou seja, a dis-
tancia entre duas trajetorias vizinhas no espago de fases diverge exponencialmente

conforme o sistema evolui no tempo.

e atrator hipercadtico, exibe um comportamento cadtico com pelo menos dois expo-
entes positivos de Lyapunov. Combinado com um expoente nulo e um negativo, a

dimensao minima para um sistema com evolugao continua no tempo é 4.

2.2.2 Bifurcacoes

Uma bifurcagao de um sistema dindmico é uma mudanca estrutural no espaco de fases,
produzida pela variacao de seus parametros ao passar por um valor critico, chamado de

ponto de bifurcacao.

Podemos classificar as bifurcagoes como sendo bifurcagoes locais ou globais. Bifur-
cagoes que nao podem ser detectadas a partir de uma anélise local sao chamadas de
bifurcacoes globais, como as bifurcacoes homoclinicas e heteroclinicas. Bifurcagoes que
podem ser previstas estudando o campo vetorial na vizinhanca de um ponto de equilibrio
ou de um cliclo limite sao ditas bifurcagoes locais, como as bifurcagoes de codimensao
um e codimensao dois. Quando é necessario pelo menos um parametro para ocorrer
uma bifurcacao, temos as bifurcacoes de codimensao um, como as bifurcacoes de Hopf
e sela-né para o equilibrio, e sela-nd, dobramento de periodo e Neimark-Sacker para ci-
clo limite. Quando sao necessarios pelo menos dois parametros, temos as bifurcagoes de
codimensao dois, como a bifurcacao de Bautin, de Bogdanov-Takens, cispide, fold-Hopf
e Hopf-Hopf. Abaixo listaremos uma série de bifurcacoes que ocorrem tipicamente em

lasers, descrevendo-as brevemente com base na referéncia [82].
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Bifurcacgoes de codimensao um para o equilibrio

Bifurcacao de sela-né: caracterizada por um autovalor nulo da matriz Jacobiana no

ponto de bifurcagao. Sua forma normal é dada por:

it=a+2* = f(r,a) (2.1)

Antes da bifurcagao (a < 0) o sistema apresenta dois pontos de equiilibrio, um es-
tavel e um instavel, que colidem no ponto de bifurcagao (o = 0), e desaparecem apds a

bifurcagao (o > 0), como pode ser visto na figura 2.1.

y=J(x,0)
y=f(x, a)
y=[(x,0)

* \’_/J‘ I ! o * *

o<l a=0 a>0

Figura 2.1: Bifurcagao de sela-né, retirada da referéncia [82].

Bifurcacao de Hopf: também conhecida como bifurcacao de Andronov-Hopf, é carac-
terizada por dois autovalores puramente imaginarios da matriz Jacobiana no ponto de
bifurcacao e pode se apresentar na forma subcritica e supercritica. A forma normal da

Hopf supercritica é dada por:

fL:l = Qr1 — T — ZE1(1’12 + 1’22) (2 2)
fg = I -+ (64 1)) -+ .1'2(1'12 —+ .’KQZ)

Na forma supercritica, temos um ponto de equilibrio estavel (o« < 0) perdendo esta-
bilidade no ponto de bifurca¢ao (o = 0), enquanto um ciclo-limite estavel surge (a > 0),

como pode ser visto na figura 2.2.
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X
' <. )
oa=>0

Figura 2.2: Bifurcacao de Hopf supercrititica, retirada da referéncia [82].

a<0 o=0

A forma normal da Hopf subcritica é dada por:

1:1 = Qaxr] — Ty + 1'1(3312 + .’113'22) (23)

: 2 2
To = 1 + axs + To(x1” + 227)

Na forma subcritica, temos um ponto de equilibrio estdvel (o < 0) perdendo esta-
bilidade no ponto de bifurcagdo (o = 0), enquanto um ciclo-limite instavel desaparece

(av > 0), como pode ser visto na figura 2.3.

Xs X3 X3
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o<0 o

Figura 2.3: Bifurcagao de Hopf subcrititica, retirada da referéncia [82].
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Bifurcacgoes de codimensao um para orbitas peridédicas

Dada a forma normal:

U= a+ ou’ (2.4)

com o = +1. Podemos ter as seguintes bifurcacoes:

Bifurcagao de dobramento de periodo: corresponde a criacao ou destruicao de uma
orbita periddica com o dobro do periodo da érbita original como pode ser visto na figura
2.4.

a>0 o=>0 a<0

Figura 2.4: Bifurcagao de dobramento de periodo supercritica, figura retirada da referéncia
[82].

Pode se apresentar na forma subcritica e supercritica. Na forma supercritica, te-
mos uma 6rbita periddica estdvel de periodo 7 (o < 0) perdendo estabilidade no ponto
de bifurcacdo (v = 0), enquanto um ciclo-limite estavel de periodo 27 surge (a > 0),

exemplificado na figura 2.5.
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Figura 2.5: Bifurcagao de dobramento de periodo supercritica, figura retirada da referéncia
[85].

Na forma subcritica, temos uma 6rbita periédica estéavel de periodo 7 (o < 0) per-
dendo estabilidade no ponto de bifurcagao (a = 0), enquanto um ciclo-limite instavel de

periodo 27 desaparece (a > 0), exemplificado na figura 2.6.

4 i unstable

v %

g e e

o | stable %y

= ecm===""" subcritical
period doubling

>

H

Figura 2.6: Bifurcacao de dobramento de periodo subcritica, retirada da referéncia [85].

Em geral, apés o primeiro dobramento, pode surgir uma série de n duplicacoes com
periodo 2"7. Este ciclo limite de periodo 27 pode se tornar instavel e dar lugar a um
novo ciclo limite de periodo 47. Esse processo de dobramento de periodo pode continuar
até o periodo se tornar infinito, com a trajetéria nunca se repetindo, portanto, tornando
o regime caotico. Esse processo de dobramentos é conhecido como rota para o caos via

duplicacao de periodo ou cenério de Feigenbaum.
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Bifurcagao de sela-né: apresenta dois ciclo limites, um estavel e um instével (a < 0),
que colidem no ponto de bifurcacao (o = 0), e desaparecem apds a bifurcagao (o > 0),

como pode ser visto na figura 2.7. E o processo andlogo ao caso para o ponto de equilibrio.

]
—7 /
/ /

!
,.l"’

/

a<0 a=0 o>0

Figura 2.7: Bifurcagao de sela-né para 6rbitas periddicas, retirada da referéncia [82].

Bifurcagao de Torus: também conhecida como bifurcacao de Hopf secundaria para
sistemas a tempo continuo e Neimark-Sacker para mapas (sistema a tempo discreto),
corresponde ao aparecimento de uma solucao quase periédica estavel ou instavel, como
pode ser visto na figura 2.8. Se a bifurcacao for supercritica, um cliclo limite estavel
(v > 0) transforma-se em um atrator quase periédico estével (o < 0), se for subcritico,

um cliclo limite instavel (o > 0) transforma-se em um atrator quase periédico instével
(a <0).

o>0 a=0

Figura 2.8: Bifurcagao de sela-né para 6rbitas periddicas, retirada da referéncia [82].
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Bifurcagoes de codimensao dois

Bifurcacao de cuspide: caracterizada por um autovalor nulo da matriz Jacobiana no
ponto de bifurcagao e sem o coeficiente quadratico da bifurcagao de sela-n6. A forma

normal é dada por:

0= B+ Bon + sn® (2.5)

onde s = +1. O ponto de bifurcacao de ctispide é o ponto em que dois ramos da
curva de bifurcagao de sela-né se encontram tangencialmente, formando uma parabola
semicubica, como mostrado na figura 2.9. Esta bifurcacao implica a presenca do fenomeno

de histerese.

Figura 2.9: Bifurcagao de cuspide, retirada da referéncia [86].
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Bifurcacao de Bautin: também conhecida como bifurcacao de Hopf generalizada, é
uma bifurcacao de um ponto de equilibrio, caracterizada por um par de autovalores pura-
mente imaginarios da matriz Jacobiana no ponto de bifurcagdo. A forma normal é dada

por:

i = (B1+i)z + Bozl2|” + s22|* (2.6)

onde s = £1. O ponto de bifurcacao separa o ramo subcritico do supercritico da
bifurcagdo de Hopf. A figura 2.10 mostra o que acontece na vizinhanca desse ponto de
bifurcagao, representado pela origem (0) da figura. A curva em vermelho (LPC) representa
uma curva de bifurcacao de sela-né para orbitas peridédicas, H* uma curva de bifurcacao

de Hopf subcritica e H~ uma curva de bifurcacao de Hopf supercritica.

0

(3 (2).H,
® .3 €
LPC @ e

“N e
LPC ® 0 " (D1
\\ H_

Figura 2.10: Bifurcacao de Bautin, retirada da referéncia [87].

Na regiao 1, temos apenas um equilibrio estdavel e subindo para a regiao 2 temos a
criacao de um ciclo limite estavel. Indo para a regiao 3 este ciclo limite estavel permanece,
assim como o ponto de equilibrio estavel, s6 que agora um ciclo limite instével é criado.
Esses dois ciclos desaparecem na curva de sela-nd de orbitas periddicas, permanecendo

apenas o equilibrio estavel.
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Bifurcacao de Bogdanov-Takens: é uma bifurcacao de um ponto de equilibrio, carac-
terizada por um autovalor nulo de multiplicidade algébrica dois da matriz Jacobiana no

ponto de bifurcacao. A forma normal é dada por:

N =12
(2.7)
e = B+ B + 7712 + sM172

onde s = £+1. No ponto de bifurcacao de Bogdanov-Takens a curva de Hopf deixa de
existir. A figura 2.11 mostra o que acontece préximo do ponto de bifurcagao, representado
pela origem (0) da figura, onde H representa a curva de bifurcagao de Hopf, T e T~ sdo
os dois ramos da curva de bifurcacao de sela-né de érbitas peridédicas e P é a curva de
bifurcacao de érbitas homoclinicas. Para valores préximos do ponto de bifurcacao, o
sistema tem dois equilibrios que colidem e desaparecem via uma bifurcacao de sela-nd
(regiao 1). Por outro lado, o equilibrio de né (regiao 2) sofre uma bifurcacdo de Hopf
gerando um ciclo limite (regiao 3), que degenera em uma 6rbita homoclinica para a sela

e desaparece via uma bifurca¢ao homoclinica de sela (regiao 4).
tﬁr@
@ @
@ BZ g (
@
@ V
P 0 Pr ¢
T
P —
(X G|
H
©) 2, H

Figura 2.11: Bifurcagao de Bogdanov Takens, retirada da referéncia [88].

0
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Bifurcacgao de fold-Hopf: também conhecida como bifurcacao zero-Hopf, Hopf sela-né
ou Gavrilov-Guckenheimer, é uma bifurcacao de um ponto de equilibrio, caracterizada por
um autovalor nulo e um par de autovalores puramente imaginarios da matriz Jacobiana

no ponto de bifurcacao. A forma normal em coordenadas polares é dada por:

£ =P+ €+ sp?

(2.8)
p=p(Bs+ 0+ &)

onde s = +1 e 6 pode assumir valores negativos e positivos, possibilitando dessa
maneira quatro configuracoes diferentes: s =1e 0 <0, s=1e0>0,s=—-1ef <0e
s = —1e 6 > 0. Na referéncia [82] pode ser encontrado em detalhes o que acontece na
vizinhanga do ponto de bifurcagao em cada caso. De maneira geral, no ponto de bifurcacao

ocorre uma interseccao tangencial de curvas de bifurcacoes de sela-né e de Hopf.
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2.2.3 Expoentes de Lyapunov

O expoente de Lyapunov caracteriza os diferentes comportamentos que o sistema
pode apresentar e descreve a taxa com a qual dois pontos proximos no espago de fases se
aproximam ou se afastam. Para definir o expoente de Lyapunov, vamos partir da defi-
nigao utilizada na referéncia [83]. Seja um sistema de n equagoes diferenciais ordindrias,
considera-se uma hiper-esfera de condigoes iniciais centrada num ponto Z(ty), e analisa-se
a evolucao dela no tempo. Considerando que o raio inicial d;(y) varie exponencialmente

no tempo ao longo da j—ésima dimensao (j = 1,...,n), temos:

d;(t) = d;(t)edt i =1 . n. (2.9)

Essa relagao pode ser reescrita como:

NG|
t—1o

ji=1,..n (2.10)

Para cada dire¢ao no espaco de fases ¢ associado um expoente de Lyapunov A;, se o
somatorio dos expoentes de Lyapunov for negativo, o sistema é dissipativo. Para sistemas
com N dimensoes existem N expoentes de Lyapunov associados a cada dire¢ao e podemos

obter os seguintes tipos de atratores:

e ponto de equilibrio: tem-se A;, Ao, ..., A\; < 0, j& que a hiper esfera deve se contrair
ao longo das N direcoes do espaco de fases, a fim de que a trajetéria convirga para

0 ponto;

e ciclo limite: tem-se A\ = 0 e Ay, ..., A\, < 0, sendo que o expoente nulo corresponde

a dire¢cao ao longo da trajetoria fechada;

e torus d-dimensional: tem-se no méximo A\; < 0 e Ag,...,\y = 0, caracterizando
um torus d-dimensional, e no minimo A;, As = 0 e A3,...,\g < 0, caracterizando
um torus bidimensional, sendo d = N — 1, de modo que as trajetorias atratoras

situam-se sobre uma superficie;

e atrator cadtico: tem-se um expoente maior que zero e um nulo, e o restante nega-
tivo, de modo que a soma de todos seja menor que zero. O expoente positivo esta

associado a dependéncia sensivel as condigoes iniciais.

e atrator hipercadtico: tem-se pelo menos dois expoentes maior que zero e um nulo, e
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o restante negativo, de modo que a soma de todos seja menor que zero. A dimensao

minima que um sistema deve ter para poder apresentar dinamica hipercadtica é 4.

2.3 Metodologia

Para descrever a dinamica de um laser utilizamos técnicas de continuagao numérica e
integracao direta, de modo a obter uma melhor compreensao dos fenomenos que aparecem
em nosso modelo. Por um lado, com a continuagao numérica conseguimos descrever
solugoes instaveis, descrever regioes multiestaveis em um unico diagrama e identificar os
tipos de bifurcacao que aparecem com poucos recursos computacionais. Por outro lado,
com a integracao direta conseguimos localizar as solugoes cadticas que nao sao possiveis
de serem obtidas com a continuacao numérica. Porém, essa metodologia demanda muito
mais recurso computacional. Abaixo faremos uma descrigao mais detalhada dos métodos

utilizados para obtencao dos resultados da dissertacao.

2.3.1 Integracgao direta

Como vimos em segoes anteriores, os parametros do sistema desempenham um papel
importante na dinamica do sistema. Esta influéncia dos parametros na dinamica do
sistema pode ser estudada ao variar dois parametros, para isso, construimos espacos de
parametros, que consistem num diagrama de fases com a variacao de dois parametros e
uma escala de cores que representam a estimativa numérica dos expoentes de Lyapunov.
A anélise da dinamica por meio da codificacao de cores do maior expoente de Lyapunov
ja& é bem conhecida [89, 90], porém, utilizaremos a metodologia introduzida em 2008
por Bonatto [91]. Ela possibilita que em um mesmo diagrama tenhamos informagoes do
primeiro e segundo maiores expoentes de Lyapunov, podendo assim identificar curvas de

bifurcagoes no espaco de parametros e ainda obter informagoes de como o expoente de

Lyapunov varia em regioes periodicas.

Para a construcao dos espacos de parametros, as equagoes diferenciais sao resolvidas
numericamente utilizando o método de Runge-Kutta padrao de quarta ordem com passo
fixo igual a 0,1 e os expoentes de Lyapunov sao computados utilizando o método pro-
posto por por Wolf et al. [92], ambos utilizando a linguagem fortran. O valor do passo
de integracao foi determinado por meio de alguns testes de convergéncia, monitorando a
evolucao do sistema por meio de séries temporais. Além disso, as equagoes foram integra-

das descartando um transiente de 35000 passos de integracao e utilizando 700000 passos
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de integracao para a andlise da série temporal. Por fim, como comentado acima, a anélise
da estabilidade ¢ feita estudando o comportamento do sistema ao variar dois parametros.

Para isso, essa variacao foi feita em uma malha MxM, enquanto os outros permaneciam

fixos, sendo M=600.

Os diagramas de estabilidade foram produzidos ao variar dois parametros de injecao
e para a escala de cores, testando o primeiro expoente de Lyapunov, se ele fosse zero, o
segundo expoente de Lyapunov assume o seu lugar. Dessa maneira, podemos localizar as
curvas de bifurcagoes no espaco de parametros e ainda obter informacoes do expoente de
Lyapunov nas regices periddicas. Apds estabelecer os valores de Lyapunov associados a
variacao dos parametros, determina-se o maior e o menor valor dos expoentes, atribuindo
uma cor para cada um. Os valores intermediarios assumem cores de modo a formar um
gradiente entre as cores atribuidas para o maior e menor valor de expoente obtido. Essa
codificacao de cores é de extrema importancia, a partir dela poderemos discriminar as
condutas cadticas e nao cadticas. Em nossos diagramas, atribuimos a cor vermelha para
o maior expoente de Lyapunov e a branca para o menor. O expoente nulo ganhou uma
cor expecifica também, foi associado a ele a cor preta, dessa maneira, é possivel localizar

as curvas de bifurcagoes no espago de parametros.

Quanto as condigoes inicias, comegamos de um valor arbitrdrio para cada variavel
e integramos o sistema, sempre tomando o iltimo ponto da integracao como condi¢ao
inicial para um novo valor de parametro. Essa técnica é conhecida como “perseguicao
ao atrator”. Caso nao seguissemos o atrator, a mesma condigao inicial seria utilizada
para todos os novos valores de parametros durante a integracao. Optamos pela técnica de
seguir o atrator, pois dessa forma evitamos um tempo gasto de transiente que teria que ser
computado toda vez que um novo parametro fosse integrado, portanto, o resultado é uma
convergéncia melhor para o expoente de Lyapunov. Um ponto de que deve ser ressaltado
aqui, € que em regioes de multiestabilidade, apenas um dos atratores é identificado, tendo
em vista que, a partir do momento que o sistema converge para um atrator, ele continua
nele durante toda a integragao. Logo, para obter-se todos os atratores do sistema, deve-
se comecar de condic¢oes iniciais diferentes, resultando em novos espacos de parametros.
Veremos na se¢ao 4 que uma maneira de discriminar as regioes de multiestabilidade é

integrando o sistema incrementando ou decrementando os valores dos parametros.
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2.3.2 Continuacao numérica

Como enfatizamos na subsecao anterior, nao é possivel seguir curvas instaveis no
espaco de parametros, descrever regioes multiestaveis num mesmo diagrama e, por mais
que localizemos as bifurcagoes, nao é possivel determinar que tipo de bifurcacao ela é
com integracao direta. Dessa forma, utilizamos continuacao numérica para contornar
esse problema. Dentre diversos métodos, optamos trabalhar com o programa AUTO.

Conforme a referéncia [93] pdg. 19, o programa pode:

e Computar familias de 6rbitas periddias, sejam elas estaveis ou instaveis e, computar
os multiplicadores de Floquet (autovalores do sistema), que determinam a estabili-

dade ao longo dessas familias.

e Localizar dobras, pontos de ramificacoes, bifurcacoes de dobramento de periodo e

bifurcagoes toroidas ao longo de uma familia de solucoes periddicas;

e Continuar dobras, bifurcacoes de dobramento de periodo e bifurcagoes toroidas em

dois parametros;
e Continuar érbitas de pontos fixos em dois parametros;

e Continuar pontos de ramificacoes em dois parametros que sao caracterizados por
simetrias especificas do problema. Em problemas nao simétricos é necessarios trés

parametros para continuar o ponto de ramificacao;

e Fazer cada uma das opgoes acima para rotagoes, ou seja, quando alguns dos com-

ponentes da solucao peridédica tem um ganho de fase de um miltiplo de 27;

e Seguir curvas de érbitas homoclinicas e detectar e continuar diversas bifurcagoes de

codimensao dois;

e Localizar extremos de um objetivo funcional integral ao longo de uma familia de

solugoes periodicas e sucessivamente continuar tais extremos em mais parametros;

e Calcular curvas de solugoes em [0,1], sujeitas a limites nao-lineares gerais e condigoes
integrais. As condigbes nao precisam ser separadas, isto é, podem envolver ambas

condicoes simultaneamente;

e Determinar dobras e pontos de ramificacoes ao longo de familias de bifurcagoes para

o problema de valores de contorno acima.
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Para utilizar tais recursos, devemos iniciar de uma solugao estacionaria ou periodica
e entao escolher uma dire¢ao de variagao do parametro. O programa evolui até encontrar
uma bifurcacao e, a partir dela, é possivel segui-la ao longo do espaco de parametro,
possibilitando assim seguir as curvas instaveis. Como o programa calcula os autovalores
da matriz Jacobiana também é possivel determinar o tipo de bifurcacao. Descrever as
regioes multiestaveis também é possivel porque podemos fazer uma superposicao de curvas
no espaco de parametros. Para o nosso modelo utilizamos o programa para seguir curvas
de pontos fixos e orbitas periédicas em dois parametros, podendo assim determinar as

bifurcagoes de codimensao um e dois presentes na dinamica do sistema.



Capitulo

Laser de estado solido com realimentacao

optica de frequencia modificada

Este capitulo estd organizado da sequinte maneira: na prorima Secao apresentamos
a configuracao experimental de um modelo de laser de estado solido, detalhando as prin-
cipais caracteristicas dele e na sequéncia apresentamos o modelo teorico correspondente,
introduzindo as equacoes diferenciais que modelam o laser de estado solido com realimen-

tacdo optica que investigamos.

3.1 Configuracao experimental

A implementacao experimental de um laser de estado sélido sujeito a uma realimen-
tagao Optica de frequéncia modificada é reportada em diversos trabalhos na literatura
[47-49, 94]. Nestes trabalhos que mencionamos, o laser utilizado tem como meio ativo
um cristal de Nd:YAG (granada de itrio e aluminio dopados com Neodimio) e é bombe-
ado por um laser de diodo. Além disso, a injegao ¢ feita injetando o campo e, em e,.
Os campos e, e e, polarizados ao longo de & e § com autofrequéncias v, e v, respectiva-
mente, oscilam simultaneamente. A poténcia tipica emitida pelo laser é de 10mW quando
bombeado por 500mW. Além disso, o campo reinjetado tem sua frequéncia modificada
em fao ~ 100M Hz usando um modulador actstico 6ptico (AOM, também conhecida
como Bragg Cell). A figura 3.1, mostra esquematicamente a configuracdo experimental

do modelo.

25



3.1. Configuragao experimental 26

DFL

Figura 3.1: Configuragao experimental. QWP: do inglés, quarter-wave plate, é uma placa
de quarto de onda; M: do inglés mirror, é um espelho e P: é um polarizador. Figura
retirada de [94]

A cavidade de realimentacao, contém uma célula Bragg, movida por um sintetizador
de radio frequéncia (RF) estavel, que fornece uma referéncia de fase externa. Em seguida,
uma placa de um quarto de onda a 45° seguida por um espelho gira as polarizacoes em
X ey, e finalmente, o feixe de laser é reinjetado na cavidade do laser depois de atravessar
novamente a célula de Bragg. Como resultado, temos o campo polarizado em & oscilando
com uma frequéncia de v, +2f40 e o campo polarizado em ¢ oscilando com uma frequéncia
de v, + 2f 40 sendo reinjetado no laser. Eles notaram que o campo reinjetado em e, nao
tem efeito na dinamica pois a diferenca entre as frequéncias v, e v, +2f 40 ¢ muito grande,
dessa forma, como ja citado anteriormente, temos apenas o campo e, sendo reinjetado
em e, com a frequéncia descrita acima. Por fim, a saida do laser ¢ detectada por um

fotodiodo rapido, responsavel por converter a luz em corrente elétrica.
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3.2 Modelo teodrico

O modelo final de equagoes partiu das equagoes de Lang-Kobayashi, introduzidas
na referéncia [47], que é composto por 6 equagoes diferencias ordindrias nao lineares

acopladas:

dE,
dt

E, . ~
= [Ty + k(n, + ﬁny)]7 + 2itv, B, + E,,

dE E , . -

d_ty _ [—Fy I /'i(ny i 5”3;)]% + 2i7TVyEy + ’)/eEz(t i 7_)€4z7rony+lw + Ey’ (31)

dng,
dt

= PyHvay - h/” + C(‘Ex,y|2 + 5‘E 750’2)]77’56,1/ + ﬁx,yy

Nas equagoes 3.1, E, , sao os dois modos do campo laser e n,, as duas inversoes de
populagao correspondente. O parametro I'; , representa o tempo de vida da cavidade,
7 € proporcional ao tempo de vida da inversao populacional, x e ¢ sdo os coeficientes
de acoplamento atomo-campo respectivamente, [ corresponde a saturacao cruzada no
meio ativo e P,, representa as taxas de bombeamento. Além disso, F,, ¢ i, 30 0s
termos de ruidos representando as emissoes espontaneas e 7 representa o tempo de atraso
(delay). Para esse modelo, foram assumidas taxas de perdas e bombeamento idénticas,
ou seja, I'y =T’y =y e P, = P, = P. Os termos de ruidos Exyy e Tz, que representam
as emissoes espontaneas foram negligenciados, visto que estamos interessados apenas em
estudar a dinamica deterministica do sistema. Além disso, o tempo de atraso 7 também
foi negligenciado, ja que a dinamica do sistema envolve uma escala de tempo muito mais
lenta. Note que esta é uma boa aproximagcao para lasers de estado sélido, mas em lasers de
semicondutores este nao seria o caso, visto que a dinamica desses lasers envolvem escalas
de tempo muito mais rdpidas. Dessa forma, as equagoes que descrevem o sistema podem

ser escritas como:
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dE, E, .
pra [—v + k(ne + 57‘@)]7 + 2imv, E,,
dE E ) , .
d_ty = [—7 + k(ny + 57%)]71/ + 2imy, By + v B etimaovtiv. (3.2)
dng,y 2 2
T VNP = [+ CUEey|” + BIEy]")|ney,

Podemos reescrever as equagoes acima de uma maneira mais conveniente para inte-

gracao numérica (ver apéndice A):

% (mx + ﬁmy)

s 20+8) @

de,  (my,+ Bm,)

Y ) 3.3
I 21+ ) e, + 1Ae, + I'e, (3.3)

dM,,

ds =1- (‘ew,y‘z + ﬁ|€y,w’2) - EMm,y[l +(m—1) % (lew,y‘2 + ﬁ‘ey,m 2)]

Onde e, , e M, , sao os campos e as inversoes da populacao reescaladas. O tempo s
é reescalado e sua relacao com o tempo fisico t é s = Q,t = 27 f,t, onde f, representa a
frequéncia de oscilagao de relaxagao do sistema. Nessas equacoes, e, € M, , sa0 0s NOVOS
campos laser e inversao de populacao, respectivamente. Quanto aos parametros, temos

que:

e 1) representa o parametro de bombeamento, que controla o ganho do laser;

e ¢ ¢ o0 tempo de vida da inversao, ou seja, o tempo que o elétron excitado leva para

decair ao seu estado de energia mais baixa;

e [ representa a razao da saturacao cruzada e a auto saturacao no meio ativo. A
saturacao cruzada representa o quanto um campo laser influencia o outro, enquanto
que a autosaturacao quanto ele influencia ele mesmo. As duas estao conectas por
meio da constante de acoplamento de Lamb’s, como mostrado e calculado na re-
feréncia [95]. Essa constante governa os regimes de simultaniedade e bistabilidade

em lasers de dois modos. Como é explicado em detalhes na referéncia [45], pag.
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125, dependendo do valor dessa constante podemos ter trés tipos de acoplamento:
acoplamento fraco, neutro e forte. No acoplamento fraco temos § < 1 , no neutro
£ =1 eno forte 5 > 1. Em nosso trabalho, trabalhamos com o caso de acoplamento

fraco.

e A ¢ a dessintonizacao de frequéncia, que é a diferenca de frequéncia entre v, e v,.
Para o modelo que estudamos, A = (v, — v, —2f40)/€2,, dessa maneira, escolhendo
fao da ordem de 100M H z, temos que A sera da ordem da frequéncia de oscilagao
de relaxacao do sistema. Além disso, o parametro A é adimimensional, visto que

foi normalizado em funcao de (2,.

e [' ¢ a intensidade da injecao.

Os parametros que descrevem a intensidade da injecao I', a dessintonizagao A e o
bombeamento 1 podem ser diretamente controlados em um experimento real, atuando
como parametros de controle. Em nosso trabalho, manteremos 7 fixo enquanto variamos

os parametros I' e A, assim como a maioria dos trabalhos.

Podemos escrever o conjunto de equagoes 3.3 em termos de suas componentes reais e

imaginarias.

€r = Ezr T i€y, (34)
ey = €y i€y, (3.5)

onde ez, €y € €, €, 0s campos em x e y com suas partes reais e imagindrias,

respectivamente.

Dessa forma, podemos reescrever as equagoes 3.3 da seguinte maneira:
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dear _ s+ Py
ds — 2014+p3) ™

dey;  mg + Bmy

ds  2(1+p8) "

dey, — my + Bm,
ds — 2(1+p)

Cyr — Aeyi + Fezra
(3.6)

deyi  my + pm,

€yi + Aeyr + Fe:ci7

ds  2(1+p)
dM,

Ve g (et 4 Bl — M1+ (1 1) x (el + Bl
dM,

M 1 ey Bleal) = M1+ (= 1) x ey + Blea)].

Como mostramos no apéndice B, o campo em x tem a fase constante, dessa maneira
podemos considerar, sem perda de generalidade, que e, é puramente real, de modo que a
fase em y corresponde a fase relativa entre os dois osciladores. Dessa maneira, em nosso
trabalho, reduzimos a analise de 6 equacoes para 5, desconsiderando a componente ima-
ginaria do campo em x. As equagoes 3.7 mostram o conjunto de equagoes que utilizamos

para analisar o modelo de laser.
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de; _ mg + Pmy
ds — 2(1+p)

6137

dey,  my+ pm,

eyr — Aey; + leg,

ds — 2(1+B)

o= gy e e o
T = (e 4 Blef) — Ml (1 1) X (e + Bley )L
d;\fx —1— (|ey|? + Bes?) — eM,[L+ (7 — 1) x (Je, > + Bea?)).

O conjunto de equacgoes 3.7 é extremamente 1til para se utilizar na integracdo numé-
rica, mas eles também podem ser decompostos em amplitude e fase do laser (ver apéndice

B):

1dI
~—2 = (N, N, — 1)1,
~y dt ( +5 Yy ) I
1dI,
i (Ny + BN, — 1)1, + An K /1,1, cos ¢,
/‘)/
(3.8)
11d I
___(b =A - K,[-Zsing,
v 21 dt I,
1dN,, n
- Y —(1+1, I, )Nz,
N dt 6[1+ﬁ (1+ Ly + Blya) Nuy)
Onde I, e I, representam a intensidade de cada modo do laser, definidas como:
];t - 6$2,
(3.9)
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A intensidade total é definida como:

I = |ew+ey|2 =e," F eyl eyt +2 X ey X ey (3.10)

Ainda, ¢ representa a fase do laser e N, , sao as duas inversoes de populagao reesca-
ladas. Como comentamos, o conjunto de equacoes 3.3 escritas em tempos do campo laser
sao mais simples para a integracao numérica do que o conjunto de equacoes 3.8, porém,
as equacoes descritas em termos da intensidade e fase do laser sao muito tteis para obter

a frequeéncia de oscilagao de relaxacao do sistema.

3.2.1 Calculo da frequéncia de oscilacao de relaxacgao

Vamos analisar a estabilidade do sistema de equacoes 3.8 utilizando a ténica de es-
tabilidade linear [96]. De modo a simplificar os cédlculos, vamos determinar a frequéncia
de oscilacao de relaxacao do sistema de equacoes 3.8 operando livremente, ou seja, os
parametros de acoplamento A e I' sao nulos. Além disso, vamos supor g = 0, ja que como
pode ser visto na figura 3.2, cada modo da intensidade do laser, assim como a intensidade
total, relaxam da mesma maneira. Na figura 3.2, I, e I, mostram o comportamento de
cada modo do laser sem injecao 6ptica, enquanto que I mostra o comportamento do la-
ser com os dois modos interagindo devido a injecao 6ptica. Note que, a magnitude das

intensidade modifica-se, porém o cenario dinamico nao.

9’0 | 1 1 1 1 1 1
Lo [
Iy Iy
I I
6,8 S -
S
3
245 S -
<
S
=
2,2 S -
i ’
0 T T T T T T T
0 250 500 750 1000 0 25 50 75 100

t t
(a) (b)

Figura 3.2: (a) Variagao das intensidade I, I, e a total I no tempo. (b) Ampliacao da
figura (a).
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Dessa forma, o conjunto de equacoes 3.8 simplificam-se a:

' (3.11)
N =yl = (1 +1)N],

onde o ponto representa a derivada temporal no tempo sem a normalizacao.

Inicialmente devemos encontrar os pontos fixos do sistema Iy e Ny, para isso, igualamos

o conjunto de equacoes 3.11 a zero:

0=(N-1)1,
(3.12)
0=n—(1+I)N.
A solugao trivial é dada por:
[0 = 0, NO =1. (313)

Neste caso, a solucao ¢ instavel, o laser esta desligado e a inversao de populacao é

igual ao bombeamento. Outra possivel solugao é:

No=1
’ (3.14)
[0:77—1

Determinado os valores do ponto fixo, podemos determinar a frequéncia de oscilagao
de relaxacao do sistema, para isso, utilizaremos o método de estabilidade linear, em que

se supoe pequenas pertubagoes em torno do ponto de equilibrio:

[ =1I,+56I,
N = Ny + 6N.

(3.15)

Substituindo o conjunto de equacgoes 3.15 em 3.11:
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01 = ~v(No+ 6N — 1)(Iy + 61),

‘ (3.16)
ON = 7”[17 — (1 + Iy +5[)(N0 +5N)]7

Os termos cruzados 610N serao descartados pois suas contribuicoes sao infinitesimais.

Substituindo os pontos fixos Iy e Ny encontrados:

61 = ~(n—1)6N (3.17)
ON = — (8] +néN). (3.18)

Fazendo a segunda derivada do conjunto de equagoes 3.17 e substituindo a equagao

3.18:

0T = —(n — 1)y (81 + ndN), (3.19)
mas da equagao 3.17 temos:
o1
ON = ———, (3.20)
y(n—1)
entao,
O + 181 + ) (n — 1)61 = 0. (3.21)

Supondo uma solucio do tipo 6/ = e* encontramos,

N4y A+ (n—1) =0, (3.22)

cuja solucao ¢é dada por:
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A2 = _@ = \/(771“)2_ = = 1) (3:23)

2
Caso vy (n—1) < @ o laser tera uma dinamica super amortecida, dessa maneira,

depois de uma pertubagcao ele retornara ao ponto estacionario sem qualquer oscilacao.

2
(U;VLII) , de modo que a equacao 3.23 sera

Sob condicdes realisticas, vy (n — 1) >
sempre da forma A\, = —I', £ iw,. Consequentemente, qualquer pequena perturbacao
na intensidade ira induzir oscilagoes em torno do ponto de equilibrio Iy com frequéncia

angular igual a:

wy = /02 — T2, (3.24)

Portanto, a frequéncia de oscilagao de relaxacao sera:

Q. =/ —1). (3.25)

Para valores numéricos dos parametros iguais & v = 2,31 x 108, v = 4,35 X 10% e
n = 1,2 a frequéncia de oscilacdo de relaxacao tem o valor de Q, = 4,49 x 10°. Esses

valores foram os que utilizamos em nosso trabalho, retirados da referéncia [94].



Capitulo

Resultados

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos em nosso trabalho a partir da and-
lise da dinamica do laser no espaco de dois parametros de injecao. Estudamos os efeitos
causados pela mudanca dos parametros que representam o tempo de vida da inversao po-
pulacional e da saturagao cruzada. Na primeira se¢ao fazemos uma andlise dos estados de
equilibrio do laser, descrevendo como estes se desestabilizam. Em sequida, analisamos as
dinamicas periodicas, quase periodicas e cadticas que encontramos, assim como as regioes
de dinamica hipercactica, separando o estudo dessa ultima no estudo do que denominamos
de hipercaos “fraco” e “forte”. Por fim, fizemos uma andlise de uma interessante alter-
nancia de dois comportamentos deterministicos que encontramos na regiao hipercaotica,
onde em uma o laser apresenta oscilagoes de Q-switching com grandes amplitudes e na
outra oscilagcoes irrequlares de menor amplitude. Um estudo nessa regiao da estatistica

de eventos extremos que encontramos também foi realizada.

4.1 Estados estacionarios

O sistema de equagoes 3.7 que analisamos contém cinco parametros: o parametro de
bombeamento 7, o tempo de vida de inversao da populagao €, a saturagao cruzada no
meio ativo 3, a intensidade da injecao I' e a dessintonizacao A. Para analisar a dinamica
desse sistema variamos os parametros I' e A, ja que num modelo real eles sao parametros
que podem ser facilmente ajustados. Mesmo que o parametro n também seja facilmente
ajustado em um laser real, nao estudamos a influéncia dele nesta dissertacao e em todos
os casos, mantivemos fixo o valor n = 1,2, mesmo valor utilizado na referéncia [94]. Nosso
estudo foi desenvolvido analisando a influéncia dos parametros € e 3, percebemos que estes

desempenham um papel importante na dinamica do sistema. Comecaremos a analise pelo

36
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parametro e.

Partindo de valores maiores do parametro €, temos que as oscilagoes das populagoes
nao contribuem muito, e o modelo assemelha-se ao caso de lasers da classe A, como pode
ser visto na figura 4.1 que apresenta trés espagos de parametros, construidos utilizando
f=0,6,n=1,2ee=0,5€e=0,4¢ee=0,3 para as figuras 4.1 (a), (b) e (c) respectiva-
mente, enquanto A e I' sdo variados. As regides pretas representam transicoes dinamicas
de estados estaciondrios e periédicos. Dentro da regiao semelhante a um triangulo temos
solucoes de equilibrio e fora dela solugoes oscilatérias. Uma andlise completa da caracteri-
zagao dos pontos de equilibrio e suas bifurcacoes sera realizada no decorrer deste capitulo,

através de técnicas de continuagao numeérica.

0,05

\ -0,3
o o5 1 1,5 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

r r
(@) (b)

Figura 4.1: Espago de parametros para § = 0,6, n = 1,2, (a) ¢ = 0,5, (b) e = 0,4 e
(c) e =0,3. As flechas em vermelho indicam o valor do parametro em que as regioes de
instabilidades comecam a surgir. As regides em preto representam transicoes dinamicas
de estados estacionarios e peridédicos, com as solucoes estacionarias dentro da regiao que
assemelha-se a um triangulo e as oscilatérias fora dela.

Conforme diminuimos o valor do parametro € o sistema vai se tornando cada vez mais
instavel. Enquanto que para e = 0,5 nao ha nenhuma dinamica complexa, para ¢ = 0,4
e € = 0,3 vemos indicios, nas regioes indicadas pelas flechas em vermelho, de que curvas
de bifurcacao, com dinamicas cada vez mais complexas irao surgir se diminuirmos ainda
mais o valor do parametro, ja que o expoente nessas regioes esta ficando cada vez mais
perto do zero, resultando regioes de cores mais escuras no espaco de parametros, o que
indica a ocorréncia de instabilidades, visto que nas bifurca¢ées o expoente de Lyapunov
é zero. Além disso, nessas regioes temos a ocorréncia de ressonancias, responsaveis pela
organizacao dessas instabilidades nessa regiao ao invés de em outros locais no espaco de

parametros.

Na figura 4.2, construimos diagramas de bifurcagoes para alguns valores do parametro

e com o auxilio do programa de continuacao numérica AUTO, podemos perceber que a
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dinamica do sistema é composta por trés curvas de bifurcacao de ponto fixo: a sela-
no, em preto, a Hopf supercritica, em vermelho sélido, e a Hopf subcritica em vermelho
pontilhado. Além disso, dependendo o valor do parametro e temos pontos de bifurcacao
de Bogdanov-Takens e pontos de bifurcacao de Hopf generalizada. Para os valores de €
utilizados aqui, todos os diagramas contém a bifurcacao de Bogdanov-Takens, mostrado

na figura 4.3.

3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-] A - . HG3 L

(a) (b)

'3 T T T T T T T T T T
0 05 1 1.5 2 2,5 3 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

r r

() (d)

Figura 4.2: Diagramas de bifurcagoes construidos com o programa AUTO para § = 0,6,
n=1,2e(a)e=0,5,(b)e=0,449, (c) e = 0,4 ¢ (d) e = 0,3. A curva em vermelho sélido
representa a bifurcacao de Hopf supercritica e a vermelho tracejada a Hopf subcritica. A
preto sélida representa a bifurcacao de sela-né estavel e a tracejada a sela-né instavel. Os
pontos em azul indicam os pontos em que ocorrem as bifurcagoes de codimensao maior
que um. HG representa o ponto em que ocorre a bifurcacdo de Hopf generalizada de
codimensao dois e HG3 a bifurcacao de Hopf generalizada de codimensao trés.

Nas figuras 4.2 (a-d) fica evidente que a bifurcacao de Hopf predomina o diagrama,
isso implica que as transicoes do sistema ocorrerao basicamente por meio da bifurcacao

de Hopf, j4 que a bifurcacao de sela-né delimita uma regiao extremamente pequena do
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diagrama. Além dessas curvas de bifurcagao temos dois tipos de ponto de codimensao dois,
os pontos de bifurcagao de Bogdanov-Takens (BT) e os de Hopf generalizada (HG) e uma
bifurcagao de Hopf generalizada de codimensao trés (HGj3) representados pelos pontos em
azul nos diagramas. A bifurcacao de Hopf generalizada de codimensao dois é o ponto onde
a bifurcacao de Hopf deixa de ser supercritica e passa a ser subcritica, ou vice-versa. As
duas bifurcagoes de Hopf generalizada do ramo superior e inferior nascem em e = 0, 449,
apresentado na figura 4.2 (b), nesse ponto temos a colisao de duas bifurcagdes de Hopf
generalizada, dando origem a uma bifurcacao de Hopf generalizada de codimensao treés,
ou seja, este é o ponto em que ocorre o nascimento da bifurcacao de Hopf generalizada
e ele é como se fosse um ponto de bifurcacio de cuspide!. Este ponto de codimensao
trés, para melhor do nosso conhecimento, é a primeira vez que é reportada num sistema
laser. Conforme o valor do parametro € é diminuido os pontos de bifurcacao de Hopf
generalizada se separam e ficam cada vez mais distante um do outro, de modo que entre

os dois pontos a curva de bifurcagao de Hopf se torna subcritica e fora deles supercritica.

Préximo a esses pontos o sistema se comporta conforme descrito na segao 2.2.2.

Para estudarmos o ponto de bifurcacao de Bogdanov-Takens de codimensao dois,
construimos a figura 4.3, que é uma ampliacao da figura 4.2 (a). Podemos utilizar essa
mesma figura para a analise dos outros valores do parametro €, pois a estrutura é a mesma
para todos os casos. A bifurcacao de Bogdanov-Takens de codimensao dois é o ponto em
que a curva de bifurcacao de Hopf acaba e a ela é associado uma érbita homoclinica,
que nao calculamos em nosso trabalho. Uma andlise geral do que acontece na vizinhanca
desse ponto esta descrito na subsecao 2.2.2. Como veremos adiante, nas proximidades

desse ponto temos o surgimento das primeiras regioes de caos no sistema.

lyeja a secdo 2.2.2 para mais detalhe sobre a bifurcagio de cispide
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Figura 4.3: Ampliacdo do diagrama de bifurcacao da figura 4.2(a) em torno da curva
de bifurcagao de sela-né. A curva em vermelho sélido representa a bifurcacao de Hopf
supercritica. A preto sélida representa a bifurcacao de sela-né estavel e a tracejada a
sela-né instavel. Os pontos em azul indicam os pontos em que ocorrem as bifurcagoes
de codimensao maior que um. BT representa o ponto em que ocorre a bifurcacao de
Bogdanov-Takens de codimensao dois.

Ao diminuir ainda mais o valor do parametro € novas dinamicas comegam a surgir.
A figura 4.4 mostra desde o surgimento de um novo ponto de bifurcacao, a bifurcacao de

zero-Hopf, até o desaparecimento da bifurcacao de Bogdanov-Takens.
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Figura 4.4: Diagramas de bifurcagoes construidos com o programa AUTO para § = 0, 6,
n=12e(a) e =0,215, (b) e = 0,214, (c) € = 0,2, (d) ¢ = 0,1632 e (e) € = 0,1631.
A curva em vermelho sélido representa a bifurcacao de Hopf supercritica e a vermelho
tracejada a Hopf subcritica. A preto sélida representa a bifurcacao de sela-né estavel e
a tracejada a sela-nd instavel. Os pontos em azul indicam os pontos em que ocorrem
as bifurcagoes de codimensao maior que um. ZH representa o ponto em que ocorre a
bifurcacao de zero-Hopf, BT a bifurcacao de Bogdanov-Takens de codimensao dois e BT
a bifurcacao de Bogdanov-Takens de codimensao trés.
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Na figura 4.4 (a) temos um cendrio no espago de parametros semelhante ao que te-
mos em 4.2 (c¢), porém, ao diminuir o valor do parametro, temos o surgimento de uma
bifurcagao de fold-Hopf, também conhecida como zero Hopf (ZH), de codimensao dois
em € ~ 0,214, no ponto onde existe a bifurcacao de Bogdanov-Takens, apresentado na
figura 4.4 (b). A bifurcagdo de zero-Hopf é o ponto em que a curva de bifurcacao de
Hopf tangencia a curva de bifurcacao de sela-né. Préximo a ela o sistema se comporta
como descrito na se¢ao 2.2.2. Ao diminuirmos ainda mais o valor do parametro € as bi-
furcagoes de Bogdanov-Takens e zero-Hopf se separam e a curva de bifurcacao Hopf entre
esses dois pontos se torna instavel, como apresentado na 4.4 (¢). Conforme continuamos,
as bifurcacoes de zero-Hopf e Bogdanov-Takens ficam cada vez mais afastadas, até que
para € =~ 0,1632 as bifurcacoes de Bogdanov-Takens se encontram e colidem, formando
um ponto de bifurcagdo de Bogdanov-Takens de codimensao trés (BT3). Nesse ponto,
como no caso da bifurcagao de Hopf generalizada, é como se tivessemos uma bifurcagao
de cuspide e uma analise do que acontece na vizinhanga desse ponto pode ser encontrada
nas referéncias [97, 98]. Por fim, a figura 4.4 (e) mostra que a bifurca¢do de Bogdanov-
Takens desaparece para ¢ ~ 0,1631. Como comentado anteriormente, a bifurcacao de
Bogdanov-Takens é o ponto em que a curva de bifurcacao de Hopf acaba. Como nesse
caso a bifurcacao de Bogdanov-Takens deixa de existir, entao a curva de bifurcacao de
Hopf se torna continua, sendo instavel entre os pontos de bifurcacao de Hopf generalizada

e os de zero-Hopf e estavel fora deles.

Para analisar o que acontece na transicao das curvas de bifurcacao de Hopf e sela-né,

o diagrama da figura 4.5 foi separado em trés regioes:
e regiao A, fora das curvas de bifurcacao de sela-né e Hopf. Nesta regiao temos apenas
um ponto fixo instavel;

e regiao B, dentro da regiao delimitada pelas curvas de bifurcagao de sela-né e Hopf.

Nesta regiao temos trés pontos fixos, dois instaveis e um estével;

e regiao C, dentro da regiao delimitada pelas curvas de bifurcacao de Hopf. Nesta

regiao temos apenas um ponto fixo estével.
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Figura 4.5: Diagrama de bifurcacao para f = 0,6, n = 1,2 e ¢ = 0,2. A curva em
vermelho sélido representa a bifurcacao de Hopf supercritica e a vermelho tracejada a
Hopf subcritica. A preto sélida representa a bifurcagao de sela-né estavel e a tracejada
a sela-no instavel. Os pontos em azul indicam os pontos em que ocorrem as bifurcagoes
de codimensao maior que um. BT representa o ponto em que ocorre a bifurcacao de
Bogdanov-Takens de codimensao dois e ZH a bifurcacao de zero-Hopf. A letra A indica
as regioes externas ao limite definido pelas curvas de bifurcagao de Hopf e sela-nd, a letra
B a regiao delimitada pela curva de bifurcagao de sela-né e a letra C a regiao delimitada
pela curva de bifurcacao de Hopf.

Para compreender como os pontos de equilibrios perdem estabilidade, tracamos tres
retas verticais no diagrama de bifurcacao, uma passando pelas curvas de bifurcacao de sela-
no, outra passando pelas curvas de bifurcacao de sela-né e Hopf subcritica e uma ultima
passando pelas curvas de bifurcacao de Hopf supercritica. O resultado é apresentado nas
figuras 4.6, em que com o auxilio do programa AUTO de continuagao numeérica plotamos
os valores das intensidades de um dos modos do laser e a intensidade total para cada reta

que tracamos. Como sao trés dinamicas diferentes, separamos a analise em trés casos:
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Figura 4.6: Diagrama de bifurcacao para # =0,6,n=1,2,e =0,2e (a-c) I' = 0,05, (d-f)
' =0,087, (g-i) I' = 0,125. A curva em preto sélido representa solugdes estaciondrias
estaveis, a vermelha tracejada as instaveis e a linha em cinza tracejada estd presente
para separar as regioes A, B e C. A letra A indica as regioes externas ao limite definido
pelas curvas de bifurcagao de Hopf e sela-no, a letra B a regiao delimitada pela curva de
bifurcagao de sela-né e a letra C a regiao delimitada pela curva de bifurcagao de Hopf da
figura 4.5.

e Caso I: Das figuras 4.6 (a-c) que correspondem a primeira reta do diagrama da figura

4.5 podemos perceber que, indo do parametro A negativo para o positivo, temos

um ponto de equilibrio instavel fora das curvas de bifurcacao de sela-né (SN), ao

chegarmos no ramo inferior dela o ponto de equilibrio instavel continua existindo,

sO que agora temos a criacao de dois pontos de equilibrio, um estavel e um instavel

que existem dentro do triangulo em preto da figura 4.6. Continuando na reta, esses

dois pontos de equilibrio que foram criados no ramo inferior da curva de bifurcagao

de sela-né colidem no ramo superior e desaparem em seguida, permanecendo apenas

o ponto de equilibrio instavel que ja existia anteriormente;
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e Caso II: Das figuras 4.6 (d-f) que correspondem a segunda reta do diagrama da figura
4.5 podemos perceber que, indo do parametro A negativo para o positivo, temos um
ponto de equilibrio instavel fora das curvas de bifurcacao de sela-nd, ao chegarmos
no ramo inferior dela o ponto de equilibrio instavel continua existindo, s que agora
temos a criacao de dois pontos de equilibrio, um estavel e um instavel que existem na
regiao B da figura 4.6. Incrementando o valor do parametro encontramos uma curva
de bifurcacao de Hopf subcritica e uma sela né estavel. Na curva de bifurcacao de
Hopf um ponto fixo instével se torna estavel, dessa maneira ficamos com dois pontos
fixos estaveis e um instavel. Na sequéncia, ao encontrar a sela-né estavel um ponto
fixo estavel colide com o instavel, fazendo com que na regiao C reste apenas um
ponto fixo estavel. Ao encontrar o ramo superior, na sela-né estavel os pontos fixos
estavel e instavel sao criados novamente, na Hopf subcritica um ponto fixo estavel se
torna instavel, fazendo com que novamente fiquemos com dois pontos fixos instaveis
e um estavel na regiao B e por fim, um ponto fixo instavel e o estavel colidem na
sela-no estdvel, restando apenas um ponto fixo instavel na regiao A. Além disso, na
regiao B delimitada pela curva de sela-né estavel e as curvas de sela-né estavel e
Hopf (que se tangenciam), temos o fenomeno de multiestabilidade, pois nessa regiao
temos a coexisténcia dos pontos fixos (2 instéveis e 1 estavel) e de uma solugao

periddica instavel que é destruida na bifurcacao de Hopf subcritica.

e Caso III: Das figuras 4.6 (g-1) que correspondem a terceira reta do diagrama da figura
4.5 podemos perceber que, indo do parametro A negativo para o positivo, temos um
ponto de equilibrio instavel fora das curvas de bifurcacao de Hopf supercritica, que
ganha estabilidade ao passar pelo ramo inferior dela, se tornando estéavel e perde
estabilidade, voltando & ser instavel ao passar pelo ramo superior dela. Além disso
na regiao fora da bifurcagao de Hopf supercritica temos uma orbita periédica estavel

que ¢ criada nela ao passar da regiao interior para a exterior da curva.
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4.2 Dinamica periddica, quase periodica e cadtica

Sendo que a parte de equilibrio foi inteiramente descrita na secao anterior, continua-
remos com o parametro € = 0, 2 e analisaremos as solugoes periddicas e cadticas existentes
no modelo. Comparando as figuras 4.7 (a) e 4.7 (b) percebemos que as curvas de bi-
furcacao obtidas pelo calculo de integracao direta do expoente de Lyapunov concordam
precisamente com as obtidas pelo método de computacao numérica. Note que, as cur-
vas de bifurcagdo apresentadas em cores diferentes na figura 4.7 (b), como deverfamos
esperar, estdo presentes na figura 4.7 (a) na cor preta, nas regiés onde o expoente de Lya-
punov é zero. Entretanto, com o programa de continuacao numérica podemos identificar

exatamente qual tipo de bifurcacao estda ocorrendo.

0,05

— -0,25

Figura 4.7: (a) Espaco de parametro para 5 =0,6, 7= 1,2 e ¢ = 0,2 (b) Diagramas de
bifurcacoes construidos com o programa AUTO para os mesmos valores de parametros.
A curva em vermelho sélido representa a bifurcacao de Hopf supercritica e a vermelho
tracejada a Hopf subcritica. A preto sélida representa a bifurcacao de sela-né estavel e
a tracejada a sela-no instavel. Os pontos em azul indicam os pontos em que ocorrem as
bifurcacoes de codimensao maior que um. As curvas em azul representam as bifurcagoes de
sela-n6 de orbitas periddicas e as em rosas as bifurcagoes de dobramento de periodo. HG
representa o ponto em que ocorre a bifurcacao de Hopf generalizada e SNDP a bifurcacao
de sela-n6 dobramento de periodo.
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Para esses valores de parametros encontramos trés tipos de bifurcacoes de drbitas pe-
riddicas: dobramento de periodo sub- e supercritico e sela-né. As curvas de bifurcagao de
dobramento de periodo estao apresentadas na cor rosa, enquanto que as de sela-né estao
na cor azul. No diagrama da figura 4.7 (b) temos uma curva de bifurcacdo de dobramento
de periodo e duas de sela-nd, uma associada a curva de bifurcacao de dobramento de pe-
riodo e outra associada aos pontos de bifurcacao de Hopf generalizada de codimensao dois.
A curva de bifurcacao de sela-né associada aos pontos de bifurcacao de Hopf generalizada
é responsavel pela criacao de dois ciclos limites, um estavel e um instavel, logo, abaixo
dela sé temos solucoes estacionarias, entre ela e a curva de bifurcacao de Hopf subcritica
os dois ciclos limites e fora da bifurcacao de Hopf subcritica apenas o ciclo limite estavel,
ja que o instavel desaparece na curva de bifurcacao de Hopf subcritica. Para analisar a

sela-né associada ao dobramento de periodo, construimos a figura 4.8, apresentada abaixo.

],4 | | | | |

1,2

0,8

Max Iy

0,6

0,4

0,2 A -

0 T T T T T
1,6 1,7 1,8 1,9 2 2,1 2,2
A

Figura 4.8: Diagrama de bifurcagao construido com o programa AUTO para n = 1,2,
e =20,2, 6 =0,6el =10, referente ao espago de parametro da figura 4.7. DP1 e
DP2 representam o ponto em que ocorre a bifurcagao de dobramento de periodo e SN a
bifurcacao de sela-né. A curva em preto representa a solucao de periodo um e a em rosa
a solugao dobrada.
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Da figura 4.8 vemos duas maneiras distintas de se criar uma solu¢ao de periodo do-
brado. No primeiro caso, indo da direita para a esquerda, a solugao de periodo um (linha
sélida em preto) pode dobrar o periodo via uma bifurcacdo de dobramento de periodo
usual. A 6rbita de periodo um estével (linha sélida em preto) no ponto de bifurcagao de
dobramento de periodo supercritica (DP1) perde estabilidade (linha tracejada em preto)
e uma solugao estavel com periodo dobrado é criada (linha sélida em rosa). No ponto de
bifurcagao de dobramento de periodo subcritica (DP2), o periodo um instavel se torna
estavel novamente (linha sélida em preto), a solu¢do dobrada estavel continua existindo
e uma solugao dobrada instavel é criada (linha tracejada em rosa). As duas solugoes
dobradas, estavel e instével, sdo destruidas na curva de bifurcacdo de sela-né (SN). No
segundo caso, indo da esquerda para a direita, no ponto de bifurcacao de sela-né (SN),
dois ciclos limites de periodo dois sdo criados, sendo um estavel (linha sélida em rosa) e
outro instdvel (linha tracejada em rosa), enquanto que a solugao de periodo um estével
continua existindo (linha sélida em preto). A solugao instavel de periodo dobrado é a
mesma da bifurcagao de dobramento de periodo subcritica, como pode ser visto na figura
4.8. Entre os pontos de bifurcacdo de sela-né (SN) e dobramento de periodo subcritico
(DP2) existe biestabilidade, ou seja, a solugao de periodo dois estavel coexiste com a de
periodo um estavel, e é observado o fenomeno de histerese. Por fim, a solugao instavel de
periodo dobrado é destruida no ponto de bifurcacao de dobramento de periodo subcritica
(DP2), enquanto a solucao estavel de dobramento de perfodo continua existindo (linha
sélida em rosa) e a solucao de periodo um perde estabilidade (linha tracejada em preto),
até o ponto de bifurcacao de dobramento de periodo supercritico (DP1), onde a solugao
de periodo volta a se tornar estével (linha sélida em preto) e a solugao estavel de periodo

dobrado é destruida.

Para dar uma visao geral da dinamica do espaco de parametros da figura 4.7, cons-
truimos a figura 4.9 (a-o0) que apresenta 5 curvas de bifurcagao, passando por I' = 0, 05,
=0,3T=0,7T=15eI =25 no espago de parametros da figura 4.7 (a) para
os maximos da intensidade total e das intensidades associadas a cada modo. As figuras
foram construidas apenas para a regiao superior do espago de parametros ja que a parte
inferior é simétrica. Na primeira coluna esta plotado o maximo da intensidade total, na
segunda da intensidade associada ao campo em X e na terceira da intensidade associada ao
campo em y. Veja a simplicidade da dinamica desse modelo para os valores de parametros
setados, quase toda a parte de dinamica periddica é composta por érbitas de periodo um
ou de periodo dois, que existe apenas dentro da curva de bifurcacao de dobramento de

periodo.
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Figura 4.9: Diagramas de bifurca¢oes construidos para os parametros g = 0,6, n = 1,2,
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e=0,2e (ac) I = 0,05 (df) T =0,3, (gi) T =0,7, ;) T =1,5e (m-0) I' = 2,5.

Na primeira coluna foi plotado o maximo da intensidade total, na segunda o méaximo da
intensidade ao campo em x e na terceira o maximo da intensidade associada ao campo
em y. As curvas em preto representam a dinamica dentro da regiao de travamento de fase

e as azul representam a dinamica periddica fora da regiao de travamento de fase.

Das figuras 4.9 (j-1) percebemos que a curva de dobramento de periodo apresenta os
dois ramos para o diagrama da intensidade total e da intensidade associada ao campo vy,
porém, para a curva associada a intensidade em x temos apenas o ramo superior completo,

com o de baixo acabando prematuramente. Para compreender o que ocorre nessa regiao,

separamos a andlise em trés caos: uma na regidao antes do dobramento de peiodo (A),

uma na regiao de dobramento de periodo que contém os dois ramos (B) e outra na regiao

de dobramento que apresenta apenas um ramo (C), como mostrado na figura 4.10.
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Figura 4.10: Diagrama de bifurcacao paran=1,2,e=0,2, 5=0,6 e ' =1,5.

Para cada ponto tomado na figura 4.10, fizemos uma série temporal e analisamos as

oscilagoes da intensidade ao campo x, apresentado na figura 4.11.
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Figura 4.11: Séries temporais da intensidade associada ao campo x paran = 1,2, ¢ = 0,2
g =0,6,=1,5 (a) A = 2,25 referente ao ponto A da figura 4.10, (b) A = 2,11568
referente ao ponto B da figura 4.10 e (¢) A = 2,0 referente ao ponto C da figura 4.10

No primeiro caso, figura 4.11 (a) vemos que antes antes do dobramento de periodo
a intensidade associada ao campo em x oscila com periodo “T”, apresentando aproxima-
damente 10 oscilagoes no intervalo que definimos. J& no segundo caso, 4.11 (b), vemos
que a orbita peridédica do primeiro caso dobra seu periodo, oscilando com periodo “2T",

dessa forma apresentando aproximadamente 5 oscilagoes com dois valores de méaximo no
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intervalo que definimos. Por fim, no terceiro caso, vemos que por mais que as oscilagoes
nao apresentem dois maximos, ainda assim suas oscilacoes levam o dobro do tempo para
completar um periodo quando comparado com o primeiro caso. Em outras palavras, como
no segundo caso, nessa regiao o laser oscila com periodo “2T”, apenas nao apresenta dois
méximos. Note que “T” nao é exatamente o mesmo valor nas figuras 4.11(a-c), mas muda

muito pouco.

Por fim, as figuras 4.12 (a-f) mostram a forma da 6rbita de periodo um no ponto P1
da figura 4.7 (a), enquanto que as 4.13 (a-f) mostram o comportamento periédico dentro
da regido de dobramento de periodo, ponto P2 da figura 4.7 (a), em que a solugao tem
periodo dois. Dinamicas mais complexas como caos aparecem apenas num intervalo muito

pequeno dos parametros de injecao e dessintonizagao como mostraremos na sequéncia.
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Figura 4.12: Séries temporais e atrator para n = 1,2, ¢ = 0,0097, 8 = 0,6, ' = 1,25 e
A = 2,5, referente ao ponto P1 da figura 4.7 (a). A figura (a) mostra a série temporal
para a intensidade total, a (b) para a intensidade associada ao campo em x e a (c¢) para
a intensidade associada ao campo em y. As figuras (d-f) sdo projecoes dos atratores para
a intensidade total e a intensidade associada a cada modo do laser.
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Figura 4.13: Séries temporais e atrator para n = 1,2, e = 0,0097, 8 = 0,6, ' = 1,25 e
A = 1,9, referente ao ponto P1 da figura 4.7 (a). A figura (a) mostra a série temporal
para a intensidade total, a (b) para a intensidade associada ao campo em x e a (c) para
a intensidade associada ao campo em y. As figuras (d-f) sdo projecoes dos atratores para
a intensidade total e a intensidade associada a cada modo do laser.

Uma ultima andlise que fizemos para € = 0,2 foi de uma pequena regiao cadtica que
encontramos. A figura 4.14 é uma ampliagao da regiao cadtica presente no espago de

parametros da figura 4.7 (a) para pequenos valores dos parametros I' e A.
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Figura 4.14: (a) Espagos de parametros para = 0,6, n = 1,2, ¢ = 0,2. (b) Curvas de
bifurcagao presentes no espago de parametros da figura (a). A curva em vermelho sélido
representa a bifurcacao de Hopf supercritica e a vermelho tracejada a Hopf subcritica. A
preto solida representa a bifurcacao de sela-né estavel e a tracejada a sela-né instavel. Os
pontos em preto indicam os pontos em que ocorrem as bifurcagoes de codimensao maior
que um. A curva em azul representa a bifurcacao de sela-né de orbitas periddicas e a
em rosa a bifurcacao de dobramento de periodo. ZH representa o ponto em que ocorre a
bifurcacao de zero-Hopf e BT a bifurcacao de Bogdanov-Takens de codimensao dois.

Comparando as figuras 4.14 (a) e 4.14, temos que a curva de bifurcagdo de dobra-
mento de periodo estd associado a regiao cadtica, enquanto que a sela-no esta associado
a regiao periodica presente. A figura 4.15 foi construida tracando uma reta no espaco
de parametros da figura 4.14 e mostra a dinamica do sistema ao transitar entre a regiao
cadtica e periddica. Nesta regiao, o sistema inicialmente estd numa dinamica estacionaria
(curva em rosa) que passa oscilar apés sair da regido de travamento de fase (curva em
azul), encontrando na sequéncia a regiao de dobramento de periodo que conduz ao caos.

Por fim, ela sai da regiao de caos e volta a oscilar com periodo um.

3
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Figura 4.15: Bifurcagoes para n = 1,2, ¢ = 0,2, f§ = 0,6 e [' = 0,1. A figura (a)
foi constriida plotando o maximo da intensidade total, a (b) o maximo da intensidade
corresponde ao campo em X, e a figura (¢) o méximo da intensidade corresponde ao campo
em y. A curva em preto representa a dinamica dentro da regiao de travamento de fase e
a azul representa a dinamica periddica fora da regiao de travamento de fase.
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54

A figura 4.16 mostra o comportamento do ponto P dentro da regiao cadtica, onde
usamos 0 =0,6,n=1,2,e=0,2,I'=0,1e A =0,125.
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Figura 4.16: Séries temporais e atrator para n = 1,2, ¢ = 0,0097, 5 = 0,6, ' = 0,1 e
A = 0,125, referente ao ponto P da figura 4.14 (a). A figura (a) mostra a série temporal
para a intensidade total, a (b) para a intensidade associada ao campo em x e a (c¢) para
a intensidade associada ao campo em y. As figuras (d-f) s@o projecoes dos atratores para
a intensidade total e a intensidade associada a cada modo do laser.
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Como vimos acima, conforme diminuimos o valor do parametro € dinamicas adicionais
e mais complexas comecam a surgir. Nos investigamos o caso € = 0,0097, que foi utilizado
nas referéncias [47, 48, 94]. Para este valor do parametro € foi encontrada uma concor-
dancia muito boa entre os resultados numéricos e experimentais, para o dispositivo laser
investigado nestes trabalhos. Para esse valor, a dinamica do laser se torna extremamente
rica como pode ser visto na figura 4.17. De inicio, comparando a regiao superior e inferior
da figura 4.17 (a) vemos claramente o quao complexa é a dinamica do sistema. A dina-
mica do sistema para valores negativos do parametro A deveria ser simétrica a dos valores
positivos, porém, fica claro da figura 4.17 (a) que ndo temos a mesma dindmica na regiao
superior e inferior. Isso se deve a multiestabilidade, ou seja, quando para o mesmo par de
valores de parametros temos duas dinamicas distintas que sao acessadas dependendo das
condigoes iniciais do problema. Uma maneira de contornar esse problema, é utilizando
o programa AUTO de continuagdo numérica. Construimos a figura 4.17 (b) que mostra
a diversidade de solugoes periddicas presentes, as curvas em rosa sao de dobramento de

periodo e as em verde representam as bifurcagao de torus (Neimark-Sacker).
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Figura 4.17: (a) Espagos de parametros para = 0,6, n = 1,2, ¢ = 0,0097. (b) Algumas
curvas de bifurcacdo presentes nos espagos de parametros da figura (a). A curva em
vermelho sélido representa a bifurcacao de Hopf supercritica e a vermelho tracejada a
Hopf subcritica. A preto sélida representa a bifurcagao de sela-né estavel e a tracejada
a sela-no instavel. Os pontos em preto indicam os pontos em que ocorrem as bifurcacoes
de codimensao maior que um. As curvas em verde representam a bifurcagoes de torus e a
em rosa a bifurcacao de dobramento de periodo. ZH representa o ponto em que ocorre a
bifurcagao de zero-Hopf, BT a bifurcacao de Bogdanov-Takens, HG a bifurcagao de Hopf
generalizada e SNDP a bifurcagao de sela-né dobramento de periodo.
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A bifurcacao de torus é uma nova solucao que aparece ao diminuirmos o valor do
parametro e, ela é responsavel por transformar a dinamica periddica em quase periddica.
A figura 4.18 mostra a dinamica desta soluc¢ao no espago de fases, referente ao ponto P

da figura 4.14 (a).
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Figura 4.18: Séries temporais e atrator para n = 1,2, ¢ = 0,0097, 5 = 0,6, I' = 0,8 e
A = 1,9, referente ao ponto P da figura 4.17 (a). A figura (a) mostra a série temporal
para a intensidade total, a (b) para a intensidade associada ao campo em x e a (c¢) para
a intensidade associada ao campo em y. As figuras (d-f) sdo projecoes dos atratores para
a intensidade total e a intensidade associada a cada modo do laser.

Por fim, construimos a figura 4.19 que mostra a diversidade e complexidade da dina-
mica, assim como a multiestabilidade presente no espaco de parametros da figura 4.17.
A figura 4.19 (a-0) apresenta 5 curvas de bifurcacao, passando por I' = 0,5, I' = 1,0,
'=1,5T=20el=2,5no espago de parametros da figura 4.17 (a) para os maximos
da intensidade total e das intensidades associadas a cada modo. Na primeira coluna esta
plotado o maximo da intensidade total, na segunda da intensidade associada ao campo
em X e na terceira da intensidade associada ao campo em y. As figuras foram construidas
apenas para a regiao superior do espaco de parametros, integrando o sistema incremen-
tando o valor do parametro A (curvas em vermelho) e, decrementando-o (curvas em
azul). Dessa maneira conseguimos plotar as diferentes solugoes que coexistem devido a
multiestabilidade e assim descrever de uma maneira mais completa as solucoes periddicas

existentes para a regiao do espaco de parametros da figura 4.17. Note que, na figura 4.17
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(b) apresentamos apenas algumas solugoes existentes no espaco de parametros, a figura

4.19 mostra que existem diversas solucoes de maior complexidade.
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Figura 4.19: Diagramas de bifurcacoes construidos para os parametros = 0,6, n = 1,2,
e =0,0097 e (a-c) I' = 0,5, (d-f)I' = 1,0, (g-i) ' = 1,5, (j-1) ' = 2,0 e (m-0) ' = 2,5.
Na primeira coluna foi plotado o maximo da intensidade total, na segunda o méximo da
intensidade ao campo em x e na terceira o maximo da intensidade associada ao campo
em y. As curvas em vermelho foram construidas integrando o sistema incrementando o
valor do parametro A, enquanto que as em azul decrementado-o. As curvas em preto
representam a dinamica dentro da regiao de travamento de fase
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4.3 Dinamica hipercadtica

4.3.1 Hipercaos “fraco”

Na secao anterior, mostramos diversas solugoes periddicas que aparecem quando € =
0,0097, além de solugoes cadticas que agora ja representam uma consideravel regiao do
espaco de parametros. Uma nova solucao que iremos discutir nesta secao, diz respeito a
uma pequena regiao do espago de parametros, onde encontramos as primeiras dinamicas
hipercadticas para esse valor de parametro, mas precisamente, encontramos uma regiao

de alternancia de dinamicas cadticas e hipercadticas, como apresentado na figura 4.20.
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Figura 4.20: Espacos de parametros para 8 = 0,6, n = 1,2 e e = 0,0097. (a) Figura
construida com a informagao do maior e segundo maior expoente de Lyapunov e (b)
Figura construida com o segundo maior expoente de Lyapunov. Os pontos em vermelho
e azul indicam as regioes de transicoes da dinamica cadtica para hipercadtica, em que a
dinamica hipercadtica esta dentro da regiao delimitada pelos pontos.

O espago de parametros da figura 4.20 (a) foi construido com a informagao do pri-
meiro e segundo maiores expoentes de Lyapunov, quando o primeiro expoente era zero, ele
trocava de lugar com o segundo expoente de Lyapunov, dessa maneira, a cor cinza/branco
representa as dinamicas estaciondrias e periddicas, o preto dinamicas quase periodicas e as
em amarelo/vermelho, dindmicas cadticas e hipercadticas. A figura 4.20 (b) foi construido
com o segundo maior expoente de Lyapunov, dessa maneira, as regioes de cor cinza re-
presentam dinamicas estaciondarias e periddicas, as em preto, dinamicas quase periddicas
e cadticas e em amarelo/vermelho, dinamicas hipercadticas. Os pontos em vermelho e
azul indicam o local em que a dinamica deixa de ser cadtica e se torna hipercadtica. A
dinamica hipercadtica esta dentro das regioes delimitadas pelos pontos. Como podemos

perceber, a magnitude do segundo maior expoente é muito pequena comparado ao pri-
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meiro. Para confirmarmos a presenca dessas duas dinamicas, diferenciamos as regices de
caos e hipercaos calculando a média dos expoentes de Lyapunov para vinte condigoes ini-
ciais aleatérias ao longo de vérias retas verticais tracadas no espacgo de parametro acima.
Para cada condicao integramos o sistema com 3.500.000 pontos com um passo de 0,025.
Para cada reta, o parametro A variava entre [I::0,49], j& que, valores de A < T o sistema
se encontra na regiao de travamento de fase onde a dinamica é estacionaria. O parame-
tro T' foi variado de 0,001 entre o intervalo [0,44:0,49] afim de gerar diversos pontos que

delimitam a transi¢ao de caos e hipercaos. Como exemplo, veja a figura 4.21:
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Figura 4.21: Figuras construidas para n = 1,2, § = 0,6, ¢ = 0,0097 e ' = 0,465. (a)
Média do segundo (pontos em vermelho) e terceiro (pontos em verde) maior expoente de
Lyapunov para vinte condigoes iniciais (b) Pontos em vermelho indicando os valores do
parametro A em que ha hipercaos e os verde onde hé caos. Os pontos em azul marcam o
ponto em que o sistema deixa de ser cadtico e passa a ser hipercadtico.

A figura 4.21 (a) mostra como a média do segundo e terceiro maior expoente de Lya-
punov varia ao longo da reta em I' = 0,465. Nao plotamos o maior valor da média do
expoente de Lyapunov porque a magnitude do expoente era muito maior do que o se-
gundo e o terceiro, assim como o quarto e o quinto expoente eram muito menores. Dessa
maneira, a andlise de caos e hipercaos fica entre o segundo e o terceiro maior expoente de
Lyapunov, pois ja temos um expoente maior que zero e dois menores. Portanto, podemos
ter duas situagoes: O segundo maior expoente de Lyapunov é zero e o terceiro é nega-
tivo, caracterizando uma dinamica cadtica, ou, o segundo maior expoente de Lyapunov
¢é positivo e o terceiro é zero, caracterizando uma dinamica hipercadtica. Como temos
um numero finito de integragao, os expoentes de Lyapunov jamais serao exatamente zero,

eles flutuam em torno do zero, sendo assim, para a nossa analise, tomamos o valor que
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estivesse mais proximo de zero como sendo zero e com isso geramos a figura 4.21 (b), em
que separa as regioes caoticas das hipercadticas com as cores verde e vermelho respectiva-
mente. Os pontos em azul marcam o ponto em que a dinamica deixa de ser cadtica e passa
a ser hipercaotica. Com esses pontos, e todos os outros gerados para os outros valores do
parametro I', conseguimos construir as curvas que delimitam as regioes hipercadticas do

espago de parametros da figura 4.20.

Por fim, o leitor poderia se perguntar: H4 mesmo essa transigao de caos para hipercaos
ou elas existem apenas porque a média dos expoentes de Lyapunov foi feita com apenas
vinte condigoes inicias? Em outras palavras, se aumentarmos o nimero de condigoes
iniciais, ainda teriamos essa transicao de caos e hipercaos? A resposta é sim. Tomamos
dois pontos na figura, P1 {I" = 0,465 e A = 0,515871} e P2 {I" = 0,465 e A = 0, 522880},
4.21 (a), marcados em azul, e calculamos a média dos expoentes de Lyapunov para 100.000
condigoes inicias. Os histogramas de cada expoente de Lyapunov para o ponto P1 sao
apresentados na figura 4.22. Se calcularmos o valor médio de cada expoentes de Lyapunov,
encontramos que: A\ = 0,0285, Ay = 5,6417 x 107°, A3 = —0,001, A, = —0,0163 e
A5 = —0,0431. Como comentamos no pardgrafo anterior, o primeiro maior expoente de
Lyapunov é sempre bem positivo enquanto que o quarto e o quinto bem negativo, isso
se torna claro ao analisar as médias dos expoentes de Lyapunov. Note que, analisando o
segundo e o terceiro maior expoente de Lyapunov, temos que o terceiro é aproximadamente
20 vezes maior que o segundo, dessa maneira, podemos assumir que a média do segundo
maior expoente de Lyapunov ¢ nula e a do terceiro é negativa, caracterizando a dinamica

cadtica.
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Figura 4.22: Média de 100.000 condi¢os iniciais para o ponto P1 da figura 4.21 (a) do (a)

primeiro maior expoente de Lyapunov (b) segundo (c) terceiro (d) quarto (e) quinto.

A figura 4.23 mostra o comportamento do atrator cadtico para o ponto PC da figura
4.20 (b).
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Figura 4.23: Séries temporais e atrator paran = 1,2, ¢ = 0,0097, 5 = 0,6, I' = 0,464 e
A = 0,537, referente ao ponto PC da figura 4.20 (b). A figura (a) mostra a série temporal
para a intensidade total, a (b) para a intensidade associada ao campo em x e a (c) para a
intensidade associada ao campo em y. As figuras (d-f) sdo projecoes dos atratores para a
intensidade total e a intensidade associada a cada modo do laser. As figuras (g-i) mostram
os mapas de retorno para a intensidade total.

Os histogramas de cada expoente de Lyapunov para o ponto P2 sao apresentados
na figura 4.24. Nesse caso, calculando o valor médio de cada expoentes de Lyapunov,
encontramos que: A = 0,0281, Ay = 0,0010, A3 = —4,8072 x 107°, Ay = —0,0179
e As = —0,0042. Novamente, o primeiro maior expoente de Lyapunov é bem positivo
enquanto que o quarto e o quinto bem negativo. Diferente do caso anterior, agora temos
que o segundo ¢ aproximadamente 20 vezes menor que o terceiro, dessa maneira, podemos

assumir que a média do terceiro maior expoente de Lyapunov é nula e a do segundo é
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positiva, caracterizando a dinamica hipercaotica.
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Figura 4.24: Média de 100.000 condigds iniciais para o ponto P2 da figura 4.21 (a) do (a)

primeiro maior expoente de Lyapunov (b) segundo (c) terceiro (d) quarto (e) quinto.

A figura 4.25 mostra o comportamento do atrator hipercadtico para o ponto PHC da
figura 4.20 (b).
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Figura 4.25: Séries temporais e atrator paran = 1,2, ¢ = 0,0097, 5 = 0,6, I' = 0,452 e
A = 0,537, referente ao ponto PH da figura 4.20 (b). A figura (a) mostra a série temporal
para a intensidade total, a (b) para a intensidade associada ao campo em x e a (c) para a
intensidade associada ao campo em y. As figuras (d-f) sdo projecoes dos atratores para a
intensidade total e a intensidade associada a cada modo do laser. As figuras (g-i) mostram
os mapas de retorno para a intensidade total.

Comparando as figuras 4.25 e 4.23 percebemos que as dinamicas cadtica e hipercadtica
nao diferem qualitativamente, quase nao conseguimos diferenciar as duas dinamicas, isso se
deve ao fato de que o hipercaos apresentado aqui é muito fraco, os expoentes de Lyapunov
sao extremamentes pequenos como apresentado nas figuras 4.24 e 4.22, de modo que a
dinamica cadtica e hipercadtica diferem-se por muito pouco. Na préxima secao veremos

0 caso em que o hipercaos ¢ forte.
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4.3.2 Hipercaos “forte”

Na secao anterior mostramos que o parametro € influencia drasticamente na dinamica
do sistema, porém ele nao é o tunico a fazer isso, o parametro (3, responsavel pela sa-
turagao cruzada do meio ativo do laser, também desempenha um papel fundamental na
dinamica. A figura 4.26 mostra a mudanca da dinamica do sistema conforme o parametro

[ ¢é incrementado.
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Figura 4.26: Espacos de parametros para n = 1,2, ¢ = 0,0097 e (a) 5 =0, (b) 5 = 0,5,
() 3=0,6e(d) 8=0,9
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A figura 4.26 (a) mostra como o modelo se comporta quando § = 0, note que, neste
caso, € como se os campos laser estivessem desacoplados, e recaimos no caso de um laser
de dois modos com injecao Optica, como pode ser visto ao comparar com os resultados
obtidos para um laser monomodo injetado opticamente por Toomey et al. em 2009 [34].
Conforme aumentamos o valor do parametro § a dinamica vai ficando cada vez mais
complexa, regioes caodticas vao surgindo e tomando uma regiao cada vez maior no espago
de parametros como é mostrado na figura 4.26 (b) para = 0,5. Por outro lado, a
partir de § = 0,5, a dinamica volta a ficar menos complexa e as regioes cadticas vao
diminuindo, como é mostrado na figura 4.26 (c) para § = 0,6, até desaparecer, como é o
caso de = 0,9 da figura 4.26 (d).

Conforme aumentamos o valor do parametro 3, partindo de g = 0 até g = 0,5, a
dinamica cadtica vai dando lugar a dinamica hipercadtica, até chegar um ponto em que
a dinamica hipercadtica predomina. A partir de § = 0,6 acontece o contrario, como é
o caso de f = 0,6 que ja discutimos na secao antetior, em que a regiao hipercadtica
aparece fracamente apenas numa pequena regiao do espaco de parametro, alternando
com a dinamica cadtica. Uma andlise mais extensiva da mudanga da dinamica com a
alteracao do parametro 8 ainda tem que ser realizada, mas ao que indica nossos estudos,
o parametro ( é responsavel por alterar as dinamicas cadticas e hipercadticas no sistema,

favorecendo uma ou outra, ou nenhuma, dependendo o valor que assume.

Se fixarmos = 0,5 e € = 0,0097, encontramos uma regiao de hipercaos extremamente

forte, como mostrado na figura 4.27.

0,08

-0,06

(a) (b)

Figura 4.27: Espago de pardmetros para n = 1,2, ¢ = 0,0097 e 5 = 0,5. (a) Figura
construida com a informagao do maior e segundo maior expoente de Lyapunov e (b)
Figura construida com o segundo maior expoente de Lyapunov. (¢) Curvas de bifurcagao
presentes no espaco de parametros da figura (a) e (b). A curva em vermelho sélido
representa a bifurcagdo de Hopf supercritica e a preto tracejada a sela-né instavel. A
curvas em verde representa a bifurcacao de torus e a em rosa a bifurcagao de dobramento
de periodo.
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A figura 4.27 (c¢) mostra as duas curvas de bifurcacdo presentes nesta regido: em
rosa, temos a bifurcacao de dobramento de periodo, em verde a bifurcacao de torus e
as curvas em preto tracejado e vermelho sélido representam as bifurcacoes de sela-no
instavel e Hopf estavel de ponto fixo respectivamente. A regiao em preto em torno da
regido em amarelo/vermelho da figura 4.27 (a) apresenta dinamica quasi-periédica que
nasce na curva de bifurcacdo de torus. Comparando as figuras 4.27 (a) e (b) temos que,
diferente da figura 4.20, em que o hipercaos era fraco e limitado a uma pequena regiao
do espaco de parametros, agora temos uma regiao grande de dinamica hipercadtica, com
um hipercaos bem forte. Note que a magnitude do segundo expoente de Lyapunov da
figura 4.27 (b), ¢ bem préxima do primeiro da figura 4.27 (a). Para mostrar o quao
forte é o hipercaos nesta regido, tomamos o ponto P (I' = 1,46868 e A = 1,91734) da
figura 4.27 (a) e calculamos a média dos expoentes de Lyapunov para 200.000 condigoes
iniciais. A figura 4.28 mostra o histograma de cada expoente de Lyapunov. Se calcularmos
o valor médio de cada expoentes de Lyapunov, encontramos que: A; = 0,0659, \y =
0,0307, A3 = —1,2292 x 107°, Ay = —0,0778 e A\s = —0,1134. Agora temos que a
magnitude do segundo maior expoente de Lyapunov é a metade do primeiro e, além
disso, é aproximadamente 2000 vezes maior do que o terceiro, caracterizando, sem deixar

davidas, a dinamica hipercadtica.
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Figura 4.28: Média de 200.000 condigos iniciais para o ponto P da figura 4.27 (a) do (a)
primeiro maior expoente de Lyapunov, (b) segundo, (c) terceiro, (d) quarto e (e) quinto.
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A figura 4.29 mostra o comportamento do atrator periédico para o ponto P1 da figura
4.27 (a).

5,0 1,5 3,0
3,8 1 - 1,1 A - 22 L
~ 2,5 A - 0,8 A P LS A 3
1,2 A 3 04 A 3 0,8 A 3
0 T 0 T 0 T
100 100,05 100,1 100 100,05 100,1 100 100,05 100,1
t t t
(@ (b) (©
5,0 . 15 L 3.0 .
3,8 1 3 1,1 A 3 2,2 A 3
~ 2,5 A - 0,8 A P~ LS A 3
1,2 A 3 0,4 A - 0,8 A u
0 : 0 : 0 /\
-1 0 1 -1 0 1 -1,5 0 15
M, M, My
(d) © ®

Figura 4.29: Séries temporais e atrator para n = 1,2, ¢ = 0,0097, 5 = 0,5, ' = 1,4 e
A = 2,1, referente ao ponto P1 da figura 4.27 (a). A figura (a) mostra a série temporal
para a intensidade total, a (b) para a intensidade associada ao campo em x e a (c) para
a intensidade associada ao campo em y. As figuras (d-f) sdo projecoes dos atratores para
a intensidade total e a intensidade associada a cada modo do laser.

Continuando no mesmo valor do parametro I', conforme o parametro A decrementa,
o atrator periddico encontra a bifurcacao de torus e sofre uma bifurcacao, deixando de ser
um atrator peridédico e se tornando um atrator quase periddico na regiao do ponto P2 da

figura 4.27 (a) como mostrado na figura 4.30.
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Figura 4.30: Séries temporais e atrator para n = 1,2, ¢ = 0,0097, 5 = 0,5, ' = 1,4 e
A = 2,06, referente ao ponto P2 da figura 4.27 (a). A figura (a) mostra a série temporal
para a intensidade total, a (b) para a intensidade associada ao campo em x e a (c¢) para
a intensidade associada ao campo em y. As figuras (d-f) sdo projecoes dos atratores para
a intensidade total e a intensidade associada a cada modo do laser.

Essa dinamica quase periédica continua até que repentinamente seu comportamento
muda para uma dinamica caética. Como o intervalo de dinamica cadtica é muito pequeno,

tomamos o ponto B da figura 4.27 (a) para mostrar o comportamento cadtico.
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Figura 4.31: Séries temporais e atrator para n = 1,2, ¢ = 0,0097, 8 = 0,5, ' = 1,99 e
A = 2,03, referente ao ponto B da figura 4.27 (a). A figura (a) mostra a série temporal
para a intensidade total, a (b) para a intensidade associada ao campo em x e a (c) para a
intensidade associada ao campo em y. As figuras (d-f) sdo projecoes dos atratores para a
intensidade total e a intensidade associada a cada modo do laser. As figuras (g-i) mostram

os mapas de retorno para a intensidade total.

Apo6s passar pela regiao cadtica, temos o aparecimento de dinamica hipercadtica, como

mostrado na figura 4.32, feito para a regiao do ponto P3 da figura 4.27 (a).
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Figura 4.32: Séries temporais e atrator para n = 1,2, ¢ = 0,0097, 5 = 0,5, ' = 1,5 ¢
A = 1,95, referente ao ponto P3 da figura 4.27 (a). A figura (a) mostra a série temporal
para a intensidade total, a (b) para a intensidade associada ao campo em x e a (c) para a
intensidade associada ao campo em y. As figuras (d-f) sdo projecoes dos atratores para a
intensidade total e a intensidade associada a cada modo do laser. As figuras (g-i) mostram
os mapas de retorno para a intensidade total.

Como comentamos acima, a regiao de dinamica cadtica aparece apenas num pequeno
intervalo de valores dos parametros I' e A, como apresentado na figura 4.33, que mostra
a variacao dos expoentes de Lyapunov na vizinhanca dos pontos A, B, C e D da figura
4.27 (a).
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Figura 4.33: Primeiro (curva azul), segundo (curva vermelha) e terceiro (curva verde)
maiores expoentes de Lyapunov para f = 0,5, n = 1,2, ¢ = 0,0097 ¢ (a) A = 1,7
referente ao ponto A da figura 4.27 (a), (b) A = 2,03 referente ao ponto B da figura 4.27

(a), (¢) I' = 1,2 referente ao ponto C da figura 4.27 (a) e (d) I' = 1,9 referente ao ponto
D da figura 4.27 (a).

A figura 4.33 mostra que, antes do sistema transitar do estado quase periédico para
o hipercadtico, ele passa por uma pequena regiao de dinamica cadtica. A transicao de
dinamica quase periddica para caos é conhecida como uma rota para o caos via uma
ruptura de um torus (do inglés, "break-up of a torus”), a referéncia [99] na pagina 62 faz

uma analise detalhada do que ocorre nessa transicao.

Por fim, nesta regiao hipercadtica, encontramos um fenomeno interessante. Fazendo
uma ampliagdo na figura 4.32 (a-c), percebemos que a dinamica encontrada oscila entre
dois comportamento deterministicos, em que em um o laser oscila com grandes ampli-
tudes no modo Q-switching e no outro apresenta pequenas oscilagoes irregulares, como

apresentado na figura 4.34.
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Figura 4.34: Séries temporais paran =1,2,¢ =0,0097, 3 =0,5,'=1,4e A=1,8. As
figuras (a), (d) e (g) mostram a série temporal para a intensidade total, as (b), (e) e (h)
para a intensidade associada ao campo em x e as (c), (f) e (i) para a intensidade associada
ao campo em y. As figuras (a-c) sdo uma ampliagao da regiao C1 da figura 4.32 (a-c). As
figuras (d-f) sdo uma ampliacao da regiao C2 das figuras (a-c). As figuras (g-i) sdo uma
ampliacao da regiao C3 das figuras (a-c).

Da figura 4.34 (a-c), mostra a regido C1 da figura 4.27 e como comentamos acima
apresenta dois comportamentos dinamicos distintos. A figura 4.34 (d-f) mostra com deta-
lhe a dinamica em que a intensidade permanece um tempo no zero e depois da um grande
salto em seu valor, presente na regiao C2 das figuras 4.34 (a-c), enquanto que a figura 4.34
(c) mostra a regiao de oscilagoes irregulares de pequena amplitude, em que a as ocilagoes
chegam perto do zero, mas nao permacem nesse valor, presente na regiao C3 das figuras
4.34 (a-c). A dinamica presente na regiao C2, 4.34 (a), é conhecida como Q-switching e
é caracterizada por esse fato da dinamica do laser apresentar regioes de intensidade bem
pequenas, proximo do zero, seguidos por grandes pulsos. Basicamente, temos que o laser
armazena energia durante um tempo e depois emite toda a energia armazeda, por isso

esses grandes picos na intensidade. Um interessante resultado que mostramos aqui, é que
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essa dinamica alterna com a dinamica hipercaotica.

4.4 Eventos extremos

4.4.1 Caso =0,6

Eventos extremos em 6ptica sao eventos em que a intensidade da luz é muito maior
do que a intensidade média dos eventos observados. Os eventos extremos sao raros,
isto é, tem baixa probabilidade de ocorréncia. Apesar de baixa probabilidade, tem se
observado em diversos sistemas que eventos extremos sao muito mais provaveis do que
preditos por modelos gaussianos, isto é, sao geralmente associados com distribuicoes de
cauda longa. Uma maneira de se definir o limiar de um evento extremo é tomar a média
da distribuicao mais oito vezes o desvio padrao da média da distribuicao. A figura 4.35
mostra a distribui¢ao de probabilidade da amplitude de intensidade para dois casos na

regiao de transicao de caos e hipercaos “fraco” do parametro 5 = 0, 6.
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Figura 4.35: Distribuicao de probabilidade para os maximos da amplitude da intensidade
paran = 1,2, ¢ =0,0097, 3 = 0,6, (a) [ = 0,48 e A = 0,52 (Ponto P da figura 4.20), (b)
['=10,464 e A = 0,537 (Ponto PC da figura 4.20) e (¢) I' = 0,452 e A = 0,537 (Ponto
PHC da figura 4.20). A linha tracejada em vermelho marca o limite para a amplitude de
intensidade ser considerada como um evento extremo.

No primeiro caso, figura 4.35 (a), temos a distribuicao estatistica para os méaximos
da amplitude de intensidade do ponto P da figura 4.20 (a) e vemos que nesse caso nao
hé eventos extremos. No segundo caso, figura 4.35 (b), temos a distribuigao estatistica
para os méaximos da amplitude de intensidade do ponto cadtico (PC) da figura 4.20 (a).
Mesmo a probabilidade de um evento extremo ocorrer ser baixa, ainda assim, temos
que 1 a cada 500 mil pulsos aproximadamente apresentaram amplitudes maiores que
o limiar definido para a ocorréncia desse evento. J& no terceiro caso, figura 4.35 (c),
temos a distribuicao estatistica para os maximos da amplitude de intensidade do ponto

hipercaético (PHC) da figura 4.20 (a). Note que, a probabilidade estatistica de um evento
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extremo ocorrer ainda continua baixa, porém, agora temos que 1 a cada 100mil pulsos
aproximadamente ja apresentam amplitudes maiores que o limiar. Dessa maneira, uma
pergunta que nos fazemos é: serd que o aumento da probabilidade de um evento extremo
ocorrer estd associado com o aumento das irregularidades no sistema? Ou seja, quanto
mais hipercaotica a regiao for, mais chances teremos de encontrar eventos extremos? Para

responder essa pergunta, analisaremos a regiao de hipercaos “forte” para g = 0, 5.

4.4.2 Caso =0,5

Na secao anterior, mostramos a presenca de eventos extremos em regides de caos e
hipercaos “fraco” do parametro $ = 0,6. Analisaremos agora 4 casos para o parametro
£ = 0,5, fixando o parametro A = 2,03 e variando o parametro I'. Os 4 pontos estao

mostrados na figura 4.36, em que cada um foi tomado num regime diferente de dinamica.

0’ 06 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Figura 4.36: Primeiro (curva azul), segundo (curva vermelha) e terceiro (curva verde)
maiores expoentes de Lyapunov para 8 =0,5,n=1,2, ¢ =0,0097 e A = 2,03.

A figura 4.37 mostra a distribuigao estatistica dos pontos P1, P2, P3 e P4 da figura
4.36.
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Figura 4.37: Distribuicao de probabilidade para os maximos da amplitude da intensidade
para n = 1,2, ¢ = 0,0097, 8 = 0,5, (a) ' = 1,99 e A = 2,03 referente ao ponto A da
figura 4.36, (b) T' = 1,92 e A = 2,03 referente ao ponto B da figura 4.36, (¢) ' = 1,9
e A = 2,03 referente ao ponto C da figura 4.36 e (d) I' = 1,8 e A = 2,03 referente ao
ponto D da figura 4.36. A linha tracejada em vermelho marca o limite para a amplitude
de intensidade ser considerada como um evento extremo.

A figura 4.37 (a) mostra que a distribuicao estatistica do ponto P1 que opera num
regime de dinamica cadtica nao apresenta eventos extremos, todos os valores de amplitude
de intensidade estao abaixo do limiar definido para ocorrer o evento. J4 a figura 4.37 (b),
para o ponto P2, mostra que, assim que entramos no regime de dinamica hipercadtica
“forte”, os eventos extremos comecam ocorrer com baixa probabilidade, ou seja, 1 a cada
aproximadamente 1 milhao de pulsos apresentam eventos extremos. Conforme avancamos
e a dinamica vai se tornando cada vez mais hipercadtica, a probabilidade de eventos
extremos ocorrer aumenta, como pode ser visto da figura 4.37 (¢) e (d), em que para o
ponto P3 e P4 temos que a probabilidade estatistica de um evento extremo ocorrer é de 1 a
cada 10mil. A diferenca de P3 e P4 é que, por mais que a probabilidade do evento extremo
ocorrer ser praticamente igual, conforme a dinamica do sistema ficou mais hipercadtica,
a quantidade de amplitude da intensidade que podem ser acessadas devido ao evento

extremo aumenta.
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Por fim, um resultado importante que mostramos, é que os eventos extremos ocorrem
em porcoes extensas do espago de parametros, ou seja, ocorrem em regioes de parametros

que nao estao nas proximidades de uma crise, como pode ser visto nas figuras 4.38 (b) e

().
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Figura 4.38: (a) Espago de parametros paran = 1,2, ¢ = 0,0097 e § = 0,5. (b) Diagrama
de bifurcacao da reta tragada na figura (a) para I' = 1,5 (¢) Ampliagao da figura (b).

A figura 4.38 (b) mostra os maximos da intensidade total para a variagdo do parametro
A no espago de parametros da figura 4.38 (a) enquanto o parametro I" estd fixoem I' = 1, 5.
Note que, nao ha nenhuma evidéncia de que tenha crises de atratores cadticos dentro da
regiao que encontramos o hipercaos “forte”, isso fica mais claro quando olhamos para a

figura 4.38 (¢) que é uma ampliagao dessa regiao.



Capitulo

Conclusoes

Neste trabalho estudamos a dinamica de um laser de estado sélido de duas frequéncias
sujeito a realimentacao dptica com frequéncia modificada. Mostramos que o parametro
€, que descreve o tempo de vida da inversao populacional é responsavel pelo surgimento
de varias instabilidades no sistema analisado. Para valores grandes do parametro ¢, a
dinamica do laser é bastante simples, admitindo apenas solugoes estacionarias e érbitas
periddicas de periodo um. Nesse caso, as tnicas curvas de bifurcacoes presentes sao a
de Hopf e sela-n6é de pontos fixos e, além disso, existem dois pontos de bifurcacao de
Bogdanov-Takens de codimensao dois, um no ramo superior e outro no inferior da curva
de sela-n6 e Hopf. Ao que nossos resultados indicam, dindmicas mais complexas, como
o fenomeno de multiestabilidade, curvas de bifurcacoes de dobramento de periodo que
conduzem ao caos e uma sela-né de érbitas periddicas, comegam a surgir em torno do
ponto de bifurcacao de Bogdanov-Takens. Conforme diminuimos o valor do parametro
€ surgem novos pontos de bifurcacao, primeiro surge um ponto de codimensao trés de
Bautin que em seguida se separa em dois pontos de codimensao dois. Na sequéncia, um
ponto de codimensao dois de zero-Hopf nasce em cada ponto de bifurcacao de Bogdanov-
Takens. Esses pontos se separam, com os pontos de zero-Hopf se afastando cada vez mais
enquanto os de Bogdanov-Takens se aproximam, até um momemento em que colidem e
desaparecem. Apods o desaparecimento do ponto de bifurcagao de Bogdanov-Takens as
dinamicas complexas que haviam surgido em torno dele se “espalham”por toda a regiao
do espago de parametro e dai em diante o sistema passa a apresentar dinamicas cada vez

mais complexas.

Como comentado acima, apds o desaparecimento do ponto de bifurcagao de Bogdanov-
Takens, para valores mais baixos do parametro €, o sistema apresenta uma dinamica

extremamente rica. Novas curvas de bifurcacao de dobramento de periodo e sela-né de
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orbitas periddicas aparecem, assim como diversas curvas de bifurcacao de torus e um
aumento do fenomeno de multiestabilidade. Regioes cadticas se tornam cada vez mais

comum, ocupando uma extensao maior do espaco de parametros.

Como o modelo que estudamos apresenta dimensionalidade maior que treés, dinamicas
mais complexas, como hipercaos, podem aparecer. Mostramos que o aparecimento (ou
nao) da dinamica hipercadtica esté associada ao parametro de acoplamento dos modos 3,
que nos possibilitou encontrar dois regimes distintos, um que denominamos de hipercaos
“fraco” e o outro de hipercaos “forte”. Mostramos que para um conjunto de valores de pa-
rametros realistico desse modelo, onde foi encontrada previamente uma boa concordancia
entre simulagoes numéricas e dados experimentais, ha uma pequena regiao de hipercaos
“fraco”, ou seja, regiao em que o primeiro expoente de Lyapunov é bem positivo e o se-
gundo, apesar de também ser positivo, tem uma magnitude bem menor, ficando muito
proximo de zero. Nessa regiao, encontramos transicoes de regices cadticas para regioes
de dinamica hipercadtica fraca. Essa transicao foi estudada em detalhe e conseguimos
mostrar os pontos em que elas ocorrem. Para valores em torno de § = 0,5 a dinamica é
bastante complicada, surgindo regioes de hipercaos “forte”, ou seja, regioes em que temos
dois expoentes de Lyapunov bem positivos. Nesta regiao encontramos uma interessante
alternancia deterministica entre duas dinamicas bem distintas, onde em uma o laser apre-
senta oscilagoes de Q-switching com grande amplitude e na outra oscilagoes irregulares de

menor amplitude.

Também investigamos o que ocorre para outros valores do parametro . Para valores
de (8 nas extremidades, ou seja, tendendo para o caso desacoplado (5 = 0) e acoplamento
forte (8 = 1), a dinamica é mais simples, sendo que para § = 0 o sistema desacopla,
recaindo no caso de um laser monomodo com injegao dptica [34] e para = 1 o sistema

opera num regime de acoplamento forte [45].

Por fim, nas regioes de caos e hipercaos dos casos § = 0,6 e § = 0,5 estudamos a
distribuicao estatistica das amplitudes dos pulsos de intensidade do laser e mostramos
a existéncia de eventos extremos. Para f = 0,6 mostramos que os eventos extremos
ocorrem na regiao de caos e hipercaos “fraco” que analisamos, mas com baixa probabi-
lidade. Ja para g = 0,5, na regiao em que encontramos o hipercaos “forte”, mostramos
que os eventos extremos ocorrem em porcgoes extensas do espago de parametros, ou seja,
ocorrem em regides de parametros que nao estao nas proximidades de uma crise. Além
disso, mostramos que conforme as irregularides aumentam, os eventos extremos se tor-
nam mais frequente, podendo acesssar grandes valores de intensidade de amplitude. O

fato de ele poder acessar intensidades com grandes amplitudes esta associado ao regime
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Q-switching (que alterna com as oscilagbes irregulares de pequenas amplitudes) que en-
contramos nessa regiao. Esse regime faz com que tenhamos grandes saltos em grandes

valores da intensidade.

De modo geral, o modelo que investigamos se mostrou extremamente interessante para
ser estudado. Dinamicas mais complexas normalmente aparecem em modelos que levam
em conta o parametro de reforgo de linha (fator alpha), como no caso dos lasers de semicon-
dutores, ou em modelos de alta dimensionalidade que levam em conta o tempo de atraso
(delay). Em sistemas de alta dimensionalidade é comum ocorrer situagdes em que muitos
expoentes de Lyapunov sao positivos. Entretanto em sistemas de baixa dimensionalidade
isto nao é tao comum. Recentemente foi mostrado que um laser de semicondutor com
emissao superficial de cavidade superficial, em um modelo de baixa dimensao, a presenca
de conduta hipercadtica [100]. Entretanto este laser apresenta o fator alpha diferente de
zero. E importante mencionar que mesmo sem levar em conta esses parametros, nosso
sistema apresentou uma dinamica extremamente rica, apresentando dinamicas hipercaé-
ticas, transi¢os deterministicas de dois regimes distintos e eventos extremos. Atribuimos
essa grande complexidade ao parametro 3, que leva em conta a saturacao cruzada e o

acoplamento entre os modos.

Para trabalhos futuros, pretendemos incluir os parametros de tempo de atraso (delay)

e refor¢o de linha (fator alpha), analisando a dinamica resultante.



Apéndice A

Equacao de campo redimensionalisada

Sejam as equagdes do modelo de duas frequéncias de Lang-Kobayashi [47],

dE, E, .
el [—7 + K(n, + 5%)]7 + 2inv, By, (A1)
dE E . |
— L= [t sy + Bng)| 5+ 2imy By + yeEpetTiaovt, (A2)
dng,
= WP = 1+ CUE [ + BlEyol)]nay, (A.3)

Podemos reescrever as equagoes acima de uma maneira mais conveniente para inte-

gragao numérica utilizando as seguintes variaveis redimensionadas:

EI = Wemﬂl/ztfm/)ez’ (A4)
O
Ey _ ﬁe%ﬂ'(uz—&ﬂﬁqo)tey’ (A5)
7 1 ( Q, )
Ny = = 1 —+ —ML , A6
v T s A 0
s = Q. (A.7)

Substituindo as equacoes A.4, A.6 e A.7 em A.1:
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Q,

, - - . de
r . X
2Z7TVz62mth “/’ex 4 L Pimvat “/’—QT =

V¢ V¢ ds
v 1 Q, Q,
QR (G R (-S| B

r _
% 20wV t—iv

ALY

Q . - €
. r T T
€+ ZZTVI—GQZ vet—ip L

V¢ 2

fazendo algumas simplificacoes algébricas a equacao A.8 assume a forma:

deo 11
ds Q. Y

€y

apos mais algumas simplificacoes chegamos a expressao final para o campo elétrico na

direcao z:

de;  (mg + 5my)e

ds — 2(1+p)

Substituindo agora as equacoes A.4, A.5, A.6 e A7 em A.2:

Qr 2i7T(Vz+2on)€2m(Vz+2on)t€y+ er 62i7r(uz+2on)t@Qr —

V¢ V¢ ds

{‘”%uim K” QTM) w7 <”%M1>”

QT i (v, € QT i (v,
2im(vat+2fao)t Sy 2im(vet2fao0)te | (A.10)

X——=€

+ 2y, ——e
V¢ 2 V¢
QT 2i7r1/xt—i7,l)€4i7ront+i1Z;’

Vo

fazendo algumas simplificagoes algébricas a equagao A.10 assume a forma:

(vy — vy — 2fAO)ey n kex,
Q, Q, (A.11)

de,  (my,+ Bmy,)
ds — 2(1+p)

ey + 2T

utilizando o fato de que 27 (v, — v, —2fAO) = AQ, chegamos a expressao final para

o campo elétrico na direcao y:



83

de, my+ Bm,
— = ——= +iA le,
ds ~ 2014 p8) BThe
onde I' = % Por fim, substituindo as equagoes A.4, A.5, A.6 e A.7 em A.3:
v 1 Q.dM,, { Q2 Q2
- - 7Qr: P — 7+C_€x, +/8§ €y,
o (1 N &Mm> | (A.12)
k(14 5) gl

fazendo algumas simplificagoes algébricas a equacao A.12 assume a forma:

dM,, v Pr(l+p) {VW
_ -laz

ds 0,2
g Q, Q,
{Q_” + |ez,y|27 + 6|€w,y|27] M. (A.13)

2 2
T syl + Bleyel } _

Mas kP =

entao,

m
(1+5)

dM,, nym - Ny 2 2y
ds = Q0,2 - Q0,2 — (leay” + Bley|”) — Q_TMwﬁy_
Q,

5 (lewy|* + Blewy|?) My, (A.14)

Mas Q.2 = yv(n—1) e € = % logo,

dM,.
Ty =1- (’ew,y|2 + 5|ey,x‘2) — My, — e(n—1)

X (|eayl® + Blewyl*) Moy (A.15)

Enfim, ap6s mais algumas simplificagoes chegamos a expressao final para as inversoes

populacionais em x e y:

M,

ds =1- (‘%,;,‘2 + ﬁ‘ey,xﬁ) — M, y[1 4 (n—1) x (lew,y‘2 + ﬁ‘ey,x‘z)]-




Apéndice B

Transformacao das equacoes de campo para

intensidade e fase

Podemos escrever os campos em x e y em termos de suas componentes reais e imagi-

narias.

€ = €zt iGm, (Bl)
= ey + ey, (B.2)

onde €, €y € €4, €, 0S cAaMpOs em T e Yy com suas partes reais e imagindrias,

respectivamente. Dessa forma, podemos reescrever as equacoes 3.3 da seguinte maneira:
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dewy Mot fmy (B.3)
ds 2(1+ 5)
(B.4)
dey; o omy Bm,
ds 201+ p)
(B.5)
dey, my, + 5m$
= - A i r Trs
ds 2(1+8) Cui e
(B.6)
dey; my + Bmy,
= i A T r Xy
s 21+ 8) €yi + Aey +1e
(B.7)
dM,
Wy = 1- (|ex,y’2 + mey,x|2) —eMyy[1+(n—1)
X (|6w,y|2 + ﬂ|ey,$|2>]'
Definimos entao,
Coryr = ”gw /Ly COS Gy (B.8)
Crigi = Vg”vw /Ty Sill 6oy, (B.9)
Mey = [(1+B)Nay = 1o~ (B.10)
Substituindo as equacoes B.8 e B.10 na equacao B.3:
\/WW 1 cos ¢ dI, \/%W : d¢x
Z o I —
Q. 2 I, ds @ 5 %
1 _
[(1+B)Ne —1+ (1+ B)N, B — 6 Rvalkl \/—COS% (B.11)
2(1+p) Q Q.
fazendo algumas simplificagoes algébricas a equagao B.11 assume a forma:
cb:c gl
oS ¢ —— — 2I, sin gbm = (Ny + BN, — 1) =1, cos ¢,.
& Q, (B.12)

Substituindo as equacoes B.8 e B.10 na equagao B.5:
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VY Lsin ¢, dI, \/W dgbx

Q, 2 \/_xg—k \/Ecosqu
[(1+ B)N, — 1+ (1 + B)N, 3 — 5 VI B.13

2(1+ B) Q. Q, ViEsing,, (B.13)

fazendo algumas simplificagoes algébricas a equacao B.13 assume a forma:

dl, do, :
sin ¢, —— + 21, sin ¢, 4 l[x sin ¢,.
ds ds

)Qr (B.14)

= (N, + BN, —1

Multiplicando a equagao B.12 por sin ¢, a B.14 por cos ¢, e subtraindo uma da outra

obtemos a equacao de taxa para a intensidade associada a direcao x:

al, Y
—2 = (N, 4 8N, —1)=—1,.
ds v, (B.15)

Voltando ao tempo ¢ sem a normalizacao:

1dI,

g = et BN, = 1)L

Multiplicando a equagao B.12 por cos ¢,, a B.14 por sin ¢, e somando as equagoes

obtemos:

doy
= 0.
ds (B.16)

41, —

Portanto ¢, = constante!

Vamos fazer a transformada do campo para intensidade associada a direcao y. Subs-

tituindo as equagoes B.8, B.9 e B.10 na equacao B.6:
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VI 1 cos ¢, d, \/W dgby —
ety T i, 20—
(14 B)N, — 1+ (1+ )N, — 57\/W
T V1 cos9, (B.17)

_A\/W\/_ (by 76 \/W\/_C ¢x,

fazendo algumas simplificacoes algébricas a equacao B.17 assume a forma:

dl ., d
cos %d—;’ — 21, sin (by% = (N, + BN, — 1)Qlfy COS oy —

2A1,sin ¢, + Q%N/ley COS Py. (B.18)

Substituindo as equacoes B.8, B.9 e B.10 na equacao B.7:

1 si dl d
Dl 0 o,
(04N, = L+ 1+ AN, = ] 1y
2(1 4 B) \/_ n 0 (B.19)

ﬂNV‘%%wam

fazendo algumas simplificacoes algébricas a equacao B.19 assume a forma,

dl d
sin ¢yd—8y + 21, cos (by% = (N, + BN, — 1)%@ sin ¢, —

2AI, cos ¢, + 215 o ¢ /I, sin ¢,. (B.20)

Multiplicando a equacgao B.18 por cos ¢,, a B.20 por sin ¢, e somando as equagoes

obtemos:
%—(N + BN, 1, +228 /1T i i
75— Wy . — 1) + +1,(cos ¢, cos ¢, + sin ¢, sin ¢,),

Q, Q, (B.21)
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mas cos(a — b) = (cosacosb+sinasinb) e ¢ = ¢, — ¢, entao,

dly Y Ye 77
s~ Mt s S, v g, Vialycoso (B.22)
ainda, K = i, logo,
2my
Uy _ (N, 4 BN, — 1)L 1, + dnk /T, cos 6.
ds v Q" Q. vV (B.23)

Voltando ao tempo ¢ sem a normalizagao:

1dI,

Sa (Ny + BN, — 1)1, + 4r K \/I,I, cos ¢.

Multiplicando agora a equacao B.18 por sin ¢,, a B.20 por cos ¢, e subtraindo uma

da outra obtemos:

o1 9%

Vs = 2AIL, + 9 le I,I,(sin ¢, cos ¢, — sin ¢, cos ¢,),

Q, (B.24)

mas sin(a — b) = (sinacosb +sinbcosa) e ¢ = ¢, — ¢, entao,

doy Ye |l
— =A+ —/=—-sing,
ds Q. \ I (B.25)
. 21y AS)
ainda, K = 27 , A= 7?; e como ¢, ¢ constante podemos escrever a equagao
™y r
acima como:
dp 2myAQ  27yK |1, .
— = + — sin ¢.
ds Qr Q, I, (B.26)

Voltando ao tempo ¢ sem a normalizacao:
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11 do [ .
——— =AQ+ K,/— .
~ 2w dt + I, sing

Vamos redimensionar as inversoes populacionais. Substituindo as equacoes B.8, B.9 e

B.10 na equacao B.8:

v dN, Ny

(4B = 1= gLy + BL) = G5l(1 4+ B)Ney — 1
|1 0= DG L) + Bl (B.27)

fazendo algumas simplificagoes algébricas a equagao B.17 assume a forma:

ANoy _ & ) o
ds  y(1+8) Q(1+p) g & Flyz) Q.1+ 6)
<1+ B)Nay = 1] |1+ (1= ) DG (1) + e | (B.28)

Q2

mas > = v7(n — 1), entao,

dNgy, B ol
ds (1+5) Q(1+5)[I$7y+6 x‘f'(l‘i‘ﬁ) eyt
(14 B)Nay(Iny + Bl 2) =1 = (Iny + B1,2)], (B.29)

fazendo algumas simplificagoes algébricas a equagao B.29 se torna

ANy, Q, ¥ ol
= = — 4+ — Nz 1+ 1, I, . B.30
s 1+5 (7 T) w4 Loy + Bl ), ( )
dNg, 0,2 +7||7 N
= = — N, ,(1+1, I, .), B.31
dS 1_’_5 ( Q ( + 7Z/+5 Y, ) ( )
ANy 0 1 gl
v _ Nz 141, L. B.32

mas,
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SO R
(1+5) Q,’
Portanto,
dN,
W’y = €e[r — Noy(1+ Ly + BI,.)]- (B.33)

Voltando ao tempo ¢ sem a normalizacao:

1dN,,

v odt

= '7||[T - Nw,y(l + Iy + /Bly,a?)]-
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