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RESUMO

Neste trabalho constréi-se uma representacao analitica para a solugao
da equacao de cinética espacial de neutrons em geometria cilindrica. O dominio
estudado é unidimensional e homogéneo. As equagoes foram resolvidas, primei-
ramente, para os casos com um grupo de energia e um grupo de precursores de
néutrons atrasados e, posteriormente, com dois grupos de energia e seis de precur-
sores de néutrons atrasados. A originalidade do trabalho consiste em inserir uma
dependéncia temporal nas secoes de choque de absorcao e fissao na equagao de
cinética. A ideia principal para a representacao das solugoes reside na obtencao da
solucao das equacoes com secoes de choque e fissao constantes, utilizando resultados
conhecidos para a resolucao de sistemas de equagoes diferenciais lineares de primeira
ordem. Em seguida, aplicando a ideia de decomposicao, é formado um sistema re-
cursivo de maneira que os termos de correcoes sao considerados como termos fontes,
os quais sao compostos pelas solugoes geradas nas etapas anteriores. Para finalizar,
apresentam-se simulagoes numéricas comparando o método do trabalho e a ferra-
menta numérica ODE15S (MATLAB) nos casos em que as segoes de choque variam

com o tempo de forma linear, senoidal e degrau.

Palavras-chave: Equacoes de cinética. Secao de choque dependente

do tempo. Homogéneo.



ABSTRACT

In this work, we build an analytical representation for the solution of
the neutron space kinetics equations in cylinder coordinates. The domain studied
is one-dimensional and homogeneous. The equations were first solved for the cases
with one energy group and one group of delayed neutron precursors and further with
two energy groups and six groups of delayed neutron precursors. The originality of
the work is to insert a time dependence in the absorption and fission cross sections
in the space kinetics equations. The main idea for the representation of solutions
lies in obtaining the solution of the equations with constant absorption/fission cross
sections, using known results for the solution of system of first-order linear diffe-
rential equations. Then, applying the idea of decomposition, a recursive system is
formed so that the terms of corrections are considered as source terms, which are
composed of the solutions generated in the previous steps. Finally, numerical simu-
lations are presented comparing the method of the present work and the numerical
tool ODE15S (MATLAB) in cases where the cross sections are linear, sine and step

functions of time.

Keywords: Space kinetics equations. Time dependence. Homogene-

ous.
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1 INTRODUCAO

As caracteristicas fisicas de um reator nuclear influenciam e, em alguns
casos determinam, o funcionamento de todo o seu sistema. Essas caracteristicas
estao associadas as interagoes dos néutrons com todos os componentes materiais do
reator. O estudo do comportamento da populacao neutronica em um reator nuclear
é chamado de cinética de reatores [1]. Um dos pontos mais importantes no estudo
dessas interacoes é o de analisar a taxa de reacao de néutrons com o U?*® ou outro
material fissil, uma vez que isso frequentemente resulta em fissao e consequente-
mente na producgao de calor. Essa fonte de calor determina a poténcia do reator e
influencia na temperatura dos materiais que, por sua vez, estipulam as condigoes
de seguranca do reator. A taxa de reacao com o U?3® também é importante, ja que
essa determina a taxa de material fissil que é produzido [2]. As taxas de reagoes
neutronicas com os componentes estruturais representam perdas de néutrons e tais
interagoes, quando o néutron possui altas energias, podem afetar a estrutura e/ou
a temperatura do material. A taxa de absorcao de néutrons em barras de controle
ou outros absorvedores pode afetar significativamente o custo do sistema do reator.

E, por fim, deve-se atentar aos néutrons que escapam do reator.

Em geral, todas essas interagoes devem ser consideradas como uma
funcao do tempo durante toda a vida 1til do reator. Entretanto, deve-se diferen-
ciar dois diferentes efeitos dependentes do tempo. O primeiro efeito esta associado
a queima de material fissil, & produgdo de novos materiais fisseis (frequentemente
plutonio) e ao planejamento de estratégias que maximizem o uso do combustivel.
Esses efeitos ocorrem numa escala de tempo medida em dias, meses, ou mesmo
anos, e podem ser estudados seguindo a evolugao de um reator que funciona a plena
poténcia de uma maneira quase estacionaria. Os problemas de controle sao os de
manter o reator critico na medida em que os materiais do nicleo lentamente mudam.

Em um primeiro momento esses problemas nao caracterizam cinética porém, a longo



prazo, a reatividade ou o ciclo do combustivel varia com o tempo, evidentemente,
nao pode ser deixado de lado em um controle de seguranca padrao. O segundo efeito
dependente do tempo em um reator possui uma escala muito mais curta e esté asso-
ciado com a resposta do sistema as mudancas nas condigoes de operacao. Algumas
dessas mudancas podem ser deliberadas e planejadas; por outro lado, também po-
dem surgir consequéncias inesperadas, decorrentes, por exemplo, da falta de algum
elemento do complexo circuito do reator. A consideracao e o estudo de possiveis
falhas sao de vital importancia para a construcao de um sistema de protecao satis-
fatério e adequado. O reator geralmente é protegido contra falhas por um sistema
de controle e seguranca. Tal sistema é capaz de detectar mudancas nos parametros
fisicos, tais como: fluxo de néutrons, temperatura dos materiais, pressao do refrige-
rante, etc. Alguma alteragao em um ou em mais desses parametros normalmente iré
iniciar alguma acao de controle, com a finalidade de manter o reator em condigoes
seguras. Esse controle resultard no reator, operando de forma segura e, se possivel,

a plena poténcia ou, em ultima instancia, no desligamento do reator.

O estudo detalhado do comportamento de um reator nuclear é uma ta-
refa ardua, pois, o reator é espacialmente nao-uniforme e altamente heterogéneo. As
maiores dificuldades desse estudo sao aquelas introduzidas pelos efeitos de retroali-
mentagao, ou seja, por efeitos secundarios no tempo. Outros fatores complicadores
sao oriundos de alteracoes nas temperaturas dos materiais, os quais modificam a
densidade de néutrons e, portanto, a fonte de calor [3]. Tais efeitos podem ser pura-
mente fisicos e associados as relativas expansoes ou contragoes, ou podem ser mais
sutis, quando relacionados as alteracoes nas propriedades de absorcao dos néutrons.
Em todos os casos citados, o efeito consequente é o de perturbacao do delicado ba-
lango neutronico que existe no reator. Outro efeito de ”feedback”importante, em
alguns sistemas que utilizam agua, estd associado as mudancas de temperaturas
dos vapores d’agua contidos no refrigerante. Essas modificagoes na densidade dos
néutrons em reatores BWR (Boiling Water Reactor), por exemplo, provocam a va-

riacao na taxa de fissao, que, por sua vez, alteram a quantidade de calor que entra



)

no refrigerante gerando uma espécie de ”vazio”ou bolhas provocando novamente

perturbagoes no equilibrio neutronico.

A abordagem bésica para o estudo da cinética espacial do reator passa
por um modelo matematico do sistema. Em muitos casos, as varias caracteristicas
fisicas que influenciam o funcionamento do reator sao bem ou, pelo menos, ade-
quadamente compreendidas, e o principal problema é decidir quais aspectos devem
ser incluidos no modelo e em que grau de detalhe. Na maioria dos estudos, os
aspectos neutronicos e térmicos do niicleo do reator devem ser considerados (em-
bora, nos estudos de remogao de calor, apés o desligamento, a descricao do fluxo de
néutrons possa ser omitida). A acdo e a resposta dos dispositivos de controle e as

caracteristicas do refrigerante podem ser incluidas.

O ponto de partida em qualquer modelo cinético espacial é a repre-
sentacao do estado estacionario a partir do qual o sistema ¢é perturbado. Esse
modelo estacionario fornece a base do projeto do sistema e é usado para avaliar
desempenho, economia e condigoes operacionais. Em seguida, utiliza-se um modelo
matemadtico, no qual todos os processos relevantes de produgao/perda de néutrons
sao representados e empregam-se os dados nucleares basicos na solugao das equagoes
do modelo. Essa abordagem so6 é possivel quando os processos sao bem compreendi-
dos, os dados basicos possuem precisao necessaria e as equagoes resultantes podem
ser resolvidas. E dessa maneira que grande parte dos reatores térmicos sao proje-
tados. Nesse sentido é comum o uso de computadores para encontrar as solugoes
das equacoes do modelo mateméatico que descrevem o estado estacionario. Mesmo
com a evolucao dos processadores, no entanto, o modelo deve conter simplificacoes
e aproximagoes para permitir que uma solucao seja obtida em um intervalo razoavel

de tempo.

A incapacidade de se considerarem modelos detalhados mesmo em es-
tado estacionario devido as limitagoes dos computadores possui implicacoes ime-

diatas para modelos cinéticos espaciais de reatores. A introducao da variavel in-



dependente extra, o tempo, requer aproximacoes compensatorias em outras par-
tes do modelo para que o uso do computador nao se torne excessivo. Em geral,
as aproximagoes feitas sao determinadas pelo reator e pelo tipo de perturbacao a
ser estudada. Assim, a incapacidade de manusear modelos cinéticos espaciais de
aplicabilidade universal originou uma ampla gama de modelos aproximados. Uma
aproximacao que ¢ aceitavel em muitas situacoes é a suposicao de que o espectro
de energia de néutrons, em qualquer ponto do reator é independente do tempo ou
pode ser representado como uma fungao simples, de estado estacionario de alguma
variavel dependente, tal como a temperatura do moderador. A suposicao de que o
espectro de néutrons encontra-se em um estado quase estavel resulta simplesmente
do fato de que os tempos de termalizacao de néutrons sao muito mais curtos do
que a escala de tempo das mudancas fisicas, que podem influenciar o processo de
termalizagao de todo o reator. Os resultados dos calculos do espectro de energia de
néutrons no estado estacionario podem assim ser reduzidos para um grupo. Dessa

maneira, a variavel energia pode ser removida do modelo cinético.

A abordagem acima referida, por muito tempo, foi bastante satisfatoria,
de maneira que o modelo cinético espacial de um grupo tem sido aplicado em cinética
espacial de reatores térmicos. Os modelos unidimensionais também sao regularmente
utilizados. Com frequéncia, a dimensao axial é a escolhida e nas demais dimensoes
sao feitas médias. Normalmente assume-se que a distribuicao do fluxo de néutrons
satisfaz a equacao de difusao homogénea a qual é uma equacao diferencial simples
de segunda ordem. Para que o modelo seja mais preciso sao necessarios que eles

sejam bidimensionais ou tridimensionais.

Apesar do fato de que a era pioneira da teoria de reatores nucleares
foi ha cerca de meio século atras, a maioria das abordagens existentes na literatura
utilizam métodos numéricos para a obtencao de uma solucao. Nesse trabalho, sera
adotado um método que permite derivar uma solugao em representacao analitica,

ou seja, em principio é uma solugao exata quando nao é considerado qualquer trun-



camento. Solugoes em representagao analitica tém a vantagem em comparagao as
solucoes numéricas, pois a influéncia dos parametros nucleares na solucao pode ser
determinada diretamente pelo fato que a derivada parcial da solugao em relagao a um
ou mais parametros nucleares pode ser calculada de forma direta. O modelo abor-
dado nesse trabalho é de carater deterministico, o qual possui como resultado valores
médios nas grandezas relacionadas a populagao de néutrons. Cumpre observar que
existem também abordagens estocasticas, que permitem simular distribui¢oes como
populagao de néutrons (Monte Carlo), fluxo escalar, entre outras a partir da soma
de historias de neutrons individuais ao invés de utilizar um modelo continuo, como,

por exemplo, o da cinética espacial.

Existem trabalhos que analisam o problema de cinética espacial de
néutrons com a finalidade de dar uma representacao analitica da solucao. Den-
tre esses trabalhos, temos [4] e [5] os quais estudaram a equagao de cinética espacial
em geometria cartesiana, enquanto que [6] e [7] analisaram a equagao de cinética
espacial em geometria cilindrica. Ainda em coordenadas cilindricas, recentemente,
Oliveira [8] obteve uma solucao analitica fechada para o sistema de equagoes diferen-
ciais parciais que modelam o problema de cinética espacial de néutrons em geometria
cilindrica tridimensional, considerando um problema monoenergético com um grupo
de precursores de néutrons atrasados. A proposta presente introduz uma variacao
temporal na secao de choque de remocgao nos casos das equacgoes de cinética com
um grupo de energia (e um grupo de precursores) e também dois grupos de energia
(e seis grupos de precursores). Para resolver essas equagdes, usou-se a técnica de
decomposi¢ao. Em seguida, foi construido um sistema recursivo o qual inicia-se com
parametros nucleares constantes e cuja solucao é conhecida. As demais solugoes sao
encontradas considerando as etapas anteriores como termos fontes. Por fim, foram

feitos testes para diferentes tipos de transientes.

Dessa forma, no capitulo 2 é feita a derivagao das equagoes estudadas

na tese. No capitulo 3, apresenta-se a metodologia proposta no trabalho para o



caso monoenergético e com um grupo de precursores. No quarto capitulo, aplica-
se novamente a metodologia proposta no trabalho para o caso com dois grupos de
energia e seis grupos de precursores de néutrons atrasados. No quinto capitulo,
ainda no caso multigrupo de energia, sao exibidos os resultados obtidos quando
introduziu-se uma variacao temporal na secao de choque de fissao. No capitulo 6

sao feitas as conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros.



2 EQUACAO MULTIGRUPO DE CINETICA
DE DIFUSAO DE NEUTRONS

Fazendo-se uso da concepcao de balanco neutronico para um determi-
nado grupo de energia, de maneira que néutrons podem se integrar ou sair desse
grupo, pode-se estabelecer as equacgoes multigrupo de energia. Utilizando a apro-
ximacao de multigrupos de energia, discretiza-se a variavel energia em G grupos.

Para um grupo de energia g, seja a figura (2.1).

Grupo g E
‘/'\ ‘/'_\ —_—r
1 1 1 | I I
T l f f I I
E,.,=0 Eei=0 E,=0 E; =0 E;,=0 E.3=0

Figura 2.1: Variacao de energia para um grupo g

Para calcular tal balanco, efetua-se a diferenga entre o nimero de

néutrons que sao produzidos e os que sao removidos do grupo.

Taxa de variagao temporal

Perda devido Perda devido a
do fluxo de néutrons =— —
a fuga absorcao no grupo g
no grupo g
Espalhamento de Espalhamento de Fonte de
— | néutrons para fora | + | néutrons para dentro | + néeutrons
do grupo g do grupo g no grupo g

A probabilidade de um néutron se espalhar de um grupo ¢’ para um
grupo g sera representada por uma aproximacao da secao de choque diferencial de

espalhamento, isto é X;, = 25:1 Egg’. Analogamente uma secao de choque de
g'#g



absor¢ao no grupo g serd caracterizada por ¥,, e um termo fonte S, denotard uma
taxa de néutrons produzidos no grupo g por uma fonte. Por fim, o coeficiente de
difusao do grupo g serd dado por D,. Dessa forma, a equacao que representa esse

balanco é dada por:

el
U_lg]%% =V DyVy — Yaghyg — LsgPg + Z YsggPg + S (2.1)
g’;sli
para ¢ = 1,2,...,G. Levando em conta o termo fonte devido a fissao, pode-se
escrever:
G
Sg = Xg Z vy Dsy by + g™ (2.2)

g'=1

Dessa maneira, podemos reescrever a equagao (2.1) da seguinte forma:
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U_E(éQ(r’ t) = V- Dg<I', t)v¢g<r7 t) - Eag(rv t)¢g(r> t) - Z Egg ¢g<r> t)
g =1
g'#g
G G
Y gt )by (1) + Xy D vy Ny (v, 1)y (r, 1) + 557 (x, 1)
g'=1 g'=1
9'#g

(2.3)

para g,¢" € {1,2,...,G}, na qual:

¢,4(r,t) denota o fluxo escalar de néutrons na posi¢ao r do grupo g no

tempo t;

e v, denota a velocidade dos néutrons na posi¢ao r do grupo g no tempo
t;
e D,(r,t) denota o coeficiente de difusdo na posi¢do r do grupo g no

tempo t;

o Y,,(r,t) denota a segao de choque macroscépica de absor¢ao de néutrons

na posicao r do grupo g no tempo t;



e >, (r,t) denota a secao de choque macroscépica de espalhamento de

néutrons na posicao r do grupo g para o grupo ¢’ no tempo t;

o Y,y ,(r,t) denota a secao de choque macroscopica de espalhamento de

néutrons na posi¢ao r do grupo ¢’ para o grupo g no tempo t;
e X, denota a fracao de néutrons que aparece no grupo g;
e v, denota o nimero médio de néutrons emitidos na fissao do grupo ¢’;

e Y ,(r,t) denota a se¢do de choque macroscopica de fissdo de néutrons

na posicao r do grupo ¢’ no tempo t e

° ngt representa a fonte externa de néutrons na posicao r do grupo g no

tempo t;

Assume-se que os néutrons surgem instantaneamente apés a fissao. O
termo v, ry¢4(r,t) denota a taxa de produc@o de néutrons por fissdo no grupo g e
tem dimensao dada por quantidade de néutrons por cm? por segundo. Mas, o que de
fato acontece é que ha uma fracao de néutrons que é produzida no decaimento dos
produtos de fissao que ocorre posteriormente aos produtos de fissao. Os néutrons
produzidos na fissao sao chamados de néutrons prontos enquanto que, os néutrons

originarios desse decaimento sao chamados de atrasados.

2.1 A relevancia dos néutrons atrasados

O processo de fissao nuclear faz com que surjam elementos com nimero
de massa menor que o nucleo original, os quais sao instaveis e durante os processos de
decaimentos emitem néutrons, denominados de néutrons atrasados. Os nicleos que
os emitem sao denominados de precursores de néutrons atrasados. Tais néutrons nao
possuem as mesmas caracteristicas que os néutrons prontos produzidos no momento

na fissao. Em média, a energia dos néutrons prontos é bem superior & energia média



dos néutrons atrasados [9]. Este fato traz dois importantes pontos que influenciam
no ciclo de vida do néutron. O primeiro é que os néutrons atrasados possuem uma
probabilidade menor de causar fissdes rapidas do que os néutrons prontos(devido
a sua baixa energia). O segundo ponto é que néutrons atrasados possuem uma
probabilidade menor de fuga do nicleo, pois estes, em média, viajam distancias

menores do que os néutrons rapidos.

Os produtos de fissao emissores de néutrons atrasados foram separados
em seis grupos de acordo com a sua meia-vida. A tabela (2.1) apresenta a fragao
de néutrons atrasados para os grupos de combustiveis mais utilizados em reatores

nucleares, a saber, Uranio 233 (Usss), Uranio 235 (Usgss) e Plutonio 239 (Puasg).

Tabela 2.1: Fragoes de néutrons atrasados (f;) e constantes de decaimento (\;) para
seis grupos de energia

Grupo | \; [s71] | Fragao 3 Grupo | \; [s71] | Fragao 3
1 0,0124 | 0,00022 1 0,0129 | 0,000076
2 0,0305 | 0,00142 2 0,0311 | 0,000560
3 0,111 0,00127 3 0,134 | 0,000432
4 0,310 0,00257 4 0,331 | 0,000656
5 114 | 0,00075 5 126 | 0,000206
6 3,01 0,00027 6 3,21 | 0,000070
(a) Uzss (b) Puasg

Grupo | \; [s7Y] | Fragao 3;
1 0,0126 | 0,00023
0,0337 | 0,00081
0,139 0,00068
0,0305 | 0,00075
1,13 0,00014

(c) Uass

Ol = W N

Tem-se, por definicao, que § = Zle B;. Pela tabela acima, no caso
do Uranio UZ® tem-se que 8 = 0,0065. Isso quer dizer que os néutrons atrasados
representam 0,65% dos néutrons produzidos pela fissao do Uranio. Pode parecer
que estes neéutrons nao possuem grande influéncia no fluxo, mas para escalas de

tempo maiores quando comparadas com a escala de tempo da fissao, esses néutrons
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possuem um efeito significativo. A seguir serao definidas equagoes que descrevam
a dependéncia temporal da concentragao dos precursores de néutrons atrasados.
Para que tais equacoes possam ser deduzidas, primeiramente serao avaliados os

mecanismos de perdas e ganhos dos precursores.

O balanco da variacao temporal é dado por meio da producao do pre-
cursor através da fissao e pela perda causada pelo posterior decaimento. Os néutrons
gerados no grupo i, considerando G grupos de energia, podem ser calculados como
segue: multiplica-se a taxa de producdo de néutrons na fissao (soma das taxas de
produgao em cada grupo de energia) pela fragdo de néutrons atrasados, de forma

que para i € {1,2,...,6} tem-se:

G
> Bivg Sy (v)dy (1) (2.4)
g'=1

A perda é expressa pela taxa de decaimento do precursor dada pelo produto da
concentragao do precursor C;(r,t) e da sua respectiva constante de decaimento \;

parai=1,2,...,6.

Dessa forma, a equacao de balanco representando a variagao temporal

da concentracao de precursores ¢é:

P G
5, Cilr 1) = =NCi(r, 1) + gzl Bivg X s (T) g (1, 1) (2.5)

Incluindo os néutrons atrasados por meio da fracao de néutrons atra-
sados f3; e da taxa de decaimento \; para cada precursor, na equacao de balanco
para a concentracao de precursores e tomando a secao de choque macroscépica de
remoGao No grupo ¢ como X,4(r,t) = X, (r,t) + Xy, (r, ), tem-se, considerando o
modelo multigrupo de energia sem fonte externa, as equacoes multigrupo da cinética

espacial expressas por:

11



L0 0t) = V- Dyfr,)Vy(r.) — Srylr, 6501 + 3 Sugrg(r, Doy (1, )

vy Ot o
G
+ Z(l — B)xgvy Xyq (xr,1) ) + Z Xd>\ Ci(r
g'=1
P G
aci(n t) = Z Bivg Xy (r, t)¢g/<r7 t) — XiCi(r, 1) (2.6)
g'=1

sendo x% e x;l os espectros de fissao do grupo g para os néutrons prontos e atrasados,

respectivamente.

Esse sistema de equagoes é complexo e de dificil resolucao numérica
devido a grande diferenca nas escalas dos parametros nucleares. Tais sistemas sao
denominados rigidos (”stiff”) e requerem abordagens sofisticadas. Na continuagao
do trabalho serao mostradas representacoes analiticas das solugoes dessas equagoes
nos casos monoenergéticos com um grupo de precursores de néutrons atrasados e no

caso com dois grupos de energia e seis grupos de precursores de néutrons atrasados.

12



3 REPRESENTACAO ANALITICA DA
SOLUCAO DA EQUACAO DE CINETICA
ESPACIAL PARA GEOMETRIA
CILINDRICA

Nesse capitulo sera considerado o problema unidimensional em geome-
tria cilindrica num dominio homogéneo. O modelo estudado é monoenergético com
um grupo de precursor de néutrons atrasados. Salienta-se que sera deixada de forma
explicita a dependéncia do tempo na secao de choque de remocao. Aplicando essas

suposigoes em (2.6) e fazendo as devidas simplifica¢oes tem-se que:

ans(r, t) = DV2¢(r,t) — Sa(t)o(r,t) + (1 — B)wEsé(r,t) + AC(r,t) (3.1)
%C(r, t) = —ACO(r,t)+ priso(rt) (3.2)

sendo 7 a varidvel espacial dada em coordenadas cilindricas e V2 é o operador

laplaciano dado por:

2

V(1. 1) = 2 5(r )+ 560 1) 33)

o

Dada essa identidade, o sistema sera reescrito como

10 0? 10

L050t) = 0 [ Lo+ 2L 600] - Saotrn + (- ssso
+ AC(r,t)

%C’(r, t) = —=AC(r,t)+ BrvEso(r,t), (3.4)

com o dominio dado port > 0e 0 < r < R, e as s condigbes de contorno ¢(R,t) =0

e lim,_,o ¢(r,t) < co. As condigdes iniciais do problema sao:
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¢(r,0) = do(r)

oy = 2 ”Azf 6o(r)

(3.5)
com ¢y(r) denotando o fluxo de néutrons no tempo inicial e A\™! = g1 Z?Zl Bt

A seguir, serao apresentadas algumas defini¢oes que serao de grande

importancia para o entendimento do trabalho. Antes, considere a equacao
d? 1d 9
22 @() o o(r) +7,6(r) = 0

com condi¢oes de contorno

limo(r) < oo,

r—0

¢(R) = 0 (3.6)

tem solugdes dadas por ¢, (r) = Jo(7,7), com Jy sendo a fun¢do de Bessel de primeira
espécie de ordem (. Nesse momento, serao estudadas algumas propriedades dessa

fungao. Considere a seguinte definigao:

Defini¢ao 3.1. Um conjunto de func¢oes f,(z), n =1,2,... é ortogonal em relagao

a uma fungao peso z(x) num intervalo |a,b] se

/ @) (@) fa(@)dz =0, m £, (3.7)

Com isso, enunciamos o seguinte lema:

Lema 3.1. O conjunto {Jo(yor), Jo(n7), ..., Jo(yar),... } € um conjunto ortogonal

com respeito a funcao z(r) =1 em [0, R], e

R
()] = \/ / 2 () dr = %J1<an>, (3.8)

com v, = % e o, > 0 satisfazendo Jo(a,) = 0.
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Como em [10], vamos assumir que uma possivel solugao para as equagoes
(3.4) é dada por uma série que contém o produto de autofungoes ortonormais no

espaco por fungoes no tempo, ou seja

o(r,t) = ngn@)ﬁ(&zﬁ (3.9)
C(rt) = gz&"(”ﬁ({%) (3.10)

Ao substituir as equagoes (3.9) e (3.10) no sistema de equagoes (3.4), e

lembrando que %%(7’) + 1L, (r) = =720, (r), obtemos as seguintes expressoes

8
=
B

2

bl = sy = B Y Sl 2
+ qu\g ;fn(t) ﬁ%:;, (3.11)
V2~ d Jo(yar) _ V2 & Jo(yT)
Tl ey ~ ELS07 0
+ ﬂyz:f\gz%(t) ‘501((21:)). (3.12)

A seguir, multiplicamos as equagoes acima, (3.11) e (3.12), por ‘gr%,

m € N, e em seguida integramos na variavel r de 0 a R. Matematicamente falando,

aplicamos o operador integral

\/5 R JO(’YmT)
f/o (-)T—Jl(am) dr. (3.13)
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Reorganizando as equagoes, temos que

0 R
% > %mwm | ) i

LSRRI [

2 [—vA] /R
+53 T NT (. \Sn t rJi nT J mT dr = 0, 3.14
R2? Z Jl(am)J1(Oén)€ (t) ; oY1) Jo(Ymr) ( )
2 o d 1 R
R? nzzo E&(t) Ji(aum) J1(an) /0 ro(ar) Jomr)dr
2 > [—BVZJC] /R
TR 2 J (ozm)Jl(an)%(t) ; rJo (Y1) Jo(Ymr)dr
2 A R
] > —)fn(t) i rJo(Yar) Jo(Ymr)dr = 0. (3.15)
Como as fungoes Jy(v,r) sdo ortogonais com relagao a funcao z(r) =r

no intervalo [0, R], a integral fOR rJo(Vnr)Jo(Ymr)dr = 0 para m # n. Param = n

obtemos um sistema de equagoes diferenciais ordinédrias dado por

Sonlt) = [FoDG 01l = 0y — 5 (0)] oalt) + 0XE)
S6(0) = Briend) 26 (3.16)

Representamos o sistema de forma matricial como abaixo:

i Pn (t) _
b1 g, (t)

comn=20,1,..., N, sendo N o truncamento da série.

BVZf —A

—oD(2) + o(1 = BIES; — vEa(t) A ] [%(t)
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3.1 Método de Resolucao

A fim de resolver o sistema dado por (3.17) procederemos da seguinte
maneira: Seguindo a ideia de decomposicao, separaremos a matriz do problema
numa parte constante e outra dependente do tempo. O sistema recursivo sera estru-
turado da maneira que segue. A inicializacao da recursao é dada pelo problema com
parametros nucleares constantes cuja solucao é conhecida. Essa solucao é sujeita
as condigoes de contorno do problema original. As demais recursoes sao sujeitas as
condicoes de contorno homogéneas. O sistema recursivo é construido de forma que
os termos de correcoes sao considerados como termos fontes compostos das solugoes
determinadas nas etapas de recursao anteriores. Com intuito de melhorar a notagao,

assumimos que

—vD(v,)? +v(1 = B)rEy v

MC, = n=20,1,..., N, (3.18)
5sz —A
—vY,(t) 0
F(t) = (3.19)
0 0
e
n(t
U, = #alt) . (3.20)
&n(t)
Notemos que os autovalores das matrizes MC,,, com n = 1,2,..., sao

todos distintos. Devido a isso, podemos escrever a exponencial de matriz como
MCht Dpty,—1
et = VetV

onde V,, é a matriz dos autovetores de MC,,, D, é a matriz diagonal, contendo os

autovalores de MC,,, e V.71 é a inversa de V,.
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Aplicando o operador (3.13) com m = n para a condi¢ao inicial, obte-

mos as seguintes expressoes:

2 o Jo(m
ulr) = 00r.0) = Y23 gu0)2021)
n=0 n
V2 [ Jo(VnT) 2 ©n(0) f
E/O ¢0(’I">T Jl(&n) dr = ﬁm/ TJQ(’)/nT)JQ("}/n )d
ou0) = i [ ot (321)
Utilizando a mesma ideia e usando a equagao (3.4), temos para &y(0):
2 &(0) f
0 —)\ﬁm/o rJo(Vnr) Jo(yur)dr

2 wa(0) "
+ BVEfﬁm/o 7Jo (Y1) Jo(ynr)dr.

Simplificando a equagao acima, temos que:

by
gn(o) = \ f@n(o) (322)
Assim, deve-se resolver o problema
d
2 ¥n(t) = MCun(t) = F(t) (3.23)

com condigoes iniciais dadas por (3.21) e (3.22).

Para cada n da sequéncia ,,(t), serdo calculados v,,,(t), tais que ¢, (t) —

¥n(t), da seguinte maneira:

Inicia-se resolvendo o problema

%¢n0(t) - Mcn¢n0(t) - 07

3.24
s = | <) 2
£(0)
cuja solucao é
Uno(t) = € 0 (0). (3.25)
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As demais solugoes surgem ao resolver o problema

Db (t) = MCothyj(t) = F(t)hnj-1)(t),

0 | (3.26)
0
cuja solucao é
t
(1) = / MO F ()i (5)ds. (3.27)
0

A seguir, serao apresentados os resultados numéricos do que fora des-

crito acima, os quais visam ratificar a proposta do trabalho.

3.2 Resultados Numéricos

Nesta se¢ao, analisaremos numericamente a proposta descrita neste
capitulo. Cabe salientar que a menos de aproximacao nas solugoes propostas (trun-
camento nos somatdérios) dado por (3.9) e (3.10) o célculo das recursoes (3.25) e
(3.27) foram feitos analiticamente, pois utilizou-se o programa MATLAB, o qual
possui a capacidade de operar com variaveis simbolicas. Assim, nao foi necessario
utilizar técnicas polinomiais de aproximacao (Splines, por exemplo) e nem métodos
numéricos para o calculo das integrais. Para que possam ser feitas as simulagoes

numéricas, foi utilizada a seguinte condig¢ao inicial:

7"2

go(r) =1-— R (3.28)

sendo que esta condigao satisfaz a equagao (3.6).

Neste momento, apresentamos o conjunto de constantes nucleares uti-
lizadas nas simulacoes. Considerando um cilindro de dimensao 0 < r < 10cm = R,
os parametros cinéticos bem como os parametros das concentracoes de néutrons

atrasados estao apresentados na tabela 3.1:
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Daylem] | 0.96343
vlem/s] | 1.1035- 107
S, [em™Y | 1.5843 - 102

vS [em™1] | 3.3303 - 1072
Als7] 0.08
3 0.0065

Tabela 3.1: Parametros Nucleares [Duderstadt e Hamilton, 1976]

Primeiramente, a fim de validar a proposta da tese, sera comparada a
solucao obtida por meio do método proposto no trabalho com a solucao analitica
dada em [8] para os sistemas (3.16). Enfatiza-se o fato de que ¥, é constante somente
neste primeiro caso, nas demais analises, esta dependerda do tempo. Abaixo, segue
o grafico de 9(t) = Zzzév ©n(t) com 0 < t < 30. Foi utilizado o seguinte critério de

parada nesse, e nos demais casos:

J+1 J
1> eni(t) =D ns(t)] < 1075,
Jj=0 =0
N+1

[ D enlt) =Y ealt)] <107, (3.29)

com t = 15 (metade do intervalo de tempo).

Solucdes
T T T
0012~ Solugao Proposta
> Solugdo Analitica

0.0 - ~. —

0 1 | L L |
o 5 10 15 20 25

Tempo (t)

Figura 3.1: 9(t) - Solu¢do Proposta (J=3, N=5) e Analitica (N=4)
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Como nosso problema, juntamente com as condi¢oes de contorno, sao
invariantes sob transformacao de escala, iremos efetuar a razao entre essas solugoes
obtidas, a fim de analisarmos se a proposta do trabalho recria, de fato, a solugao

analitica. Esse fato também sera utilizado nos demais casos ao longo do trabalho.

4 Raz&o ponto a ponto entre as solugdes obtidas
T T T

o ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30

Tempo (t)

Figura 3.2: Razao entre as solucoes

Uma vez que a razao ponto a ponto foi uma reta, podemos assim verifi-
car que nossa proposta, de fato, reproduz a solugao analitica, ja que esta possui um
grau de liberdade que o problema nao restringe, independentemente se as condigoes
iniciais sao distintas. Consequentemente, cada solugao multiplicada por um fator é
também solucao do problema. Nesse caso, temos que o fator possui o valor de 1.7055.
Seré plotado o gréafico da solucao proposta dividida por esse valor® encontrado e a

solucao analitica.
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w10 Solugdes
8 T T T

Solugdo Proposta’
7 Solugdo Analitica

B(t)
T

e L \ | | 1
0 5 10 15 20 25

Tempo(t)

Figura 3.3: 9(t) - Solugao Proposta (J=3, N=>5) e Analitica (N=4)

Como era de se esperar na figura (3.3) as solugbes estdo sobrepostas,

provando, assim, o que fora dito acima. Agora, segue o grafico da solugao proposta

na tese com a variavel radial inserida (0 < R < 10).

do
do

Fluxo

\\\\i\\\\\
A

10
Raio (1) 10
Tempo ()

Figura 3.4: ¢(r,t) - Solucao proposta na tese

De acordo com o gréafico, podemos notar que o fluxo é maximo no centro
cilindro, sendo que esse vai tendendo a zero a medida que nos aproximamos

contorno do cilindro. Isso era de se esperar ja que em nosso problema temos

condicoes de contorno homogéneas. Também podemos reparar que, fixado um valor

de

R, temos um comportamento analogo ao do gréfico (3.1).

Neste momento, passaremos a analisar diferentes se¢oes de choque de

absor¢ao com dependéncia temporal (X,(¢)). Vale ressaltar que é exatamente nesse

ponto que apresentamos a originalidade da proposta do trabalho, uma vez que

estende-se o trabalho [8], j& que nessa produgao todos os coeficientes das equagoes
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sao constantes. Nas simulagoes a seguir, os parametros nucleares serao os mesmos

da tabela (3.1), e o critério de parada é o mesmo da equagao (3.29).

3.2.1 Secao de Choque Linear

Serd considerada uma segao de choque linear da forma 3, (t) = a-t com
a € R. Para que se possa comparar os resultados obtidos por meio de nossa proposta,
foi utilizado um método numérico denominado ODE15S, o qual é um algoritmo
de ordem variavel, baseado em férmulas de diferenciagao numérica indicado para
problemas Stiff ou algébricos-diferenciais. Mais detalhes sobre o método numérico
ODE15S encontram-se no apéndice A. Como exemplo, sera tomado a = 0.001 para
a construgao dos graficos. Os resultados obtidos para 9(t) sao mostrados na figuras

(3.5).

0.014 T

0012 \
X
N

0008 [~ N -
~ 0006 - ~~ T~ 7

0
/

0.004 [~

0002 — T T -

Figura 3.5: 9(t) - Solugao Proposta (J=3, N=4) e do método ODE15S (N=18)para

9
() = 0.001 - ¢

Na figura (3.5), aparentemente, a solugdo em vermelho, obtida pelo
método numérico ODE15S, também reproduz a solu¢ao do exemplo. Para melhor
verificar esse fato, foi efetuada a razao ponto a ponto dessas solucoes, obtendo, assim,

o seguinte resultado:
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. Raz4o ponto a ponto entre as solugdes obtidas
T T

5 10 15 20 25
Tempo(t)

Figura 3.6: Razao entre as solugoes obtidas para 3,(¢t) = 0.001 - ¢

Diferentemente de quando se comparou a solucao proposta na tese com
a solucao analitica, dessa vez nao obteve-se uma razao constante. Dessa forma,
tem-se que uma das solugoes nao reproduz a real solu¢ao do problema em questao.
Para sanar essa duvida e determinar qual das duas respostas melhor aproxima a
solugao, serao usados os dados numéricos obtidos nas implementagoes numéricas e
o sistema (3.16) a fim de efetuar o cdlculo do termo residual. Vale frisar que na
proposta do trabalho ha o chamado residuo devido ao truncamento, e, no caso do
ODE15S, ha o residuo por aproximacao numérica. Quando o residuo da equacgao é
zero existem dois casos: a solugao é exata ou a solucao ¢ a trivial. Para analisar que
Y(t) é uma medida para o termo residual, inseriu-se a solugao na equacao parcial
original (equagao (3.4)) e integrou-se de 0 a R. Tomando o mddulo, serd denotado
por Ry(t) e Ry(t) o termo residual para o fluxo de néutrons e a concentracao de
precursor de néutrons atrasados, respectivamente. Nos demais casos, ao longo do
trabalho, o calculo do termo residual foi feito de maneira andloga. Abaixo segue o

resultado obtido:
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w10t Termos Residuais
2 T T T T T

Salugao Proposta
18- ODE15S B

T T 1 1
5 10 15 20 25
Tempo(t)

Figura 3.7: Ry(t) - Termos residuais das solugbes obtidas para ¥,(t) = 0.001 - ¢ -
Sistema (3.16)

Do grafico acima, pode-se ver que o residuo da solugao no trabalho foi
menor do que a obtida pelo método ODE15S. Apds o vigésimo segundo, o grafico em
azul vai a zero, enquanto que grafico em vermelho segue com um valor significativo.
Assim, fica evidente a maior eficacia do método do trabalho ao aproximar o sistema

(3.16). Por fim, é apresentado o gréafico da solu¢ao proposta em trés dimensoes.

Fluxo - 6(1,t)

Raio (r) 10

Tempo (t)

Figura 3.8: Fluxo obtido via proposta da tese para 3, (t) = 0.001 - ¢

O grafico obtido é muito semelhante ao da figura (3.4). Novamente, o
fluxo é méaximo no centro do cilindro e tende a zero na medida que aproxima-se da

fronteira. Nota-se também uma grande suavidade na solu¢ao encontrada.
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3.2.2 Secao de Choque do tipo Senoidal

No segundo caso, seré observado o comportamento de ¥(t) para 3,(t) =

0.01- (1 + sen(t)). O gréfico (3.9) mostra os resultados obtidos.

Solugdes

0.015

5 10 15 20 25
Tempo(t)

Figura 3.9: 9(t) - Solugao Proposta (J=4, N=5) e do método ODE15S (N=23) para
Ya(t) =0.01- (1 +sen(t))

Analisando o grafico, temos que é bem notavel a diferenca entre as
duas solugoes fornecidas. Mas, para nao termos duvida entre essa discrepancia,

efetuaremos a divisao entre as solugoes.

12 Razao ponto a ponto entre as solugdes obtidas
T T

15
Tempo(t)

Figura 3.10: Razao entre as solugdes obtidas para ,(t) = 0.01 - (1 + sen(t))
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Como era de se esperar, a razao ponto a ponto nao resultou em uma
reta, mas, sim, em um grafico oscilatério. Sendo assim, para fazermos uma anélise
mais detalhada dos resultados obtidos, efetuaremos o mesmo processo de calculo dos

residuos feito anteriormente.

Termos Residuais

ODE15S
4 Solugio Proposta
35— -
sk / .

Tempol(l)

Figura 3.11: R;(t) - Termos residuais das solugdes obtidas para o sistema (3.16)

Analisando o grafico acima, ve-se que desde o inicio o residuo de ODE15S
é maior do que a proposta do trabalho. Um dos fatores que torna a proposta mais
eficaz deve-se ao fato de que a solugao proposta foi criada para valores genéricos de
t. Dessa maneira, nao ha o risco de propagacao de erro, enquanto que o método
numérico constrdi a solugdo progressivamente (time-step) a partir da condi¢ao ini-

cial. Abaixo, o grafico tridimensional obtido pelo do método proposto na tese.

Fluxo - 6(1,t)

N

\\\
N
NN
Q\\Q\

Raio (1) by 5
Tempo (t)

Figura 3.12: Fluxo obtido pela proposta do trabalho

Na figura, fica evidente a influéncia senoidal bem como o cumprimento

das condigoes de contorno.
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3.2.3 Secao de Choque Degrau

No terceiro e dltimo caso desse capitulo, vamos assumir que ,(t) =
1.5843 - 1072 - H(—t + 10), o qual trata-se numa mudanga instantanea na seciao de
choque de absorciao. Vale ressaltar que o valor 1.5843 - 1072 é o mesmo apresentado

para Y,, dada na tabela (3.1). O resultado é dado pelo grafico abaixo.

Solugdes
T

a0
T
L

Tempo(t)

Figura 3.13: 9(t) - Solu¢ao Proposta (J=2, N=5) e do método ODE15S (N=16)
para %, (t) = 1.5843 - 1072 - H(—t + 10)

Pela figura até o décimo segundo, as duas solugoes comportam-se da
mesma maneira, mas, apos esse tempo, a solucao proposta sofre uma pequena in-
fluéncia em seu comportamento, enquanto que o grafico do método ODE15S sofre
uma alteragao mais brusca, mantendo-se abaixo da solucao em azul até o fim do
intervalo. Foi efetuada a razao entre essas solugoes para que seja feita uma andlise

dos resultados.

Razdo

Tempo()

Figura 3.14: Razao entre as solucoes obtidas para 3, (t) = 1.5843- 1072 H(—t + 10)

Do grafico (3.13) sabia-se que a razao durante os dez primeiros segundos

iria ser um. Apds esse instante, a razao continuou a ser constante, porém, admitindo
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o valor aproximado de 1,5. Para uma melhor andlise dos resultados abaixo, segue o

grafico dos residuos dessas solugoes.

x107° Termos Residuais

ODE158

l ——— Solugéo Proposta
2 \ 1
-
1.5 4 ]
= \ \ / \\
L 4 b.!
8 -
1 s e |
B LY 5
I‘ -\\“\ ~” ~ *
ol e, e
J S e ]
A

Tempo (1)

Figura 3.15: R;(t) - Termos residuais das solugdes obtidas para o sistema (3.16)

A partir do oitavo segundo, tem-se que a solugao proposta no trabalho
torna-se mais eficaz que a solucao dada por ODEI15S e a medida que o tempo
passa essa diferenca vai se atenuando. Assim, como em todos os casos anteriores,
os resultados alcancados pela proposta do trabalho foram melhores que o método
numérico ODE15S. Por fim, segue o gréfico tridimensional da proposta do trabalho

para o caso em questao.

%107

Raio (r) 5

10 5 10 15
Tempo (t)

Figura 3.16: Fluxo - ODE15S com ¥,(t) = 1.5843 - 1072 - H(—t + 10)
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Além do comportamento nos contornos e no centro do cilindro espera-
dos, nota-se a estabilidade da solugao no instante ¢ = 10 segundos, a qual mostra a

eficacia da proposta.
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4 REPRESENTACAO ANALITICA DA
SOLUCAO DA EQUACAO DE CINETICA
ESPACIAL PARA GEOMETRIA
CILINDRICA COM DOIS GRUPOS DE
ENERGIA E SEIS GRUPOS DE
PRECURSORES DE NEUTRONS
ATRASADOS

4.1 Método de Resolucao

Neste capitulo, serd estudada a solucao em representacao analitica da
Equacao de Cinética de néutrons em geometria cilindrica unidimensional com dois
grupos de energia e seis grupos de precursores de néutrons atrasados num dominio
homogeéneo. Sera considerado o grupo rapido de energia como grupo um e o grupo
dois como o térmico, X§ = x¢ = 1, x5 = x¢ = 0 e ¥,5 dependente do tempo.
Reorganizando as equagoes (2.6) e aplicando as suposigoes feitas é obtido o seguinte

sistema de equacoes:

%%Qﬁl (T’, t) = D1V2¢1 (T’, t) — 2r1¢1(r7 t) +
6
(1= B) [1Epé1(r.t) + 1S pda(r )] + > NCi(r,t) (4.1)
i=1
%%qbgo‘, t) = D2v2¢2<7‘, t) — Erg(t)qbg(’f’, t) + 2512¢1 (’I", Zf) (42)
%Q’(T, t) = Bi[Zpoi(r,t) + Xppa(r,t)] — NiCi(r, 1) (4.3)

com i = 1,...,6. sendo A operador Laplaciano definido em (3.3). Com o intuito de

simplificar a notacao vamos reescrever a equacao (4.1). Tomando:
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Ay = uDy,
B, = Ul(l - 5)V12f1 — V12,1,
B, = 01(1 - B)szf%

F;, = v\ para i=1,...,6,

tem-se que,

P 6
ot

i=1

Agora, reorganizando a equacao (4.2) e denotando:

Ay = vyDy,
Bg(t) = —’0227«2 (t)
E2 - E8127

obtém-se que,

£10a(r, 1) = AV 00(1,1) + Balt)6(r, 1) + o (1),

Como antes, reescrevendo as equagoes (4.3) e escolhendo:

H; = BinXp
Ly = 57;V22f2,
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—¢1(r, t) = AiV2¢1(r, ) + Biy (1, t) + E1¢a(r,t) + Z FiC;(r,t).

(4.4)



tem-se que,

0

aC’i(r, t) = Higbl(T, t) + Li¢2(r, t) — )\iCi('r; t) (46)

Essas equagoes sao definidas no dominio (r,t) € (0, R.] X [0, 00) e satis-

fazem as seguintes condigoes iniciais:

¢1(7"70) = ¢1,0(7"),
¢2(r,0) = dao(r),

Ci(r,0) = 5 paSpoolr) + 1aSpatno(r)]. (4.7

parai=1,...,6. As condicoes de contorno sao:

lim 2¢](r t) = 0= lim 2C(?" t),

r—0+ a r—0t a

»j(R,t) = 0=Ci(R,1), (4.8)

Vt >0,i=1,..,6 e j = 1,2. Da mesma maneira que antes, supondo [10] que as

solugoes podem ser expressas por uma série de fungoes dadas por:

bt = ) ‘?f(zf)) (19
Galr,t) = % J“ 7" (4.10)

Cilr) = fZgn (1)

para i = 1,...,6. Substituindo essas expressoes nas equagoes (4.4), (4.5) e (4.6), lem-
brando que as fungoes de Bessel satisfazem a identidade ;%Jo(’yn )+ 2L Jo(Yar) =

—(Yn)?Jo(7ar), chega-se nas seguintes equacoes:
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R & Ji(am) R 4 Ji (o)
ZF (% fj Gt ij@j) BNERE)
Y GO - S )R 4
BQ(t)\g ni:o gozm(t)% 4 @% ni;o ornlt) ‘?l(g;:)) @)
Li\g nf; oan(t) ?1(3)’;:)) - )\i\g nf; Con(®) ﬁ%:; . (4.14)
FEm seguida aplica-se o operador integral
g /0 R(')Tﬁ((ln:)) dr (4.15)
nas equacdes acima. O resultado ¢

2 o Ty L T =~ S 0 e

f 2 ¥1 n(t) f
/0 rJo (V7)) Jo(Ymr)dr + B1— 2 Z m/ rJo(YuT) Jo (YT )dr +

SDZn ) R
Ei— 7 Z A m>/ rJo(Ynr) Jo(Ymr)dr +

Oén Jl(Oé
0 2 Cin(t) R
; " (ﬁ 2% Ti(an) Jr(am) /0 ”0(7”7”>J0<7mr)dr>
(4.16)
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[e.e]

2 = d 1 R 2 )
R2 Z d_ Jl (ctn) T2 (o) /0 rJo(Yur) Jo(ymr)dr = —As— R2 ;(771) ACRIACS)
i 2 — @Q,H(t) i
/o rJo(Vnr) Jo(Ymr)dr + Bg(t)ﬁ g W /0 rJo(Ynr) Jo(Ymr)dr +
RZZjl ;Onlnjl )/ 7nJO('VnT)JO(')’mr)dr'
(4.17)
2 o=~ d 1 R 1
EZ_ ' (t) (Oém)/o TJO(’Yn )J0<7mr R2 Z 7, ;On Jl )

Dy
R o0

2 P2.(t) f
/ rJo(Vnr) Jo(Ymr)dr + Li— i Z W/o rJo(Ynr) Jo(Ymr)dr —

0
R
Z Ji Ozchl )/ 7 Jo(Yn1) Jo(YmT)dr.
(4.18)

Nesse momento, utiliza-se a propriedade de ortogonalidade das funcoes
de Bessel de maneira que o sistema de equagoes é simplificado. Finalmente, é preciso

resolver o seguinte sistema de equagoes, dependendo somente do tempo:

d
23 P1n(t) [—A1(1)* + B1] @1n(t) + Erxgan(t) + > Fiin(t)
=1
d
dt —02.n(t) [—A2(7n)? + Ba(t)] 2n(t) + Eaprn(t)
—Ci,n(t) = Hip1n(t) + Lip2n(t) — NiGin(1) (4.19)
para ¢ = 1,...,6. Pode-se representar matricialmente o sistema acima por:
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P1n(t) —Ai()? + B By
; P2,n () Ly —As(7n)? + Bo(t)
dt Ga(t) | = H,y Ly
i Con(t) | i Hg Lg
comn =20,...,N, sendo N o truncamento da série.

Fs

P1n(t)
902,n(t)
Cl,n(t)

L <6,n (t)

Mais uma vez usando a ideia de decomposicao, a matriz do problema

serd separada numa parte constante e outra dependente do tempo. A inicializagao

trata o problema com parametros nucleares constantes na qual conhece-se a solugao.

Esta solucao é sujeita as condigoes iniciais do problema original e as demais recursoes

possuem condigoes de contorno homogéneas. Como antes, nosso sistema recursivo

¢ feito de maneira que os termos de correcoes sao considerados como termos fon-

tes compostos pelas solugoes encontradas nas etapas anteriores. Sera utilizada a

seguinte notagao:

MC,

Es
Hy

—Ai()? + B
_A2<7n>2

0 0
0 By(t)
0 0
0 0

Ey

Ly

Lg

o O
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P1,n(1)
P2.n(t)
| CG,n(t) ]
para n = 0,1,..., N. Utilizando o operador (3.13), obtém-se as seguintes condi¢oes
iniciais:
NG} R
n(0) = Jo(Vnr)d
o) = s [ o hunar
V2 R
20) = ——— Jo(Ynr)d
e20) = g7 [ ororrdnar
51,,1(0) = % [V12f1g01,n(0) + VQEfg(pQ’n(())] 1= 1, ey 6 (421)

Assim, deve-se resolver o problema
d ~ ~ ~
Ezbn(t) — MCui,(t) = F(t) (4.22)

com condigoes iniciais dadas pelas equagoes (4.27). Na sequéncia Jn(t), serao cal-

culados Jnj (1), tais que {/;nj(t) —s (1), da seguinte forma:

Comeca-se resolvendo o problema

”

(1) —_Mcn{&no(_t) —0,
gol,n(0>

~ 4.23
¢n0(0) - ( )




cuja solucao é

nolt) = €0 1,0(0). (4.24)

As demais solugoes surgem ao resolver o problema

;

00s(8) = MCriths (1) = F(O)hu-0)(0),

4.25
wnj(()) = ( )

!
o o o o o o

cuja solucao é

(1) = / MT05) B (5) g1y (5)ds (4.26)

Na secao que segue, sao apresentados os resultados do que fora desen-

volvido feito nesse capitulo.

4.2 Resultados Numeéricos

Nesta secao, como antes, primeiramente, serd comparada a solugao pro-
posta com o solugao analitica para o caso em que a secao de choque é constante e
num segundo momento serao estudados outros casos. Vale relembrar que o célculo
das integrais (4.26) foram feitas de forma analitica (varidvel simbdlica-MATLAB).

As condigoes iniciais utilizadas foram as seguintes:

G10(1) = gao(r) =1 — ik (4.27)
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Serao apresentados agora os parametros nucleares considerando dois

grupos de energia.

Tabela 4.1: Parametros Nucleares — Grupos de Energia]Duderstadt e Hamilton,

1976]
Parametros | Grupo 1 | Grupo 2
D [em)] 1,0 0,5
vlem/s] 107 3-10°
g [em™1] 0,02 0,08
Yygt1 [em™ 0,01 0
vy [em™ 0,005 0,099

Tabela 4.2: Néutrons Atrasados[Duderstadt e Hamilton, 1976]

1 Bi Ai[s7]
110,00022 | 0,0124
21 0,00164 | 0,0305
31 0,00147 | 0,111
4 | 0,00296 0,31
5 | 0,00086 1,14
6 | 0,00032 3,01

Destacamos o fato de que na tabela (4.1), 3,2 = 0,08 apenas para
no primeiro caso, na qual considera-se este ter o constante. Nas demais andlises
Y2 depende do tempo. Definimos ¢;(t) = ij:l ©in(t) para i = 1,2, sendo que
1 representa o fluxo rapido e 2 o fluxo térmico. O critério de parada foi o mesmo
usado em (3.29). Salientamos também o fato de que serao gerados apenas os graficos
de ¢i(t), para que as andlises nao sejam demasiadamente longas. No gréfico (4.1),

encontram-se as solucgoes obtidas.
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Segao de Chogue Constante
T

Solugao Proposta.
Solugao Analitica

I
5 10 15 20 25
Tempo (t)

Figura 4.1: ¢(t) - Solugao Proposta (J=4,N=6) e Analitica (N=4)

Lembrando que o problema ¢ invariante sob transformagao de escala,
nesse momento, sera efetuada a razao entre as solugoes, a fim de verificar se, de fato,

a solucao é recriada.

Razéio ponto a ponto entre as solugdes obtidas
T T

I I I I I
5 10 15 20 25
Tempo (t)

Figura 4.2: Razao entre as solugoes ¢ (t)

Posto que a razao entre os graficos resultou em uma reta em 1, 3937,
pode-se constatar que o método proposto reconstitui a solucao analitica. Como
antes, serd plotado o grafico entre a solucao proposta dividida por 1,3937 e a solucao

analitica.
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Solugdes
008 .

—— Solugéo Proposta*
Solugdo Analitica_|—

I I I
5 10 15

Tempo(t)

Figura 4.3: ¢i(t) - Solugao Proposta (J=4, N=6) e Analitica (N=4)

Mais uma vez, tem-se que os graficos se sobrepoem, confirmando a

reconstituicao da solucao. Abaixo, seguem os gréaficos do fluxo rapido e térmico

para0 < R<10e 0 <t < 30.

Fluxo Répido

Raio (1) 0

R 0 5
Tempo(t)

Figura 4.4: ®4(r,t) - Solugao proposta na tese

Fluxo Térmico

. o 1 )
Tempo (1)

Figura 4.5: ®4(r,t) - Solugao proposta na tese

Nas duas figuras, pode-se observar que ambos fluxos sao maximos no

centro do cilindro e vao tornando-se menores a medida que o tempo aumenta.
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4.2.1 Secao de Choque Linear

No exemplo que segue, serd analisada uma se¢ao de choque da forma
a-t, a € R. Na figura (4.6), tem-se o grafico de ¢;(t) obtido pela proposta do
trabalho e via ODE15S com a = 0, 001.

Solugdes
T T

Solugao Proposta|_|
ODE15S

5,

5 10 15 20 25
Tempo(t)

Figura 4.6: ¢;(t) - Solugao Proposta (J=3,N=5) e via ODE15S (N=14)

Do grafico pode-se ver que, para esse exemplo, as duas solucoes estao
muito préximas e possuem um comportamento muito similar. Esse fato sera melhor

detalhado ao se efetuar a divisao entre as solugoes.

Razao ponto a ponto entre as solugdes obtidas
3 T T

5 10 15 20 25
Tempo(t)

Figura 4.7: Razao entre as solugoes ¢ (t) para 3,2(t) = 0,001 - ¢

Apesar de quase parecer uma reta, a razao entre as solugoes nao per-
manece constante durante todo o intervalo. Essa diferenca entre as solugoes é mais
acentuada nos primeiros dez segundos e atenua-se depois. Como antes, abaixo segue

o grafico dos termos residuais dessas solucoes.
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107> Termos Residuais
T

ODE15S
9 Salugao Propasta

Residuo

5 10 15 20 25
Tempoit)

Figura 4.8: R;(t) - Termos residuais das solugdes ¢ (¢) obtidas para %,5(t) = 0,001-¢

Ao colocar-se no mesmo grafico os residuos das duas solugoes, no caso da
solucdo proposta tem-se que esse encontra-se abaixo da linha vermelha (ODE15S),
salvo no intervalo em que t € (23,24), aproximadamente. Esse fato demonstra a me-
lhor eficacia da proposta nesse caso. No que segue, tem-se os gréaficos tridimensional

dos fluxo rapido e térmico.

Fluxo Rapido

10

Tempo(t)

Figura 4.9: ®,(r,t) para ,2(t) = 0,001 - ¢
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@00

Tempo(t)

Figura 4.10: ®y(r,t) para X,9(t) = 0,001 - ¢

4.2.2 Secao de Choque do tipo Senoidal

Nesse segundo caso, serd observado o comportamento de ¢ (t) para o

caso Y,9(t) = 0.01 - (1 +sen(t)). Segue o grafico na figura (4.11) abaixo:

Solugdes
T

0016 T

Solugao Proposta
ODE15S =

0.014 [~

0.012

0.008

< ®

0.006

0.004

0.002

5 10 15 20 25
Tempo(t)

Figura 4.11: ¢(t) - Solugao Proposta (J=3, N =5) e via ODE15S (N = 17).

Assim como no caso monoenergético, pode-se ver a influéncia da fungao
seno na solucao. Também é possivel ver uma notéavel diferenca entre as duas solugoes.

Efetuando a razao entre os dados obtidos temos que:
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Razao ponto a ponto entre as solugdes obtidas
T

11 T

1 1 1 1 1
5 10 15 20 25
Tempo(t)

Figura 4.12: Razao entre as solugbes obtidas para ¢;(t) no caso ¥,(t) = 0.01 - (1 +
sen(t)).

Da figura (4.11) era de se esperar que a razao entre as solu¢oes nao
resultasse em um grafico constante. Mais uma vez, obteve-se um grafico oscilatério.

A seguir, serd feita uma analise dos termos residuais dessas solugoes.

7 Termos Residuais
x 10

35 T T T T
| ODE!SS
F | Solugdo Proposta|_|

Residuo

<
g
=
<
f(/
g

S

R R e e G \\/\/J\J__l:_‘/»\
2 5 0 15 z‘e 25

Tempo (t)

Figura 4.13: R;(t) - Termos residuais das solugbes obtidas para o sistema (4.19).

Durante aproximadamente os dois primeiros segundos tem-se que, ape-
sar de muito préximos, o residuo entre a solucao proposta é superior ao do método
ODE15S. Porém, apds esse valor, o cenario é invertido o resultado é que a solucao
proposta no trabalho é mais eficaz ao aproximar o sistema (4.19). Agora serao

apresentados os graficos tridimensionais para os fluxos rapido e térmico.
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Fluxo Rapido

Raio(r) 10 5 10

Tempo(t)

Figura 4.14: ®4(r,t) - Solugao proposta na tese.

%107 Fluxo Térmico

Raio(r) 5

Tempo(t)

Figura 4.15: ®4(7,t) - Solugdo proposta na tese.

Nas duas figuras, é possivel ver que os fluxos sao maximo no centro do

cilindro, e que as condigoes de contorno do problema sao satisfeitas.

4.2.3 Secao de Choque do tipo Degrau
No tltimo caso dessa se¢ao, vamos analisar o comportamento das solugoes

dos sistemas (4.19) para ¥,5(t) = 0,08 H(—t+ 10). Abaixo, seguem os graficos das

duas solugoes estudadas no trabalho.
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Solugdes
T T

Solugao Proposta|_|
ODE15S

5 10 15 20 25
Tempo(t)

Figura 4.16: ¢;(¢) - Solucao Proposta (J=4, N=5) ¢ ODE15S (N=17)

Durante os dez primeiros segundos, as duas solugoes possuem compor-
tamentos similares. Apds esse tempo, a solu¢ao em vermelho (ODE15S) sofre uma
alteragao e passa a ficar abaixo do grafico em azul. Foi feita a razao entre as solugoes

para uma melhor investigacgao.

Razao ponto a ponto entre as solugdes obtidas
3 T T

25 -

05— —

1 1 1 1 1
5 10 15 20 25
Tempo(t)

Figura 4.17: Razao entre as solugoes ¢ (t) para ¥,o(t) = 0,08 - H(—t + 10)

Assim como no caso monoenergético, nos dez primeiros segundos a
razao resultou no valor constante um, e apds t = 10 segundos o grafico continuou a
ser constante, entretanto, com o valor aproximado de 1,7. Por fim, foram computa-

dos os termos residuais das duas solugoes para os sistemas (4.19).
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4 %108 Termos Residuais
T T

ODE15S
Solugao Proposta [

25 -

Residuo
N
T
|

1 L 1 1
0 5 10 15 20 25 30
Tempo(t)

Figura 4.18: R;(t) - Termos residuais das solugoes ¢ (t) para 3,2(t) = 0,08 H(—t+
10)

Do grafico acima, é possivel concluir que o residuo da solu¢ao proposta
é sempre menor que o dado pelo método ODE15S, ja que essa encontra-se sempre
abaixo do grafico em vermelho. Em particular, temos que, visualmente, o grafico em
azul é praticamente zero, de forma que seu residuo é praticamente desprezivel, salvo
no instante ¢t = 10 segundos. Com isso, é possivel concluir que o método proposto
no trabalho possui um melhor desempenho quando comparado ao método ODE15S.

Para fechar, seguem os graficos tridimensionais para os fluxos rapido e térmico.

Fluxo Réapido

[ 1(r,t)

Raio(r) o
Tempo()

Figura 4.19: ®,(r,t) para ,9(t) = 0,08 - H(—t + 10)
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Fluxo Térmico

20

25

Tempo(t) Raio(n)

Figura 4.20: ®y(r,t) para ,9(t) = 0,08 - H(—t + 10)

Pelos graficos, é possivel ver que as condigoes de contorno sao satisfeitas
e que os fluxos sao maximos no centro do cilindro. O gréafico do fluxo térmico foi

girado para que seja possivel visualizar bem o exato momento em que o fluxo sofre

alteracao em seu comportamento.
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5 SECAO DE CHOQUE DE FISSAO
VARIAVEL

Neste ultimo capitulo, serd estudada a solucao em representacao analitica
da Equacao de Cinética de néutrons em geometria cilindrica unidimensional com dois
grupos de energia e seis grupos de precursores de néutrons atrasados num dominio
homogéneo. Diferentemente do capitulo anterior, sera considerada a se¢ao de choque

de fissao dependente do tempo (X2(%)).

A justificativa para se utilizarem dependéncias temporais na secao de
choque de fissao, reside em dois principais fatores. O primeiro é para testar a ro-
bustez do algoritmo em relagao as variacoes do termo "multiplicativo”. E o segundo
fator é que existem concepgoes que consideram combustivel variavel, por exemplo,
um reator tipo Hamm-Untrop (reator alemao de leito de esferas), no qual o com-
bustivel é retirado e reposto durante a operacao e parametros nucleares dependentes
do tempo simulando, por exemplo, a signatura temporal pulsada que ¢ utilizada nas

concepcoes ADS. Dessa maneira, parte-se das equacoes

Uil%gbl(?”, t) = D1V2¢1(r, t) — Equbl (7”, t) +
6
(1= B) [1Ep61(r,t) + 1aEpa(t)da(r, )] + Y NiCi(r,t) (5.1)
=1
i%@(r, B = DyV2(r,t) — Syato(r, ) + St (1) (5.2)
%Cl‘(ﬂ t) == 62 [Zf1¢1 (7’, t) + Ef2¢2<T, t)] — /\,‘Ci<7“, t) (53)

com i = 1,...,6. sendo V? é o operador Laplaciano definido em (3.3). Para simpli-

ficar a notagao, a equagao (5.1) serd reescrita tomando:
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- UlDlv
= U1(1 - B)Vlzﬂ — V12,1,
= Ul(l — ﬁ)l/ngQ(t),

A
B
Eq(1)
ﬁ, = v\ para i=1,...,6,

tem-se que,

—

ot

i=1

Reorganizando a equagao (5.2) e denotando:

Ay = wvaDs,
By = —wuXo
Ey, = U223127

obtém-se que,

£ 0a(r ) = BV 0u(1,1) + Baalr, ) + Ba(1,1),

Da mesma forma, reescrevendo as equagoes (5.3) e escolhendo:

H; = BinXp
Li(t) = pindsl(t),
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(5.5)



tem-se que,

—

a —_~
Considerando as condigoes iniciais e de contorno dadas por (4.7) e (4.8),
respectivamente, e adotando o mesmo raciocinio usado no capitulo anterior, chega-se

no seguinte sistema de equacoes:

J - 6

%@I,n(t) - [ 2 + Bl:| Sol,n 902 n Z

jt%“) - [& 2+B§} £2(t) + Bxpra(t)

%Ci,n(t) = Hﬁpl n(t) + L (t)@zn( ) — AiGin(t) (5.7)

para i = 1,...,6. Representando matricialmente o sistema acima por:

Pral?) ~A()? B B R B || ()
| e B, ~Ao(3)P+ B2 0 ... 0 P2.n(t)
| G | = H, Li(t) Mo 0 CLan(t)

| Ga) || H, Le(t) 0 o A || Gonl®)
comn =20,...,N, sendo N o truncamento da série.

Novamente fazendo-se uso da ideia de decomposicao, a matriz do pro-
blema sera separada numa parte constante e outra dependente do tempo. Inicializa-
se 0 problema com parametros nucleares constantes, no qual conhece-se a solugao.
Essa solucao é sujeita as condicoes de contorno do problema original e as demais

recursoes possuem condigoes de contorno homogeéneas. Seja:
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~ A (1) + By 0 P Fy
E, ~A()?:+By 0 ... 0
m: E\l 0 )\1 O I
H, 0 0 A6
0 E(f) 0 0
0 0 0 0
Fity=|0 Li(t) 0 0o |,
0 Lg(t) 0 0
(&
Spl,n(t)
Q02,n(t)
| Cﬁ,n(t) ]

paran = 0,1,..., N. Desta maneira, deve-se resolver o seguinte problema de valor

inicial

S0u(0) = MC,T,(0) = F () (5:9)

com condigoes iniciais dadas pelas equagoes (4.27). Na sequéncia Jn(t), serao cal-

culados @nj (1), tais que zznj(t) - @n(t), da seguinte forma:
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Comecga-se resolvendo o problema

(1) = MChuo(t) = 0,
©1,n(0)

/

@/D\nO(O) =

cuja solucao é

Buo(t) = MO 0(0).

As demais solugoes surgem ao resolver o problema

(

5003 (1) = MCuhas(t) = F(0)ugn) (1)
0
0
~ 0
0
0
\ L O -

cuja solucao é

t —_— A~ o~
Ii(t) = / M) ()05 (5)ds.
0

5.1 Resultados Numéricos

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

Serao apresentados agora os resultados numéricos para o calculo das

equagoes (5.11) (5.13). Os parametros nucleares constam nas tabelas (4.1) e (4.2).
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As condigbes iniciais sdo as mesmas dadas em (4.27). Dessa vez nao serd feita uma
comparacao entre a solucao proposta e a analitica, pois isso ja foi feito no inicio da

secao 4.2.

5.1.1 Secao de Choque de fissao linear

Considerando X 5(t) = 0,001-¢, temos na figura (5.1) a seguinte solugao

para ¢ (t):

4 103 Solugdes
T T

Solugao Proposta
ODE15S =

0 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25

Tempo(t)

Figura 5.1: ¢;(t) - Solucdo Proposta (J=2, N=4) e via ODE15S (N=13)

Da figura acima vé-se que as solugdes possuem um comportamento similar. Apesar
de ¢y aumentar na medida em que o tempo passa, pode-se notar que o fluxo de
néutrons diminui com o avanco temporal. Sera efetuada a divisao a fim de melhor

explorar esse fato.

Raz&o ponto a ponto entre as solugdes obtidas
3 T T

25 -

05— —

5 10 15 20 25
Tempo(t)

Figura 5.2: Razao entre as solugoes ¢ (t) para Xso(t) = 0,001 - ¢

95



Apesar das solugoes possuirem comportamentos parecidos a razao entre as solugoes
cresce de maneira nao linear. Para ver qual delas melhor aproxima o sistema (5.7),

serao analisados os termos residuais:

Termos Residuais

18 T T T
= ODE155
——— Solugdo Proposta

Residuo

L
E 5 10 15 20 25
Tempo(l)

Figura 5.3: R;(t) - Termos residuais das solugbes obtidas para o sistema (5.7)

Do grafico observa-se que entre t = 7 e t = 12 segundos, aproximada-
mente, os dois graficos encontram-se muito préximos. No entanto, apos esse instante,
o grafico em azul passa a estar abaixo do grafico em vermelho durante o resto do

intervalo. Agora, seguem os graficos dos fluxos rapido e térmico.

Fluxo Rapido

0.01

(r.y)

~ 0.005

I3

Raio(r) 10 5 0
Tempo(t)

Figura 5.4: ®,(r,t) - Solugdo Proposta na tese
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Fluxo Térmico

10 5 10
Raio(r)
Tempo(t)

Figura 5.5: ®o(r,t) - Solugdo Proposta na tese

Pelos graficos é possivel perceber que as condigoes de iniciais e de con-

torno sao satisfeitas. Os comportamentos das solugoes em ambos casos sao similares

aos das figuras (4.9) e (4.10).

5.1.2 Secao de Choque de Fissao do tipo senoidal

Nessa secao, serd analisado ¢; () para o caso Xso(t) = 0,01 (14sen(t)).

O gréfico para esse caso segue abaixo:

%1023 Solugdes
T

Solugao Proposta
ODE15S

5 10 15 20 25
Tempo(t)

Figura 5.6: ¢;(t) - Solugao Proposta (J=4, N=5) e via ODE15S (N=17)

Pela da figura (5.6) pode-se notar um comportamento oscilatério bem
mais acentuado no grafico em vermelho. Aparentemente, as solu¢oes portam-se de
maneira diferente ao longo de todo o intervalo. Sera efetuada a razao entre essas

solucoes para que se possa fazer uma melhor anélise.
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Razao ponto a ponto entre as solugdes obtidas
T

09 ! ! ! ! !
5 10 15 20 25

Tempo(t)

Figura 5.7: Razao entre as solugoes ¢ (t) para Xo(t) = 0,01 - (1 + sen(?))

Como esperado, no grafico (5.7), ndo foi obtido uma reta. Agora, com

os dados obtidos, serao calculados os residuos ao aproximar o sistema (5.7).

Termos Residuais
| I I

ODE158
Solugio Proposta |_|

- A—Fff{
=

10 15 20 25
Tempoit)

Figura 5.8: R;(t) - Termos residuais das solugoes obtidas para o sistema (5.7)

Tem-se que, aproximadamente, durante os trés primeiros segundos o
grafico em vermelho (ODE15S) estd abaixo do gréfico em azul (solugdo proposta),
mas apos esse momento, os papéis se invertem mantendo-se assim durante todo o
resto do intervalo, mostrando a maior eficacia do método proposto. Por fim, seguem

os graficos para os fluxos rapido e térmico com a varidvel radial inserida.
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Fluxo Rapido

P, ()

Raio(r)
Tempo(t)

Figura 5.9: ®,(r,t) - Solugao Proposta na tese

Fluxo Térmico

10

Raio(r) Tempo(t)

Figura 5.10: ®4(r,t) - Solugao Proposta na tese

Pelos graficos (5.9) e (5.10), é possivel ver que temos fluxo maximo no
centro do cilindro e zero quando R = 10cm, ou seja, as condigoes de contorno, bem

como as iniciais, sao satisfeitas.

5.2 Secao de Choque de Fissao do tipo Degrau

No ultimo caso analisado no trabalho, sera estudado o caso em que
Yro(t) = 0,099- H(—t+10). Antes da apresentagao dos resultados, vale ressaltar que
nao constarao os graficos para o caso da ODE15S, pois, o programa nao conseguiu
computar esse caso, alegando que, para obter resultados precisos, era preciso reduzir
o tamanho do passo de integracao permitido, que é de 2.8421717*. Abaixo segue o

grafico de ¢ (t).
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Solugdo
T

5,0

Solugdo Proposta

5 10 15 20
Tempo(t)

Figura 5.11: ¢ () - Solucdo Proposta (J=4, N=6)

Do gréfico acima, pode-se notar um suave aumento no instante ¢ = 10,

que é o exato momento em que inserida influéncia da secao de choque de espalha-

mento. Como agora nao ha a solucao dada pela ODE15S, avanga-se direto para o

estudo dos termos residuais.

x 10" Termo Residual

Residuo

Solugao Proposta

[1] 5 10 15 20
Tempaoit)

Figura 5.12: R;(t) - Termos residuais para o sistema (5.7)

Inicialmente, é possivel dizer que o resultado obtido para aproximar o

sistema (5.7) é satisfatério ao longo de todo o intervalo. Somente no tempo t = 10

segundos ha um pequeno aumento no residuo, o qual ja é imediatamente diminuido

no instante seguinte. Para finalizar, seguem os graficos tridimensionais dos fluxos

rapidos e térmicos, respectivamente.
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Fluxo Rapido

<I>1(r,t)

0.005

10
Raio(r) 0 s

Tempo(t)

Figura 5.13: ®,(r,t) - Solugao Proposta na tese

Fluxo Térmico

P, (1)

10 15 20
Raio(r) s 10

Tempo(t)

Figura 5.14: ®5(r,t) - Solugdo Proposta na tese

Em ambas figuras ha o cumprimento das condigoes de contorno e inici-
ais. No grafico (5.13), nota-se um leve aumento no fluxo no instante ¢ = 10 segundos,

enquanto que em (5.14) o fluxo decresce quase de maneira linear.
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6 CONSIDERACOES FINAIS E
PERSPECTIVAS

Neste trabalho, é apresentada uma representacao analitica da solucao
para as equacoes de cinética espacial de néutrons em geometria cilindrica pela ideia
de decomposicao, tomando uma base adequada de autofuncoes. Os casos contem-
plados foram o de um grupo de energia com um grupo de precursor de néutrons
atrasados e o de dois grupos de energia com seis grupos de precursores de néutrons

atrasados.

Uma das grandes dificuldades enfrentadas no estudo dessas equacoes
é o seu carater 7 stiff "decorrente das significativas diferencas de escalas de tempo
entre os néutrons prontos e atrasados. Sabe-se que os procedimentos numéricos que
analisam tais problemas necessitam de "time-step”, o qual deve ser pequeno para
que nao ocorra propagacao de erro. Entretanto, se o problema requerer um passo de
tempo muito pequeno, a fim de manter a precisao exigida, o tempo computacional
serd bastante elevado. E exatamente nesse ponto que a proposta do trabalho apre-
senta sua originalidade e mostra-se mais eficiente do que a abordagem numérica,
ja que devido a sua natureza analitica a solucao ¢ construida de maneira que as
corregoes feitas a cada recursao valem para qualquer valor de t. Outra peculiari-
dade da producgao é a utilizacao de varidveis simbdlicas para o célculo das recursoes.
Dessa maneira, nao foi necessario empregar técnicas de aproximacgao para computar
as integrais constantes em (3.27), (4.26) e (5.13). A fim de ilustrar o que fora apon-
tado acima, destaca-se a incapacidade do método numérico ODE15S em computar
a solugao no caso em que a secao de choque de fissao é do tipo Heaviside, uma vez

que foi extrapolado o tamanho do passo de integracao.

Nos casos analisados em que a secao de choque de absorcao, bem como

a secao de choque de fissao dependem do tempo, obteve-se sucesso na busca de
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uma representacao analitica da solucao. Os resultados obtidos, juntamente com a
analise do termos residuais para cada caso, mostram a solidez dessa metodologia,
uma vez que a existéncia e a unicidade da solugao é assegurada (Teorema de Cauchy-
Kowalevskaya). Dada a natureza matricial da solugao proposta, cabe observar que
a generalizagao para problemas de cinética espacial, os quais requerem um maior
nimero de grupos de energia, grupos de precursores de néutrons atrasados, bem
como numero de regioes, ¢ imediata. Nota-se também a importancia dessa produgao
no sentido de que, além da simplicidade da solucao, essa ¢ bastante geral, pois é
valida para qualquer secao de choque que possui como representacao uma funcao

arbitraria do tempo.

Ante ao que foi exposto, como trabalho futuro, sugere-se a generalizacao
desse tipo de solugao para problemas tridimensionais e/ou heterogéneos nos modelos
analisados. Sendo assim foi possivel desenvolver um algoritmo computacional capaz
de produzir resultados que auxilie em testes de cdédigos numéricos que possam vir a

ser utilizados em simulagoes de fisica de reatores.
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Apéndice A UMA COMPARACAO COM UM
METODO
NUMERICO DO MATLAB

Nesse capitulo, serao apresentados os detalhes numéricos do programa
utilizado no trabalho. Como é preciso resolver N sistemas de equagoes diferenci-
ais ordindrias com coeficientes nao constantes, dadas por (4.20), usou-se o comando
ODE15s do MATLAB o qual é um método de passo multiplo de ordem variavel base-
ado em férmulas de diferenciagao numérica (NDFs - Numerical Differentiation For-
mulas) e também sao usadas férmulas de diferenciacdo atrasadas (BDF's - Backward
Differentiation Formulas), as quais sdo geralmente menos eficiente. A escolha desse
comando também deveu-se ao fato do problema ser Stiff (em portugués, rigido). En-
quanto que o seu significado é bastante intuitivo, ha muita controvérsia em relagao
a sua correta definicao. A mais pragmatica opiniao é historicamente a primeira
(Curtiss e Hirschfelder 1952): "equacoes stiff sdo aquelas em que certos métodos
implicitos, em particular BDF, sao melhores, geralmente muito melhores, que os
explicitos”. J. D. Lambert define o fenomeno da seguinte maneira: ”Se um método
numérico com uma regiao finita de estabilidade absoluta, aplicado a um sistema
com qualquer condicao inicial, é forcado a usar num determinado intervalo de inte-
gragao um passo de tamanho que é excessivamente menor em relagao a suavidade

da solucao nesse intervalo, entao o sistema é dito stiff naquele intervalo”.

Existem outras caracteristicas que aparecem em muitos problemas stiff,
mas que para cada uma delas ha contra-exemplos. Assim, tais aspectos nao cons-
tituem boas definicoes. No entanto, definigoes baseadas nessas caracteristicas sao
geralmente utilizadas por alguns autores e sao boas pistas para detectar se um pro-
blema é ou nao stiff. Lambert se refere a esses atributos como ”declaracoes” ao invés

de definigoes, pelos motivos citados acima. Algumas delas sao:
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e Um problema ¢ stiff quando requerimentos de estabilidade, e nao de

precisao, restringem o comprimento do passo.

e Quando alguns componentes da solu¢ao decaem muito mais rapido que

outros.

No problema estudado ha uma grande discrepancia nas escalas dos
parametros nucleares, isso justifica a escolha do programa ODE15s. No que segue,

é descrito esquema numeérico utilizado.

O principal problema é analisar métodos que podem ser utilizados para

resolver problemas de valor inicial

y = F(t,y)

num intervalo [to,ts], com y(ty) = yo. Os métodos para problemas stiff permitem a

forma mais geral

M(t)y' = f(t,y)

com M(Y) sendo uma matriz ndo-singular e (muitas vezes) esparsa. Como em
muitos problemas, o problema tipico em MATLAB é resolvido interativamente e os

resultados gerados graficamente.

Uma nova familia de férmulas para resolver problemas stiff, chamados
formulas de diferenciacao numérica, NDF’s, serd estudada. Essas sao mais eficientes
que as formulas de diferenciacao atrasadas, BDF’s, embora algumas das formulas de
ordem superior sao menos estaveis, porém, sao de facil implementacao. Uma maneira
de mudar o tamanho do passo nessa representacao é desenvolvida em MATLAB, de

maneira a ser compacta e eficiente.
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A.1 Férmulas Implicitas para Sistemas Stiff

Os BDF’s consistem em métodos bastante utilizados para resolver pro-
blemas stiff. Quando o tamanho do passo é uma constante h e diferencas para tras

sao usadas, a féormula de ordem k, BDFk, para um passo de (t,,yn) a (tne1, Yns1) €

k
1
>V s = WP (b, ynr) = 0. (A1)

m=1
A equagao algébrica para y, 1 é resolvida com uma simplificada iteragdo de Newton.
A iteracao inicia com valor pré-dito

k
Yoy = Z V" (A.2)

m=0
O termo lider do erro de truncamento BDFk pode ser aproximado por

1 1

hk+1 (k+1) ~ vk—i—l ) A3
A tipica implementagao de um cédigo BDF mais geral tem um passo

de tamanho quase constante. Isso quer dizer que as férmulas utilizadas sao aquelas

para um tamanho de passo constante, e esse tamanho mantém-se o mesmo durante

uma integragao, a menos que haja uma boa razao para que isso se altere (depende

do problema analisado). Em geral, esses cddigos podem variar sua ordem durante

uma integracao.
A.1.1 Férmulas de Diferenciacao Numérica

Notando que o valor pré-dito em (A.2) possui uma memdria maior que
(A.1), Klopfenstein [11] e Reiher [12] investigaram como obter uma melhor estabi-

lidade. Klopfenstein estudou métodos da forma

k
1
Z Evmynﬁ-l — hF(tni1, Yns1) — 6% (Yns1 — y’fzo—i)—l) =0 (A4)

m=1
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a qual denominou férmulas de diferenciagao numérica, NDF’s. Aqui, x é um parametro

Bl

=17 O papel do termo

escalar e os coeficientes 7y, sao dados pela igualdade v, = >

adicionado ao BDFk é dado pela identidade

0
Ynt+1 — ?/7(1421 = Vk—Hyn—i—l

e a aproximagao dada em (A.3) é o erro de truncamento do BDFk. Segue que para
qualquer valor do parametro k, o método é de ordem (pelo menos) k e o termo lider

do seu erro de truncamento é

1
R e L

Para ordens 3 — 6, Klopfenstein e Reiher acharam numericamente que o k que
maximiza o angulo de A(a)-estabilidade. Como BDF?2 ja é A-estével, Klopfenstein
considerou como escolher x de maneira a reduzir o erro de truncamento o maximo
possivel, mas, ainda, mantendo a A-estabilidade. A escolha 6tima foi k = —1/9,
produzindo, assim, um coeficiente de erro de truncamento metade da BDF2. Isso
implica que, para tamanhos de passos suficientemente pequenos, NDF2 pode atingir

a mesma precisao que a BDF2 com um passo cerca de 26% maior.

As féormulas derivadas por Klopfenstein e Reiher para ordens maiores
que 2 nao sao tao eficientes devido ao prego pago para se obter estabilidade, re-
duzindo, assim, sua eficiéncia. Em contrapartida, foram encontrados valores de s
que tornaram os NDF’s mais precisos que os BDF’s e nao muito menos estaveis. O
termo lider de erro de truncamento nao pode ser tomado muito pequeno, se nao ele
dominaria, e a formula nao se comportaria como o esperado em tamanhos de passos
realisticos. Devido ao fato que a formula de segunda ordem de Klopfensteins me-
lhora de maneira étima a precisao ainda mantendo a L-estabilidade, isso serve como
um método de ordem 2 para familia NDF em questao. Correspondentemente, era de
se esperar a mesma melhora na eficiéncia (26%) para ordens 3-5. Isso vem ao prego
de estabilidade reduzida e nao pretende-se reduzir o angulo de estabilidade para
mais de 10%. A procura foi feita numericamente. Os resultados sao apresentados

na tabela A.1.

69



Ordem | Coef. NDF | % da taxa | Ang. de Ang. de % de mudanca
k K do passo | estab. BDF | estab. NDF | no ang. de estb.
1 —0.1850 26% 90° 90° 0%
2 -1/9 26% 90° 90° 0%
3 —0.0823 26% 86° 80° —7%
4 —0.0415 12% 73° 66° —10%

Tabela A.1: As NDF’s de Klopfenstein-Shampine - Eficiéncia e A(«)-estabilidade

em relacao as BDF’s

A férmula de primeira ordem NDF'1 tem a forma

Ynt1 — Yn — KYns1 — 2Un + Yn—1) = hF (tns1, Yns1)-

A fronteira da regiao de estabilidade de um método linear de passo miiltiplo consiste
nos pontos z na qual a equacao caracteristica p(f) — zo(f) = 0 tem uma raiz 6 de
magnitude 1. O método de localizar raizes encontra a fronteira sendo um subcon-
junto de z = p(0)/o(0) com 6 = exp(iy)) atingindo todos nimeros de magnitude 1.
Para NDF'1, tem-se

Re(z) =1 — (1 — 2k) cos(v)) — 2k cos? (1))

e uma condicao suficiente para a férmula ser A-estavel é 1 — 2k > 0. Como em

outras ordens, temos uma melhora na eficiéncia de 26% com x = —0.1850.

A.1.2 Mudando o Tamanho do Passo

Diferengas para tras sao muito adequadas para implementar as NDF’s
em MATLAB, uma vez que seu algoritmo basico pode ser feito de maneira compacta
e eficiente. Sera apresentada agora uma forma de mudar o tamanho do passo, o qual

também é facilmente adaptado a linguagem.
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Quando a integracao alcanca o ponto t,, hé valores de solugao dis-

poniveis y(t,_;) em t,_; = t, — jh para j = 0,1,...,k. O polindémio interpolador
é
k j—1
P(t) =y(ta) + ) Vﬂy(tn)ﬁ [T —tam)
j=1 m=0

Por definicao V/P(t,) = V7y(t,). Nessa representacio, a solugio é mantida na

forma do atual valor y(¢,) e tem-se uma tabela de diferengas para tras da forma
D = [VP(t,), V*P(t,),....V*P(t,)] .

Mudando para um novo tamanho de passo h* # h, calcula-se P(t) em t* =t, — jh*

para j =0,1,...,k e entao forma-se
D* = [V*P(t,), V*P(t,),...,.V*P(t,)] .

Equacionando as duas representagoes de P(t) chegamos a seguinte identidade

k j—1 k j—1
: , 1
*7 _4* — J - _
> VP [1 0= ) = S VP55 T =t
7=1 m=0 j=1 m=0
Calculando essa identidade em ¢ = ¢ para r = 1,...,k, chegamos ao seguinte

sistema de equacgoes

k k

> VIP(t)U; =Y VIP(t,) Ry,

Jj=1 J=1

o qual é em termos matriciais D*U = DR. As entradas da matriz U de tamanho

k X k sao
e =
Ujr = j'h*j H(tn—r - tn—m) = F H(m - T)'
m=0 m=0

A matriz U satisfaz a identidade U? = I. Isso implica que D* = D(RU), sendo
esse 0 esquema usado para a mudanca no tamanho do passo. As entradas de U sao
inteiros que nao dependem de h nem de k. Em termos de p = h*/h # 1, as entradas

de matriz R de tamanho k x k sao
19
By =5 T =ro)
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A matriz R deve ser formada cada vez que o tamanho do passo é alterado. Isso é
feito de maneira simples usando a funcao cumprod do MATLAB. Da mesma forma
que a alteracao da representacao, por meio de multiplicagao de matrizes, que é feita
em uma unica linha. Em MATLAB, essa forma de mudanca no tamanho do passo

é feita eficientemente.

A.2 O Programa ODE15s

O programa ODE15s é a implementacao dos NDF’s com tamanho de
passos quase constantes em termos de diferencas para tras. Ha opcoes que nos
permitem integrar com os BDF’s com uma ordem méxima menor do que a padrao
que é 5. A identidade

L k
1., (0) m
El EV Ynt+1 = ’Yk(ynﬂ - yn+1) + Z Vm V" Yn

m=1

mostra que a identidade (A.4) é equivalente a

k
(1= 8% Wnsr — Uh) + D Y V™Y — BF (o1, Yns) = 0.

m=1

Na simplificada iteracao de Newton, a correcao da atual iteracao

i+1 i i
yfzi—l) = ygil +A0

¢é obtida resolvendo

h . h ‘ ‘
R R N AR I S LR
( (1 — k)W ) (1 — k)Y (et i) (U1 = Vi)

Aqui J é uma aproximagcao para o Jacobiano de F'(t,y) e

k
1
U=r—"—> V'
(1= K)vk mZ=1

é uma quantidade que é fixa durante o calculo de ¥, 1. E melhor obter a quantidade

V* 1,1 como o limite de

i i 0
d" = Z/r(u)rl - yfw)l

72



calculado das equacoes

J0HD — i) 4 AW
WD = 0

Muitas das taticas adotas para a formulagao do método foram encon-
tradas nos cddigos DIFSUB [13], DDRIV2 [14], LSODE [15] ¢ VODE [16], Em
particular, extrapolacao local nao é feita. A selecao do tamanho do passo inicial
seguiu a ideia de Curtis [17] que observa que formando derivadas parciais de F (¢, y)
em tg, é possivel estimar o 6timo tamanho de passo inicial. Em MATLAB, é natural
guardar uma copia da matriz Jacobiana. Dos cddigos citados, somente o VODE
explora essa possibilidade. Também é natural monitorar a matriz de iteracao a cada
mudanca na ordem ou no tamanho do passo. A taxa de convergéncia é monitorada e
a iteracao e terminada se pré-ditado que a convergéncia nao foi atingida em quatro
iteragoes. Isso deve ocorrer, mas, caso nao um novo Jacobiano é formado. Caso

contréario, o tamanho do passo é reduzido.

Esse esquema de reutilizar Jacobianos significa que quando o Jacobiano
é constante, ODE15s ird formar um Jacobiano em toda a integracao. Além disso,
o cbdigo ira gerar muito poucos Jacobianos quando aplicado a problemas que nao
sao stiff. ODE15s compete muito bem com cédigos para problemas nao-stiff devido
a isso e a eficiente algebra linear do MATLAB. O objetivo desse apéndice foi o de
mostrar quais as ferramentas numéricas que o ODE15S utiliza para computar seus

calculos, tendo em vista que esse método ¢ adequado para problemas stiff.
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Apéndice B  DEMONSTRACAO DO LEMA
(3.1)

Lema B.1. O conjunto {Jo(nr), Jo(yar), ..., Jo(yar), ...} € um conjunto ortogonal

com respeito a fungao z(r) =1 em [0, R], e

R
HJO(%LT)H = \//0 TJOQ('YRT)dT = %Jl(an)7 (B'l)

com v, = ¢ e a, > 0 satisfazendo Jo(a,) = 0.

Demonstragao: Supde u = Jo(7,7) e w = Jo(Ymr), com n # m e 7y, Y, constantes.

Iremos admitir que u e w satisfazem as equagoes:

" +u 4 (v)?ru = 0 (B.2)

rw” +w' 4+ (y)?rw = 0 (B.3)

Multiplicando (B.2) por w, (B.3) por u, e subtraindo-as, temos

r(uw —uw”) + (Vw —uw') = (2 —2)ruw
d
(e —w)] = (7, = )ruw

integrando a equacao acima obtemos

(v2, — 72) /ruwdr = r(u'w — uw') (B.4)
assim
r
/TJ0<'VnT)J0(7mT)dT = m [y Jo () Jo(m) = Y Jo (Ym) Jo ()] -
(B.5)

Ajustando os limites de integracao em (B.5), podemos concluir que o conjunto em
questao é ortogonal, isto é:
R

2 _ 2 [VHJ(S(VnR)JO('YmR) - '7mJ(,]('7mR)J0(’)/nR)] =0.

R
rJo (V1) Jo(Ymr)dr =
/0 0O} olmr)dr = 23—
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Agora se m = n, multiplicamos (B.2) por 2ru’:

d
2ru’ o [ru'] 4+ 292r*ud’ = 0
r

d
o [P (W) + yor*u®] — 292ru® = 0.
r

Integrando a equacao acima temos:

r*(u)? +2r*u? = 272/7’u2d7’

T2

T‘]g(%r)dr = 5 [‘]g(%ﬂ") + Jf(%ﬂ“)] )

272 / PR r)dr = 2RI () + R (T ()

e pelo teorema fundamental do calculo

R

MoGur P = [ st = | [ + )]

0
2

= L 0n) + )] ~0

R2
= 7J12<O‘n)'

Com isso, podemos dizer que o conjunto

V2 V2 V2

{mJo(%?‘), WJO(%T’), ey WJO(%T), e }

consiste de um conjunto ortogonal de fungdes em r € [0, R].

)

(B.7)



