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RESUMO

Um anel noetheriano S satisfaz a propriedade (¢) se todas as extensoes es-
senciais ciclicas de S-modulos simples sao artinianas. Anéis noetherianos com esta
propriedade verificam a Conjectura de Jacobson, que é um famoso problema em
aberto em teoria de anéis. Neste trabalho investigamos esta propriedade em anéis
de operadores diferenciais R|[f; d], onde R é um anel comutativo noetheriano e § uma
derivacao de R. Mais especificamente, estudamos condigoes necessarias e suficientes
para que R[f; 0] satisfaca (¢), quando R é um anel d-simples e, também, no caso em
que este é um anel d-primitivo. Além disso, caracterizamos os anéis de operadores
diferenciais C[z, y][0; d] que satisfazem (¢).

Palavras-chave: Anéis de operadores diferenciais. Extensoes essenciais ciclicas.
Moédulos simples. Anéis d-simples. Anéis d-primitivos.



ABSTRACT

A Noetherian ring S satisfies the property (¢) if any cyclic essential extension
of simple S-modules are Artinian. Noetherian rings with this property verify Jacob-
son’s Conjecture, which is a famous open problem in ring theory. In this work we
investigate this property in differential operators rings R[0; ¢, where R is a commu-
tative Noetherian ring and ¢ is a derivation of R. More precisely, we study necessary
and sufficient conditions for R[0; ] to satisfy property (¢) whenever R is a J-simple
ring and also for the case where it is a d-primitive ring. Furthermore, we characterize
the differential operator rings Clx, y][0; 0] satisfying (o).

Keywords: Differential operator rings. Cyclic essential extensions. Simple mo-
dules. d-simple rings. d-primitive rings.
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INTRODUCAO

Dizemos que um anel noetheriano R satisfaz a propriedade (¢) se todas as

extensoes essenciais ciclicas de R-mddulos simples sao artinianas.

O estudo desta propriedade é motivado pela seguinte questao, colocada por
Nathan Jacobson: se R é um anel noetheriano, entao a intersecao das poténcias do

radical de Jacobson J(R) é zero, isto é, ﬂ J(R)" =0.

n=1

Em homenagem a Jacobson, este problema ficou conhecido como Conjectura
de Jacobson. A mesma é uma generalizagao do Teorema da Intersecao de Krull
(ver [43, Corollary 8.25]), para anéis comutativos. A primeira versao da conjectura
foi apresentada por Jacobson em seu livro “Structure of rings” (ver [19, Remark,
pdg. 200]), no ano de 1956, onde a hipdtese da noetherianidade foi considerada
unilateralmente. No entanto, em 1965, Herstein [18] construiu um contra-exemplo
com anel de matrizes triangulares, o que levou a reformulacao do problema para

exigir que o anel fosse noetheriano bilateralmente.

A Conjectura de Jacobson foi resolvida para certas classes de anéis. Em 1974,
Jategaonkar mostrou que os anéis FBN satisfazem a Conjectura (ver [22, Theorem
3.7]). O pilar da sua demonstracao reside no fato de todo mdédulo finitamente
gerado com socle essencial, sobre um anel FBN, ter uma série de decomposigao (ver
Corolario 1.3.3). Mas, isto é equivalente a dizer que extensoes essenciais ciclicas
de médulos simples, sobre anéis FBN, sao artinianas e, assim, satisfazem (¢) (ver

Proposigao 1.3.4).



Na verdade, Jategaonkar mostrou que a propriedade (¢) implica a Conjectura
de Jacobson, conforme mostra o Teorema 1.3.6. Desde entao, esta propriedade
comecou a ser estudada de modo independente por varios algebristas, obtendo-se
classes importantes de anéis para os quais a propriedade ocorre ou nao, conforme

veremos no final da Secao 1.3.

Este trabalho tem como principal objetivo investigar a propriedade (¢) em
anéis de operadores diferenciais R[0;¢], onde R é um anel comutativo noetheriano
e 0 é uma derivacdo de R. Primeiro, notemos que o estudo da propriedade (¢)
a esquerda e a direita coincidem nestes anéis, visto que R[0;6] ~ R[0;§]°P, onde
RI[0; 5]°P é o anel oposto de R[f;d]. Ainda, é importante ressaltarmos que a estrutura

dos anéis de operadores diferenciais R[f;d] depende do anel base R e da derivagao

J.

Uma classe importante de derivagoes sao as localmente nilpotentes. Recente-
mente, no artigo “Injective hulls of simple modules over differential operator rings”
[3], Carvalho, Hatipoglu e Lomp mostraram que, se R é uma K-élgebra afim co-
mutativa e 0 é uma K-derivagao localmente nilpotente, entdo R[f;0] satisfaz (¢).

Disso, surgiu a seguinte questao: o que podemos dizer a respeito da reciproca deste

resultado?

Ainda em [3], é demonstrado que, dado um dominio comutativo noetheriano
livre de Z-tor¢do R com derivagdo nao nula § tal que R é §-primitivo, se RI[0; ]
satisfaz (¢), entao R é d-simples. Este fato nos motivou a investigar a propriedade
(¢) em anéis de operadores diferenciais R[f;0], no caso em que R é J-simples e,

também, quando este é J-primitivo.

Em [37], Musson mostrou que os anéis de operadores diferenciais K |x][f; ]
nao satisfazem (o) para as derivagoes d(z) = 2", onde n > 1. Carvalho, Hatipoglu
e Lomp [3] generalizaram os exemplos de Musson, provando que K |[z][f; 4] satisfaz

(¢) se, e somente se, §(x) = A, para algum A € K. Nesta pesquisa, tivemos também



como objetivo estudar outros exemplos de dlgebras afins R, fornecendo condigoes

necessérias e suficientes para que R[f; 0] satisfaga (¢).

Dividimos este trabalho em 5 capitulos. No Capitulo 1, introduzimos os pré-
requisitos necesséarios para um melhor entendimento do texto. Comecamos fixando
algumas notagoes e nogoes elementares relacionadas com a teoria de anéis e modulos.
Também, lembramos de alguns fatos sobre modulos injetivos com o objetivo de ca-
racterizar a propriedade (¢). Dedicamos a terceira secao deste capitulo para con-
textualizar com maiores detalhes a propriedade (¢), que é o objeto de estudo desta
pesquisa. Além disso, introduzimos conceitos e propriedades fundamentais sobre

derivacoes e anéis de operadores diferenciais.

Ja no Capitulo 2, estudamos os anéis de operadores diferenciais R[f; 0] quando
R é um anel §-simples. E importante ressaltarmos que a d-simplicidade de R esta
relacionada com a simplicidade de R|[f; d] (ver Teorema 1.5.3). Na Segao 2.1, apresen-
tamos condicoes suficientes para a existéncia de extensoes essenciais ciclicas nao arti-
nianas de R[#; §]-mddulos simples (Teorema 2.1.8). Obtemos também uma condicao
suficiente para que R|0; d] satisfaca (<) (Proposic¢ao 2.1.10). Na Secao 2.2, aplicamos
os resultados da secao anterior para dominios de fatoracao tnica e K-dominios afins.
O principal resultado deste capitulo nos mostra que a propriedade (¢) em R[0; §] estd
ligada com a dimensao de Krull de R (Teorema 2.2.2). Ademais, na Se¢ao 2.3, obte-
mos informagoes a respeito da dimensao de Krull de R e R[f; §] quando R é d-simples

e d é localmente nilpotente simultaneamente (Proposi¢ao 2.3.4).

No Capitulo 3, investigamos os anéis de operadores diferenciais R[0; 4] quando
R é um anel é-primitivo. Na Secao 3.1, mostramos que, se R é um K-dominio
afim, entdo R é d-primitivo e § # 0 se, e somente se, R[f;0] é um anel primitivo
(Teorema 3.1.2). Como consequéncia, caracterizamos os anéis de operadores di-
ferenciais primitivos que satisfazem (¢) (Coroldrio 3.1.3). Na Secao 3.2, obtemos

uma condi¢do necessaria e suficiente para que R[0;4] satisfaga (¢) quando R tem



dimensao de Krull 1 (Teorema 3.2.4). Como aplicagao, classificamos completamente
os anéis de operadores diferenciais K|z, z7!][0; ] com a propriedade (¢) (Corolério
3.2.7) e apresentamos um exemplo de anel R[f;¢] satisfazendo (¢) com a derivacao

0 nao localmente nilpotente (Exemplo 3.2.8).

No Capitulo 4, consideramos o caso em que R é uma K-algebra afim de di-
mensao de Krull 2. Na Secao 4.1, mostramos que, se R nao possui ideais maximais
que sao d-ideais, entao R[0; 0] satisfaz (¢) se, e somente se, R é d-primitivo (Teorema
4.1.3). Também, apresentamos condigoes suficientes para que R[f; 0] nao satisfaga
(¢) (Proposigao 4.1.10). Na Secao 4.2, mostramos que a caracteriza¢ao da primiti-
vidade de Clz, y][0; 0] estd relacionada com os elementos de Darboux irredutiveis de
Clz,y] (Proposigao 4.2.2). O principal resultado deste capitulo caracteriza os anéis

de operadores diferenciais C[z, y|[0; 6] que satisfazem (¢) (Teorema 4.2.3).

Por fim, no Capitulo 5, apresentamos algumas consideragoes sobre o estudo da
propriedade (¢) em RI[f;d] quando R é um K-dominio afim de dimensao de Krull

> 2 ou o anel de séries de poténcias formais K[[z]].



CapiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos as defini¢oes e resultados bésicos que serao
utilizados ao longo deste texto. Tomaremos a liberdade de omitir as demonstragoes
da maioria dos resultados, visto que muitos deles sao conhecidos na literatura. Para

maiores detalhes, o leitor podera consultar [12], [28], [29] e [40].

1.1 Conceitos Basicos

Comecamos fixando algumas notacgoes. O anéis utilizados neste trabalho sao
sempre associativos com unidade. A caracteristica de um anel R, denotada por
char(R), é o menor inteiro positivo n tal que nl = 0. Quando este inteiro nao
existe, dizemos que R tem caracteristica zero. Dizemos que R é livre de Z-torgao se,
para todon € N e r € R tal que nr =0, implica n = 0 ou r = 0. A palavra ideal I
significa que I é ideal a esquerda e a direita simultaneamente e escrevemos I <R. O
conjunto dos ideais primos (respectivamente maximais) é chamado espectro primo
(respectivamente espectro mazimal) e serd denotado por Spec(R) (respectivamente
Max(R)). O radical de Jacobson de R é a intersegao de todos os ideais maximais a
esquerda e serd representado por J(R). Notemos que J(R) é, também, a interse¢ao
dos ideais maximais a direita. Seja K um corpo. Entao, iremos nos referir a R como
um K-dominio no caso em que R é uma K-algebra e um dominio. Se o anel R é

finitamente gerado como uma K-algebra, dizemos que R é uma K -dlgebra afim.

Seja R um anel qualquer. No decorrer deste texto, todos os R-mddulos serao



sempre considerados com a agao a esquerda. Dizemos que um R-mddulo M é simples

se M # 0 e seus tnicos submddulos sao os triviais, isto é, 0 e M.

Um R-modulo M é semisimples se todo submodulo de M é um somando direto.
Um anel R é semisimples se R visto como um R-mddulo a esquerda for semisimples,

e isto ¢ equivalente a dizer que todo R-mddulo ¢é semisimples (ver [12, Theorem 4.4]).

O socle de um R-médulo M é a soma de todos os submoddulos simples de M
e sera denotado por soc(M). Notemos também que o socle de um R-mdédulo M é

uma soma direta de submddulos simples de M (ver [12, Proposition 4.1]).

Dizemos que um R-médulo M é noetheriano (respectivamente artiniano) se
toda cadeia estritamente ascendente (respectivamente descendente) de submddulos
estaciona. Um anel R é dito noetheriano (respectivamente artiniano) se R visto como

um R-médulo & esquerda e a direita é noetheriano (respectivamente artiniano).

Uma série de composicao para um R-médulo M é uma cadeia
O:MongggMS:M

de submédulos de M tal que M;/M,; 1 é simples, para todo 1 < i < s. O com-
primento da série de composicao é o nimero de inclusoes da cadeia acima, neste
caso, s. Quando M tem uma série de composicao, dizemos também que M tem
comprimento finito. Um R-médulo M é noetheriano e artiniano se, e somente se,

M tem comprimento finito (ver [12, Proposition 4.8]).

Um R-médulo M é chamado fiel se seu anulador
anng(M) ={a € R|aM =0}

for nulo. Dizemos que um anel R é primitivo se existir um R-moédulo simples e fiel.
Um ideal I é primitivo se o anel quociente R/I é primitivo. Notemos que I é um
ideal primitivo de R se, e somente se, I é o anulador de um R-mdédulo simples (ver

[28, Proposition 11.4]).



Sejam R um anel comutativo e P € Spec(R). A altura de P, denotada por
ht(P), é o supremo dos comprimentos de todas as cadeias de ideais primos distintos

contidas em P, isto é,
ht(P) = sup{n € N | existe uma cadeia Py C P, C ... C P, =P, P, € Spec(R)}.

A dimensao de Krull de um anel comutativo R, denotada por K.dim(R), é definida

como sendo o supremo de todas as alturas dos ideais primos de R, ou seja,
K.dim(R) = sup{ht(P) | P € Spec(R)}.

No caso comutativo, a dimensao de Krull é conhecida também como dimensao

classica de Krull .

Seja R um anel (nao necessariamente comutativo). A dimensao de Krull de
um R-mddulo M, denotada por K.dimpg(M), caso exista, serd definida como se-
gue: K.dimg(M) = —1 se, e somente se, M = 0. Se a > 0 é um ordinal tal
que K.dimg(M) nao é menor que «, entdao K.dimgr(M) = «, se para toda cadeia
descendente My O M; DO My O ... de submédulos de M, existir um inteiro po-
sitivo n tal que K.dimg(M;/M;1) < «, para todo i > n. Observamos que, M é
artiniano nao nulo se, e somente se, K.dimg(M) = 0. Se N é um submédulo de
M, entao K.dimg(M) = max{K.dimg(N), K.dimg(M/N)} (ver [12, Lemma 15.1]).
Além disso, se M é noetheriano, entdo a dimensao de Krull de M sempre existe (ver
[12, Lemma 15.3]). A dimensao de Krull a esquerda (respectivamente a direita) de
um anel R é a dimensao de Krull de R visto como um R-médulo a esquerda (respec-
tivamente a direita), e denotamos por L.K.dim(R) (respectivamente r.K.dim(R)).
No caso em que LK.dim(R) = r.K.dim(R), escrevemos apenas K.dim(R). Para
anéis comutativos noetherianos, esta definigdo coincide com a nogao cldssica (ver

[12, Theorem 15.13]).

Um R-médulo M é chamado a-critico se K.dimg(M) = a e K.dimg(M/N) <

a, para todo submddulo nao nulo N de M. Usando o fato que K.dimg(M) =



max{K.dimg(N), K.dimg(M/N)}, obtemos que todo submédulo ndo nulo de um
modulo a-critico é a-critico. Dizemos que um modulo M é critico se este for a-

critico, para algum ordinal a.

Seja R um anel comutativo. Dizemos que A é um sistema multiplicativo de R
se0 g A 1€ Aeaxy € A, para todo x,y € A. Denotaremos por RA™! o anel de
fragoes de R com respeito ao sistema multiplicativo A e 7 : R — RA™! a aplicacao
canénica dada por r — r171. Dado um ideal I de R, denotamos por IA™! a extensao
do ideal I ao anel RA™! com respeito a 7, ou seja, [A™' = RA™'x(I). Dizemos
que um ideal I de R é A-saturado se I = {r € R |rxz € I para algumz € A}.
Notemos que, se I é A-saturado e ra— € TA™!, entao r € I. Além disso, existe uma

correspondéncia biunivoca entre os conjuntos:
{I<R|INA=geléA=saturado} «» {ZT<RA™ | T # RA™'}.

Em particular, se A = {z'|i € N}, para algum x € R nao divisor de zero, repre-
sentamos RA™! por R, e, no caso em que A = R\ P, para algum P € Spec(R),

denotamos RA™! por Rp e IA™! por Ip.

No caso em que R é um anel qualquer, dizemos que A C R é um conjunto de
denominadores a direita se satisfaz as seguintes condigoes: i) A é um conjunto de Ore:
A é um sistema multiplicativo de R e, paratodor € Rex € A, rANzR # @;1ii) A é
reversivel 4 direita: paratodor € Rex € Atal que zr = 0, existey € A tal que ry =
0. O conjunto de denominadores a esquerda é definido simetricamente. Denotaremos
por RA™! (respec. A7 R) o anel de fragoes a direita (respec. o esquerda) de R com
respeito ao conjunto de denominadores a direita (respec. a esquerda) A. Notemos
que, se A C R é um conjunto de denominadores a direita e a esquerda, entao
RA™!' ~ A71R (ver [46, Corollary 1.3]). Além disso, é importante ressaltarmos que,
em um anel noetheriano a direita (respec. a esquerda), todo conjunto de Ore a
direita (respec. a esquerda) é um conjunto de denominadores a direita (respec. a

esquerda) (ver [12, Proposition 10.7]).



Sejam M um R-moédulo e A um conjunto de Ore & esquerda de R. O conjunto
ta(M)={m € M|am = 0 para algum a € A}

¢ um submdédulo de M chamado de submddulo de A-tor¢ao de M (ver [12, Lemma

4.21 (b)]). No caso em que t4(M) = 0, dizemos que M & livre de A-tor¢ao.

1.2 Mobdulos Injetivos

Nesta se¢ao, relembraremos alguns fatos basicos sobre médulos injetivos. Para

maiores detalhes o leitor podera consultar [12] ou [29].

Um R-médulo F é chamado injetivo se para todo R-monomorfismo f : M — N
e todo R-homomorfismo g : M — FE, existir um R-homomorfismo h : N — FE tal

que ho f = g. Isto é, o diagrama abaixo comuta:

00— M- N

l s
s/

g s

, 3h

E

Por exemplo, se R é um anel semisimples, todo R-médulo é injetivo (ver [28,
Theorem 2.9]). Em particular, todo espago vetorial é injetivo. Por outro lado, Z nao
¢ injetivo como Z-modulo, pois o homomorfismo ¢ : 2Z — Z, dado por g(2n) = n,

nao pode ser estendido para um homomorfismo h : Z — Z.

A seguinte proposicao é conhecida na literatura como “Critério de Baer”.
Proposicao 1.2.1. Seja E um R-mddulo. As sequintes condi¢coes sao equivalentes:
(1) E € injetivo;

(2) Para todo ideal & esquerda I de R, todo R-homomorfismo f : I — E pode ser
estendido a um R-homomorfismo f': R — E;
(3) Para todo ideal a esquerda I de R e todo R-homomorfismo f : 1 — E, eziste

m € E tal que f(a) = am, para todo a € I.

9



Demonstracao: As equivaléncias (1) < (2) e (1) & (3) seguem de [29, Baer’s

Criterion 3.7] e [12, Proposition 5.1] respectivamente. m

Um R-médulo V' é dito divisivel se xV = V', para todo elemento regular x € R.
Usando [29, Proposition 3.17] e o Critério de Baer 1.2.1, obtemos que todo R-mdédulo
injetivo é divisivel e, se R for um dominio de ideais principais a esquerda, entao os
R-médulos divisiveis sao exatamente os R-moddulos injetivos. Por exemplo, Q é um

Z-modulo divisivel e, portanto, é um Z-modulo injetivo.

O proximo resultado mostra que todo médulo pode ser imerso em um maédulo
injetivo.
Proposicao 1.2.2. [12, Proposition 5.4] Todo mddulo é um submddulo de um

modulo injetivo.

Veremos que, para todo médulo M, existe um moédulo injetivo “minimal”
entre os moédulos injetivos que contéem M, além disso, este é Unico, a menos de

isomorfismo.

Uma extensao de R-modulos N < M é dita extensao essencial se, para todo
submédulo nao nulo L de M, tivermos L NN # 0. Denotamos uma tal extensao
por N <. M. Equivalentemente, N <. M se, e somente se, para todo m € M\ {0},
existir 7 € R tal que rm # 0 e rm € N. Por exemplo, é facil ver que Z <, QQ, como

Z-modulos.

Proposicao 1.2.3. [12, Proposition 5.6] Sejam L, N e M R-mddulos tais que
L<N<M. Entao, L <, M se, e somente se, L <, N e N <., M.

Seja M um R-moédulo, um fecho injetivo para M é um R-mddulo injetivo que
é uma extensao essencial de M. Por exemplo, Q é um fecho injetivo para Z, como

Z-modulos.

Teorema 1.2.4. [12, Theorem 5.12, Proposition 5.13] Todo mddulo tem um inico

fecho injetivo, a menos de isomorfismo.
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No decorrer deste trabalho, denotaremos o fecho injetivo de um R-moédulo M

por E(M).

1.3 A propriedade (¢)

Nesta secao, apresentamos o conceito e uma caracterizacao da propriedade
(¢), juntamente com os aspectos histéricos que motivaram o seu estudo. Também,

listamos alguns exemplos conhecidos da literatura envolvendo esta propriedade.

1.3.1 Contexto Historico e Motivacao

Em 1974, Jategaonkar [22] mostrou, em seu trabalho “Jacobson’s conjecture
and modules over fully bounded Noetherian rings”, que os anéis FBN satisfazem a
Conjectura de Jacobson. A peca-chave usada por Jategaonkar em sua demonstracao
fez surgir uma propriedade que pode ser aplicada a varias outras classes de anéis
noetherianos, para validar tal conjectura. Nosso objetivo aqui é apresentar mais
detalhes sobre os principais resultados utilizados por Jategaonkar que deram origem
a propriedade (¢) e, também, mostrar que os anéis que possuem esta propriedade

satisfazem a Conjectura de Jacobson. Iniciamos com a definicao de anéis FBN.

Um anel R é dito limitado a esquerda se todo ideal a esquerda essencial de R
contém um ideal que é essencial como ideal a esquerda. Dizemos que R é FBN (Fully
Bounded Noetherian) a esquerda se R é noetheriano a esquerda e todo quociente
primo R/P é limitado a esquerda, para todo P € Spec(R). Definimos anéis FBN a
direita de modo analogo. Um anel R é chamado FBN se R é FBN a esquerda e a

direita. Para mais detalhes, ver [12].

Sejam R um anel FBN e M um R-médulo finitamente gerado. Uma série

basica de um R-mododulo M é uma cadeia
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de submédulos de M tal que B;/B;_; é maximal entre os submédulos a;-criticos de
M/B;_1, onde «; é a menor dimensao de Krull possivel de um submédulo nao nulo

de M/B;_, para todo 1 <i < n.

Em [22, Theorem 3.1], Jategaonkar mostrou que todo médulo finitamente ge-
rado M sobre um anel FBN tem pelo menos uma série basica e dadas duas séries
bésicas {A4;|1 <i < n}e{B;|1 <i<m} de M, entdo n = m e existe uma per-
mutacao 7 sobre {1,...,n} tal que A;/A;_1 ~ By /Bri-1), para todo 1 < i < n.
O ntmero de inclusoes n da cadeia acima é chamado de comprimento da série e sera
denotado por ¢(M) = n. Isto mostra que se {B;|1 < i < n} é uma série bésica
de M, entao a sequéncia {K.dimg(B;/B;_1)|1 < i < n} independe da série bésica
usada para defini-la. Esta sequéncia é chamada de sequéncia de dimensao de Krull
de M. No préximo resultado, Jategaonkar fornece algumas informacoes sobre tais

sequencias.

Teorema 1.3.1. [22, Theorem 3.4 (2)] Seja M um mddulo finitamente gerado sobre
um anel FBN. Entao:

(i) A sequéncia de dimensdo de Krull de M ¢é ndo-decrescente com K.dimg(M)

como (M )-ésimo termo;

(11) Um ordinal o aparece na sequéncia de dimensdao de Krull de M se, e somente

se, M contém um submodulo a-critico.

Sejam « um ordinal e M um médulo sobre um anel FBN. Dizemos que M é
a-suave se todo os termos na sequeéncia de dimensao de Krull de todos submédulos
finitamente gerados de M é a. Notemos que todo submoédulo nao nulo de um médulo

a-suave é claramente a-suave.

Corolario 1.3.2. [22, Theorem 3.5] Seja R um anel FBN. Entao:

(i) Um R-mddulo finitamente gerado é a-suave se, e somente se, todo termo em

sua sequéncia de dimensao de Krull € o;
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(11) Uma extensao essencial de qualquer R-mddulo a-suave € a-suave.

Demonstracio: (i) (=) E imediato.

(<) Seja M um R-médulo finitamente gerado tal que todo termo na sua
sequéncia de dimensao de Krull é . Entao, pelo Teorema 1.3.1 (ii), qualquer
submodulo critico de M é a-critico. Como o mesmo vale para qualquer submédulo
N de M, novamente, pelo Teorema 1.3.1 (ii), segue que todo termo na sequéncia de

dimensao de Krull de N é «. Portanto, M é a-suave.

(ii) Sejam E uma extensao essencial de um R-médulo a-suave M e N um
submodulo finitamente gerado qualquer de . Como M <, E e N < FE, temos
que (M N N) <. N. Além disso, M N N é a-suave. Precisamos mostrar que todo
termo na sequéncia de dimensao de Krull de N é a. Mas, pelo Teorema 1.3.1 (ii),
basta mostrarmos que todo submodulo critico de N é a-critico. De fato, seja L
um submédulo critico de N, assim L é (-critico, para algum ordinal . Como
(MNN) <. N, temos que LN M é um submédulo nao nulo de L e, portanto, LN M
¢ também [-critico. Por outro lado, como L N M é um submoddulo S-critico de
M N N, segue do Teorema 1.3.1 (ii) que [ deve aparecer na sequéncia de dimensao
de Krull de M N N. Agora, o fato de M N N ser a-suave implica que 5 = a, como

queriamos mostrar. m

Corolario 1.3.3. /22, Corollary 3.6] Seja R um anel FBN. Entdo, todo R-mddulo

finitamente gerado com socle essencial tem uma série de composicao.

Demonstragao: Seja M um R-mddulo finitamente gerado qualquer e considere-

mos soc(M) = @Vi o socle de M, onde V; é um submddulo simples de M, para
i€l

todo i € I. Suponhamos que soc(M) <, M. Como R é noetheriano e M é um

R-médulo finitamente gerado, temos que M é noetheriano e, assim, a soma direta

acima deve ser finita, isto é, soc(M @ Vi. Por [12, Corollary 15.2], segue que

K.dimg(soc(M)) = max{K.dimg(V;) |1 < i <n} =0. Aplicando o Teorema 1.3.1
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(i), obtemos que todos os termos da sequéncia de dimensao de Krull do soc(M) é
0. Logo, pelo Corolério 1.3.2 (i), segue que o soc(M) é O-suave. Agora, usando o
Corolario 1.3.2 (ii), obtemos que M é 0-suave. Como o tltimo termo da sequéncia de
Krull de M é K.dimg(M ), concluimos que K.dimg(M) = 0 e, assim, M é artiniano.

Logo, M ¢ noetheriano e artiniano e, portanto, M tem uma série de composicao. m

O fato de todo médulo finitamente gerado com socle essencial, sobre um anel
FBN, ter uma série de composicao foi a peca-chave para Jategaonkar mostrar que

os anéis FBN satisfazem a Conjectura de Jacobson (ver [22, Theorem 3.7]).

Proposicao 1.3.4. Seja R um anel. Se todo R-mddulo finitamente gerado com
socle essencial tem uma série de composicao, entao toda extensao essencial ciclica

de R-mddulo simples é artiniana.

Demonstragao: Sejam V um R-mddulo simples e M uma extensao essencial
ciclica de V. Notemos que V' < soc(M) < M e, como V <, M, pela Proposicao
1.2.3, segue que soc(M) <, M. Por hipdtese, M tem uma série de composigao e,

portanto, M é artiniano. m

Devido ao Corolario 1.3.3, a reciproca da proposicao acima é verdadeira para
anéis FBN. Aqui nasceu a seguinte questao: para quais anéis noetherianos R, ex-

tensoes essenciais ciclicas de R-moédulos simples sao artinianas.

Definigao 1.3.5. Dizemos que um anel noetheriano R tem a propriedade (¢) se

todas as extensoes essenciais ciclicas de R-moédulos simples sao artinianas.

O préximo resultado mostra que os anéis com propriedade (¢) satisfazem a
Conjectura de Jacobson. Este fato tem sido a principal motivacao para varios alge-

bristas se interessarem no estudo desta propriedade.

Teorema 1.3.6. Sejam R um anel noetheriano e J(R) seu radical de Jacobson. Se

R satisfaz (¢), entao ﬂ J(R)" =0, isto €, R satisfaz a Conjectura de Jacobson.

n=1
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Demonstracao: Para cada z € R\ {0}, consideremos F, = {I <, R|z ¢ I} a
familia dos ideais a esquerda de R que nao contém z. Notemos que F, # &, pois
0 € F,. Como R é noetheriano, existe I, € F, maximal, para todo = € R\ {0}.

Além disso, temos que ﬂ I, =0.
z€R\{0}

Consideremos o R-médulo (Rz + I,)/I,. Dado um submdédulo nao nulo J/I,
de (Rx + 1,)/I,, como I, C J e I, é maximal entre os ideais que nao contém zx,
obtemos que =z € J. Logo, Rx + I, C J e, portanto, J = Rx + I,. Isto mostra que
(Rx + 1,,)/1, é simples.

Agora, afirmamos que a extensao de R-médulos (Rx + 1)/, < R/I, ¢ essen-
cial. De fato, seja U um submdédulo nao nulo de R/I,. Entao existe a+ I, € U com

a & I, e, assim, I, C Ra + I,. Pela maximalidade de I, obtemos que x € Ra + I,

=

isto é, existem r € Rebe [, taisquex =ra+be
rla+ 1) =ra+lL,=x—b+ 1, cUN((Rx+1,)/1,).

Umavez que r(a+ I,) =z —b+ I, =x+ 1, e x & I, segue que r(a+ I,) # 0 e,
consequentemente, U N ((Rx + I,)/1,) # 0.

Pela propriedade (¢), segue que R/I, é artiniano, para todo z € R\ {0}. Como
R/I, é também noetheriano, este tem comprimento finito. Logo, existe n, > 1 tal

que J(R)" - (R/I;) =0, ou seja, J(R)"* C I, para todo x € R\ {0}. Portanto,
ANIg®" < (| JB™ < (] L=0,
n=1

como queriamos mostrar. m

1.3.2 Caracterizacao
Um R-mdédulo M é dito localmente artiniano se todo submddulo finitamente
gerado de M é artiniano.

O préximo resultado fornece outras maneiras de definir a propriedade ().
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Proposicao 1.3.7. Seja R um anel noetheriano. As sequintes condicdes sao equi-

valentes:

(1) R satisfaz (©);
(2) Fechos injetivos de R-mddulos simples sao localmente artinianos;

(3) Eztensoes essenciais finitamente geradas de R-mddulos simples sao artinianas.

Demonstracao: (1) = (2) Sejam N um R-mddulo simples e E(N) o fecho injetivo
de N. Devemos mostrar que E(N) é localmente artiniano. De fato, dado um
submédulo finitamente gerado nao nulo M de E(N), escrevemos M = 7 | Rm,.
Uma vez que 0 # Rm; < E(N)e N <. E(N), temos que Rm; NN # 0. O fato de N
ser simples implica Rm; NN = N e, consequentemente, N < Rm;. Disso, segue que
N < Rm; < E(N). Aplicando agora a Proposicao 1.2.3, obtemos que N <, Rm;,
ou seja, Rm; é uma extensao essencial ciclica do R-moédulo simples N. Por hipotese,
Rm,; é artiniano, para todo 0 < i < s e, assim, @@;_, Rm, também o é. Consideremos
o R-epimorfismo natural ¢ : @;_, Rm; — M. Portanto, M ~ (@;_, Rm;)/ker(y)

é artiniano, como desejavamos.

(2) = (3) Sejam N um R-médulo simples e N <, M uma extensio essencial
finitamente gerada de N. Vamos mostrar que M é artiniano. Para isso, consideremos
E(N) o fecho injetivo de N, i: N < M e j : N < FE(N) as inje¢oes canonicas de
R-médulos. Temos o seguinte diagrama:

i

N M
jj k//z'h
(

E(N)

0

Como E(N) é injetivo, existe h : M — FE(N) tal que hoi = j. Afirmamos que h
¢ injetora. Suponhamos o contrario, isto é, ker(h) # 0. Como 0 # ker(h) < M e
N <. M, temos que ker(h)NN # 0. Da simplicidade de N, segue que ker(h)NN = N

e, consequentemente, N C ker(h). Desse modo, para todo z € N, temos =z = j(x) =
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(hoi)(x) = h(zx) = 0, ou seja, N = 0, contrariando o fato de N ser simples. Logo
h é injetora e, portanto, M ~ h(M) < E(N). Uma vez que E(N) é localmente
artiniano e M é um submdédulo finitamente gerado de E(N), concluimos que M é

artiniano.

(3) = (1) E imediato. m

Observacgao 1.3.8. Sejam R e S anéis, 7 : R — S um epimorfismo de anéis e M
um S-médulo qualquer. Entao M tem uma estrutura de R-mddulo com a seguinte
acao: r-m = m(r)m, para todo r € R e m € M. Além disso, é ficil ver que se gV
é um S-mdédulo simples e ¢ M é uma extensao essencial ciclica de ¢V, entao gV é
um R-moddulo simples e g M é uma extensao essencial ciclica de g/N. Portanto, se R

satisfaz (¢), entdo S satisfaz (¢), ou seja, toda imagem epimérfica de R satisfaz (©).

1.3.3 Exemplos

(1) Os anéis artinianos e os V-anéis (um anel R é um V-anel se todo R-médulo

simples é injetivo) satisfazem trivialmente (¢).

Em [20], Jain, Lam e Leroy fornecem condigdes necessarias e suficientes para

que as extensoes de Ore K[#; 0, 4], sobre um anel de divisdo K, sejam V-anéis.
(2) Os anéis comutativos noetherianos satisfazem () [34] e [35];
(3) Os anéis FBN satisfazem (o) [22];

(4) Os anéis noetherianos semiprimos de dimensao de Krull 1 satisfazem (o) [4] e
[7]. Em particular, a primeira dlgebra de Weyl A,(K) = K[z][0;0,] satisfaz

().

(5) O plano quantico, isto é, a algebra gerada por elementos = e y que satisfazem

a relacdo yxr = quxy, satisfaz (o) se, e somente se, ¢ é raiz da unidade [5];
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(6) A dlgebra de Weyl quantizada, isto é, a élgebra gerada por elementos = e y
que satisfazem a relagdo yr = qxy + 1, satisfaz (¢) se, e somente se, ¢ é raiz

da unidade [5];

(7) A dlgebra envolvente U(sla(K)), onde K é um corpo de caracteristica zero,

satisfaz (o) [7];

(8) A dlgebra envolvente U(H), onde H é a dlgebra de Lie de Heisenberg, isto é,
a C-dlgebra gerada por elementos z, y e z satisfazendo as seguintes relagoes:

[z,y] =z e [x,z] =0 =y, 2|, satisfaz (o) [17];

(9) Certas dlgebras down-up A(a, 3,7) sobre um corpo K de caracteristica zero.
Estas sao K-édlgebras associativas cujos geradores u e d satisfazem as seguintes

relacoes:

d*u = adud + Bud® + ~d
du® = audu + Bu*d + yu.

Ala, B,7) satisfaz (o) se, e somente se, as rafzes de X? — aX — 3 sdo raizes

da unidade [4], [5] e [37].

(10) Os anéis de grupo Z|G| e K[G], onde K é uma extensao algébrica de um corpo

finito e G é um grupo policiclico por finito, satisfazem (o) [21] e [42].

1.3.4 Contra-exemplos

(1) Sejam K um corpo de caracteristica zero e G um K-espago vetorial com base
Y, Lo, L1, ..,T,_1. Entdo G tem uma estrutura de algebra de Lie com as se-

guintes relagoes:
[zi,25] =0, [vo,yl =m0 e vyl =7+ 700,

para todo 1 < ¢ < n — 1. Consideremos U(G) a algebra envolvente de G.
Tomemos I = 3"y — 1)(x; — DU(G) e J = (y — DU(G). Em [38], Musson
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mostrou que U(G)/I é uma extensao essencial ciclica nao artiniana do U(G)-

moédulo simples J/I, concluindo que U(G) nao satisfaz (¢).

Seja A, = C{xy,...,Tpn,Opy, ..., 0z, ) an-ésima algebra de Weyl sobre C. Con-
sideremos o elemento
o=+ Y <Z /\zxzyz> + Z(% + i)
i=2 =2
Em [45, Corollary 1.4], Stafford mostrou que A,/x;aA, é uma extensao es-
sencial ciclica do A,-médulo simples A, /z1A,, de dimensao de Krull n — 1.

Logo, A, nao satisfaz (¢), para todo n > 1.

Em [11], Goodearl e Schofield construiram uma extensdo finita a esquerda
L D K de anéis de divisao tal que L contém um elemento « transcendente a

direita sobre K. Considerando o anel de matrizes triangulares

o ( 10 Kl >

e os seguintes ideais a direita

(50 () ()

onde M = (t—a)L[t]. Goodearl e Schofield mostram que I/H ¢é um S-médulo
a direita simples e JJ/H é uma extensao essencial ciclica ndo artiniana de I/H.

Observamos que, neste caso, o radical primo de S ¢é

(o) 70

e, por [28, Proposition 10.16], temos que S néo é um anel semiprimo. Portanto,
este ¢ um exemplo de anel noetheriano (ndo semiprimo) de dimensao de Krull

1 que nao satisfaz (¢) (ver Exemplo (4) da Secao 1.3.3).

Sejam K um corpo de caracteristica zero e a € K[x] \ K. Em [3], Carvalho,

Hatipoglu e Lomp mostraram que os anéis de operadores diferenciais S =
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K|z][0; a0;] ndo satisfazem (o). Na demonstracao, eles tomam o € K tal
que « nao é raiz de a e consideram o S-modulo a esquerda SM@, onde M =
K[z](z — ). Disso, obtém-se que S/SME é uma extensao essencial ciclica nao

artiniana do S-mdédulo simples S0/SM6.

1.4 Derivacoes

Nesta secao, apresentaremos o conceito de derivacao, bem como, algumas de
suas propriedades e exemplos. Omitiremos as demonstragoes de alguns resultados,
sendo que elas podem ser encontradas em [14] ou [40]. No que segue, R sempre

denotarda um anel comutativo e K um corpo de caracteristica zero.

Uma aplicagao aditiva d : R — R é dita uma derivagao de R se
d(ab) = 0(a)b+ ad(b),

para todo a,b € R. Nao ¢ dificil mostrar que §(1) = 0 e §(a") = nd(a)a™*, para
todo inteiron > 0 e a € R. Se R é uma K-algebra, dizemos que uma derivagao ¢ é

uma K-derivagao se 6(aa) = ad(a), para todo o € K e a € R.

Exemplo 1.4.1. [40, Theorem 1.2.1] Sejam R = K{z1,...,x,] o anel de polinémios
sobre um anel K e 0,, = 0/0,, a derivagao parcial em relagdo a z;. Entao toda

K-derivagao de R é da forma

0 =a10y + -+ ay0,,, onde ay,...,a, € R.

Seja I um ideal de R, dizemos que I é um d-ideal (ou I € §-estdvel) se 6(I) C I.
Por exemplo, os ideais triviais 0 e R sao sempre d-ideais. Um anel cujo os 1nicos

0-ideais sao os triviais diz-se d-simples.

Proposicao 1.4.2. Seja R um anel comutativo com uma derivacdao 6. Consideremos
I = {(ai,...,as) um ideal finitamente gerado de R. FEntao, I é um d-ideal se, e

somente se, 6(a;) € I, para todo 0 <i <'s.
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Demonstragao: Suponhamos que [ é um d-ideal. Entao, obviamente 6(a;) € I,
para todo 0 < i < s. Reciprocamente, assumimos que d(a;) € I, paratodo0 <i < s.
Dado a = )7 ma; € I, temos que d(a) = > 7 0(ri)a; + Y ;_, 7:6(a;) € I, pois

a;,0(a;) € I. Portanto, I é um J-ideal. m

Exemplo 1.4.3. Seja R = K[x] com K-derivagao . Entao,
R é o-simples se, e somente se, 6 = ad,, para algum o € K \ {0}.

De fato, seja 6 uma K-derivacao de R. Entao, pelo Exemplo 1.4.1, sabemos que
0 = ad,, para algum a € R. Suponhamos que R é -simples. Entao, a # 0 e, assim,
I = Ra é um d-ideal ndo nulo de R. Logo I = R e, portanto, a = a € K \ {0}.
Reciprocamente, seja § = a0, com o € K \ {0} e I um é-ideal nado nulo de R.
Sabemos que existe b € R tal que I = Rb e deg(b) = n > 0. Suponhamos, por
absurdo, que n > 1. Como I é um d-ideal de R, temos que §(b) = cb, para algum
c € R. Logo
deg(0(b)) = deg(c) + deg(b) > deg(b) = n.

Por outro lado, o fato de deg(d(b)) = deg(ad, (b)) implica que deg(d(b)) = n—1, que
é um absurdo. Logo n = 0, ou seja, b =\ € K \ {0} e, consequentemente, I = R.

Portanto, R é d-simples.

O conjunto R° = {r € R|d(r) = 0} é um subanel de R, conhecido como

subanel de constantes de R.

Proposigao 1.4.4. Seja R um anel comutativo com derivacdo §. Se R € d-simples,

entdo R? é um corpo.

Demonstragao: Dado um elemento nio nulo a € R’ entdo §(a) = 0 e Ra = R,

ja que R é d-simples e Ra ¢ um J-ideal nao nulo de R. Logo, existe a=! € R. Assim
0=26(1) =8(aa ) =d(a)a" +ad(a™") = ad(a™).
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Como a ¢ invertivel, §(a™!) = 0 e, consequentemente, a™* € R. m

Dado I um ideal de R, é facil verificar que o conjunto
([:6)={reR|"(r)el,¥Vn >0}

é um d-ideal de R contido em I. Além disso, para qualquer d-ideal .J tal que J C I,
temos que J C (I :0), isto é, (I : §) é o maior d-ideal de R contido em I. No caso
em que R é uma K-élgebra e P é um ideal primo de R, o seguinte resultado mostra

que (P :0) também serd um ideal primo de R.

Proposicao 1.4.5. [14, Proposition 1.1] Seja R um anel com deriva¢io . Se P é
um ideal primo de R e char(R/P) =0, entao (P : §) é primo.

Em geral, o resultado acima nao ocorre quando char(R/P) = p > 0. Por
exemplo, consideremos R = Zs|x,y| com a derivagdo § = yd, + x0, e P = Ru.
Como char(R/P) =2, ht(P) =1 e P nao é um Jd-ideal, por [6, Proposition 5.3 (b)],

obtemos que (P : §) = Rz? e, consequentemente, (P : §) ndo é primo em R.

O proéximo resultado mostra que toda K-algebra d-simples é um dominio.

Proposicao 1.4.6. Seja R uma K-dlgebra com derivacao d. Se R é d-simples,

entao R é um dominio.

Demonstragao: Seja P um ideal primo de R e consideremos o d-ideal (P :
9). Como R é é-simples e (P : §) C P C R, obtemos que (P : 4) = 0. Como
char(R/P) = 0 (pois R é uma K-algebra) e P é primo, pela Proposicao 1.4.5, segue

que (P :9) =0 é um ideal primo de R. Portanto, R é um dominio. m

Um elemento nao nulo a € R é chamado elemento de Darbouz com respeito a
J se existir b € R tal que d(a) = ba. Por simplicidade, iremos nos referir a a apenas
como elemento de Darboux, sem mencionar a derivacao d, sempre que o contexto
for claro. Em outras palavras, a € R é um elemento de Darboux se, e somente se,

Ra é um §-ideal nao nulo de R.
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O resultado abaixo mostra que, em um dominio de fatoragao unica (DFU), os

fatores irredutiveis de um elemento de Darboux também sao elementos de Darboux.

Proposigcao 1.4.7. Sejam R um DFU que é uma K-dlgebra com derivacdo 6 e a

um elemento de Darboux. Entao:

(1) Se a =pq e mde(p,q) =1, entdo p e q sao elementos de Darbouz;

(2) Se a = pi*---pt, onde cada p; é irredutivel em R e n; > 0, entdo p; € um

elemento de Darboux, para todo 1 <1 < s.

Demonstragao: (1) Seja b € R tal que d(a) = ba. Entao bpg = ba = d(a) =
d(pq) = 6(p)q + pd(q), de onde segue que 6(p)g = p(bg — d(q)). Logo p | d(p)q e,
como mdc(p, ¢) = 1, obtemos que p | d(p), ou seja, p é um elementos de Darboux.

Analogamente, mostra-se que ¢ € um elemento de Darboux.

(2) De (1) decorre que p;* é um elemento de Darboux, para todo 1 < i < s.
Assim existe b; € R tal que bip = 5(p*) = nypl '6(p;). Logo, 8(p;) = n; ‘bip; e,

portanto, p; € um elemento de Darboux, paratodo 1 <i<s. m

Sejam R um anel comutativo com derivagao § e A um sistema multiplicativo
de R. Consideremos RA™! o anel de fragoes de R com respeitoa Aenm: R — RA™!
a aplicacao candnica r — r1~!. Entdo ¢ se estende de modo tnico a uma derivacao

04 : RA™Y — RA™! tal que m6 = d4m. A derivacdo 64 é definida por
da (ra™t) = [0(r)x — ro(x)]a™?,

para todo rz~! € RA™!. Quando o contexto for claro, denotaremos d4 simplesmente

por 9.

Proposicao 1.4.8. Sejam R um anel comutativo com derivacao 6 e A um sistema

multiplicativo de R. Entao:

(1) Se I € um d-ideal de R, entdao TA™" é um d-ideal de RA™!;
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(2) Dado um ideal I de R, se IA™' é um §-ideal de RA™! e I é A-saturado, entdo
I € um d-ideal de R;

(3) Se R é §-simples, entao RA™" também o é.

Demonstragao: (1) Sabemos que TA™! = {rz~!|r € Tex € A} ¢ um ideal de
RA™Y e 6(rat) = [6(r)r — ré(z)]z~2 Como I é um d-ideal de R, temos que

5(r)x,r6(x) € I e, consequentemente, §(r)xr —rdé(z) € I. Portanto, §(rz~') € TA™L.

(2) Suponhamos que TA™! é um d-ideal de RA™! e vamos mostrar que (1) C I.
Com efeito, dado r € I, temos que 117! € TA™ e 6(r)17' = §(r171) € TA™!, pois
TA™! é um d-ideal de RA™!. Como I é A-saturado, segue que 6(r) € I e, portanto,
I é um Jd-ideal de R.

(3) Seja Z um d-ideal préprio de RA™L. Entao Z = TA™!, para algum ideal
I de R tal que INA =@ e [ é A-saturado. Pelo item (2), temos que [ é um
0-ideal de R. Como R é d-simples e I # R (pois I N A = &) segue que I = 0 e,

consequentemente, Z = JA~! = 0. Portanto, RA~! é d-simples. m

Sejam R um anel com derivacao 6 e P um ideal de R. Dizemos que P é um
ideal 0-primo se P é um ¢-ideal tal que P # R e para todo [ e J d-ideais de R tais
que IJ C P, temos que I C P ou J C P. O anel R é chamado d-primo quando 0

for um ideal d-primo.

Quando os ideais d-primos de R sao conhecidos, a seguinte proposicao pode
nos ajudar a verificar a d-simplicidade do anel de fragoes R., onde ¢ € R é um

elemento nao divisor de zero.

Proposicao 1.4.9. [14, Proposition 2.8] Sejam R um anel comutativo noetheriano
com derivacdo § e c € R um elemento nao divisor de zero. Entdao, R. é §-simples

se, e somente se, existir n € N tal que c" pertence a todos os ideais d-primos nao

nulos de R.
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E ébvio que, se P é um d-ideal primo, entao P é é-primo. No caso em que R é
uma K-algebra noetheriana, o proximo resultado nos mostra que os ideais d-primos

de R sao exatamente os ideais primos de R que sao d-ideais.

Proposicao 1.4.10. [14, Corollary 1.4] Seja R um anel noetheriano com derivagao
d. Se P € um ideal §-primo de R e char(R/P) = 0, entdo P é um ideal primo de
R.

1.5 Anéis de Operadores Diferenciais

Seja R um anel com derivacao 0. O anel de operadores diferenciais de R
com respeito a o, conhecido também como skew anel de polinomios tipo derivacdo
e denotado por R[f;¢], é um R-mdédulo a esquerda (e a direita) livre com base
{1,0,6%,...}. Os elementos de R|[f;d] sdo polindémios na variavel § com coeficientes
em R. A adicao é a usual de polinomios, mas a multiplicacao se estende de R via a
regra fa = af+d(a). Seja f =D a;0" um polinémio ndo nulo de R[#; 4]. O inteiro
n é chamado grau de f e serd denotado por deg(f). O elemento a,, é dito coeficiente

lider de f. Por convengao, dizemos que o grau do polinémio nulo de R[#;d] é —oc.

Além disso, se R é noetheriano (respec. dominio), entdo R[f;d] também o é

(ver [12, Theorem 2.6]) e vale as seguintes identidades:

0" = i (:‘) "a)0 e ab" = i(—w’ (TZL) 0"~15'(a) Va € R.

1=0 i=0
Os préximos resultados sao propriedades elementares dos anéis de operadores
diferenciais, cujas demonstracoes serao omitidas, porém podem ser encontradas em

[12]. A seguinte proposigdo mostra a rela¢ao entre os ideais de R e de R[0;4].

Proposigao 1.5.1. [12, Lemma 3.18 ¢ 3.19] Sejam R um anel e S = RI[0;]. Entdo:

(i) Se I é um ideal a esq. de R, entdo SI é um ideal a esq. de S e SINR=1;

(i) Se I é um 6-ideal de R, entdo SI =1S. Assim SI € um ideal de S;
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(11i) Se J é um ideal de S, entdo JN R € um d-ideal de R;

(iv) Se R é um dominio comutativo tal que char(R) =0, § # 0 e J € um ideal nao

nulo de S, entao J N R # 0.

Se I é um d-ideal de R, entdo ¢ induz uma derivacio § em R/I definida por

da+1)=0d(a)+1,

para todo a € R. Neste caso, é facil ver que S/ST ~ R/I[0;0], onde S = R[0;J].

O préximo resultado nos fornece informagoes sobre os ideais primos de R[6; 6],

assumindo que o anel R satisfaz certas condigoes.
Proposicao 1.5.2. [12, Theorem 3.22] Sejam R uma Q-dlgebra comutativa noethe-
riana com derivacao § e S = R[0;0]. Entdo:

(i) Se Q € um d-ideal primo de R, entao SQ € um ideal primo de S;

(i1) Se P é um ideal primo de S, entao P N R é um d-ideal primo de R. Mais
ainda, se Q = PN R, entdo ou P = SQ ou 6(R) C Q. No 1ultimo caso, tem-se

que S/SQ e S/P sdo anéis comutativos.

Finalizamos esta se¢ao apresentando informagoes sobre a simplicidade de R][0; §].

Uma derivagao 0 de R é dita interna se existir a € R tal que 6(r) = ar — ra,

para todo r € R.

Teorema 1.5.3. [12, Theorem 2.1] Seja R uma Q-dlgebra com derivagdao §. Entao,

R[0;0] € um anel simples se, e somente se, § nao € interna e R € d-simples.

Notemos que, se R é comutativo, entao d é interna se, e somente se, 6 = 0.

Logo, R[f;d] é um anel simples se, e somente se, § # 0 e R é d-simples.
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CAPITULO 2

Anéis o-simples

O objetivo principal deste capitulo é dar uma resposta para a seguinte questao:

dado um dominio noetheriano d-simples R, sob quais condigoes R[f; d] satisfaz (¢)?

Na primeira se¢ao, obtemos condigoes suficientes para a existéncia de extensoes
essenciais ciclicas nao artinianas de R|[f;]-mddulos simples quando K.dim(R) > 1
e R é d-simples (Teorema 2.1.8). No caso em que K.dim(R) < 1 e R é d-simples,
mostramos que R[f; §] satisfaz (¢) (Proposigao 2.1.10). Na segunda segao, aplicamos
os resultados obtidos nos casos em que R é um DFU ou um K-dominio afim. Para
tais anéis, obtemos uma descrigdo completa de quando R[0;¢] satisfaz (¢), desde
que R seja também J-simples (Teorema 2.2.2). Na dltima se¢do, mostramos que,
se R ¢é d-simples e § é localmente nilpotente simultaneamente, entdo K.dim(R) <

K.dim(R[#;6]) < 1 (Proposicao 2.3.4).

2.1 Resultados Gerais

Nesta secao, K denotard um corpo de caracteristica zero, R um anel comu-
tativo e 0 uma derivagao de R. Iniciamos mostrando alguns lemas que serao tuteis
para a construcao de extensoes essenciais ciclicas nao artinianas de R[f; §]-mé6dulos

simples.

Lema 2.1.1. Sejam R um dominio com derivagdo § e S = R[#;6]. Sex € R\ {0},

entao RN SOx = 0.
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Demonstragao: Se tivéssemos a = (3.1 b;0")0x € RN SOx com o coeficiente

lider b,, # 0, entao terfamos

a = Zb,ﬂ”lx
i=0
n—1
= b0 e+ b
i=0
= bzt + g,
onde g € S e deg(g) < n+ 1. Comparando os coeficientes em 6, obtemos b,z =

0. Como R é um dominio, segue que x = 0, contradizendo a hipétese. Logo,

Sor bt =0 e, portanto, a = 0. m

Lema 2.1.2. Sejam R um K-dominio com derivacao § e S = R|0;4]. Suponhamos
que existe v € R tal que 0(x) € invertivel em R ou x é um elemento primo que ndao
¢ de Darboux. Se f =737 a0" € S\ {0} exta,, entao existe r € R\ {0} tal que

2"t f —rx € SOx.

Demonstragao: Usaremos indugao sobre n = deg(f). Se n = 0, entdao f = ag €

R\ {0} e podemos considerar r = ay # 0. Logo

2" f —re = zag — apr = 0 € SOx.

Suponhamos n > 0 e que o resultado é verdadeiro para todo g € S tal que
deg(g) < n. Temos

In+1f — xn—f—l (Z CL201> _ xn—i—l(an@n + an_len—l +gl)7

1=0

para algum g; € S tal que deg(g;) < n — 1. Entao

"= 2"a,(20") + va, 10" + 2g1]

= 2"[a,(0"x — n5(m)«9”_1 + go) + za, 10"+ xg1],

28



para algum go € S tal que deg(g2) < n — 1 e, consequentemente,
2" f = (2", 0" 0z + 2" [(xan_1 — nap,d(2))0" T 4+ angs + xg1).
deg<n71
Se x { a, e 0(z) é invertivel em R, entdo x { nd(x)a,, pois nd(x) é invertivel em R.
Logo, x t (za,—1 — na,d(x)). Por outro lado, se x t a,, e x é um elemento primo tal

que z 1 0(zx), entdo x { nd(x)a, e, consequentemente, x t (za,_1 — na,é(x)).

Usando a hipdtese de inducgao, podemos escrever
2"[(zan—1 — na,6(x))0" " + ange + xg1] = hOx + ra,
para algum h € Ser € R\ {0}. Logo

Zf = (24,00 + 2" [(2an 1 — napd(2))0" T + angs + xg1]

= (2"a,0" ")z + hox +rz

€ Sox

e, portanto, 2" f —rz € SOz com r € R\ {0}. m

Lema 2.1.3. Sejam R um K-dominio com derivacio 6 e S = R[0;6]. Se existe
r € R tal que §(x) € invertivel em R ou x € um elemento primo que ndo € de

Darbouz, entdo S/SOx € uma extensdo essencial do S-mddulo Sx/S0x.

Demonstragao: Seja U um S-submdédulo & esquerda nao nulo de S/S60x. Vamos
mostrar que U N (Sz/S0z) # 0. Escolha um elemento f + SOx € U nao nulo de

grau minimo entre os elementos nao nulos de U. Escrevamos f =Y "  a;0".

Sen =0, entdo f = a9 € R\ {0}. Assim zf = zap € Sz \ SOz, pois
zag € R\ {0} e, pelo Lema 2.1.1, RN Sz = 0. Logo

0#af+ S0x e UnN (Sx/S0x)

e, portanto, U N (Sx/S0z) # 0.
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Se n > 0, entdo z t a,. Suponhamos o contrario, entdo a, = bxr para algum
beRe
f - a’ngn + g1,
onde g; € S e deg(g1) < n. Assim
fo= b0") + g
= b(&”x + 92) + g1,
onde go € S e deg(g2) < n. Logo

f= (bé’"‘l)Hx +bgo + g1.

Isto mostra que 0 # f + SOxr = (bgs + g1) + SO0x € U com deg(bgz + g1) < n,

contrariando a minimalidade de n. Portanto, z t a,,.
Agora, pelo Lema 2.1.2, existe r € R\ {0} tal que 2" f — ra € SOz. Logo

"t f 4+ SOx = ro + SOx € U N (Sx/S0z).

Notemos que rz + SOx # 0, pois, se rz € SOz, terfamos que rr € RN SOx com
rz # 0, contrariando o Lema 2.1.1. Disso, concluimos que U N (Sz/S0zx) # 0, como

queriamos mostrar. m

Agora, enunciaremos dois resultados de Goodearl e Warfield [13] que nos aju-

dam a construir R[f;§]-mddulos & esquerda ndo artinianos.

Proposicao 2.1.4. [13, Proposition 2.7] Sejam R um anel comutativo noetheriano

com derivagao § e S = R[0;0]. Seja P um ideal primo nao mazimal de R tal que

K.dim (R/P) € finita e definamos
m = maz{K.dimgs(S/SQ) | Q € Spec(R) e Q D P}.

Entao K.dims(S/SP) =m+ 1.

Inicialmente, notemos que, no caso de dominios de dimensao de Krull 1, essa

proposicao somente se aplica ao ideal nulo, pois todo ideal primo nao nulo é maximal.
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Observacao 2.1.5. Sejam R um anel com derivagdo § e S = R[0;6]. O anel R

torna-se um S-médulo a esquerda com a acao

para todo b € Re Y . a0" € S. Também, a aplicacdo ¢ : S — R, definida por
¢ (Z a191> = (Z CL291> 1= Qao,
i=0 =0
é um epimorfismo de S-médulos a esquerda com ker(¢) = S6. Disso, segue que

S/S0 ~ gR, como S-mdédulos a esquerda, e os S-submddulos de S/S6 sao precisa-

mente os d-ideais a esquerda de R.

Sejam R um anel comutativo noetheriano com derivagao 6 e S = R[f;6]. Como
em [13], definimos a d-dimensao de Krull de R, que serd denotada por J-K.dim(R),
como sendo a dimensao de Krull de g¢R, com a estrutura de S-mddulo a esquerda
definida acima, isto é,

J-K.dim(R) = K.dimg(R).

Proposicao 2.1.6. [13, Proposition 4.2] Sejam R um anel comutativo noetheriano
com derivagdo 6, P um ideal primo de R e S = R[;]. Se 0-K.dim(R) € finita e
K.dim(R/P) € infinita, entio K.dims(S/SP) = K.dim(R/P).

Utilizando os resultados de [13], obtemos o seguinte.

Lema 2.1.7. Sejam R um K-dominio noetheriano com derivagio 6 e S = R|0;4].
Se R ¢é -simples e P € um ideal primo ndo mazimal de R, entao S/SP € um

S-maodulo a esquerda nao artiniano.

Demonstragao: Primeiro, suponhamos que K.dim(R/P) é finita. Uma vez que P
¢ um ideal primo nao maximal, existe um ideal maximal M de R contendo P. Note-

mos que SM é um ideal a esquerda proprio de S, pois, caso contrario, teriamos que
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1€ SMNR= M, o que nao pode ocorrer. Logo S/SM # 0 e, consequentemente,
K.dimg(S/SM) > 0. Disso, segue que

m = max{K.dimg(5/SQ) | @ € Spec(R) e Q 2 P} >0.
Pela Proposicao 2.1.4, obtemos que K.dimg(S/SP) =m+1 > 1 e, portanto, S/SP

nao é artiniano.

Agora, assumimos que K.dim(R/P) é infinita. Como R é §-simples, temos que
sR é simples, pois os S-submddulos de R sao exatamente os d-ideais de R. Logo,
)-K.dim(R) = K.dimg(R) = 0. Pela Proposigao 2.1.6, segue que K.dimg(S/SP) =

K.dim(R/P) ¢ infinita. Portanto, S/SP nao é artiniano. m

O seguinte resultado fornece condicoes suficientes para obtermos extensoes

essenciais ciclicas nao artinianas de R[f; 0]-mddulos simples quando R é §-simples.

Teorema 2.1.8. Seja R um K-dominio noetheriano com derivacao 0 tal que R €

0-simples. Se existe x € R satisfazendo as sequintes condicoes:

(1) existe um ideal primo nao mazximal P C R tal que x € P e

(2) 0(x) € invertivel em R ou x € um elemento primo em R,

entio S = R[6;0] nao satisfaz (©).

Demonstragao: Primeiro, notemos que x nao é um elemento de Darboux, caso
contrario, Rx seria um oJ-ideal nao trivial de R, contrariando o fato de R ser ¢-
simples. Como d(z) é invertivel em R ou x é um elemento primo nao Darboux, pelo
Lema 2.1.3, segue que S/SOx é uma extensao essencial de Sz/S0z, como S-médulos

a esquerda.

Além disso, usando o fato de R ser d-simples e a Observacao 2.1.5, obtemos

que S/S0 ~ Sx/SOx é um S-mdbdulo & esquerda simples.
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Agora, como P é um ideal primo nao maximal e R é d-simples, pelo Lema
2.1.7, obtemos que S/SP é um S-médulo a esquerda nao artiniano. Uma vez que
x € P, obtemos S6x C SP C S e, consequentemente,

S/S0x

SISP = gpiss

Entéao, o fato de S/SP nao ser artiniano implica que S/S0x nao ¢é artiniano.

Logo S/S60z é uma extensao essencial ciclica ndo artiniana do S-mdédulo simples

Sz /S0x e, portanto, S nao satisfaz (¢). m

Cabe ressaltarmos que as condigdes (1) e (2) do Teorema 2.1.8 exigem que
R tenha dimensao de Krull > 1. Finalizaremos esta se¢do mostrando que R[0; ]
satisfaz (¢) quando R é J-simples e K.dim(R) < 1. Mas antes, apresentamos o

seguinte resultado de Goodearl e Warfield [13], que nos ajuda a calcular a dimensao

de Krull de RJ[#;4].

Teorema 2.1.9. [13, Theorem 2.10] Sejam R um anel comutativo noetheriano
de dimensao de Krull finita e § uma deriva¢io de R. Se K.dim(R) = n, entdo
K.dim(RI[0;5]) = n+1 a menos que, para qualquer ideal maximal M de R de altura
n, 6(M) ¢ M e char(R/M) = 0, neste caso K.dim(R[0;]) =n.

Proposicao 2.1.10. Seja R um dominio noetheriano livre de Z-tor¢ao com de-

rivagdo 0 tal que R € 0-simples. Se K.dim(R) < 1, entdo R[0;0] satisfaz ().

Demonstragao: Suponhamos primeiro que K.dim(R) = 0. Neste caso, 0 é um
ideal maximal de R que é um 0d-ideal. Aplicando o Teorema 2.1.9, obtemos que
K.dim(R[f;6]) = 1. Assumimos agora que K.dim(R) = 1. Dado um ideal maxi-
mal qualquer M de R, como R é d-simples, temos que (M) ¢ M. Além disso,
char(R/M) = 0, pois se char(R/M) = p > 0, entao Rp C M seria um J-ideal
nao nulo (lembre-se que R é livre de Z-tor¢ao). Pelo Teorema 2.1.9, segue que

K.dim(R[#;¢]) = K.dim(R) = 1. Logo, em ambos os caso, temos que R[f;0] é um
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dominio (e, assim, é semiprimo) noetheriano de dimensao de Krull 1 e, consequen-

temente, R[0;¢] satisfaz (o) (ver Exemplo (4) da Secao 1.3.3). m

2.2 DFU e Dominios Afins

Nesta secao, K denotara um corpo de caracteristica zero e R um anel comu-
tativo. Nosso objetivo agora é aplicar os resultados da se¢ao anterior para o caso em
que R é um DFU ou um K-dominio afim, de modo a caracterizar os anéis de ope-
radores diferenciais simples R[f;d] que satisfazem (¢). Antes, relembremos alguns

fatos de algebra comutativa.

Uma sequéncia (z1, . .., z,) de elementos de R é chamada sequéncia reqular em

R se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(1) (x1,...,25) # R;

(2) x; nao é divisor de zero em R e a imagem de z; ndo ¢é divisor de zero em

R/{xy,...,x;_1), paracadai=2,...,s.

Uma sequéncia regular (z1, ..., ) em R é dita mazimal se a sequéncia (1, ..., T, x)
nao é regular, para todo z € R. Se R é noetheriano, entao existem sequéncias
regulares maximais em R (ver [26, Theorem 120]) e, além disso, se I é um ideal
proprio de R, entao todas as sequéncias regulares maximais contidas em [ tém
sempre o mesmo numero de elementos (ver [26, Theorem 121]). Sejam R um anel
noetheriano e I um ideal préoprio de R. Definimos a profundidade de I e, denotamos
por G(I), o nimero de elementos de uma sequéncia regular maximal contida em
I. Em geral, temos que G(I) < ht(I) (ver [26, Theorem 132]). Um anel R ¢é
chamado anel de Cohen-Macaulay se R é noetheriano e G(M) = ht(M), para todo
M € Max(R).

Dizemos que R é um anel local regular se R é um anel local noetheriano com

ideal maximal M tal que o nimero minimo de geradores de M ¢ igual a dimensao de
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Krull de R. Neste caso, qualquer conjunto de geradores minimal para M forma uma
sequéncia regular e, portanto, G(M) = ht(M) (ver [26, Theorem 136]). Isto mostra
que todo anel local regular é um anel de Cohen-Macaulay. Dizemos que um anel R

é regular se R é noetheriano e Rp é um anel local regular, para todo P € Spec(R).

O seguinte resultado sera 1til aos nossos propdsitos.

Teorema 2.2.1. [9, Theorem 2] Seja R um K-dominio afim e I um ideal de R.
Entao I tem um conjunto gerador minimal com a propriedade que cada um de seus

subconguntos com cardinalidade menor que G(I) gera um ideal primo.

Estamos agora em condicoes de apresentar o resultado principal desta secao.

Teorema 2.2.2. Seja R uma K-dlgebra tal que R é um DFU noetheriano ou um

dominio afim, com derivagao o, tal que R € d-simples. Entao,

RI[0; 6] satisfaz (¢) se, e somente se, K.dim(R) < 1.

Demonstracao: (=) Suponhamos primeiro que R é um DFU e K.dim(R) > 1.
Entao R contém um ideal primo nao nulo e nao maximal P. Como R é um DFU e
P é um ideal primo nao nulo, entao, por [26, Theorem 5], P contém um elemento
primo. Desse modo, aplicando o Teorema 2.1.8, obtemos que R[f;0] nao satisfaz
(©).

Assumimos agora que R é um dominio afim e K.dim(R) = n > 1. Considere-
mos M um ideal maximal de R tal que ht(M) = n. Como R é uma &lgebra afim
d-simples, entao, por [15, Theorem 1], segue que R é um anel regular. Assim Ry, é
um anel local regular e, portanto, é um anel de Cohen-Macaulay. Disso, concluimos
que

G(My) = ht(My) = ht (M) = n.

Por [26, Theorem 135], obtemos que
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Agora, aplicando o Teorema 2.2.1, segue que M tem um conjunto gerador minimal
{p1,-..,pm} tal que {p;} gera um ideal primo, para todo 1 < i < m (pois G(M) > 1).
Sejam x = pg, para algum 1 < kK < m e P = Rx. Pelo Teorema do Ideal Principal
(ver [10, Theorem 10.2]), temos que 1 < ht(M) < m e, portanto, P C M. Uma vez
que x ¢ um elemento primo e P = Rz é um ideal primo nao maximal de R segue,

pelo Teorema 2.1.8, que R[0;0] nao satisfaz (¢).

(<) Segue da Proposigao 2.1.10. m

O resultado acima tem a seguinte consequéncia imediata.

Corolario 2.2.3. Sejam R = K[zy,...,x,) ou K[z, ..., '] com derivagio 0 tal

que R € §-simples. Entao, R[0;0] satisfaz (o) se, e somente se, n = 1.

Vejamos alguns exemplos de DFU de dimensao de Krull 1 que sao d-simples.

Exemplo 2.2.4. (1) O anel polinomial K[z] com a K-derivacdo 6 = ad,, onde
a € K\ {0}, é -simples (ver Exemplo 1.4.3).

(2) O anel de séries de poténcias formais K[[z]] com a K-deriva¢dao § = «ad,,
onde o € K \ {0}, é é-simples. De fato, sejam [ um d-ideal ndo nulo de K[[z]] e
a=> 2 Nz' el com \, #0. Como ¢"(I) C I, temos que

i=n-+1

= M\0"(2") + f: A6 (x%)

i=n-+1

= \,n!l+ g /\i(z’—n)!x cl.
i=n+1

Notemos que A\,n! # 0 e, assim, 6"(a) € I é invertivel em K{[z]]. Logo I = R.
(3) Consideremos o anel local K[z]|;). Como Klx] é d-simples com a K-

derivacao § = ad,, onde a € K \ {0}, pela Proposicao 1.4.8 (3), temos que K[z}

é d-simples.
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Na literatura, podemos encontrar varios exemplos de DFU ¢-simples de di-

mensao de Krull > 1.
Exemplo 2.2.5. (1) O anel de polinomios Klz,y] com a K-derivagao
d =0, + (v + pr+q)0,,
onde s > 2, p,q € K e p#0, é d-simples (ver [39, Teorema 2]).
(2) O anel de polinémios K|z, y| com a K-deriva¢ao
6=y 0, + (yz" + )9,
onder >0, s,t >1ece K\ {0}, é d-simples (ver [27, Theorem 6.8]).

(3) Consideremos o anel de polinomios K[xy,...,z,] com n > 2 e K-derivagao

0= (1 — xlazg)@xl + x?@m + in,l&m.

=3

Entao K[zy,...,x,] é -simples (ver [40, Exemplo 13.4.1]).

(4) Consideremos o anel de polindémios K|z, ..., x,] com a K-derivagao

0 =0y + Z(Q:i,lxi +1)0,, ou 0 =0, + Z(UC?A%‘ + 2i-1)0x,.

=2 =2

Entao K[zy,...,x,]| é -simples (ver [40, Exemplo 13.4.3]).
(5) Consideremos o C-dominio afim
R = Cla1, 22,91, 92] /(o] +yi — 1,25 + 55 — 1)
com a C-derivacao
0 = ay10y, — ax10y, + by20y, — bx20,,,

onde a/b ¢ um nuimero irracional. Entao R é d-simples (ver [1, Teorema 2.5.9]).

Neste exemplo, temos que R ~ C[t1,t;!,ts,t,'] via o isomorfismo

m1+iy1|—>t1, xl—iy1|—>t;1,
x2+iy2»—>t2, Jfg—iygf—)tgl.
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(6) O anel local K[z, y](s,) com a K-derivagao
d =0, + (By" +1)0,,

onden >0e € Q\{0}, éd-simples (ver [2, Proposition 3.3]).

Finalizaremos esta secao com aplicagoes do teorema acima para dominios afins.

Exemplo 2.2.6. Seja R = K|z,y]/(z* +y* — 1) com a K-derivagao 6 = yd, — x:0,.
Entdo, R é d-simples (ver [47, Example 2.5]). Além disso, notemos que R é um
K-dominio afim de dimensao de Krull 1. Aplicando o Teorema 2.2.2, concluimos

que R|[0; 4] satisfaz (o).
Exemplo 2.2.7. Seja R = K|z,vy, z]/(z* + yz — 1) com a K-derivacao
§ = (2%y — 2)0, + 220, — 22°0,.

Entao, R é é-simples (ver [1, Theorem 2.5.23]). Como R ¢ um K-dominio afim de

dimens@o de Krull > 1, pelo Teorema 2.2.2, temos que R[¢;0] nao satisfaz (¢).

2.3 Nilpoténcia Local e Simplicidade

Uma derivacao o é dita localmente nilpotente se, para todo a € R, existe

k € N tal que 6*(a) = 0. Consideremos o anel de polinomios K[z1,...,x,] com
uma K-derivacao §. Dizemos que 0 é uma derivacao triangular de Kz, .., x,] se
d(x1) € K e §(x;) € Klxy,...,x;-1], para todo i > 1. Assim, é facil ver que as

derivagoes triangulares sao localmente nilpotentes.

Carvalho, Hatipoglu e Lomp [3] estudaram a propriedade (¢) em R[#; 6], quando
R é uma K-élgebra afim e § é uma K-derivacao localmente nilpotente, obtendo o

seguinte resultado.

Proposicao 2.3.1. /3, Proposition 2.1] Sejam K um corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero e R uma K-dlgebra afim comutativa com K-derivagao 6. Se

d € localmente nilpotente, entao R[0;0] satisfaz (o).
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Vimos na se¢do anterior que, quando R é d-simples, a propriedade (¢) em
RI[0; §] esté relacionada com a dimensao de Krull de R. Disso, nasce a seguinte
questao: o que acontece se R é d-simples e a derivagao ¢ é localmente nilpotente

simultaneamente?

Nesta secao, veremos que este caso s6 aparece quando

K.dim(R) < K.dim(R[6; 9]) < L.

Sejam K C L uma extensao de corpos e B C L um subconjunto de L. Entao B
é uma base de transcendéncia para L sobre K se B é algebricamente independente
sobre K e L é algébrico sobre o subcorpo K(B). Se existe uma base de trans-
cendéncia finita de L sobre K, podemos mostrar que quaisquer duas bases trans-
cendéncia tém o mesmo numero de elementos (ver [43, Corollary 12.53]). Entao, o
namero de elementos de uma base de transcendeéncia de L sobre K é chamado grau

de transcendéncia de L sobre K e denotamos por tr.degy (L).

Dado R um K-dominio afim e F(R) o seu corpo de fragoes, temos que a
dimensao de Krull de R coincide com o grau de transcendéncia de F(R) sobre K,
ou seja, K.dim(R) = tr.degy (F(R)) (ver [43, Corollary 14.29]). Em geral, temos o
seguinte lema, cuja prova é devida a Manuel Reyes em MathOverflow [41]. Uma vez
que nao estavamos cientes de qualquer referéncia para ele na literatura, reproduzimos

a sua demonstracao aqui.

Lema 2.3.2. [41] Se R é um K-dominio, entao K.dim(R) < tr.degy(F(R)).

Demonstracao: Seja Py C P, C ... C P, uma cadeia estritamente ascendente de
ideais primos de R, vamos mostrar que m < tr.deg, (F(R)). Parai € {1,...,m},

consideremos os elementos z; € P; \ P,_;.

Seja R' C R a K-subélgebra gerada por {z1,...,x,,} e definamos Q; = R'NP;,
para todo 0 < i < m. Notemos que Qo C Q1 S ... C @,, ¢ uma cadeia estritamente

ascendente de ideais primos de R/, pois x; € Q; \ Qi_1.
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Além disso, como R’ é uma K-algebra afim, por [43, Corollary 14.29], se-
gue que K.dim(R') = tr.degy(F(R')). Uma vez que F(R') C F(R), temos que
tr.degy (F(R')) < tr.degg(F(R)). Portanto, m < K.dim(R') = tr.degy (F(R')) <
tr.degg (F(R)). m

Lema 2.3.3. /32, Lemma 4] Seja R um dominio com deriva¢ao nao nula 6. Se § €

localmente nilpotente, entao tr.degps (F(R)) = 1.

Proposicao 2.3.4. Seja R um dominio noetheriano livre de Z-tor¢ao de dimensao

de Krull finita com derivacao 6. Se R é §-simples e & € localmente nilpotente, entdo

K.dim(R) < K.dim(R[;4]) < 1.

Demonstragao: Primeiro, suponhamos que R é um corpo. Neste caso, 0 é um

ideal maximal de R que é um d-ideal. Aplicando o Teorema 2.1.9, obtemos que

K.dim(R[f;6]) = 1. Logo, 0 = K.dim(R) < K.dim(R[#;]) = 1.

Agora, assumimos que R nao é um corpo. Dado um ideal maximal qualquer
M de R, como R é d-simples, obtemos que §(M) ¢ M. Além disso, o fato de R ser
livre de Z-tor¢ao implica char(R/M) = 0, tal como na demonstracao da Proposicao

2.1.10. Aplicando o Teorema 2.1.9, segue que K.dim(R) = K.dim(R[#; 9]).

Consideremos R’ o subanel de constantes de R. Como R é d-simples, pela
Proposicdo 1.4.4, temos que R®° é um corpo. Definamos K = R’ assim R é um

K-dominio e, pelo Lema 2.3.2, obtemos K.dim(R) < tr.degy (F(R)).

Agora, usando o fato de § ser localmente nilpotente e K = R’, do Lema 2.3.3

segue que tr.degy (F(R)) = 1.

Portanto, K.dim(R[#;d]) = K.dim(R) < tr.degy(F(R)) = 1, como queriamos

provar. m
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CAPITULO 3

Anéis o-primitivos

Neste capitulo, K sempre denotara um corpo de caracteristica zero e R um
anel comutativo com derivagao d. Dizemos que um anel R é §-primitivo se R possui
um ideal maximal que nao contém d-ideais nao nulos. O objetivo principal deste
capitulo é fornecer condigdes necessdrias e suficientes para que R[f; 0] satisfaca ()
quando R é ¢-primitivo. Em [3], Carvalho, Hatipoglu e Lomp iniciaram o estudo
da propriedade (¢) em R[f;0] no caso em que R é §-primitivo. Em particular, eles

mostraram o seguinte.

Teorema 3.0.1. [3, Theorem 3.5] Seja R um dominio comutativo noetheriano livre
de Z-tor¢ao com derivagdo nao nula § tal que R € §-primitivo. Se R|0;4] satisfaz

(¢), entdo R € §-simples.

Este capitulo estd organizado em duas segoes. Na primeira, estudamos a pri-
mitividade dos anéis de operadores diferenciais R[f; d] sobre um K-dominio afim R.
Em particular, mostramos que R[f;4] é primitivo se, e somente se, 6 # 0 e R é
d-primitivo (Teorema 3.1.2). Como consequéncia, obtemos uma caracterizagao para

os anéis de operadores diferenciais primitivos que satisfazem (¢) (Corolério 3.1.3).

Na segunda segao, caracterizamos a propriedade (¢) em R[#; 0] quando R é
um K-dominio afim de dimensado de Krull 1 (Teorema 3.2.4). Como aplicagao,
descreveremos os anéis de operadores diferenciais sobre o anel de Laurent K|z, z ']
que satisfazem (o) (Teorema 3.2.7). Além disso, apresentaremos um exemplo de

um anel de operadores diferenciais R[f; d] satisfazendo (¢) onde a deriva¢ao 0 nao é
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localmente nilpotente (Exemplo 3.2.8).

3.1 Primitividade de R[0; ]

Um anel R é dito um 0-G-anel se R é -primo e a intersecao de todos os ideais
d-primos nao nulos de R é nao nula. Estes anéis sao usados em [14], por Goodearl
e Warfield, para caracterizar os anéis de operadores diferenciais primitivos, como

mostra o seguinte.

Teorema 3.1.1. [14, Theorem 3.7] Seja R um anel comutativo noetheriano livre de
Z-tor¢ao com derivagao 6. Entdo, R[0;0] € primitivo se, e somente se, § # 0 e, ou

R ¢ d-primitivo, ou R € um 6-G-anel.

O resultado acima pode ser melhorado no caso em que R é um K-dominio

afim.

Teorema 3.1.2. Seja R um K-dominio afim com deriva¢ao 0. Se R é um 6-G-anel,

entdo R € d-primitivo. Consequentemente,

R[0; 6] € primitivo  se, e somente se, §#0 e R € §-primitivo.

Demonstracao: Suponhamos que R é um J-G-anel e nao é §-primitivo. Entao,
dado um ideal maximal qualquer M de R, existe um d-ideal nao nulo I tal que
M D I. Consideremos (M : 0) o maior d-ideal contido em M. Notemos que
(M :6) #0, pois (M :6) DI #0. Como R éuma K-algebra, entao char(R/M) =0

e, pela Proposi¢ao 1.4.5, (M : §) é um ideal primo de R. Logo,

0 # ﬂ{P AQR| P é §-primo nao nulo} C ﬂ (M :0)
M e Max(Rr)

- (M = J(R).

M e Max(r)
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Mas, como R é um K-dominio afim, por [28, Theorem 5.3], temos J(R) = 0, que é

uma contradicao. Portanto, R é d-primitivo.
A 1ltima afirmacgao é agora uma consequéncia do Teorema 3.1.1. m
Apresentamos agora algumas consequéncias dos resultados obtidos até aqui

juntamente com o Teorema 3.0.1. A primeira delas caracteriza os anéis de operadores

diferenciais primitivos que satisfazem (o).

Corolario 3.1.3. Sejam R um K-dominio afim e § uma derivacao de R tal que

R[0; 6] € primitivo (ou equivalentemente, R € §-primitivo). Entao,

R[0; 6] satisfaz (o) se, e somente se, R € d-simples e K.dim(R) < 1.

Demonstracao: (=) Suponhamos que R|[f;§] satisfaz (¢). Como RI[f;6] ¢é pri-
mitivo, pelo Teorema 3.1.2, temos que § # 0 e R é -primitivo. Agora, usando o

Teorema 3.0.1, segue que R é d-simples e, além disso, o Teorema 2.2.2 implica que

K.dim(R) < 1.
(<) Segue do Teorema 2.2.2. m
Como consequéncia imediata do Coroléario 3.1.3, temos o seguinte.

Corolario 3.1.4. Seja R = Klxy,...,x,) ou K[z, ... 2] com derivagio § tal

que R[0;6] € primitivo. Entao,
RI[0; 4] satisfaz (¢) se, e somente se, R € d-simples en = 1.

Corolario 3.1.5. Sejam K wum corpo algebricamente fechado, R um K-dominio
afim e S = RI[0;5]. Se § € uma derivacao localmente nilpotente de R, entao todos

0s quocientes primitivos de S possuem dimensao de Krull < 1.

Demonstragao: Suponhamos que § é uma derivacao localmente nilpotente de R.

Entéao, segue da Proposicao 2.3.1 que S satisfaz (¢). Pela Observagao 1.3.8, 0 mesmo
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ocorre com os seus quocientes primitivos. Dado um ideal primitivo qualquer P de
S, pela Proposicao 1.5.2 (ii), ou P = S(PNR) ou S/P é comutativo. O ultimo caso
implica que S/P é um corpo e, assim, K.dim(S/P) = 0. Se P = S(P N R), entao
S/P=S/S(PNR)=R/(PNR)[H6], onde § é a derivacdo de R/(P N R) induzida
por d. Como R/(P N R)[f;0] é primitivo e satisfaz (o), segue do Coroldrio 3.1.3 que
R/(PNR) é é-simples e K.dim(R/(PNR)) < 1. Agora, aplicando o Teorema 2.1.9,

concluimos que K.dim(R/(P N R)[#;6]) = K.dim(R/(PNR)) < 1. m

3.2 Dominios de Dimensao de Krull 1

Nesta se¢ao, analisamos a propriedade (¢) em R[f; ] sobre um dominio R de
dimensao de Krull 1. Comecamos a mostrar, que neste caso, a reciproca do Teorema

3.0.1 ocorre.

Corolario 3.2.1. Sejam R um dominio noetheriano livre de Z-tor¢ao de dimensao

de Krull <1 e d uma derivacao nao nula de R tal que R € d-primitivo. Entao,

R[0; 0] satisfaz (¢) se, e somente se, R € §-simples.

Demonstracao: Segue da Proposicao 2.1.10 e do Teorema 3.0.1. m

O proximo resultado apresenta uma condigao suficiente para que um anel R

de dimensao de Krull 1 seja d-primitivo.

Proposicao 3.2.2. Sejam R um K-dominio de dimensdo de Krull 1 e 6 uma de-
rivacao de R. Se existir um ideal maximal M de R que nao € um d-ideal, entao R

€ d-primitivo.

Demonstragao: Seja M um ideal maximal de R tal que §(M) € M. Vamos
mostrar que M nao contém J-ideais nao nulos. Suponhamos, por absurdo, que

existe um d-ideal nao nulo I tal que I C M e consideremos (M : d) o maior d-ideal
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contido em M. Como M nao é um J-ideal, temos que (M : §) C M. Assim
0CIC(M:9)C M

Mas, como M é primo e char(R/M) = 0 (pois R é uma K-élgebra), pela Proposi¢ao

1.4.5, obtemos que (M : d) é primo. Logo, ht(M) > 1, contradizendo a hipdtese. m

O seguinte lema é conhecido da literatura e sua demonstracao pode ser obtida

em [1, Theorem 2.3.8] ou [13, Corollary 2.12].

Lema 3.2.3. [1, Theorem 2.3.8] Sejam R uma K-dlgebra afim com K-derivagao §
e M € Max(R). Entao, (M) C M se, e somente se, 6(R) C M.

O préximo resultado caracteriza os anéis de operadores diferenciais R[0; §] que

satisfazem (¢) quando R é um K-dominio afim de dimensao de Krull 1.

Teorema 3.2.4. Sejam R um K-dominio afim de dimensao de Krull 1 e § uma

K-derivagao nao nula de R. Entao R é §-primitivo. Consequentemente,

RI[0; 9] satisfaz (¢) se, e somente se, R € d-simples.

Demonstragao: Pela Proposicao 3.2.2, basta mostrarmos que existe um ideal
maximal de R que nao é um d-ideal. Suponhamos o contrario, ou seja, §(M) C M,
para todo M € Max(R). Como ¢ é uma K-derivagao, pelo Lema 3.2.3, terfamos
que §(R) C M, para todo M € Max(R), ou seja,
SRy € (M = JW®R).
M e Max(Rr)
Agora, como R é um K-dominio afim, por [28, Theorem 5.3], segue que J(R) = 0.

Assim, 6 = 0, contrariando a hipdtese. Portanto, R é d-primitivo.

A 1ltima afirmagao agora é uma consequéncia do Coroléario 3.1.3. m
Observagao 3.2.5. Em geral, se R nao € afim, o resultado acima pode nao ocorrer.
Por exemplo, consideremos o anel de séries de poténcias formais R = K[[z]] com a
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K-derivagao § = x0,. Neste caso, existe um tnico ideal maximal M = Rz e este é

um J-ideal. Portanto, R nao é )-primitivo.

No que segue, consideremos K[z] o anel de polindmios em uma varidvel sobre
K. Sabemos que as K-derivagbes de K|[z| sdo da forma ad,, para algum a € K|z].

Seja R = K[x,27!] o0 anel de polinomios de Laurent sobre K, isto é,

é o anel de fragoes de K|[z] com respeito ao sistema multiplicativo A = {z"|i > 0}.
Além disso, notemos que toda K-derivacao de K|x] se estende de modo tnico a uma

derivagao de R via regra quociente

para todo rs~! € R.

No seguinte resultado, Carvalho, Hatipoglu e Lomp [3] caracterizaram os anéis

de operadores diferenciais sobre K |[x] que satisfazem (¢).

Corolério 3.2.6. [3, Corollary 4.1] Para qualquer K-deriva¢do nao nula § de K|z],

as sequintes condigoes sao equivalentes:

(1) K|x][0;0] satisfaz (o),
(2) 0(x) = «, para algum o € K \ {0};

(3) Klz] é §-simples.

Em nosso trabalho obtemos um resultado semelhante para os anéis de po-

lindmios de Laurent.

Coroldrio 3.2.7. Para qualquer K-derivagao nio nula § de Kl|x,x7'] tal que 5|KM

¢ uma K-derivagao de K[z, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
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(1) K[z, z71)[0;0] satisfaz (0);
(2) 6(x) = az™, para algum o € K\ {0} en > 0;

(3) K[z, z71] é §-simples.

Demonstragao: Seja R = K[z, 27 !] = K[z]A™' = K|[z],, onde A = {z'|i > 0}.
(1) < (3) Segue do Teorema 3.2.4.

(2) = (3) Seja 0(x) = ax”, para algum o € K\ {0} en > 0. Sen = 0,
entdo K[z] é d-simples e, portanto, R = K|z, também o é (ver Proposigao 1.4.8
(3)). Consideremos agora o caso em que n > 0. Notemos que os ideais d-primos
nao nulos de R sdo exatamente os ideais maximais de K[z| que sao d-ideais (ver
Proposigao 1.4.10). Logo, pela Proposicao 1.4.9, é suficiente mostrarmos que todos
os ideais maximais de K[z] que sdo d-ideais, contém z. Dado um ideal maximal
qualquer M de K|x] que é um d-ideal, segue que M = K|[z|p, para algum elemento
irredutivel p € K(z] e p | §(p). Como p | 6(p) = ax™0,(p) e p 1 0(p), temos que

p | x. Portanto, x € K[z]p = M. Como querfamos provar.

(3) = (2) Suponhamos que §(z) = a, para algum a € K|[z], tal que a # az™
para todo a € K \ {0} e n > 0. Consideremos o d-ideal I = K|z]a e notemos que
INA = @. Pela Proposigao 1.4.8 (1), temos que TA™! é um d-ideal de R. Como
a # 0, temos que TA™! # 0. Além disso, I N A = & implica que TA™! # R. Logo,

ITA~! é um d-ideal nao trivial de R e, portanto, R nao é d-simples. m

Exemplo 3.2.8. Sejam K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero
e R uma K-dlgebra afim com uma K-derivacao 6. Em [3]|, Carvalho, Hatipoglu e
Lomp mostraram que, se 0 é localmente nilpotente, entdo R[f;d] satisfaz (o) (ver
Proposigao 2.3.1). Em geral, a reciproca nao é verdadeira. Com efeito, consideremos
R = K[z,27'] com a K-derivacao § = zd,. Entao, segue do Coroldrio 3.2.7 que
RI[0; §] satisfaz (¢). Observe agora que ¢ nao é localmente nilpotente, pois " (z) =

x # 0, para todo n € N.
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CaApiTULO 4

Algebras Afins de Dimensao de
Krull 2

No presente capitulo, estudamos a propriedade (¢) em anéis de operadores
diferenciais S = R[f;d] ndo necessariamente primitivos. Se S satisfaz (¢), o mesmo
acorre com seus quocientes primitivos. Lembre-se que, pela Proposigao 1.5.2 (ii),
se P é um ideal primitivo de S, entdo ou P = S(P N R) ou S/P ¢é comutativo.
Se P é primitivo tal que P = S(P N R), condigbes para S/P satisfazer (¢) tém
sido apresentadas no capitulo anterior. Em alguns casos, o estudo de (¢) pode ser
reduzido ao estudo de (¢) sobre seus quocientes primitivos. Em [17], Hatipoglu e

Lomp mostraram o seguinte:

Lema 4.0.1. [17, Lemma 2.5] Seja S uma dlgebra noetheriana. Se todo ideal primi-
tivo P de S contém um ideal Q@ C P gerado por elementos normais e S/Q satisfaz

(©), entao S satisfaz (©).

Neste capitulo, estudamos a propriedade (¢) em R][f; ] sobre uma K-algebra
afim R de dimensao de Krull 2. Denotamos por Fs o conjunto de todos os d-ideais
de R, isto é, Fs = {I < R|I é um d-ideal}. Na primeira se¢ao, consideramos o caso
em que R nao contém ideais maximais que sao d-ideais, ou seja, Max(R) N Fs = &.
Neste caso, mostramos que R[f; d] satisfaz (o) se, e somente se, R nao é J-primitivo
(Teorema 4.1.3). Por outro lado, se Max(R) N Fs # &, apresentamos condigoes

suficientes para que RI[f; §] nao satisfaga (¢) (Proposigao 4.1.10). Na segunda segao,
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mostramos que a caracteriza¢ao da primitividade C|x, y][f; d] esté relacionada com
os elementos de Darboux irredutiveis de C[z,y] (Proposigao 4.2.2). Além disso,
temos o principal resultado deste capitulo, onde apresentamos condigoes necessarias
e suficientes para que os anéis de operadores diferenciais Clz, y][0; 0] satisfagam (o)

(Teorema 4.2.3).

4.1 Resultados Gerais

Nesta secao, K denotara um corpo de caracteristica zero e R um anel comu-
tativo. A seguinte proposigao é devida ao Hart [16]. A reciproca é verdadeira e sua

demonstracao pode ser encontrada em [14, Proposition 3.1].

Proposicao 4.1.1. [16, Lemma 2.4] Sejam R um anel comutativo com derivagdao
b eS = R[0;0]. Se M é um ideal maximal de R tal que M nao é um -ideal e

char(R/M) =0, entao S/SM é um S-mddulo a esquerda simples.

De posse deste resultado, podemos apresentar condicoes suficientes para ob-

termos quocientes primos de R[f; ] de dimensao de Krull 1.

Lema 4.1.2. Sejam R um K-dominio afim de dimensao de Krull 2 com derivacdo
§ e S =R[0;8]. Se P é um d-ideal primo ndio nulo de R tal que P & M, para todo
M € Max(R) N Fs, entao K.dim(S/SP) = 1.

Demonstragao: Consideremos P como na hipdtese e notemos que P nao é maxi-
mal, visto que P é um J-ideal. Pela Proposigao 2.1.4, temos que K.dimg(S/SP) =
m + 1, onde m = max{K.dimg(S/5Q)|Q € Spec(R) e Q 2 P}. Como R tem
dimensao de Krull 2, os tunicos ideais primos que contém propriamente P sao os
maximais. Agora, dado um ideal maximal qualquer M’ de R tal que M’ 2 P, por
hipétese, M’ nao é um od-ideal. Usando a Proposigao 4.1.1, obtemos que S/SM’
é simples e, consequentemente, K.dimg(S/SM’) = 0. Isto mostra que m = 0 e,

portanto, K.dimg(S/SP)=1. m
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Um elemento a em um anel S é dito normal em S se a.S = Sa. Notemos que,
se S = R[#;6] e a € R é um elemento de Darboux, entdo a é um elemento normal

em S. De fato, como d(a) = ba, para algum b € R, temos que
fa =ab +d(a) = a(d +0b).
Logo 6™a = a(f + b)" e também af™ = (6 — b)"a. Isto mostra que Sa = aS.

E importante ressaltarmos que, se R ¢ um DFU de dimensao de Krull 2 e P ¢
um ideal primo néo nulo e ndo maximal de R, por [26, Theorem 5], deduzimos que

P = Rp, para algum elemento irredutivel p € R.

O proximo resultado mostra que, sob certas condicoes, a primitividade de

R[0; 6] é condigao necesséria e suficiente para R[f; ] satisfazer (o).

Teorema 4.1.3. Sejam R um DFU de dimensao de Krull 2 o qual é uma K -dlgebra
afim e § uma derivagao de R tal que Max(R) N Fs = &. As sequintes condi¢oes $ao

equivalentes:
(1) S = R[0;6] satisfaz (©);
(2) R ndo é é-primitivo;

(3) S nao é primitivo.

Demonstracao: (1) = (3) Suponhamos que S satisfaz (¢). Como K.dim(R) = 2,

pelo Corolario 3.1.3, segue que S nao é primitivo.

(3) = (1) Assumimos que S nao é primitivo. Entao o ideal nulo néo é primi-
tivo. Seja P um ideal primitivo qualquer de S. Logo, P é um ideal primo nao nulo
de S e, pela Proposigao 1.5.1 (iv) e Proposigao 1.5.2 (ii), temos que P = PN R é um
d-ideal primo nao nulo de R. Ainda, temos que ou P = SP ou §(R) C P. Notemos
que o tltimo caso nao ocorre. Com efeito, suponhamos, por absurdo, que 6(R) C P
e consideremos M um ideal maximal contendo P, assim 6(M) C §(R) C P C M.

Logo, terfamos que M ¢é um J-ideal, contradizendo Max(R) N F5 = .
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Portanto, P = SP e, pelo Lema 4.1.2, obtemos que todo quociente primitivo
S/P=5/SP

tem dimensao de Krull 1 e, portanto, S/P satisfaz (¢) (ver Exemplo (4) da Segao
1.3.3).

Agora, como P é um J-ideal primo nao nulo e, por hipdtese, nao é maximal,
temos que P = Rp, para algum elemento de Darboux irredutivel p € R. Logo
P = SP = S(Rp) = Sp. Isto mostra que qualquer ideal primitivo P é gerado por

um elemento normal. Aplicando o Lema 4.0.1, concluimos que S satisfaz (o).

(2) & (3) Como Max(R) N Fs = @, temos que 0 # 0. Agora, a equivaléncia

segue do Teorema 3.1.2. m

Exemplos de derivagoes ¢ satisfazendo Max(R) N F; = @ sao descritas na
Observagao 4.1.7. Antes de apresentarmos aplicagoes do Teorema 4.1.3, vamos for-
necer uma condicao suficiente para obtermos a d-primitividade de R. Comecamos
mostrando que a existéncia de elementos de Darboux desempenha, nao sé um pa-
pel importante no estudo da propriedade (¢), mas também no estudo dos J-G-anéis

como mostram as seguintes proposigoes.

Proposigao 4.1.4. Seja R um DFU noetheriano com deriva¢ao 6. Se R tem infini-

tos elementos de Darboux irredutiveis nao associados, entio R ndo € um 6-G-anel.

Demonstracao: Por [14, Proposition 2.9], basta mostrarmos que R. nao é 6-
simples, para todo ¢ € R\ {0}. Seja ¢ um elemento nao nulo de R. Entao ¢ pode ser
escrito como um produto finito de elementos irredutiveis. Como existem infinitos
elementos de Darboux irredutiveis, existe um elemento de Darboux irredutivel p tal
que p f c. Seja ™ : R — R, a aplicagdo candnica a — al™!. Entdo 7(p) nao é
invertivel no anel de fragoes R. e, assim, R.m(p) é um J-ideal préprio nao nulo de

R., de onde segue que R. nao é d-simples. Isto mostra que R nao é um 0-G-anel. m
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Proposicao 4.1.5. Sejam R um DFU de dimensao de Krull 2 o qual é uma K-
dlgebra afim e 6 uma K-derivagcao nao nula de R. FEntao, R possui um numero

finito de elementos de Darboux irredutiveis nao associados se, e somente se, R é um

0-G-anel.

Demonstracao: (=) Como R tem dimensao de Krull 2, dado um ideal §-primo
nao nulo de R, este ou é um ideal gerado por um elemento de Darboux irredutivel

ou é um ideal maximal que é um J-ideal. Entao, considerando
A ={Rp|p é Darboux irredutivel} e B = Max(R)N Fs,

obtemos que

ﬂ{P QR | P é §-primo nao nulo} = ﬂ P.

PeAUB
Mais ainda, como § # 0, existe b € R tal que 6(b) # 0. Usando o Lema 3.2.3,

obtemos que 0 # 0(b) € M, para todo M € B, isto é,
0#d(b) € [ M.
MeB
Como R tem um numero finito de elementos de Darboux irredutiveis nao associados,
a saber, pi,...,ps, obtemos
0#p1---pso(b) € ﬂ P= ﬂ{Pq R| P é §-primo nao nulo}.
PcAUB

Além disso, como R é um dominio, temos que R é §-primo. Portanto, R é um

0-G-anel.

(<) Como toda K-dlgebra afim é noetheriana, temos que R ¢é noetheriano e o

resultado segue da Proposicao 4.1.4. m

Proposicao 4.1.6. Sejam R um DFU de dimensao de Krull 2 o qual é uma K-
dlgebra afim e 6 uma K-deriva¢ao nao nula de R. Se R possui um niumero finito de

elementos de Darboux irredutiveis nao associados, entao R € d-primitivo.
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Demonstragao: Suponhamos que R tem um nimero finito de elementos de Dar-
boux irredutiveis nao associados. Pela Proposicao 4.1.5, temos que R é um 6-G-anel.

Portanto, pelo Teorema 3.1.2, segue que R é §-primitivo. m

Observagao 4.1.7. Seja R = K|z, y] com K-derivacao §. Entao,
Max(R) N Fs = @ se, e somente se, (§(x),0(y)) = R.
De fato, primeiro notemos que toda K-derivagao de R é da forma
d=0(x)0; + 0(y)0,.

Suponhamos que (§(z),d(y)) # R. Como todo ideal préprio estd contido em um
maximal, existe um ideal maximal M de R tal que (4(x),0(y)) € M. Entao
d(z),0(y) € M e, consequentemente, 6(R) C M. Logo, M é um d-ideal de R e,
assim, Max(R) N Fs # @. Reciprocamente, assumimos que Max(R) N Fs # &.
Entao existe um ideal maximal M tal que 6(M) C M e, pelo Lema 3.2.3, segue que
d(R) € M. Em particular, 6(x),d(y) € M e, portanto, (6(z),0(y)) C M # R.

Vejamos agora dois exemplos.

As derivagoes de Shamsuddin sobre R = K|x,y] sdo as K-derivagoes da forma
0 = 0y + (ay + b)0,, onde a,b € K[z]. O seguinte coroldrio mostra que, para estas

K-derivagoes, o anel de operadores diferenciais R[f; §] ndo satisfaz (o).

Exemplo 4.1.8. Seja R = K|[z,y| com a K-derivacao 6 = 09, + (ay + b)0,, onde
a,b € K[z] e a # 0. Entao R[0;0] nao satisfaz (o).

De fato, se R é d-simples, o resultado segue do Corolario 2.2.3. No caso em que
R nao é §-simples, por [2, Theorem 4.1, (b)], sabemos que existe um tinico polindémio
c € K[x] tal que 6(c) = ac+be P = R(y — ¢) é o tnico d-ideal primo nao nulo de
R. Isto significa que y — ¢ é o Unico elemento de Darboux irredutivel nao associado
de R. Como R possui um numero finito de elementos de Darboux irredutiveis nao

associados, pela Proposicao 4.1.6, temos que R é d-primitivo. Além disso, notemos
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que (0(x),0(y)) = R, pois 6(x) =1 € K\ {0}. Portanto, do Teorema 4.1.3 segue
que R[6; 0] nao satisfaz (o).

Exemplo 4.1.9. Sejam K um corpo algebricamente fechado e R = K[z, y] com a
K-derivacao § = ad, + Sz (y + v)"0y, onde m,n > 0 e o, 3,7 € K com a e 8

ambos nao nulos. Entao,
RI[0; 4] satisfaz (o) se, e somente se, n # 1.
De fato, primeiramente notemos que (6(x),d(y)) = R, pois d(z) = a € K \ {0}.
Suponhamos que n = 1, entdo podemos escrever
6 = ad, + fz™(y + )0, = ad’,

onde &' = 9, + a~*Bz™(y + 7)9,. Como « é invertivel, § e §' possuem os mesmos
elementos de Darboux. Como ¢ é uma derivacao de Shamsuddin tal que R nao
é d-simples (pois R(y — ) é um Jd-ideal ndo trivial), por [2, Theorem 4.1, (b)], R
possui um unico elemento de Darboux irredutivel nao associado com respeito a o’
e, consequentemente, R possui um unico elemento de Darboux nao associado com
respeito a 0. Entao, pela Proposicao 4.1.6, temos que R é d-primitivo. Logo, pelo

Teorema 4.1.3, segue que R[f; ] nao satisfaz (o).

Reciprocamente, assumimos primeiro que n = 0. Entao 6 = a0, + px™9, ¢
uma derivagao triangular. Logo d é localmente nilpotente e, portanto, R[f; ] satisfaz
(¢). Por outro lado, se n > 1, entdo mostraremos que R nao é J-primitivo e, pelo
Teorema 4.1.3, teremos que R[f; 0] satisfaz (¢). Com efeito, primeiro notemos que

os polindmios

(m+ 1)«

W, onde w € K,

p=y+y e =" +w)ly+y)"T +
sao elementos de Darboux, pois
o(p) = Ba"(y+)"
= Ba™(y+)" Ny +7)
= Ba"(y+7)""'p
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e também

0(qw) = (@™ +w)(y+v)")
= O™ W)y +)" @ W)y + )T
= (m+Laa™(y+7)"" + (n— 1)fa" (@ + w)(y + 7)Y
= (n—1)Bz"(y+~)"" <(:cm“ +w)(y+9) "+ (m+—1>0‘)

(n—1)8
= (n—=1B2"(y +7)"" g
Agora, dado um ideal maximal qualquer M de R, temos que
M = <$_)\7?/_,U>7

para algum A\, u € K. Se p = —v, entdo M = (z — A,y + ) contém o elemento de

Darboux p = y + . No caso em que u # —, basta tomar o elemento de Darboux

_ m+1 __ ym+1 (m + 1)@ n—1 (m + 1)&
= | A Ty | VT e
com
L m (m+ 1)«
) (n = DB+
para obtermos
— m+1 )\m—‘rl o (m + 1>Oé ) n—1 (m + 1)05
" (9“" O ) AU CE T

(m+1)a
(n—=1)B(n+~

= (y+)" H@m =t — = (G+ "= (u+n"h)

= a(x —A)+bly —p) € M,
onde
a=(y+7)"" LN ) eb= —% (s + )iy + )2

Isto mostra que todo ideal maximal de R contém um elemento de Darboux e, conse-

quentemente, um é-ideal nao nulo. Portanto, R nao é §-primitivo, como queriamos.
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No exemplo acima, notemos que R[f; 4] satisfaz (¢) sempre que n > 1 e, neste

caso, também, temos que ¢ nao ¢ localmente nilpotente (ver [40, Corollary 8.2.4]).

Na sequéncia, observamos a necessidade da hipétese Max(R) N Fs = @ do
Teorema 4.1.3. Para isso, nos serd util o seguinte resultado, que fornece condig¢oes

suficientes para que R[f; ] ndo satisfaca (¢).

Proposicao 4.1.10. Sejam R um K-dominio afim com K -deriva¢ao § e S = R|0;4].
Suponhamos que existem M € Max(R) N Fs e P € Spec(R) N Fs satisfazendo as

sequintes condigcoes:

(1) M2 P,
(2) ht(P) = K.dim(R) — 1 e

(3) 6(R) £ P.

Entao S nao satisfaz (o).

Demonstragao: Sejam M e P como nas hipdteses. Uma vez que 6(R) € P,
temos que § induz uma K-derivacio ndo nula § em R/P. Como P é um d-ideal
e 6(R) ¢ P, pelo Lema 3.2.3, P nao pode ser maximal. Assim P C M e, como
§(M) C M, temos que M/P é um d-ideal nao trivial de R/P. Logo, R/P ndo é
0-simples. Além disso, por [10, Corollary 13.4], K.dim(R/P) = K.dim(R) — ht(P)
e, como ht(P) = K.dim(R) — 1, obtemos K.dim(R/P) = 1. Logo, do Teorema 3.2.4
segue que S/SP ~ R/P[0; 6] ndo satisfaz (¢). Sabemos da Observacao 1.3.8 que, se

S satisfaz (¢), o mesmo ocorre com todos quocientes de S. Portanto, S nao satisfaz

(¢). m

Exemplo 4.1.11. Sejam K um corpo algebricamente fechado e R = K|x1, ..., x,]
com a K-derivagdo § = x10,, +- - - +2,,0,,. Entao R[0; 0] nao satisfaz (¢). De fato, se

n = 1, pelo Corolario 3.2.6, obtemos o desejado. No caso em que n > 1 consideremos
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o ideal maximal M = (zy,...,2,_1,2,) € 0 ideal primo P = (z1,...,2,-1) C M.
E fécil ver que M € Max(R) N F;, P € Spec(R) N Fs e ht(P) = n — 1. Além
disso, 6(R) € P, pois z,, = d(z,) € §(R) e x, ¢ P. Aplicando a Proposigao 4.1.10,

concluimos que R[f; ] ndo satisfaz (o).
A observagao abaixo mostra que a condicdo Max(R) N Fs = &, do Teorema

4.1.3, é realmente necessaria.

Observagao 4.1.12. Sejam K um corpo algebricamente fechado e R = K|z, y| com
a K-derivagao 6 = z0, + y0d,. Entao:

(1) Max(R) N Fs # &;

(2) R nao é é-primitivo;

(3) RI0; 0] nao satisfaz (o).
De fato, primeiro vamos mostrar que todo ideal maximal contém um elemento de
Darboux e, consequentemente, um J-ideal nao nulo. De fato, como K é algebrica-
mente fechado, qualquer ideal maximal de R é da forma M = (x — A,y — u), onde

A€ K. Se A =0, entao M contém o elemento de Darboux x. No caso em que

A # 0, temos que M contém o elemento de Darboux px — Ay, pois
pr — Ny = px — pA + A — Ay = p(z — A) — Ay — p) € M.

Isto mostra que R nao é §-primitivo.

Notemos agora que (x,y) é um ideal maximal que é um d-ideal e, assim,

Max(R) N Fs # O.

Por fim, o Exemplo 4.1.11 mostra que R|[f; ] nao satisfaz (o).
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4.2 Anel de Polinémios Clz,y]

Nesta secao, assumiremos que K = C é o corpo dos nimeros complexos e
consideramos R = C|x, y] com uma C-derivacao ¢. O objetivo principal desta se¢ao
é fornecer condigcoes necessarias e suficientes para que os anéis de operadores dife-
renciais C[z, y|[0; 6] satisfagam (¢). Comegamos mostrando que a caracterizagao da
primitividade de Clz,y][#;d] estd relacionada com os elementos de Darboux irre-

dutiveis de Clz, y].

Consideremos o sistema de equacoes diferenciais ordinarias

{ d(z) = a(z,y) (4.1)

onde a,b € R. Um elemento p € R\ C é chamado uma integral primeira do sistema

4.1 se a seguinte identidade é valida:
a0, (p) + b0y (p) = 0. (4.2)

Sabemos que as C-derivagoes de R sao da forma ¢ = ad, + bJ,, onde a,b € R. A
equagao 4.2 mostra que d(p) = 0, isto é, p é uma constante nao trivial da derivagao

5. A existéncia de uma integral primeira implica que R? = {r € R|6(r) =0} # C.

Seja L = C(z,y) o corpo de fragoes de R. Assim, a derivacao ¢ se estende de

modo tnico a uma derivacao de L, via a regra quociente

8(p/q) = [6(p)a — pd(q)]/q*.

O elemento p/q € L\ C é chamado uma integral primeira racional do sistema 4.1 se

5(p/q) = 0, ou seja, o subanel de constantes L° = {p/q € L|(p/q) = 0} # C.

Em 1878, Darboux [8] desenvolveu uma teoria sobre a existéncia de integral
primeira racional, mostrando que a mesma estd relacionada com a existéncia de ele-
mentos de Darboux irredutiveis nao associados. Jouanolou [25], em 1979, melhorou

a teoria desenvolvida por Darboux, caracterizando a existéncia da integral primeira,
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por meio de ferramentas sofisticadas de Geometria Algébrica. Apresentaremos aqui
uma versao mais fraca de um dos resultados mais importante desta teoria, o Teorema
de Darboux. Sua demonstragao pode ser encontrada em [44, Darboux’s Theorem,
pag. 686]. Porém, ressaltamos que, recentemente Llibre e Zhang [33] publicaram
uma versao deste resultado, para Clzy,...,z,], utilizando técnicas mais simples da

Algebra Linear (ver [33, Theorem 1]).

Teorema 4.2.1. [}4, Darbouz’s Theorem, pdg. 686] Sejam R = Clz,y| com C-
derivagao § e d = mazx{degd(x), degd(y)}. Se p1,...,pm € R sao elementos de
Darbouz irredutiveis ndo associados, entao ou m < [d(d + 1)/2] + 2 ou existem
inteiros n; nao todos nulos tais que §(w) = 0, onde w = [[*, pi'*. No dltimo caso,
se p € um elemento de Darbouz irredutivel de R, entao ou existem o, € C, nao
ambos nulos, tais que p divide o[, pi* + BHjEJp;nj, onde I = {i|n; > 0} e
J={j|n; <0}, oup divide mde(d(x),d(y)).

Em outras palavras, o Teorema de Darboux mostra que, se R = C|z,y] tem

infinitos elementos de Darboux irredutiveis nao associados, entao
L°={p/q € L|5(p/q) = 0} #C.

O préximo resultado relaciona a caracterizacao dos anéis de operadores dife-

renciais primitivos Clz, y][f; 0] com os elementos de Darboux irredutiveis de Clz, y].

Proposicao 4.2.2. Seja R = Clz,y] com C-deriva¢io nao nula §. As sequintes

condicoes sao equivalentes:

(1) R[0;6] € primitivo;

(2) R é um §-G-anel;

(3) R tem um nimero finito de elementos de Darboux irredutiveis ndo associados;
(4) R € d-primitivo;
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(5) Existe um ideal mazimal que nao contém elementos de Darboux irredutiveis;

(6) L’ = C.

Demonstracao: Asequivaléncias (1) < (4) e (2) < (3) obtém-se do Teorema 3.1.2
e da Proposicgao 4.1.5, respectivamente. A implicagao (3) = (4) segue da Proposicao

4.1.6 e (4) = (5) é imediato.

(5) = (6) Suponhamos que L° # C. Mostraremos que todo ideal maximal de
R contém um elemento de Darboux irredutivel. Para isso, consideremos p, q € R tais
que p/q € L?\ C. Sem perda de generalidade, podemos assumir que mdc(p, q) = 1.
Nestas condigoes, é bem conhecido que qualquer elemento da forma ap — Sg é um

elemento de Darboux, para todo a, € C nao ambos nulos. De fato, como

0=14(p/q) = [6(p)q — pé(a)l/d*,

temos que §(p)g = pd(q) e, assim, p | §(p)g. Como mdc(p, q) = 1, segue que p | 4(p).
Logo, existe ¢ € R tal que d(p) = c¢p. Substituindo §(p) = cp em §(p)g = pd(q),

obtemos d(q) = c¢q. Neste caso, temos
6(ap — fq) = ad(p) — Bo(q)
= acp — Peg
= clap — Bq).

Suponhamos que ap— g = 0, ou seja, ap = fg. Como (0,0) # («, ), sem perda de

generalidade, podemos assumir que o # 0. Entao, p = a~13q e, consequentemente,

p/q= a 1B ecC,

o que nao pode ocorrer. Portanto, ap — ¢ # 0 é um elemento de Darboux, para

todo «a, f € C nao ambos nulos.

Dado um ideal maximal qualquer M de R, temos que M = (x — X,y — u), para

algum A, u € C. Notemos, também, que
M ={r(z,y) € R[r(\ n) =0},
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pois {r € R|r(\, pu) =0} é um ideal préprio de R contendo o ideal maximal M.

Se p(A\, ) = 0, entao M contém o elemento de Darboux p. No caso em que
p(A, i) # 0, tomemos o = g(A, ) e f=p(A\, pu) #0. Entdor = ap — g € R é um

elemento de Darboux tal que

r(A ) = ap(A ) = Ba(A, ) = q(A, )p(A, 1) — p(A, p)a(A, 1) = 0.
Logo, r € M.

Isto mostra que todo ideal maximal M contém um elemento de Darboux. Pela
Proposicao 1.4.7, os fatores irredutiveis de um elemento de Darboux, também sao

elementos de Darboux. Portanto, M contém um elemento de Darboux irredutivel.

(6) = (3) Segue do Teorema 4.2.1. m

O préximo resultado fornece condigoes necessarias e suficientes para que os

anéis de operadores diferenciais C[z, y][0; §] satisfacam (¢).

Teorema 4.2.3. Sejam R = Clz,y| com C-deriva¢io § e S = R[6;0]. Entao, S
satisfaz (o) se, e somente se, S ndo é primitivo e para todo M € Maz(R) N Fs e

p € M, onde p € um elemento de Darbouz irredutivel, temos que 6(R) C Rp.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que, se § = 0, o resultado segue trivial-

mente. Assim, consideremos o caso em que § # 0.

Suponhamos que S satisfaz (¢). Pelo Corolario 3.1.4, temos que S nao é
primitivo. Suponha, por absurdo, que existem M € Max(R)NJFs e p € M, onde p
é um elemento de Darboux irredutivel, tal que 6(R) ¢ Rp. Aplicando a Proposicao

4.1.10, teriamos que S nao satisfaz (¢), contradizendo a hipdtese.

Reciprocamente, suponhamos que S nao é primitivo. Se Max(R) N Fs = &,
entao, pelo Teorema 4.1.3, segue que S satisfaz (¢). Suponhamos agora que para
todo M € Max(R) N JFs e p € M, onde p é um elemento de Darboux irredutivel,

temos que 6(R) C Rp. Neste caso, mostraremos que todo ideal primitivo P de §
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contém um ideal Q@ de S tal que Q é gerado por elementos normais e S/Q satisfaz
(¢). De fato, seja P um ideal primitivo qualquer de S. Como S nao é primitivo, P
¢ um ideal primo nao nulo de S. Pela Proposicao 1.5.1 (iv) e Proposi¢ao 1.5.2 (ii),
temos que P = P N R é um d-ideal primo nao nulo de R. Além disso, ou P = SP

ou §(R) C P. Vamos estudar estes dois casos abaixo.

Caso 6(R) C P: Se P ¢ Max(R), entao P = Rp, para algum elemento de

Darboux irredutivel p € R. Se P € Max(R), entao segue da Proposigao 4.2.2 que
existe um elemento de Darboux irredutivel p tal que p € P. Neste caso, por hipotese,
terfamos d(R) C Rp. Em ambos os casos, consideremos Q = Sp C P e notemos
que Q é um ideal de S gerado por um elemento normal, pois p é um elemento de
Darboux. Logo,

5/Q = 5/Sp ~ R/Rpl#; 6] = R/ Rpl)]

¢ um anel comutativo noetheriano e, portanto, S/Q satisfaz (o) (ver Exemplo (2)

da Se¢ao 1.3.3).

Caso 6(R) € P: Neste caso, temos que P = SP. Além disso, P nao é maximal.

Caso contrario, P seria um ideal maximal de R tal que 6(P) C P, entao, pelo Lema
3.2.3, terfamos que §(R) C P, o que ndo ocorre. Logo P = Rp, para algum elemento
de Darboux irredutivel p € R e, consequentemente, P = SP = Sp é gerado por um
elemento normal. Ademais, qualquer ideal maximal M de R contendo P = Rp nao
¢ um d-ideal. Caso contrario, por hipdtese, teriamos que §(R) C Rp = P. Logo,

pelo Lema 4.1.2, obtemos que
K.dim(S/P) = K.dim(S/SP) =1

e, portanto, S/P satisfaz (¢) (ver Exemplo (4) da Secao 1.3.3). Logo, basta tomar
Q="7P.

Portanto, aplicando o Lema 4.0.1, concluimos que S satisfaz (¢). m

Encerraremos esta secao apresentando algumas consequéncias e exemplos dos
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resultados obtidos até aqui.

Corolério 4.2.4. Seja R = Clz,y] com C-derivagdo 6 tal que mde(d(x),0(y)) = 1.

Entao, R[0; 0] satisfaz (o) se, e somente se, R[0; )] naoé primitivo e Max(R)NFs = .

Demonstracao: Como mdc(d(z),d(y)) = 1 e §(z),d(y) € §(R), obtemos que
§(R) € Rp, para todo elemento de Darboux irredutivel p € R. O resultado agora

segue do Teorema 4.2.3. m

Um polinomio é dito homogéneo de grau n se todos os seus termos tém o mesmo
grau n. Por exemplo, z° + 622y — xy* é um polindmio homogéneo de grau 5 em
Clz,y]. Dizemos que 6 é uma deriva¢ao homogénea de grau n de Clz,y] se d(z) e

d(y) sao homogéneos de mesmo grau n.

Corolario 4.2.5. Seja R = Clz,y] com C-derivagdo § tal que 6 é homogénea de
graun e mde(o(x),0(y)) = 1. Entao,

RI[0; 6] satisfaz (¢) se, e somente se, n = 0.

Demonstragao: (=) Suponhamos que n > 0 e consideremos o ideal maximal
M = (z,y). Como §(x) e d(y) sdo polindmios homogéneos de mesmo grau n > 0,
temos que d(x) e d(y) ndo contém termos constantes. Isto implica que 6(z),d(y) €
M e, consequentemente, M é um ideal maximal de R que é um d-ideal. Logo,

Max(R) N Fs # @ e, pelo Corolario 4.2.4, segue que R[#; ] nao satisfaz (¢).

(<) Assumimos agora que n = 0. Neste caso, d ¢ uma derivagao localmente

nilpotente e, portanto, R[f;d] satisfaz (¢) (ver Proposi¢ao 2.3.1). m

Observacao 4.2.6. Sejam R = C[z,y| e § uma derivagao triangular de R, isto é,
d(z) =X € C\{0} e 5(y) = a € C[z]. Embora seja conhecido que R[f; §] satisfaz ()
(pois 0 é localmente nilpotente), podemos verificar isto a partir de nossos resultados.

Basta observarmos que (§(z),d(y)) = R e R|[f;d] ndo é primitivo, para aplicar o
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Teorema 4.1.3. De fato, como d(z) = A € C\ {0}, é ébvio que (§(z),d(y)) = R.
Agora, uma vez que J é localmente nilpotente e K.dim(R) = 2, pela Proposicao
2.3.4, temos que R nao é d-simples. Entao, existe um d-ideal nao trivial I de R.
Seja M um ideal maximal contendo I e (M : §) o maior d-ideal contido em M.
Pela Proposigao 1.4.5, (M : §) é um d-ideal primo e, além disso, (M : ) # 0, pois
0#1C (M:§). Como R nao tem ideais maximais que sdo d-ideais, obtemos que
(M :9) = Rp, para algum elemento de Darboux irredutivel p € R. Aplicando [40,
Theorem 8.1.1], concluimos que §(p) = 0, ou seja, p € L° \ C, onde L = C(z,y) é
o corpo de fracoes de R. Isto mostra que L? # C e, segue da Proposicao 4.2.2 que

R[0; 6] nao é primitivo. Como queriamos mostrar.

No Exemplo 4.1.9, da secao anterior, vimos exemplos de anéis de operado-
res diferenciais S = Clx, y][f; d] satisfazendo (¢), onde sao verificadas as seguintes
condigoes:

S nao é primitivo e Max(R) N Fs = <.

Em geral, podemos ter Max(R) N Fs # &. Abaixo seguem dois exemplos
de anéis de operadores diferenciais S satisfazendo (¢) onde a condi¢ao “para todo
M € Max(R)NFs e p € M, onde p é um elemento de Darboux irredutivel, temos

que 6(R) C Rp”, do Teorema 4.2.3, é atingida.

Exemplo 4.2.7. Seja R = C[z,y] com a C-derivagao 6 = [(z+ 1)y — 1]y(d, — y?9,).
Entao R[0; ] satisfaz (o).
(1) Primeiro, vamos descrever os elementos de Darboux irredutiveis de o:
Consideremos 0’ = 9, — 4?0, e, assim, 6 = [(x + 1)y — 1Jyd’. Notemos que,

dado um elemento de Darboux irredutivel p de 4, entao p | 6(p). Assim

p|(z+ 1)y —1Jyd'(p)

e, consequentemente, p | (x + 1)y — 1 ou, p | y ou p | &’(p). No ultimo caso, p é um

elemento de Darboux irredutivel de ¢’. Portanto, basta calcularmos os elementos de
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Darboux irredutiveis de §'.

Observemos que R = Clz]|[y] e (5’@[1] = 0, é a derivagao ordinéria de polinémios
em C[z]. Usaremos a notagao ordindria para estas derivagoes, isto é, §'(a) = o/, para
todo a € C[z]. Suponhamos que p = Y a;y" é um elemento de Darboux de ¢’
nao constante, onde a; € Clz] e a,, # 0. Entdo n > 0, pois, caso contrario, p € C|z]
seria um elemento Darboux de ¢’ e como os tnicos elementos de Darboux de ¢’ em

C|x] s@o os constantes, terfamos que p é constante.

Calculando ¢'(p) obtemos

n

F(p) = D [0'(a)y + aid'(y')]

1=0
n n
_ 2 : /1 2 : . i+1
= a;y — ay
=0 =1

= ay+ayy+ Z(a; — (i = Da_1)y" — na,y"*.
i—2

Como p é um elemento de Darboux de §’, existe ¢ € R tal que §'(p) = ¢p. O fato de
p ser um polinémio de grau n em y que divide ¢'(p) implica que ¢ é um polindémio

de grau 1 em vy, isto é, ¢ = by + byy, onde by, by € Cx] e by # 0. Logo
cp = (bo+biy) (Z Cliyi)
i=0
= Z boazy’ + Z brazy™
i=0 i=0

n

— boao + (b0a1 + blao)y + Z(boai + blai_l)yi + blany”+1.
=2

Comparando os coeficientes dos monomios em ¥, obtemos

ag = boag (4.3)

a; = boa; + biag (4.4)

a; — (i —Da;_y = boa; + bra;_1 V2<i<n (4.5)
—na, = ba,. (4.6)
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Da tultima equagao, temos que by = —n € C é uma constante nao nula. Mostraremos
que by = 0. De fato, se by # 0, por (4.3), obtemos que ay é um elemento de Darboux
em C[z]. Como os unicos elementos de Darboux de Clx] sao os constantes, entao
0 = ay = boag e, assim, ap = 0. Seja 1 < i < n o menor indice com a; # 0. Entao
a;—1 = 0. De (4.5) segue que a; = bya;, ou seja, a; é um elemento de Darboux em

Clx] e, logo, deve ser zero, uma contradigdo. Portanto, by = 0.

Pelo sistema de equagoes acima temos
ag =0, a; = —nay, a; = (i—1—n)a;_1, V2 <i<n.

Seja a = a,. Entao

p—1 = —a,=—a,
-1 1
N
-1, (=1)° @
=3 = T3ifn2= g d

e mais geral, para qualquer, 1 < k <n

-1, —1(=D"" (aw—l))’:—(_l)k k),

nk = T In—6-1) = 7 1) K
Logo, os elementos de Darboux de ¢’ sao da forma
p=) oy
k=0
para algum polinomio a € C[z] \ {0}. Como a™*Y = (—~1)"nla) = 0, obtemos que

deg(a) < n.

Por outro lado, qualquer elemento da forma acima é também um elemento

de Darboux de ¢’. Com efeito, se p = >}, (_kl!)ka(k)y"_k, onde a € Clz] tal que
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deg(a) < n, entdo

d'(p) = X
k=0 ’
n—1
-y 5]
k!
k=0
n—1

[y

i)k S (D = k) (k) n—h+1
|
— k!
n—1 k n—1 k
(k+1) k+z ]i—l)l 'a(kz)yn h1 nyz(—]j) (k). n—k
k:l( -1 k=0
n—2 n—1 k
(k+1), n—k (-1) (k+1), n—k (=D" &) ek
+ ey ey Y S
k=0 k=0
n—1
v oY
k=0

Portanto, um elemento nao constante p € R é um elemento de Darboux de ¢’

se, e somente se,

k)nk

_Z kl ’

para algum n > 0 e a € C[z]\ {0}, onde deg(a) < n. Além disso, fatorando o termo

lider de a, podemos assumir que a é monico.

Seja p =37, ¢

k!

(k)y” ¥ € R um elemento de Darboux nao constante de

0" de grau m em y. Suponhamos que a € Clz] é um polindmio monico tal que

2 < deg(a) < n. Como C é algebricamente fechado, a = uv, para algum u,v € C[z]

tal que u é um polindmio moénico de grau 1. Agora, levando em conta que v’ = 1,

temos que

a(k

I (

=0

E=i) = yp®) 4 kD),
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Usando o fato de v ter no maximo grau n — 1, obtemos que v™ = 0 e, assim,

n 1 k
p = uvy”+z( k') (uv(k)—i-kv(k*l)) ynk
k=1 ’
n—1 n
_ n (_]‘)k (k), n—k (_1)k (k—1), n—k
= uvy —I—ZTUU Y —i—ZTkU Y
k=1 k=1
n—1 n
_ (=D 4 ok (D" ) ok
= uy (Z A vy +Z—(k_1)!v Y
k=0 k=1
~ (=DM
= -1 N Tl
=0 (3 G

Logo, se p é um elemento de Darboux irredutivel de ¢, entao deg(a) < 2.

Se a é constante, entao a = 1 e p = y™. Sendo irredutivel, forca p = y. Se
deg(a) = 1, entdo a = x+pu, para algum u € C, e a’ = 1. Logo p = (z+pu)y" —y™ L.
Como p é irredutivel, n = 1 e, consequentemente, p = (z + )y — 1, para algum

e C.

Isto mostra que todo elemento de Darboux irredutivel de §" (e, portanto, de

) é um multiplo escalar de um dos seguintes elementos:

p=1y ou q = (v + p)y —1, para algum u € C.

(2) R[0; 4] nao é primitivo:

Notemos que ¢,, = (z + 1)y — 1 e qu, = (x + p2)y — 1 nao sdo associados
quando gy # ps. Assim, existem infinitos elementos de Darboux irredutiveis de o

nao associados em R. Logo, pela Proposicao 4.2.2, temos que R|[f; §] nao é primitivo.

(3) Para todo M € Max(R) N Fsep € M, onde p é um elemento de Darboux

irredutivel, temos que 6(R) C Rp:
Seja M um ideal maximal de R que é um d-ideal. Assim
M= (z—a,y—pB) ={r(x,y) € R|r(e, f) = 0}

com «, 8 € C. Como §(M) C M, temos que 6(z — ) = [(x + 1)y — 1]y € M.

Entao (r + 1)y —1 € M ouy € M, pois M é primo. Se (x4 1)y — 1 € M, entao
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(a+1)—1=0e¢,assim, f=1/(a+1) e a# —1. Logo M = (a:—a,y—ﬁrl). No

caso em que y € M, entao § = 0, de onde segue que M = (z — a, y).

Portanto, os ideais maximais que sao d-ideais sao da forma:

1
o +1

M={(xr—ay) ou M={(x—ad,y— )

onde a € K e o € K\ {—1}. Analisaremos abaixo estes dois casos.

Caso M = (x — «a,y): Notemos que q,(z,y) = (v + p)y — 1 & M, para todo

p € K, pois q,(a,0) = (a+p)0—1 # 0, para todo u € K. Logo, os tinicos elementos
de Darboux irredutiveis pertencentes a M sao os multiplos escalares de p(z,y) = y.
Neste caso, temos que d(R) C Ry, pois 6(z),d(y) € Ry.

1

Caso M = (z — o,y — v}

): Obviamente p(x,y) =y € M, pois p (o/, a,;ﬂ) =

—+= # 0. Por outro lado, temos que

1
o +1

):(0/+u) —l1=0&p=1

qM(fL’,y)=(5L‘+u)y—1€M<:>qu<a’, o1

Logo, os tinicos elementos de Darboux irredutiveis pertencentes a M sao os multiplos
escalares de ¢i(z,y) = (x + 1)y — 1. Notemos que 6(R) C R[(x + 1)y — 1], pois
6(z),0(y) € R[(z + 1)y — 1].

Portanto, pelo Teorema 4.2.3, R[0; ] satisfaz (o).

Cabe ressaltarmos que, no exemplo acima, como ¢’ nao é localmente nilpotente,

por [40, Proposition 8.1.2], temos que é nao é localmente nilpotente.

Exemplo 4.2.8. Seja R = C[z,y] com a C-derivacdo § = (v —y)(0,+09,). Sabemos
que 0 é uma derivacao localmente nilpotente (ver [40, Proposition 8.1.2]). Vamos

mostrar que R[6; 0] satisfaz as condigdes do Teorema 4.2.3.
(1) Comegamos calculando os elementos de Darboux irredutiveis de 6:

Seja ' = 0, + 0,. Entdo, § = (z — y)d’. Um argumento semelhante ao

utilizado no Exemplo 4.2.7, mostra que, se p € um elemento de Darboux irredutivel
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de J, entdo p | x —y ou p | &'(p). Como antes, basta calcularmos os elementos de

Darboux irredutiveis de .

Seja p = > ;a;y" um elemento de Darboux nao constante de ¢’, onde a; €
Clz] e a,, # 0. Pelo mesmo argumento de antes, devemos ter n > 0. Manteremos a

notagao usada no Exemplo 4.2.7 para denotarmos a derivagao ordinaria de Clz].

Calculando ¢'(p) obtemos

n

d'(p) = Z[5l(ai)yi+ai5/(yi)]

i=0
i—0 i—1
n n—1
= > dy' +> i+ Dainy'
i=0 i=0
n—1
= Z(aé + (i + Dai)y' +aly™.
i=0

Como p é um elemento de Darboux e ¢’ é uma derivacao localmente nilpotente, por
[40, Theorem 8.1.1], temos que ¢’(p) = 0. Comparando os coeficientes dos monoémios

em ¥, obtemos

a;, = —(G+Day V0<i<n-—1
a, = 0.
Seja a = ag. Entao
a; = —ay=—d,
ag = _7161/1 = %a”,
O

e, mais geralmente, para qualquer 1 < k < n,

I SV 1 G VA =1\ _ (—1)* (k)
= e = gy @) = -
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Logo, os elementos de Darboux de ¢’ sao da forma

(=D
p:ZTG Y
k=0 )

"4, € C\ {0} (lembre-se que a/, = 0),

para algum a € C[z] \ {0}. Como a™ = (’nl,

entao deg(a) = n.

Por outro lado, qualquer elemento da forma acima é também um elemento de

Darboux de &', pois, se p = Y ,_, (_k—l!)ka(k)yk com a € C[z] tal que deg(a) = n, entdo

5/(p) _ Z o (k+1y +Z (k)

n—1 n
(-1) (k+1), k (-1) (k), k—1

= Y- ay

kz:; k! kz:; (k—1)!

n—1 k n—1 k
_ Z (1) QD b (=D" (et1) &
- k! Y k! Y

k=0 k=0

Assim, um elemento nao constante p € R é um elemento de Darboux de ¢’ se,

e somente se,

=y
k=0
para algum n > 0 e a € C[z] \ {0} com deg(a) = n. Além disso, fatorando o termo

lider de a, podemos assumir que a é monico.

Sejam p =Y ;_, %a(k)yk um elemento de Darboux de ¢’ nao constante de

grau n em y. Suponhamos que a € C[z| é um polinémio ménico tal que deg(a) =
n > 2. Como antes, temos que a = wv, para algum u,v € Clz] tal que u é um

polinomio monico de grau 1, e

k
k . .
a® = (uv)® = E ( ,)u(l)v(kl) = uv® + koY para todo k > 0.
i
=0
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Usando o fato de v ter grau n — 1, obtemos v(™ = 0 e, assim,

n _1k
p = 3 E oy

|
prd k!
n 1 k
= a+ (k') (uv(k)—i—kv(k_l)) y*
k=1 ’
n—1 n
_ (_1)k k), k (‘Uk (k—1), k
= uv+ A uv’y —i—;mv Y

Logo, se p é um elemento de Darboux irredutivel de ¢, entao deg(a) =n = 1.
Portanto, a = x + p e, assim, p = —d'y + a = —y + x + u, para algum u € C.
Isto mostra que todo elemento de Darboux irredutivel de ¢’ (e, portanto, de

) é um multiplo escalar de

Pu=1T—Yy+u, para algum p € C.

(2) R[0; 4] nao é primitivo:

Notemos que p,, = —y + 1 € py, = T — Y + 12 nao sao associados quando
(1 # pe. Assim, existem infinitos elementos de Darboux irredutiveis de ¢ nao

associados em R. Logo, pela Proposicao 4.2.2, temos que R[0; ] nao é primitivo.

(3) Para todo M € Max(R) N JFsep € M, onde p é um elemento de Darboux

irredutivel, temos que 6(R) C Rp:
Seja M um ideal maximal de R que é um d-ideal. Entao
M= (x—ay—p)={r(z,y) € R|r(e, 3) = 0},

onde «, 5 € C. Como 6(M) C M, temos que §(z —a) =d(y — ) =x—y € M.

Logo a— 8 =0 e, assim, o = 3. Portanto, os ideais maximais de R que sao d-ideais
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sao da forma

M= (x—ay—a), para algum a € C.

Dado um elemento de Darboux irredutivel qualquer p,(x,y) =  —y + p, para

algum p € C. Notemos que
pulz,y)=c—y+peM & pla,a)=a—a+p=0 & pu=0.

Logo, os tinicos elementos de Darboux irredutiveis pertencentes a M sao os multiplos
escalares de po(z,y) = x —y. Notemos que §(R) C R(x — y), pois §(z),d(y) €
R(x —vy).

Portanto, aplicando o Teorema 4.2.3, concluimos que R[#; d] satisfaz (¢).

Observagao 4.2.9. Seja R = C[z,y] com C-derivagao ¢ tal que mdc(d(z),d(y)) =
c € R\C,isto ¢, § = c¢(ad,+bd,) = cd', onde a,b € R, mde(a,b) = 1ed" = ad,+bo,.

Neste caso, temos:

(1) Max(R) N Fs # &, ou seja, sempre existem ideais maximais que sao J-ideais.

De fato, se Max(R) N Fs = &, entdo, pela Observacao 4.1.7, temos que

(0(x),0(y)) = R e, assim, mdc(d(x),d(y)) = 1, que é uma contradigao.

(2) Se R[#;0] satisfaz (¢), entdao ¢ € M, para todo M € Max(R) N Fs.

Com efeito, suponhamos, por absurdo, que existe um ideal maximal M tal que
(M) C Mecg M. Como R[f; 4] satisfaz (¢), pelo Teorema 4.2.3, temos que
RI[0; ] nao é primitivo e, assim, pela Proposicao 4.2.2, existe um elemento de
Darboux irredutivel p € R tal que p € M. Como ¢ ¢ M, segue que p t c. Além
disso, o fato que mdc(a,b) = 1 implica que p t a ou p b. Entao p 1 ca = §(z)
oup{cb = d(y). Isto significa que d(z) ¢ Rp ou d(y) ¢ Rp e, portanto,
§(R) ¢ Rp. Aplicando o Teorema 4.2.3, obtemos que R[§; 4] nao satisfaz (o),

uma contradigao.
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(3)

Usando o item (2) acima, podemos construir exemplos de anéis de operadores
diferenciais R[f; 0] que nao satisfazem (¢). Basta escolhermos os polinémios
a e b em um ideal maximal M tal que ¢ € M. Por exemplo, coloque ¢ = .
Sabemos que ¢ € M = (x—1,y). Entao, tomandoa =y € Meb=z—1¢€ M,
temos que M ¢ um ideal maximal de R tal que 6(M) C M, pois 6(z — 1) =
dz) = ca € Medly =cb e M. Agora, como ¢ ¢ M, pelo item (2),

concluimos que Clz, y|[¢; x(y0, + (z — 1)0,)] nado satisfaz (o).

A reciproca de (2) nao vale em geral. Se tomarmos ¢ = x,a =1eb =y
no enunciado acima, obtemos a seguinte derivacao 6 = x(d, + y09,) = z¢',
onde ¢ = 0, + yJ,. Notemos que z € M, para todo M € Max(R) N F; =
{(z,y—p5) | B € C}. Vamos mostrar que R[f; ] ndo satisfaz (¢). De fato, se p é
um elemento de Darboux irredutivel de 4, entao p | §(p) = xd'(p) e, assim, p | =
oup | §(p). O dltimo caso implica que p é um elemento de Darboux irredutivel
de ¢’. Por [2, Theorem 4.1, (b)], sabemos que p = y é o tnico elemento de
Darboux irredutivel nao associado de §’. Isto mostra que os unicos elementos
de Darboux irredutiveis nao associados de 9§ sao os multiplos escalares de z e
y. Pela Proposigao 4.2.2, temos que R[f;d] é primitivo. Portanto, segue do

Teorema 4.2.3 que R[0;0] nao satisfaz (¢).
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CAPITULO 5

Discussoes (Gerais

Neste trabalho, tivemos como objetivo principal estabelecer condigoes ne-
cessdrias e suficientes para que os anéis de operadores diferenciais R[f; 4] satisfi-
zessem a propriedade (¢). A estrutura de R[0;0] esta relacionada com a estrutura
do anel base R e com a derivagao ¢, tornando assim o tema complexo e abrangente.
Neste contexto, o presente capitulo visa discutir possiveis direcoes para o estudo
geral, levando em conta os resultados que foram obtidos nesta pesquisa e, também,

0s que estao presentes na literatura.

5.1 Algebras Afins

Sejam K um corpo de caracteristica zero e R um K-dominio afim comuta-
tivo com derivacao 0. Neste trabalho, foram apresentadas condicoes necessérias e
suficientes para que os anéis de operadores diferenciais R[0; ¢] satisfagam (¢) quando:
(1) R é é-simples (ou equivalentemente, R[f;d] é simples) (ver Teorema 2.2.2);
(2) R é 6-primitivo (ou equivalentemente, R[#; 0] é primitivo) (ver Corolario 3.1.3);
(3) R tem dimensao de Krull 1 (ver Teorema 3.2.4);
(4) R = Kl[z,z] (ver Corolario 3.2.7);

(5) R éum DFU de dimensao de Krull 2 e Max(R) N JFs = @ (ver Teorema 4.1.3);
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(6) R = C[z,y] (ver Teorema 4.2.3).

E importante ressaltarmos que Carvalho, Hatipoglu e Lomp [3] caracterizaram
os anéis de operadores diferenciais K |[x][0; 0] satisfazendo (¢). Além disso, no caso
em que K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e R é uma K-
algebra afim comutativa com K-derivacao 9, eles mostraram que, se § é localmente
nilpotente, entdo R[f; ] satisfaz (¢). Em geral, a reciproca deste ultimo fato nao é

verdadeira, como mostram os Exemplos 3.2.8 e 4.1.9.
Questao: Mais geralmente, suponhamos que R é uma K-algebra afim comutativa
com uma K-derivacao ¢ satisfazendo as seguintes condicoes:

(1) R nao é d-simples,

(2) R nao é d-primitivo,

(3) R tem dimensao de Krull > 2 e

(4) 6 nao é localmente nilpotente.

Sob quais condigoes S = R[0; d] satisfaz (©)?

No capitulo anterior, fornecemos condi¢oes necessarias e suficientes para que
S satisfaga (¢) quando R tem dimensao de Krull 2. Observemos que, devido ao
Corolério 3.1.3, a condicao “S ndo € primitivo” é necessaria. Neste caso, analisamos
sob quais condigoes os quocientes S/P, onde P é um ideal primitivo de S, satisfazem
as condicoes do Lema 4.0.1. Neste sentido, o leitor poderia nos perguntar: o que

acontece quando K.dim(R) > 27 Poderfamos aplicar o mesmo método?

Notemos o seguinte: dado um ideal primitivo qualquer P de S, conforme ja
mostrado antes, temos que P N R é um d-ideal primo nao nulo de R. Além disso,

ouP =S(PNR)oud(R)CPNR.

Se analisarmos essas informagoes quando K.dim(R) = 2, podemos concluir que

o d-ideal primo nao nulo P N R deve ser ou gerado por um elemento de Darboux
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irredutivel de R ou um ideal maximal de R. Nem sempre é uma tarefa ficil encontrar
os elementos de Darboux irredutiveis de R, mas é possivel descrevé-los em alguns
casos (ver Exemplos 4.2.7 e 4.2.8). Além disso, se K ¢ algebricamente fechado, os
ideais maximais de R sao bem conhecidos. Com isso, conseguimos obter informacgoes
importantes sobre os quocientes primitivos S/P e, assim, apresentar condi¢oes para

que S satisfaca (o).

Ja, no caso em que K.dim(R) = n > 2, além de aumentar a dificuldade para
determinar os elementos de Darboux irredutiveis de R, nao conseguimos caracterizar
os 0-ideais primos nao nulos com alturas 1 < k < n. Portanto, de um modo geral,
nao foi possivel obtermos informagoes suficientes sobre os quocientes primitivos S/P
que nos permitissem concluir a propriedade (¢) sobre S, com excecao de trés casos

particulares que estudaremos a seguir.

Caso (1): Consideremos R, ¢ e S conforme o enunciado da questdo acima.
Suponhamos que, para todo ideal primitivo P de S, ocorre §(R) C PNR. Neste caso,
pela Proposicao 1.5.2 (ii), S/P é comutativo e, assim, S/P é um corpo. Neste caso,
mostraremos que S satisfaz (¢). Mas antes, faremos algumas observacoes relevantes

sobre os anéis FBN.

Seja N(R) = {a € R|a™ = 0 para algum n € N} o nilradical de R, isto é, o

conjunto de todos elementos nilpotentes de R. Em [24], Jordan mostrou o seguinte:

Teorema 5.1.1. [24, Theorem 3] Sejam R O Q um anel noetheriano comutativo

com derivacao § e S = R[0;5]. As sequintes condigoes sao equivalentes:

(1) S € um anel FBN a direita;
(2) todo quociente primitivo de S € artiniano simples;
(3) 0(R) S N(R);

(4) todo quociente primo de S € comutativo;
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(5) todo quociente primitivo de S é um corpo.

Os anéis FBN constituem uma classe grande de anéis. Uma identidade po-
linémial sobre um anel R é um polinémio p(xy, ..., z,) em varidveis ndo comutativas
x1,...,Z, com coeficientes em Z tal que p(ry,...,7r,) = 0, para todo r1,...,7, € R.
Dizemos que um anel R é um Pl-anel (anel de identidade polinomial) se R satis-
faz uma identidade polinomial ménica p(xy,...,z,). Observamos que todo Pl-anel
noetheriano é um anel FBN (ver [36, Corollary 13.6.6 (iii)]). Claramente os anéis
comutativos sdo Pl-anéis, pois satisfazem a identidade polinomial p(z,y) = zy — yx.
Para um exemplo nao comutativo, consideremos os anéis de matrizes M, (R) sobre
um anel comutativo R. O Teorema de Amitsur-Levitzki (ver [36, Theorem 13.3.3
(ii)]) garante que M,(R) é um Pl-anel. Em [30] e [31], Leroy e Matczuk fornecem
condigbes necessdrias e suficientes para que as extensoes de Ore R[f; o, 0] sejam um
Pl-anel. Em particular, eles mostram que, dado um Pl-anel primo noetheriano R
e um endomorfismo injetivo ¢ de R, entdo, R[f;0,d] é um Pl-anel se, e somente
se, existe um polinémio nao constante no centro de R[f; 0, 0] com coeficiente lider
regular (ver [31, Theorem 3.7]). E importante ressaltarmos que, no caso em que R
¢ um K-dominio comutativo noetheriano, o Teorema 5.1.1 mostra que os anéis de
operadores diferenciais R[f; 0] nao sao anéis FBN (e, assim, nao sdo Pl-anéis), para
toda derivagao nao nula ¢ de R.

Voltando ao nosso caso, temos que S/P é um corpo, para todo ideal primitivo
P de S e, pelo Teorema 5.1.1, concluimos que S é um anel FBN a direita. Uma
vez que S ~ S obtemos que S é um anel FBN a esquerda, de onde segue que S
¢ um anel FBN. Neste caso, o Corolario 1.3.3 juntamente com a Proposicao 1.3.4

mostram que S satisfaz (¢).

Vejamos um exemplo.

Exemplo 5.1.2. Seja R = K|zy,...,2,|/(p?), onde p € Klzy,...,z,] é um ele-

mento primo. Notemos que § = p (>, @;0,), onde a; € Klxy,...,z,], ¢ uma
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K-derivagao de K[y, ...,,] e, como (p*) é um d-ideal de K|[z1,...,z,], temos que
§ induz uma K-derivacio 6 em R. Uma vez que N(R) = (p)/(p?), claramente

0(R) C N(R). Agora, o Teorema 5.1.1 e a observagao acima mostram que R[f;d] é

um anel FBN e, portanto, R[f;0] satisfaz (o).

Caso (2): Sejam R um K-dominio afim com derivagdo § e S = R[0;4].
Suponhamos que K.dim(R) > 2 e que existe um quociente primitivo S/P tal que

P =S(PNR)eht(PNR)=1. Neste caso, veremos que S nao satisfaz (o).

Assumimos agora que existem ideais primitivos P de S tais que P = S(PNR),
entao

S/P =S/S(PNR)~ R/(PNR);J

é um anel primitivo, onde § é a derivacdo induzida por § em R/(PNR). Se S satisfaz

(¢), 0o mesmo ocorre com S/P e, pelo Coroldrio 3.1.3, segue que
R/(PNR)éd-simples e Kdim(R/(PNR))<1.

Analisando a tltima condic¢ao, vemos que precisamos ter ht(PNR) > K.dim(R) — 1,
para todo ideal primitivo P de S tal que P = S(P N R). Portanto, temos o seguinte

resultado.

Coroléario 5.1.3. Sejam R um K-dominio afim com K-derivagao 6 e S = R[0;0].

Se S satisfaz (¢), entdo
R/(PNR) éd-simples e  h(PNR)>K.dim(R)—1,

para todo ideal primitivo P de S tal que P = S(P N R).

Nao ¢ dificil encontrarmos exemplos de anéis de operadores diferenciais S =
RI[0; 4] tais que ht(P N R) < K.dim(R) — 1, para algum ideal primitivo P de S tal
que P = S(P N R). Neste caso, pelo Coroldrio 5.1.3, temos que S nao satisfaz ().

O exemplo a seguir ilustra este caso.
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Exemplo 5.1.4. Sejam R = K]lz,y, 2] com a K-deriva¢dao 0 = 0, + y0, + 20, e

S = R[0;¢]. Consideremos P = Sz e, assim, P N R = (z). Notemos que

S/P =~ R/(PNR)b;I
= Kix,y,2]/(2)|0; 0, + y0, + Z0,]

~ Klx,y]0; 0, + y0,].

Por [2, Theorem 4.1, (b)], vemos que y é o unico elemento de Darboux irredutivel
da derivagao ¢ = 0, + y0d,. Aplicando a Proposicao 4.1.6, obtemos que K|z,y]
¢ ¢'-primitivo. Logo, segue do Teorema 3.1.2 que S/P = K|z,y][0;d'] é um anel

primitivo e, portanto, P é um ideal primitivo de S satisfazendo
1=ht(PNR)<Kdim(R)—1=2.

Aplicando o Corolério 5.1.3, obtemos que S nao satisfaz (o).

Caso (3): Sejam R um K-dominio afim com K-derivacao 6 e S = R[0;4].
Suponhamos que existem M € Max(R) N Fs e P € Spec(R) N F;s satisfazendo as

seguintes condicoes:
(1) M 2P,
(2) ht(P) = K.dim(R) — 1 e

(3) o(R) £ P.

Entao S nao satisfaz (¢) (ver Proposicao 4.1.10).

Sejam K um corpo algebricamente fechado e R = Klzy,...,2,] com a K-
derivacao § = x10,, ++ - ++x,0;,. Entdo M = (z1,...,2p_1,T,) e P = (x1,...,Tp1)

satisfazem as condigoes acima e, portanto, S nao satisfaz (¢) (ver Exemplo 4.1.11).
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5.2 Anel de Séries de Poténcias Formais K|[z]]

No Capitulo 3, obtemos uma caracterizacao para os anéis de operadores di-
ferenciais R[f;d] que satisfazem (¢) quando R ¢ um K-dominio afim de dimensao
de Krull 1. Nessas hipéteses, mostramos que R é §-primitivo e, consequentemente,

RI[0; 9] satisfaz (¢) se, e somente se, R é d-simples (ver Teorema 3.2.4).

Questao: Mais geralmente, se R é um K-dominio nao afim de dimensao de Krull

1, entdo é possivel caracterizarmos a propriedade (¢) em R[6;6]?

Por exemplo, consideremos o anel de séries de poténcias formais R = K|[z]]

com a K-derivacao 6 = 20, e S = RI[f;]. Neste caso, S satisfaz (¢)?

Precisamos estudar as extensoes essenciais ciclicas de S-moédulos simples. Lem-
bramos que a Observagao 2.1.5 nos da exemplos de S-mdédulos simples somente
quando R ¢é um anel §-simples. O seguinte resultado, de Goodearl e Warfield [14],

nos fornece condigoes suficientes para obtermos exemplos de S-médulos simples.

Proposicao 5.2.1. [14, Proposition 3.3] Sejam R um anel comutativo noetheriano
com deriva¢ao § e S = R[0;]. Assuma que existe um elemento nao divisor de zero
x € R tal que R, € §-simples e 6(x)™ € Rx, para algum m € N. Entao S/S(0x —1)

¢ um S-mddulo stmples a esquerda.

Notemos que o unico ideal primo de R é o ideal maximal Rx que é um J-
ideal. Como, neste caso, os ideais d-primos sao justamente os ideais primos de R
que sao d-ideais, segue que Rz é o tnico ideal §-primo e é nao nulo. Aplicando a
Proposi¢ao 1.4.9, obtemos que R, é d-simples. Além disso, como §(z) = = € Rz,

pela Proposigao 5.2.1, temos que S/S(0x — 1) é um S-médulo simples.

Mostraremos agora que V = 5/S(fz — 1) ndao é um S-mdédulo injetivo. Logo,

possui uma extensao essencial nao trivial, em particular, o seu fecho injetivo.

Primeiro, consideremos A = K{[z]]\{0} e notemos que V ¢ livre de A-torgao.
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De fato, temos que
1+80x—1)gta(V)={v e V]|av =0 para algum a € A},

caso contrario, terfamos que a € S(fx — 1), para algum a € A e, assim, a €
S(@x —1)N R =0, o que é um absurdo (pois A = K[[z]]\{0}). Isto mostra que
t4(V) é um submédulo préprio de V. Como V' é simples, obtemos que t4(V) = 0,

ou seja, V é livre de A-torcao.

Nao é dificil verificar que A = K[[z]]\{0} é um conjunto de elementos normais
em S e, assim, um conjunto de Ore em S. Como S é noetheriano, por [12, Propo-
sition 10.7], obtemos que A é um conjunto de denominadores de S. Consideremos
T = SA™'. Entao T = SA™! ~ RA7'[0;20,] = K((x))[#;x0,], onde K((z)) é o
corpo de fragoes de R = K|[x]] (ver [13, Proposition 1.1]) e VA™! = T/T(6z — 1).
Assim, por [12, Corollary 10.14 (b)], se V' é um S-mdédulo injetivo, entao VA~ é
um T-médulo injetivo. Logo, basta mostrarmos que VA~ = T/T(fx — 1) nao é

injetivo como T-mdédulo.

Em [20], Jain, Lam e Leroy mostraram o seguinte.

Lema 5.2.2. [20, Lemma 4.4 (d)] Sejam R um anel de divisio e T = R[0;0]. Para
a € R, consideremos 6,(\) = Aa—al, para todo X € R. Entao, T/T(0—a) € divisivel

se, e somente se, y i, a;(6 —8,)" : R — R € sobrejetora, para todo y ;. a0" € T

Em nosso caso, temos que § = xd, e R = K((x)) é um corpo, assim ¢, =0 e
T = K((z))[0; 28,]. Logo, T/T(0 — a) ¢ divisivel se, e somente se, Y i, a;(x0,)" :
R — R é sobrejetora, para todo Y . a;0" € T. Para 6§ € T, temos que 20, :
K((z)) — K((z)) nao é sobrejetora, pois os elementos constantes nao nulos nao sao
correspondidos. Aplicando o Lema 5.2.2, obtemos que T'/T'(# — a) nao é divisivel,

para todo a € K((z)). Em particular, para a = 27! — 1 € K((z)), segue que

T/T(0x—1)=T/Tz[0 — (z7' = 1) =T/T[0 — (z7* — 1)]
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nao ¢ divisivel. Como todo mddulo injetivo é divisivel, obtemos que 7'/T'(fz — 1) =

V A~! ndo é injetivo, como queriamos mostrar.

Disso, segue que S/S(0x — 1) nao é injetivo e, portanto, possui uma extensao
essencial nao trivial. Nessa pesquisa, nao conseguimos encontrar tais extensoes. As

tentativas realizadas foram infrutiferas. A extensao dbvia

s6  __ S
SOz —1)0 = S(6z — 1)0’

tendo em conta os resultados anteriores, nao funciona. Tal fato deve-se a existéncia

de elementos que satisfazem as condigoes do enunciado da seguinte proposicao.

Proposicao 5.2.3. Sejam R um anel comutativo com derivacio §, S = R[0;0] e
R = {r € R|§(r) = 0} o subanel de constantes de R. Sea € R\ R’ eb € R° ¢

nao divisor de zero em R, entao

S0 S
S0 —1)8 *° S@a—0)0°

Demonstragao: Suponhamos que a € R\ R® e b € R’ ¢é nao divisor de zero.

Defina J = S(fa — b)0 e I = S(ah — b). Temos o seguinte:

(1) Qualquer elemento de I pode ser escrito como c(af — b) + f(fa — b)0, para

aleum c€ Re f € S, pois
0(ah —b) = (fa — b)6

e, portanto, para todo g = > 1" j¢;0° € S, temos que
i=1

g(ah —b) = co(ab — ) + (i Cié’i_1> (Ba — b)6.

Consideremos o S-mddulo a esquerda U = (I + J)/J. Logo, os elementos de
U sao da forma

c(ad —b)+ J, onde c € R.
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(2) U # 0, pois (al —b) + J = 0+ J se, e somente se, (af —b) € J C SO, mas
b S6.
(3) UNSO/J =0, pois se c(ab—b)+J € UNSE/J, onde c € R, entao c(ad—b) € S6.

Assim, segue que cb € S0 e, portanto, cb = 0. Mas, como b nao é divisor de

zero, temos que ¢ = 0.

Portanto, S8/J £. S/J. m

Em nosso caso, temos R = K|[[z]] com a K-derivagao 0 = z0, e S = R[6;J].

Como a = z e b = 1 satisfazem as condi¢oes da Proposicao 5.2.3, concluimos que

S0 S
S0z =10 = 56z —1)0°
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