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RESUMO

Seja C' uma curva quartica plana lisa sobre o corpo k = C, K seu corpo de
fungoes racionais e P um ponto de C. Neste trabalho estudamos a extensao de
corpos K/Kp gerada pela projecio mp : C' — P, Calculamos seu fecho de Galois
Lp e caracterizamos topologicamente o modelo nao singular de Lp. No caso em
que K/Kp é de Galois apresentamos equagoes que definem C. Estimamos também

o numero de pontos P da quartica tais que K/Kp é de Galois.

ABSTRACT

Let C' be a smooth plane quartic curve over the field £ = C, let K be its rational
function field and let P be a point in C. In this work we study the field extension
K/Kp generated by the projection 7p : C — P!. We calculate its Galois closure Lp
and characterize topologically the smooth model of Lp. In the case where K/Kp
is Galoisian we give defining equations for C'. We estimate the number of points P

of the quartic such that K/Kp is Galoisian.
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Introducao

Seja k = C o corpo dos nimeros complexos. Seja K extensao de k, finitamente
gerada com gr.try K = 1, isto é, seja K um corpo de funcoes racionais de uma
variavel sobre k. Seja t € K transcendente sobre k. Entao [K : k(t)] é finito.

Podemos questionar, por exemplo

1. Quando a extensao K/k(t) é galoisiana?
2. O que podemos dizer sobre o fecho de Galois L/k(t) da extensao K /k(t)?

3. Qual é o grupo de Galois Gal(L/k(t))?

Obviamente as questoes acima sao bastante gerais e sem hipoteses adicionais nao
temos muito o que dizer. Em |[Miura-Yoshihara|, os autores propoem o estudo de
tais questoes de um ponto de vista geométrico, para um tipo especial de extensoes,

COImno segue.

Seja C' &€ uma curva irredutivel. Entao o corpo k(C') das fun¢oes racionais de C é
do tipo acima, isto é, finitamente gerado sobre k e gr.try k(C) = 1. Adicionalmente,
se C' é uma curva projetiva plana de grau d e P € P2, consideramos o espaco {retas
de P2 por P} ~ P! e a aplicacio racional np : C' — - > P! que faz Q — PQ =
reta por P e Q. Entdao 7p induz uma extensao de corpos 7p : k(P') — k(C') com
grau deg mp = d — mp(C'), onde mp(C') é a multiplicidade de P como ponto de C:
com efeito, pelo Teorema de Bézout uma reta genérica de P? por P intersecta C em

d—mp(C) pontos. Cabe observar que convencionamos mp(C') = 0 no caso P ¢ C.



Tais extensoes geradas por 7p dependem somente do ponto P € P2, E para este
tipo de extensao que estudaremos as questoes acima. De maneira explicita, dados
uma curva plana irredutivel C' e um ponto P € P?, denotamos Kp = 75(k(P!)) e
K = k(C). As questoes anteriores, deste ponto de vista geométrico, sao colocadas

nos seguintes termos:
1. Quando a extensao K/Kp é galoisiana?

2. O que podemos dizer sobre o fecho de Galois Lp/Kp da extensao K/Kp?

3. Qual é o grupo de Galois Gp := Gal(Lp/Kp)?

De acordo com [Miura-Yoshihara|, damos a seguinte definicao:

Defini¢ao 0.0.1. Se a extensao K/Kp € galoisiana dizemos que P é um ponto de

Galois.

O objetivo principal deste trabalho é compreender a demonstracao do Teorema
[Miura-Yoshihara, Thm.2.1], que trata do caso P € C, e reescrever sua prova de
forma a tornar o resultado acessivel para um piublico nao especialista. Como muitos
dos pré-requisitos para sua compreensao envolvem assuntos que nao sao tratados
nas disciplinas basicas de um curso de matemética, pretendemos desenvolver alguns

topicos necessarios para o tratamento destes.

Damos abaixo alguns exemplos:

Exemplo 0.0.2 (Curvas de grau d = 2).

Se C' é irredutivel de grau 2, entao C' é curva lisa. Neste caso deg mp =2—1=1
pra todo P € C. Assim, todo ponto de C' é de Galois, donde as questoes acima sao

respondidas trivialmente.

Exemplo 0.0.3 (Curvas de grau d = 3).



Se C é irredutivel de grau 3, entao C' é uma curva lisa ou uma curva racional
singular. No primeiro caso, para todo ponto P € C temos deg 7p = 3 — 1 = 2.
Ora, toda extensao de grau 2 é galoisiana como segue facilmente da Formula de
Bhaskara. Logo, todo ponto de C' é ponto de Galois. No segundo caso, se P nao
é o (tinico) ponto singular de C, entdo deg mp = 2; se P é o ponto singular entao
deg mp = 1. Em qualquer caso temos novamente que todo ponto de C' é de Galois.

O primeiro caso interessante é d = 4: o caso em que C é quartica plana lisa é

tratado em [Miura-Yoshihara]. Para o caso em que C' é uma quartica plana singular,

referimos a [Miural.



Capitulo 1

Extensoes de Corpos

Seja K C L uma extensao de corpos. O corpo L é um K-espago vetorial. A
extensao K C L é dita finita se dimg L for finita e dita infinita no caso contrario.

No primeiro caso denotamos [L : K| := dimgL, o grau da extensao K C L.

Se K C L C M é uma torre de extensoes, entao K C M ¢é finita se e somente

se K C Le L C M o sao; neste caso, temos [M : K] = [L: K|[M : L].

Dizemos que K C L é algébrica se para todo t € L, existe f € K[z] — {0} tal
que f(t) = 0. Se K C L nao é algébrica, diremos que é transcendente. Quando

T C L é subconjunto,

f(tlu"' ,

ln
K<T) :{g<t1 oot §|n€N, fagEK[xla 73311]7 tlv 7tn€T7 g(tla 7tn)7é0}

é o corpo obtido de K por adjuncao de T.

Dizemos que L é finitamente gerado sobre K se existir T' C L finito tal que L =
K(T). Mostra-se: uma extensao ¢ finita se e somente se é algébrica e finitamente

gerada ([Stewart, Chap. 6]).



1.1 Extensoes Transcendentes

Um conjunto T' C L é dito transcendente sobre K se, para todo subconjunto finito
{t1, -+ ,t,} C T o homomorfismo de K-algebras K|z, - ,z,| — K[t1, - ,t,]
induzido por z; — t; for injetivo, isto é, se K|[ty,-- ,t,] for isomorfo ao anel de

polinomios em n indeterminadas sobre K.

Um conjunto transcendente 1" C L é dito base de transcendéncia de K C L se
nao estd contido estritamente em outro conjunto transcendente de L ou, equiva-
lentemente, se a extensao K (7T) C L for algébrica. Referimos a [Zariski-Samuel,
pagina 95| para provas da existéncia de uma base de transcendéncia de uma ex-
tensao K C L e de que duas tais bases possuem a mesma cardinalidade, denotada

grtrg L e dita o grau de transcendéncia da extensao K C L.

Observe que se A é um dominio que é uma K-algebra e L = Frac(A) é o corpo
das fragoes de A, entao L = K(A) e a extensao K C L possui base de transcendéncia

contida em A.

1.2 Extensoes Finitas

Uma extensao K C L é dita normal se qualquer polinoémio irredutivel em K[x] que

possui um zero em L se decompde como produto de polindémios de grau 1 em L[z].

Diremos que f € K[x] se decompde numa extensao ¥ de K se f fatora-se em

Y[z] como produto de polinomios de grau 1.

Se K C ¥ é uma extensao de corpos e f € K[x], diremos que X é um corpo de

decomposicao para f se

1. f se decompoe em X;

2. se K C ¥ C X e fsedecompoe em Y/, entao X = X,



Referimos a [Stewart, pagina 181] para uma prova de que se f € K[xz], existe e
é tnico a menos de isomorfismos o corpo de decomposicao para f. Claramente, o
corpo de decomposicao de f é X = K(ay, -+, ), onde aq, -+, a, sdo os zeros de

f no fecho algébrico de K.

Temos

Proposicao 1.2.1. Uma extensaio K C L é normal e finita se e somente se L é

corpo de decomposi¢ao para um polinémio em Klx|.

Prova:[Stewart, pagina 182|. O

Dizemos que um polindomio irredutivel f € K|x] é separdvel se f nao possuir
zeros miltiplos em seu corpo de decomposicao. Um elemento o € L D K é dito
separdvel se for algébrico sobre K e seu polinomio minimal em K|z] for separavel.
Por fim, uma extensao algébrica K C L é dita separdvel se todo elemento de L for
separavel sobre K. Mostra-se que toda extensao de um corpo de caracteristica zero

é separavel.
Uma extensao K C L é dita galoisiana se for finita, normal e separavel.

Se K C L é uma extensao de corpos, um K-automorfismo de L é um auto-
morfismo 6 de L tal que 6(v) = v, V v € K. E facil verificar que o conjunto dos
K-automorfismos de L forma um grupo com a operacao de composicao de fungoes.
Tal grupo é dito o grupo de Galois de K C L e denotado Gal(L/K). Se M é qual-
quer corpo intermediario, isto é, K C M C L, associamos a ele o grupo Gal(L/M).

Note que M C N = Gal(L/M) D Gal(L/N).

Reciprocamente, se H C Gal(L/K) é um subgrupo, denotamos L := {v € L |
O(v) = v, V 6 € H}. Novamente, é facil verificar que L ¢é corpo intermediério

entre K e L. O corpo L7 ¢ dito o corpo fizo por H. Também, H C G = L7 > LC.

Em suma, se F é o conjunto dos corpos intermediarios entre K e L e G é
o conjunto dos subgrupos de Gal(L/K), temos definidas aplicagbes F — G e

G — F que revertem inclusdes. Ainda, M C LE*L/M) para todo M € F e



H C Gal(L/LY), para todo H € G.

Impondo algumas condigoes sobre a extensao obtemos uma série de bons resul-

tados, a saber o Teorema Fundamental da Teoria de Galois:

Teorema 1.2.2. Seja K C L uma extensao galoisiana. Com as notagoes acima

temos

1. |Gal(L/K)| = [L : K];
2. As flechas F — G ¢ G — F sao inversas miutuas;
3. Se M € F entao [L: M] = |Gal(L/M)| e [M : K] =[L: K]/|Gal(L/M)|;

4. Um corpo M € F € extensao normal de K se, e s se, Gal(L/M) é subgrupo
normal de Gal(L/K);

5. Se M € F € extensao normal de K, entao Gal(M/K) ~ Gal(L/K)/Gal(L/M).

Prova:[Stewart, pagina 187]. O

Se f € K|z|, o grupo de Galois de f ¢ Gal(f/K) := Gal(¥/K), onde X é o corpo
de decomposigao de f sobre K. Nesse caso, Gal(f/K) é finito e, logo, isomorfo a

um subgrupo de S, grupo das permutacgoes de n elementos, onde n é o nimero de
n

raizes de f. Suponhamos f = Zaixi e denotemos aq, - -+ ,q, suas raizes em .
i=0
Consideremos § := a"~! H(ai — ;) € . O discriminante de f é entao definido
i<j
por Ay := 6%

Teorema 1.2.3. Seja f € K|z]| e suponha que char(K) # 2. Entao
1. Af € K;
2. Ay =0 & f possui raiz multipla;

3. Ay é um quadrado em K < Gal(f/K) C A,, o grupo alternado de n elemen-

tos.



Prova:|Stewart, pagina 256|. O

Exemplo 1.2.4. n =3

Seja f = az® + bx? + cx + d um polindémio de grau trés, irredutivel em K|z] e

aq, (i, (i3 seus zeros no corpo de decomposicao. Entao a=!f = 23

— 51x2 + S — S3,
onde s; = a1+ ag + a3, S3 = a1+ qpag + asaz € S3 = ayapas. A seguinte relagao

é conseqiiéncia 6bvia da defini¢ao do discriminante: Ay = a* - A 1.
Um céalculo um pouco longo, mostra que

b?c? bed d? b3d ?
Aa—lf = F + 185 — 279 — 4? — 45

Isto implica
Ay = b*c* + 18abed — 27a*d* — 4b3d — 4c3a.

Como ay, a9, a3 ¢ K, temos {ids} # Gal(f/K) = Gal(¥/K) C S3. Assim, o
Teorema 1.2.3 implica que Gal(f/K) = Az, se 6 € K, ja que pelo Teorema 1.2.2
|Gal(X/K)| = [¥: K] = 3. Temos Gal(f/K) = S3, no caso em que § ¢ K.

Exemplo 1.2.5. Corpo de decomposicao de um polindomio irredutivel de grau trés,

char(K) =0

Seja f = 23 + bz? + cx + d um polindémio de grau trés, irredutivel em K|z]
e a1, s, 3 seus zeros no seu corpo de decomposicao . Mostraremos que > =

K(ay,0), onde Ay = 62

A inclusdao K(aq,9) C X é clara. Reciprocamente, em K (oy)[z]|, [ se fatora

como f = (x — ) - (22 + uz + v), donde vemos que os zeros asy e az sao dadas

_ A/ 2_4 o /—2_4
— 2u Ue@?): . 2u “ Como u € K(ay), basta ver que

Vu? —4v € K(aq,0) para concluir que K (ay,0) D X.

por cp =

Das relagoes entre coeficientes e zeros de um polinémio, vemos que ag + a3 =

—u € K(aq) 3 v = agaz. Como f ¢ irredutivel em Klx] e char(K) = 0 entao f ¢é



separdvel, isto é, ; = aj = i = j. Assim, 0 # (a1 — ) (a1 —a3) = 2+ qu+v €

J
K(ay). Logo, Vu? —4v =g — a3 = (o — ) (o — o) € K(ay,9).
— ) - (g —

10



Capitulo 2

Elementos de Geometria Algébrica

Neste capitulo, como no restante do trabalho, suporemos que k& = C. Desenvolve-
mos os topicos de geometria algébrica que necessitaremos posteriormente. Todos
os resultados serao enunciados sem demonstragao, indicando em cada caso uma

referéncia adequada.

2.1 Generalidades

Um subconjunto X C A" = A} é dito um fechado afim se existir uma colegao finita
de polinémios fi, -+, fi € k[xy,...,x,] tais que X = V(f1,---,fi) = {z € A" |
file) = falx) = .. = filx) = O}.

Mostra-se em [Hulek, pagina 18| que os fechados afins sao os fechados de uma

topologia em A", chamada a Topologia de Zariski de A™.

Um fechado afim X é dito redutivel se existirem fechados X5, X5 tais que X; & X

e X = X7 UXs. No caso contrario X é dito irredutivel.

Se X C A™ é um fechado afim o conjunto I(X) := {f € klxy,...,z,] | f(x) =
0, Vx € X} é um ideal de k[xy,...,z,] chamado o ideal de X. O anel k[X] :=

klxy,...,x,)/I(X) = k[Z1,...,T,] é dito o anel das fungoes regulares em X. Um

11



elemento [ € k[X] é visto como uma fun¢iao f : X — k. As fungoes regulares sao
continuas com respeito as Topologias de Zariski de X e k = A'. Ver [Hulek, pégina

40]

Proposicao 2.1.1. Sao equivalentes:

1. X € irredutivel;
2. I(X) € ideal primo;
3. k[X] é um dominio de integridade.

Prova:l < 2 esta em |Hulek, pagina 20| e 2 < 3 é elementar. O

A topologia em X C A" induzida pela Topologia de Zariski de A" é chamada a
Topologia de Zariski em X.

Proposicao 2.1.2. Sao equivalentes:

1. X € irredutivel;
2. Qualquer aberto nao-vazio de X € denso em X;

3. Dois abertos nao-vazios de X se interceptam.

Prova:|Hulek, pagina 22|. O

Proposicao 2.1.3. Todo fechado afim X admite tinica decomposi¢iao (a menos de

ordem) na forma X = X1U...UX,, onde os X; sao fechados irredutiveis e X; ¢ X;
sei#j.
Prova:|Hulek, pagina 21]. O

Quando X é irredutivel a Proposi¢ao 2.1.1 garante que podemos falar em k(X)) :=
Frac(k[X]) o corpo das fragoes de k[X]. O corpo k(X) é chamado o corpo das

funcoes racionais de X. Neste caso, a dimensao de X é o grau de transcendéncia

12



da extensao k(X)/k e é denotada dim X. Fechados afins irredutiveis de dimensao

0,1 e 2 sao ditos pontos, curvas e superficies afins irredutiveis, respectivamente,

Quando X é um fechado afim redutivel com decomposicao X = X; U ..U X,
como em 2.1.3, entao a dimensao de X é definida como sendo o maximo dos inteiros
dim X;. Se U C X é um aberto de X, a dimensao de U é definida como a dimensao

de seu fecho em X. Convencionamos que dim () = —1. Se Y C X, a codimensao de

Y em X é codimxY :=dim X —dim Y.

Se X é um fechado afim irredutivel, uma fung¢io racional f € k(X) é um quo-
ciente de fungoes regulares g,h € k[X], isto é, f = g/h. Como fungdo em X,
f nao estd bem definida nos pontos onde h se anula. Por essa razao denotamos
f X ——> k. Observe, entretanto, que se =z € X ¢ tal que h(z) # 0, entao pela
continuidade de h, existe uma vizinhanca de x contida em X na qual f é bem
definida. Os pontos onde f é bem definida como funcao em X sao ditos pontos
requlares de f. Observe ainda que os pontos de um fechado afim irredutivel onde

uma func¢ao racional é bem definida é um aberto de Zariski denso em X.

Um subconjunto X C P" = P} é dito um fechado projetivo se existir uma
cole¢ao finita de polindomios homogéneos fi,- -, fi € klzo,...,z,] tais que X =
V(fi, - )=z eP" | fi(z) = folz) = ... = filz) = 0}

Novamente, como no caso afim, mostra-se em [Hulek, pagina 70| que os fechados

projetivos sao os fechados de uma topologia em P", chamada a Topologia de Zariski

de P".

As nocgoes de redutibilidade e irredutibilidade sao as mesmas do caso afim e as

Proposicoes 2.1.2 e 2.1.3 continuam validas no contexto projetivo.

Seja m : A"\ {(0,...,0)} — P" a aplicagdo canonica. O cone afim de um
fechado projetivo X C P é o fechado afim X := 7~1(X) U {(0,...,0)} € A"+t
O ideal do fechado projetivo X ¢é definido como sendo o ideal 1(X*) do cone afim

correspondente.

13



O espago projetivo P com coordenadas (zg : ... : x,,) possui uma decomposi¢ao
usual dada por P* = A U ... UA”, onde A := {z; # 0} C P". Existe uma
identificagao natural entre os abertos A} de P" e o espago afim A"; no caso 7 = 0

esta identificacao é dada pela aplicacao

T T
(:cozacl:...:xn)H(x—O,...,x—Z).

Mais do que isso:

Proposigao 2.1.4. A" e A? sao homeomorfos com respeito as Topologias de Zariski

correspondentes.

Prova:[Hulek, pagina 73|. O

Qualquer fechado projetivo X C P" possui uma cobertura por abertos dada por
X =XoU...UX,, onde X; := X NA?. Por meio do homeomorfismo da Proposicao

2.1.4 podemos pensar X; C A" como sendo um fechado afim. Temos o seguinte:

Proposigao 2.1.5. A correspondéncia X — X; = X NA} define uma bijecao entre
o conjunto dos fechados irredutiveis X C P" tais que X ¢ {z; = 0} e o conjunto
dos fechados afins irredutiveis X; C A". A inversa de X — X; é X; — Yi, onde a

barra representa o fecho de Zariski em P™.

Prova:|Hulek, pagina 74]. O

Uma wvariedade quase-projetiva ou simplesmente variedade, € um aberto de um
fechado projetivo. E imediato que todo fechado projetivo é uma variedade. Se
X C A" ¢ fechado afim entdo segue da Proposicao 2.1.5 que X = X N A?, donde
obtemos que todo fechado afim também é variedade. Um subconjunto Y C X C P",
onde X é uma variedade, é dito uma subvariedade de X se Y for uma variedade de
P".

O corpo das fungoes racionais de uma variedade irredutivel X C P™ é o conjunto

formado pelas fungoes racionais f = g/h onde g,h € k[zo, ..., x,] sdo polindmios

14



homogéneos de mesmo grau e h ¢ I(X). Como antes escrevemos f : X ——-> k
para simbolizar que f pode nao ser bem definida em todo o conjunto X. Um ponto
x € X é dito regular para uma funcao racional f se existir uma representagao
f = g/h tal que h(z) # 0. Dois quocientes g/h e g1/h; definem a mesma fungao
em X se e somente se gh; — g1h € I(X). Denotamos, como no caso afim, k(X) tal
corpo de fungoes racionais. Mostra-se que a definigdo dada para k(X) quando X é

fechado afim coincide com esta dada agora. Ver [Shafarevich, pagina 50].

Uma aplicacao racional ¢ : X ——> A™ com X irredutivel, é uma m-upla ¢ =
(f1, .- fm), onde cada f; € k(X). Um ponto de X & regular para ¢ se for regular
para cada f;. A aplicacao racional acima é denotada ¢ : X —-> Y C A™ com Y

uma variedade se ¢(x) € Y para cada ponto x € X que é regular para ¢.

Uma aplicacao racional ¢ : X ——> P™ com X irredutivel, é um ponto ¢ =
(fo: .o fmn) € P(E(X)™1). Um ponto x € X é dito um ponto regular para ¢ se

1. f; é regular em z, para cada i € {0,...,m};

2. existe i tal que f;(z) # 0.

A aplicagao racional acima é denotada ¢ : X ——> Y C P™ com Y uma variedade

se ¢(z) € Y para cada ponto z € X que é regular para ¢.

Quando X e Y sao variedades irredutiveis contendo abertos U e V respectiva-

mente dizemos que

1. um morfismo ¢ : U — V é uma aplicacao racional ¢ : X —-> Y tal que

U C dom(¢) := {pontos regulares para ¢} e p(U) C V;

2. um morfismo ¢ : U — V é um isomorfismo se existir um morfismo ¢ : V — U

tal que ¥ o ¢ = idy e ¢ oYY = idy;

3. Uma aplicagao racional ¢ : X — —> Y é dita dominante se ¢p(dom(¢)) é denso

em Y,
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4. Uma aplicacao racional ¢ : X ——> Y é dita birracional se existir aplicacao
racional ¥ : Y ——> X tal que ¥ o ¢ = idx e ¢ o1 = idy, onde as com-
posi¢oes forem bem definidas. Quando existe uma aplicagao birracional entre

variedades dizemos que estas sao birracionalmente equivalentes.

Proposicao 2.1.6. Todo ponto em uma variedade possui uma vizinhanga isomorfa

a um fechado afim.

Prova:|[Shafarevich, pagina 49|. O

Note que aplicacoes entre fechados afins induzem homomorfismos entre anéis,

da seguinte forma:

e se ¢ : X — Y éregular, a uma fungao f € k[Y] associamos ¢*(f) := f o ¢.
Entao ¢*(f) € k[X], ou seja ¢* : k[Y] — k[X].

X2y

L
k

e se ¢ : X ——> Y é racional dominante e os fechados X e Y sao irredutiveis

entao de maneira similar temos homomorfismo ¢* : k(Y) — k(X).

Temos o seguinte:

Teorema 2.1.7. Seja ¢ : X ——> Y racional entre variedades irredutiveis. Sao

equivalentes:

1. ¢ € birracional;
2. ¢ € dominante e ¢* : k(Y) — k(X) € isomorfismo;

3. Existem abertos U C X eV CY tais que ¢ : U — V' € isomorfismo.
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Prova:|Hulek, pagina 83|. O

Uma extensao de anéis A C B é dita uma extensao inteira se para cada elemento

b € B existiremn >1eaq,...,a, € A tais que 0" +a " ' +ab" 2+ ... +a, = 0.

Uma aplicacao regular ¢ : X — Y é dita finita se a aplicagao induzida entre os
anéis de fungoes regulares ¢* : k[Y] — k[X] for inteira, isto é, se k[X] é inteiro sobre

o subanel ¢*(k[Y]). A respeito de aplicagoes finitas temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.8. Uma aplicagao finita é sobrejetiva.

Prova:|[Shafarevich, pagina 61]. O

2.2 Singularidades

Para um polinémio f € k[xy,...,x,] e um ponto P = (ay,...,a,) € A" a diferencial
de f em P é definida como sendo

-~ Of

dpf =
= (91:j

(P)(x; — ay)

Seja X C A" um fechado afim. O espago tangente a X em P € X é a seguinte
intersecao de hiperplanos:
TpX = () V(dpf) C A"

fel(X)

E claro que se I(X) = (fi1, ..., fm) temos
TpX =\ V(dpf)
i=1

Teorema 2.2.1. Seja X fechado afim irredutivel. Temos dimy TpX > dim X,
para todo P € X. FExiste um aberto U denso em X tal que dimy TpX = dim X,
para todo P € U.

Prova:[Hulek, Proposition 3.8 + Theorem 3.18|. O
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Nas hipoteses do Teorema 2.2.1 um ponto P € U é dito um ponto liso ou nao-

singular de X. Um ponto P € X \ U é dito um ponto singular de X.

Quando X é redutivel, digamos X = UX"’ um ponto P € X serd dito nao-
singular se dimy, TpX = dimp X, onde dimp X = mazx{dim X; | P € X;}. O

ponto P serad dito singular no outro caso.

Uma propriedade P dos pontos de um fechado irredutivel X é dita genérica
se existir um aberto denso U de X tal que todos os pontos de U satisfazem a

propriedade P.

O Teorema 2.2.1 revela que a propriedade de um ponto ser nao-singular em um

fechado irredutivel X é uma propriedade genérica dos pontos de X.

Seja X fechado afim e P € X. Entao mp := {f € k[X] | f(P) = 0} C k[X]
é um ideal maximal de k[X]. O localizado Op := k[X|n, = {§ | f,g € k[X],g ¢
mp} com a regra de identificagao % = 5—1 < d h ¢ mp tal que 0 = h(fg; —
f19), é dito o anel local de X em P. O ideal maximal de Op ¢ mpOp que por
abuso denotaremos também mp, quando nao houver confusao. Desde que k[X] é

noetheriano, é conhecido que Op também o é.

Se X C P" é um fechado projetivo, definimos Op como sendo o conjunto dos
quocientes de polindmios homogéneos de mesmo grau em k[X“] onde o denominador

nao se anula em P. Lembramos que X* denota o cone afim associado.

Em ambos casos, quando X é irredutivel, podemos realizar Op como um subanel
do corpo de fracoes de X. Mais precisamente, Op é o anel das funcoes racionais

em X que sao regulares em P.

Teorema 2.2.2. O espaco tangente TpX ¢ isomorfo a mp/m% como k-espago ve-

torial.

Prova:[Shafarevich, Ch. II, §1, Thm. 1+ Thm. 2. ]

O Teorema 2.2.2 diz que o espago tangente é um conceito local e, em consequén-
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cia, podemos definir a nogao de espaco tangente para variedades.

Dizemos que uq,--- ,u, € Op sao pardmetros locais em P se u; € mp e as
imagens dos u; formam uma base do espago vetorial mp/m%. Note que se dim X =
n, entao os Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 implicam que existem n parametros locais em

um ponto nao-singular P € X.

Teorema 2.2.3. Seja X uma variedade e Y uma subvariedade. Seja P um ponto
liso de X e de Y. Digamos que dim Y = m < n = dim X. FEntao exristem
pardmetros locais uy, ..., u, de X em P e uma vizinhan¢a U de P em X isomorfa a

um fechado afim tais que 1(Y) = (uq, ..., un_m) em k[U].

Prova:|[Shafarevich, pagina 111]. O

2.3 Normalidade

Lembramos que um dominio de integridade A é dito integralmente fechado se todos

os elementos de K = Frac(A) que sdo inteiros sobre A estao em A.

Assim, um fechado afim irredutivel X sera dito normal se k[X] for integralmente
fechado. Um fechado projetivo irredutivel sera dito normal se cada um de seus

pontos possuir uma vizinhanca afim que é normal.

Como segue dos resultados abaixo, normalidade e nao-singularidade sao con-

ceitos relacionados.

Uma normaliza¢ao de um fechado irredutivel X é um par (X”,v) onde X” é um
fechado irredutivel normal e v : X¥ — X é uma aplicagao regular que é finita e

possui inversa racional.

Teorema 2.3.1. Se X € fechado irredutivel afim, entao X possui uma normaliza¢ao

(X¥,v). Mais ainda, X" € também um fechado afim.

Prova:|[Shafarevich, pagina 129]. O
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Teorema 2.3.2. Sejam X, Y fechados.

1. Se g .Y — X € finita com inversa racional, existe uma aplicacao regqular

h: X" —Y tal que o sequinte diagrama comuta.

2. Seg:Y — X € dominante e Y € normal, entao existe aplicacao reqular

h:Y — X" tal que o sequinte diagrama comuta.

7N

Xl/

X

Prova:|Shafarevich, pagina 130]. O

Corolario 2.3.3. A normalizacao de um fechado € inica a menos de isomorfismos.

Prova:|Shafarevich, pagina 131]. O

Tendo em maos o conceito de normalidade, podemos apontar algumas outras

propriedades de aplicacoes finitas.
Se ¢ : X — Y é finita e dominante entre fechados irredutiveis de mesma dimen-

sao, definimos deg ¢ := [k(X) : ¢*k(Y)], 0 grau da aplica¢ao ¢. Temos:

Teorema 2.3.4. Se ¢ : X — Y € finita e dominante entre fechados irredutiveis de

mesma dimensao e Y ¢ normal, entio #¢~(q) < deg ¢, para todo q € Y.

Prova:|[Shafarevich, pagina 143|. O

A aplicagdo ¢ : X — Y acima é dita ramificada em q € Y se #¢71(q) < deg ¢.

Nesse caso, ¢ € Y é dito um wvalor de ramifica¢ao para ¢.
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Teorema 2.3.5. O conjunto dos pontos onde uma aplicacao finita e dominante

¢: X =Y, comY normal, nao é ramificada € um aberto nao-vazio de X.

Prova:[Shafarevich, pagina 144]. O

2.4 Curvas Projetivas

Nesta secao C representa uma curva projetiva lisa e irredutivel. Lembramos que
Op =Ocp ={p € k(C) | ¢ & regular em P}
¢ o anel local de C' em P € C e que seu ideal maximal é

mp =mep = {p € Op | p(P) = 0}

Como C' é lisa, segue dos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 que

dimpmp/m3 = dim C = 1

Pelo Lema de Nakayama (ver [Atiyah-Macdonald, pagina 22]) obtemos que mp

¢ um ideal principal, digamos mp = (t) =t - Op.

E facil ver que a cadeia

2 T r+1
mp 2 mMp Q... 2mp 2omy " D ..
é estritamente decrescente. Temos o seguinte:

Lema 2.4.1.

(m% = {0}

Prova:[Hulek, pagina 168]. O

Em vista do Lema 2.4.1, dado ¢ € Op \ {0}, denotamos
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vpl) = maa{r | o € Wp} € Zag

Observe que ¢ se anula em P se, e somente se, vp(y) > 1. Por esta razao vp(p)
é dita a multiplicidade de ¢ em P. Estendemos a aplicagao vp : Op — Z>o a0
corpo k(C') da forma seguinte: se ¢ € k(C'), escrevemos ¢ = ¢1/p2, com ¢; € Op

e definimos

vp(p) == vp(p1) — vp(pa).

*

Obtemos uma fungao sobrejetiva vp : k(C)* — Z que satisfaz

L vp(p) =vp(p) +vp(Y);

2. vp(p + ) = min{vp(p), ve(¥)}
Além disso o anel Op e seu ideal maximal podem ser recuperados como

Op = {p € k(O)lvp(p) = 0y U{0}, mp = {p € k(C)|vp(p) > 0} U{0}.

Convenciona-se vp(0) := oo para escrever vp : k(C) — Z U {oco}.

Condensamos as informacoes acima dizendo que Op é um anel de valorizagao
discreta do corpo k(C'). Para mais detalhes referimos a [Atiyah-Macdonald, capitulo

9).

Proposicao 2.4.2. Seja C' uma curva projetiva. Entao C € lisa se e somente se

C é normal.

Prova [Atiyah-Macdonald, Prop. 5.13 + Prop. 9.2]. ]

Proposicao 2.4.3. Sejam C, D curvas lisas projetivas. Entao toda aplica¢ao racional

¢:C —=> D éum morfismo, isto €, dom (¢) = C.
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Prova: E suficiente considerar uma aplicacdo racional ¢ : C' — - > P Seja
P € C. Vamos mostrar que P é regular para ¢. Escreva ¢ = (fy : ... © fn),
onde cada f; € k(C)*. Entao temos f; = t"g;, onde mp = (t) e r; = vp(f;), de
modo que g;(P) # 0, V i. Se r; = min{r;} entao temos uma representacao de

d=1(got"™ " 1 ...1gj ...t gat™T77) que é regular em P, ja que g;(P) # 0. O

Corolario 2.4.4. Duas curvas projetivas lisas C' e D sao birracionalmente equiv-

alentes se e somente se sao isomorfas.

Prova:As aplicacoes racionais ¢ : C — > De ¢! : D — —> C siao morfismos,

pela Proposicao 2.4.3. O

2.5 Curvas Planas

Uma curva plana afim é uma hipersuperficie V(f) C A2 onde f € klz,y] é
polinomio sem fatores miltiplos. Uma curva plana projetiva é uma hipersuper-
ficie V(F) C P?, onde F € k[z,y, 2] ¢ homogéneo sem fatores miiltiplos. A curva ¢
dita curva de grau m se o polindomio que a define possui grau m. Se m = 1,2,3,4, ...

a curva serd dita reta, conica, cubica, qudrtica, ..., respectivamente.

Observe que partindo de uma curva projetiva V(F'), podemos chegar a uma
curva afim V(f), simplesmente considerando o polinémio f(z,y) := F(x,y,1). Esta
sera dita a peca afim z = 1 da curva V(F). Se z nao é fator de F, partimos da
curva afim V(f) e acrescentamos os pontos (em numero finito!) (a : b : 0) tais que
F(a,b,0) = 0 e obtemos a curva projetiva. As pecas * = 1 e y = 1 sdo obtidas de

maneira semelhante.

Reciprocamente, dada uma curva afim V' (f) de grau m, encontramos uma curva

T
projetiva considerando o polinomio homogéneo F(x,y,z) := z™.f (—, g).
2’z

Lema 2.5.1. Sejam f,g € kl[z,y|, de graus positivos. O conjunto V(f) NV (g) é

finito se e somente se f e g nao possuem fator comum com grau positivo.
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Prova: Se hnao é constante e divide f e g, entao V(h) C V(f)NV(g). Como k é
algebricamente fechado, #V (h) = co. Reciprocamente, se f, g ndo possuem divisor
comum em k[x,y| entdo o Lema de Gauss (ver [Garcia-Lequain, pagina 54|) garante
que o mesmo vale em A := k(z)[y]. Como A é um dominio de ideais principais,
existem a, b € A tais que 1 = af+bg. Limpando denominadores podemos reescrever
esta equagao como r = af+bg, onde agora a,b € k[z,y| e 0 # r € k[z]. Deste modo,
(u,v) € V(f)N V(g) implica r(u) = 0. Logo, as abscissas de pontos de V()N V(g)

formam conjunto finito. Procedemos analogamente para as ordenadas. [

O Lema 2.5.1 possui uma versao projetiva, donde segue(lembramos que k = C

¢ algebricamente fechado):

Corolario 2.5.2. Se F,G € k[x,y,z] sao homogéneos e nao constantes, entio

V(F) CV(G), com F irredutivel, implica F|G.

Prova: Se F é irredutivel e F' nao divide G entao F' e G nao possuem fator

comum. Logo V(F)NV(G) é finito, donde V(F) ¢ V(G). O

Corolario 2.5.3. Sejam F,G irredutiveis e homogéneos. Entao V(F) = V(G) se

e somente se F' = \.G, algum X\ € k.

]

Passamos a investigar intersecao de duas curvas. Dados dois polindémios f,g €
k|z,y|, estamos interessados em descobrir os pontos (a,b) € A? tais que f(a,b) =
g(a,b) = 0. Uma estratégia é fixar uma abscissa. Assim, perguntamos pelos ele-
mentos a € k tais que os polindomios de uma variavel f(a,y) e g(a,y) possuem raiz

comum. Reformulando: Quando f, g € kly] possuem raiz comum?

Se b € k é raiz comum de f e g entao y — b divide ambos. Reciprocamente, se
f e g possuem um divisor comum h, nao constante, entao todas as raizes de h, que
sao elementos em k pela hipotese k = k, sao raizes comuns de f e g. Reformulando

novamente: Quando f e g possuem fator comum? Esquegamos por agora a hipotese

k=k.
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Lema 2.5.4. Sejam f e g em k[y], nao constantes. Digamos Of = m e 0g = n
Entao f e g possuem divisor comum nao constante se e somente se existem u,v €

kly| nao-nulos, com Ov < m e du < n tais que uf = vg.

Prova: Seja h fator comum de f e g, digamos f = vh e g = uh. Entao

Ou =09 —0h <nedv=0f —0h < m. Reciprocamente, se uf = vg temos que

flvg. Como dv < Of, existe fator irredutivel de f que divide g. m
m n n—1 m—1

Escrevamos f = Z ay™ g = Z biy" ™ u = Z ay" e = Z dy™ 1
=0 i=0 i=0 i=0

_)
Entao a equacao uf = vg escreve-se matricialmente na forma X.M = 0, onde
X = (007 s, Cp—1, _d07 Ty _dm—l)a €
ag - A,

ao DY am

DR ao DR a/m
M = é uma matriz (m+n) x (m+n)

bo - by
com n linhas de a;’s, m linhas de b;’s e as linhas sao completadas com zeros. Ora,

H
entdo o sistema X.M = 0 possui solu¢do nao-trivial (isto é, existem w,v como no
Lema 2.5.4) se e somente se R = Ry, := det M = 0. Este determinante Ry, ¢ dito
a resultante de f e g.
A luz da discussdo acima, reformulamos o Lema 2.5.4 na forma da seguinte:
m n
Proposigao 2.5.5. Sejam f = Zaiym’i eg= Zbiy"ﬂ' € kly|. Entao Ry, =0
i=0

i=0
se e somente se f,qg tem fator comum ou ag = by = 0.

]

Vamos analisar a prova do Lema 2.5.4. O que acontece se substituimos o corpo

k por um dominio A? Pensando A C K := Frac(A), o sistema X.M = 0 possui
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solugdo nao trivial em K™ se e somente se Ry, = 0. Se este for o caso, recu-
peramos uma solucao em A"t™ do mesmo sistema, bastando para isso limpar os
denominadores. Em suma, o enunciado da Proposicao 2.5.5 continua valido com
um dominio A no lugar de k.

m n
Lema 2.5.6. Sejam f = Zaiym’i eg= Z biy" ™" € Aly), aphy # 0. Entio Ry, ¢

i=0 i=0
uma soma de termos do tipo £a;, ---a;, bj, ---bj,, com g+ Al tJi+ Ay =

m.n.
Prova: |Garcia-Lequain, pagina 80|. O
m m—1
Proposigao 2.5.7. Sejam [ = Zaiym*i com graum e f' = Z(m — d)agy™ !
i=0 i=0

sua derivada, polinémios em Aly|, onde A é dominio. Suponha que o grau de f' é
m — 1. Considere as raizes oy, -+, de [ no fecho algébrico de Frac(A). Entao
n(n—1)

Rip =(=1)"2 -ag-Ay, onde Ay € o discriminante de f, definido no primeiro

capitulo.

Prova: |Garcia-Lequain, pagina 85]. O

Seja T : k* — k3 um isomorfismo de espacos vetoriais. Entao 7 induz uma
transformacao bijetiva P? — P? que por abuso continuaremos chamando de T'. Tal
transformacao T : P? — P? é dita uma projetividade, ou mudanca de coordenadas

projetivas em P2,

Se T : P? — P? & uma projetividade entdo T induz um isomorfismo 7, :
klz,y,z] — k[x,y,2] tal que para todo ponto (a,b,c) € k* e todo polinémio
f € k[x,y, z] temos

(Tuf)(a,b.c) = f(T" (a,b,¢c))

Teorema 2.5.8. Dados polinémios homogéneos e nao constantes F,G € k[x,y, 2]
e um ponto P € P? existe um tinico Ip(F,G) € NU {cc}, chamado multiplicidade

de intersecao de F' e G em P. FEle satisfaz as sequintes propriedades:
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1. Ip(F,G)=0< P ¢ V(F)NV(G);

2. Ip(F,G) = 0o & P € V(H) onde H divide F ¢ G;
3. Ip(F,G) € invariante por projetividades;

4. Ip(x,y) =1, onde P=(0:0:1);

5. Ip(F,G+HF) = Ip(F,G), V H € k[x,y, z] homogéneo com deg H = deg G—
deg F';

6. Ip(F,GH) = Ip(F,G) + Ip(F, H).

Prova:|Fulton, pagina 52]. O

Sejam V' (F') e V(G) duas curvas planas projetivas, onde F' e G nao possuem
fator comum, e P, = (a; : by : ¢1),...., P, = (a, : b, : ¢ ) os pontos distintos
de V(F)NV(G). As curvas V(F) e V(G) sao ditas muito bem posicionadas se
Po=(0:1:0) ¢ V(F)NV(G) e se para cada par P;, P; € V(F)NV(G) com
i # j os pontos Iy, P;, P; nao sao colineares. Se este for o caso, entdao a resultante

de F, G com respeito a y escreve-se na forma

R(z,z) = cﬁ(cz-x —a;z)™
i=1
onde c € k* e m; = ordq,.c)R(z, 2).
Teorema 2.5.9. A multiplicidade de intersecao de F' e G em P ¢ dada por
Ip(F,G) = dimy, Op2 p/(F,G) = ord(e.) Rr.r 1.

onde T : P? — P? ¢ uma projetividade tal que V(T F) e V(T,G) estejam muito bem

posicionadas e TP = (a:b: c).

Prova:A primeira igualdade estd em |Fulton, pagina 52| e a segunda igualdade

segue da discussdao em |[Vainsencher, paginas 62-67]. O]
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Desde que Op2 p/(F,G) ~ Op2p/(f,g), onde f, g sdo as desomogenizacoes de
F, G respectivamente e A% é uma peca afim de P? tal que P € A?, entdo a multipli-

cidade de intersecao de curvas projetivas pode ser obtida de curvas afins.

Corolario 2.5.10. Se P = (a,b), entao Ip(f,y —b) = ord, f(x,b).

Prova: Sejam f = fy+ f1 + -+ fq decomposi¢cao em polinomios homogéneos

er = ord, f(z,b). Entao f(x,b) = (z — a)".l(x), onde ¢(a) # 0. Como f(z,y) =
d

f(2,b)+(y—b).h(z,y), onde (y—=b).h(z,y) = Z (filz,y) = fi(z,0)), entao Ip(f,y—
b) =Ip(y—>b,f) =Ip(y—0, f(z,b)) = r.]p(ytb,x—a)+lp(y—b,€(x)) =r140=
T. [

O seguinte é um resultado central na teoria de curvas planas:

Teorema 2.5.11 (Teorema de Bézout). Sejam V(F), V(G) C P? curvas planas
projetivas de graus m, n respectivamente e sem componentes em comum. Se k €

algebricamente fechado entao

Z Ip(F,G) =m.mn

PeP?

Prova: [Fulton, pagina 74]. O

Seja P = (a,b) € A%e f = fo+ fi+- -+ fq € klz,y] com cada f; homogéneo
de grau i em © — a,y — b com deg f = d. O menor inteiro m tal que f,, # 0 é dito
a multiplicidade de V(f) em P e denotado mp(V (f)). Observe que P € V(f) <

m > 0 e que P é singular em V(f) < m > 1.

T
Sendo f,, # 0 temos que f,, = H (¢;)™, onde os ¢; sao fatores lineares homoge-
j=i
neos. As retas V(¢;) sao ditas as retas tangentes de V(f) em P e os expoentes
n; sao suas multiplicidades. O seguinte resultado da4 uma caracterizacao das retas

tangentes em termos do indice de intersegao:

Proposigao 2.5.12. Sejam m = mp(V (f)) e V({) reta por P. Entao Ip(f,€) > m
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se V(£) € tangente de V(f) em P; Ip(f,¢) = m se V(£) nao é tangente de V(f)
por P.

Prova: [Vainsencher, pagina 36]. O

Um ponto nao-singular de V' (f) é dito ponto de inflexao se Ip(f,¢) > 3, onde
V() & a reta tangente de V(f) em P. Tal ponto é dito (n — 2)-flex se Ip(f,{) = n.
Suponhamos que V(f) é a parte z # 0 da curva V(F) C P2 A curva hessiana de

Foo Foy Foe
V(F) & a curva em P? dada por V(Hp), onde Hp :=det | F,, F,, F,.
Foo Foy Fi.

O resultado seguinte mostra a relagao entre a Hessiana e os pontos de inflexao:

Teorema 2.5.13. Seja V(F') uma curva plana, projetiva, irredutivel de grau d > 2.

Entao um ponto nao-singular de V(F') é um n-flex se e somente se Ip(F, Hp) = n.

Prova: |Brieskorn-Knorrer, pagina 289). O

Apelando a definicao da multiplicidade de intersecao e ao Teorema 2.5.11, obte-

mos o seguinte:

Corolario 2.5.14. Uma curva plana lisa projetiva de grau d > 2 tem 3d(d — 2)

pontos de inflexao, contando multiplicidades.

Prova: |Brieskorn-Knorrer, pagina 291]. O

29



Capitulo 3

Superficies de Riemann

Uma Superficie de Riemann é um conjunto que pode ser visto localmente como um
aberto do plano complexo. Nesta se¢ao faremos uma breve introducao a este con-
ceito, daremos alguns exemplos e estudaremos algumas propriedades das aplicagoes
holomorfas entre Superficies de Riemann. A referéncia principal deste capitulo é

[Miranda, Ch. I, II].

3.1 Definicoes

Seja X um espago topologico. Uma carta compleza em X é um homeomorfismo
¢:U — V,onde U e V sao abertos de X e C, respectivamente. Diremos que ¢ é
centrada em p € U se ¢(p) = 0. E conveniente pensar que uma carta complexa (que
chamaremos somente carta, daqui em diante) estabelece um sistema de coordenadas

complexas no seu dominio de definigao, a saber, z = ¢(x), = € U.

Duas cartas ¢1 : Uy — Vi e ¢g : Uy — Vo em X sao ditas compativeis se UyNUy =
0 ou ¢y0 ¢yt s (U NUy) — ¢2(Uy NUs) é fungdo (complexa) holomorfa. Nesse
caso, sabemos da teoria de funces holomorfas que ¢; o ¢, ' é também holomorfa,

de forma que ser compativel define relacao de equivaléncia no conjunto das cartas
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em X. A funcio complexa T := ¢y 0 ¢; " é chamada fungdo de transi¢do entre as

cartas. E claro entao que a derivada 17" nao se anula.

Se desejamos tratar X como um aberto do plano numa vizinhanca de cada
um de seus pontos o conceito adequado é o seguinte. Um atlas em X é uma
colecao A = {¢, : U, — V,} de cartas em X, duas a duas compativeis e tais que

X = U U,. No conjunto dos atlas de X definimos relacao de ordem parcial A < B

se e somente se para cada carta ¢ em A existe carta ¥ em B tal que ¢ estende ¢.
Um argumento usando o Lema de Zorn mostra que cada atlas de X est& contido
em um atlas maximal com respeito & ordem anterior. Um tal atlas maximal é dito

uma estrutura complera para X.

Diremos entao que X é uma Superficie de Riemann se for um espaco topologico
satisfazendo o sequndo axioma de enumerabilidade, Hausdorff, conexo e munido de

uma estrutura complexa A.

3.2 Exemplos

A partir de agora daremos alguns exemplos simples e particularmente tteis para o

nosso estudo.

1. O plano C e qualquer aberto conexo V' C C sao exemplos 6ébvios de Superficies

de Riemann, pois em cada ponto as cartas podem ser tomadas como z +— z.

2. Gréficos de Funcgoes Holomorfas
Seja V' C C um aberto conexo e g uma funcao holomorfa definida em V.

Consideramos X C C? dado por
X ={(29(2)) | 2 €V}

Equipando X com a topologia induzida pela topologia de C?, a projecao 7 :

X —V, (2,9(2)) — z & entdo um homeomorfismo com inversa z — (z, g(z2)).
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Entao 7 é uma carta cujo dominio & X. Vemos entao que X é Superficie de
Riemann e 7 é um atlas para X composto de uma tnica carta. Este exemplo
imediatamente se generaliza para um conjunto finito ¢1,--- , g, de funcoes

holomorfas. Basta tomar

X ={(z0(2), - ,9n(2)) | z € V}.

. Curvas Projetivas Lisas
Vejamos que se C' C P" é uma curva lisa projetiva irredutivel, entao C'
uma Superficie de Riemann. Seja o = (1 : a3 : -+ : a,) € CNAJ.

Temos Aj ~ C". Vimos no Teorema 2.2.3 que numa vizinhanca Uy do

ponto a = (a1, -+ ,a,) € C, existem n — 1 equagoes que definem C, dig-
amos fY -+ f9 .. Como C ¢é lisa em a, a matriz Jacobiana da aplica¢ao
r=(21,...,2,) — (f2(x), -, f2 () tem posto n — 1 em a; sem perda da

generalidade suporemos

ofy ofy
8_:1:1 C. 921
: : |(a) #0.
fp_1 Afp_1
o0x1 o OTn_1
Seja vy : Uy C C* — C™ que faz
Tr = (xla T >xn) = (ff(x)a T ,f,?_l(l'),l‘n - an)

Entao ¢g(a) = (0,---,0,0) e a diferencial diy(a) : C* — C" de 1y em a
é isomorfismo. Logo, pelo Teorema da Funcao Inversa (ver [Limal) existem
abertos U, Vo, Wy com a € U, C Uy, (ay, -+ ,an_1) € Vo CC" lea, € Wy C
C tais que a restri¢ao de ¢y a U} induz um difeomorfismo holomorfo de U]
em Vy x Wy € C*! x C, que continuaremos denotando vy. Por construcao,
(U N C) = {(0,...,0)} x Wy e ¢y(a) = (0,...,0). Sep,:C" — Céa
projecao canonica (z1,...,x,) — I,, denotamos ¢, = p, o ¥y : U, — W,

onde U, :==UjNC e W, =W,.
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A familia A := {(U,, ¢o);a € C'} € um atlas compativel para C: com efeito,
dados ¢, : U, — Wy, ¢y, : Uy — Wy, com U,NU, # 0, sabemos que ¢, = p, ot
e ¢p = Ppoy onde Yy e Py sao difeomorfismos holomorfos entre abertos de C™.
Portanto 1,01, ! é um difeomorfismo holomorfo entre as vizinhancgas (em C)
da origem 1 (U, NUy) e 10o(U, NUy) tais que 1 (U, NU,) N{(0,...,0)} x W,
é enviado sobre (U, N Uy) N {(0,...,0)} x W;. Concluimos que ¢y, o ¢, é

holomorfa no seu dominio de definicao. A afirmacao segue por simetria.

Observacao 3.2.1. Com as notacoes do exemplo acima observamos que a fungao
Tp — an @ C" — C define um parimetro local para C' N Af em a. Com efeito,
suponhamos que nao; por simplicidade tomemos a = (0,...,0). Entao a restri¢ao
de x, a C' é um elemento de mQC’O, isto € x, = Z” Bijrix; + ZZ: YWwfY, para
certos Bij, e € Clay, ..., xy,]. Substituindo x,, por essa expressao em 1y acima e
recalculando sua matriz Jacobiana na origem, vemos que a ultima linha desta é

combinacao linear das demais: contradicao.

3.3 Funcoes e Aplicacoes

Seja X uma Superficie de Riemann e p € X. Uma funcao f definida em uma
vizinhanca W 3 p que toma valores complexos é dita holomorfa em p se existir uma
carta ¢ : U — V com p € U tal que a composicao f o ¢~ & holomorfa em ¢(p). f

serd dita holomorfa em um aberto W C X se o for em cada ponto de W.

Se Y é outra Superficie de Riemann, uma aplicacao F' : X — Y é dita holo-
morfa em p € X se existirem cartas ¢, : Uy — Vi e ¢o : Uy — Vo, em p e F(p)
respectivamente, tais que ¢y o F' o ¢, & holomorfa em ¢,(p). F é dita holomorfa

em um aberto W C X se o for em cada ponto de WW.

Em ambas definicoes acima a aparente dependéncia da escolha de cartas de fato
nao existe: se f é funcao holomorfa em p, suponha que ¢; e ¢o sao cartas em

p. Digamos que f o ¢;* é holomorfa em ¢, (p). Precisamos verificar que f o ¢, ' é
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holomorfa em ¢y (p). Ora, fop,' = (f o gbl_l) o (gbl o d);l), composi¢ao de holomorfas
donde segue o resultado. Um argumento muito parecido (conjugagao por transi¢oes
entre cartas) mostra que a independéncia da escolha de coordenadas vale também

para aplicacoes holomorfas.

Note que se F' : X — Y = C é aplicacao holomorfa entao F' é de fato uma

funcao holomorfa.

O seguinte Lema, que é conseqiiéncia direta das defini¢oes, diz algumas pro-

priedades das aplicagoes holomorfas.

Lema 3.3.1. Temos as sequintes propriedades:

1. Uma aplicagao holomorfa € continua.

2. A composicao de aplicagoes holomorfas € ainda holomorfa.
O

Muitos dos resultados existentes a respeito de aplicacoes holomorfas sao con-
seqiiéncia de resultados conhecidos para funcoes holomorfas complexas. Abaixo
enumeramos alguns destes que serao tteis, sendo que para as demonstragoes omi-

tidas referimos a [Miranda, Ch. II|.

Proposigdo 3.3.2 (Teorema da Aplicagio Aberta). Seja F' : X — Y aplicagao
holomorfa nao constante entre superficies de Riemann. Entao F' € aberta, isto €, a

imagem de um aberto de X € um aberto de Y.

]

Proposicao 3.3.3. Seja X superfice de Riemann compacta e F': X —'Y aplicacao
holomorfa nao constante entre superficies de Riemann. EntaoY é compacta e F' é

sobrejetiva.
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Prova: Como F' & holomorfa e X é aberto em si mesmo, F'(X) é aberto em Y,
pela proposigao anterior. Por outro lado, como F' é continua e X é compacto, F'(X)
também é compacto. Como Y é Hausdorff, entao F(X) é fechado. Logo F(X) é
fechado e aberto de Y, que é conexo. Logo FI(X) =Y. O

Proposicao 3.3.4. Seja F' : X — Y aplicacao holomorfa nao constante entre
superficies de Riemann. Para caday €Y o conjunto F~(y) é subconjunto discreto

de X. Em particular, se X for compacto, F~'(y) € finito e nao vazio, Vy €Y.

Prova: Seja x € F~!(y). Podemos escolher coordenadas locais w e z centradas
em x e y respectivamente. Em termos destas coordenadas a aplicacao F' se escreve
z = g(w) e satisfaz g(0) = 0, onde g é aplicacdo holomorfa nao constante (pela
hipotese sobre F!). Como o conjunto de zeros de uma fun¢ao holomorfa nao nula
é discreto (ver, por exemplo, [Ahlfors|), provamos assim a primeira afirmacao a

respeito de F'71(y).

Para a segunda parte usamos que subconjuntos discretos de um compacto sao

finitos, juntamente com 3.3.3. [

Quando f é funcao holomorfa em p € X, podemos tomar carta ¢ : U — V em
p € U, digamos z = ¢(z), v € U tal que fo ¢! é holomorfa em 2y = ¢(p). Assim,

podemos expandir f o ¢! em uma série de Taylor centrada em 2, digamos

(foo™)(2) =) ealz — 20)"

n>0

Esta série é dita a série de Taylor de f em p com respeito a ¢. Como é bastante
razoavel, os coeficientes ¢, dependem da carta ¢ escolhida. Se f o ¢~! é nao nula,

existe um ng > 0 minimo tal que ¢,, # 0. Temos:

Proposicao 3.3.5. O inteiro ng acima depende somente da funcao f e do ponto

p, € nao da carta ¢ escolhida.

Prova: Sejam ¢ : U — V, ¢ : U’ — V' cartas em p. Digamos ¢(x) = z e
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Y(z) =w para x € UNU', ¢(p) = 29 e ¥(p) = wy. Considerando a série de Taylor

da funcao de transicao T' = ¢ o ¢! que expressa z em termos de w temos

z2=T(w) = zo—l—Zak(w —wp)*, ay #0

k>1
Sendo
(foo™)(2)=>_ culz—2)"

n>ng

Cny 7 0, temos

(fov™)(w) = (fou ™) (T7(2)
= foo M z) =) ealT(w) = z0)"

n>ng

= Z C"(Z a(w — wo)k)”

n>ng k>1

Cnp 07 (W — wp)"™ + - - -

Isto prova a afirmagao, ja que c¢,, € @; nao sao nulos. O]
O inteiro ng acima é dito a ordem de f no ponto p.

O resultado seguinte a respeito de aplicagoes holomorfas é simples e interessante.
Apesar de sua natureza local, ele sera utilizado para mostrar um resultado global

a respeito de aplicacoes holomorfas entre superficies de Riemann compactas.

Teorema 3.3.6 (Forma Normal Local). Seja F : X — Y aplicagao nao constante
entre superficies de Riemann e holomorfa em p € X. FExiste um tunico inteiro
ep(F') = e > 1 satisfazendo a seguinte propriedade: para cada carta ¢o @ Uy — Vs

em Y centrada em F(p), existe uma carta ¢ : Uy — Vi em X centrada em p tal

que ¢a2(F(¢77(2))) = 2°.

Prova: Escolha uma carta ¢ em Y centrada em F'(p) e qualquer carta ¢ : U —
V em X, centrada em p. A série de Taylor da funcao holomorfa T = ¢y 0 F o)™t

tem a forma
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T(w) = i ciw'

onde ¢, # 0 e e > 1, desde que T(0) = 0. Logo, temos T(w) = w*S(w), onde S
¢ uma fungao holomorfa em w = 0 e S(0) # 0. Portanto, existe uma fungio R
holomorfa em 0 tal que R(w)® = S(w), donde T'(w) = (wR(w))¢. Seja n(w) :=
wR(w). Entao n é holomorfa e como 7/(0) = R(0) # 0, obtemos que (pelo Teorema
da Funcao Implicita) que 7 é invertivel numa vizinhanga de 0. Entao ¢y :=no é
também uma carta em X, definida e centrada em p. Se pensamos 1 definindo uma
nova coordenada z (via z = n(w)) temos imediatamente que z e w se relacionam

por z = wR(w). Logo
$2(F(67'(2)) = ¢o(F (07 (2))) = T(n 7' (2)) = T(w) = (wR(w))* = 2
A unicidade do inteiro e segue de que se existem coordenadas locais tais que F

tem a forma z +— 2° proximo a p, entao existem exatas e pré-imagens de pontos

proximos a F'(p). Este altimo fato certamente independe das cartas escolhidas. [

O resultado acima motiva definir a multiplicidade de F' em p como sendo e, (F).
Um ponto p € X tal que e,(F) > 2 sera dito ponto de ramificagio de F': X — Y.
Um ponto g € Y sera dito um valor de ramificacao de F' se for imagem de um ponto

de ramificacao de F'.

Damos alguns exemplos; o segundo destes serd tutil adiante.

Exemplos 3.3.7 (Projegoes).

1. Se X = {(z,y) € C? |y =2%} e F : X — C ¢ dada por (z,y) — y, entdo
e,0)(F) =2 eepy(F) =1,V p#(0,0). Em particular, 0 € C € o unico valor

de ramificacao de F'.

2. Se C = V(f,g) C A® é uma curva lisa, onde f € klz,y] C klz,y,z] e
g € kly, z] C klx,y, z], considere a aplicagao projecao w: C — V(f) definida
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por (z,y,z) — (z,y). Entao um ponto («,3,v) € ponto de ramifica¢cao
0

se e somente se f(a,B3) = g(fB,v) = a—g(ﬁ,v) = 0. Se este for o caso,
2

#1 Ha, B) < deg. g.

Existe uma maneira simples de calcular a multiplicidade da aplicacao F' em um
ponto p sem a necessidade de tomar cartas centradas, como foi feito na prova do
Teorema 3.3.6. Tome quaisquer coordenadas z numa vizinhanca de p e w numa
vizinhanga de F(p). Digamos que p — zg e F(p) — wp por estas cartas. Entao F
se escreve em termos dessas coordenadas na forma w = h(z), com h holomorfa. E

claro entao que wy = h(zy).

Lema 3.3.8. Com a notagao acima, temos e,(F) =1+ ord,,h'(z). Em particular,
ep(F) € o menor expoente estritamente positivo que aparece na expansao de Taylor

centrada em 2y para h.

Prova: Vimos na prova do Teorema 3.3.6 que a multiplicidade e,(F’) é o menor
inteiro que aparece na série de poténcias de 17" com coordenadas locais centradas
em p e F(p). Se zp,wp como acima, entdo z — zg e w — wy sao essas coordenadas.
Como w — wy = h(z) — h(z), vemos que a multiplicidade de F' em p é o menor
expoente que aparece na expansao de h(z) —h(zp) em z = zy. Podemos derivar esta
série termo a termo para concluir que este expoente ¢ um a mais que a ordem de

anulacao de h' em z. ]

O lema acima mostra, em particular, que o conjunto dos pontos de ramificacao
é um conjunto discreto. De fato, tais pontos correspondem a zeros da derivada de
uma funcao holomorfa, ou seja, a zeros de uma funcao holomorfa. Em conseqiién-
cia disto, os valores de ramificacao também formam um subconjunto discreto do

contradominio.

Um resultado muito importante sobre aplicacoes holomorfas entre superficies de

Riemann compactas é o seguinte

Teorema 3.3.9. Seja ' : X — Y aplicacao holomorfa e nao constante entre
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superficies de Riemann compactas. Para q € Y considere o inteiro

pEF~1(q)

Entao d,(F) independe da escolha de q.

Prova: Mostraremos que a fun¢do Y — Z que faz ¢ — d,(F) é localmente
constante, isto é, em torno de cada ponto y € Y existe um aberto no qual esta
funcao é constante igual a d,(F'). Como Y é conexo, isso ja justifica a afirmacao do

enunciado.

Seja ¢ € Y e seja F~1(q) = {p1, - ,pn}. Tomando coordenada local w em Y
centrada em g podemos obter coordenadas locais z; em X centradas em p; tais que
w=2z"", onde m; = ey (F), Vi=1,--- n. Logo, d,(F) = my+---+m,. Note que
as aplicagoes f; : Dgi) (0) — D4(0), z; +— 2" satisfazem a condigao de constancia
desejada, isto é, cada ponto em u € D;(0) satisfaz d,(f;) = m;. Verificaremos que
arbitrariamente proximo a ¢ nao existem pontos com pré-imagens por F' fora das
vizinhancas V; de p; correspondentes a DY)(O) entao acabamos a demonstracao.

Aqui é onde usaremos a compacidade de X.

Por absurdo, suponhamos que arbitrariamente préoximo a ¢ possamos encontrar
pontos com pré-imagens por F' fora das vizinhancas V; de p;. Assim, encontramos
seqiiéncia {z;} de pontos em X, todos fora das vizinhangas V;. Como X é compacto,
existe subseqiiéncia {z/;} convergente, digamos a p € X. Entao a seqiiéncia { F'(z})}
converge a ¢ € Y. Pela continuidade de F' obtemos que F'(p) = ¢, donde p = p;,

algum 7. Mas isto contradiz que todos os x; estao fora de V;. [

Nas hipoteses do Teorema acima fica bem definido deg(F') := d,(F) o grau da
aplicacao F' : X — Y,V q € Y. Observe que no caso em que X,Y sao curvas
projetivas lisas irredutiveis e F' é finita e dominante, concluimos pelo Teorema 2.3.5

que o grau de F' coincide com o definido anteriormente.
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3.4 Germes de Funcoes Holomorfas

Seja X uma superficie de Riemann e p € X. Denotemos Hy, o conjunto das
fungoes holomorfas em p. Se f : U — Ce g : V — C sao elementos de Hx,
diremos que f e g sao equivalentes e escreveremos f ~ ¢ se existir um aberto W
contendo p tal que W C U NV tal que f(z) = g(z), para todo z € W. E rotina

verificar que a relagao ~ é uma relacao de equivaléncia no espago Hy p,.

Um germe de uma fun¢do holomorfa em p é a classe de equivaléncia f € Hx,, :=
Hx,/ ~ de um elemento f € Hx,. Quando nao houver perigo de confusao iden-
tificaremos f = f, isto ¢, o germe com a fun¢do holomorfa. Demonstra-se que o
conjunto quociente Hx, ¢ um anel comutativo com unidade. Além disso, Hx ), é
anel local com ideal maximal Mx, = {f | f(p) =0}. Se ¢ : U — V C C é uma
carta local em p, com ¢(p) = 0 € V, a composi¢do com ¢ induz um isomorfismo

natural ¢* : Heo — Hxp.

Quando X é uma curva projetiva lisa irredutivel, lembramos que
Ox,p = {p € k(X) | ¢ é regular em p}

é o anel local de X em p. Temos Ox, C Hx,, pois toda funcao racional que é

regular em p é holomorfa em p.

Proposicao 3.4.1. Temos um homomorfismo natural de anéis p : Oxp, — Hx,p tal

que:
1. p € injetivo;
2. mx, =t.0x,, comt e Ox,, entao Mx, = p(t). Hx,.
Em particular, p~*(Mx,) = mx, e Mxp=mx,Hx p.

Prova: Considere o homorfismo p : Ox, — Hx, que faz f — f. Afirmamos

que p é injetivo. Suponha que f := p(f) = p(g9) = g, com f, g € Ox,. Os dominios
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dom [ e dom g sao abertos de Zariski contendo p. Entao existe um aberto W na
topologia usual de X com p € W C dom f Ndom g, tal que f(x) = g(x) para

qualquer z € W. Mostraremos que dom f =dom ge f = g.

Como X é lisa, estendemos f,¢ a morfismos f,§ : X — P! e consideramos a

aplicacdo regular ¢ := f x §: X — P' x P! que faz & — (f(z),§(x)). Seja
D= {(z,y) eP' xP' |z =y}

a diagonal de P! x P!, Entao D é um fechado de Zariski em P! x P! e, logo, 11 (D)
é um fechado de Zariski em X que contém W. Como W ¢é aberto usual, W é
conjunto infinito. Mas os tinicos fechados proprios de X na topologia de Zariski sao
os formados por um ntmero finito de pontos. Logo ¢~ '(D) = X, donde f =g,o0

que implica f = g.

Para demonstrar a segunda afirmacao, podemos supor X C A" uma curva
afim. Comecemos mostrando que Mx, é um ideal principal: com efeito, seja
¢ : U — V C C uma carta local em p, com ¢(p) = 0 € V; escrevemos z := ¢(z).
Uma func¢ao f(z) holomorfa em 0 se anula em 0 se e somente se z|f(z). Portanto

mc,o = 2Hcp, donde segue a afirmacao gragas ao isomorfismo ¢* : Heo — Hx p.

Como vimos no exemplo 3.3.7, item 3, de acordo a observacao 3.2.1, a restricao
de z, — a, a X define um gerador de my,, onde p = (ay,...,a,). Utilizando a
carta ¢, : U, — W, construida no exemplo, deduzimos que (o germe) a fungao
2 = Xp — Gy, pensada como funcao em W, C C, gera o ideal Mcp; em outras

palavras My, = p(x, — a,)Hx p, demonstrando a segunda afirmagao.

A dltima afirmacao segue da segunda. O
Corolario 3.4.2. O anel Hx, € um anel de valorizagao discreta.

Prova: Como os zeros de uma fungao holomorfa nao nula sao isolados, con-
cluimos que Hx, ¢ um dominio. Denotaremos K, seu corpo de fragoes. Para

definir uma valorizacao podemos fazer f +— ord,(f). E facil ver que isto define uma

valorizagao em Kx ,,. O
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De agora em diante identificaremos Oy, com sua imagem p(Ox,) isto é, su-

poremos Ox;, C Hx p.

Denotaremos vx , : K, — Z valorizagao de K definida na prova do Corolério

3.4.2.

Sejam (X, p) e (Y, q) pares onde X e Y sdo superficies de Riemann e p € X e
q € Y pontos. Uma aplicagao holomorfa com inversa holomorfa entre vizinhancas
abertas de X e Y em p e ¢, respectivamente, que envia p em ¢, serd dito difeomor-

fismo local entre (X,p) e (Y,q) .

Seja ¢ : (X, p) — (Y, q) um difeomorfismo local. Como ¢(p) = ¢, esta aplicacao
induz um isomorfismo de aneis locais ¢* : Hy,, — Hx, definido por ¢*(g) = g o ¢;
continuamos a denotar ¢* : Ky, — Kx, o isomorfismo induzido a nivel dos corpos

de fragoes. Em particular,

Proposicao 3.4.3. Se p,q € X temos Hxp, ~Hxq e Kx, ~ Kxgq

Além disso, temos:

Lema 3.4.4. Se ¢ : (X,p) — (Y,q) € um difeomorfismo local e g € Hy,,, temos

VX,p(g © Qb) = VY7q(g)'

Prova: Como ¢ é um difemorfismo local, pelo Teorema 3.3.6 existem cartas tais

que ¢ escreve-se z — z. O resultado segue. O]

Como ja demonstramos, quando X é uma curva algébrica projetiva lisa, o anel
local Ox, de X em p é uma anel de valorizacao discreta do corpo de funcoes
racionais k(X) (de fato, podemos definir Ox , de maneira completamente analoga
a como fizemos com Hx,, trocando vizinhangas abertas na topologia usual por
vizinhancas afins). Porém, no caso X = C, p = 0, observamos que Ox, & Hx,:
com efeito, a fun¢ao holomorfa f(z) = e* — 1 define um germe em 0 que nao é
equivalente a uma func¢ao racional em C definida na origem, como podemos observar,

por exemplo, mostrando que f(1/z) tem singularidade essencial na origem.
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Apesar disso, se f € Ox,, a ordem de anulacao de f em p é a mesma calculada
com a valorizagido de k(X) ou com aquela de Kx,: com efeito, Mx, = mx ,Hx,-
Desta forma, a ordem de anulacao do germe de funcao holomorfa de um elemento
f € Ox, coincide com a ordem de anulacao do elemento calculada de maneira
algébrica via uma valorizacao associada ao anel Ox p; em outras palavras, a ordens

calculadas de maneira analitica ou algébrica coincidem.

Terminamos o paragrafo com um resultado que mostra que a multiplicidade de
intersecao de curvas algébricas é um invariante analitico no caso em que uma das

curvas ¢ lisa.

Proposigao 3.4.5. Sejam C = V(f),D = V(g) C C? curvas afins irredutiveis

distintas e p € C N D. Suponhamos que p € nao singular em C. Entao
]p(fvg> - VC,p(g)'

Prova: Temos isomorfismos naturais

O(C?,p -~ O@,p/(f) ~ OQ;D
(frg)  (@+(f) (9

onde g = g|, € a restri¢ao de g a C.

Por outro lado, se mg, = t- O¢, entao g = u - t", u(p) # 0 e r = vx,(9).

Concluimos que

Oc2, ~ Ocyp

(fg)  mg,

O resultado segue de que dimy Oc,/mg, = 7. O

3.5 Formula de Hurwitz

Para as afirmagoes nao demonstradas nesta se¢ao ver [Miranda, Chap. II].
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Seja S um espago topologico Hausdorff. Uma carta real 2-dimensional em S é
um homeomorfismo ¢ : U — V, onde U e V sao abertos de S e R?, respectivamente.
Duas tais cartas ¢ : Uy — Vi e ¢9 : Uy — V5 em S sao ditas C*-compativeis se
UiNU; =0 ou ¢yop;’ : ¢1(Up NUs) — ¢o(Up NUsy) é difeomorfismo C*. Um
atlas 2-dimensional C* em S é um conjunto de cartas 2-dimensionais em S, C*>-
compativeis cujos dominios cobrem S. Uma 2-estrutura C* em S é um atlas C*
maximal em S formado por cartas 2-dimensionais. Uma wariedade 2-dimensional
C* é um espago Hausdorft, satisfazendo o segundo axioma de contabilidade e conexo

com uma 2-estrutura C.

As definicoes acima servem para observarmos que se vemos C = R?, entao uma
superficie de Riemann é uma 2-variedade C*°, pois funcoes holomorfas na variavel

complexa z = x + iy sdo C* nas variaveis reais x e y.

Um tridngulo em S é um subconjunto 7' C S que é homeomorfo a um triangulo
T' C R2. Vértices e arestas de T sdao os conjuntos correspondentes aos vértices e
arestas de T, respectivamente. Uma triangulacio de S é uma decomposicao de S
em triangulos tais que dois triangulos sao disjuntos, ou tem um tnico vértice em
comum, ou tem uma unica aresta em comum. Se S é uma 2-variedade compacta,
o numero de Euler de S é x(S) := v — e + t, onde v, e,t sdo, respectivamente,
os niumeros de vértices, arestas e triangulos de uma dada triangulacao. Temos o

importante:

Teorema 3.5.1 (Euler-Poincaré). O nidmero de Euler independe da escolha da
triangulagcao. Para uma 2-variedade compacta, orientdvel e sem bordo S, existe um

inteiro g > 0 tal que este nimero é dado por x(S) =2 — 2g.

Prova: [Miranda, pagina 51]|. O

Diremos que o inteiro ¢ > 0 no enunciado do Teorema 3.5.1 é o género de S,

que denotaremos ¢(.5).

Exemplo 3.5.2. A 2-esfera S? é homeomorfa a PL. E claro que S* ¢ também home-
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omorfa a um tetraedro regular, donde fica fdcil concluir que x(P*) =2 e g(P*) = 0.

Também, um toro T satisfaz x(T) =0 e g(T) = 1.

Proposicao 3.5.3. Toda superficie de Riemann compacta possui uma triangulagao.

Prova: [Miranda, pagina 52]. O

Informamos que existem 2-variedades compactas, orientaveis e sem bordo de

género 0,1,2,...

Teorema 3.5.4. Uma 2-variedade compacta, orientdvel e sem bordo de género g €

homeomorfa a um g-toro, isto é, uma esfera com g ’buracos’.

Prova: Ver [Jost, §2.4].

Estamos prontos para enunciar e provar a Formula de Hurwitz, resultado fun-

damental na teoria das superficies de Riemann compactas.

Teorema 3.5.5 (Formula de Hurwitz). Seja F': X — Y holomorfa e nao constante

entre superficies de Riemann compactas. Entao

29(X) =2 = deg(F)(29(Y) = 2) + Y _(e,(F) = 1)

peX

Prova: Note primeiramente que como X é compacta, o conjunto de pontos de
ramificacao para F' é finito, de forma que o somatorio que aparece no enunciado é

um namero finito (> 0).

Escolha uma triangulagao em Y. Refinando esta se necessario, podemos supor
que todos os valores de ramificacao de F' sao vértices em Y. Suponha que temos
v, e,t vértices, arestas e triangulos, respectivamente. Levantando esta triangulacao
por F, construimos uma triangulacao em X com, digamos, v’, €/, t’ vértices, arestas
e triangulos, respectivamente. Observe que cada ponto de ramificacao de F' é um
vértice de X. Por construgao, que cada triangulo em Y gera deg(F’) triangulos em

X. Logo, t' = deg(F) - t e, similarmente, ¢’ = deg(F) - e.
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Agora, seja ¢ € Y um vértice. O nimero de pré-imagens de ¢q por F' é

#F g = )1

pEF~1(q)

= ) 140
pEF~1(q)

= Z 14 | deg(F) — Z ep(F)
peEF~1(q) peF~1(q)

— deg(F)+ Y (L—ey(F)

peEF~1(q)

Logo, o nimero total de pré-imagens de vértices em Y ¢

Vo= > deg(F)+ Y (1—¢(F))

q vertice em Y peEF—1(q)

= deg(Fyo— ) (e(F) =1

vertice p em X

Logo,

29(X) =2 = —x(X)

= —deg(F)\(Y)+ Y (e(F)=1)

vertice p em X

= deg(F)(29(Y) = 2) + Y (e,(F) = 1)

peEX

]

Finalizamos este capitulo com um exemplo de aplicacao do Teorema 3.5.5 no

calculo do género de uma curva plana lisa. Utilizamos também o Teorema 2.5.11.
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Exemplo 3.5.6. Seja C' = V(F(x,y,2)) C P? = P4 uma curva plana lisa de grau
d. Dado um ponto P & C, tome uma reta { tal que P & (. Apds uma mudanga de
coordenadas podemos supor P = (0:1:0), £ = V(y) = {y = 0} e que a reta no
infinito V(z) = {z = 0} ndo tangencia C. Consideremos a aplica¢io mp : C' — P!
obtida projetando de P para {. E consequéncia do Teorema de Bézout 2.5.11 que
deg mp = d.

Denotemos f(x,y) = F(x,y,1) a equagao afim da curva C. Seja Q = (a,b) €
V(f). Digamos que g—JyC(Q) # 0. Entao, numa vizinhang¢a de Q, V(f) é o grdfico

de uma fun¢ao holomorfa y = y(z), pelo Teorema da Fun¢ao Implicita. Nesta

vizinhanca, a equacao de C' €

flz,y(z)) =0

e pela Regra da Cadeia obtemos que

of [ of oy _
8x+8y 890_0

sobre V(f) numa vizinhanga de Q.

Entao, pelo Lema 3.3.8,

orda(y'(x)) = eq(mp) =1

Assim, ord,(y' (x)) = Ig(f, %). Pelo Teorema 2.5.11

S Tolr. 2y < ata - 1),

QeP?

Pela escolha de coordenadas todos os pontos de C'N V(%) estao fora da reta no
infinito. Logo, Z(@Q(ﬂ'p) —1)=d(d—-1).

Pelo Teorema 3.5.5 obtemos entao que

29(C) —2

d.(2.0 = 2) + > (eq(mp) — 1)
= —2d+d(d—1)
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Logo, g(C) =

(d—1).(d—2)
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Capitulo 4

Pontos de (Galois sobre Quarticas

Planas Lisas

4.1 Primeira Parte

Seja P? o plano projetivo complexo com coordenadas homogéneas z,y,z. Seja
C C P? uma quértica lisa. Daqui em diante, usaremos a seguinte notacao: f(z,y) =
0 é a equacao que define a peca afim z # 0 da curva C. Quando nao houver
risco de confusao, denotaremos também por C a referida peca afim. Escreveremos
fi(z,y) = 0 a parte homogénea de grau i de f(x,y) e ¢;(t) := fi(1,t). Seja P € C.

Temos o seguinte resultado geral:

Lema 4.1.1. Se P € ponto de Galois de C, entao TP € ponto de Galois de TC,
para qualquer T € PG L3 (k).

Prova: Consideramos o diagrama

c—L-1C

Pt ——P!
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onde P!, em cada caso, simboliza o conjunto das retas pelo ponto indicado. Pelo

Teorema 2.1.7, este da lugar a

Kp<—Krp

que é um isomorfismo de extensoes de corpos. Logo, P é ponto de Galois de C'

se, e somente se, T'P é ponto de Galois de T'C. O

Conforme discutido, podemos tomar um sistema projetivo de coordenadas tal

que

1. P=(0:0:1);
2. V(z) = {x = 0} e C sao transversais, em cada ponto de interse¢ao;
3. V(y) é a reta tangente a C' em P;

4. Se r &€ uma reta passando por P e por um ponto de C' N V(z), entdo r é

transversal a C' em @, para todo ponto @ € C'Nr.

Consideramos a projecao mp : C — — = PL. Como C é lisa mp estende-se regular-
mente em P a uma aplicacdo C — P! que continuaremos denotando 7p. Observa-
mos que {retas de P? por P} esta em bijecao com os pontos de qualquer reta ¢ Z P.

Seja, portanto, { = V(x — z) Z P. A partir de agora mp denotara mp : C' — /.

Note que no sistema de coordenadas escolhido, cada ponto ) da curva afim C
estd sobre uma reta ¢; := V(y — tx), t € k = C, ou sobre V(x). Com essa escolha
de coordenadas, a cada ponto (0,0) # (z,tx) € C N ¥; associamos via Tp 0 ponto
(1,t) = (1:t:1) € ¢, ou via identificagao, mp(z,tx) =t. Se (0:u:v) € CNV(z)
fazemos (0 : w : v) — (0 : 1:0) € £. Observe que pelo sistema de coordenadas

considerado, o ponto no infinito da reta V' (z) néo é valor de ramificagdo para mp .
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P (Q)

Figura 4.1: Projecao mp

No plano A? com coordenadas z e t, consideramos a curva afim definida pelo

N ) N
f(fb; 37)’ Cp = V(fp). Entao a aplicacio Cp — C, dada

polinémio fp(x,t) =
por (z,t) — (z,tz) define um isomorfismo entre as curvas. Equivalentemente,
k[é\p] ~ k[C]. Deste modo podemos estudar a extensao 75 : k(¢) ~ k(t) = Kp C

k(ap) = k(x,t) ~ K, onde z e t satisfazem fp(x, t) = 0, sem perda de generalidade.

A nivel das aplicacoes, temos a composi¢ao ép — C — (¢ dada por (z,t) —
(x,tx) — t. Como COp ~ C, podemos supor 7p : Cp — A, que simplesmente

associa a um ponto (z,t) € Cp a sua segunda coordenada t € Al

Com o sistema de coordenadas considerado, f escreve-se

= h+tfot+fz+fs

Logo,

Jole,t) = p1(t) + o) + pa(t)a® + pu(t)a.

Conforme vimos no Exemplo 1.2.4, o discriminante Ap(t) € k(t) do polindomio

fr € klt][a] ¢

Ap(t) = @] J(ai — ;)
1<j
= 305 + 18p1pap3ips — Apdios — A1) — 27070}
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onde z; = x;(t),i = 1,2,3 sdo as raizes de fp(z,t) = 0 no fecho algébrico k(t) de

k(t).

Observacao 4.1.2. Em virtude do Teorema 1.2.3 e do Exemplo 1.2./, temos que

P € ponto de Galois se, e somente se, Ap(t) € um quadrado em k(t).

Nesse sentido é natural tentar obter informagdes a respeito de Ap(t). Temos o

seguinte resultado fundamental:

Lema 4.1.3. Se o € k ¢ raiz de Ap(t) com multiplicidade n(c), entao n(a) = 1

ou 2.

Prova:

Seja @ = (N, a) € Cp. Como 7p & aplicacao holomorfa entre superficies de
Riemann, usamos o Teorema 3.3.6 para tomar coordenadas ue sem Q e « = 7p(Q),

respectivamente tais que mp faz u — s = v, onde m = e\ o) (7p).

Observe que V(fp) e V(%—;) estdo muito bem posicionadas, pois deg fp =

3. Usando o Teorema 2.5.9 e as Proposicoes 3.4.5 e 2.5.7 obtemos as seguintes

igualdades:

n(a) = ord,Ap
= ord,R

fp, e
. Ofp
= 1 a y

e ([P ax)

= Iy (s —u™, —mu

m—l)
= [(070)<3> umil)

= m-1

Em particular, se @ é um valor de ramificacdo para mp, existe um tnico ponto
de ramificacao na pré-imagem de «; nesse caso denotaremos m = m(«a). Como

deg mp = 3, entdo m(a) = 2 ou 3, o que demonstra o lema. ]
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Observagao 4.1.4. Note que p4(a) = 0 equivale a que (1: a:0) € CNV(z) é um
ponto de ramifica¢io de mp (isto é, no infinito). A escolha de coordenadas acima

(ver item 4) faz com que tais pontos nao existam.

Teorema 4.1.5. Seja n(a) como no Lema 4.1.3.

1. Se a # 0 temos

n(a) =2 < {, tangencia C' em um 1-flex;

n(a) =1 < {, tangencia C' num ponto que nao € de inflexao.

2. Se o =0 temos

n(0) =2 < P é 2-flex;

n(0) = 1< P é 1-flex ou Uy é uma bitangente.

Prova: Observe, por um lado que

A~

Loy (fp,t) = ordy fr(x,0)
f(z,0)

T
= —1+ordy f(x,0)

= ordy

Por outro lado, como Cp ~ C, o contato entre as curvas e as suas respectivas
tangentes fora da origem se preserva. De acordo com as notagoes e a prova do

Lema 4.1.3, m(a) = 1 4+ n(«). Isto prova o Teorema (ver figura 4.2). O

Pelo Lema 4.1.3, podemos escrever Ap(t) = gp(t).h%(t), onde gp,hp € kt]

possuem somente fatores simples, digamos

gp(t) =ci(t — o)t —ag) -+ (t — @)

hp(t) = cao(t — aas1)(t — Qo) -+ (£ — Qarp)
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P ‘%
W
P
2, P n(0) =0 Q Ly
M
P n(O) =1 go
3
n(0) =2
P %
4

Figura 4.2: Incidéncias entre C e £, a € k

. .,
com ¢,y € k* e a; # a se 1 # J.

Conforme vimos, Q = (\,«) € ép é ponto de ramificacao de mp se e somente
se a = wp(Q) satisfaz Ap(a) = 0, isto é, se e somente se @ = «;, para algum

ie{l,---,a+b}. Pela Formula de Hurwitz 3.5.5 temos (note que m(«) = 14+n(a)):

29(C) -2 = deg(ﬂp)~(2g(P1)—2)+Zn(ai).

Logo,

4 = —6+ Zn(ai) + Zn(ai).

i<a i>a
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Equivalentemente:

10 = > 1+) 2=a+2b

1<a i>a
Logo, deg Ap(t) =10 e a é par.

Usamos o discriminante para definir uma curva Vp := V(22 — Ap(t)) no plano
A? com coordenadas t e z. Seja k(t,z) seu corpo de fun¢des racionais. Seja Wp :=

{fp(z,t) =0} N {22 = Ap(t)} € A3. Considere o diagrama comutativo

Wp
N
ép VP
NS
Al

onde as aplicagoes sao as projegoes, isto €,

onde as coordenadas z,t, z satisfazem as relagoes fp(z,t) =0 e 22 = Ap(t). Daqui
em diante admitiremos estas relacoes sem mencionar explicitamente. Por exemplo,
ao escrever k[t, z] nao nos referimos ao anel de polinémios com duas indeterminadas,

mas a k-algebra onde ¢ e z satisfazem 2% = Ap(t).
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O diagrama acima, por sua vez, induz diagrama comutativo de extensoes de

corpos dado por:
k(x,t, z)

N

k(z,t) k(t, z)

\/

Ja mostramos no Exemplo 1.2.5 que k(z,t,2) é o corpo de decomposi¢ao de
©1(t) + pa(t)T + p3(1)T? + @a(t)T? € k(t)[T], de forma que a extensao k(t) —
k(x,t, z) é galoisiana. Portanto, pelo Teorema 2.3.2, as normalizac¢oes Cp e Dp (de
Wp e Vp respectivamente) induzem aplicagdes regulares finitas entre curvas lisas,

gerando o seguinte diagrama comutativo

Gp—>Dp

oy

p1 p2

Cp Wp Vp
\ ]P£ /

Note que deg 7p = [k(x,t, 2) : k(z,t)] < 2.

A seguinte observagao serd tutil: se denotamos w := € k(t, z) obtemos que

z
hi(t)
k(t,z) = k(t,w) e, conseqiientemente, que k(x,t, z) = k(z,t,w). Segue do Teorema
2.3.2 que as normalizagdes de Vp e Up := V(w? — gp(t)) sdao birracionalmente
equivalentes e, portanto, isomorfas. Denotemos W](Dl) = {fp(z,t) = 0} N {w? =

gp(t)} C A3, Assim, o diagrama das projegoes pode ser tomado
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isto é,
w)

("’C? t?
)/ N\
T, t

(¢, w)

(

sendo que o diagrama de extensoes de corpos ¢ preservado.
Com isto, temos:

Proposicao 4.1.6. Um ponto Q) € ép é valor de ramificagcao de Tp se e somente

se mp(Q) = a com gp(a) = 0.

Prova: Para comecar observamos que @ = (A, «) é valor de ramificagao de 7p
se e somente se o é valor de ramificacao da aplicagao ¢, no diagrama acima. Note
ainda que o valor a = oo nao é valor de ramificagao, pois a = 10 — 2b é par: de
fato, se a = 2d, a aplicacao birracional definida por

u= ! V=
t
induz um isomorfismo de extensoes k(t,w)/k(t) ~ k(u,v)/k(u), onde w? = gp(t) =
o1 [ 152, (t — o) transforma-se em v? = ¢'(u) = [[;—,(1 — ayu). A afirmagdo segue
de que ¢'(0) # 0.
Ora, @ = (A, «) é valor de ramificacdo de Tp, o # oo, implica existir inico w
tal que (\, a,w) € WS). Ja que w? = gp(a), tal unicidade implica w? = 0, isto é,

gr(a) = 0. Dai, Ap(a) =0 e o indice de ramifica¢ao é um.

Reciprocamente, se Ap(a) = 0 e o indice é um, entao gp(a) = 0. Se Q = (A, a),

entao pr(Q) = {(\ @, £/gp(@))}. Dai, #p71(Q) = #771(Q) = 1. Logo, Q ¢

valor de ramificacao de 7p. O

A Proposicao 4.1.6 nos revela, em particular, que o nimero de valores de rami-

ficagao para mp € a, ou seja, é igual ao niumero de raizes simples de Ap(t).

Corolario 4.1.7. Se P nao ¢ ponto de Galois, entao g := g(ép) = 10 — b, onde
0<b<4.
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Prova: Se P nao é de Galois, w ¢ k(x,t). Logo [k(z,t,w) : k(x,t)] = 2, donde
deg Tp = 2. Pela Formula de Hurwitz para 7p, 29 —2 = 2(23 —2)+a = 29 =
10+a=10+10—-2b= g =10 —b. Se b =5, entdao Ap é quadrado em k(t) e isto

é proibido pela hipotese sobre P, de acordo com a Observacao 4.1.2. O

Corolario 4.1.8. Se P nao ¢ 2-flex e para cada o # 0 a reta £, nao tangencia C

em um 1-flex entio g(Cp) = 10.

Prova: Mostraremos que b = 0, donde o resultado seguird do Corolario 4.1.7.
As hipoteses sao equivalentes ao fato de ser hp € k, pelo Lema 4.1.3 e Teorema
4.1.5. Dai, Ap nao é quadrado em k(t), isto é, P nao é ponto de Galois. Assim,

pelo Corolario 4.1.7, g = g(é’p) = 10. ]

O Coroléario 4.1.8 se revela muito importante quando observamos que sua hipotese

¢ uma propriedade genérica dos pontos de C:

Observacao 4.1.9. Se () € ponto de inflexao de C, entao a reta tangente Ty de
C em @ tem multiplicidade de intersegao com C' em @ maior ou igual a 3. Seque
imediatamente pelo Teorema de Bézout que #C N1y < 2. Como o conjunto de

pontos de inflexao € finito entao F = UC N Ty, onde a uniao é tomada para

Q
cada ponto de inflexao Q) de C, € finito. Concluimos que as condigoes exigidas no

Coroldrio 4.1.8 sao satisfeitas para os pontos do aberto C'— F que é denso em C.
Teorema 4.1.10. Dada uma qudrtica plana lisa C' e um ponto P € C temos:

1. g(Cp) =3,6,7,8,9 ou 10.

2. Se P é um ponto genérico de C' entao g(ép) =10 e Gp ~ Ss;

3. g(Cp) = 3 se e somente se P ¢ ponto de Galois.

Prova: P é ponto de Galois se e somente se Ap é quadrado em k(t), isto é,
se e somente se Cp ~ C. Isto e mais o Corolario 4.1.7 provam os itens 3) e 1),

respectivamente.
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O item 2) segue do Corolario 4.1.8, da Observagao 4.1.9 e do Teorema 1.2.3. [
Exemplo 4.1.11. (a) Consideremos a qudrtica C C P? definida por
Dy+at+ 23y +yt =0
Verifica-se que C' € lisa. Neste caso, com as notac¢oes de sempre, temos
fp(z,t) =t +2°(1 +t +tY).
Portanto Ap(t) = —=27t%(1 +t + t*)2, o que mostra que (0,0) = (0: 0 : 1) ¢ um

ponto de Galois.

(b) Consideremos a qudrtica C C P? definida por
Py + Py +at -yt =0.

Neste caso temos

fpla,t) =t +xt 4+ 231 +tY),

Temos Ap(t) = —t2(1 + t4)(27t* + 4t + 27), que ndo ¢ um quadrado, donde seque
que (0:0:1) nao € ponto de Galois de C. Lembrando que o género de 513 €10—0b

onde b é o nimero de raizes duplas do discriminante, concluimos que g(Cp) = 9.

4.2 Segunda Parte

Lema 4.2.1. Seja o : P? — P? um automorfismo nao trivial tal que o

== idPQ.
Suponhamos que o estabiliza as retas passando pelo ponto (0 : 0 : 1). Entao existe

um automorfismo 7 : P* — P? estabilizando as retas por (0:0: 1) tal que

1 00
T lor = 01 0 ,
0 0 w

onde w € uma raiz cubica primitiva da unidade.
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Prova: Suponhamos o representado por uma matriz do tipo

a b c
d e f
g h k

Como a reta V(x) é estavel, b = ¢ = 0. Da mesma forma, estabilizar V (y)

implica d = f = 0. Finalmente, como o estabiliza V (z — y), temos que a = e.

Deduzimos que o possui um representante da forma

1 00
A=[01 0
g h k

Por outro lado, como 0% = idp2, temos

1 0 0
AP =1= 0 1 0|,
g1+ k) +gk? h(1+Fk)+hk* 1

onde I denota a matriz identidade.

Como o # idpz, segue que k # 1. Entao k é uma raiz cibica primitiva da
unidade. Denotemos w := k.

Observando que (A — I)(A —wl) = 0, vemos que o polindmio minimo de A é
(t—1)(t—w), isto é, A & diagonalizavel. Portanto A = B~'JB onde J = diag(1,1,w)

é a forma de Jordan de A e

0
B = 0 1
h

— (@) o

l-w 1-w

Para terminar, basta observar que B estabiliza as retas passando por (0,0,1) e

tomar 7 como o automorfismo representado por B. O
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Sabemos que Bir(C) = Aut(C) e Aut K sao grupos isomorfos, pelo Teorema
2.1.7. Suponhamos que P € C' é um ponto de Galois. Como Gp C Aut K é um
subgrupo, existe um subgrupo Gp C Aut(C) tal que Gp = Gal(K/Kp) ~ Gp.

Seja p € Gp e 0 € Gp seu elemento correspondente. Entao temos o seguinte

diagrama comutativo

K—2>K

.

KPHKP

onde Kp = m5(k(P')) e P! denota o conjunto das retas por P. De acordo com

o Teorema 2.1.7, este da lugar a

C<"—C

e

Pl & P!
Logo, um elemento em Gp mantém invariantes as fibras de mp.

Pela hipotese sobre P a extensio Kp = 5 (k(P')) C K é galoisiana e o Teorema

1.2.2 implica Gp ~ Z/3Z, o grupo ciclico de ordem trés.

Precisaremos do seguinte resultado cuja demonstracao utiliza a teoria de divi-
sores, que nao foi desenvolvida neste trabalho; mais precisamente, sua prova utiliza

o Teorema de Riemann-Roch: ver [Hartshorne, Chap. IV, Thm. 1.3 e Ex. 5.2.1].

Proposicao 4.2.2. Se C' ¢ uma qudrtica plana lisa, todo automorfismo de C

estende-se a um automorfismo de P2,

Utilizando a Proposicao 4.2.2 identificaremos os automorfismos da quértica com
seus representantes em PGL3(k). Em particular, Gp C Aut(P?) = PGL3(k). Tsso

é a reciproca de [Yoshihara, Lemma 1| no caso particular em que o grupo possui
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ordem 3. Como Gp mantém invariantes as fibras de 7p, e é linear, entao estabiliza

as retas por P; portanto P é um ponto fixo de Gp.

Observe que a nogao de ponto de Galois é invariante por projetividades (ver
Proposigao 4.1.1), de modo que podemos supor P = (0 : 0 : 1) sempre que for

conveniente.

Teorema 4.2.3. Seja C' uma qudrtica plana lisa e P = (0:0:1) € C. O ponto
P ¢é de Galois de C se, e somente se, existe uma projetividade S : P? — P? tal que
SP =P ¢ SC =V(F), com F(z,y,z) = 22fi(z,y) + fi(z,y), 0s f; homogéneos
nao nulos de grau i em x,y e fy sem fatores miltiplos. Nesse caso, a curva V (F)

intercepta V(z) em quatro pontos (distintos) que sao 1-flezes.

Prova:

(=) Seja o um gerador Gp. Pelo Lema 4.2.1, existe S € GL3(k), com S(P) = P,
tal que

1 00
A:=SocoSt=|01 0
0 0 w

Consideremos a curva quartica V(F) := SC, com F(x,y,2) = z'fo + 2°f1 +
2%fa + 2f3 + f1, 0s f; homogéneos de grau i em x,y. Entao V(F) é invariante por
A. Portanto V(F(z,y,wz)) = AV(F(z,y,2)) = V(F(x,y,2)). Isto implica que
existe A € k* tal que F(z,y,wz) = A\F(x,y, z), donde obtemos \fy = w?fo, \fi =
fi, Ma=Ww?fo, Ms=wfs e Ms= fi. Logo, \=1e fo=fo = f3=0.

(<) Se SC = V(F) com F(z,y,2) = 22fi(z,y) + fia(z,y), entdao F(x,y,1) =
flw,y) = fi(z,y) + fa(2,y), o que implica que fp(w,t) = @1(t) + 23pa(t). Logo,
Ap(t) = 270202, que é um quadrado em k(t), isto é, P = (0: 0 : 1) é um ponto
de Galois de SC' = V(F'). Concluimos utilizando o Lema 4.1.1.

Para mostrar a tultima afirmacao, comecamos observando que f; nao possui
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fatores multiplos e que f; nao divide f;: de fato, C' é lisa e irredutivel.

Seja @ = (a : b:0) um ponto de V(F)NV(z). A aplicacao (t : u) — (au : bu : t)
parametriza a reta L = PQ e F(au,bu,t) = t*ufi(a,b) + u*fi(a,b) = t3ufi(a,b).
Entao L intercepta V (F') em ) com multiplicidade 3. Cada fator de f; corresponde
a um ponto V(F)NV(z). O

Observacao 4.2.4. Se acrescentarmos, no enunciado do teorema acima, a hipdtese
de que y = 0 ¢ a reta tangente a C em P = (0 : 0 : 1), o Lema 4.2.1 implica
ainda fi(z,y) = ay, a € k*; isto é F = az’y + fy. Sem perda da generalidade
podemos entdo supor F = 23y+ fy. Em particular, a reta V(y) nao pode interceptar
V(F) —{P}, pois isso implicaria y dividir fy. Portanto todo ponto de Galois é um
2-flex.

Do Teorema 4.2.3 e da Observagao 4.2.4 segue que:

Corolario 4.2.5. P ¢ ponto de Galois de C' se e somente se for um 2-flex e cada

reta por P que tangencia C — {P} o faz em um 1-flex.

Corolario 4.2.6. O ndmero de pontos de Galois em uma qudrtica lisa C € finito.

Prova: Basta lembrar que o ntimero de pontos de inflexao de uma curva quéartica

é finito e utilizar a observacao acima. [

Como o conjunto k[x,y, z]4 dos polinémios homogéneos de grau quatro em trés

indeterminadas com coeficentes em k é isomorfo a k'°, o conjunto Q, das quarticas

em P? é isomorfo a P!* e, se F(x,y,2) = E aijr'y! 2 = agoort +azrty+- -+
i+jth=4
agosz”, 0 isomorfismo associa V(F) € Q4 a0 ponto (asgo : asio : - - - : agos) € P,

Sejam V(F) € Q, e P € V(F) um ponto nao singular. Entao podemos supor,
aplicando uma projetividade, que P = (0: 0: 1) e que a reta tangente a V(F') em
P éV(y). Como I.01)(F(x,y,1),y) = ordy F(x,0,1), entdo o fatode (0:0:1) €

V(F) ser um 2-flex equivale a ser azp; = @202 = @103 = agos = 0, ou seja, o conjunto
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das quarticas de P? que possuem um 2-flex é um fechado proprio de Q4. Logo, uma

quartica genérica nao possui 2-flex. Deduzimos:
Proposicao 4.2.7. Uma curva qudrtica plana genérica nao possui pontos de Galois.

Corolario 4.2.8. O numero nc de pontos de Galois em uma qudrtica plana lisa
C =V(F) €0,1 ou 4. Além disso, se nc = 4, todos os pontos de Galois estio

alinhados.

Prova: J4 foi visto que o nimero n = n¢ é finito. Sejam Py, --- , P, 0s pontos
de Galois de C. Dado j, podemos tomar coordenadas tais que P; = (0,0) e a reta

tangente de C' em P; seja V(y). Entdo Ap, é um quadrado em k[t], digamos

Ap, =12t — a1)*(t — a2)*(t — az)*(t — cu)?

onde os «; # 0.

Pelo Corolario 4.2.5, P; ¢ um 2-flex e cada reta ¢,, que tangencia C' o faz em

um 1-flex, digamos Q@ Entao a cada ponto de Galois P; corresponde um conjunto

F(P;) = {F; Q] : (2) Q 54)}. Se V(Hp) é a hessiana de C' = V/(F), entao
obtemos que Z IR(F,HF) =2+1+1+1+1=6.

ReF(P;)

Se A := {inflexdes de C'} e B := U F(P;) temos B C A e, logo,

7j=1
24 =34.(4-2) =) Ip(F,Hp) > > Ip(F,Hp)=6nc
ReA ReB

donde ng < 4.

Pela Proposicao 4.2.7 ja sabemos que, genericamente, nc = 0. Suponhamos
entao que nc > 1, e seja P um ponto de Galois de C'. Utilizamos o Teorema 4.2.3
para tomar coordenadas tais que F' = 23f; + fy e P = (0: 0 : 1). Consideramos

gP = <U>a com
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100

co=|101 0

0 0 w
Suponhamos que existe outro ponto de Galois @ # (0 : 0 : 1). Entao @ é um
2-flex de C, de forma que podemos supor @@ = (a : b : 1), pelo Teorema 4.2.3.
Obtemos que os pontos @ = (a:b: 1), 0Q = (a:b:w)e c?Q = (a:b:w?) sao
todos pontos de Galois em C' e distintos. Logo nc = 4 e todos os pontos de Galois

pertencem a reta V(bx — ay). O
Exemplo 4.2.9. Consideremos a qudrtica lisa C C P? definida por
Py + ot oyt =0.
Em virtude do Teorema 4.2.3, o ponto (0 : 0 : 1) é um ponto de Galois de C.
Considere os pontos distintos
(0:¢1:1),(0:¢2:1),(0:¢3:1),
onde ¢ = —1 para todo i = 1,2, 3.
Fizemos ¢ = ¢; para i € {1,2,3}. Se f(z,y) =y +2* +y* € a equacdo afim de
C NA{z # 0}, um cdlculo direto mostra
g(x.y) = flz,y+c)
= c+ct+ A+ Dy +6c%y +dey® + 2t + ot
= 3y +6c%y° + dey® + 2t + ot

Portanto

g(z,tx)
X

g(x,t) := = =3t + 622w + det’x? + (1 + 1) 2%,

O discriminante correspondente é

At) = —243t2(t* 4+ 1)? + 576510 4 76830 — 86455 (t* + 1) — 12965 (+* + 1)
= =243t (t" + 1)% + 57610 — 76810 — 86415 (¢ 4 1) 4+ 1296t°(¢* + 1)

= —3t°(t" +9)%
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donde seque que (0,0) € ponto de Galois de g(x,y) = 0. Portanto (0,c) é ponto de
Galois de C para todo ¢ € {cy,co,c3}. Obtemos um caso em que a curva qudrtica

possui quatro pontos de Galois.
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