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RESUMO

Nesta dissertação é apresentada a comparação do desempenho de três estimadores -
o Filtro de Kalman Estendido, o Filtro de Kalman Unscented e o Filtro de Partículas -
aplicados para estimar a postura de um robô diferencial. Uma câmera foi fixa no teto para
cobrir todo o campo operacional do robô durante os experimentos, a fim de extrair o mapa
e gerar o ground truth. Isso permitiu realizar uma análise do erro de forma precisa a cada
instante de tempo.

O desempenho de cada um dos estimadores foi avaliado sistematicamente e numeri-
camente para duas trajetórias. Os resultados desse primeiro experimento demonstram que
os filtros proporcionam grandes melhorias em relação à odometria e que o modelo dos
sensores é crítico para obter esse desempenho. O Filtro de Partículas mostrou um desem-
penho melhor em relação aos demais nos dois percursos. No entanto, seu elevado custo
computacional dificulta sua implementação em uma aplicação de tempo real. O Filtro de
Kalman Unscented, por sua vez, mostrou um desempenho semelhante ao Filtro de Kal-
man Estendido durante a primeira trajetória. Porém, na segunda trajetória, a qual possui
uma quantidade maior de curvas, o Filtro de Kalman Unscented mostrou uma melhora
significativa em relação ao Filtro de Kalman Estendido.

Foi realizado um segundo experimento, em que o robô planeja e executa duas traje-
tórias. Os resultados obtidos mostraram que o robô consegue chegar a um determinado
local com uma precisão da mesma ordem de grandeza do que a obtida durante a estimação
de estados do robô.

Palavras-chave: Estimação de estados, Robô diferencial, Filtro de Kalman Esten-
dido, Filtro de Kalman Unscented, Filtro de Partículas.





ABSTRACT

In this dissertation, the performance of three nonlinear-model based estimators - the
Extended Kalman Filter, the Unscented Kalman Filter and the Particle Filter - applied to
pose estimation of a differential drive robot is compared. A camera was placed above
the operating field of the robot to record the experiments in order to extract the map and
generate the ground truth so the evaluation of the error can be done at each time step with
high accuracy.

The performance of each estimator is assessed systematically and numerically for two
robot trajectories. The first experimental results showed that all estimators provide large
improvements with respect to odometry and that the sensor modeling is critical for their
performance. The particle filter showed a better performance than the others on both
experiments, however, its high computational cost makes it difficult to implement in a
real-time application. The Unscented Kalman Filter showed a similar performance to the
Extended Kalman Filter during the first trajectory. However, during the second one (a
curvier path) the Unscented Kalman Filter showed a significant improvement over the
Extended Kalman Filter.

A second experiment was carried out where the robot plans and executes a trajectory.
The results showed the robot can reach a predefined location with an accuracy of the same
order of magnitude as the obtained during the robot pose estimation.

Keywords: State estimation, Extended Kalman Filter, Unscented Kalman FIlter,
Particle Filter, Differential drive robot.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Definição do Problema

Os robôs são vistos normalmente como máquinas com grandes capacidade de loco-
moção, visão, manipulação, interação e percepção devido a histórias de ficção científica
presente em filmes, seriados e livros. Embora a robótica esteja em constante evolução,
algumas habilidades humanas ainda são inigualáveis quando comparadas às dos robôs
atuais.

Com o objetivo de realizar tarefas de forma precisa e sem a necessidade da manipu-
lação ou observação humana, a capacidade de autonomia em robôs é uma das funções
mais almejadas pela comunidade científica. Um robô é considerado autônomo quando é
capaz de realizar uma tarefa de forma independente, ou seja, sem qualquer necessidade
de interferência humana durante o processo (BEKEY, 2005).

Existem diversos exemplos, como quadrirrotores, que transportam objetos ou realizam
alguma tarefa envolvendo o processamento de imagens; robôs exploradores, que exploram
o terreno em outros planetas no espaço, que percorrem locais de acesso crítico como
ambientes radioativos ou que simplesmente exploram o terreno da sua casa e aspiram o
pó do chão. Em todos exemplos mencionados o robô requer autonomia e mobilidade.
Para que o robô consiga realizar suas tarefas ele precisa mover-se em um ambiente e isto
é conhecido como navegação.

A Navegação é a tarefa de um robô autônomo para mover-se com segurança de um
determinado local para outro. O problema geral da navegação pode ser formulado em três
perguntas (LEONARD; DURRANT-WHYTE, 1991): onde estou? O robô tem que saber
onde está, a fim de tomar decisões; onde eu vou? Para cumprir alguma tarefa o robô tem
que saber para onde está indo; como eu chego lá? Uma vez que o robô sabe onde está e
onde tem que ir, tem que decidir como chegar lá.

Pode-se dizer que robôs têm os mesmos problemas que os seres humanos ao se loco-
moverem. Ao caminhar, por exemplo, existe uma realimentação constante da visão para
corrigir a forma de andar e desviar de obstáculos. Os outros sentidos podem ser utilizados
de forma complementar para captar informações que não estão ou não são percebidas no
campo de visão.

Se os movimentos não forem supervisionados pela visão, a locomoção até um deter-
minado ponto pode ficar comprometida devido à imperfeição no movimento. Isso pode
ser facilmente observado ao tentar andar em uma linha reta de olhos fechados. De uma
forma análoga os robôs precisam extrair as informações providas de sensores para corrigir
os movimentos e ter uma ideia melhor de onde estão.

Enquanto um robô terrestre está em movimento, normalmente são utilizados encoders,
que contam o número de revoluções que as rodas fazem durante um instante de tempo.
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Essas leituras podem ser usadas para estimar o deslocamento feito pelo robô. Porém,
essas medidas estão sujeitas a erros e devido à derrapagem, diferentes tipos de piso e
outros fatores podem causar discrepâncias ainda maiores nas leituras do sensor. Isso faz
com que o erro se acumule conforme o robô se locomove.

Utilizando somente essas informações não é possível saber o quão errado está o des-
locamento (da mesma forma aconteceria ao caminhar de olhos cerrados), e nem a posição
inicial do robô. Para manter o erro de posição dentro de certos limites, o robô pode usar
sensores que visualmente sentem o ambiente e/ou forneçam mais informações sobre o
seu movimento. Estas informações podem ser utilizadas para diminuir a incerteza de sua
localização. Para isso diversos tipos de sensores podem ser utilizados: câmeras, magnetô-
metro, IMU (do inglês, Inertial Measurement Unit), GPS (do inglês, Global Positioning
System), sensores de distância (infravermelho, sonar, laser rangefinder). Essas informa-
ções que são adquiridas podem ser utilizada para corrigir o erro que foi introduzido pelos
encoders, por exemplo. Porém, assim como os encoders, os sensores usados para dimi-
nuir o erro na posição também estão sujeitos a erros e estes também devem ser levados
em consideração para obter uma boa estimativa de sua localização.

A combinação de múltiplas informações providas por sensores é conhecida como fu-
são de sensores. Ela consiste em combinar dados de diferentes sensores para obter uma
estimativa melhor do que utilizando-os de forma separada. A criação de novos sensores
e/ou filtros para compreender informações providas pelo ambiente e inovação de algo-
ritmos de estimação de movimento a partir da integração de vários sensores vêm sendo
desenvolvida com o objetivo de atingir a autonomia dos robôs.

Neste trabalho é abordado o problema de localização e o planejamento de trajetórias
para um robô diferencial autônomo a partir de dados provenientes dos encoders, mag-
netômetro e cinco sensores de infravermelho. Este trabalho envolve a estimação do vetor
de estados do robô – posição no eixo x, y e sua orientação – em um ambiente fechado.
A maioria dos trabalhos presente na literatura compara o desempenho dos estimadores
utilizando apenas a posição final e apenas poucos trabalhos realizam uma análise do erro
durante toda a trajetória.

1.2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é realizar um estudo comparativo entre três filtros
Bayesianos utilizados para localizar um robô diferencial em um mapa pré-definido. Os
trabalhos presente na literatura não especificam como é feita a análise do erro de cada
estimador e muitas vezes a comparação é feita somente em relação à posição final do
robô. Neste trabalho o ground truth (GT) é extraído com o objetivo de realizar uma
comparação de forma precisa entre os filtros. Para isso, fixou-se uma câmera no teto a
fim de gravar os experimentos. O GT e o mapa foram extraídos das gravações utilizando
técnicas de processamento de imagens, permitindo, dessa forma, mensurar o erro entre
o a posição real do robô e a posição estimada por cada um dos filtros a cada instante de
tempo. Os objetivos específicos desse trabalho são:

1. Apresentar o modelo do robô e desenvolver modelos dos sensor de infravermelho
utilizados na localização do robô em um ambiente fechado.

2. Comparar as estimativas da localização obtida por meio de três filtros Bayesianos:
o Filtro de Kalman Estendido, Filtro de Kalman Unscented e o Filtro de Partículas.

3. Planejar e executar uma trajetória até um determinado local pré-definido no mapa.
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1.3 Apresentação da Dissertação

No Capítulo 2 é feita uma revisão bibliográfica sobre a localização de robôs móveis.
O capítulo 3 contém uma introdução aos filtros Bayesianos e uma revisão de conceitos
probabilísticos que serão necessários para que se tenha uma boa compreensão dos filtros
que serão apresentados no capítulo 4. No capítulo 5 é apresentado o robô utilizado neste
trabalho, o seu modelo e o modelo de medição necessários para fazer a implementação
dos filtros. O capítulo 6 mostra como é feita a extração do mapa, a localização do robô,
o planejamento de rota e um algoritmo para seguir uma trajetória. O Capítulo 7 contém
os experimentos práticos realizados. Por fim, o Capítulo 8 apresenta as conclusões deste
trabalho, bem como as propostas de trabalhos futuros a partir do que já foi elaborado.





23

2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

O presente capítulo realiza uma revisão bibliográfica sobre a localização de robôs em
ambientes fechados.

A localização de robôs é um problema desafiador, o qual consiste em encontrar a
postura – posição x,y e a sua orientação (θ). Determinar a sua localização em relação
ao ambiente é fundamental para que o robô possa realizar alguma tarefa de navegação de
forma autônoma.

A estimação dos estados do robô (x, y, θ) é feita utilizando os dados disponíveis de
medidas junto com o conhecimento da dinâmica do sistema e do instrumento de medida.
No entanto, tanto os dados quanto os modelos contêm incertezas: a medida dos sensores
contém ruído e os modelos limitações. Esse tipo de problema é abordado na literatura
através de métodos probabilísticos, em que ao invés de manter uma hipótese de onde o
robô se encontra, é utilizada uma distribuição de probabilidade sobre o espaço de todas
as hipóteses. Este tipo de representação leva em consideração as incertezas presentes no
movimento e nos sensores do robô.

Independente do sensor utilizado e por mais perfeito que o modelo seja sempre ha-
verá uma incerteza. Entretanto, essa incerteza pode ser reduzida, utilizando a fusão de
sensores, que é a combinação de dados obtidos por meio de sensores, de modo que a
informação resultante é melhor do que se essas informações fossem utilizadas de forma
individual.

Um dos algoritmos utilizados para fazer a estimação de estados é o filtro de Kalman
(FK). O primeiro artigo sobre o FK foi publicado em 1960 por Rudolf Emil Kálmán
(KALMAN, 1960). Esse artigo descreve um processo recursivo para solucionar proble-
mas lineares relacionados à filtragem de dados discretos.

A maioria das aplicações, incluindo a robótica móvel terrestre e aérea, é não linear
e deve ser abordada por técnicas não lineares ou aproximações para manter o desempe-
nho e a estabilidade do sistema modelado. Existem extensões do FK na literatura para
sistemas não lineares e os dois algoritmos mais usados para realizar a fusão dos sensores
em aplicações robóticas são: o Filtro de Kalman Estendido (FKE) e o Filtro de Kalman
Unscented (FKU) (CHEN, 2003). Outro filtro capaz de lidar com problemas não lineares
é o Filtro de Partículas (FP), o qual fornece uma estimativa ótima para modelos não line-
ares e não-Gaussianos quando o número de partículas utilizado é suficientemente grande
(GUSTAFSSON et al., 2002).

O método mais utilizado para encontrar a postura do robô é baseada na odometria,
o qual as velocidades, linear e angular, do robô são integradas ao longo do tempo para
determinar a sua posição. No entanto, isso gera um acúmulo de erros proporcional à dis-
tância navegada. Ou seja, utilizando somente a odometria não é suficiente para estimar a
posição do robô de forma precisa. Logo, faz-se necessário utilizar sensor(es) para corrigir
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este erro proveniente da odometria.
O FKE foi uma das primeiras técnicas utilizadas para problemas não lineares e tem

sido aplicado à localização de robôs há bastante tempo. Um estudo feito por (ROUME-
LIOTIS, 1997) utiliza o FKE para integrar os dados dos sensores (encoders e giroscópio)
juntamente com uma equação dinâmica que descreve o movimento do robô. Os resulta-
dos da simulação utilizando o FKE mostraram uma performance 40% melhor em relação à
estimativa feita utilizando somente a odometria. Um estudo semelhante feito por (ALES-
SANDRI et al., 1997) mostrou que ao ao usar um modelo modificado com um giroscópio
é possível eliminar os erros associados ao derrapamento das rodas por meio do FKE.

O trabalho de (ROUMELIOTIS; SUKHATME; BEKEY, 1999) dividiu o problema de
navegação em um processo de estimação em dois estágios; o primeiro com a estimativa de
orientação, o segundo pela estimativa de posição e, em seguida, utilizou o FKE para fazer
a fusão dos resultados. O trabalho de (SASIADEK J.Z.; WANG, 1999) fez a fusão de
um Sistema de Navegação Inercial (INS) e um GPS usando o FKE com regras de lógica
Fuzzy.

Grande parte dos problemas de localização são resolvidos com um mapa dado a priori.
Os trabalhos de (DRUMHELLER 1987 e CROWLEY 1989) introduzem uma abordagem
de localização baseada em mapas usando sonares. O trabalho feito por (PINZ, 2001) e
(IVANJKO; PETROVIć; BREZAK, 2009) fazem uma comparação de diferentes aborda-
gens para construir um mapa de grid de ocupação de ambientes utilizando sonares.

Uma comparação em uma implementação prática do desempenho entre o FKE e o
FKU na estimação da postura de um robô utilizando sonares é feita por (D’ALFONSO
et al., 2015). Os resultados obtidos pelo autor não mostraram uma diferença significativa
entre os dois filtros utilizados. No entanto, no trabalho de (HOUSHANGI; AZIZI, 2005),
onde é utilizada a fusão da odometria com um giroscópio de fibra óptica existe uma di-
ferença significativa entre os resultados dos filtros. Em um de seus experimentos o erro
encontrado na posição x do robô foi semelhante, no entanto o erro na posição y foi quase
três vezes maior utilizando o FKE do que utilizando o FKU.

O trabalho de (BRŠČIĆ; HASHIMOTO, 2008) utiliza um laser (rangefinder) e faz
uma comparação entre o FK utilizando intersecção de covariância e o FP. Os resulta-
dos obtidos são semelhantes e devido ao custo computacional envolvido e à facilidade
de implementação, o autor sugere a utilização FK apresentado. O trabalho de (MONTE-
MERLO; THRUN; WHITTAKER, 2002) faz uma abordagem mais complexa onde é feita
a estimação da posição de um robô e de pessoas próximas em um ambiente previamente
mapeado usando um FP condicional.

Existem diversos outros trabalhos presentes na literatura que fazem o uso de uma câ-
mera para localizar o robô. Os trabalhos de odometria visual utilizam diferentes técnicas
de processamento e correlação de imagens. O trabalho de (FANG; YANG; YANG, 2007)
faz a fusão da odometria dos encoders com a odometria visual por meio do FKU. O seu
trabalho consiste em localizar um robô autônomo utilizando uma câmera direcionada para
baixo e um mapa de texturas de imagens. As informações dos encoders são corrigidas por
meio de keypoints identificados com o algoritmo Harris Corner Detector e correlaciona-
dos através de técnicas de otimização

O trabalho de (BAK et al., 2012) utiliza o FKE para fazer a fusão da odometria visual
juntamente com Sistemas de navegação inercial de baixo custo para estimar a posição do
robô. Já o trabalho de (HOANG et al., 2013) utiliza o FKE para a localização em um
ambiente aberto onde a predição é proveniente de um laser rangefinder e a correção é
feita utilizando a odometria visual por meio do algoritmo SIFT.
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Trabalhos mais recentes se concentraram no problema de navegação mais geral co-
nhecido como Localização Simultânea e Mapeamento (do ingês, SLAM). Como o pró-
prio nome já sugere, o SLAM consiste em fazer o mapeamento e a localização ao mesmo
tempo em tempo real, dessa forma o robô pode explorar ambientes desconhecidos e reali-
zar suas tarefas de forma autônoma. Tanto este problema como o problema de localização
ainda são problemas em aberto e ainda existe espaço para pesquisa nessa área.

Uma das primeiras abordagens feitas para o SLAM foi feita por (SMITH; SELF;
CHEESEMAN, 1988), em que o FKE é usado para realizar a estimação conjunta da pos-
tura do robô e dos parâmetros referente aos elementos do mapa. Devido à maior capaci-
dade de processsamento e às limitações do FKE relacionada ao processo de linearização
que ocasionalmente geravam a divergência do filtro, começaram a ser utilizadas outras
abordagens que se preocupavam com a consistência na criação do mapa. O trabalho de
(ANJUM et al., 2010) utiliza o FKU e (MONTEMERLO; THRUN; WHITTAKER, 2002)
propõe um algoritmo utilizando o FP para melhorar essa estimativa.

Existem outros trabalhos relacionados como o de (BEEVERS; HUANG, 2006) que
faz o SLAM usando o FP através de dados esparsos de ultrassom. Os dados esparsos
dificultam a extração de informações do ambiente, então foi feita uma modificação no
algoritmo para integrar as informações de uma sequência de medições. Os experimentos
mostraram que é possível o robô fazer o SLAM, mas de uma forma limitada. O trabalho
de (MOURIKIS; ROUMELIOTIS, 2006) faz uma análise do desempenho do uso do C-
SLAM ou SLAM cooperativo, onde vários robôs se ajudam mutuamente para realizar o
SLAM, utilizando o FKE como estimador de estados.

Pode-se perceber que o problema de localização de um robô vem sendo desenvolvido
há um bom tempo e dependendo dos sensores utilizados e do hardware disponível ele
pode ser considerado um problema resolvido. Porém, dificilmente se encontra na litera-
tura uma análise do erro na estimação da postura do robô e muitas vezes o método pelo
qual a posição real do robô foi obtida não é informada ou carece de detalhes. Portanto,
não se sabe qual é a precisão da estimativa apresentada.

Neste trabalho é feita uma implementação dos filtros mais utilizados para localizar um
robô em um ambiente fechado e ao contrário dos trabalhos presentes na literatura, propõe-
se uma forma de extrair o ground truth de cada um dos experimentos. Isso permite saber
a posição real do robô durante todo o experimento e torna possível quantificar o erro de
cada método a cada instante de tempo.
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3 INTRODUÇÃO AOS FILTROS BAYESIANOS

Neste capítulo é introduzido o filtro de Bayes, por meio de um exemplo intuitivo.
Também são revistos conceitos probabilísticos como a variável aleatória, a média, a vari-
ância e as distribuições de probabilidade (com uma ênfase na distribuição Gaussiana) que
serão necessários para o desenvolvimento do trabalho.

O mundo está repleto de dados e eventos que despertam interesse, em que grande parte
dessas informações pode ser adquirida por meio de sensores. No entanto, as informações
fornecidas pelos sensores contêm ruídos.

Como se deve proceder em casos em que seja de interesse utilizar a medida de sensores
para rastrear os movimentos de um robô e/ou criar um piloto automático para o mesmo?
Como a natureza dos ruídos presentes é aleatória é necessário utilizar uma abordagem
probabilística para resolver esse tipo de problema. Esses problemas podem ser resolvidos
por meio de filtros Bayesianos. De forma sucinta, pode-se dizer que a probabilidade
Bayesiana determina o que é provável que seja verdadeiro com base em informações
passadas.

Supondo-se que um robô esteja aspirando o pó do chão de uma sala e deseja-se en-
contrar qual é a sua orientação. Os valores inteiros possíveis da sua orientação estão em
um intervalo entre 0◦ e 359◦. Ou seja, caso não haja nenhuma informação sobre o robô,
a probabilidade de acertar a sua orientação é de 1/360. Entretanto, caso seja informado
que o robô está andando em linha reta e há um segundo atrás a sua orientação era de 45◦,
pode-se inferir que a sua orientação não deve ter variado muito. Logo, pode-se dizer que
ela será provavelmente um valor próximo dos 45◦.

Nesse caso está sendo utilizada uma informação passada para inferir uma informação
sobre o presente ou o futuro. Neste exemplo a informação a priori ajuda a ter uma estima-
tiva melhor, mas também está sujeita a ruídos. Poderia ocorrer de algum sensor presente
no robô reportar uma mudança brusca que de fato não aconteceu. Como também poderia
acontecer do robô derrapar ou de colidir com um obstáculo e alterar significativamente a
sua orientação. O conhecimento é incerto e a confiança nele é alterada conforme a evi-
dência. Os filtros Bayesianos misturam o conhecimento limitado e com ruído de como o
sistema e os sensores se comportam para produzir a melhor estimativa possível, onde não
são descartadas informações. Quanto mais informações houver, melhor será a estimativa.

A melhor forma de começar a criar uma intuição de como funciona a abordagem Baye-
siana é por meio de um exemplo. Um exemplo de (THRUN; BURGARD; FOX, 2005)
sobre a localização de um robô é apresentado de uma maneira reformulada e mais deta-
lhada. Supondo que um robô, que possui movimentos limitados, pode se mover somente
uma unidade para frente, uma unidade para trás ou ficar parado. Assume-se também que
ele porta um sensor que reporta esse movimento e outro sensor que permite determinar
se ele está na frente de uma porta (1) ou em frente a uma parede (0), ou seja, detecta a
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presença de uma porta. No primeiro momento os sensores são considerados ideais, ou
seja, não possuem nenhum erro relativo à informação fornecida (movimento e detecção
de porta/parede).

O objetivo é rastrear um robô em um corredor, como ilustrado na Figura 1. Este
corredor contém 10 posições e em cada uma dessas posições pode haver uma porta ou
uma parede. Assume-se, também, que este corredor é circular, ou seja, quando o robô se
encontra na posição 10 e anda para frente ele vai estar na posição 1 e vice-versa.

Figura 1: Ilustração do corredor utilizado no exemplo.

Inicialmente não há nenhuma evidência de onde o robô se encontra (sem obter a leitura
do sensor), então a probabilidade do robô se encontrar em qualquer uma das posições é de
1
10

. Na estatística Bayesiana isso é conhecido como distribuição de probabilidade a priori,
ou seja, é a probabilidade que se tem antes de incorporar medidas ou outras informações.
A distribuição de probabilidade é uma coleção de todas as probabilidades possíveis para
um evento e a sua soma é sempre igual a 1.

Coloca-se o robô para andar para frente por um determinado tempo tempo. Após
alguns segundos o seu movimento é interrompido e, em seguida, é feita a leitura do sensor;
este sensor retorna que o robô está na frente de uma porta. A função de verossimilhança
calcula o quão provável é cada posição dada a medida.

Nesse momento, sabe-se que o robô pode estar na posição 1,2 ou 9, mas não se sabe
em qual delas. Então a probabilidade dele estar na frente de qualquer uma dessas portas
é 1

3
. Existe uma convicção (Bayesiana) de que há 33, 3% de chance do robô estar na

posição 1, 33, 3% na posição 2 e 33, 3% de chance de estar na posição 9, ilustrado na
Figura 2(a). Este resultado é chamado de distribuição a posteriori, que é a distribuição de
probabilidade após a incorporação de informação de medição. A posteriori é dada pela
equação (1), onde α é um fator de normalização utilizado para torná-la uma distribuição.

posteriori =
função de verossimilhança× priori

α
(1)

Isso gera uma grande melhoria, em que foram descartadas 7 posições e a convicção
nas posições restantes aumentou de 10% para 33%. Conforme o conhecimento melhora,
as probabilidades se aproximarão de 100%. Neste exemplo é possível detectar onde o
robô se localiza com 100% de certeza após dois movimentos: caso ele esteja na posição
2 ou 9, ou com um movimento caso ele esteja na primeira porta.

No entanto, este exemplo ocorre em um mundo perfeito onde os sensores não possuem
ruído e na prática isso não existe. Logo, quando o sensor detectou uma porta, por exemplo,
não se pode atribuir uma probabilidade de 0, 33% para as posições que contêm portas
(posição 1, 2 e 9) e 0 para as posições que não contêm uma porta (posição 3, 4, 5, 6, 7,
8 e 10). Então, supõe-se, por exemplo, que o sensor tem 75% de chance de estar correto
e 25% de estar errado. Agora a probabilidade do robô estar em frente a uma porta é de
18, 75% e a de estar em frente a uma parede é de 6, 25%, como é mostrado na Figura 2b
e calculado utilizando (1). Estes valores podem ser obtidos atribuindo as probabilidades
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(a) (b)

Figura 2: Distribuição de probabilidade ao detectar uma porta: (a) sem ruído no sensor
(b) com ruído no sensor.

de 0,75 e 0,25 às posições. Porém, ao somar essas probabilidades o valor é igual a quatro
(3∗0,75

α
+ 7∗0,25

α
), o que não representa uma distribuição de probabilidade. Portanto, é

necessário normalizar os resultados, ou seja, dividir cada um desses valores por quatro,
que é o papel do α na equação (1).

Anteriormente, para conseguir encontrar a posição do robô foi incorporado um movi-
mento, no entanto na realidade este movimento também está sujeito a ruídos. Por exem-
plo, o sensor pode ter reportado que o robô andou uma posição para frente, mas ele pode
ter andado duas para frente ou nenhuma. Então é necessário adicionar um ruído ao mo-
vimento. Supõe-se que o sensor tem 70% de chance de estar correto, 15% de errar uma
posição para a direita e 15% de errar uma posição para a esquerda.

Observe que se somente a informação referente ao movimento com a presença de
ruído for utilizada, com o passar do tempo a incerteza que se tem sobre a posição do robô
crescerá e se espalhará por todas as possíveis posições. A Figura 3 ilustra alguns passos
do que ocorre com a distribuição de probabilidade do robô que se locomove uma posição
para a direita 100 vezes. A Figura 3a mostra que a posição inicial do robô é conhecida, ou
seja, sabe-se a posição do robô com 100% de certeza. O robô começa a se movimentar e,
como existe uma incerteza na sua locomoção, começa a surgir uma incerteza na posição
do robô. As Figura 3b,3c e 3d ilustram a probabilidade do robô estar em cada uma das
posições após incorporar 10, 50 e 100 movimentos, respectivamente.

O problema de perder informações durante a estimativa a priori e consequentemente
aumentar a incerteza pode ser resolvido utilizando a correção, onde incorpora-se a medida
na estimativa (estimativa do estado a posteriori), fazendo com que a incerteza no estado
diminua.

Um último exemplo é apresentado, onde o robô possui ruído no movimento e no
sensor que detecta portas. Neste caso ele desconhece a sua posição inicial. Coloca-se
o robô na primeira posição e faz com que ele se locomova uma posição para a direita a
cada instante de tempo. As estimativas a priori e a posteriori são apresentadas durante
algumas etapas na Figura 4. Inicialmente, como não se sabe em qual posição o robô se
encontra, atribui-se uma probabilidade igual para todas as dez posições (Figura 4a). Em
seguida, é feita feita uma leitura do sensor para saber se ele se encontra em frente a uma
porta ou não. A Figura 4b mostra a estimativa a posteriori. O robô continua na primeira
posição e agora realiza um movimento para a segunda posição. A Figura 4c mostra a
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3: Distribuição de probabilidade do robô utilizando somente a estimativa a priori:
(a) posição inicial conhecida (b),(c) e (d) após 10,50 e 100 movimentos.

estimativa a priori, que ocorre após incorporar o movimento. Finalmente, as Figuras
4d, 4e e 4f mostram as estimativas a posteriori (leitura do sensor na segunda posição), a
priori (locomoção de uma posição para frente) e a posteriori (leitura do sensor na terceira
posição), respectivamente.

Pode-se observar na Figura 4d que existe uma probabilidade maior do robô se en-
contrar na segunda posição. Isto corresponde ao caso (correto) do robô ter começado
na primeira posição. Inicialmente o sensor detectou a presença de uma porta e após ele
se descolar 1 unidade para a direita o sensor detectou outra porta. Nenhuma outra posi-
ção torna este conjunto de observações possível, pois existe apenas uma situação em que
existe uma porta adjacente de outra.

Após a segunda leitura do sensor (Figura 4d) a probabilidade do robô estar em frente a
porta é de 29, 8%, aumentando cerca de 60% em relação a primeira leitura do sensor, que
era de 18, 75%. Em seguida, após o movimento (Figura 4d) observa-se que diminui essa
probabilidade. Porém, novamente após a leitura do sensor pela terceira vez a probabili-
dade dele se encontrar na quarta posição é de 31%. Essa probabilidade pode não parecer
muito grande, no entanto ela é 55% maior do que em relação a de estar na posição 5, que
é a segunda maior probabilidade. Dessa forma mesmo utilizando sensores com ruídos é
possível, através de uma abordagem probabilística, localizar o robô.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4: Distribuição de probabilidade: (a) inicial (sem prévio conhecimento da posição
do robô) (b) distribuição a posteriori (sensor detectou a presença de uma porta) (c) distri-
buição a priori (robô executou um movimento para a direita) (d) distribuição a posteriori
(sensor detectou a presença de outra porta) (e) distribuição a priori após realizar um mo-
vimento para a direita (f) distribuição a posterior (sensor não detectou a presença de uma
porta)

3.1 Teorema de Bayes e Teorema da Probabilidade Total

O teorema de Bayes consiste em calcular a probabilidade de um evento dada uma in-
formação. Isso é exatamente o que foi feito no exemplo anterior, mais especificamente o
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que foi feito utilizando a equação (1). O teorema de Bayes é dado em termos de proba-
bilidades, conforme a equação (2) (DURRANT-WHYTE; HENDERSON, 2008, Section
C).

P (A | B) =
P (B | A)P (A)

P (B)
(2)

Com o objetivo de formalizar de uma forma matemática a seguinte seção apresenta os
teoremas utilizados no exemplo da seção anterior. O termo P (A) é a probabilidade do
eventoA ocorrer e o termo P (A | B) é a probabilidade condicional, isto é, a probabilidade
de A dado que o evento B ocorreu. A probabilidade condicional pode ser ilustrada pelo
seguinte exemplo: deseja-se retirar duas cartas do mesmo naipe em um baralho de cartas.
Das 52 cartas, existem 13 cartas em cada naipe. Supondo que a primeira carta do baralho
foi retirada e ela é um dois de copas, agora somente existem 12 copas restantes no baralho
e o como uma carta foi removida só restam 51 cartas. Assim, a probabilidade condicional
P (segunda carta de copas| primeira carta de copas) = 12

51
.

No teorema de Bayes B é chamado de evidência, P (A) é a probabilidade a priori,
P (B | A) é a função de verossimilhança e P (A | B) é a probabilidade a posteriori.
No exemplo do robô o objetivo era saber a posição xi dada uma medida do sensor Z,
que indicava a presença de uma porta ou de uma parede. Ou seja, estava sendo calculado
P (xi | Z). Utilizando a equação (2): P (Z | xi) é a função de verossimilhança ou a proba-
bilidade da medida para cada posição xi; P (xi) é a priori, que é o conhecimento antes de
ter a medida; P (Z) é a probabilidade da medida Z independente da localização do robô e
serve como um fator de normalização para tornar a multiplicação de P (Z | xi)P (xi) uma
distribuição de probabilidade. O termo de normalização pode ser encontrado na literatura
com outra forma, que será abordada quando o Filtro de Partículas for apresentado (seção
4.5).

A probabilidade do robô estar em qualquer posição i é expressa como P (xi) e isso
pode ser calculado como a soma da priori P (xi) multiplicado pela probabilidade de se
mover da posição xi para xj , dado pela equação (3), onde N é o número total de posições.
Esta equação é conhecida como teorema de probabilidade total:

P (xi) =
N∑
j=1

P (xj)P (xi|xj) (3)

Todos os filtros presentes nessa dissertação são Bayesianos e eles vão ter a mesma
estrutura apresentada pela Figura 5. O filtro Bayesiano depois de inicializado é baseado
em duas etapas: predição, em que é utilizado o estado anterior do sistema para propagar
no tempo uma estimativa a priori do estado futuro; correção, que é a correção do estado
utilizando a medida obtida por meio do sensor (zk), gerando uma estimativa a posteriori
dos estados do sistema (x̂k).

3.2 Variável Aleatória

Normalmente uma variável aleatória (v.a.) é representada utilizando a letra maiúscula
X . Definindo X como uma v.a. que representa o lançamento de um dado (de 6 lados),
por exemplo, o espaço amostral, Ω, é um subconjunto dos números naturais composto por
[1, 2, 3, 4, 5, 6]. Ao jogar um dado a probabilidade de obter um três é igual a 1

6
. Caso seja

obtido o valor três, este resultado é chamado de uma realização da v.a. X . O resultado
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Figura 5: Funcionamento do filtro Bayesiano.

de um experimento não é uma v.a., ou seja, a v.a. existe independentemente de suas
realizações.

O comportamento de uma v.a. é perfeitamente determinado pela sua função de distri-
buição (FD), que é definida como:

FX(x) = P (X ≤ x) ∀x ∈ R (4)

A partir da FD as v.a.s podem ser classificadas em discretas e contínuas. Quando o con-
junto de valores possíveis de uma v.a. X for enumerável ela é uma v.a. discreta. Já se X
for um conjunto não enumerável ela é uma v.a. contínua.

A função massa de probabilidade (f.m.p) associa a cada possível ocorrência de uma
v.a. discreta uma probabilidade, ou seja:

pX(x) = P (X = x) (5)

A f.m.p de uma v.a. X é uma função que satisfaz as seguintes condições ((SIMON,
2006)):

1. pX(x) ≥ 0 ∀x ∈ R

2.
∑
x

pX(x) = 1

A primeira condição indica que qualquer probabilidade deve ser um valor positivo,
visto que nenhuma probabiliade pode ser menor do que zero. A segunda condição mostra
que a soma de todas as probabilidades deve ser igual a 1, neste caso o somatório é feito
para o conjunto de todos os valores possíveis de X (∀x ∈ Im(X)).

Para casos onde a v.a. X é contínua, utiliza-se a função densidade de probabilidade
(f.d.p), fX(x). Esta é definida como a derivada da FD.

fX(x) =
dFX(x)

dx
(6)

De forma semelhante à f.m.p, a soma de todas as probabilidades deve ser igual a um,
mas ao invés de utilizar um somatório utiliza-se uma integral. A f.d.p possui as seguintes
propriedades (SIMON, 2006):

1. fX(x) ≥ 0 ∀x ∈ R

2.
∫∞
−∞ fX(x)dx = 1
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Na seção 3.1 foi abordado a probabilidade condicional. A distribuição condicional e
a densidade de uma v.a. X dado que um evento A ocorreu são definidas como (SIMON,
2006):

FX = (x | A) = P (X ≤ x | A) (7)

fX(x | A) =
dFX(x | A)

dx
(8)

O teorema de Bayes pode ser generalizado utilizando densidades condicionais. A f.d.p
condicional de uma v.a. X1 dado o fato que a v.a. X2 é igual a realização x2 é definida
como:

fX1|X2(x1 | x2) = P [(X1 ≤ x1) | (X2 = x2)]

=
fX1,X2(x1, x2)

fX2(x2)

(9)

A esperança ou valor esperado de uma v.a. X é a média ponderada dos valores que
X pode assumir, onde cada valor possível é ponderado por sua respectiva probabilidade:
seja X uma v.a. discreta que assume os valores {x1, x2, . . .} e seja pX(x) a f.m.p de X .
A esperança de X , é denotada por E(X) e dada por (10).

E[X] =
∑

x∈Im(X)

xpX (10)

A esperança, E(X), só está definida se (10) for absolutamente somável. A esperança
de X é a média dos seus valores, ponderada pelas respectivas probabilidades. Caso estes
valores tiverem a mesma probabilidade de ocorrência ela será o mesmo que a média arit-
mética. De forma semelhante, a esperança de uma v.a. contínua com uma f.d.p fX(x) é
dada pela equação (11) e esta só é definida se for absolutamente integrável.

E[X] =

∫ ∞
−∞

x fX(x) dx (11)

As v.a.s e suas distribuições de probabilidade são frequentemente caracterizadas por
um pequeno número de parâmetros, os quais também têm uma interpretação prática, como
é o caso da esperança. No entanto, as vezes a esperança pode não fornecer maiores de-
talhes sobre uma determinada amostra. Considere um caso onde se deseja medir a dis-
tância entre o robô e um obstáculo, onde serão observados cinco medidas obtidas por
três sensores diferentes (S1, S2 e S3). As cinco distâncias (em centímetros) obtidas, res-
pectivamente, por cada um deles foram: {7; 7; 7; 7, 7 e 6, 3} {5; 9; 8; 6 e 7} {2; 4; 6; 8 e
9, 5}.

A média fornece uma informação sobre os dados, mas não fornece maiores detalhes
sobre o grupo amostrado. No exemplo acima a média dos sensores é a mesma (7 cm) e
somente conhecendo este valor não é possível saber se as distâncias obtidas estão próxi-
mas da média ou não. No entanto, olhando os valores obtidos por cada sensor, pode-se
perceber que existe uma variação maior no terceiro sensor do que no segundo, e que o
primeiro possui a menor variação.

A estatística formalizou o conceito de medir a variação utilizando a notação de desvio
padrão (σ) e variância (σ2). A equação para calcular a variância é dada por (12).

σ2 = VAR(X) = E[(X − µ)2] (12)
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Percebe-se que a variância é o valor esperado para o quanto a v.a. X varia da média (ao
quadrado). Assumindo que cada nota é equiprovável pode-se substituir o valor esperado
pela média (µ), logo a variância de uma v.a. discreta pode ser escrita como 13.

σ2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − µ)2 (13)

A unidade da variância é dada pelo quadrado da unidade, neste caso em cm2. Esse
valor acaba sendo de difícil interpretação, então, normalmente utiliza-se o desvio padrão,
que é a raiz quadrada da variância. Dessa forma, o valor está expresso na mesma unidade
que o medido. No caso do exemplo da distância medida pelos sensores o desvio padrão
do primeiro sensor é de 0, 49 cm, o do segundo é 1, 58 cm e o do terceiro é 3 cm. O
desvio padrão diz o quanto as distâncias variam entre si. O "quanto"não é um termo
matemático, mas este será melhor definido quando for introduzido o conceito o conceito
da distribuição Normal a seguir.

3.3 Distribuição Normal

A distribuição Normal ou Gaussiana é unimodal e é contínua. A notação utilizada para
essa distribuição para uma v.a. X é: X ∼ N (µ, σ2) (PAPOULIS; PILLAI, 2002). Ela
é uma função densidade de probabilidade completamente descrita por µ e σ e é definida
conforme a equação (14):

f(x, µ, σ) =
1

σ
√

2π
e−

1
2
(x−µ)2/σ2

(14)

As distribuições de probabilidade dos sensores (seção 3.2) são plotadas como se fos-
sem uma distribuição Normal. A Figura 6 mostra as funções densidades de probabilidade
com a mesma média (µ = 7), porém com desvios padrão diferentes: σS1 = 1, 58 cm (em
vermelho), σS2 = 0, 49 cm (em preto) e σS3 = 3 cm (em azul). Olhando para essa figura
pode-se dizer, por exemplo, que é mais provável que o sensor 1 leia um valor entre 6 ou 8
cm do que um valor menor do que 6 ou maior do que 8 cm.

Como a distribuição Gaussiana é contínua a probabilidade da medida ser exatamente
um número é zero, pois existem infinitos valores possíveis. Para calcular a probabilidade
da medida estar entre 5 cm e 7 cm, por exemplo, pode-se calcular a área sob a curva
da função de probabilidade de interesse entre esse intervalo, simplesmente integrando a
equação (14) entre os limites desejados, conforme a equação (15).∫ b

a

1

σ
√

2π
e−

1
2
(x−µ)2/σ2

dx (15)

Caso esses limites sejam de −∞ a ∞ o resultado dessa integral é 1, pois ela é uma
função densidade de probabilidade. Olhando para (14), pode-se perceber que a variável
que altera o formato da Gaussiana é o σ. Como a área sob a curva é sempre igual a 1, uma
variância pequena resultará em uma curva estreita, enquanto que uma variância grande
deixará a curva mais larga, o que pode ser observado na Figura 6 para diferentes valores
de σ.

A distribuição Normal é muito conhecida por descrever uma série de fenômenos pre-
sentes na natureza, financeiros e muitos outros, inclusive até mesmo o de sensores. Na
verdade, quase tudo pode ser aproximado por uma Gaussiana utilizando o Teorema Cen-
tral do Limite. Este afirma que quando o tamanho da amostra aumenta, a distribuição
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Figura 6: Aproximação do sensor 1 por uma distribuição normal com µ = 7 e σ = 1, 58.

amostral da sua média (v.a.s independentes com mesma média e variância) aproxima-se
cada vez mais de uma distribuição normal (PAPOULIS; PILLAI, 2002).

Pode-se perceber que na Figura 6 existe uma probabilidade do valor lido pelo sensor
ser menor do que zero, que de fato é impossível, ou então do valor da distância ser maior
do que 10, o quê não ocorre em nenhum dos casos. Isso é uma limitação do modelo mate-
mático, e neste caso ele é imperfeito. A distribuição Gaussiana é usada em diversos ramos
da matemática não pelo fato de ser a mais precisa, mas pelo fato de ser completamente
descrita por apenas dois parâmetros (µ e σ) e fazer uma boa aproximação.

Anteriormente foi mencionado o significado de estar a um desvio padrão abaixo ou a
dois acima não tinha um significado claro. Sabe-se que o desvio padrão é a medida de
quanta variação existe da média; para distribuições Gaussianas, 68.26% das observações
estão a um desvio padrão da média, 95.44% a dois e 99.73% a três.

No caso onde a distribuição de probabilidade do sensor 1 foi aproximada por uma
Normal com µ = 7 cm e σ = 1, 58 cm, espera-se que 68.26% das distâncias estejam
entre 5, 42 cm e 8, 58 cm. No exemplo só existem cinco medidas e três delas estão dentro
do primeiro desvio (60%) e as outras duas estão dentro de dois desvios (100%). Isso não
retrata exatamente a distribuição Gaussiana, mas é o mais próximo que se pode chegar
através da aproximação feita utilizando apenas cinco amostras.

3.3.1 Propriedades da distribuição Gaussiana

Além da distribuição Normal permitir capturar um número infinito de valores uti-
lizando somente a média e a variância, ela possui outra propriedade muito importante
referente à soma e ao produto entre Gaussianas.

Seja X e Y duas v.a.s independentes com funções de densidade fX(x) e fY (y) defi-
nidas para todo x. Então a soma Z = X + Y é uma v.a. com função de densidade fZ(z),
onde fZ(z) é a convolução de suas densidades fZ(z) = fX(x) ∗ fY (y). Utilizando duas
v.a.s X ∼ N (µ1, σ

2
1) e Y ∼ N (µ2, σ

2
2) a sua soma é dada por (16):



37

fZ(z) =

∞∫
−∞

fy(z − x)fx(x) dx

fZ(z) =

∫ ∞
−∞

1√
2πσY

exp

(
−(z − x− µY )2

2σ2
Y

)
1√

2πσX
exp

(
−(x− µX)2

2σ2
X

)
dx

fZ(z) =

∫ ∞
−∞

1√
2π
√
σ2
X + σ2

Y

exp

(
−(z − (µX + µY ))2

2(σ2
X + σ2

Y )

)

1√
2π σXσY√

σ2
X+σ2

Y

exp

−
(
x− σ2

X(z−µY )+σ2
Y µX

σ2
X+σ2

Y

)2
2

(
σXσY√
σ2
X+σ2

Y

)2

 dx

fZ(z) =
1√

2π(σ2
X + σ2

Y )
exp

(
−(z − (µX + µY ))2

2(σ2
X + σ2

Y )

)
∫ ∞
−∞

1√
2π σXσY√

σ2
X+σ2

Y

exp

−
(
x− σ2

X(z−µY )+σ2
Y µX

σ2
X+σ2

Y

)2
2

(
σXσY√
σ2
X+σ2

Y

)2

 dx

︸ ︷︷ ︸
fx(x, µ, σ2) = 1

fZ(z) =
1√

2π
√
σ2
X + σ2

Y

exp

(
−(z − (µX + µY )))2

2(σ2
X + σ2

Y )

)
(16)

Portanto, a densidade (16) é uma Gaussiana com média (17a) e variância (17b).

µZ = µX + µY (17a)
σ2
Z = σ2

X + σ2
Y (17b)

A função Gaussiana é uma função não linear, e normalmente ao multiplicar uma fun-
ção não linear por ela mesma resulta em uma função completamente diferente. No en-
tanto, o produto entre duas distribuições Gaussianas resulta em outra distribuição Gaussi-
ana. O produto entre duas Gaussianas independentes (X ∼ N (µx, σ

2
x) e Y ∼ N (µy, σ

2
y))

é derivado por meio do teorema de Bayes (2) e o produto entre duas Normais é dado por
(18):

P (X | Y ) =
P (Y | X)P (X)

P (Y )

P (X | Y ) ∝ P (Y |X)P (X)

P (X | Y ) ∝ exp
[
− (y − x)2

2σ2
y

]
exp

[
− (x− µx)2

2σ2
x

]
P (X | Y ) ∝ exp

[
− (y − x)2

2σ2
y

− (x− µx)2

2σ2
x

]
P (X | Y ) ∝ exp

[
− 1

2σ2
yσ

2
x

[σ2
x(y − x)2 − σ2

y(x− µx)2]
]

P (X | Y ) ∝ exp
[
− 1

2σ2
yσ

2
x

[σ2
x(y

2 − 2xy + x2) + σ2
y(x

2 − 2xµx + µ2
x)]
]



38

P (X | Y ) ∝ exp
[
− 1

2σ2
yσ

2
x

[x2(σ2
x + σ2

y)− 2x(σ2
yµx + σ2

xy) + (σ2
xy

2 + σ2
yµ

2
x)]
]

P (X | Y ) ∝ exp
[
− 1

2

x2(σ2
x + σ2

y)− 2x(σ2
yµx + σ2

xy)

σ2
yσ

2
x

]
P (X | Y ) ∝ exp

[
− 1

2

x2 − 2x(
σ2
yµx+σ

2
xy

σ2
x+σ

2
y

)

σ2
yσ

2
x

σ2
x+σ

2
y

]

P (X | Y ) ∝ exp
[
− 1

2

(x− σ2
yµx+σ

2
xy

σ2
x+σ

2
y

)2

σ2
yσ

2
x

σ2
x+σ

2
y

]

O termo P (Y ) é somente um fator de normalização, portanto pode-se dizer que a
posteriori P (X | Y ) é proporcional à P (Y |X)P (X). Em seguida é feita a multiplicação
entre as duas distribuições Gaussianas e expande-se os termos ao quadrado e agrupa-se
os termos que contém a posteriori x. Pode-se utilizar a proporcionalidade para remover
as constantes (termos que não possuem o x). Isso resulta no fato de uma multiplicação de
duas Gaussianas ser proporcional a uma outra Gaussiana.

µZ =
σ2
Y µX + σ2

XµY
σ2
X + σ2

Y

(18a)

σ2
Z =

σ2
Y σ

2
X

σ2
X + σ2

Y

(18b)

3.3.2 Distribuição Normal Multivariada

A distribuição Normal multivariada é uma generalização da Normal univariada. Para
fins ilustrativos será considerado um caso bidimensional. Casos com dimensão maior
são de difícil visualização. Porém, toda matemática envolvida será a mesma. A única
diferença é que o vetor contendo as médias (µ) e a matriz contendo a covariância (Σ)
possuirão dimensões maiores. Para uma dimensão n, serão necessárias n médias:

µ =


µ1

µ2
...
µn


A covariância indica o quanto duas variáveis variam juntas, onde covariância é uma abre-
viação de variâncias correlacionadas. Quando a esperança do produto entre duas v.a.s for
igual ao produto de suas esperanças elas são ditas descorrelacionadas e caso seja diferente
de zero elas são correlacionadas. A equação (19) mostra a covariância entre da v.a X .

COV (X, Y ) = Σ = E
[
(X − µx)(X − µx)

]
(19)

Utiliza-se uma matriz de covariância para representar as covariâncias de uma v.a. Para
uma dimensão n, Σ é dado por:
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Σ =


σ2
1 σ1,2 · · · σ1,n

σ2,1 σ2
2 · · · σ2,n

...
... . . . ...

σn,1 σn,2 · · · σ2
n


A diagonal de Σ contém a variância para cada variável escalar e todos os elementos

fora da diagonal contém a covariância entre a i-ésima e a j-ésima do vetor x. Dessa
forma, σ2

7 é a variância da sétima variável, e σ1,5 é a covariância entre a primeira e a
quinta variável.

A distribuição normal multivariada é dada pela equação (20). A versão multivariada
simplesmente troca os escalares da versão univariada, média e variância, por uma por um
vetor e uma matriz, respectivamente.

f(x, µ,Σ) =
1√

(2π)n|Σ|
exp

[
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

]
(20)

A Figura 7 mostra uma Gaussiana multivariada com µ = [ 21 ] e com covariância de
Σ = [ 0.5 0

0 5 ]. O gráfico tridimensional mostra a densidade de probabilidade conjunta para
qualquer valor (X, Y ) no eixo z e a projeção de cada uma das Gaussianas no fundo do
gráfico. A densidade de probabilidade conjunta, denotada por P (X, Y ) é a probabilidade
de tanto X como Y ocorrer simultaneamente e para ser válida ela tem que cumprir os
mesmos requisitos que o de uma distribuição de probabilidade: P (xi, yj) ≥ 0 e a soma
de todas a probabilidades deve ser igual a um.

Figura 7: Ilustração de uma distribuição normal multivariada.

A soma e a multiplicação de Gaussianas multivariadas X ∼ N (µx, Σx) e Y ∼
N (µy, Σy) são semelhantes à univariada. A soma possui a mesma forma que (16), no
entanto a média é dada pela soma dos vetores de média a e covariância pela soma das
matrizes de covariância. A multiplicação de duas gaussianas (21) também possui a mesma
forma que (18), mas neste caso o denominador é representado pela matriz inversa.

µ = Σy(Σx + Σy)−1µx + Σx(Σx + Σy)−1µy (21a)
Σ = Σx(Σx + Σy)−1Σy (21b)
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4 FILTROS BAYESIANOS

4.1 Introdução

Neste capítulo são apresentados os filtros Bayesianos utilizados neste trabalho. Inici-
almente é introduzido o filtro de Kalman, que é um filtro Gaussiano. Filtros Gaussianos
são métodos que modelam todas as v.a.s do sistema do sistema por meio de uma função de
densidade de probabilidade Gaussiana. Em seguida são mostrados os efeitos de funções
não lineares em Gaussianas e duas extensões do Filtro de Kalman para lidar com modelos
não lineares: o Filtro de Kalman Estendido e o Filtro de Kalman Unscented. Por fim, um
filtro não Gaussiano, Filtro de Partículas, é apresentado.

Para realizar a estimação de estados, o primeiro passo é construir um modelo ma-
temático do sistema em questão. No espaço de estados, um sistema dinâmico pode ser
representado por dois conjuntos de equações: as equações de processo (22) e as equações
de medida (23). Seja um sistema linear estocástico descrito pelo modelo em espaço de
estados:

xk = F kxk−1 +Bkuk +wk (22)

zk = Hkxk + vk (23)

Nestas equações, xk representa o estado que se deseja estimar a cada instante k, F k

é a matriz de transição de estados, que descreve a evolução temporal das variáveis de
estados entre os instantes k − 1 e k; Bk é o modelo das entradas de controle, aplicado
no vetor das entradas de controle uk; Hk é a matriz de medição que converte o estado
na medida e zk é o vetor com os sinais medidos no instante k; wk e vk são os vetores
contendo os ruídos de estado e os ruídos de medidas, respectivamente.

4.2 Filtro de Kalman

O filtro de Kalman é um filtro Bayesiano que é baseado na descrição em espaço de
estados de um sistema dinâmico linear e que fornece uma solução recursiva de mínimo
erro quadrático médio para o problema de estimação de estados. Ao invés de utilizar
histogramas, como o do exemplo na seção 3, ele utiliza Gaussianas. Como foi visto,
tanto a soma quanto a multiplicação de Gaussianas podem ser calculadas de forma fácil
e analítica e esta é uma propriedade fundamental, e uma das principais razões pela qual o
FK possui um custo computacional reduzido.

No FK assume-se que os ruídoswk e vk em 22 e 23 são brancos, Gaussianos, descor-
relacionados, com média zero e matrizes de covariância dadas por: Qk = E[wkwk

T ] e
Rk = E[vkvk

T ]. Assume-se também que o estado inicial x0 é uma v.a. Gaussiana com
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média x̂0 = E[x0] e covariância P 0 = E[(x0 − x̂0)(x0 − x̂0)
T ]. Caso sejam atendidos

esses requisitos o FK produz uma estimativa não polarizada e é ótimo para a estimação
do estado de um processo linear.

As equações que regem o FK são dadas por (24) e as suas derivações estão disponíveis
amplamente na literatura, podendo ser encontradas com maiores detalhes em (ANDER-
SON; MOORE, 2012) e (THRUN; BURGARD; FOX, 2005). O FK é dividido em duas
etapas: na etapa de predição a equação de processo é usada para realizar uma predição
do valor do estado e de sua incerteza num instante k, a partir da estimativa do estado
calculada no instante k − 1; na etapa de correção, os valores preditos para as variáveis de
estados são corrigidos a partir da equação de medida e dos sinais observados no instante
k e atualiza-se a sua covariância.

x̂k|k−1 = Fkx̂k−1|k−1 +Bkuk

P k|k−1 = F kP k−1|k−1F
T
k +Qk

ỹk = zk −Hkx̂k|k−1

Kk = P k|k−1H
T
k (HkP k|k−1H

T
k +Rk)

−1

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kkỹk
P k|k = (I −KkHk)P k|k−1

(24)

As duas primeiras equações de 24 são responsáveis pela parte da predição. Como pode
ser percebida as estimativas do estado e da matriz de covariância do erro de estimação
(P k|k−1) são atualizadas com base, apenas, no conhecimento da dinâmica do sistema e na
estimativa anterior.

A matrizHk projeta projeta o estado e a matriz de covariância no espaço de medição.
A matriz Kk, que é chamada de ganho de Kalman, é calculada como a quarta equação
de (24),onde este ganho gera as estimativas de mínimo erro quadrático. A estimativa a
posteriori x̂k|k é uma combinação da melhor estimativa linear de xk baseada na predição
e um termo de correção,Kkỹk, que representa o erro na predição de xk a partir de x̂k|k−1.
Um valor baixo de ỹk, por exemplo, indica que a estimativa Hkx̂k|k−1 está próxima do
valor medido.

4.2.1 Gaussianas e funções não lineares

O FK apresentado utiliza equações lineares e ele é ótimo, no entanto o seu desempe-
nho deixa de ser ótimo com a presença de não linearidades. Para lidar com problemas não
lineares, normalmente encontra-se uma maneira de linearizar o problema, transformando-
o em um conjunto de equações lineares e/ou utiliza-se um software para encontrar uma
solução aproximada. Porém, a linearização de um problema não linear pode levar a res-
postas inexatas e em um algoritmo recursivo como o FK, esses erros, mesmo que peque-
nos, se acumulam em cada passo e podem fazer com que o algoritmo divirja.

São apresentados dois exemplos utilizando duas fx diferentes, uma linear, f1x = x+1
e outra não linear, f2x = x2. Durante a etapa de predição do FK utiliza-se uma Gaussiana
representando o estado e, em seguida, ela passa pela função do processo ou modelo do
processo (fx), que é o que ocorre na predição do FK.

A Gaussiana é gerada utilizando 1 milhão de pontos com uma distribuição Normal
(µ = 0, 2 e σ2 = 2), onde cada um desses pontos serve de entrada para a f1x e a f2x. A
Figura 8 mostra o histograma da saída de cada uma das funções.
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(a) (b)

Figura 8: Distribuição de probabilidade: utilizando f1x = x+ 1 (a); utilizando f2x = x2

(b).

A Figura 8a é uma Gaussiana com a média deslocada de 0, 2 para 1, 2 e neste caso ela
mantém a mesma variância. Caso função utilizada estivesse na forma de αx + 1 e α ≥ 1
a variância aumentaria e se 0 ≤ α ≤ 1 a variância diminuiria. A média desta função
pode ser calculada de forma analítica e a média dessa Gaussiana é 1,2. A média obtida
utilizando todos os pontos foi 1,198, que se aproxima da média real.

A função f2x não é linear e não é possível calcular a sua distribuição de uma forma
analítica, portanto utiliza-se a técnica de injetar todos esses 1 milhão de pontos gerados
para calcular a sua distribuição e a sua média. A distribuição obtida não é uma Normal,
conforme pode ser observado na Figura 8b.

Caso fosse ignorado que essa função não é linear, ou seja, utilizando o Filtro de Kal-
man a sua distribuição seria uma Gaussiana com média 0,04. Se fosse feita uma aproxi-
mação por meio de uma linearização a sua distribuição também é aproximada por uma
Gaussiana, porém com uma média de 0,4. No entanto, ao calcular a média utilizando
todos os pontos, que é uma aproximação do valor real da média, o seu valor é igual a 1,04
e, como pode ser observado, a sua distribuição não é Gaussiana.

Todas as equações envolvidas no FK assumem que uma Gaussiana passada através da
fx resulta em outra Gaussiana. Se isso não for verdade, então todas as suposições e garan-
tias do FK não são mantidas. Logo, as aproximações feitas pela versão linearizada e não
linearizada introduzirão um erro devido a sua média, variância e distribuição incorretas.
Conforme o tempo passar, dependendo da não linearidade esse erro crescerá fazendo com
que o valor do estado seja completamente diferente do seu valor real.

A forma utilizada para linearizar a função f2x é a mesma do que o FKE e essa forma
pode introduzir grandes erros conforme a não linearidade presente no sistema. O FKE
lineariza as equações diferenciais em um ponto, o que requer encontrar a Jacobiana. Isso
em diversos casos pode ser fácil de encontrar, mas em alguns casos pode ser extremamente
difícil ou até impossível de resolver analiticamente. Existem técnicas numéricas para
encontrar a Jacobiana, no entanto isso pode ter um custo computacional elevado e pode
introduzir erros no sistema.

Há uma outra variação do FK para problemas não lineares, que é o Filtro de Kalman
Unscented. Este tem como vantagem tratar o problema de estimação sem a necessidade
de linearizar o modelo do sistema e o modelo de medição. No entanto, enquanto que
o FKE utiliza uma matriz com dimensão n para estimar os estados o FKU utiliza uma
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matriz com dimensão 2n+ 1.
Existe uma outra técnica que pode resolver qualquer tipo de problema não linear, esta

técnica é conhecida como Método Sequencial de Monte Carlo ou Filtro de Partículas. Este
método gera milhares de pontos aleatórios e projeta esses pontos conforme o modelo do
sistema (da mesma forma que foi feito nos exemplos acima). Porém, esta técnica envolve
a utilização de um número grande pontos fazendo com que a sua computação seja muito
mais lenta quando comparada com os Filtros de Kalman, por exemplo.

A seguir serão apresentados os três filtros Bayesianos e os algoritmos utilizados neste
trabalho. Os algoritmos que serão apresentados a seguir assumem que os modelos de
medição e do processo são lineares com respeito ao ruído (ruído aditivo).

4.3 Filtro de Kalman Estendido

O filtro de Kalman utiliza equações lineares, portanto não funciona com problemas
não-lineares, como foi visto na seção 4.2.1. As equações podem ser não lineares no
modelo do processo e/ou no modelo de medição. Agora representa-se a expressão do
modelo não linear Fx +Bu pela função não linear f(x,u) e a expressão referente ao
modelo de mediçãoHx pela função h(x).

F k−1 =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x̂k−1|k−1

(25a)

Hk =
∂h

∂x

∣∣∣∣
x̂k|k−1

(25b)

O Filtro de Kalman Estendido (FKE) não altera as equações lineares do FK, ao invés
disso, ele lineariza as equações não lineares no ponto do estado estimado atual e utiliza
essa aproximação como uma Gaussiana no FK padrão. Então o FKE é simplesmente
um FK onde as matrizes do processo e de medição são dadas por 25 e sua saída é uma
sequência de estimativas de estado x̂k|k e com uma matriz de covariância Pk|k. Os passos
do FKE são dados pelo algoritmo 1 (ANDERSON; MOORE, 2012), onde é feita uma
iteração de N passos.

Algoritmo 1 Filtro de Kalman Estendido
Inicialização:

1: x̂0 = E[x0]; P 0 = E[(x0 − x̂0])(x0 − x̂0])
T ]

2: FOR k = 1, 2, ...N
Predição:

3: x̂k|k−1 = f(x̂k−1|k−1,uk−1)
4: P k|k−1 = F k−1P k−1|k−1F

>
k−1 +Qk−1

Correção:
5: ỹk = zk − h(x̂k|k−1)
6: Kk = P k|k−1H

>
k (HkP k|k−1H

>
k +Rk)

−1

7: x̂k|k = x̂k|k−1 +Kkỹk
8: P k|k = (I −KkHk)P k|k−1
9: ENDFOR
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4.4 Filtro de Kalman Unscented

O Filtro de Kalman Unscented (FKU) não realiza a linearização de primeira ordem
conforme o FKE, este é baseado na transformada Unscented (WAN; Van Der Merwe,
2000), (JULIER; UHLMANN; DURRANT-WHYTE, 2000). A ideia central do FKU é
semelhante à abordagem utilizada na seção 4.2.1, que utiliza o método de Monte Carlo:
encontrar a média de uma distribuição normal ao passá-la por uma função não linear. No
entanto, a solução foi obtida utilizando 1 milhão de pontos e embora a média calculada
seja precisa, esta grande quantidade de pontos é recalculada a cada nova etapa do filtro,
fazendo com que sua performance (não paralelizada) seja lenta.

O FKU utiliza uma abordagem de amostragem determinística, onde a distribuição do
estado também é aproximada por uma v.a. Gaussiana, mas agora é representada usando
um conjunto mínimo de pontos, 2n+ 1 (onde n é a dimensão da variável de estado) numa
proporção da raiz quadrada da covariância, chamados de pontos sigma. Ao transformar
uma v.a. através de qualquer função não linear analítica, as estimativas da média e da
matriz de covariância apresentam erros de terceira ordem no máximo para qualquer v.a.,
enquanto que para o FKE os erros são de segunda ordem (WAN; Van Der Merwe, 2000).

Uma forma geral de calcular a média ao passar os pontos em uma função não linear
é dada por 28, onde é calculada a média ponderada, por um peso Wi, dos pontos sigma
(X ). Os pontos sigma por definição, satisfazem:

1 =
2n∑
i=0

Wm
i (26)

1 =
2n∑
i=0

W c
i (27)

µ =
2n∑
i=0

Wm
i f(Xi) (28)

Σ =
2n∑
i=0

W c
i (f(X )i − µ)(f(X )i − µ)T (29)

As duas primeiras equações (26 e 27) são as restrições que os pesos relacionados a
média (Wm) e a covariância (W c) devem somar um; a última equação (29) é a covariância.
Essas restrições não formam uma solução única. Por exemplo, se Wm

0 for pequeno, pode-
se compensar fazendo Wm

1 , . . . ,W
m
2n maiores.

A disposição e a ponderação dos pontos sigma afetam a forma como a distribuição
é amostrada. A Figura 9 mostra os pontos sigma, onde eles podem ser espalhados pela
elipse (covariância) de qualquer forma: um ponto pode possuir um peso muito maior do
que os outros; todos os pesos podem ser iguais; os pontos podem possuir um espaçamento
igual ou diferente e etc.

O algoritmo mais utilizado para calcular os pontos sigma está descrito em (JULIER;
UHLMANN; DURRANT-WHYTE, 2000). Essa formulação utiliza três parâmetros (α, β, κ)
para controlar como os pontos sigma são distribuídos e ponderados. Onde α é um parâ-
metro que espalha os pontos sigma da média; κ é um parâmetro de escala secundário; β
é usado para incorporar conhecimento prévio da distribuição. A Figura 9 mostra o efeito
de alterar o parâmetro alfa, α = 0.5 (Figura 9a) e α = 1.5 (Figura 9b), na geração dos

pontos sigma com µ =

[
1
1

]
, Σ =

[
5 0.5

0.5 2

]
, κ = −1,β = 2.
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(a) (b)

Figura 9: Pontos sigma utilizando diferentes valores do parâmetro α (a) 0.5 (b) 1.5

O cálculo dos pontos sigma é feito da seguinte forma: o ponto central é a média da
entrada X0 = µ e os restantes são calculados conforme a equação (30), onde o subscrito i
é o i-ésimo vetor coluna da matriz de covariância Σ e λ := α2(n+ κ)− n.

X i =

µ+
[√

(n+ λ)Σ
]
i

para i=1 .. n

µ−
[√

(n+ λ)Σ
]
i−n

para i=(n+1) . . . 2n
(30)

O cálculo dos pesos é feito da seguinte forma: o peso para a média do primeiro ponto
X0 e o peso para a covariância de X0 são dados por 31 e 32, respectivamente. Os pesos
para os demais pontos sigma são calculados da mesma forma (Equação 33).

Wm
0 =

λ

n+ λ
(31)

W c
0 =

λ

n+ λ
+ 1− α2 + β (32)

Wm
i = W c

i =
1

2(n+ λ)
(33)

O algoritmo 2 mostra como o FKU funciona. A etapa de predição do FKU calcula
a priori usando o modelo do processo. Em seguida são gerados os pontos sigma X e
seus pesos correspondentes Wm,W c. Passando cada ponto sigma através da f , projeta-
se os pontos sigma no tempo, originando os novos pontos sigma Y . Após isso, calcula-se
a média e a covariância da posteriori utilizando a Transformada Unscented nos pontos
sigma transformados. Na etapa de correção, os pontos sigma da priori são convertidos
em medições, usando a função de medição, então a média e a covariância desses pontos
são calculadas usando a Transformada Unscented e o ganho K é dado pela covariância
cruzada do estado e das medições. Os parâmetros que normalmente são utilizados para o
FKU são α = 0, 001, β = 2, κ = 3 − n, onde n é a dimensão do estado (WAN; Van Der
Merwe, 2000).

4.5 Filtro de Partículas

O Filtro de Partículas (FP), ou Método Sequencial de Monte Carlo, funciona com
qualquer distribuição de probabilidade arbitrária e não-analítica, desde que o número de
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Algoritmo 2 Filtro de Kalman Unscented
Inicialização:

1: x̂0 = E[x0]; P 0 = E[(x0 − x̂0])(x0 − x̂0])
T ]

2: FOR k = 1, 2, ...N
Cálculo dos pontos σ e dos pesos:

3: X k−1 =
[
x̂k−1, x̂k−1 +

√
(λ+ n)P

k−1, x̂k−1 −
√

(λ+ n)P
k−1

]
4: Wm

0 = λ
n+λ

; W c
0 = λ

n+λ
+ 1− α2 + β;

5: Wm
i = W c

i = 1
2(n+λ)

i = 1..2n
Predição:

6: X k|k−1 = f(X k−1,uk−1)

7: x̂−k =
∑2n

i=0W
m
i (X i,k|k−1)

8: P−k =
∑2n

i=0W
c
i [(X i,k|k−1)− x̂−k ][(X i,k|k−1)− x̂−k ]T +Q

Correção:
9: Yk|k−1 = h(X k|k−1)

10: ŷ−k =
∑2n

i=0W
m
i (Y i,k|k−1)

11: P yy =
∑2n

i=0W
c
i [(Y i,k|k−1)− ŷ−k ][(Y i,k|k−1)− ŷ−k ]T +R

12: P xy =
∑2n

i=0W
c
i [(X i,k|k−1)− x̂−k ][(Y i,k|k−1)− ŷ−k ]T

13: Kk = P xyP
−1
yy

14: x̂k = x̂−k +Kk(yk − ŷk)
15: ENDFOR

partículas seja grande o suficiente, ele forma uma aproximação precisa da distribuição.
Ele possui um bom desempenho mesmo na presença de não-linearidades acentuadas. O
FP, de certo modo, é semelhante ao FKU, uma vez que transforma um conjunto de pontos
através de equações não-lineares conhecidas. No entanto, há duas grande diferença entre
eles: o FKU utiliza um pequeno número de pontos (escolhidos de forma determinística) e
aproxima por uma Gauassiana enquanto que e o FP utiliza um grande número de pontos
(escolhidos de forma aleatória). O FP dessa forma consegue estimar toda a f.d.p. O erro
de estimação no FKU não converge para zero, mas o erro de estimação tende a zero no
FP à medida que o número de partículas se tende ao infinito.

Para qualquer sistema existe uma função de distribuição de probabilidade que des-
creve o seu comportamento. Ao saber a sua distribuição é possível calcular a integral dela
utilizando o método de Monte Carlo, como foi feito na seção 4.2.1. O método de Monte
Carlo encontra uma solução para o cálculo da integral Φ =

∫
f(x)dx, onde esta repre-

senta a função densidade de probabilidade, utilizando uma quantidade grande de amostras
do integrando.

No entanto, existem problemas em que não se sabe como é essa distribuição. Há uma
técnica que permite encontrar a verdadeira função densidade de probabilidade do sistema
a partir de uma função densidade de probabilidade arbitrária. Este método é conhecido
como amostragem por importância (do inglês, Importance Sampling). Supondo que existe
um distribuição de probabilidade π(x) que se quer amostrar, no entanto, não sabe como
ela é; em vez disso, só se conhece uma distribuição de probabilidade alternativa q(x). A
esperança de uma função f(x) com distribuição de probabilidade π(x) é dada por 34.

E
[
f(x)

]
=

∫
f(x)π(x) dx (34)

Não é possível calcular essa integral, pois não se sabe π(x). No entanto, se conhece uma
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distribuição alternativa q(x):

E
[
f(x)

]
=

∫
f(x)π(x)

q(x)

q(x)
dx =

∫
f(x)q(x) · π(x)

q(x)
dx

Como sabe-se q(x), então é possível calcular
∫
f(x)q(x) pelo método de Monte Carlo e

a razão π(x)/q(x) é definida como uma peso, logo a esperança da f(x) é dada por 35:

E
[
f(x)

]
=

NP∑
i=1

f(xi)W (xi) (35)

Agora a função densidade de probabilidade é representada por uma distribuição dis-
creta de probabilidade definida através de um conjunto de amostras (partículas) com seus
respectivos pesos. Essas partículas são denotadas por χk = x1k, x

2
k, . . . , x

NP
k , onde cada

partícula xnk (com n ≤ NP ∈ N) possui um peso W n
k que deve satisfazer

∑NP

i=1W
i
k = 1

para ser uma densidade de probabilidade válida.
O FP é um filtro Bayesiano logo ele funciona utilizando a recursão em duas etapas,

onde a predição é dada por (36):

P (xk|zk−1) =

∫
P (xk|xk−1)P (xk−1|zk−1)dxk−1 (36)

em que zk−1 é a medição, a P (xk−1|zk−1) é conhecida através da recursão do algoritmo e
P (xk|xk−1) é dado pelo modelo do sistema. Em seguida, a priori é atualizada com a nova
medição utilizando o teorema de Bayes (37):

P (xk|zk) =
P (zk | xk)P (xk | zk−1)∫
P (zk|xk)P (xk | zk−1)dxk

) (37)

Inicialmente, as partículas do FP são espalhadas uniformemente sobre toda a região com
pesos iguais. Ao obter uma medição e realizar a etapa de correção, as partículas que não
valores próximo aos obtidos pelas medições recebem um um peso baixo, enquanto que as
partículas que estão próximas às medidas possuem um peso maior.

Partículas que possuem um peso muito pequeno não tem um impacto significativo na
aproximação de P (xk|zk). Quando o número de partículas que não contribuem é grande,
costuma-se dizer que o filtro degenerou. O problema da degeneração pode ser resolvido
utilizando um método de reamostragem de partículas. Este método descarta as partículas
com probabilidades muito baixas e as substitui por novas partículas com probabilidades
maiores. Isso é feito duplicando as partículas com probabilidades relativamente altas. Na
próxima etapa de predição as partículas duplicadas serão dispersas pelo ruído presente no
modelo do processo. Isso faz com que agora a grande maioria das partículas representem
a distribuição de probabilidade.

A reamostragem não precisa e nem deve ser feita a cada passo. Pode-se determinar
quando a reamostragem deve ser realizada utilizando o tamanho amostral efetivo N̂eff (38),
que mede aproximadamente o número de partículas que significativamente contribuem
para a distribuição de probabilidade.

N̂eff =
1∑NP

i=1(W
i
k)

2
(38)

A forma como as partículas são reamostradas impacta no desempenho do filtro. O
que se busca é uma forma de selecionar uma população representativa das partículas de
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maior probabilidade, mas este também deve incluir algumas partículas com probabilidade
menores para que o filtro tenha chance de detectar comportamentos extremamente não-
lineares. Os algoritmos mais utilizados na literatura são a reamostragem multinomial,
residual, estratificada e sistemática (BOLIC; DJURIC; HONG 2005 e DOUC; CAPPE
2005).

É feita uma apresentação de cada um desses métodos, mas maiores detalhes podem
ser encontradas em (FERNÁNDEZ-MADRIGAL, 2012). O método multinomial separa
cada partícula em uma seção, onde o tamanho desta é proporcional ao peso da partícula e
seleciona-se aleatoriamente NP partículas.

No método residual os pesos são multiplicados por NP , gerando novos pesos. Então
o valor inteiro de cada peso é usado para definir quantas amostras dessa partícula serão
tomadas. Isso garante que as partículas com maior peso sejam escolhidas pelo menos
uma vez. No entanto, isso não gera as NP partículas necessárias. As demais são obtidas
utilizando o método multinomial para escolher as partículas baseado na parte decimal do
novo peso.

O método sistemático divide em NP seções e escolhe um offset aleatório para usar
em todas as divisões, garantindo que cada partícula esteja 1/NP de distância da outra.
O método estratificado também divide em NP seções, porém ele escolhe aleatoriamente
uma partícula de cada seção e isso garante que as partículas estão com uma distância entre
0 e 2/NP .

(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 10: Exemplo dos métodos de reamostragem: (a) Multinomial (b) Residual (c)
Sistemática (d) Estratificada

A figura 10 mostra um exemplo de cada um desses métodos para reamostrar 6 par-
tículas, onde o peso de cada uma delas é Wk = {0, 05; 0, 08; 0, 12; 0, 2; 0, 25; 0, 3} e na
imagem para fins ilustrativos cada peso está associado a um comprimento. Por exemplo a
partícula um possui um comprimento de 0, 05 enquanto que a partícula quatro é quatro ve-
zes maior (comprimento de 0, 2). Foi ilustrado um dos infinitos casos possíveis. No caso
da amostragem multinomial (Figura 10a), qualquer uma das 6 partículas pode ser esco-
lhida para a reamostragem, mas a probabilidade de escolher cada uma está em ordem cres-
cente; No caso de reamostragem residual (Figura 10b), a mutiplicação do NP pelos pesos
garante que as partículas 4,5 e 6 serão reamostradas uma vez e as demais serão aleatori-
amente escolhidas, onde a probabilidade de cada uma é dada por { 1

10
, 4
25
, 6
25
, 1
15
, 5
30
, 4
15
}.

Na reamostragem sistemática (Figura 10c), pode-se perceber a que existem 6 regiões (rn),
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em que r1 ⊃ x1k, x
2
k, x

3
k; r2 ⊃ x3k, x

4
k; r3 ⊃ x4k, x

5
k; r4 ⊃ x4k; r5 ⊃ x4k, x

5
k,r6 ⊃ x5k, x

6
k. É es-

colhido um offset para a escolha da primeira partícula e as demais possuem uma distância
fixa de 1/6 entre elas. Finalmente, na reamostragem estratificada é feita a mesma divisão
de regiões, porém escolhe-se aleatoriamente uma partícula dentro de cada região.

Dentre os métodos apresentados a reamostragem sistemática e a estratificada funci-
onam melhor. A reamostragem estratificada não é tão uniforme quanto a reamostragem
sistemática, mas ela faz com que as partículas que possuem uma probabilidade mais alta
dentro de cada região tenham uma maior tendência de serem reamostradas.

O algoritmo descrito aqui é o algoritmo SIS (do inglês, Sequence Importance Sam-
pling) seguido do algoritmo SIR (do inglês, Sampling Importance Resampling). Todos os
passos para realizar o FP são descritos no algoritmo 3.

Algoritmo 3 Filtro de Partículas

1: xi0 ∼ px0
2: W i

0 = 1/NP

3: FOR k=1,2,...N
4: FOR i=1,2,...NP

5: xik ∼ p(xk|xik−1, uk) . Faz a predição
6: W i

k = p(zk|xik) . Calcula os pesos conforme a medição
7: ENDFOR
8: W i

k = W i
k/sum(W i

k) . Normaliza
9: x̂k = sum(xik)/NP . Calcula o estado estimado

10: N̂eff = 1/sum(W i
k)

2

11: IF N̂eff < 2NP /3
12: xik = REAMOSTRAGEM(W i

k, x
i
k)

13: W i
k = 1/NP

14: ENDIF
15: ENDFOR
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5 MODELO DO ROBÔ E MODELO DE MEDIÇÃO

Este capítulo apresenta o Qbot, que é o robô utilizado neste trabalho, e descreve os
dois componentes restantes para implementar os algoritmos dos filtro descritos até o mo-
mento: o modelo da cinemática do robô e o modelo de medição.

5.1 Robô Qbot

O Qbot da Quanser é composto pelo robô da iRobot Create. A Quanser integra uma
placa em cima do iRobot create (Figura 11) que contém cinco sensores de infravermelho
(Sharp GP2Y0A02YK), 3 sonares (Maxbotix MaxSonar-EZ0) e uma câmera (Logitech
Quickcam Pro 9000) por meio do sistema Gumstix embarcado, que possui uma placa
Verdex XL6P e um processador PXA270 XScale de 600 MHz. Nele roda um Linux
embarcado modificado contendo o Quanser’s Rapid Control Prototyping (QuaRC), o qual
consiste em uma biblioteca em blocos para controle de robôs.

Figura 11: O robô Qbot

O conjunto de blocos utilizados contém as APIs básicas fornecidas pela iRobot Create
para realizar o movimento do robô (Figura 12a) e pelo QuaRC para ler as informações dos
sensores (Figura 12b). A biblioteca QuaRC presente no MATLAB permite que o usuário
construa um sistema baseado em um modelo no Simulink e a partir desse modelo pode-
se gerar um código, compilá-lo e transmiti-lo para o Qbot. Tanto os valores da entrada
de controle do robô (velocidade da roda direita e esquerda) quanto os valores lidos dos
sensores podem ser manipulados diretamente pelo Gumstix. O Gumstix também pode se
comunicar com o MATLAB em um computador via Ethernet ou WiFi. Desta forma, é
possível fazer o processamento de um filtro, por exemplo, no computador.
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(a) (b)

Figura 12: Blocos utilizados no Simulink (a) para movimentação (b) para aquisição de
dados dos sensores.

O modelo criado com o Simulink utilizado neste trabalho consiste em fornecer valores
para a entrada (velocidade da roda direita e esquerda) e ler as informações proveniente
dos cinco sensores de infravermelho, do magnetômetro, do bumper e dos encoders. As
funções utilizadas são: get_ir_dists que converte a tensão obtida por cada sensor em uma
distância; read_mag que converte os campos magnéticos no ângulo de orientação do robô;
for_kin que retorna os valores de distância e mudança de ângulo dos encoders. O código
7 utilizado no bloco Roomba Query List retorna se houve alguma colisão (obtida pelo
bumper) ou se houve alguma alteração na inclinação no rodízio ou em alguma das rodas;
O código 19 e o 20 retornam a distância percorrida e o deslocamento angular entre o
instante de tempo atual e a última vez que ele foi requisitado, respectivamente.

Figura 13: Modelo do Simulink utilizado para locomoção e aquisição de dados dos sen-
sores do Qbot.

A Figura 13 mostra o modelo criado. Este modelo foi compilado e transmitido para
rodar no Gumstix do Qbot. Tanto as manipulações nos valores de entrada quanto os
valores lidos dos sensores foram feitos por feitos por meio de um script, onde os valores
de entrada das rodas foram alterados utilizando a função set_param() e as variáveis de
saída foram lidas através da função get_param().

5.2 Modelo do Robô

A cinemática robótica descreve o efeito das ações de controle no movimento do robô,
determinando a sua posição em cada instante. A posição é calculada a partir das mudan-
ças que ocorrem nos sistemas de locomoção do robô (motores). O modelo cinemático não
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leva em conta a inércia do robô, deformações em sua estrutura, forças oriundas do deslo-
camento (atrito, escorregamento, etc.), e demais fatores internos e externos que possam
afetar a locomoção.

O Qbot é um robô diferencial que possui duas rodas tracionadas de forma indepen-
dente com encoders e um rodízio giratório para a sua estabilidade. O esboço do Qbot e
da sua cinemática são mostrados na Figura 14.

(a) (b)

Figura 14: Robô diferencial: (a) cinemática (b) esboço do robô utilizado.

Os detalhes do modelo que descrevem a cinemática do robô podem ser encontrados
em (DUDEK; JENKIN, 2000) e (THRUN, 2001). Um modelo discreto aproximado, que
ignora a dinâmica e atritos dos motores é dado pelas seguintes relações (Figura 14a):

xk+1 = f(xk,uk) =

xk +Dk cos(θk + φk)
yk +Dk sin(θk + φk)

θk + φk

 (39)

Dk =
Vd,k + Ve,k

2
T (40)

φk =
Vd,k − Ve,k

d
T (41)

As variáveis presentes na Equação (39), que descrevem a cinemática do robô dife-
rencial são: x e y são as coordenadas centrais do robô e θ é a sua orientação; Vd e Ve
são a entrada de controle e representam as velocidades das rodas (direita e esquerda),
uk =

[
Vd,k Ve,k

]T. As constantes presente em 40 e 41 são d, que é a distância entre os
centros das duas rodas, e T , que é o período de amostragem.

O modelo do robô diferencial representa a forma pela qual o estado é obtido do estado
anterior, onde k é o passo. O vetor de estado é expresso pela postura do robô, x =[
x, y, θ

]T e a sua distribuição é assumida como Gaussiana com uma matriz de covariância
Pk.

A função de transição de estado (42) move o estado atual para o próximo estado
de acordo com o modelo do robô diferencial (39) acrescido de um ruído de processo
imprevisível wk, que é considerado Gaussiano com média zero e covariânciaQk.

xk+1 = f(xk,uk) +wk (42)
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A matriz de covariância Qk foi modelada assumindo duas fontes independentes de
erro, translacional (Dk) e angular (φk) com as suas respectivas incertezas (σ2

D e σ2
φ):

Qk =

[
σ2
D 0
0 φ2

kσ
2
φ

]
(43)

A odometria consiste em incorporar as informações de deslocamento linear (Dk) e an-
gular (φk) dos enconders no modelo. No entanto, este modelo serve apenas para calcular
a posição do robô após um certo tempo, pois essas informações adquiridas dos encoders
estão apenas disponíveis depois que o robô executou o movimento. Este modelo também
é conhecido como a cinemática direta e só pode ser utilizado para localizar o robô e não
pode ser utilizado para conduzir um robô até determinado ponto.

Existem algumas restrições ao tipo de deslocamento que o robô diferencial pode rea-
lizar. O robô diferencial é considerado um robô não-holonômico, que é um sistema com
dimensão finita onde algum tipo de restrição é imposta a um ou mais estados do sistema.
Estas limitações no caso do Qbot são impostas pela impossibilidade de deslocar sobre o
seu eixo transversal.

A forma mais intuitiva de percorrer uma trajetória arbitrária (de um ponto até outro)
em um determinado tempo é utilizando as velocidades linear (Vk) e angular (ωk). No en-
tanto, a entrada utilizada para realizar o deslocamento de um robô diferencial é composta
pelas velocidades da roda direita (Vd,k) e da roda esquerda (Ve,k). Dessa forma, é neces-
sário realizar a conversão de Vk e ωk para Vd,k e Ve,k. Isso pode ser feito utilizando 40 e
41, onde Dk/T = Vk e φk/T = ωk:

Vd,k =
2Vk + ωkd

2
(44)

Ve,k =
2Vk − ωkd

2
(45)

5.3 Modelo de medição

Os modelos de medição descrevem o processo de formação pelo qual as medições
dos sensores são geradas no mundo físico. O objetivo principal deste trabalho é encontrar
a posição do robô, logo são necessárias informações referente à distância que o robô se
encontra de obstáculos. Os sensores de infravermelho, sonar e o laser rangefinder são
alguns exemplos de sensores que podem ser utilizados para obter essa distância. Cada um
desses sensores possui um princípio de funcionamento diferente do outro e este deve ser
incorporado ao modelo de medição.

Quanto mais preciso o modelo do sensor melhor os resultados, no entanto é muito
difícil criar um modelo perfeito de um sensor. Isso ocorre muitas vezes devido à falta de
conhecimento do que ocorre com a medida obtida pelo sensor. Por exemplo, no caso da
medida de distância do sensor de IV são necessárias variáveis de estado são desconheci-
das, como o material da superfície em que o sinal reflete, alguma interferência externa e
etc. Ao utilizar uma abordagem probabilística é possível acomodar as incertezas presente
nas medidas dos sensores de uma forma não determinística (THRUN, 2001).

A função que mede a distância da posição do sensor, em uma linha reta, até o objeto
mais próximo, ignorando o erro de medida, é dado pela equação de medição (46). A
orientação e a posição do robô são obtidas pelo estado atual do robô xk. A variável
p = (xp, yp) fornece a localização do objeto mais próximo detectado pelo sensor através
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de uma consulta do mapa do ambiente e o estado atual do robô (sabendo a posição no
mapa e a orientação é possível traçar uma reta até encontrar um obstáculo presente no
mapa). A seção 6 contém maiores detalhes sobre como o mapa é construído.

h(xk,p) =
√

(xp − xk)2 + (yp − yk)2 (46)

O sensor utilizado para medir distâncias neste trabalho é um sensor infravermelho
(IV). A distância obtida pelo sensor de IV é calculada por um processo de triangulação,
onde o transmissor, que contém um led infravermelho, e tem uma distância e e orientação
fixa em relação ao receptor, que é um foto-receptor sensível à luz infravermelha. As
distâncias entre e os emissores e os receptores são calculadas pelas diferenças de fase.

O robô utilizado neste trabalho contém cinco sensores de IV e estes estão localizados
na parte superior formando um semi-círculo de cinco sensores, igualmente espaçados com
uma diferença de 45◦), cobrindo aproximadamente um arco na frente do robô. A Figura
14b mostra a disposição de cada um desses sensores, onde o central está apontando para
frente (0◦) e os outros dois estão à direita −45◦, −90◦, e os outros dois estão à esquerda
45◦ e 90◦.

Cada um dos sensor retorna uma tensão referente a uma distância, então para obter
a distância, em cm, foi feita uma calibração de cada um dos sensores. Essa calibração
foi feita para cada sensor obtendo a média de 500 leituras do sensor para cada distância
medida, onde foram medidas 11 distâncias – de 23 cm até 123 cm – com um espaçamento
de 10 cm entre cada uma. A Figura 15 mostra a aproximação polinomial de quarta ordem
para fazer a interpolação dos valores para um dos sensores.

A função de medição (46) calcula a distância do sensor, em linha reta, até o obstáculo
mais próximo. No entanto, como são utilizados cinco sensores essa função de medição
tem que ser adaptada:

hi(xk,pi) =
√

(xi − xk)2 + (yi − yk)2 (47)

O parâmetro de entrada de função pi = (xn, yn) fornece a localização do obstáculo
mais próximo detectado pelo i-ésimo sensor através de uma consulta ao mapa do ambiente
e uma direção com base na orientação atual do sensor. O sensor consegue medir uma
distância de 20 a 123 cm. A função de medição é executada somente para os sensores que
retornam um valor menor do que 123 cm. A equação (48) descreve a medição com um
ruído Gaussiano de média zero para cada sensor modelado, vk.

zk = h(xk,p) + vk (48)

h(xk,p) é um vetor constituído pelas cinco medidas hi(xk,pi) em (47). A matriz de
covariância de medição –Rk – é uma matriz diagonal contendo a variância de cada sensor
de IV. A dimensão da matriz Rk (n) pode variar a cada iteração, isto é, ela é dada pelo
número de sensores de IV que estão a uma distância inferior a 123cm. Caso as medidas
dos cinco sensores forem maior do que 123 cm a dimensão de Rk será zero, ou seja, não
será realizada a etapa de correção nesta iteração.

Para modelar a variância da medição de cada IV,Rk, foram utilizadas as mesmas 500
leituras utilizadas para a calibração. Os resultados são mostrados na Tabela 1, onde as
variâncias da amostra de cada sensor, a cada uma dessas 11 distâncias, são apresentadas.
Pode-se observar que as variâncias variam significativamente conforme a distância e que
o sensor S1 e S2 possuem uma variância menor do que os outros três.
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Figura 15: Calibração do sensor de IV por meio de uma aproximação polinomial de quarta
ordem.

Tabela 1: Variância de cada sensor para cada uma das distâncias medida.

Variância (cm2)
Distância σ2

S1 σ2
S2 σ2

S3 σ2
S4 σ2

S5

23 cm 0,47 0,53 0,98 0,73 1,03
33 cm 0,52 0,61 1,09 1,72 1,43
43 cm 0,96 0,67 2,59 3,17 2,82
53 cm 2,65 1,77 5,78 8,31 4,66
63 cm 4,37 2,84 12,17 11,14 9,23
73 cm 7,87 5,30 17,19 27,24 16,94
83 cm 13,60 6,54 28,52 42,26 26,36
93 cm 19,57 10,76 44,55 60,19 37,17

103 cm 21,35 12,35 65,84 94,66 63,20
113 cm 34,64 22,95 82,66 124,92 77,21
123 cm 45,54 32,18 129,01 130,72 83,36

Para ilustrar a diferença na variância em diferentes distâncias, a Figura 16 mostra um
histograma das amostras a uma distância de 23 cm (em preto) e 103 cm (em azul) obtidas
pelo S5. Pode-se perceber que as medições a uma distância de 23 cm são muito mais
concentradas perto desse valor, no entanto ao aumentar para uma distância de 103 cm as
amostras se encontram muito mais dispersas.

Essa diferença na variância conforme a distância ocorre devido ao fato da intensidade
de luz refletida ser menor e deve ser incorporada no modelo de cada sensor. Para isso foi
criada uma função definida por partes (em 10 segmentos). Essa função para o sensor S5
é ilustrada na na Figura 17.

Outro fator que distorce a projeção do raio IV é o ângulo entre o obstáculo e o sensor.
Essa outra dependência, no entanto, requer outros meios mais sofisticados para poder ser
medida com precisão. Foi observado que a variância aumenta por um fator de 0,08 a cada
1◦ até 70◦ e para medições com ângulos maiores o valor obtido pelo IV é descartado.
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Figura 16: Histograma das medições para duas distâncias referente ao sensor S3: 23 cm
em azul claro e 123 cm em azul.

Figura 17: Função definida por partes para determinar a variância do S3.

Esse efeito também foi incorporado no modelo do sensor por meio de um fator de ajuste
ιSi = 0.08αi + 1, se αi ≤ 70◦. Tanto as variâncias de cada sensor (quando disponíveis)
quanto os ângulos são calculados a cada iteração e utilizam a estimativa da postura atual
do robô.

Finalmente, a matriz de covariância Rk é modelada utilizando as variâncias (σ2
Si)

obtidas pelas funções definidas por partes de cada um dos sensores baseadas na tabela (1)
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e multiplicadas por um fator de ajuste ιSi.

Rk =


σ2
S1ιS1 0 0 0 0
0 σ2

S2ιS2 0 0 0
0 0 σS3ιS3 0 0
0 0 0 σS4ιS4 0
0 0 0 0 σS5ιS5

 (49)
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6 MAPAS

Neste capítulo é abordado problema da localização de um robô, o qual consiste em
determinar a postura do robô em relação a um mapa do ambiente. Este é um problema bá-
sico de quase todos robôs autônomos, pois eles precisam se localizar primeiro para depois
poder executar as suas tarefas. Os mapas contêm as informações relativas ao ambiente e
são independentes da postura do robô. Também é abordado um método para que o robô
realize o planejamento de uma trajetória até um determinado ponto no mapa. Por fim,
um algoritmo de seguimento de trajetória é apresentado para gerar as entradas de controle
necessárias para o robô se locomover até o ponto definido.

6.1 Localização

A localização pode ser vista como um problema de transformação de coordenadas.
Os mapas são descritos em um sistema de coordenadas, que é independente da postura de
um robô. A localização é o processo de estabelecer uma correspondência entre esses dois
sistemas de coordenadas. Utilizando as informações da postura do robô e as medidas do
robô em relação ao mapa é possível encontrar a localização do robô dentro do mapa.

Existem diversos tipos de problema de localização e neste trabalho será abordado a
localização de um robô com postura inicial desconhecida e com um mapa dado a priori. A
forma utilizada para representar o mapa é por meio de um grid, ou seja divide-se o mapa
em n células, onde cada uma dessas pode estar ocupada (1) ou não (0) por um obstáculo.

A Figura 18 mostra um mapa grid, onde as regiões em cinza marcam as delimita-
ções (paredes) de uma sala e em branco são as regiões desocupadas. A célula em azul
representa a posição do robô e as setas representam as direções que os dois sensores estão
apontando. O sensor horizontal está a uma distância de cinco unidades, isso significa que
o robô pode estar em na terceira coluna e pode estar na segunda, terceira, quarta ou quinta
linha. Utilizando a medida de duas unidades do sensor vertical é possível determinar que
a posição do robô é (4, 3).

Este é um exemplo do que se faz para localizar um robô, no entanto ao localizar o
robô não se sabe a posição inicial e nem a sua orientação, ou seja, a distância retornada
pode corresponder a mais do que uma possível localização do robô no mapa. Um erro na
posição atual e/ou na sua orientação podem causar uma diferença substancial.

6.2 Planejamento de rota

O planejamento consiste em encontrar uma sequência de ações que leva o robô de
um ponto inicial até a meta. Um caminho é ótimo se a soma de seus custos de transição
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Figura 18: Exemplo de mapa grid, onde células em cinza mostram uma região ocupada e
celúlas em branco mostram uma região desocupada.

(custos de borda) for mínima em todos os caminhos possíveis que vão desde a posição
inicial até a posição do objetivo. Um algoritmo de planejamento é completo se ele sempre
encontra um caminho em tempo finito quando existe um e informa em tempo finito se
nenhum existe. Da mesma forma, um algoritmo de planejamento é ótimo se ele sempre
encontra um caminho ideal.

Existem várias técnicas para calcular o caminho dada uma representação do ambi-
ente. As técnicas mais populares são por meio de algoritmos determinísticos (DIJKSTRA,
1959), determinísticos baseados em heurísticas (HART; NILSSON; RAPHAEL (1968),
NILSSON (1980)) e algoritmos aleatorizados (KAVRAKI et al. (1996), LAVALLE; JR.
(2001)). No caso de encontrar o caminho mais curto para o problema apresentado, os
algoritmos determinísticos são o suficiente.

Planejar a rota do robô de forma eficiente consiste em determinar o caminho mais
curto da posição que o robô se encontra até uma posição final definida da forma mais rá-
pida possível. A Figura 19 mostra um exemplo de situação onde se quer saber a trajetória
de um ponto inicial (em azul) até um ponto objetivo (em roxo).

Figura 19: Exemplo de um mapa com a posição inicial (azul) e a meta (roxo) do robô.

Uma técnica comum utilizada para planejar rotas na robótica consiste em representar
o ambiente como um grafo G = (S,E), onde S é o conjunto de possíveis locais (nós) e
E é um conjunto de arestas que representam transições entre esses locais. Existem vários
algoritmos que solucionam o problema do caminho mais curto num grafo; os dois mais
populares e que retornam um caminho ótimo são o algoritmo de Dijkstra (DIJKSTRA,
1959) e o A? (HART; NILSSON; RAPHAEL, 1968).

O algoritmo A? funciona da seguinte forma: O planejamento do caminho parte de um
nó inicial s0 ∈ S para um objetivo sx ∈ S, onde S é o conjunto finito de nós. Para isso,
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ele armazena g(s), que é o custo do caminho do nó inicial para cada nó s. Inicialmente,
g(s) = ∞ para todos os nós s ∈ S. O algoritmo começa a atualizar o custo do nó
inicial zero e, em seguida, coloca esse nó em uma fila de prioridade conhecida como uma
lista aberta. Cada elemento dessa fila é ordenado de acordo com a soma de seu custo de
caminho atual desde o início, g(s), e uma estimativa heurística de seu custo do caminho
até a meta, h(s, sx). O nó com a menor soma fica na frente da fila de prioridade.

O algoritmo então coloca o nó s na frente da fila e atualiza o custo de todos os nós
acessíveis a partir deste nó. Se o custo do nó s, g(s), mais o custo da aresta entre s e um
nó vizinho s′, c(s, s′), é menor que o custo atual s′, então o custo de s′ é atribuído como
o de valor mais baixo. Se o vizinho s′ for alterado, ele será colocado na lista aberta. O
algoritmo continua até chegar no objetivo. Neste estágio, se a heurística é admissível,
isto é, garantida para não superestimar o custo de trajetória de qualquer nó para a meta,
então o custo de trajetória de sx é garantido como ótimo. O algoritmo de Dijkstra possui o
mesmo funcionamento que o A∗. No entanto, o Dijkstra é um caso especial onde a função
heurística é h(x, y) = 0.

A Figura 20a ilustra quantas vezes o nó foi expandido utilizando o algoritmo com as
possíveis movimentações sendo para cima, baixo, esquerda ou direita sem a utilização
de uma função de heurística. Estes números não informam o custo e sim o número de
expansões totais para chegar ao objetivo.

Utilizando uma função heurística é possível diminuir o número de expansões. Esta
se puder ser definida tem que ser menor ou igual que a distância do ponto até o objetivo.
Neste caso ela pode ser definida e ela representa a distância do objetivo até a posição
inicial do robô sem considerar os obstáculos. Dessa forma ao calcular o custo utilizando
h(x, y) = x+y−16, onde x e y representam a linha e a coluna da célula, respectivamente,
que para fins de visualização resulta na Tabela 2.

Com essa função definida é possível a partir da décima quinta expansão verificar qual
é o melhor trajeto a seguir. Por exemplo, na célula (7,5) foram realizados 7 movimentos.
A sua expansão é para a célula superior, inferior e à direita e ao verificar os valores da
heurística (5,3,3), percebe-se que o movimento para cima aumenta o custo em relação ao
objetivo (sendo que o número de movimentos é o mesmo, 8), portanto a de maior peso é
descartada.

A Figura 20b mostra o número de expansões do nó utilizando o algoritmo A* com
a heurística apresentada. O número de movimentos totais executados para fazer ambas
as expansões foi de 12 e a trajetória feita pode ser obtida fazendo o caminho reverso e
verificando qual movimentação foi feita para chegar naquela célula (ilustrado na Figura
20c.

12 11 10 9 8 7 6
11 10 9 8 7 6 5
10 9 8 7 6 5 4
9 8 7 6 5 4 3
8 7 6 5 4 3 2
7 6 5 4 3 2 1
6 5 4 3 2 1 0

Tabela 2: Valores da função heurística h(x, y)

Os quatro únicos possíveis movimentos utilizados no algoritmo fazem com que o robô
só execute uma rotação de 90◦ em sentido horário ou anti-horário e um movimento em
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(a) (b) (c)

Figura 20: Número de expansões do nó utilizando: (a) algoritmo de Dijkstra (b) algoritmo
A?; reconstrução dos comandos envolvidos para ir do ponto inicial até o final (c).

linha reta. Essa não é a melhor forma do robô executar um movimento, pois ela faz com
que o robô pare e execute um giro toda vez que é necessário mudar de direção. Exis-
tem diversas formas de suavizar a trajetória (a mais comum é pelo método do gradiente),
fazendo com que robô percorra a trajetória sem a necessidade de realizar paradas. No en-
tanto, o algoritmo pure-pursuit, que é utilizado neste trabalho, não requer que a trajetória
seja previamente suavizada.

Existem vários métodos de seguimento de trajetória na teoria de controle não-linear,
controle preditivo, linearização do modelo cinemático, métodos geométricos, etc. Os
controladores de seguimento de trajetória têm como objetivo obter as leis de controle que
permitam que o robô siga a rota estabelecida da forma mais aproximada possível. Dentro
dos métodos geométricos, o mais utilizado devido a sua simplicidade e sua eficácia é o
pure-pursuit (ANDERSEN et al., 2016).

6.3 Seguimento de rota utilizando o Pure-Pursuit

O pure-pursuit é um método utilizado para realizar o seguimento de uma trajetória. O
ponto chave do algoritmo é escolher um ponto situado no trajeto que está a uma distân-
cia Lah (do inglês, lookahead distance) da posição atual do veículo. Calculando, dessa
maneira, a curvatura necessária para mover o veículo de sua posição atual até o próximo
ponto e, eventualmente, chegar ao ponto de meta. Este método possui esse nome devido
a uma analogia que é feita quando se dirige um carro: para chegar a um certo local, no
campo de visão, costuma-se olhar para um ponto no caminho a uma certa distância a
frente, dessa forma é possível realizar curvas e desviar de eventuais obstáculos.

O algoritmo pure-pursuit (COULTER, 1992) tem como objetivo fazer que o robô siga
uma trajetória especificada que garanta um erro pequeno na posição e na orientação. Para
isso, o robô utiliza a sua localização atual e o um conjunto de pontos que compõem a
trajetória que deve ser realizada pelo robô. A cada instante de tempo é encontrado o
ponto mais próximo do robô (no sentido da trajetória) a uma distância Lah. Em seguida,
é calculado o raio do arco que deve ser seguido para ir da posição atual até esse ponto
encontrado. Após o robô percorrer essa distância o algoritmo é repetido até encontrar o
ponto de meta. Ao encontrar o ponto final é definido um limiar que deve ser satisfeito
entre a distância desse ponto e o ponto o qual o robô se encontra.

A Figura 21 ilustra todos os elementos envolvidos no cálculo da curvatura ,γ = 1
R

,
no método do pure-pursuit, onde o ponto de meta é (gx, gy), a localização atual do robô é



63

dada por (rx, ry), o ângulo entre a posição do robô e o ponto de meta α. O raio, R, pode
ser obtido utilizando a lei do seno, conforme (50):

R

π/2− sin(α)
=

LAh
sin(2α)

R

cos(α)
=

LAh
2 sin(α) cos(α)

R =
LAh

2 sin(α)

(50)

Figura 21: Geometria do método pure-pursuit. Fonte: Adaptado de SNIDER (2009).

Defini-se eAh como a distância lateral (o erro) entre o robô e o ponto de meta pode-se
reescrever a lei de controle conforme 51. Dessa forma, o pure-pursuit pode ser visto como
um controlador proporcional, onde eAh é o erro e 2/LAh representa o ganho. Como pode
ser observado, este método conta somente com um parâmetro de controle, a distância
LAh. Por esse motivo o algoritmo pode ser facilmente implementado e configurado.

sin(α) =
eAh
LAh

γ = eAh
2

L2
Ah

(51)

Os efeitos de mudar a distância LAh devem ser considerados dentro do contexto de
dois problemas: No caso do robô precisar recuperar-se em um determinado ponto no
caminho e no caso do veículo estar no caminho e querer permanecer no caminho. No
primeiro caso é almejado que o veículo mesmo estando a uma distância considerável do
caminho, ele tenha condições de retornar e se manter nele durante o percurso. Neste caso
uma LAh grande tende a convergir para o caminho gradualmente e com menos oscilações.
Por outro lado, uma LAh pequena pode convergir para o caminho de forma mais rápida,
porém pode gerar oscilações.

No outro problema, quanto maior for LAh, menor será a curvatura do caminho que
será seguido. Se o caminho entre o veículo e o ponto de meta é suficientemente curvo,
então não há nenhum único arco que una os dois pontos, ou seja, qualquer arco gerado
induzirá um erro.
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A figura 22 ilustra o impacto da escolha de 7 valores de LAh diferentes para uma
pequena trajetória. Tanto neste exemplo como no trabalho será assumida uma veloci-
dade linear constante de 20 cm/s. Dessa forma, a única entrada de controle que deve ser
calculada é a velocidade angular necessária para mover o robô até determinado ponto.

Pode-se perceber que para valores de LAh maiores do que 1 o veículo chega na traje-
tória de forma mais rápida, no entanto ele possui um erro lateral maior do que nos outros
casos. A escolha de LAh menores fazem com que o robô se aproxime mais da trajetó-
ria, no entanto um valor baixo como o caso de LAh = 0, 01 fez com que ocorressem
oscilações durante a trajetória e no final fosse feita uma pequena volta desnecessária.

Portanto, o parâmetro LAh deve ser testado e escolhido por meio de testes (simula-
ções e/ou experimentos), pois dependendo da velocidade e o mapa envolvidos pode ser
que a trajetória executada cause colisões com obstáculos ou faça um caminho maior e
desnecessário.

Figura 22: Algoritmo pure-pursuit para diferentes valores de LAh
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7 EXPERIMENTOS E RESULTADOS

Neste capítulo são apresentados os dois experimentos realizados com o Qbot. No
primeiro experimento foram fornecidas as entradas de controle para que o robô executasse
duas trajetórias diferentes. Estas duas trajetórias percorridas pelo robô foram gravadas por
uma câmera e todos os dados obtidos pelos sensores no decorrer das duas trajetórias foram
armazenados. A gravação feita foi utilizada para gerar o ground truth, o qual fornece
uma aproximação da posição real do robô durante todos os experimentos. Os dados dos
encoders e dos sensores de IV das duas trajetórias foram injetados nos três filtros para
obter a estimativa da posição do robô. Por fim, o desempenho de cada um dos filtros foi
comparado com o GT.

Um segundo experimento foi realizado onde o robô faz o planejamento e a execução
de duas trajetórias. Neste experimento o robô foi posicionado em dois locais diferente
no mapa. O robô teve que planejar o caminho utilizando o mapa do ambiente, o ponto
objetivo fornecido e a estimativa da sua posição inicial. Após encontrar o caminho que
deve ser percorrido, o robô calculou as entradas de controle necessárias utilizando o pure-
pursuit a cada iteração para chegar até o ponto objetivo e a estimativa da sua posição
durante todo o trajeto foi realizada utilizando o FKU.

7.1 Obtenção do ground truth e detalhes do experimento

Para poder realizar a comparação entre o desempenho dos filtros é necessário saber o
caminho exato que o robô percorreu. Para isso a trajetória do Qbot foi gravada utilizando
uma câmera. O mapa do ambiente e a postura do robô foram extraídas utilizando técnicas
de processamento de imagem. Dessa forma, foi possível calcular o erro de estimação dos
filtros em cada instante de tempo.

O primeiro experimento foi realizado em um sala com piso de madeira, cujas dimen-
sões são: 2,60 m de largura e 3,89 m de comprimento. A parte superior da sala foi
adaptada utilizando uma madeira com papelão para ter um formato trapezoidal. A largura
foi limitada em 2,6 m para encaixar no campo de visão de câmera. A Figura 23a mostra
uma foto da sala onde foram realizados os experimentos.

Como pode ser observado a imagem da Figura 23a está distorcida. A distorção pre-
sente é chamada de distorção radial, que ocorre devido à lente ”olho de peixe” presente
na câmera utilizada. Optou-se por uma câmera com este tipo de lente, pois ela fornece
um campo de visão mais amplo.

Percebe-se que a distorção aumenta à medida que se afasta do centro da imagem,
fazendo com que os objetos mais afastados do centro modifiquem a sua forma em compa-
ração com o que ocorre na realidade. Existe outro tipo de distorção presente chamada de
distorção de translação que deriva do fato da lente não estar perfeitamente alinhada com
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(a)

(b)

(c)

Figura 23: Sala utilizada nos experimentos: (a) imagem obtida da câmera (b) imagem
com a remoção da distorção (c) extração do mapa

o sensor de imagem. Maiores detalhes sobre os tipos de distorção podem ser encontrados
em (HARTLEY; ZISSERMAN, 2003).

Para obter medidas quantitativas da imagem é necessário remover as distorções pre-
sentes. Isso pode ser feito por meio de uma calibração. A calibração consiste em obter os
parâmetros intrínsicos e extrínsecos da câmera. Ela pode ser feita por meio do software da
própria câmera, pelo MATLAB utilizando a toolbox de visão computacional ou utilizando
o OpenCV. O resultado obtido por qualquer uma das opções é o mesmo se a calibração
for feita de forma correta. O resultado obtido pode ser visto na Figura 23b.

O software da câmera realiza um um corte automático na imagem para que não haja
pixels ausentes, graças a isso pode-se perceber uma perda de informações ao redor das
bordas. Já ao utilizar o OpenCV ou o MATLAB é possível ajustar um parâmetro de corte:
resultando em áreas pretas onde não há informações da imagem original. Isso pode vir a
ser útil em casos onde há informações relevantes na periferia da imagem.

No entanto, após testar a remoção da distorção feita pelo próprio software da câmera
foi observado que a imagem continha todas as informações necessárias para extrair o
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mapa da sala. Essa alternativa foi utilizada pelo fato de ser a forma mais fácil de ser
reproduzida.

Após remover a distorção na imagem é possível extrair o mapa. Para detectar as
bordas da imagem foi utilizado o algoritmo de detecção de borda de Canny e dilatações.
Após isso as linhas foram reconstruídas manualmente resultando na Figura 23c, que é o
mapa utilizado durante os experimentos com as dimensões especificadas. Esse mapa pode
ser utilizado de duas formas: utilizando os pixels da própria imagem ou por meio de um
polígono definido por seis retas.

As duas abordagens são válidas, no entanto na hora de calcular a distância da posição
do robô até uma borda do mapa é necessário traçar uma reta partindo da posição atual
do robô com orientação no sensor de interesse. Após isso é necessário verificar onde
houve a intersecção do ponto. Utilizando o método baseado no mapa de grid é necessário
percorrer pixel por pixel e utilizando o outro método pode-se calcular a intersecção das
retas de uma maneira mais rápida.

O Qbot está presente nas figuras contendo o mapa do ambiente. Ele possui três LEDs
verdes que podem ser utilizados para determinar a sua postura no ambiente. Para fa-
zer isso pode-se utilizar uma técnica de segmentação de cor. Utiliza-se neste trabalho o
modelo de cor HSV, que baseia-se na matiz (H, do inglês Hue), saturação (S, do inglês
Saturation) e o valor ou brilho (V, do inglês Value). Assim, pode-se definir um intervalo
de valores para cada componente H, S e V de forma que englobe somente a cor verde de
interesse presente na imagem.

O robô presente nas figuras anteriores é mostrado em detalhes (por meio de um zoom)
na Figura 24a. Aplicando a segmentação da cor verde na Figura 24a resulta na Figura
24b. O Qbot possui três LEDs verdes: dois estão alinhados horizontalmente, que são
considerados como um LED maior; o outro LED está a dois centímetros de distância do
centro do robô (dc). A distância entre o centroide do LED maior e do centroide menor é
de 4.05cm (dp) e o ângulo entre eles (θ) é de 36◦. Usando essas informações é possível
encontrar o centro do robô e sua orientação em cada frame do vídeo. A postura em cada
frame do vídeo é armazenada para ser usada como o GT.

(a) (b) (c)

Figura 24: Segmentação de cor: (a) imagem do robô (b) segmentação da cor verde (c)
método para calcular a postura do robô.

As trajetórias feitas nos experimentos são mostradas na Figura 25, onde a posição
inicial do robô é marcada com um quadrado verde claro, o caminho com uma linha con-
tínua vermelha e a posição final com um círculo verde escuro. As posições do robô nas
trajetórias 25a e 25b foram extraídas utilizando a técnica de segmentação de cor.

As configurações de aquisição da câmera são: cadência de 60 fps com uma resolução
de 1080 x 1920 pixels. A velocidade máxima utilizada nos experimentos foi de 20 cm/s,
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portanto a posição calculada do robô utilizando a imagem pode ter um erro de no máximo
0,33 cm (ou 1,23 pixels). Durante as trajetórias os sensores do robô (encoders, IV, mag-
netômetro) amostram os dados a cada 50 ms. Antes do robô começar a se movimentar
foram recolhidas 500 amostras para que a sua média sirva como uma estimativa inicial.
Os dados do magnetômetro somente foram utilizados nesta etapa para indicar a orientação
inicial aproximada do robô e não foram utilizados na etapa de correção.

(a) (b)

Figura 25: Primeiro experimento realizado pelo Qbot: (a) primeira trajetória experimento
(b) segunda trajetória

Ao iniciar as duas trajetória as distâncias dos 3 sensores localizados no meio e na
parte lateral esquerda do robô retornam uma distância maior do que 123 cm, portanto
somente os dois sensores localizados a direita do robô são utilizados neste momento.
Como pode ser observado, as distâncias desses dois sensores são relativas à parede inferior
e utilizando essas informações e a informação do mapa do ambiente é possível encontrar
a sua localização no eixo y. No entanto, não é possível obter nenhuma informação em
relação ao eixo x.

A Figura 26 e a Figura 28 ilustram a quantidade de sensores disponíveis (que retornam
uma medida com menos de 123 cm) e a quais coordenadas se tem informação durante
as trajetórias. A cor verde indica que o sensor ou os sensores disponíveis só possuem
informações referente à coordenada y, ou seja, neste momento os únicos sensores, que
retornam uma distância válida, estão apontados para a parede inferior ou superior. De
forma similar, a cor azul indica que as medidas dos sensores disponíveis são somente
sobre a coordenada x (laterais do ambiente). A cor vermelha indica que os sensores, que
estão dentro do seu raio de operação, estão apontados para duas paredes ortogonais e
nesse caso é possível extrair informações sobre as duas coordenadas. A cor preta mostra
que todas as medidas são maiores do que 123 cm, ou seja, nenhuma das medidas é válida.
Finalmente, o gráfico de setores localizado no lado direito das figuras indica quanto tempo
a informação sobre as coordenadas ficaram disponível durante a trajetória.

De forma complementar, a Figura 27 mostra o número de sensores que estavam dentro
do raio de operação durante a primeira trajetória. Onde cada gráfico de setor representa
um segmento da trajetória apresentado na Figura 26. Por exemplo, durante o primeiro
percurso existem 6 segmentos (iniciando da parte inferior a esquerda): verde, vermelho,
azul, preto, verde e vermelho. O primeiro segmento (verde) da Figura 26 fornece somente
informações sobre a coordenada y, denotado pela cor verde. O gráfico de setor da Figura
27 mostra que durante esse primeiro segmento de trajetória (em verde) somente dois dos
cinco sensores estavam disponíveis. O terceiro segmento (em azul) fornece informações
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Figura 26: Sensores no campo de operação durante o experimento 1. As cores indicam a
qual coordenada os sensores fornecem a informação.

Figura 27: O gráfico de setores mostra o número de sensores que estavam dentro de sua
distância operacional em cada um dos segmentos da primeira trajetória.

da componente x e o terceiro gráfico de setor da Figura 27 mostra que 86% das amostras
de distâncias obtidas são provenientes de 2 sensores de IV enquanto que o restante das
amostras (14%) são provenientes de apenas um sensor de IV.

Durante esta primeira trajetória mais de 92% das amostras de distância são proveni-
entes de apenas 1 ou 2 sensores. Ou seja, a etapa de correção de cada um dos filtros na
maior parte do tempo foi feita por no máximo dois sensores.

As informações referentes aos sensores do segundo experimento são mostradas na
Figura 28 e na Figura 29. Nesta trajetória o robô executa uma trajetória em curva que
dificulta o processo de localização, visto que a não linearidade do movimento está pre-
sente durante toda a trajetória. Neste segundo trajeto, pode-se perceber que existe uma
informação limitada até o início da terceira curva (primeiro segmento vermelho). Nesta
trajetória pode-se observar que existe um contato maior com duas paredes ortogonais ao
mesmo tempo e que durante este percurso mais de 25 % das amostras de distâncias foram
obtidas por pelo menos três sensores de IV.
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Figura 28: Sensores no campo de operação durante o experimento 2. As cores indicam a
qual coordenada o sensor fornece a informação.

Figura 29: O gráfico de setores mostra o número de sensores que estavam dentro de sua
distância operacional em cada um dos segmentos da segunda trajetória.

7.2 Comparação de desempenho dos filtros para localização do robô

O modelo do robô e dos sensores de IV utilizados foram apresentados no capítulo
5. Ambos os modelos assumem um ruído gaussiano aditivo branco com média zero e
covariância Qk e Rk. As matrizes de covariância Qk e Rk são apresentadas em (43) e
(49), respectivamente. As variâncias (σ2

D e σ2
φ) foram obtidas por meio de experimentos

do movimento do robô em linha reta e executando giros. Com os modelos definidos basta
utilizar o algoritmo de cada filtro.

O primeiro filtro, o FKE, consiste em realizar a linearização do modelo do movimento
e do modelo de medição. Durante o movimento do robô e durante a medição dos sensores
existe uma fonte de incerteza ao mover do passo k para k + 1 relacionado à postura do
robô. Logo é necessário calcular as Jacobianas da função de transição (39) e da função de
medição (47) em torno de xk. Utilizando 25a e 25b resulta em:
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F = ∇fx =

1 0 −D(k) sin(θ(k) + φ(k))
0 1 D(k) cos(θ(k) + φ(k))
0 0 1

 (52)

H = ∇hi(x(k+1),pi) =


x(k+1)−xi√

(xi−x(k+1))2+(yi−y(k+1))2

y(k+1)−yi√
(xi−x(k+1))2+(yi−y(k+1))2

0

 (53)

Obtidas as Jacobianas F e H é possível utilizar o Algoritmo 1 para realizar a esti-
mação de estados do robô. Para realizar a estimativa dos estados utilizando o FKU, basta
utilizar o Algoritmo 2. Os parâmetros utilizados para calcular os pontos sigma foram:
α = 0.001, β = 2 e κ = 0.

O FP, por sua vez, utiliza n partículas, onde cada partícula representa uma possível
posição para o robô. Ao executar a predição (xik ∼ p(xk|xik−1, uk)), cada partícula faz um
deslocamento de acordo com a entrada de controle mais o ruído presente no movimento.
A correção (W i

k = p(zk|xik)) simplesmente calcula os pesos que indicam o quão próxima
cada partícula está da medida. Para este experimento foram utilizadas 1000 partículas e o
método de reamostragem utilizado foi o estratificado.

Os dados coletados dos encoders e dos sensores de IV no decorrer das duas trajetórias
são injetados nos três filtros. As estimativa da postura realizada por cada um dos filtros é
gerada e comparada a cada instante de tempo com o GT.

Tanto o FKE quanto o FKU são unimodais e possuem uma medida da qualidade da es-
timativa do estado, P . Devido ao fato de inicialmente existir pouca informação referente
à posição do robô pode ser que alguma condição inicial faça com que os filtros divirjam
ou que demorem um pouco mais de tempo para localizar o robô. Durante a primeira tra-
jetória a posição inicial do robô não tem uma influência muito grande, pois sabe-se que o
robô se encontra a uma determinada distância da parede inferior e como ele se locomove
em linha reta em algum momento algum sensor reportará uma distância com relação à
parede lateral.

No entanto, para a segunda trajetória a condição inicial é extremamente importante
para a precisão do filtro. Uma vez que o robô realiza uma trajetória em curva que faz
com que aumente a incerteza na medida e no deslocamento. Então para o segundo trajeto
foi informada uma localização próxima da posição real do robô. A Figura 30 mostra o
resultado do FKU para 4 condições iniciais diferentes, onde esta é denotada por um aste-
risco preto em cada um dos quatro casos apresentados. Pode-se perceber que a trajetória
começou a ser traçada corretamente na Figura 30a, 30b e 30c após a distância em relação
à duas paredes ser fornecida pelos sensores (início da terceira curva). No entanto, para a
posição inicial apresentada na Figura 30d foi traçada uma trajetória que não condiz com
a que o robô executou. As quatro trajetórias geradas utilizando o FKE são similares às do
FKU.

Apesar do FP não possuir uma limitação da condição inicial, as partículas foram dis-
tribuídas dentro de um raio de 50 cm da posição inicial real do robô ao invés de distribuir
partículas por todo o mapa (por critérios de justiça em relação aos outros filtros).

As estimativas da primeira trajetória obtidas através dos três filtros são apresentados
na Figura 31 juntamente com o GT. Também é apresentada a odometria, que é a estimativa
utilizando utilizando somente as informações dos encoders dada a posição inicial real do
robô. A trajetória só foi traçada a partir do momento em que foram obtidas as informações
de distâncias em relação a duas paredes (por motivos de clareza).
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 30: Ilustração das trajetórias obtidas pelo FKU para diferentes condições iniciais
(em azul). A trajetória real do robô é mostrada em vermelho.

Figura 31: Estimativa da posição do robô durante a primeira trajetória utilizando o FKE,
FKU, FP e odometria.

Percebe-se que o filtro que mais se aproximou do GT foi o FP. Todos os filtros conse-
guiram estimar a postura do robô até um pouco antes da segunda curva. Um pouco antes
da segunda curva começar só havia informação de um sensor e em seguida nenhuma
medida estava disponível, portanto os filtros não realizaram a correção. Os dois FK exe-
cutaram a curva um pouco antes e isso fez com que a sua estimativa durante esse período
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degradasse um pouco o seu desempenho.
O FKE e o FKU se recuperaram após as informações de distâncias referentes à parede

superior estarem disponíveis e depois disso se mantiveram próximos da trajetória. No
entanto, o FKU conseguiu se restabelecer na trajetória. Somente olhando para a Figura
31 não é possível saber o erro em relação a posição de uma forma quantitativa. Então, foi
gerado um gráfico (Figura 32) que mostra o erro entre o GT e cada um dos filtros a cada
instante de tempo.

Figura 32: Distância entre o GT e as estimativas obtidas por cada filtro (erro) na primeira
trajetória.

O erro foi calculado utilizando a distância entre o centro do robô (GT) e o centro do
robô estimado para cada instante de tempo. Nota-se claramente que o FP obteve a melhor
estimativa, mas de uma forma geral eles foram semelhantes e não é possível dizer qual
obteve o segundo melhor desempenho. Então, calculou-se o erro quadrático médio das
distâncias (εdist) por meio de (54).

εdist =
1

N

N∑
i=1

√
(xi − x̂i)2 + (yi − ŷi)2 (54)

A Tabela 3 mostra o valor desses erros para a primeira e para segunda trajetória. O
FP, como esperado, é o que possui o menor erro quadrático médio. O seu desempenho é
cerca de 65% superior à estimativa feita utilizando o FKU e o FKE.

A última coluna da Tabela 3 mostra o tempo médio que leva para executar cada passo
do algoritmo. As computações das estimativas de cada filtro foram feitas por meio de um
computador de mesa com um processador Core i5-4250U. Os algoritmos implementados
não possuem nenhuma otimização específica e nenhum tipo de paralelização.

O resultado da estimativa da segunda trajetória para cada um dos filtros é apresentado
na Figura 33. Mesmo fornecendo a posição inicial o FKU, inicialmente, desvia um pouco
do trajeto enquanto que o FKE desvia um pouco menos e o FP parece permanecer no
trajeto durante a maior parte do tempo. As trajetória começam a ser mostradas apenas
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Trajetória 1 Trajetória 2 Tempo
FKE 3,9 cm 7,8 cm 0,008 s
FKU 3,7 cm 6,0 cm 0,0120 s
FP 2,2 cm 4,2 cm 0,7479 s
Odometria 14,9 cm 36,5 cm –

Tabela 3: Erro quadrático médio (εdist) para cada filtro em cada uma das trajetórias.

próximo de onde não há informação de nenhum sensor em em seguida surgem as infor-
mações de distâncias de duas paredes distintas. Nessa etapa que os filtros se recompõem,
pode-se perceber que o FKU e o FKE demoram um pouco para fazer a correção da po-
sição em relação ao FP. É nessa parte que os filtros se diferenciam mais, após essa parte
eles possuem pequenas diferenças.

Figura 33: Estimativa da posição do robô durante a segunda trajetória utilizando o FKE,
FKU, FP e odometria.

Nesta segunda trajetória fica mais claro qual é a ordem de melhor desempenho so-
mente olhando a trajetória traçada. O erro quadrático é apresentado na Figura 34 e o
erro quadrático médio é apresentado na Tabela 3. Durante este percurso o FP possui um
desempenho 44% melhor do que o FKU e o FKU é 29% melhor do que o FKE.

Os resultados mostram que apesar de possuir uma diferença significativa em termos
percentuais nos filtros apresentados dependendo da aplicação é muito mais indicado utili-
zar um dos FK pelo custo computacional apresentado. Uma diferença em média de 2 cm
pode não ser crucial para a maioria das aplicações. Esta estimativa pode ser melhorada
se forem incluídos outros sensores mais precisos e/ou sensores que possuam um alcance
maior. Existem diversas abordagens na literatura com uso de sonares, câmeras ou até
Laser rangefinder.

Neste primeiro experimento a estimativa foi feita utilizando um computador e foi feita
de forma offline. No segundo experimento será feito o planejamento e a execução de duas
trajetórias baseados na estimativa da posição inicial do robô e de um ponto objetivo para
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Figura 34: Distância entre o GT e as estimativas obtidas por cada filtro (erro) na segunda
trajetória.

cada trajetória.
Como o FP demora cerca de 0,75 s em cada iteração ele não pode ser utilizado para

realizar a estimativa da posição do robô durante todo o percurso. O FP será utilizado
somente no início com o robô parado para encontrar a sua posição inicial no mapa com
uma maior probabilidade de acerto. Após encontrar a postura inicial do robô é calculada
a trajetória até o ponto objetivo utilizando o algoritmo A*.

Após obter a trajetória, o algoritmo pure-pursuit é utilizado para calcular a entrada
necessária para que o robô se movimente até determinado ponto da trajetória e após cada
movimento a sua postura é estimada utilizando o FKU. O FKU mostrou uma performance
satisfatória com um custo computacional não muito elevado. Esta escolha permite utilizar
a mesma taxa de amostragem para realizar o experimento.

7.3 Planejamento e seguimento de rota

Neste experimento será apresentado um novo cenário e o objetivo do robô é encontrar
a sua posição inicial e calcular as entradas de controle necessárias para ir até um ponto
pré-definido mapa.

O ambiente contém alguns obstáculos para que o robô calcule uma rota com desvios e
que ao mesmo tempo estes obstáculos auxiliem o robô a se localizar no mapa. O cenário
escolhido é apresentado na Figura 35a. A Figura 35b mostra a extração do mapa com as
dimensões da sala e dos objetos.

O primeiro passo que o robô realiza é a sua localização no ambiente. Para isso, o robô
utiliza o FP para obter a sua localização com maior precisão. Após se localizar o robô
calcula a rota que deve ser seguida e a estimação de estados durante a trajetória é feita
utilizando o FKU.

O algoritmo A* utilizado para planejar a trajetória encontra o menor caminho entre
dois pontos, se possível. No entanto, utilizando o mapa da Figura 35b a trajetória feita
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(a) (b)

Figura 35: Mapa utilizando no experimento: (a) imagem da câmera com a distorção
removida (b) extração do mapa

encontra-se muito próxima dos obstáculos fazendo com que o robô colida nos mesmos.
Existem métodos clássicos que podem ser utilizados para evitar obstáculos no processo
de gerar a trajetória, como o uso campos potenciais ou utilizando o diagrama de Voronoi.

Neste trabalho, no entanto, foi feita uma abordagem diferente. Os obstáculos foram
dilatados de forma que o trajeto feito faça com que o robô mantenha uma distância fixa
dos obstáculos, conforme ilustrado na Figura 36. Após gerar a trajetória o algoritmo de
pure-tracking é utilizado para gerar as velocidades de cada uma das rodas do robô para
chegar até a trajetória desejada. Porém, antes de implementar o algoritmo no robô é
necessário definir a LAh. Para escolher o seu valor foram feitas algumas simulações da
trajetória feita no mapa pelo algoritmo utilizando diferentes valores de LAh.

(a) (b)

Figura 36: Geração da trajetória: (a) Expansão dos objetos presentes no mapa (b) trajetó-
ria resultante planejada.

As simulações foram realizadas utilizando uma velocidade linear de 0, 2 m/s e vari-
ando o valor de LAh (0, 5 m, 0, 4 m, 0, 3 m, 0, 25 m e 0, 2 m), conforme ilustrado na Figura
37. O valor mais alto de LAh (0, 5 m) gera cortes acentuados na trajetória. Percebe-se que
o corte executado na segunda curva é feito de uma forma exagerada e faz com que ocorra
uma colisão com o obstáculo.

Apesar da trajetória resultante de LAh = 0, 4 m não apresentar uma colisão ela pos-
sui uma distância muito pequena em relação aos obstáculos. Este valor implica em uma



77

margem de erro muito pequena por parte do robô durante o experimento prático, podendo
fazer com que o mesmo colida com algum objeto durante o percurso. Portanto, foi op-
tado por utilizar o valor de LAh = 0.25 m pelo fato da trajetória executada manter uma
distância relativamente segura em relação aos obstáculos.

Figura 37: Teste de diferentes valores de LAh para a trajetória definida.

No primeiro caso o robô situa-se no canto superior esquerdo da sala e o resultado do
experimento é mostrada na Figura 38, onde o trajeto em verde é o conjunto de pontos
que compõem o caminho planejado (algoritmo A*), o tracejado em amarelo representa o
trajeto simulado (utilizando o algoritmo pure-pursuit) e o tracejado em vermelho mostra
o caminho feito pelo robô durante o experimento prático.

Pode-se perceber que inicialmente o robô começou a dar pequenos giros depois da
primeira curva (devido a erros na sua estimativa), mas ele conseguiu manter-se próximo à
trajetória definida e chegar no ponto desejado com uma distância de 5, 09 cm em relação
a ele. Este experimento foi repetido 7 vezes e a distância média final entra a posição final
do robô e o ponto de meta foi de 4, 42 cm.

No segundo experimento foi definida um ponto mais próximo do robô, o que fez a
trajetória a ser executada um pouco mais curta. Dessa vez, o robô iniciou a sua trajetória
no canto inferior direito da sala. A Figura 39 mostra a trajetória traçada (utilizando o
algoritmo A*), a simulação das entradas necessárias para levar o robô até o ponto definido
(utilizando o algoritmo pure-pursuit) e, em vermelho, o trajeto feito pelo robô na prática.

Neste experimento, no entanto, houve uma diferença maior em relação à trajetória
simulada. Observa-se que a primeira curva na simulação foi mais fechada, mas no expe-
rimento o robô não conseguiu fazer essa mesma curva. As trajetórias realizadas diferem,
pois as entradas são calculadas a cada iteração e estas são baseadas na postura atual do
robô e um ponto situado na trajetória a uma distância de pelo menos 25 cm. Não obstante,
apesar das trajetórias serem diferentes o robô consegue chegar até o ponto pré-definido
sem colidir com nenhum obstáculo.

A distância entre o ponto planejado e o ponto que o robô efetivamente chegou foi de
3, 13 cm. Da mesma forma que ocorreu anteriormente, o experimento foi repetido sete
vezes e a distância média entre o ponto final da trajetória e o robô foi de 4, 06 cm.
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Figura 38: Teste prático do Qbot envolvendo o planejamento e a execução da primeira
trajetória para chegar até o ponto pré-definido.

O erro médio da posição final foi semelhante nos dois experimentos. Como o robô
ajusta as entradas de controle para se aproximar da trajetória, os erros associados à pró-
pria entrada de controle ou à estimativa da postura fazem com que o robô modifique o
seu caminho, fazendo com que a trajetória executada mude um pouco toda a vez que o
experimento é realizado.

Figura 39: Teste prático do Qbot envolvendo o planejamento e a execução da segunda
trajetória para chegar até o ponto pré-definido.
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8 CONCLUSÕES

Foram apresentados, implementados e comparados experimentalmente três filtros para
estimar a postura de um robô diferencial: o FKE, o FKU e o FP. Foi mostrado que utili-
zando um modelo simples e sensores imprecisos foi possível melhorar significativamente
a estimativa da postura do robô. O modelo do sensor mostrou-se crítico durante os expe-
rimentos, visto que quando a variância não foi considerada como função da distância e do
ângulo em relação ao obstáculo não foi possível obter uma estimativa significativamente
melhor do que utilizando somente a odometria.

A maioria dos trabalhos presentes na literatura não descrevem a forma pela qual o GT
foi obtido e tampouco fazem uma análise do erro durante todo o experimento. Para men-
surar de forma qualitativa e quantitativa a eficácia de cada um dos filtros apresentados, foi
proposto um método simples, mas eficaz para gerar o GT de cada um dos experimentos.
Dessa forma, o desempenho de cada filtro pôde ser comparado a cada instante de tempo
de forma precisa.

Dentro dos resultados obtidos o FP, como esperado, possui a melhor estimativa. Ele
obteve uma boa precisão mesmo quando havia pouca ou nenhuma informação provida
pelos sensores de IV. No entanto, este desempenho apresentou um custo computacional
muito mais elevado, onde este valor é proporcional ao número de partículas escolhido.

O custo computacional do FKU mostrou-se cerca de quase duas ordens de grandeza
mais rápido do que o custo computacional do FP implementado. Tanto o FKU quanto
o FKE obtiveram uma melhora considerável em relação à estimativa feita utilizando so-
mente a odometria. Devido ao baixo custo computacional, tanto o FKE quanto o FKU
podem ser implementados em microprocessadores de baixo custo, podendo ser embar-
cado em um robô para realizar a estimação de estados e inclusive executar outras tarefas.

O filtro de partículas, por sua vez, requer um hardware mais sofisticado para ser im-
plementado, implicando em um custo maior envolvido no projeto. Neste caso deve ser
analisado se a utilização de um número maior de sensores, sensores com um alcance
maior e/ou sensores com uma variância menor já não oferecem a precisão necessária para
a aplicação através da fusão de suas informações por meio de um dos filtros Gaussianos.

Neste trabalho também foram apresentados e implementados um método simples de
extração do mapa e um método utilizado para conduzir o robô até um determinado ponto
no mapa, isto é, gerar as entradas de controle necessárias para conduzir o robô até deter-
minado ponto. Para isso foram utilizados um algoritmo para encontrar o menor caminho
entre dois pontos (planejamento de rota) e um algoritmo de perseguição de trajetória. As
entradas de controle do algoritmo pure-pursuit são calculadas a cada instante de tempo e
para isso é necessário saber a posição do robô. Após os resultados obtidos com o primeiro
experimento, optou-se pelo FKU para realizar a estimativa da postura do robô devido ao
seu desempenho e ao seu custo computacional.
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Foi mostrado por meio de dois experimentos que utilizando estes dois algoritmos jun-
tamente com a estimação da postura do robô obtida através da fusão dos sensores por
meio do FKU é possível conduzir o robô até um determinado ponto definido no mapa. A
precisão obtida na posição final do robô neste segundo experimento condiz com a precisão
obtida pelo FKU durante o primeiro experimento.

Existem diversas extensões que podem ser feitas para o trabalho realizado. Como o
foco deste trabalho foi a estimação do vetor de estados do robô, o planejamento e a exe-
cução da trajetória foram feitos utilizando um método simples e amplamente abordado na
literatura para seguir uma trajetória. Ao invés disso poderia ser utilizado um método rea-
tivo, onde o robô desviaria de obstáculos baseados nas informações obtidas pelos sensor
de distância sem a necessidade de previamente mapear os obstáculos.

Outra extensão possível seria fazer o mapeamento da sala por meio dos sensores. No
entanto, devido às características dos sensores utilizado neste trabalho deve-se considerar
utilizar as medições com uma distância curta (inferior à 40 cm) para não comprometer a
geração do mapa ou considerar a utilização de um outro sensor para este fim.
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