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LISTA DE SIMBOLOS

Lista de Simbolos

Conjunto dos ntiimeros naturais, ou seja, N = {1,2,3,...}.

Conjunto dos niimeros inteiros.

Conjunto dos niimeros complexos.

Espaco euclidiano n-dimensional.

Subconjunto do R™.

Superficie do R™.

Espaco das fungoes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto.
Espaco de Schwartz.

Espago das fungdes f : X — C mensurdveis, tais que [ < |[fIPdp < oo.
Norma das fungoes em LP(X).

Conjunto das medidas p: X — [0, 00).

Denota a medida de superficie da esfera tnitaria S™~!.

Funcao de Bessel.

Funcao gama.
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RESUMO

A analise harmonica é o ramo da matematica que estuda a representacao
de funcoes ou sinais como a sobreposi¢ao de ondas base. Ela investiga e generaliza
as nocoes das séries de Fourier e da transformacao de Fourier. Neste trabalho,
investigou-se um teorema de restricao da transformada de Fourier devido a Mitsis
e Mockenhaupt (uma generalizacao do teorema de Stein-Tomas). Foram realizados
estudos analiticos sobre o método para operadores integrais oscilatorios, baseado na
fase estaciondaria. Os resultados permitem deduzir o teorema de restrigao no plano

(em seu caso geral) e o teorema de Carleson-Sjolin.

Palavras-chave: 1. transformada de Fourier. 2. operadores integrais

oscilatérios.
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ABSTRACT

Harmonic analysis is the mathematical branch that studies the function
or signals representation as a base wave overlay. It investigates and generalizes the
notions of Fourier series and of the Fourier transform. In this work, was investigated
a restriction theorem of the Fourier transform due to Mitsis and Mockenhaupt (a
generalization of Stein-Tomas theorem) . Were performed analytic studies on the
method for oscillating integral operators, based in the stationary phase. The results
allow deducing the restriction theorem on the plane (in the general case) and the

Carleson-Sjolin theorem.

Key-words: 1. Fourier transform. 2. oscillating integral operators.
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1 INTRODUCAO

Assumimos que o leitor estd familiarizado com os fatos basicos sobre
os espacos LP, transformada de Fourier L! e L2, convolucoes. Se f : R* — R é
uma funcao L' entdo o Lema de Reimann-Lebesgue implica que a transformada de

Fourier ]/“\, definida por
fiey= [ e s

¢ uma funcao continua e limitada no R™ que se anula no infinito. Em particular,
podemos restringir esta funcao a qualquer subconjunto A do R”, criando uma fungao

continua limitada ﬂ aem A

Por outro lado, se f ¢ uma funcao arbitraria do L?, entao a transformada
de Fourier é um isomorfismo unitério de L? sobre si mesmo e, consequentemente,

J? estda definida q.t.p; em particular, nao ha nenhuma forma para restringir f a

qualquer conjunto A de medida zero.

Entre esses dois extremos, pode-se perguntar o que acontece com a
transformada de Fourier de uma fungao f € LP(R"), onde 1 < p < 2. Para essa faixa
de valores vale a desigualdade de Hausdorff-Young, que nos garante que pelo menos
]?estaré em LV (R™), onde 2 < p’ < co. Isso nos garante que podemos restringir f
a conjuntos de medida positiva para qualquer 2 < p’ < oco. Nao podemos, a partir
daqui, a priori, restringir a transformada de Fourier a subconjuntos de medida nula.

Mas serd que isso faz ao menos sentido?

Vejamos o seguinte exemplo. Fixe um p > 1 e considere a hipersu-

perficie A = {{ € R"; ¢ =0} e a fungao f : R” — R em LP(R") dada por

=2l e

Um célculo simples nos mostra que

~ - ; 1
—2miz-€ ~\ 1~ —2miz1§1 5o
= e o(@)dz [ e ———dxy, T=(x9,...2,).

1
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Denotando por H(§) = f|a(§) observe que

de onde segue que H (&) nao estd definida q.t.p.

Isso deixa em aberto a questao do que acontece com conjuntos A que
tém medida zero mas que nao estao contidos em hiperplanos. A observagao crucial

feita originalmente por Stein é dada pelo seguinte resultado,

Teorema. Seja f € CP(R")(n > 1), e dado 1 < p < 4n/(3n+ 1). Entdo temos

uma desigualdade a priori

(.1 <$>‘2d0<m>)1/2 < 4|11l

onde do denota a medida de superficie da esfera unitdria S™ 1.

Esse resultado nos permite definir a restricao f| gn—1 para f € LP(R™), 1 <
p < 4n/(3n+1), apesar de S"! ter medida nula em R™. Para a prova do resultado
e mais detalhes ver o artigo do Fefferman [10]. Isso levou ao problema de restri¢ao

[27]: para quais valores de 1 < p,q < oo vale a desigualdade!

[ flLacay S N fllze@n)?

Vamos concentrar nossa atencao nos conjuntos A que sao hipersuperficies, ou sub-
conjuntos compactos de hipersuperficies. Em particular, estaremos interessados na

esfera
Ssphere = {5 € an |€’ = 1}7 (11)

no paraboldide

1
Sparab = {5 € Rn’gn = §|§/|2} (12)

IEstamos interpretando f| gn—1 para funcdes bem comportadas e, se for possivel obter tal esti-
mativa, estendemos ela para fungoes arbitrarias de L?



€ 110 cone
Scone = {f € Rnygn = |§/’}7 (13>

onde £ = (£,&,) € R"! x R = R", e vamos sempre tomar n > 2 para evitar

situacoes triviais.

Observacgao 1.1. Observe que, o cone difere da esfera e o parabéloide na medida

em que tem uma curvatura principal.

1.1 Estimativas de restricao e estimativas de extensao

Se g é uma fungao continua em R”, sua restricao a uma hipersuperficie
S C R™ é uma funcao bem definida. Por uma hipersuperficie queremos dizer uma
subvariedade de R™ de dimensao n — 1. Assim, se f é uma funcao integravel em
R", a sua transformada de Fourier f ¢ continua e limitada (ver Apéndice B [6.2]);
consequentemente, a sua restri¢ao J?] s em S é bem definida. A fim de restringir a
transformada de Fourier de uma fun¢ao em LP(R™) para S, serd suficiente obtermos

a priori a “estimativa de restrigao”

fllzacsy < ClISf | Lr@ny,
para todas as fungoes f € S(R") e algum 1 < ¢ < oc.

Definicao 1.1. Seja 1 < p,q < oo. Dizemos que uma hipersuperficie S do R"

satisfaz um teorema restri¢ao (p,q) se o operador restri¢ao

f = fls,

que inicialmente estd definido para f € S(R™), possui uma extensao que mapeia
LP(R™) continuamente em LI(S). A norma desta extensao pode depender de p,q,n
e S. Se S satisfaz um teorema de restrigao (p,q), nds escrevemos que a propriedade
R, .,(S) € vdlida. Dizemos que a propriedade R, .,(S) € vdlida com constante C' se

para todo f € S(R™) temos

1 1lzagsy < Ol won- (1.4)



Exemplo 1.1. A propriedade Ry_,o(S) vale para toda hipersuperficie compacta S.

Proposicao 1. Seja 1 < p,qg < 0o e p € M(R"). Sao equivalentes para qualquer

0<(C<oo:

1. ||J/C\||Lq(#) < C|fllzp(ny para todo f € S(R™).

2 el @y < ClIf ey para todo f e S(R™).

No caso ¢ =2, (1) e (2) sao equivalentes a

3o 1 * Fll g mny < C? 11| Lo (zny Para todo f € S(R™).

Prova. Suponha que vale 1 e vamos mostrar que 2. segue. Seja g € S(R") com

9]l pgny < 1, sabemos que por (Apéndice B [6.18]) vale

/ fug = / fgdu;

aplicando a desigualdade de Holder no lado direito da igualdade acima, com os

expoentes conjugados g e ¢’ e usando 1. segue

[ 9 < 18w 1
<C Hf“Lq’(#) ||gHLP(R") <C ”fHLq’(M) :

Logo, usando dualidade e a desigualdade acima, obtemos

— swp /ﬁ@smmm@y

LP'(R™)  ges(rm)
HQHLP(Rn)Sl

|7

1. segue de 2. com um argumento andlogo. Para provarmos 3. Usaremos a féormula

/(ZZ x flg = /?ﬁdu vélido para todof, g € S(R").

Se 1. vale para g = 2, dados f,g € S(R")

g

tomando o supremo sobre todos g € S(R") com ||g||;5gn) < 1 obtemos 3.. Se 3.

/&wusmmw) < 2|1l gy 191 ey

L2 ()

vale, entao 1. segue aplicando a formula acima com f = g. O]

4



Denotamos por R(f) = fA\S a restri¢ao da transformada de Fourier em
uma hipersuperficie S. Seja do a medida da superficie induzida canonicamente em

S. Entao para uma funcao ¢ definida em S, temos
[ Fodo= [ Friinac = [ podods,
s Rn R™
ou seja, a transposicao do operador linear R é o operador linear
R () = pdo. (15)

Por dualidade da proposigao 1., vemos que o teorema de restri¢ao (p,q) para uma

hipersuperficie compacta S é equivalente ao seguinte teorema de extensao para S:

ledo || @y < Clloll e (s)- (1.6)

Aqui p’ e ¢’ sdo expoentes conjugados de p e ¢. Se usarmos Ry _}p,(S ) para designar

*

a afirmacdo de que a estimativa (1.6) é valida, entao R}, .,

Ry (S).

(S) é equivalente a

Nosso primeiro objeitvo é determinar todos os pares de indices (p,q)

para qual a esfera S"~! satisfaz o teorema de restricao (p, q).

1.1.1 Condigoes necessérias para R, ,,(S"') ser vdlida

Vamos agora refletir sobre quais pares (p,q) a restricio R, ,,(S"!) é

valida.

Observagao 1.2. Se R, ., (S™') ¢ wvdlido, entdo também vale R,_(S™') para
qualquer par (r,s) com s < q e r < p. De fato, usando a desigualdade de Hélder,

temos

Ls(Sn—l) 5 HfHLq(Sn—l)

1 f]

Como

~

Al zagsnry S 111

Loo(Sn—l) S ||f||L1(R")

5



se assumirmos que

[ fllzagsn—1y S fllLe@ny,

uma aplicagao do Teorema de Riesz-Thorin (Apéndice A [5.2]) nas duas 4ltimas

desigualdades, nos mostra que
f 1 zagsn—1) S 1 1er @),
onde 1 <r <np.

Exemplo 1.2. Seja do a medida de superficie na esfera unitdiria S*'. Usando a

identidade no Apéndice B 6.2, temos

— 27
10(€) = —ms Jua (2.
€]
Em vista das estimativas assintoticas no Apéndice B 6.2, a tultima expressao satisfaz
—~ 2 m(n—1) _n1
T = oz contarle] = ") + O E)

quando || — oo. Segue que R(1)(§) = d/E(g) ndo estd em LP (R") se “1p' < n.
Assim Ry,(S™ 1) falha quando nz—fl < p, como Ry_,,(S™ ') wale para todo q €

. .o~ ;. n—1 .
[1,00]. Conclui-se que uma condi¢io necessdria para R,_,(S" ") valer é

2
1<p< (1.7)
n

Em adigdo a esta condi¢do, uma outra condigao necesséria para R, ,,(S™ ')

valer, é dado pelo seguinte exemplo de Knapp.

Exemplo 1.3. (Knapp). Seja e, = (0,...,0,1) € R", n > 2, e o conjunto para
0<d<l,
Cs = {xES"’l : 1—x-en§52}

defina ¢ = x¢, entao
||90HLq’(Sn*1) _ dO’(C(;)l/q/ ~ s/ (1.8)

6



Note agora que Cs é uma calota esférica de raio 6, mais precisamente, |z;| < V26

para x € Cs, 7 =1,...,n— 1. Para £ € R,

/ 6—27ri§~zdo_(l,)
Cs

> /C cos(2m€ - (x — ey,))do(x).

pdo(©)| =

/ e—27ri§~(z—en)do_<x)
Cs

—2mi&-en

Nos usamos somente que ‘e =1 e que o valor absoluto de um nimero com-

plexo e ao menos a sua parte real. Observe que
127€ - (x —e,)| < 7/3 para x € Cs,€ € Ry,

onde

Rs = {f eR": &1 <¢/d para j=1,...,n—1,§]| < 0/52},
ec=1/(12n); assim
4o ()] = do(Cs)/2 para ¢ € .
Como L™(Rs) = 2"c"6~"!, temos que

/

ol ey 2 (do(C) /2)L(Rs) w2 61D, (19)

Combinando (1.9) com (1.8), vemos que para a desigualdade

HSOdUHLp’(Rn) S H@Hm’(sw—l)
ser satisfeita, devemos ter

§r-1-n )/ < s=1)/d

I

como 0 < § <1 a desigauldade acima sé € valida sen—1—(n+1)/p' > (n—1)/¢,

isto €, se

1
- > —. 1.10
. (1.10)



.~ , . n—1 71: z
Portanto uma condi¢do necessaria para R,,(S" ') ser valida é que

(p, q) pertengam ao conjunto abaixo:

1 n+4+11 2n
q) - = e l<p<—_1\. 1.11
{ogl =250 o 1sy< 2 (111)
Quando ¢’ =2, p' = % é o expoente do Teorema de Stein-Thomas. A conjectura

de restrigdo pergunta se isso poderia ser estendido a partir de p’ > 2(n+1)/(n —1)

para p’ > 2n/(n —1).

Nos préximos capitulos trataremos do caso ¢' = 2 de (1.11) e tambem

do caso geral quando n = 2.

1.2 Organizacao do Texto da Dissertacao

Apos apresentar a introducao e também os objetivos do trabalho no
Capitulo 1, o Capitulo 2 trata de uma versao generalizada do Stein-Tomas devido a
Mitsis [21] e Mockenhaupt [22]; isso nos permite codificar vérios tipos de resultados
em um s6 teorema (o original do Stein-Tomas era apenas para a esfera) e que é
possivel até mesmo retirar a restricdo original n > 2 (que era necesséaria ja que
eles estavam interessados em hipersuperficies), permitindo classes de teorema de
restricao na reta, e em seguida sera apresentada uma prova do endpoint do teorema
de Stein-Tomas através do teorema de interpolagao de Stein, seguindo o livro [25].
O Capitulo 3 apresenta o metodo para operadores integrais oscilatorios, no qual
iremos seguir o argumento apresentado por Hérmander [15] (mas que, de forma geral,
a ideia utilizada por todos os autores é a mesma). Estes resultados apresentados
por Hormander permitem deduzir, além do teorema de restricao no plano, outro
resultado, o Teorema de Carleson-Sjolin, que é o caso conhecido da Conjectura de

Bochner-Riesz.



No Capitulo 4 iremos apresentar tabelas de alguns resultados recentes
sobre a conjectura de restricao, e descrever um pouco sobre o problema de restrigao

bilinear, restricao multilinear e a conjectura de Kakeya linear e multilinear.



2 TEOREMA DE RESTRICAO
STEIN-TOMAS

Seja do a medida de superficia da esfera S !. O teorema de restricao
de Stein-Tomas € a seguinte estimativa.

Teorema 2.1. Para todo p > % existe uma constante C,,, > 0 tal que

|fdol|er < Cpull fllL2(d0)

para todo f € L*(do). Além disso, o expoente acima é o melhor possivel.

Este resultado foi extendido a diversas situagoes mais gerais onde a es-
fera é substituida por variedades suaves que satisfazem certas hipoteses de curvatura.

Para a prova e mais detalhes, o leitor pode consultar Stein [28].

O objetivo principal deste capitulo é apresentar uma versao generali-
zada do Stein-Tomas devido a Mitsis [21] e Mockenhaupt [22]; eles observaram que

o seguinte resultado de restricao para medidas gerais, vale:
Teorema 2.2. Sejam 0 < a <n, >0 e puec M(R") tal que

u(B(x,r)) <c(p)r® para x € R r >0, (2.1)

d(€)] < )1+ [€))Ppara € € R”. (2.2)

entao para todo f € L*(du) vale
|7

comp>2n+5—a)/b.

) S C(TL, q, O‘?B) C(d:u)) ||f||L2(du)

LP(R"

Prova. Quando p = oo a desigualdade é trivial. Note que pelo Teorema de

Riemann-Lebesgue (Apéndice B [6.2]), temos
1 fdplooqny < || fdpllrny = [ Fll2@n < p@R)Y2||Fl] 20,

10



de onde segue
fdpll L@y < ClIf|z2(ap)-

Vamos considerar agora p < co. Pela proposicao 1. a afirmagao acima é equivalente

a
Hdu* fHLP(Rn) < C?|fll iy para f € S(RT). (2.3)

A ideia da prova é escrever dj como uma decomposicao de fungoes K e K, e estimar
cotas para ||K * f||» e ||K; * f||zr, sendo que o primeiro termo serd facilmente
estimado enquanto que o segundo sera estimado via interpolagao de duas cotas para

LS % fllzee e [LSG o fl -

Passo 1. Seja x € C°(R"™) tal que x > 0, x(z) =1 quando |z| > 1 e
x(x) = 0 quando |z| < 1/2, defina

Entao
supp(p) C [1/4,1],
e
Zgo(Q_jx) =1 quando |z| > 1.
=0
Escreva

dp = K + f: K,
Kj(z) = p(277x)du(x),
K(r) = (1 - w(2‘jw)> dp(z).

Assim K e K sao fungbes com suporte compacto, supp(K) C B(0,1) a supp(K;) C
22, 97].

Passo 2. Aplicando a desigualdade de Young para convolucoes, isto é,

1 11
lg o hlls < llgllsallPll onde 1T <p,g,r< o0, 241 =2

11



comg=K,h=f,qg=p/2er=p eusando [|K|, S [|K], <1, obtemos
K fl, S A - (2.4)
Passo 3. Agora, vamos obter uma cota para ||K; * f||.»; a estimativa

vai seguir através da interpolacao de duas cotas para || * f||;~ e || K, * f||(2. Para

j=0,1,..., temos por (2.2) a estimativa
155l S 277,

de onde segue

155 fllo S 277 - (2:5)
Definindo v, ¢; € S(R™) por
Y=, ¥yx) = 2"¢(2x),

V=9 e ¥(z) = p272),
de modo que K; = 1//1;@ = Qbﬁ,u (ver Apéndice B [6.20]), segue que f(\] = ID?\*EM
onde g(x) = g(—=z) (ver Apéndice B [6.7]) . Como ¢ € S(R"), temos

IFGIE

2 [ o~ n))du(n)‘ S [+ 2+ ) duto;

logo
Bs2 [ aerieen)
B(_£727])

20 3 N (S ) R t)
k=0 Y B(=§,28+179)/B(—¢,27)

S29 | w(B(=€,27) + )27 ™ u(B(=¢, 2'““‘")))

5 2nj (2—04j + Z 2—nk2a(k+1—j)>

k=0
_ 2(n—cx)j (1 L Z 2k(a—n)> '
k=0

12



Como a < n, temos que a serie é finita; tomando

Cln,a) =1+42%) Mo

k=0
segue que

K5(6)] S 2 C(n, ).

Isto nos dé para f € S(R"), a estimativa

55« £l = | K5 < 7|, = |G F], < 2 sl (2.6)

Seja 6 € (0,1) e defina & + (10.%9) = %. Pelo Teorema de Riesz-Thorin

(Apéndice A [5.1]) segue que
1 * f1l,, S 2020007 7|,

usando o fato deque 6 = ]%, obtemos

<n—mw—ﬂﬂr—m:j0n—w§—ﬁa—30

de onde segue
(n+

15+ fI|, < 270

Passo 4. Pelo passo 1 temos que

‘du* H(K—FZ[@) *
Jj=0 p
<K fll, + (| DK+ f
=0

p

<K fll,+ > NEG * £l
§=0
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usando os resultados obtidos no passo 2 e 3, obtemos

2(n+B—a)

=] <011, + D) gy
§=0

2(ntB—a)

Como p > I isso implica que W — B < 05 logo

x| <050+

]

Corolario 2.1. (Teorema de Stein-Tomas) Seja do a medida de superficie da esfera

S"=1. Temos que

|do ()] S (1 +1€)~"7,

ver (Apéndice B 6.2). Entdo, eziste C,, > 0 tal que

| fdol|r@n) < Cnp

|f| |L2(d0')

2(n+1)
n—1 -

para todo f € L*(do), com p >

Prova. Tomando o =n—1e = (n—1)/2, temos que do satisfaz as condigoes

(2.1) e (2.2) do Teorema 2.2 ¢ p > 2 — 2( 4 3 — o) /4. Portanto, aplicando o

n—1

Teorema 2.2, o resultado segue. O

Observacao 2.1. O fato de que o expoente p > % no teorema de Stein-Tomas

2.1 é o melhor possivel, seque do exemplo de Knapp 1.3.

Observagao 2.2. A desigualdade dual para o Teorema 2.1 é dado por

2(n+1)'

n+3 (2.7)

1fllz2sn1) < Copllfllprmy, 1 <9<

Na préxima secao daremos uma prova do endpoint para o Teorema de

Stein-Tomas, seguindo o livro do Muscalu e Schlag [25].
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2.1 O Endpoint

A fim de alcangar o endpoint p = (2n + 2)/(n + 3), aplicaremos uma
ideia baseada no Teorema de interpolacao de Stein e no Lema das trés linhas de

Analise Complexa. Vamos determinar uma familia de operadores

T.:=> wi(2)T;

Jj=20
que varia de forma analitica no parametro z, satisfazendo as hipdteses de limitagao

e de crescimento necessérias, de tal forma que, na faixa 0 < $(z) < 1 o operador

analitico tenha a seguinte propriedade
T,: L'+~ L™ para R(z) =1,

T.:L*> — L* para R(z) =0.

Entao segue que
Tp : LP(R™) — L¥ (R™) para 1/p' = (1—6)/2.

Escolheremos de maneira cuidadosa os pesos w;(z) de tal forma que Ty em um ¢

especifico é a convolugao por do.
Prova do endpoint para o Teorema de Tomas-Stein

Consideraremos uma superficie de curvatura diferente de zero, que pode

ser escrita “localmente” como um gréafico: &, = h(¢'), & € R"!. Definindo

MO = 5 (6~ HENT € (6 H(E)) 2.

onde y; € CP(R"™1), yo € C5°(R) sdo fungoes de cortes suaves, I' é a fungao gama

e R(z) > 0. Além disso, (-) refere-se a parte positiva da fun¢ao. Mostraremos que

T.f = F Y(M.f) (2.9)

15



pode ser definida por meio de continuagao analitica para R(z) < 0. As principais

estimativas agora sao

||T.||2—2 < B(z) para R(z) =1, (2.10)

n—1
2 )

7,150 < A(2) para R(z) = (2.11)

onde A(z) e B(z) néo crescem mais rapido do que e*” quando |3(z)| — oo. Veremos
que a singularidade de (&, — h(¢’ ))fl em z = 0 cancela o zero simples de I'(z)™}

em z = 0, dessa forma obteremos

Mo (&) = x(&)do (&n — h(£)) d€'s (2.12)

ver (11.23) abaixo; isto significa que My(§) é proporcional & medida da superficie

no grafico. Entao segue do Teorema de interpolacao complexa de Stein que

f= Moyxf
é limitado de L? — L*', onde
1 0 1-—40 n—1
—=—4+—, 0=-0 1—4
P oo + 2 2 + ’
isso implica que
1 n—1 _ 2n+2

= = ,
7 otz PT T3

como desejado. Resta vereficar (2.10)-(2.12). Para mostrar, lembre-se que I'(2)~! é
uma funcao inteira com zeros simples em z = 0, —1, —2, ... tem a representagao

1 [e.o]
o0 o

v=1

que converge em todo C. Assim,

1 2 < | |2 2vx |OO| (1 4 [E)2 . y2 —2x/v
zZle - — | €
L'z)| — o v V2
< ’Z|262'yx | | <e2x/u+|z\2/lz2e—2x/1/> _ ‘2‘262’yx€\z|2ﬂ'2/6' (213)

v=1
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Em particular, se $(z) = 1 entao para todo £ € R",

[ML(E)] < (1+¢7)e eI/ 0x () xa (6 — (£1)) < Ce™.

Assim (2.10) é satisfeito com B(z) = Ce®’. Observamos que o limite que acabamos
de obter estd longe de ser o ideal. O verdadeiro crescimento, dado pela formula de
Stirling ¢ de |y|'/2e™!/2 quando |y| — oo, mas isso ndo faz diferen¢io no nosso caso

particular.
Agora seja p € S(R™). Assim, para R(z) > 0

JRECECIE Y / ot (€8 + B(E) £t (€)'

zF
Observe que o lado direito é bem definido para R(z) > —1. Além disso, em z = 0,

- /R / 5 L@ (€ 1+ h(E)) t7dbx (€)dE" (2.14)

usando zI'(z),—0 = 1, nds temos

Mo (§)p(€)dE = X2(0)e(&', h(§))xa (§)dE;

Rn Rn—1

fazendo x2(0) = 1, vemos que a continuacao analitica de M, em z = 0 é igual a

Mo(8) = x1(&)dE S0 (&n — h(E'))- (2.15)

Note que, M, é proporcional a medida de superficie sobre uma area S da superficie,

onde
S — {(él’ h(fl))yfl c Rnfl} )
Isto é exatamente o que desejamos, uma vez que precisamos limitar do * f.
Observe que (2.14) pode ser continuada analiticamente para ®(z) > —1.

Fazendo integracao por partes extendemos isto para R(z) > —2, e assim por diante.

Assim,

RAGEGIS <Z+1>...(?zl)+k_1>r<z> G

[ (a0 (€t+ () v
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é bem definida para todo R(z) > —k.

A seguir, provaremos (2.11) por meio de uma estimativa sobre H]\//TZ\ |oo-
Isto requer o seguinte calculo preliminar: Seja N um inteiro positivo tal que N >
R(z) +1 > 0. Afirmamos que

Cy(1+ 2"

TTRG) (1 + |r)~ %=1 (2.16)

/ e—ZWitthXQ(t)dt‘ <
0

Para provar (2.16), vamos dividir os casos em que t7 é grande ou pequeno. Seja
Y € C°(R) tal que ¥(t) = 1se |t| < 1 e ¢(t) = 0 se |t| > 2. Entao, como
0 < x2(t) <1 temos

[T rvnpatial < [T #9ura
0

0

C

2
< —WZ)—l/ t"Edt < ———— |77 2.17
S R~ (217)
Se |7] <1, entao (2.17) néo é maior do que
o C
"o (H)dt <
/0 it < g
Assim
(2.17) < Lu + |r])~RE1 (2.18)
~ R(z)+1

em todos os casos. Para tratar o caso em que t7 é grande, para o qual 7 também é

grande, exploramos cancelamento na fase. Mais precisamente,

[Temera- w<tf>>><2<t>dt\

< (o) [ ] - v

27| 7|

1 " OOZZ_ ez — RN — T
soN( )/Ou 1) (2= N+ DN (1 () xal)

27|7]|

+tRE ™) (7Y 7N xo (1) + 7 (1 — ¢(t7))|XgN) (t)|dt

1 \" o0
§CN< ) |Z<Z—1)"-(Z—N—|—1)|/ RN g4
1

27T|T’ /T
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1 N 1 N 1
40 (5ot ) IO s Oy (o) [ O ol
27| 7| 0

27| 7|
<COn(lz(z=1) - (z = N+ 1)+ 1) 7| " 4 Cn|r| V. (2.19)
Observe que as integrais indefinidas acima convergem porque R(z) — N < —1. Além
disso, o segundo termo em (2.19) ¢ < |7]7%*~! pela mesma condicdo (lembrando
nossa hipdtese sobre 7). Assim (2.16) segue de (2.18) e (2.19). Vamos agora calcular

]\//_TZ(a:) Seja k um inteiro positivo com R(z) > —k. Entao ]\/Zz(x) ¢ igual a

[ (6= )T (€ (6 — h(e) de'd,

e / il € (e
— Titntyz Hdt wi(x' &' +axnh(E)) Nde!
/e i [ e (€)de
1 = omiant (k) z4k—1
= mizntyo (£) " TR 1t
F(z)z(z—l)---(z—k‘+1)/0 (e ()
x/ 1 e’zm(xlflﬂnh(g)))(l(5’)(15/, (2.20)
R~
onde a expansao final é bem definida para $(z) > —k. Suponhamos R(z) = —(n —

1)/2 e que k € Z satisfaz 1 —k < R(z) < —k+2,1ie, (n+1)/2<k < (n+1)/2+1.
Aplicando (2.16) com z + k — 1 ao invés de z e com N = 2, segue que a primeira

integral da tltima linha de (2.20) ¢ limitada por

/oo (6—27rimntX2) (k) perh=1 gy
0

<O+ [2)°R(2) + k(1 + |2,)) RO HCL(1 + |))"

< Ch(1 4+ |2))%(1 + |z, )5, (2.21)

A segunda integral, no entanto, é controlada pela estimativa da fase estacionaria
(ver [20]),

)y (1)
Rn—

Observe que o crescimento em |z, | para R(z) = —(n—1)/2 é exatamente balanciado

< C(1 4 |z|)~(1/2, (2.22)

pelo decaimento em (2.22). conclui-se que, para R(z) = —(n — 1)/2 e com k com

em (2.21),
1
[(z)z(z=1)---(z—k+1)

Assim (2.11) decorre da estimativa de crescimente (2.13) ou da férmula de Stirling.

1Moo < Co

(1+ 21"
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2.2 Estimativas de Strichartz

As estimativas Strichartz sao uma familia de desigualdades para equagoes
diferenciais parciais dispersivas lineares. Estas desigualdades estabelecem o tama-
nho e decaimento de solucoes em espacos de Lebesgue com norma mista. Foram

observadas pela primeira vez por R. Strichartz [31].

2.2.1 Caracterizagao da EDP dispersiva pela transformada de Fourier

Vamos concentrar a nossa atenc¢ao aqui na EDP da forma (2.23), o leitor
que quiser saber mais sobre EDPs dispersivas pode consultar [19]. Consideremos a

seguinte EDP dispersiva:
iug + H(D)u =0, u(x,ty) = up, (2.23)

onde up € S(R™) e H(D) é um multiplicador no espago varidavel. Aplicando a

transformada de Fourier em (2.23) temos
0 ~ N N
25'&(5, t) + H(f)u(gv t) = 07 U(g, tO) = Uo,
t

onde u(&,t) é a transformada de Fourier de u(x,t) com respeito a varidvel espacial

sozinha. A soluc@o para esta equacao diferencial com relacao ao tempo, é dada por

(g, t) = O e),

aplicando a transformada de Fourier inversa, temos

(e, t) = / (it GH QG (¢ e, (2.24)

Esta férmula é, naturalmente, muito relevante, pois dd uma solucdo para (2.23).
Para os nossos propésitos, gostariamos de reinterpretar a integral no lado direito da

seguinte maneira. Considere a hipersuperficie

S={(71);6€R" e 7=H(¢)} c R

20



Entao

u(z,t) = / M@ (6)dE = F~ N top) (x, 1),
onde p é uma medida sobre S, definida pela féormula
| renuticin = [ Fe e
]Rn 1 n

que é vialida para qualquer funcao F continua e limitada. Em outras palavras,
a solucao é dada pela transformada inversa de Fourier de ugu que vive sobre S.
Por uma variedade de razoes, torna-se de fundamental importancia compreender as

propriedades de decaimento de tais transformadas de Fourier.

Exemplo 2.1. Fquagao de Schrodinger,

1 1
Ut + —ARTLU == O,
1 2m

vemos que H(£) = |¢|* (paraboldide). Como a medida induzida p sobre o paraboldide

satisfaz p(B(z, 7)) <™ e [A(€)| < (14 1£])7™2, entdo seque pelo Teorema 2.2 que
[ulz, )] L@y S |0l 2 = luollL2,
para todo p > 2(n +2)/n.
Exemplo 2.2. Dada a equacao da onda:
uy = Au,

que podemos dividir em

—iu; = £V —-Au

vemos que H(§) = £[¢| (cone). Como a medida induzida p sobre o cone satisfaz

pw(B(z,r)) S e [a(é)] < (14 [£])~("V/2, entdo seque pelo Teorema 2.2 que

[lu(z, )| @y S N0l 22 = Mol |2,
para todo p > 2(n+1)/n.
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Exemplo 2.3. Equacio Klein-Gordon:
Uy +u = Au,

que podemos dividir em
—iuy = V1 — Au
vemos que H(D) = £+/1+ |£|> (hiperboloide). Como a medida induzida j sobre

o hiperboloide satisfaz u(B(x,r)) < ™ e |u(€)] < (14 [£])™™2, entdo seque pelo

~Y

Teorema 2.2 que
[lulz, )] e@ny S ol 2 = [uollz2,

para todo p > 2(n + 2)/n.

2.2.2 Estimativa geral de Strichartz para a equacao de Schrodinger

A abordagem para derivar as estimativas em cada um dos exemplos
acima segue, de certa forma as idéias originais de Strichartz e sao uteis para mos-
trar a relagao existente entre estimativas de restricao e o controle das normas LP
mistas de equacoes dispersivas. Porém, uma classe muito mais ampla de estimati-
vas de Strichartz sao validas. Abaixo discutiremos apenas o caso de estimativas de

Strichartz para a equacao de Schrodinger nao homogénea.
Considere a seguinte equacao,

%8tu —f— %ARTLU = h,
(2.25)
u‘t:U = fa
onde f € S(R™).
Defini¢ao 2.1. Diremos que um par (p,q) € Strichartz admissivel se, e somente se,
2/p+n/qg=n/2 (2.26)

e se2<p<oo com (p,q)F# (2,00).
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Teorema 2.3. Seja h uma funcao Schwartz espago-tempo em n + 1 dimensoes e f

uma fung¢ao Schwartz espacial. Seja u(z,t) solu¢do de (2.25). Entdo

lullzprgqaessy < C (11 1z + 1Al py o ) (2:27)

onde (p,q) e (a,b) sao Strichartz admissivel com a > 2 e p > 2. Finalmente, estas
estimativas localizar no tempo: se no lado esquerdo u € restrita a algum intervalo

de tempo I > 0, em sequida, sobre o lado direito h pode ser restrito a I.
Algumas observacoes estao em ordem:

1. A estimativa (2.27) é invariante pela mudanca de escalas dada por

@) = f(z/N) e ur(z,t) = ulxz/\ t/)\?),

se e somente se (p,q) e (a,b) obedecem a relagao (2.26); logo, essa
condicao é necessdria para que as estimativas de Strichartz sejam ver-

dadeiras.

2. A restrigao p > 2 é técnica, e o endpoint das estimativas quando p = 2

e n > 3 foi provado por Keel e Tao [16].

3. Um dos motivos para apresentarmos a demonstracao da estimativa
de Strichartz é que, seguindo um argumento inteiramente analogo, é
possivel obter o endpoint do Teorema de Stein-Tomas sem precisar o

uso do teorema de interpolagao de Stein (ver [25]).

4. Impondo condigoes mais fortes sobre h e f, a solucao de (2.25) é dada

por meio de uma expressao explicita
t

u(t) = e AU f 4 / e T2 (6) (s, (2.28)
0

com o entendimento de que o operador e *A%/27 deve ser interpretado

como um Multiplicador de Fourier dado por

~

() (w) = [ Fgy,
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o qual é bem definido para f € S(R™).

Prova do teorema 2.3. Suponhamos que h = 0 e denotemos U(t)f o operador

definido como
U@)w) i= [ e Fee

Segue das propriedades da transformada de Fourier que U(t)f é equivalente a;

W) @) = Cut ™ [ = (),
logo
@O <l [ 1l
(U @) fl] @) < Colt] ™™ 2| £] 2 (rr)-

Pelo Teorema de Plancherel temos,
U @) fllr2@ny = | fllz2 @)
Segue por interpolagao que
U@ fllzony < Cult| TP DN 1] Ly ). (2.29)
Nosso objetivo agora é provar que, para qualquer (p,q) como no teorema,

WU fllzprg < CllSl ez,

onde (Uf)(x,t) = (U(t)f)(x), com um leve abuso de nota¢do. De maneira analoga
com a equivaléncia de dualidade da proposicao 1, cada uma das seguintes estimativas
implica as outras duas:
WU fllzzze < ClIfllzz,
U Flz < ClF[l o

WU o U*F|[prps < C?*||F|]

! !
p q -
L' Ly

Vamos provar a terceira propriedade. Note que

U'F = /OO U(—s)F(s)ds

o0
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assim, pela propriedade de grupo de U(t),
(U o UF)(t) = / Ut — 5)F(s)ds.

Por (2.29),

(U o U*F)(t)HLg < O/ It — s|(_"/2)(1/q/—1/Q)||F(S)||Lq/d8.
Entéao, pelo Teorema de integragao fracional (ver Apéndice A [5.5]), com a implicacao
1 1 n/1 1
1+—=—+—<———) < (2.26)
p P 2\d q

mostra que

11
0<2 (2 _2)c1e=p>2 (2.30)
2\q¢ ¢

U o U F)lzzrg < CIFl 05
que é a estimativa desejada para o caso h = 0. Agora suponhamos que f = 0, e

escreva a solugao de (2.25) como (escrevendo h = F))

u(t) = /0 U(t—s)F(s)ds = /00 Xjo<s<U (t — 5)F(s)ds.

o0

Temos agora duas estimativas sobre u em funcao do espago-tempo:

lullizis < CIFIy by

HUHLng < CHFHLng-

A primeira pode ser provada pelo argumento anterior; a segunda é obtida da seguinte

forma:
mwms/ Nococl|U(t = $)F ()| ads
< [ It 9F©lds
assim

HWwwS/QHWFﬂWEMqu@

[e.e]
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<C [ PO leads = 1Pl

Seja 6 € (0,1) e defina:

entao, pelo Teorema de interpolagao de Riesz (ver Apéndice A [5.1]) obtemos:
lullprs < ClE oy

para qualquer par admissivel (a,b) e (p,q) com a > 2 e p > 2, aqui a e b s@o

expoentes conjugados de a’ e b'.

Observacao 2.3. O leitor interessado nas estimativas de Strichartz para solucao

da equagao da onda pode consultar [31].
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3 OPERADORES INTEGRAIS
OSCILATORIOS E RESTRICAO

Neste capitulo, descreveremos o método para operadores integrais osci-

latorios do tipo

Ty f(x) = / NV (2, y) f)dy, f € CP(RY, N> 1,

baseado na fase estaciondria (ver Cap. 14 em [20] e [15]) para resolver teoremas de
restricao. Mostraremos como reescrever teoremas de restrigao utilizando operadores
integrais oscilatorios, e como obter o teorema de restricao apenas para dimensao 2,
e também o teorema de Carleson-Sjolin, que é o caso conhecido da Conjectura de

Bochner-Riesz.

3.1 Hausdorff-Young generalizado

. . . / .
Apresentaremos a seguir uma estimativa LP — LP para operadores in-

tegrais oscilatorios que é uma extensao da desigualdade Hausdorff-Young.

Teorema 3.1. Seja v € Cg°(R*™™), seja ¢ € C®(R*") com valores reais e definir

com N > 1
Ty f(x) = / NV () f)dy, | € CE(RT), (3.1)

Se det (0*°¢/020y) # 0 no supp ¥ e 1 <p<2,1/p+1/p' =1 entdo

| Tnflly < CNTY)\fll,, £ € CRM. (3.2)

Prova. Quando p =1 a desigualdade é trivial. Note que

T ()] = \ / emm,%(m,y)ﬂy)@' < [1rwla

de onde segue que

| Tn flloo < 11S112-
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Tendo em vista o teorema Riesz-Thorin (ver Apéndice A [5.1]), é suficiente provar-

mos o caso p = 2. Podemos escrever ||Ty f||3 da seguinte forma:

125f18 = [ [ onto. )50 Ty
onde
Un(y, z) = /eiN(d’(m’y”’(“’z))w(%, y)(z, z)dz. (3.3)
Quando y e z estao préximos e (z,y), (x, z) € supp ¥ temos que

5 (0o = 6(0,0) = (T (- 2) 4 Ofly - P

Assumindo que supp 1 é suficientemente pequeno, existe um ¢ > 0, tal que

0

- (0(2,y) = ¢(x, 2))

> — Z|.
% > cly — 2|

Aplicando k vezes integracao por partes em (3.3) junto com a desigualdade acima,

obtemos

Wn(y, 2)| < Cu 1+ Ny —2))7*, k=1,2..,

para y, z € R™. Aplicando isto com k£ = n + 1 segue que

/Idw(y, 2)|ldy S N™" para z € R",

/WN(?J, z)|dz < N°" para y € R™.
Definindo
T £(2) = [ onlv.2) (),

segue pela desigualdade de Schwarz e a proposigao 3 (ver Apéndice A),

HHH@Z/GMﬁ?SWMMMWWSN”WM%

como queriamos demonstrar. O
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Observacao 3.1. Que esta € uma extensao da desigualdade Hausdorff-Young € visto

tomando:

¢(r,y) = (z,y) e ¥ com ¥(0,0)=1.
Se f(y) € substituido por f(yv/'N) a desigualdade de Hausdorff-Young é o limite de
(3.2) quando N — 0.

3.2 A partir do operador Integral oscilatério para restricao

Veremos agora como o método para operadores integrais oscilatérios

pode ser aplicado a problemas de restricao. Estamos interessados nas desigualdades

1 llzos) S 1 llonen) para f € S(R"). (3.4)

Aqui S é uma superficie suave em R™ com curvatura Gaussiana nao nula. Assumi-
mos que S pode ser escrita como o grafico de uma funcao suave e compactamente

suportada o, isto é,
S={(&p);Ee R},

(3.4) se reduz a desigualdades como

R 1/q
( / |f<€,90(€))|q¢(§)qd€) < 1 fllooam (3.5)

onde ¢ e 1 sao fungoes C*°(R™1) com suporte compacto, com 1 > 0,p(0) =
0,Vp(0) =0 e hy(0) # 0 (Ver 14.4 [20]). A transformada de Fourier de f em S é
dada por

& 9(9) = /6_2”(5‘5“"(5)”’5")f(w)dl“, T = (21,0, Tpo1).
Seja n € C§°(R™) uma fungao nao-negativa, com 7(0) = 1 e defina
Tnf(§) = /eiw(z’é)‘lf(x@)f(ﬂ?)dx, ER,N >0, (3.6)

onde

®(z,§) = =2m(§ - 7+ @(§)wn),

29



U(z, &) = v(E)n(x).

Suponha que poderfamos provar a estimativa, com p’ = p/(p — 1),

1T fllzagen-1y S N7 fl] Loen). (3.7)

Aplicando isto a fy(x) = f(Nz), temos

(/ ‘ [ e f(vaya

SN fxlly = N7V f] = NTIE]

q

(e ) "

Fazendo a mudanga de varidavel y = Nz d&, uma vez que N®(x,§) = ®(Nx, &),

(/ ‘/ ey /N) f(y)dy

Quando N — oo, n(y/N) — 1, que dé a desigualdade (3.5).

q 1/q
w@ng) <11

A desigualdade (3.7) pode ser provada para fungdes muito mais gerais

do que ® acima, e tem aplicagoes para muitos problemas em particular a restrigao.

3.3 Resultado sharp no plano
Nesta secao provaremos uma desigualdade sharp LP — L? para os ope-
radores Ty no caso bidimensional. Isto implicara a conjectura de restricao no plano.

Teorema 3.2. Seja 1) € C°(R3), ¢ € C°(R?) com valores reais, e assuma que o
Jacobiano D(0¢/dy,0*$/0y?)/Dx nio tem zeros mo supp . (Aqui, as varidveis

em R? sao denotadas por (z,y); = (x1,22).) Se

Tuf() = [ 0@ ) Wy, [ CRR), ce R, (38)
seque que

1Znflly < CN"4(a/ (g =) flly se >4 e q=3p" (3.9)
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Prova. Para aplicarmos o Teorema 3.1 introduzimos

Pi(a) = (T (@) = [ [ X0 to, (o, )10 f(s)dsit.
No entanto, as hipdteses do Teorema 3.1 nao sao cumpridas, uma vez que

det(9%(p(x, t) + P(, 5))/0xd(t, s)) = Oty (1) Ol (1) :

o1 (2,8) - O, (7, 5)

se anula quando t = s. Para t perto de s, o determinante ¢ igual a

(s —t)D(¢1, ¢/)/D(w1, x2) + O((t — 5)*)

que ¢é limitado inferiormente por c¢|t — s| no suporte de ¥ (x,t)y(x, s), se tomarmos 1)
com suporte suficientemente pequeno. Como ¢(z,t)+¢(z, s) é uma funcao simétrica
de t e s, fazendo a mudanca de varidvel y = (¢ + s, ts) nés obtemos a funcao ®(x,y)
que é C*. Similarmente 2t (z,t)1(z,s) é a restricio em Q = {y: 4y, < yi} da
fungao b(z,y) € Cg°. Como D(y)/D(t,s) =t — s, segue que ¢ satisfaz as hipdteses
do Teorema 3.1, e que Fiy(x) pode ser reescrito como

1

F(a) = 5 | b )0 (5t = s .

Considerando 1 < r < 2, segue do Teorema 3.1 que

1/r
I Tx 1150 = || x|l < ON72T ( /’f fIE— sl Tdy)

) 1 1/r
_ON-r (5//|f(t)]T|f(s)|T|t—s|1‘Tdsdt) .

Para estimar o lado direito, usamos a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev

(ver Apéndice A [5.5])
//|g 9t — s 1dsdt < C5Y|gl[2 1<2/0=5+1<2.
Tomando 6 — 1 =1 —r, isto é, § = 2 — r obtemos
1/r
(//]f s)|"|t — s|1_rdsdt) <CE-=r)"Y"IfI, 1<2/6=3—r.
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Assim

T3l < ONTY2 = 1) 2 fllogya—ryy 1< <20

Aqui nés escrevemos 21’ = qe 2r/(3—r) =p. Como 1/p=3/2r—1/2e3/q=3/2r
nos obtemos ¢ = 3p’ e ¢ > 4 que s@o as Unicas restricoes em ¢ e em p. A estimativa

(3.9) agora segue imediatamente. O

Corolario 3.1. Seja I um intervalo aberto de R, ® € C*°(I) wma imersio de I

com uma curva com curvatura # 0, e ¢ € C3°(I). Defina
Tfx) = [N Wy, fECER), R (30
Entao
ITflly < Cla/(a—4D" 11l se feCPR), q>4, q=3p. (3.11)
Em particular,

_ . 43
6@ o ®)lly < Cl /(4= 30) ol se g€ CFE), 1<q < 3.7+

Prova. Desde que &' e " sao linearmente independentes a funcao

o(x,y) = (z,P(y))

satisfaz a hipGtese do Teorema 3.2 em R? x I. Escolha b € C5°(R?) com b(0) =1 e

aplicando o Teorema 3.2 em b(x)T f(Nz) segue que

1/q
( \b(az)Tf(Ndox) < ON=(g/(q — )Y II£1l,

o N2/ < / |b(ac)Tf(Nx)|qu) " ( / \b(m/N)Tf(x)de) "

Quando N — oo, a estimativa (3.11) segue. Se g é a transformada de Fourier de

g € C°(R?), e definindo
Tf(a) = [ B SDg) f)dy, ] € CFR), 2 e R
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vale a estimativa (3.11). Temos por dualidade que

175~ sw [T = sw [ ( / e—ﬂﬂm@”w(y)f(y)dy) g(2)ds

llgllgr=1 llgllgr=1

— up / G0 ()@ o (y))dy,

llgllgr=1

assim

IT1ll, < Cla/(qg =4V HIfIl, == Cla/(a — )" = ||f|T21||Tqu

= sup( sup /w(y)f(y)@ocﬁ(y))dy> = Sup |W(§O®)Hp’

£l \Igllgr=1 llgllgr=1

= (G @)ly < Cla/(a—4)""Ially

como 1/qg+1/¢ =1, 1/p+1/p' =1e q=3p, obtemos

. o 43
6@ > @)y < Cla'/(4=34) P glly se g€ CFE), 1< <35+

3.4 O teorema de Carleson-Sjolin

Seja a > 0, definimos o multiplicador de Bochner-Riesz para & € R2,
por m(§) = (1 —[£]?)2, €] <1em(§) =0, |£]> 1. Definindo o operador T por

Tf:=F Y(mf)=F "(m)= .
Dizemos que m é um multiplicador de Fourier em LP(R?), se
ITfllp < ClIfllp, | € LP(R?) N L (R?).

Nesta secao vamos estudar um problema generalizado, e determinar todos os valores

de p, para o qual T' é um operador limitado em LP(R?), com

m(§) = (§) (&2 — ¢(&1))G
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onde ¢ € C®(I), v € C(I xR), ¢ # 0 em I, com [ um intervalo de R (aqui
usamos a notacao ry = max(r,0);r € R)). As estimativas para os operadores T’

serao uma consequéncia do nosso estudo de operadores integrais oscilatorios
Tuf(e) = [ Nl fly)dy, | e CFE)
O que segue é uma simples combinacao dos Teoremas 3.1 e 3.2:

Teorema 3.3. Seja ¢ € C°(R?Y), ¢ € C®(R?) e assuma que no supp 1 temos
02¢/0ydx # 0 e

t € R?, 0/0y(t,06/0x) = 0*/0y*(t,0¢0/0x) = 0=t = 0. (3.13)
(Aqui as varidveis em R* sao denotadas por (z,y);x,y € R%) Se

Tuf(w) = [ ¥ u(a, ) f)dy, f € CR(RY), = R,
a desigualdade (3.9) € satisfeita, isto €,

1T flly < CN"29(q/ (g = 4)HIfll, se g>4 e q=3p.
Prova. A estimativa (3.13) é mais fraca do que assumido no Teorema 3.1 se o
suporte de 1) estd perto de um ponto onde det(9*¢/dydz) # 0. Vamos, por-
tanto, supor que o suporte de 9 esta perto de um ponto a dizer x = y = 0 onde

det(9%¢/0y0dx) = 0. Apds uma mudanca linear de varidveis, podemos assumir que

em (0,0)
O¢)0y;0my =0, j=1,2; 9¢/0y10xs #0, 0°¢/0y;0x; # 0.

Segue que a fungao (x,y1) — ¢(x,y1,y9) satisfaz as hipdteses do Teorema 3.2 em

uma vizinhanca de 0. Escrevendo

Fuf () = / N (i, ) f (y)din,

temos Ty f(z) = [ Fnf(z,y2)dys e o Teorema 3.2 d&

sl < o8 tqrta -4 [ [ 15 0ran)
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Podemos supor que o suporte de f estd em um conjunto compacto fixo, dessa forma
a integral dupla, pode ser estimada por ||f||, em vista da desigualdade de Holder.

A prova esta completa. O

Exemplo 3.1. Seja ¢(z,y) = ®(x—y) onde ® € C*(R?\{0}) € positiva homogénea
de grau 1, e seja b € C°(R* x R?) desaparece perto da diagonal. Entdo as hipdteses
do Teorema 3.3 sao satisfeitas se ®"(z) # 0 quando z # 0. De fato, a equagdio
O"(2)t = 0 € satisfeita por t = z pois ' € homogénea de grau 0, e " (2)z =
—d"(2) #0.

O exemplo anterior leva ao seguinte Teorema de Carleson-Sj6lin [6].

Teorema 3.4. Seja ® € C*(R? \ {0}) com wvalores reais, positiva homogénea de

grau 1, e assuma que ®"(x) # 0 para todo x # 0. Se

Kf(z) = / (e — ) fy)dy, € OF(RY), (3.14)

onde v € C®(R?) e (tz) = t~2(2) quando 2] > 1 et > 1, seque-se que K ¢

continua de LP para LP se

A >max(3/2,2|1/p—1/2] +1). (3.15)

Prova. Passando ao adjunto, podemos reduzir a prova para o caso p > 2. Escolha

X € C5°(R*) de modo que = # y se (x,y) € supp X, e defina para t > 1

Sif(z) = / T () f()dy, f € OF (R?),

Entao temos

15eflls < Co()]1 £l (3.16)

onde

Cy(t) = Ct’Q/p(p/(p — 4))1/4,]9 >4, Cy(t) = Ct’l/2(4logt + 1)1/2’1/1’, 2<p<4
(3.17)
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Podemos assumir que supp f pertence a um conjunto compacto fixo, como visto no
exemplo 3.1; o Teorema 3.3 é satisfeito se ®”(z) # 0 quando = # 0. Para p > 4

aplicando o Teorema 3.3 segue que

1S:f1lp < Ct22(p/ (0 — )" |If 1],

como p = 3r" e p > 4 nés obtemos p > r. Como ||f], < ||f]],, segue que

1Sef1lp < Ct>2(p/(p — )/ || f 1],

Quando p = 2, o resultado segue do Teorema 3.1, aplicado de forma adequada (como
na prova do Teorema 3.3). Interpolando entre p = 2 e p = 4 + 1/logt, obtemos a
estimativa para p = 4; outra aplicacao do teorema de M. Riesz para 2 < p < 4 nos

dé o resultado geral.
Se U é uma fungao tal que x(z,y) # 0 implica ¥U(y) = 1, entao

150211 < GO (. = 2)fllp, feCE, 2 € R, (3.18)

onde
S.2f(@) = [N — 2y~ 2) o)y
Note que
/X(x—z,y—z)dz:F(x—y)

onde F' € C§° desaparece perto de 0 e ¢ > 0 se x é. Por uma escolha adequada

de x podemos obter qualquer F. Como S; . f(x) sé pode ser diferente de zero para

|z — z| < C, temos pela desigualdade de Holder

] [ss@a| <e [1s.cswpas

Integrando com respeito a = da por (3.18)
1Refll < CC,OIfllp, | € Coo(R?), (3.19)

onde ndés escrevemos

Ry f(x) = / Sp-f(@)dz = / " PEIE (x — y) fy)dy.
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Apés a mudanga de variavel (x — y) por (x —y)/t, (3.19) tem a forma

< CEC, O flps f € O

p

H [ R = n)is)

t*l*)\

Multiplicando por e integrando de 1 a oo com respeito a t, obtemos [ t'7*C,(t)dt <

copoisl —A—2/p<—lel—A—1/2 < —1 por (3.15).(Lembrando que p > 2.) Se

Y(z) = /1 h F(x/t)t™ 1t (3.20)

pela desigualdade de Minkowski segue que

K], < / 1o
1

Portando K é continua em LP. O

/ I F(— ) /1) f ()

dt < C'[fllp, f € O
p

Vamos agora considerar alguns multiplicadores sobre LP. Para os fatos
relevantes sobre multiplicadores nos referimos Hormander [14]. Iremos denotar por

M, o espago dos multiplicadores em L”.

Teorema 3.5. Seja I um intervalo de R, ¢ € C*°(I) com valores reais e assuma

que ¢" #0 em I. Sep € C°(I x R) seque que

ma(§) = Y(€)(&2 — o(&1))S

estda em M, se

a > max(0,2|1/p—1/2| — 1/2).) (3.21)

Aqui nds usamos a notagdo ry = max(r,0); r € R.

Prova. Como M, C C§°, podemos assumir que

¥(&) = V1(&)va(&e — 0(&1)), ¥; € Cg”.

me é, em seguida a transformada de fourier de A(x9)I(x1,x2) onde ;1(52) = Uy(&2)E8 4

e

](l’l,fz) _ / 2mi(§1z1+o(E1) w2 ¢(£1>d§1
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E uma consequéncia bem conhecida do método da fase estacionaria (ver [20]) que a
fungao I(z) é rapidamente descrescente exceto em diregoes tais que x1+¢'(&1)xe = 0
para algum & € supp ¥; que define & como uma fungao homogénea de x de grau
0. Se ®(z1,x2) = 2w (&1 + P(&1)x2) para este valor de & podemos estender ¢ para

uma funcao homogeénea de grau 1 satisfazendo as hipéteses do Teorema 3.4 e
A(ZL’Q)I(Il, .%2)671'(1)(1),

tém uma expansao assintética em C'*° de termos homogéneos de grau —a—3/2, —a—
5/2, ... Assim o teorema segue do Teorema 3.4 e o fato que a convolugao de qualquer

funcao integravel é limitada em LP. n

A seguir uma melhoria que se deve a Sjolin que deu uma prova diferente:

Teorema 3.6. O Teorema 3.5 permanece vdlido se ¢ tem zeros em I, desde que

sejam de ordem finita.

Prova. Ver Hérmander [15]. O
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4 RESULTADOS RECENTES SOBRE A
CONJECTURA DE RESTRICAO

Tabela 4.1:
Dimensao | Expoentes p e ¢
5 ¢ =2,p >38 Stein, 1967

n =
q>p/3);p >4 Zygmund, 1974 [43](melhor possivel)
q¢=2p>6 Stein 1967
qg > (p/2),p >4 Tomas 1975 [38]
¢ >/2),p>4 Stein 1975; Sjolin ~ 1975
q.p>4— = Bourgain 1991 [3]
¢\0'>4— 4 Wolff 1995 [40]

=3 ¢ >T7/3;p >4— % Moyua, Vargas, Vega 1996 [23]
q>@)2)0>4— 5 Tao, Vargas, Vega 1998 [37]
q >170/77;p) > 4 — % Tao, Vargas, Vega 1998 [37]
¢ >2p>4-3 Tao, Vergas 2000 [36]
q >26/11;p' >4 — % Tao, Vergas 2000 [36]
¢ > /20 >4-3 Tao 2003 [34]
q = p'/2);p >3 (conjectura)
¢ > ((n—1)p/(n+1));p > 2L | Tomas 1975 [38]

s 20nt) :

¢ = ((n—=1)p'/(n+1))sp' = =57 | Stein 1975
q,p' > 2(::1) — €n Bourgain 1991 [3]

n>3 q,p > Ll Wolff 1995 [40]
q > iﬁi@ﬁii‘;p’ > % Moyua, Vargas, Vega 1996 [23]
¢ > ((n—1)p/(n+1));p > 222 | Tao 2003 [34]
¢>((n=1)p/(n+1));p > % (conjectura)
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Tabela 4.1. Resultados conhecidos sobre o problema de restricao R, (5)

(ou R} _, ,(S)) para a esfera e para subconjuntos compactos do paraboléide. (Para

q/*)p/
(n—1)p' )’

todo o paraboldide, restringir os expoentes acima a ¢’ = ( P

Tabela 4.2:
Dimensao | Expoentes p e ¢
L3 q>/3),p>6 Strichartz 1977 [31]
qg>p/3);p >4 Barcelo, 1985 [32] (melhor possivel)
. q¢>p/2),p >4 Strichartz 1977 [31]
qg>@/2);p >3 Wolft, 2000 [41] (melhor possivel)
qd>((n=2)p/n),p > % Strichartz 1977 [31]
n>4 ¢ > ((n—2)p'/n);p > 222 [ Wolf, 2000 [41]
¢ > ((n=2)p'/n);p" > 2(7?:21) (conjectura)

Tabela 4.2. Resultados conhecidos sobre o problema de restricao R,,—,,(.5)

(Ou Ry (S)) para subconjuntos compactos do cone. (Para todo o cone, restringir
(n—2)p’>/

os expoentes acima a ¢’ = ( -

Todos os resultados parciais em dimensao n = 3 para o paraboloide/esfera

Tabela 4.3:
p>4/3=133.. Tomas, 1975 [38] Measure decay
p=4/3=1.33... Stein-Sjolin, 1975 Meausre decay
p = 58/43 = 1.3488... | Bourgain, 1991 || Kakeya
p=42/31 = 1.3548... | Wolff, 1995 [40] Kakeya
p =42/31 =1.3548... | Moyua-Vargas-Vega, 1996 [23] | X, norma
p=34/25=1.36 Tao-Vargas-Vega, 1998 [37] Bilinear
p=26/19 = 1.3684... | Tao-Vargas, 2000 [36] Bilinear
p=10/7 = 1.42857... | Tao, 2003 [34] Sharp bilinear
p = 33/23 = 1.43478... | Bourgain-Guth, 2011 [5] Multilinear 4+ Kakeya
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Nos ultimos anos, certos andlogos bilineares do problema de restri¢ao
vieram a luz de forma natural a partir de um nimero de fontes (ver por exemplo
[4], [17], [24], [37], [41], [33], [34], [39], [18], [7] relativa & boa colocacao das teorias
de equagoes nao lineares dispersivas e aplicacoes para uma variedade de problemas
centrais da andlise harmonica e geométrica.) Mais especificamente, sejam ¥; e 3
duas parametrizagoes suaves das subvariedades Sy e Sy (n — 1)-dimensional de R™,

respectivamente. Com ¥; nds associamos o operador de extensao &;, dado por

£9(€) = / o) =D (4.1)

pode-se perguntar para quais valores dos expoentes p e ¢ o operador bilinear (g1, go) —
E1G1E292 pode ser limitado a partir de LP x LP para L9/?. O ponto essencial aqui é que
se as subvariedades parametrizadas por ¥ e Y5 sao assumidas como sendo transver-
sais, entdo pode-se esperar que a gama de tais expoentes possa ampliar; ver [37]. No
entanto, uma das caracteristicas mais intrigantes de tais problemas bilineares é que,
em trés dimensoes e acima, eles parecem confundir um pouco o papel desempenhado
pela curvatura das subvariedades associadas. Por exemplo, sabe-se que as teorias de
restricao bilineares para o cone e o paraboldide sao quase idénticos, enquanto que
as teorias lineares para estas superficies nao sao (ver [35])!. Além disso, heuristicas
simples sugerem que a teoria de restricao 6tima ”k-linear” exige pelo menos n — k
curvaturas principais diferentes de zero, mas que outras suposicoes de curvatura nao

tém mais efeito.

Para cada 1 < j < n, seja ; : U; — R" um mapeamento suave e &;
o operador de extensao associado. De maneira analoga da condi¢ao de transversa-
lidade bilinear serd essencialmente a exigir que as normais para as subvariedades
parametrizadas por E}s geram todos os pontos do espago de parametro. Para ex-

pressar isso de maneira apropriadamente uniforme, seja A,v > 0 dados, e para

'Em [34] adaptanto um argumento do Wolff para subconjuntos delimitadas do cone, Tao obtem

R, 5 ,,(S1,S2) para qualquer p > Z—f{ﬂ com S; e Sy sendo quaisquer subconjuntos compactos
do paraboléide S = {(T, ) eRxR": 7= —%|§|2}. Em particular, isso responde a conjectura

Machedon-Klainerman [17] afirmativamente, até “endpoints”, para o paraboldide.
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1 <j<nsejaY;a(n—1)-forma

para todo x € Uj;; por dualidade, podemos ver Y; como um campo vetorial em Uj.
Nao imporemos condigdes de curvatura (em particular, permitimos que os campos

vetoriais Y; sejam constantes), mas vamos impor a condigdo de “transversalidade”
det(Yy(zM), ..., Vu (™)) > v, (4.2)
para todo (Y € Uy, ..., 2™ € U, juntamente com a condicdo de suavidade

155]lc2w;) < A para todo 1< j<n. (4.3)

Ao testar os exemplos padrao que geram a conjectura de restrigao linear original
(fungoes caracteristicas de pequenas bolas em R™™! ver [28]), somos levados a se-

guinte conjectura.

Conjectura 1. (Restrigao multilinear) Suponhamos que as comndigoes (4.2) e (4.3)
sao satisfeitas, e seja ¢ > 2n/(n—1) ep’ < q(n—1)/n. Entao, existe uma constante

C, dependendo apenas de A,v,n, e Uy,...,U,, para qual

[1¢9
j=1

para todo gy € LP(Uy), ..., g, € LP(U,).

< OH 1951l zr(v;) (4.4)

Lq/n(Rn) 7=1

Observacao 4.1. Um fato bem conhecido é que a conjectura de restri¢ao linear im-
plica a assim chamada conjectura de Kakeya (linear). Esta conjectura assume vdrias
formas. Uma, particularmente simples, € a afirmag¢ao de que qualquer conjunto com-
pacto em R™ que contém um segmento de reta unitdrio em todas as diregoes, deve
ter dimensdao de Hausdorff total. Aqui vamos considerar uma versao mais quanti-
tativa da conjectura, que € mais forte do que a que acabamos de descrever. Para

0 <0 < 1, definimos um 6-tubo como qualquer caiza retangular T em R™ comn—1
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lados de comprimento § e um lado de comprimento 1 (note que tais cubos tem vo-
lume |T| ~ 6"7'). Seja T uma cole¢io arbitrdria de tais 6-tubos Cujas orientagoes
formam um conjunto de pontos §-separados em S™~t. Usamos # T para denotar a

cardinalidade de T, e xr para denotar a func¢ao caracteristica de T

Conjectura 2. (Kakeya linear) Seja T e 6 com acima. Para cadan/(n—1) < ¢ <

oo existe uma constante C, independente de § e da colecao T, tal que

ZXT

TeT

< O§m=V/a(g )1 -Haln=1), (4.5)

La(Rm)

A prova de que a Conjectura de restrigao linear implica a Conjectura
(2), segue um argumento padrao envolvendo fung¢oes de Rademacher (que remonta a
[11] e [1]). Por uma simples adaptagdo das técnicas na situagao linear, a conjectura
de restricao multilinear implica uma conjectura multilinear correspondente do tipo-
Kakeya. Suponhamos que Ty, ..., T, sao familias de J-tubos em R"™. Permitimos
agora que os tubos dentro de uma tnica familia T; sejam paralelos. No entanto,
assumimos que para cada 1 < j < n, os tubos em T; tém lados longos apontando
em direcoes que pertencem a alguma vizinhanca fixa, suficientemente pequena do j-
ésimo vetor de base padrao e; em S" . Serd conveniente referir-se a uma tal familia
de tubos como sendo transversal. (Os vetores ey, ..., e, podem ser substituidos por

qualquer conjunto de vetores fixos e linearmente independentes em R™).

Conjectura 3. (Kakeya multilinear) Seja T, ..., T, e § como acima. Para cada
n/(n—1) < q < oo existe uma constante C, independente de § e das familias de

tubos T, ..., T, e 4§, tal que

n n

Il > x H (0™ 94 T}). (4.6)

Observacao 4.2. Restricao multilinear <= Kakeya multilinear, para mais detalhes

consultar [2].
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Os melhores resultados sobre a restri¢cao obtidos recentemente por Bourgain-

Guth(2011) e Guth(2014) seguem de aplica¢oes do método multilinear.
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5 APENDICE A

5.1 Teoremas de Interpolacao

Vamos rever os teoremas de interpolacao que serao usadas aqui. Come-

cemos por relembrar um fato basico sobre interpolagao nos espagos L.

Proposigao 2. Sejam 1 < p < g < oo. Se f € LP(R")NLI(R"™), entao f € L"(R"),
para todo r satisfazendo p < r < q. De fato, se escrevemos
11—t ¢
- =

p q

Y

com (0 <t <1, temos

AL < WAl A -

Prova. Utilizando a desigualdade de Holder, temos

= ([ eras)” = (f e seras)
< ([era) ([ e < ua

]

Provaremos a seguir uma versao geral de interpolacao para operadores,
resultado conhecido como o Teorema da Interpolacao de Riesz-Thorin. A sua prova

fard uso de técnicas de analise complexa, como veremos no lema a seguir.

Lema 5.1. (Lema das trés linhas de Hadamard). Seja ® uma funcgao limitada
e continua na faiza 0 < R(z) < 1, que € holomorfa no interior desta faiza. Se

|D(2)] < My para R(z) =0, e |D(2)| < M; para R(z) = 1, entao
B (2)] < My~* My
para R(z) =t, com 0 <t < 1.
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Prova. Para ¢ > 0 considere a fungao

Obseve que . satisfaz as hipdteses do lema com My = M; = 1, e que |[®| — 0
quando (z) — +oo. Portanto, |®.(z)] < 1 no bordo do retangulo delimitado por
0<R(z) <le—-A<J(2) <A (para A grande). Pelo Principio do médulo maximo
(Ver Cap. 3 de [26]) teremos |P.(z)| < 1 na faixa 0 < R(z) < 1. Fazendo ¢ — 0

obtmos

|(2)| My~ M{ = lim | (2)| < 1,
€E—r
para R(z) = ¢, e isso conclui a prova. ]

Teorema 5.1. (Interpolacao de Riesz—Thorin): Seja T um operador linear

de LPo N LPY para L N LY satisfazendo
ITflly, < M;lIfll,, . 7=01 (5.1)
com 1 < pj,q; < oo. Entao para todo 0 <t <1,
ITfll,, < (Mo)' = (M1)"[|fIl,,, para todo f € L™, (5.2)

onde

1 (1-t ¢t 1 (1—-t) ¢
—_— =t — & — = —= 4 —.
ygs Do P qt qo q1

Prova. O caso pg = p; é dado pela proposicao 2. Suponha agora que py # pi,
portanto que 1 < p; < co. Provaremos que a desigualdade (5.2) é vélida para f no
espago X das fungdes simples com integral finita (i.e. combinagoes lineares finitas de
fungoes caracteristicas de conjuntos mensuraveis de medida finita). Lembre-se que

Y. é denso em L, para 1 < p < co. Por dualidade temos

qumt:sup{L/ﬂv«wgcwdx

Cgen oy =1

Podemos naturalmente assumir que f # 0 e renormalizar de modo a ter | f[|,, = 1.

Escrevendo

F=Y cixe e g=> dixr,
1 1
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onde os conjuntos £; sao disjuntos, os conjunto Fj sao disjuntos, e os coeficientes

¢;’s e di’s sao dados em sua forma polar
i0; iy
= |c;| €% e dj, = |dy| "

Defina

1—=2 z 1—1=2 z
+— e B(z) = +—,
Po P1 qo q1

de modo que a(t) = p;* e B(t) = ¢, para 0 < t < 1. Fixe t € (0, 1); como p; < o0,

alz) =

temos que a(t) > 0. Definindo f, por

m

Fo= )l W ety
1
€ g, como

Z ] PO iy

se f(t) < l,egz=gsep(t) = 1, para todo z. De agora em diante assumimos 3(t) <
1, visto que o caso (t) = 1 é dado por uma simples modificagdo do argumento.

Definindo
O(2) = /n Tf.(x)g,(z)dz,

temos que
a (1-B(= 1-3
E Ajk|cj| z)/ (t)|d | (2))/( (t))7

onde

Aj = ei(ef”p’“)/ Txg, (x)xr, (x)dz.
Portanto, ® é uma funcao inteira e limitada na faixa 0 < R(z) < 1. Como
J(Tf)(x)g(x)dx = D(t), pelo lema das trés linhas de Hadamard, ¢ suficiente mostrar
que |®(z)| < My quando R(z) = 0, e que |®(z)| < M; quando R(z) = 1. Observe

agora que
1 1 1 1 1 1
a(is):—+2’s<———) el—ﬁ(is)z(l——)—is(———),
Do P Do do a 9o
para s € R e portanto

R(a(is)/a R[( s !
|fzs| _ |f’ (a(is)/a( |f‘pt/po |ng| _ |g| [(1-B(is))/(1=B(t))] _ |qt/<10‘

=g
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Pela desigualdade de Holder temos

. ¢ i/
[D(is)| < Hsz'qug) ng’qu6 < Mo || fisl ng’qug) = My | f| zt/po HSJHZZ = M.
De maneira andloga, mostramos que |®(1+is)| < M, e isso verifica (5.2) para

fex.

O caso geral f € LP'(R™) segue por um argumento de densidade. Dada
f € LP* podemos escolher uma sequéncia {f,} em X tal que |f,| < |f] e f. —
f pontualmente. Considere agora o conjunto E = {z :|f(z)| > 1} e defina g =
fxe; gn = fuxe; h = f —g; hy = fn — go. Suponha sem perda de generalidade
que py < p1, de modo que g € LP° e h € LP'. Por convergéncia dominada, temos
1= fll,, = 0, llgn—gll,, — O e by — hll,, — 0. Dai |Tg, —Tgl, — 0
|Th, — Thl|,,, e passando a uma subsequeéncia, podemos assumir T'g,, — T'g q.t.p e

Th, — Th q.t.p. Dai teremos T'f,, = T'f q.t.p e pelo lema de Fatou
ITfll,, <liminf||Tfl, < lminf My~ M|l full,, = My~ Mil|f]l,, .

o que conclui a demonstracao. O]

Apresentamos agora duas aplicagoes cldssicas deste resultado.

Teorema 5.2. (Desigualdade de Young para convolugées): Sejam 1 <

p.q,r < oo, f€LP(R") ege LYR"™). Entao fxg e L"(R") e vale
1= gll, < [Lf11, gl
com1+1/r=1/p+1/q.

Lembre-se que a transformada de Fourier esta definida para uma funcao

feLP(R"), 1 <p<2. E satisfaz

|7l < st e || 7], = nen.e

A partir destes dois pontos, utilizando a interpolacao de Riesz-Thorin, temos o

seguinte resultado.
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Teorema 5.3. (Desigualdade de Hausdorff-Young): Sejal <p <2e f €

LP(R™). Entao
|7

pEI

onde 1/p+1/p' = 1.

Suponha que para cada z na faixa S = {z € C;0 < R(z) < 1} tenha-
mos um operador linear 7),, definido no espaco das fungoes simples de R™ tomando
valores nas fung¢oes mensuréaveis de R", de modo que (7, f) g é integravel em R™ para
quaisquer f e g simples. Diremos que a familia {7} é admissivel se, para cada f e
g simples, o mapa

ze | (T2f) g
Rn

¢ analitico no interior de S, continuo no bordo de S, e tal que existe uma constante

/n (Tzf)g‘

limitado superiormente para z = x + iy na faixa S.

a < 7 que torna

e~alyl log

Teorema 5.4. (Interpolagdo complexa de Stein). Seja {T.},z € S, uma

familia admissivel de operadores lineares satisfazendo

1Ty fllae < Mo fllpo € [ Taviy Sl < Mi()I[f]lp,

para qualquer funcao simples f, onde 1 < p;,q; < oo, para j = 0,1. Assuma que
M;(y), satisfazem
sup e Wlog M;(y) < oo, (§=0,1)
—oo<y<oo

para algum b < w. Entdao, se 0 <t < 1, existe uma constante M; tal que

I Tef g < Mel[ flp.

para qualquer funcao simples f, onde

1 1—1¢ t 1 1—1¢ t
= +— e —=
ygs Po P1 qt 4o q1
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A prova é similar & demonstracao do Teorema da interpolacao de Riesz-

Thorin, uma vez que estabelecemos a seguinte generalizagao do Lema das trés linhas.

Lema 5.2. Suponha que F' é uma funcdao continua em S que é analitica no interior

de S e satisfaz

sup e~ Wog |F(x + iy)| <, (5.3)

0<z<1;—oco<y<o0

para algum a < 7. Entao

1
log |F(z)| < §sin7mc/

—0o0

o log | F(4 log |F(1+4
gl PG|, loglPU+in) |y
coshmy —cosmx  coshmy + cosmx

para 0 < x < 1.

Prova do teorema 5.4. Sejam f e g funcoes simples tais que || f][,, =

llgllq = 1. Assim, como na prova do Teorema de Riesz-Thorin, escreva

F=Y cxe e g=> dixr,.
1 1

onde os conjuntos £ sao disjuntos, os conjuntos Fj, sao disjuntos, e os coeficientes

¢;'s e di’s sao dados em sua forma polar
||t _ Wy,
c; = |c;le™ e dy = |dgle™™.

Defina

11—z z 11—z z
a(z) = +— e f(z)= +—,
Po P1 qo q1

de modo que a(t) = p;t e B(t) = ¢ ', para 0 < t < 1. Fixe t € (0,1), e assuma
pr < 0o (e, portanto «(t) > 0). Definindo f, por

m
fo= 3 e e
1

e g, como
n

g: = 3 [ =B QB0 ity
1
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Se (t) < 1, e se B(t) = 1 definimos g, = g para todo z. Assuma (t) < 1 (o caso

B(t) =1 é dado por uma modificagdo do argumento). Definindo

F(z) = / T.f.9-,

temos que
F(z) = ZAjk‘cﬂa(Z)/a(t)’dk‘(lfﬁ(z»/(lfﬁ(t)),
j.k
onde

Segue da hipétese que {7} é uma familia admissivel que F satisfaz as hip6teses do

Lema (5.2). Note ainda que

| figP0 = [P = | froay " € giy] = |g]% = |g14iy| ™

e portanto, pela desigualdade de Hélder, temos |F'(iy)| < My(y) e |F(1 + iy)| <
M (y). Entao, pelo Lema (5.2), temos

[ ziss| =10

< exp <% sin wt/ { log Mo(y) + log My(y) } dy) = M,.

o lcoshmy —cosnt = coshmy + cosmt

/n thg‘

Como

||th||qt = Sup

=1
lgll,g

o teorema fica provado.

Proposicao 3. Seja (X,pu) e (Y,v) espagos de medidas e K : X xY — C uma
fungio mensurdvel em pxv tal que [ K (x,y)[*du(z) < oo para todo y € Y. Suponha

que

/ K (z,y)ldu(z) < A para yeY

/|K(x,y)|dl/(y) < B para z € X.
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Defina
Trf(y /K z,y) f(x)du(z) para y €Y, f€ L*(u).

Entao
Tk fllz20) < VAB||fllr2gy para f e L?(p). (5.5)

Prova. A desigualdade (5.5) segue se provarmos que

| [ 1K@ gte)swdnte)av) < VAB

sempre que ||g||r2() = 1 e || f||z2,) = 1. Para verificarmos isso, usamos a desigual-

[ [ 1K@ g s wldnaw)
(//‘K Ry //‘K z.9)lg(@) P dpa(r)du(y >>1/2

dade de Schwartz:

(//‘K z, )| dp(x)| f (y)Pdv(y //\K v 0)ldo() () Pdp(z ))1/2
<VAB.
Como queriamos. )

5.2 Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev

Nesta secao vamos demonstrar o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev

para integral fracional, a qual precisaremos do seguinte lema.

Lema 5.3. (Caldéron Zygmund): Serja f € L'(R") e a > 0. Entdo podemos

decompor f:
1

onde

lglly + <311l (5.7)

>
1 1

52




lg(z)| < 2"« quase todo ponto, (5.8)

e para certos cubos Q) com interioes disjuntos

be(x) =0 se ¢ Qr e /bkdas =0, (5.9)

SRk < oM IfL - (5.10)
1

Prova. Comecamos dividindo R"™ em uma malha diadica de cubos de volume >

a || f]l,- Assim, se Q representa um dos cubos dessa malha

|Q|1/Q|f|da: <o (5.11)

Dividindo diadicamente cada cubo em 2" partes, seja (011, @12, ... 0s cubos resultan-

tes para qual (5.11) nao vale, i.e.,

|Q1k|l/Q |fldz > a. (5.12)

Note que
a|Qu] < / | fldz < 2" Q] (5.13)
Quk

isto segue de (5.11) e do fato que, Q1 é obtido subdividindo @, entao 2" |Q1x| = |Q|-
Defina

ola) = Qul ™ [

Q1

[fldz, € |Qul,
k

(5.14)

bi = f(x) —g(x), v€Qup e by, =0, v ¢ Q.

Em seguida, nés consideramos todos os cubos que nao estdo entre os {Qqx}. Por
construcao, cada um satisfaz (5.11). Nés dividimos cada um como antes em 2"
subcubos e seja @21, Qa2, ... 0s cubos resultantes para qual vale (5.12). Estendemos
a definigdo (5.14) para estes cubos. Continuando este procedimento obtemos cubos

Q)i com interiores disjuntos e fungoes bj; que podemos organizar em uma sequéncia.
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Se a defini¢do de g é estendida através de g(z) = f(z) para x € Q = |JQx entdo

/krgrdxs/kmdm

segue da desigualdade triangular que

/ (gl + be]) do < 3 / /] da,
Qk Qk

o que implica (5.7). Também (5.8) vale quando = € €; enquanto se x ¢ ) existem

temos (5.6). Além disso, como

cubos arbitrariamente pequenos que contém x sobre o qual o valor medio de |f|
é < a. Assim |g| < q.t.p em Q° e (5.8) vale. A propriedade (5.9) segue-se da

construgao, e finalmente (5.10) segue do fato que os cubos @, satisfazem (5.13). O
Teorema 5.5. (Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev): Seja r > 1

1 (1 1)
=14+ (==Z=
r p q

para algum 1 < p < g < oo. Entao existe uma constante C,, tal que, para qualquer

f € LY (R™) temos

satisfazendo

1 fllg < CogIf1L, (5.15)

onde

L@ = [ o=yt

A prova ird basear-se numa sequéncia de lemas. O primeiro é:
Lema 5.4. Se 1 <p <7 entao

1 flloo < Cor 1A NAIP . f e PN L™ (5.16)

Prova. Dado qualquer R > 0 temos

1 f ()] §/| Rlyl”/’"lf(as—y)!dy+/ ly| ™" | f(x = )| dy
y|<

ly|>R
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< C (B |l + (B ) 1))
<C (R f o+ R,
Se escolhermos R de modo que
R*? = RYCRYE = | f]l, /1 fll -
segue-se que, os termos dentro dos parénteses sao ambos iguais a || f Hi/ "\ f P A
O
Para usar a decomposi¢ao Calderon-Zygmund precisamos:

Lema 5.5. Seja b € L' suportada em um cubo Q e satisfazendo [ bdx = 0. Entao

1/r
([ mras) <copl,. 517)
zg¢Q*
onde QQ* € o dobro de Q).

Prova. Podemos assumir que () é um cubo de lado R e centrado na origen. Entao

para x ¢ Q*, nés temos

T e R e (I
< CRlal =1 = n/r |pl.

pelo teorema do valor médio. Integrando esta desigualdade, como

1/r
</ \x|_r_"dac> = C/R,
TEQ*

segue a desigualdade desejada. O

O dltimo lema é:

Lema 5.6. I, € do tipo fraco - (1,r), ou seja:

{z L f@)] >3 < C (L) (5.18)
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Prova. Escreva f = g+ > by como no lema (5.3). Para simplificar os célculos

podemos assumir que || f]|, = 1. Entao por (5.16) com p = 1,
L9l < llgh" llghic™"™ < Ca' " = Calr.
Defina a por Ca'/" = ~/2. Entdo
o 1L f@) > < {2 Y Inba@)l > v/2}.

Se * = J @}, entdo
|Q*| S 2”0&71 — 0/777"’

enquanto, por (5.17),

{og o ) > 2}
<o (f

Se combinamos as tltimas trés desigualdades, obtemos (5.18).

1/r
| Lbg ()| dx) <"y
g

Prova. (Teorema 5.5): Podemos assumir que || f||; = 1 e usar o fato que:

L =g [ A 'miy)d
1o qA Y1) dy,
onde

m(y) =z : L f(z)| >~}

Para estimar m(7y), defina f = fo + f1, onde fy = f quando |f| > a e 0 outro caso.

Entao, por (5.16) e as nossas hipdteses sobre os expoentes,
1 efillo < Cor AN NANS"™ < Copad ™ = Cp e,
o] p p 00 p p
Nés agora escolhemos «a tal que v/2 = C’p,rozp/ 4. Entao

m(y) < a1 fol@)| > v/23 < C (v I folly)"

por (5.18). Isto implica que

Hnﬂmsc{é A foll)
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c, . _ q/p .o~
mas, se fizermos a mudanca de variaveis o = (C’pﬁy/ 2) / , recordar a defini¢ao de

fo e aplicar a desigualdade de Minkowiski para integrais, obtemos que esta integral

(@) U
< / / o 1TPPr/a g, |f(x)| dx
0

Mas ¢ > r por hipdtese, e portanto

1/r
([arminaa) " =P < g

é
,

o que leva a desigualdade desejada |1, f HZ < " uma vez que estamos assumindo

que [|f]l, = 1. =
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6 APENDICE B

6.1 Transformada de Fourier

Definigao 6.1. Seja f € LY(R"™). A transformada de Fourier de f é a fungdo

f: R"™ — C dada por,
FO©=Fe) = [ ermwping e v
Exemplo 6.1. Seja G(z) = e ™. Entdo G(¢) = e ™",

Teorema 6.1. Se f € L'(R") entdo:

T I

2. f é uma fungao continua.

As seguintes formulas segue-se pelo teorema de Fubini:

/J/C\g = /fﬁ, f,g € L'(R™), (férmula do produto),

(m) =14, f.g € LY(R™), (férmula da convolucio).

onde
(fxg)(x)= | [flz—y)g(y)dy.
Rn
Para a € R" e r > 0 defina a translacao 7, e a dilatagao 9, por
T.(z) =z +a, 0.(x) =rz, x € R".
Entao para f € L'(R"), ¢ € R™,
fota(€) = MU F(E), (Emarf)(€) = F(€ — a),

foo (&) =r"f(r7"¢).

o8
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-~

Teorema 6.2. (Reimann-Lebesgue): Se f € L'(R"), entio f(£) — 0 quando

|€] = oo, e assim, ]?E Co(R™).

Teorema 6.3. (Férmula de inversdo): Seja [ € LY(R™) e suponha que fe

LY(R™). Entdo para quase todo x € R™ vale:

fl@)y= [ Fereede. (6.6)

R

Prova. Defina

U(x) = el U (z) = e~ mlal”

Nés temos por (6.5),
@6(5) _ Efnefn\gp/ez.

Escreva

L(z)= | [(&)e Il ermitage,

RTL
Entao pelo teorema da convergéncia dominada de lebesgue,

I(z) — F(O)e*™E*dg quando € — 0.
Rn

Por outro lado, fazendo g, (y) = e~ W e2™=v temos por (6.4) Gu(y) = W (y — z) =
Ue(z —y), onde U(y) = e "¥(y/e). Pela férmula do produto (6.2),

L) = [ o= [ 13 = v sta).

Como [ W = ¥(0) =1, a fungao ¥, e > 0, fornece uma aproximagao da identidade
para qual

Ve« f(x) — f(x) quando € — 0 ¢.t.p x € R".
A combinagao destes dois limites da a féormula de inversao. O]

Corolario 6.1. Se f e f sao integrdveis, entao f € continua.

Nos denotamos a transformada de Fourier inversa de g € L*(R™) por
Fo)e) = 9(a) = [ gl
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Ou seja .F_l(f) = fsef fe L*(R"). Definindo f(z) = f(—x) cada uma das trés

formulas a seguir é uma reafirmacao da férmula de inversao:

~

f=r=

N
D

)

=fFf=F (6.7)

~
—

)

Aplicando a formula de inversao para a formula de convolucao (6.3) nds temos
fg=[f*3, se f,g,fg,f. g€ L'(R"). (6.8)
Defini¢ao 6.2. (Espacgo de Schwartz): O espago de Schwartz S é o espago das
funcgoes f: R™ — C tal que:
1. feC>.

2. 2*DPf é uma funcao limitada para cada par de multiindices o e 3.

Para f € S definimos

1fllas = ||z*D°f]| .-

Definimos a nogao de convergéncia em S por: Uma sequéncia {f;} C S converge

em S para f € S se limy_o0 || fx — f||a’ﬁ = ( para cada par de multiindices « e 3.
As seguintes definicoes alternativas de S sao frequentemente tteis:
feS«s (1+|z))N DPf 6 limitada para cada N e §, (6.9)
feS e limyorx®D’f =0 para cada a e S. (6.10)

Proposicao 4. C§° € denso em S, i.e. para qualquer f € S existe uma sequéncia

{fi} CC§° com fr — f em S.
Prova. Ver capitulo 2 do livro [42]. 0

Segue-se também do teorema de inversao de Fourier que:
feSefes (6.11)
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/f§ =3, f,g€S, (Parseval), (6.12)

I flly = HfAH2 f,g €S, (Plancherel). (6.13)

A férmula de Perseval (que naturalmente dé a formula de Plancherel) ¢ uma con-

sequéncia da féormula de inversao e da férmula do produto:

[ t3= [ Feam@i = [ g = [ ot

onde h(z) = g(—x). Vemos a partir da defini¢ao da transformada de Fourier que

iAl(x) = g(z), oque prova a férmula de Perseval.

Assim a transformada de Fourier é uma isometria linear de S sobre si
mesmo, com respeito a norma de L?. A férmula (6.1) ndo pode ser usado para
definir a transformada de Fourier para fungoes de L?, mas como S(R") é denso em
L*(R™), podemos extender isometricamente de forma tnica para L?. Assim temos
]? definida para todo f € L' U L?. Agora as férmulas de Perseval e Plancherel se

extendem para L?:

/fg = ﬁj, f,g € L*(R"), (Parseval), (6.14)

1£]l, = Hf“ ,g € LA(R™), (Plancherel). (6.15)

Similarmente, as férmulas de translagao e dilatagdo (6.4) e (6.5) se mantem para

funcoes L? em quase toda parte.

Defini¢ao 6.3. (Transformada de Fourier de medidas): A transformada de

Fourier de uma medida finita de borel p € R™ € definida por

(6 = [ (o), ¢ e R (6.16)

Quando pu € M(R"), i.e., u tem suporte compacto, ;i é uma funcao

continua, limitada e lipschitz:

17l oo < p(R™) e [i(x) — p(y)| < Ru(R") [ — y| para z,y € R”, (6.17)
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Se supp p C B(0, R). As férmulas de produto e convolugao tem por extensao do

teorema de Fubini de medidas: para f € L'(R"), u,v € M(R™),
= [ fan
/ pdy = / vdp,

frp=fu,
Ji=[*p,
v = 0.

(6.18)

(6.19)
(6.20)
(6.21)

(6.22)

Podemos aproximar medidas por fungoes suaves com suporte compacto usando con-

volugao. Seja {1 : € > 0} C C*™ uma aproximacao da identidade tal que

e(x) =€ ™p(xz/€), € >0, >0, supp v C B(0,1), /1/) = 1.

Entao

@e(f) = TZ(GE) — 12(0) = /w =1 quando € — 0.

Fazendo p. = 9. x p para uma medida de borel finita u, temos que p. converge

fracamente para p quando € — 0 e
[t = QZG//L\ — 11 uniformemente.

Se pu,v € M(R"™),

=7V implica p=v.

Nés ainda temos para p € M(R™),
fu=F*f, feSR,
[Fin=[Ta ses@,

[ Faau= [ 1Gxg). fges@)

Estes resultados seguem através da aproximacao de p por . * u.
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Vamos identificar medidas absolutamente continuas com funcoes: se
é absolutamente continua (com respeito a L"), pelo teorema de Radon—Nikodym ela

¢ da forma y = fL" para algum f € L'(R"™) e identificaremos p e f.
Teorema 6.4. Seja € M(R"™). Se i € L*(R"), entdo u € L*(R™).

Prova. Como a tranformada de Fourier mapeia L?(R") em L?*(R"), existe f €

L*(R™) tal que i = f. Escreva

ﬂszwe*% fe:d}e*f-

Entao pela formula de convolugao,
,[[5 Zﬁieﬁ:%/&f = fsa

e entao pe = f.. Como pu. — pe fo— f, temos u = f. m

Para definir a transformada de Fourier de uma fungao em LP(R™) com
1 < p < 2, nés podemos fazer o uso de L'(R") e L*(R™): qualquer f € LP(R"),1 <
p < 2, pode ser escrito como f = fi + fo, fi € LY(R"), fo € L*(R"). Entao podemos
definir j?: ]?1 + ]?2, isto segue do fato que a transformada de Fourier e um operador

linear e podemos justificar a convergéncia das integrais f; e fs.

6.2 Transformada de Fourier de funcoes radiais, funcao de

Bessel

O objetivo desta secao é encontrar a transformada de Fourier da me-
dida de superficie da esfera S"' = {x € R : |x| = 1}. Vamos primeiro calcular a

transformada de Fourier de fungoes radiais.

Suponhamos f € LYR"), f(z) = ¢(|z]),z € R", para alguma ¢ :

[0,00) — C. Vamos usar as duas seguintes férmulas do tipo-Fubini:
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A primeira é a integracao padrao na férmula coordenadas polares: se

f € L'(R"), entdo
. fac" = /Sn—l (/000 f(rx)r"_ldr) do" 1w (6.26)

Para o segundo, fixe e € S" ! eseja Sy = {xr € S" ' :e-x =cosf} para 0 < 0 < 7.

O conjunto Sy é uma esfera de dimensao (n — 2) e raio sin, assim

Ot (Ss) = b(n)(sin )" 2,

onde b(n) = ¢"2(S""%). Entao para g € L*(S"1),

/sm gdo"™ = /Oﬂ (/59 g(:v)dagfx) de. (6.27)

Aplicando (6.26) e o Teorema de Fubini,

7"6 /f —27m"eyd _/ w (/ e—2m’rse~md0_n—lx) ds.
Sn—1

A integral interior pode ser calculado com a ajuda de (6.27), como e 2™"¢% ¢ cons-

tante em Sp:
s
—2mirse-x n—1_., —2mirscos _n—2
/ € do :c—/ e ol 5(Se)db
Sn— 0

— b(n) / 6727rirs cosO(Sin 9)n72d9
0
Fazendo a mudanca de variavel cos § — —t e introduzindo param > —1/2 as fungdes
de Bessel J,, : [0,00) = R:

In(u) = = = f‘l/ /22);; 2 /_ 1 eMt(1 — 2y 124, (6.28)

onde I'(z) = [~ t*~e~'dt, de onde segue que

1
/ 6—27rirse~a:do_n—1l, — b(n) / 627rirst(1 . t2)(n—3)/2dt
Sn—1 —

1

= c(n)(rs)_("_Q)/QJ(n,z)/z(27rrs).

Isto leva a férmula para a transformada de Fourier da fungao radial f:
f(az) = c(n)\x|("2)/2/ U(8) Tn_g)/2(27|2|5)s" *ds. (6.29)
0
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A seguinte estimativa é 6bvio:

| T (B)] < C(m)t™ para t > 0. (6.30)

Uma propriedade basica de fungoes de Bessel ¢é a seguinte estimativa de decaimento:
| T (t)] < C(m)t~Y? para t > 0. (6.31)

Quando m = K — 1/2,k € {1,2,...}, repetidas integragoes parciais mostram que a
funcao de Bessel J,,, pode ser escrita em termos de funcoes elementares na forma da

qual (6.31) segue facilmente. Em particular,

Todas as funcos de Bessel se comportam mais ou menos assim no infinito, isto é,

I (t) = \/% cos(t —mm/2 — w/4) + O(t™3/?), t — 0. (6.33)

Isto pode ser verificado com uma integracao bastante simples, ver [30], ou [12].

Vamos também precisar dos seguintes formulas de recursao:

d —-m _ m
(1)) = —t" T (2), (6.34)
d m _m

ST (0) = 1" T (1), (6.35)

suas provas sao diferenciagoes bastante simples, ver [12].

Uma consequéncia simples das férmulas (6.29), (6.35) e (6.31) ¢é a esti-

mativa de decaimento para a funcao caracteristica da bola unitaria em R™:
|500(2)] < C(n)|z|"™72 para € R™. (6.36)

Voltamos agora a medida de superficie do" ! na esfera S"~!. Verifica-se facilmente
que do™! é o limite fraco das medidas 6 7' L"|(5(0,144)(0,1)) quando § — 0. Aplicando
a féormula (6.29) para a funcdo caracteristica de B(0,1 4 §)(0,1) e fazendo 6 — 0,
temos

W(m) = C(n)|z|* "2 J 1 _g) o (27| 7). (6.37)
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Consequentemente!,

lo"1(z)] < C(n)|z|*™72 para z € R™ (6.38)

1'Uma generalizacio da estimativa (6.38), para medidas de superficies em geral, pode ser encon-
trada no livro [29)].
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7 APENDICE C

7.1 Medidas de Hausdorff. Dimensao de Hausdorff

Se E ¢é um subconjunto nao-vazio de R", denotaremos por d(E) o seu
diametro, isto é,

d(E) =sup{|z —y|:x,y € E}. (7.1)

Além disso, se £ C |J, E; onde para cada i temos 0 < d(E;) < 6, entdo diremos que
{E;} é uma J-cobertura de E.

Definicao 7.1. Seja E um subconjunto de R™ e s > 0. Para cada é > 0, defina
Hi(F) = inf {Z d(E;)* : {E;} ¢éuma & — cobertura deE} : (7.2)
A medida de Hausdorff s-dimensional de E € definida por
H(E) = (l;i_rfé Hi(E). (7.3)

Um conjunto H*-mensurdvel E para o qual tenhamos 0 < H*(FE) < oo € chamado

de s-set.

Propriedades Basicas

Diremos que 7" : R — R" é uma similaridade de escala A se pra todo x,y € R" vale
T(z) =T(y)| < Az —yl.

O primeiro resultado que mostramos é que mudancas de escala afetam a medida de

Hausdorff s-dimensional da forma correta.

Lema 7.1. Seja T : R™ — R™ uma similaridade de fator A > 0. Se F' C R", entao
H(T(F)) = NH(F). (7.4)
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Prova. Seja {U;} uma o-cobertura de F; entdao, {T(U;)} é uma dA-cobertura de

T(F). Portanto, temos que
Zd Py Zd P = H(T(F)) < NH;(F).

Fazendo § — 0, obtemos H*(T(F)) < AH*(F). Como T é uma transformagao
inversivel cuja inversa também é uma similaridade (mas com fator 1/)), obtemos a
desigualdade oposta substituindo no argumento acima:

e T por T

e F por T(F).

O proximo resultado, é de grande valia j4 que ele nos mostra como

transformacoes Holder continuas distorcem a medida de Hausdorff.

Lema 7.2. Seja FF C R" e T : FF — R™ uma mapa satisfazendo |T(x) — T(y)| <
K |z — y|® para algum par de constantes (K,«). Entao para cada s ndo negativo

temos que

H/(T(F)) < KN (F). (7.5)
Prova. Se {U;} é uma d-cobertura de F, temos que
dT(FNU)) < Kd(FNU)* < Kd(U)* < K&°.

Logo, por construcao, temos que {T'(F NU;)} é uma e-cobertura de T'(F), onde

e = K. Além disso, pela sequéncia de desigualdades acima, temos que
Z d(T(FNU;))¥~ < K9/ Z d(U;)* = HY(T(F)) < K*/*H(F)

fazendo 6 — 0, vemos que € — 0 também; dessa forma, obtemos a desigualdade

desejada. O]

Antes de prosseguirmos, cabem aqui uma série de comentarios.
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1. Nao é dificil de provar que tanto Hj quanto H*® definem medidas (me-

didas exteriores, para sermos mais precisos) de Borel, regular.

2. A restricao de H?® a colecao de todos os conjuntos H?*-mensuravel define
uma medida no sentido usual e essa o-algebra contém todos os conjuntos
de Borel; dessa forma, nao é errado chamarmos H?® de medida, quando

pensamos na restricao dela nessa o-algebra.

3. As vezes é conveniente trocarmos a d-cobertura por uma d-cobertura de
abertos, bolas ou cubos; em todos esses casos, a menos de constantes

multiplicativas, obteremos a mesma medida.

Para cada E C R™ fixo, temos que H*(FE) é uma func¢ao nao-crescente de s; de fato,

se s <t temos que

MH5(E) < 0" "H;(E),

de onde segue que se H'(E) é positivo, entdo H*(E) é infinito. Para verificarmos as
duas afiramagoes acima, note apenas que se s < t e {U;} é uma J-cobertura de F,

entao
AU <Y dU) T U)T <67 d(U)?

de onde segue a desigualdade supracitada. Se H*(E) < oo, ao fazermos 6 — 0,
vemos que H'(F) = 0 para todo t > s; da mesma forma, se H'(E) > 0, essa

desigualdade nos mostra que H*(E) = oo para todo s < t.

Vemos dessa forma que, dado um subconjunto £ C R", deve existir um
valor critico sy tal que H*(E) = oo para todo s < s ¢ H*(E) = 0 para todo s > s.

Esse indice é o que chamamos de dimensao de Hausdorff de E.
Definigao 7.2. A dimensao de Hausdorff de A C R™ € definida como
dimp(A) :=inf {s: H*(A) =0} =sup{s: H’(A) = oo}. (7.6)
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Se s = dimg(F), entdao H*(FE) pode ser zero, um valor finito ou mesmo
infinito. Um conjunto de Borel E para o qual 0 < H*(E) < oo é chamado de um
s-set ou conjunto s-dimensional. Classificar s-sets é uma tarefa dificil e de forma
geral, nao estd completa; nos casos em que s € N, podemos dizer muito mais sobre

a estrutura desses conjuntos.

O lema de Frostman
Em geral nao é uma tarefa muito dificil darmos cotas superiores para medidas e

dimensoes de Hausdorff: a tarefa complicada é introduzir cotas inferiores.

De forma resumida, o lema de Frostman transforma esse problema em
outro relativamente mais simples: achar medidas com boas propriedades de cresci-

mento sobre bolas.

Teorema 7.1. (Lema de Frostman). Seja A C R" um boreliano. Entao,

H(A) > 0 se, e somente se, existe uma medida p € M(A) tal que
w(B(x,r)) <r° para todo x € R", r>0. (7.7)
Em particuar, temos que
dimg(A) =sup {s: existe p € M(A) tal que 7.7 € satisfeita} . (7.8)

Observacao 7.1. Uma medida satisfazendo (7.7) € chamada de uma s-medida de

Frostman ou simplesmente de uma medida de Frostman.

A prova pode ser encontrada em [20]. O leitor interessado sobre a

Medida e dimensao de Hausdorff pode consultar [8], [9].
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