UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA APLICADA

Radiacao de ondas em agua por obstaculos
finos usando a Parte Finita de Hadamard

por

Juliana Sartori Ziebell

Dissertagao submetida como requisito parcial
para a obtencao do grau de

Mestre em Matematica Aplicada

Prof. Dr. Leandro Farina
Orientador

Porto Alegre, dezembro de 2008.



i

CIP - CATALOGACAO NA PUBLICACAO

Ziebell, Juliana Sartori

Radiacao de ondas em &gua por obstaculos finos usando a
Parte Finita de Hadamard / Juliana Sartori Ziebell.—Porto
Alegre: PPGMAp da UFRGS, 2008.

91 p.: il.

Dissertagdo (mestrado) —Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, Programa de Pés-Graduagao em Matematica
Aplicada, Porto Alegre, 2008.

Orientador: Farina, Leandro

Dissertacao: Matematica Aplicada
dinamica dos fluidos, escoamentos potenciais




il

Radiacao de ondas em agua por

obstaculos finos usando a Parte Finita de

Hadamard

por

Juliana Sartori Ziebell

Dissertacao submetida ao Programa de Poés-Graduacao em
Matematica Aplicada do Instituto de Matematica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, como requisito parcial para a

obtencao do grau de

Mestre em Matematica Aplicada

Linha de Pesquisa: Dinamica de Fluidos
Orientador: Prof. Dr. Leandro Farina

Banca examinadora:

Prof. Dr. André Nachbin
IMPA-RJ

Prof. Dr. Manuela Longoni de Castro
PPGMAp/UFRGS-RS

Prof. Dr. Eduardo Henrique de Mattos Brietzke
PPGMAT /UFRGS-RS

Dissertacao apresentada em
dezembro de 2008.

Profa. Dra. Maria Cristina Varriale
Coordenadora



v

AGRADECIMENTOS

Agradeco ao meu pai, pela grande ajuda em muitas horas dificeis e a minha
mae e a minha irma pelo apoio e amor que sempre me deram. Também agradeco ao
meu namorado, Lucas, pela compreensao e carinho nos momentos de muito trabalho

e a todos os amigos pelo companheirismo e pela amizade.

Quero também agradecer ao meu orientador, professor Leandro Farina, pelo
incentivo e pela grande ajuda no desenvolvimento deste trabalho, e a todos os pro-

fessores do instituto que me ajudaram durante o curso.

Agradeco ao CNPq pelo apoio financeiro e ao PPGMAp pela oportunidade

que me foi dada para a realizacao deste trabalho.



Contelido

AGRADECIMENTOS . . . . . . . . iv
LISTA DE FIGURAS . . . . . . . . viii
RESUMO . . . .. ix
ABSTRACT . . . . . e X
1 INTRODUCAO . . . . . s, 1
2 INTEGRAIS SINGULARES . . ... ... .. ... ... ...... 6
2.1 Parte Finita de Hadamard . . . . . .. .. ... ... ... ... .. 11
2.1.1 Breve nota histérica . . . .. ... oo 11
2.1.2 Integral de Hadamard para fluidos bidimensionais . . . . . . . . . .. 12
2.1.3 Generalizacao das integrais de parte finita de Hadamard com uma

variavel . ... Lo 13
2.1.4 Integrais de parte finita de Hadamard com mais de uma variavel . . . 16

3 DISCO HORIZONTAL SUBMERSO EM UM FLUIDO COM

SUPERFICIE LIVRE . . . . . . .. ... . . .. .. 21
3.1 Introducao . . .. . .. . . . ... 21
3.1.1 Owproblema . . . ... .. . 23
3.2 Equacoes integrais de fronteira: corpos submersos . . . . . .. 23
3.3 Formulagao do problema . . . . . . ... ... ... ... ...... 23
3.4 Equacao integral de fronteira: placas finas . . .. ... ... .. 26
3.5 Disco horizontal submerso . . . . . . . ... ... 28
3.6 Equacgoes uni-dimensionais . . . . . . ... .. 0L 29
3.7 Equacgoes uni-dimensionais mais simples . . . . . . ... ... .. 32

3.8 O disco oscilante nasondas . . . . . . . . .. ... ... ... 33



vi

3.9 Forca hidrodinamica . ... ... ... ... ... ... ....... 35
3.10 Alguns casos especiais . . . . . .. ... ... 36
3.10.1 Profundidade infinita: b —o00 . . . . . . . .. 36
3.10.2 Equacao de Love: K =0 . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 37
3103 K =00 . . o i 37

4 UM ESCOAMENTO DE FLUIDO QUE PASSA POR UM DISCO

RUGOSO . . . 38
4.1 Formulacao . . . . .. .. .. . .. 38
4.1.0.1 Energia cinética . . . . . . . . ..o 39
4.2 Equacoes integrais governantes . . . . . . . .. ... 40
4.2.1 Representacao integral . . . . . .. ... 40
4.2.2 Equacao integral . . . . . .. ..o 41
4.3 Discos rugoS0S . . . . ... ..o 43
4.3.1 A correcao de primeira ordem . . . . . .. ... ... ... 46
4.3.2 A massa adicional . . . .. ... 46

5 DISCO RUGOSO EM UM FLUIDO COM SUPERFiIiCIE LIVRE 48

5.1 Expressao para Wy . . . . . . . . . ... ... .. 54
5.2 Expressao para W7 . . .. . . . .. ... 55
5.3 Expressao para Wo . . . . . . . .. ... 56
5.4 Novas equagoes aproximadas . . . . ... ... ... ........ 58
5.5 Expressoes alternativas . . . . . ... ... ... 60
6 METODO NUMERICO . . . . ... ... ... ... 74

6.1 Solugao do problema de um disco liso submerso em um fluido
com superficie livre . . . . . . . ... Lo 75



vil

6.2 Solugao do problema de um disco rugoso submerso em um
fluido com superficie livre . . . . . . . ... ... ... ...

6.3 Definicao da rugosidade . . . . . . . . ... ... ...
7 CONCLUSAO . .. .. ...
APENDICE A CA'LC[JLO DAS DERIVADAS PARCIAIS DA

FUNCAO G(P,Q) . . . . . . oo
A.1Derivada de g_?i emrelacaoan, . .. ... ... ... ... ...
A.2Derivada de G1(p,q) em relacajo ang,eamn, . ... ... ... ...
A.3Derivadaemrelacasoan, . ... ... ... ... ...
A.4Derivadas emrelacaoan, . . . . . . ... ...
A.5Derivadas parciais de Wy em relagagoae . . . . . . . . .. ... ..

A.6Derivadas parciais de W; emrelagagoae . . . . . . ... ... ..

A.7Derivadas parciais de Wy emrelagagfoae . . . . . . . ... ... ..

APENDICE B EXPANSOES EM SERIE DE TAYLOR . . . ..
B.1Funcao (X2 +Y?) /2 parajec {1,3,5} . . . ... ... ... ... ...
B.2Expansoes das Integrais . . . . . . ... ... ... ... ... ...

BIBLIOGRAFIA . . . . .



Figura 1.1

Figura 1.2

Figura 1.3

Figura 1.4

Figura 1.5

Figura 3.1

viil

Lista de Figuras

Plataforma TLP Mars [29]. . . . . . .. .. ... ... .. ...

Plataforma TLP Mars apds a passagem do furacao Katrina em
agosto de 2005 [29]. . . . . ..o

Exemplo de um quebra-mar; Eles criam portos seguros mas também
sao armadilhas para os sedimentos que se movem ao longo da
costa; Peninsula de Balboa na praia Newport, Califérnia, Abril,
1998 [28]. . . . .

A imagem mostra trés dos quatro quebra-mares formando o an-
coradouro Portland (Portland Harbour) [28]. . . . . . . . . ..

Exemplo de um moderno dique em Ventor na ilha de Wight no

Reino Unido [30]. . . . .. .. ... ... ...

caminho da integral em Gy. . . . . .. ... ...



1X

RESUMO

Nesse trabalho estudamos as integrais de parte finita de Hadamard e aplicagoes
envolvendo discos submersos em escoamentos potenciais. Estas aplicagoes sao for-
muladas através de equagoes integrais. Sao estudados casos em que um disco € liso,
na presenca de uma superficie livre, e casos em que o disco é rugoso em um fluido
ilimitado. A combinacao destes dois casos é considerada e tratada por um método
de perturbacgao, que resulta em uma sequéncia de equagoes integrais simplificadas.

Um método numérico é proposto para a solugao destas equacgoes.



ABSTRACT

In this work we study Hadamard’s finite part integrals and applications invol-
ving submerged discs in a potential flow. These applications are formulated using
integral equations. We study cases in which the disc is flat, in the presence of a free
surface, and in which the disc is wrinkled in an unbounded fluid. The combination
of these two cases is considered and treated using a perturbation method, resulting
in a sequence of simplified integral equations. A numerical method is proposed for

the solution of these equations.



1 INTRODUCAO

A parte finita de Hadamard, também denominada Integral Hipersingular, foi
estudada por Hadamard em [7]. Nesse trabalho estudamos esta integral [15, 23, 13]
e aplicamos em alguns problemas que envolvem interacoes de ondas com obstaculos.
Nesses problemas consideramos que o escoamento ¢é potencial. Calculamos em trés
problemas os coeficientes de massa adicional e amortecimento, que sao a parte real
e imaginaria da forca hidrodinamica, respectivamente. Esse coeficientes sao muito

importantes em diversas aplicagoes.

A relevancia desses estudos déa-se em muitos problemas de interesse de enge-
nheiros oceanicos e arquitetos navais, onde precisamos saber as forcas que atuam
em objetos submersos na agua. Nas atividades industriais, cientificas, comerciais
e militares no mar, é importante entender a influéncia que as ondas exercem nas
grandes estruturas flutuantes ou submersas na agua. Por exemplo, na exploracao do
petréleo e gas em dguas profundas, sendo o Brasil um dos principais lideres, existem
plataformas de tensao (Leg Plataform, TLP) que normalmente possuem quatro co-
lunas flutuantes que sao presas por cabos até o fundo do mar, o que elimina quase
todo o seu movimento vertical. Se as forcas nao sao estudadas com o devido cuidado,
podem acontecer sérios danos como os que ocorreram na plataforma TLP Mars na

passagem do furacao Katrina nos EUA, em agosto de 2005 (figuras 1.1 e 1.2).

As plataformas flutuantes também sao utilizadas em lancamentos de satélites,
em pontes, em alguns paises como a Noruega e o Japao, em aeroportos e bases

militares flutuantes.

Placas horizontais porosas foram utilizadas em [16], onde é estudada a in-
teracao das ondas em um novo tipo de quebra-mares com paredes perfuradas, estru-
turas construidas na costa maritima como parte da defesa costeira ou para proteger

um ancoradouro dos efeitos do tempo, como as das figuras 1.3 e 1.4.



Figura 1.1: Plataforma TLP Mars [29].

Figura 1.2: Plataforma TLP Mars apés a passagem do furacao Katrina em agosto
de 2005 [29].



Figura 1.3: Exemplo de um quebra-mar; Eles criam portos seguros mas também
sao armadilhas para os sedimentos que se movem ao longo da costa;
Peninsula de Balboa na praia Newport, Califérnia, Abril, 1998 [28].

Estas estruturas reduzem a intensidade da acao das ondas e assim reduzem a
erosao da costa. Esse quebra-mar consiste de uma parede fronteira perfurada, uma
parede traseira sélida e uma placa porosa horizontal submersa instalada entre elas.
Em [16] foi calculado o momento e a for¢a das ondas e constatado que eles diminuem

com o aumento da porosidade.

No artigo [9] o coeficiente de massa adicional foi considerado na avaliagdo dos
danos causados em uma plataforma do tipo offshore jacket no mar do sul da China,
que sofreu um impacto de um grande guindaste e de uma barcaca durante a ins-
talacao. Essas plataformas sao usadas na exploracao de d6leo e gas offshore em ambi-
entes oceanicos complicados. Além das operacoes de peso normais, elas sao sujeitas
a outras forcas, como ventos e ondas. Ainda podem sofrer colisoes de embarcacoes,

entre outras. Portanto, o estudo destes danos se torna muito importante.

Um estudo sobre o que acontece quando uma onda quebra violentamente em
uma praia ou em diques (figura 1.5) é feito em [1]. A forga que é realizada pode ser

estudada dado o coeficiente de massa adicional.



Figura 1.4: A imagem mostra trés dos quatro quebra-mares formando o ancoradouro
Portland (Portland Harbour) [28].

Figura 1.5: Exemplo de um moderno dique em Ventor na ilha de Wight no Reino
Unido [30].



O primeiro dos problemas que estudamos é o caso em que uma placa lisa estd
submersa em um fluido com superficie livre, considerado em [21]. Calculamos a
radiagao que essa placa gera na superficie de um fluido. Reduzimos este problema
para uma equacao integral hipersingular de fronteira. Primeiramente tomamos o
caso em que a placa é horizontal e circular. Depois consideramos que as oscilagoes
sao verticais. Com isso, reduzimos o problema bi-dimensional para um conjunto de

equacoes uni-dimensionais.

Outro caso, discutido em [19], trata de um disco rugoso em um fluido, mas
dessa vez sem a superficie livre. Como no primeiro caso, reduzimos o problema
de valor de contorno a uma equacao integral hipersingular. Porém nesse caso, a
equacao integral se torna mais complicada. Para resolve-la, utilizamos a técnica de
perturbacao da fronteira. Assim, obtemos um conjunto de equagoes integrais que

nos possibilitam calcular o potencial do fluido.

Estudamos também um problema que une os dois casos anteriores, isto é, um
disco rugoso em um fluido com superficie livre. Usando um método perturbativo
analogo ao empregado no problema anterior, reformulamos este problema através
de uma sequéncia de equacoes integrais cuja solucao aproxima a solugao exata. Um
método numeérico para a resolucao destas equagoes € proposto e resultados numéricos

preliminares sao apresentados.



2 INTEGRAIS SINGULARES

Nesse capitulo definiremos a parte finita de Hadamard de uma integral e es-
tudaremos algumas de suas propriededades. Para isso, comegamos com algumas

definigoes [15].

Todos os caminhos que consideraremos nesse capitulo pertencem ao plano Car-
tesiano xy. Algumas vezes os pontos poderao ser complexos, e, nesse caso, serao

denotados por t = x + 1y.

Dizemos que L é uma curva suave aberta se é definida a partir das seguintes

relagoes paramétricas:
x=2x(8), y=y(s), sS4 <s< sy,

onde s, e s, sdo constantes finitas e x(s),y(s) sd@o fungbes continuamente dife-
rencidveis em [s,, $p]. As derivadas 2'(s),y/(s) ndo podem ser ambas iguais a 0
no mesmo ponto e assumimos que valores diferentes do parametro s correspondem

a pontos diferentes da curva L.

A relagao t = z(s) + iy(s) para os pontos da curva L estabelece uma corres-

pondéncia bijetora entre t € L e s € [s,, p]. Além disso temos t/(s) = 2/(s) + iy (s).
Dizemos que L é uma curva suave fechada se L é uma curva suave tal que
x(8b> - I<Sa>7 y<5b) = y(sa)

'(s0) = 2'(sa), y'(s6) = ' (5a).
Nesse caso, podemos considerar as fungoes x(s), y(s) e 2'(s), ¢'(s) como periédicas

de periodo T = s — s,.

Um caminho suave é uma uniao finita de curvas fechadas ou abertas mutua-
mente disjuntas. Em particular, essas curvas nao tem pontos finais em comum, ou

seja, nao se intersectam.



Uma curva é suave por partes se é formada por um numero finito de curvas
abertas sem nenhum ponto em comum, exceto possivelmente nos pontos finais. Se
o angulo entre quaisquer duas curvas em cada no, ou seja, em cada ponto final da

curva, for diferente de zero, dizemos que tal curva s tem nds angulares.

Definicao 2.1. Uma fung¢ao definida em um conjunto D, normalmente no plano
complexo, satisfaz a condigcdo de Hélder com expoente p, ou seja, é da classe H ()
em D, seV ti,t3 € D,

[6(t1) — o(t2)] < Alty — taf",

onde A>0e0<pu<1. A ep sao chamados, respectivamente, de coeficiente e de
expoente da condi¢ao de Holder. Se p nao for de interesse, podemos dizer que ¢(t)

satisfaz a condicao H ou pertence a classe H no conjunto D.

Note que se ¢(t) € H(u) entdo

le(t)] = o)l < [d(t) — d(t2)] < Aftr — taf*,
Y t1,ty € D. Logo, |p(t)] € H(u).

Podemos estender a condicao H para funcoes de varias variaveis. Uma funcao
o(t1, ..., t,) definida para (ti,...,t,) € D é da classe H(py,...,12) (ou satisfaz a
condi¢ao H) em um conjunto D, se para quaisquer pontos (t},...,t.),(t],....t") € D

a desigualdade
|O(t], .. tl) — D), o )] < Aqlt] — ) + o+ At — ¢ | (2.1)
vale com constantes A; >0e0<p; <1,7=1,...,n.

De (2.1), se ¢(t1,...,t,) € H entdo a fungdo ¢ pertence a classe H(j) unifor-

memente em relagao ao resto das variaveis V tx, k = 1, ...n, ou seja,

|O(t1, ooy by ooy tn) — Dby ooy By s b)) < Alty — 81 M + .+ Alty — M+

b Alty — = Alty — t](2.2)



onde A é uma constante independente de ¢4, ...,t,. Note que a reciproca também é

verdadeira.

Definicao 2.2. Seja tg um ponto de uma curva aberta L que nao é extremidade de
L. Consideramos um circulo de centro tog e raio € > 0 tdo pequeno que a intersec¢ao
com L se dd nos pontos t' et”. Denotamos porl o arco t't” C L. Se a integral
t
L\ %dt
tem limite finito ®(ty) quando ¢ — 0, esse limite é chamado de valor principal de
Cauchy da integral

e o) .. [ o)
P(to) = lim L\lt_todt_ gt (2.3)

Agora, consideramos uma integral singular no segmento L = [a, b] no eixo real

z. Entao, de acordo com o valor principal de Cauchy (2.3) temos,

®(zy) = lim () 4z — tim { / @) ey /x be ¢(z) dx}

e—0 L\ T — To e—0 xr — X xr — X
b
¢(z)
_ dr, o € (a,b). 2.4
(), e (0. 24

Para mostrar que (2.4) faz sentido, considere primeiramente o caso em que

¢(z) =1 e tome xy = a. Assim,

b b

1 1

/ dr = lim dx = log(b — xy) — lim logd
20 £ — o =0+ Jio46 T — Zo 0—0+

A parte finita da integral vai ser definida como apenas a parte finita da soma acima,

ou seja,

|
][ dx = log(b — xo).

oL — o

Analogamente, para xo = b temos

x0 1
][ dx := —log(xo — a).

T — 2o



E, para a < 2y < D,

b 1 xo 1 b 1
][ dr = / dx +/ dx := —log(zo — a) + log(b — xy).
a T — %o a T =0 a ¥ — 2o

b1 b—
][ dx = log ( xo) (2.5)
al — Xo o — a

Agora, para o caso em que ¢(x) é uma fungao qualquer que satisfaz a condigao

Logo,

H (u) precisamos da seguinte propriedade:

Propriedade 2.1. Seja ¢(s) funcdo de varidvel real s, definida no intervalo s; <

s < 89 com derivada continua nesse intervalo. Defina

Fsg ) — 28) = 0(60)

S — 8o
e entao a func¢dao de duas varidveis So, s acima € continua para s; < s, So < Sg. Se,

além disso, ¢'(s) satisfaz a condigao H(u), entao F(sg,s) satisfaz a condi¢ao H ()

para ambas as varidveis.

Dem: Note que
os) = o(s0) = [ &(o)do

Através da seguinte mudanca de variavel
o =59+ u(s— sp)

< |s — so|Also + u(s — s0) — so|

(s — s0) /o @' [s0 + u(s — so)]du
= [(s — s0)[Alu(s — s0)| (2.6)

pois ¢ é funcao de Holder por hipétese. Logo,
¢(s) — ¢(so)

S — 8o

< Alu(s — so)| (2.7)
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Portanto, F'(sg,s) é fungao de Holder e a propriedade estd demonstrada.

Assim,

[0 gy o [P, [, oy

(x — z0) (x — x9)
R PN T
- [ et f e @9

Note que a primeira integral do lado direito existe pela propriedade (2.1),
supondo que ¢ € H. A segunda integral do lado direito também existe pelos
célculos acima no caso em que ¢ = 1. Logo, (2.4) faz sentido como integral de parte

finita de Hadamard.

Tratamos agora do caso em que precisamos fazer mudancas de varidaveis em
integrais singulares. Para isso, temos que ter uma relacao bijetora entre os pontos ¢

de uma curva suave por partes L e os pontos 7 de uma curva I' tal que t = t(7) e a

derivada /(1) = £ exista, e seja diferente de zero, e ¢/(7) € H(a) em I.

Suponhamos que ¢(t) € H em uma vizinhanga de um ponto ¢y no interior de

L e que ¢(t) é integravel em L. Entao, definindo

(T —m)t'(7)
t(1) = t(n0)

fi5 = fa i
B t'(T) . dt(r)
= fi -
_ [un,, -

U(r,19) =

temos que
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2.1 Parte Finita de Hadamard

2.1.1 Breve nota histdrica

A parte finita de Jacques Hadamard, também conhecida como integral hiper-
singular, foi introduzida em 1923 por Jacques Hadamard [7]. Esta integral vem
despertando maior interesse devido a sua importancia nos métodos de integrais na

fronteira, utilizados em diversas dreas.

O objetivo de Hadamard foi estudar as integrais singulares que nao eram Ri-
emann integraveis. Ele pensou, entao, que deveria dar um novo sentido a integrais

singulares.

Ele considerou o seguinte caso como exemplo:

" Afz)
/a \/ﬁdx. (2.11)

Se tentarmos diferenciar essa integral com respeito a b teriamos

o que seria um absurdo, ja que o primeiro termo é uma integral que contém um

termo infinito na ordem de 3/2 e o segundo nao tem sentido.

A nova técnica foi trocar b por = e, ao invés de tomar a integral (2.11), consi-

derar a soma algébrica

§ = )
b—s)2 Vb—z

que define um limite quando = se aproxima de b. Esse limite é a parte finita da

[
o

integral (2.12).
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2.1.2 Integral de Hadamard para fluidos bidimensionais

Em problemas de fluidos ideais, bidimensionais, incompressiveis e irrotacionais

é conveniente reduzir o potencial a uma integral singular mais forte da forma

F(xo) = ]{%d% xo € (a,b).

Seguindo as consideragoes de Hadamard, esta integral é definida como a parte

finita no sentido de Hadamard como:

e =i [ [ e [

Note que estamos subtraindo a quantidade @, de maneira a cancelar as

¢(z)

dr —
— )

2

(2.13)

contribuigoes infinitas que resultam quando ¢ feito o limite das duas integrais.

Agora, iremos mostrar que (2.13) estd bem definida.

Teorema 2.1. Seja ¢(z) uma fun¢ao definida em [a,b] tal que ¢'(x) € H(a) em
[a,b]. Entao a integral F(xq) em (2.13) existe ¥ xo € (a,b).

Dem: Tomamos ¢(x) = 1. Assim, substituindo em (2.13),

To—E€ 1 b 1 2 1 1 1
lim / ———dr + dr——-| = lim |-+ —
=01 /a4 (95 - 33'0)2 zote (1' - 370)2 € e—0 | € a — X b— xo
. { 1 1 1
= lim —
—0|la—xg b—x
B 1 1
 a—1xz9 b—u1xg
B ][b dx
B a (SL’ - .’13’0)2

Agora, tomamos ¢(z) qualquer, satisfazendo as hipéteses do Teorema. Assim,

de maneira andloga ao caso da integral de Cauchy, obtemos

o@) . _ [ow)—olw), o[ 1
7 f @z T 0)]£<

T — xp)?

da. (2.15)

(2.14)
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Note que, a segunda integral do lado direito da equagao acima existe e é uma
integral com forte singularidade, por (2.14). J4 a primeira, pela propriedade (77),
tomando A = 1, temos que (¢(x) — ¢(x0))/(x — x9) € H(a) como uma fungao de
duas variaveis. Logo, a primeira integral do lado direito também existe. Portanto,

F(zy) existe.

Em problemas envolvendo fluidos tridimensionais, encontramos integrais da
1
/Q'LU ﬁdQ,

A respectiva integral de Hadamard pode ser definida da seguinte maneira:

forma
onde R = ((z — &)* + (y — n)?)*/~

seja () uma regiao limitada no plano-ry. Entao, para uma funcao w suficientemente

suave temos

Q0 0 L
][Qw@,m@ = l{%@/gw@’") l?ﬂ%a_g ( R? + (z—C)2>

onde df) = d&d(, com &,n € . Ou, podemos definir equivalentemente por

[ =mm| [ . (e g - 220, (2.16)

e—0

a9,

onde Q. é um disco pequeno de raio € centrado em um ponto singular (x,y).

2.1.3 Generalizacao das integrais de parte finita de Hadamard com
uma variavel

Iremos tratar agora de uma generalizagdo das equagoes (2.3) e (2.14). Essa

generalizacao foi estudada em [13]. Considere a integral

)
Im0¢ I:/(; de’ To € [Cl,b], (217)

onde ¢ é uma fun¢ao Riemann integravel em [a, b] em uma vizinhanga de z = x¢, e

a € 7.
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Se a+1 é negativo, entao a integral I, ¢ existe como uma integral de Riemann.
Mas, para valores nao negativos de o + 1 a integral geralmente nao existe. Assim,
torna-se necessario definir uma nova integral para o qual (2.17) exista Va > 0. Essa
nova integral deve ser uma extensao da integral de Riemann no sentido usual, ou seja,
sempre que (2.17) existir no sentido de Riemann, ela deve existir também no novo
sentido, e as duas devem coincidir. Além do mais, essa integral que iremos definir
devera satisfazer as propriedades de aditividade e linearidade como as integrais de
Riemann. Note que os casos particulares « = 0 e a« = 1 ja foram mencionados nas

segoes anteriores. Agora vamos generalizar o procedimento com a > 0 qualquer.
Casol: p=1lea>0

Tomando zg = a,

b 1 1

b
1
L= | ————de=1li S S P —
o? / @) T s e T T alb—m)e

11m .
6—0+ 0™

Assim, a parte finita da integral é

][” 1 g 1
—dr = ——8—.
o (@ — x0)oH alb — xp)®

Analogamente, calculamos a parte finita da integral para o = b e para a <

o < b e temos

1

—W para o = a,

b
1
][ = dr = 1 para zo = b, (2.18)

(ZL‘ _ $0)a+1 ’ " a(zo—a)®

1( 1 1 ) para a < xy < b.

L a \(b—z0)®  (zo—a)™
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Caso 2: ¢ qualquer e a > 0

Seja ¢ uma fungao Riemann-integravel qualquer definida em [a,b] k 1= a € Z
vezes continuamente diferencidvel em uma vizinhanga de xy. Iremos supor ainda

que ¢*) é Holder continua em x. Considere o polinémio de Taylor de ¢ de grau k

(l
¢a [L’o Z ¢ xO - ())l.

Como estamos supondo que a parte finita da integral preserva a propriedade

da linearidade podemos escrever

_ ]W

o1 () dx
- Z; 0 fo_%le. (2.19)

Ti(¢520)(z) N ][m(qb;:co)(x)

i xo 0‘+1 (x — xzg)ot!

Til(d50)(2) |

.T—IO a+1

X

(z) —
(
) —
(

Veja que, se expandirmos ¢ em série de Taylor,

o(2) = 6(0) + & (o) — zg) + L@ =T P@o)E —2o)"

2 m!

teremos

¢(x) = Ti(; 20) () =

¢ (o) (x — @) T 62 (o) ( — )
(a+1)! (a+2)!

ou seja, na primeira integral do lado direito nao temos singularidades. Logo ela

+ ..,

existe e é uma integral de Riemann. J4 as restantes integrais de parte finita foram

definidas em (2.5) e (2.18).

Portanto, podemos definir a parte finita da integral para funcoes suaves como

b )
bo(x) — Th(; 20)( ¢! Io ][ 1
d d
][(x—:co a1 ][ (z — 29)o L +Z (z — zo)o 1 x-

Note que essa definicao implica que a parte finita da integral é um funcional

linear no argumento da funcao pois

ef@) tdg@), [0 T@) [ e
]f (z —y)ot! = ]{(x—y)aﬂd +d]£(x_y)a+1d’
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sempre que as duas integrais do lado direito existirem, onde f e g sdao funcoes

Riemann integraveis quaisquer.
2.1.4 Integrais de parte finita de Hadamard com mais de uma variavel

Seja ¢ : B C R" — R ilimitada em uma vizinhanga de um ponto interior X
de uma regiao limitada e mensurdvel B. Assumimos que, para qualquer 0 € T, a
funcao ¢ é Riemann integravel em B\ .S(Z;¢), onde s(z;0) é uma esfera de centro

T e raio 0 com respeito a norma usual.

Consideramos a integral

I, () = /Bk(x,xo)(/b(x)dx, Xo € B,

onde X = (21, ..., k), Xo = (Zo1, ..., Tor) € k(X,Xp) é suave em B menos no ponto de

singularidade de ordem o+ N em x = Xg.

Se o + N ¢é negativo, entao a integral acima existe no sentido de Riemann,
supondo ¢ Riemann-integravel prépria ou impropriamente em B e limitada em uma
vizinhanca de x = xy. Por outro lado, se a + N for nao negativo, a integral Iy, ¢
geralmente nao existe no sentido de Riemann. Como no caso de dimensao um,
iremos agora introduzir uma extensao da integral de Riemann para que Ix,¢ faca

para valores nao negativos de a + N.

Vamos supor que ¢ é k = [a] vezes continuamente diferencidvel em uma vizi-
nhanca de xg, onde [o] = a parte inteira de . Se « for um inteiro, vamos assumir

ainda que a derivada parcial de a—ordem da ¢ é Holder continua em x¢. Denotamos
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o polinomio de Taylor de ¢ de grau k em xo por Ti(¢;Xo), ou seja,

N 00
Ti(d;%0) = é(xo) + Z . (x0)(xi, — Xoi,)
ii=1 1
N
1 9%
+ 11;1 5 8Xi1 8X12 (X())(Xil B XOil)(Xi2 B XOiZ)
N
1 ok
i " Z 1 H@Xil oxi,, (%0) (%11 = ¥ia)--- (i — o3, ). (2.20)
Uil =

Novamente, vamos querer que a parte finita da integral seja linear. Logo, a

relacao

/B k(%, %0)6(x)dx = /B k(, %0 ) (6(x) — T (6: x0) (X)) dx -+ / (%, %0) T (6 %0) (x)dx

B

deve ser satisfeita.

A primeira integral do lado direito existe no sentido de Riemann. J4 a segunda,

tomando uma bola S(xg;d) centrada em xq de raio 4, podemos ver que a integral

hsTi(orxa) = [ ke xo)(0rx0) (s

existe Vo € BT, mas nao converge quando ¢ — 01. Para analisar o comportamento
de Iiy.sTk(¢;%0) quando § — 07, vamos parametrizar x — Xo com coordenadas

polares. Assim,

Ti(9;%0) (1, 01, s pN-1) = pO(@lv"'acprl)+p1((1017"'7(10N71)r+p2<§017"'790N71>712

Tt 1y N, (2.21)

onde p;(¢1,...,on-1), j = 1, ..., k, sdo polindomios trigonométricos em ¢y, ..., Pn_1.

Ainda, vamos supor que a fronteira de B tem a seguinte representagao

0B = {(7‘, ¥1, '--,SON—l) : (901, ~-~790N—1)T €d,r= 3(901, -'-,SDN—l)},

onde

R:QC0,7] X ... x[0,7] x [1,27] — Re.
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Vamos analisar dois casos:
Caso 1: k(x,x0) = r* Ng(p1, 09, ....,on_1), onde g é suave, periédica, de
periodo m em ¢y, ..., on_o € de periodo 2m em Yy _1.

Consideramos a seguinte transformagao das coordenadas cartesianas N-dimensionais

x € RY em coordenadas esféricas N-dimensionais
(r, @1, on—2,on-1)" € RE x [0,7] x -+ x [0, 7] x [0, 27]

de acordo com

Ty = rsenyisenys...Senyy_3Senyy_oSenYy_1,
Ty = TSENYiSenps...SeNYN_3SeNPN_o COS PN _1,
Ty = TSenyisenys; - - - SenYy_3 CoS PN _2,
IN—_1 = TSenypCcos gy
Ty = TCOSQ. (2.22)

Nesse caso, temos a relagao

detJ(r, 01, ..., on-1) = ¥ Lq(pr, ..., on-1), (2.23)

onde

N72(

q(p1, .oy on—1) = (senepy) senypy )V .. (senpy_3)?senpy_o. (2.24)

Usando a representacao (2.21) do polinémio de Taylor e as relagoes (2.22) e

(2.23), temos

k
Ixo;ﬁTk<¢; XO) = Z / (gqu)<g017 (RS @N—l)h.j(é? P1y ey @N—l)dgpl"'dwl\/—l
j=0 /¢

Ccom
max[§,R(¢1,...,oN—1)] 1
hj((s’@la"'?SON*l) :/ dr
§

,roz—j—l—l :
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Claramente, h; = 0 se 0 > R. Caso contrario,

log R(¢1, ..., on—1) — log d para j = a,
h(5> 30179027“-790n*1) =

(5 — ) Y R(p1, e, py_1)T 7 — §779) para j # a.
Logo, temos a seguinte expansao assintotica
Ixo;éTk(¢; Xo) = Qo + aq 10g5 + a2(5k_1_a 4+ ...+ ak+15k_a + O(l) (225)

quando 6 — 0%, onde ag,ay, ...,ax + 1 € R sdo constantes e O(1) indica os termos
que convergem a zero quando 6 — 0. Entao a parte finita da integral de Ty(¢;xo)

é obtida tomando os termos divergentes em (2.25) e tomando o limite da parte finita

restante quando 6 — 0T:

]ik(x, x0) Ty (0; X0)(X)dx := ay.

Caso 2: k geral.

A partir da expansao assintética, vamos considerar a seguinte defini¢ao

Defini¢ao 2.3. (Parte Finita de uma Fun¢ao Real): Seja a fungdo I : 6 — 1(6)

definida Y5 € (0,80), 6o > 0. Assumimos que a sequinte expansdo assintdotica é

valida:
I(0) = ap + a1 logd + asd ™ + ... + ag1 10~ “* + o(1) quando § — 0+,

onde ag,a1,....;ap11 €0 < ay < ag < ... < ap sao constantes reais. Entao, a parte

finita, p.f.1(5), de I é definida por

p.fI(9) := ay.

Entao, se supusermos que a definicao acima vale para a funcao

I:6— k(x,x0)p(x)dx, (2.26)
B\ S(x0;0)
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entao temos a seguinte definicao para a parte finita da integral:

]ik(x, Xo)p(x)dx = p.f.1(0). (2.27)

Se tivermos uma funcao f suficientemente suave, a definicao acima se aplica
para qualquer nicleo k(x,Xg) singular, o qual pode ser expresso como uma com-

binacao linear de acordo com o caso 1.

Note que a definicao dada para a parte finita da integral de uma sé variavel é
apenas um caso particular da definigao (2.27). Além disso, se Xo é um ponto interior
de B e se os coeficientes ay, ..., ax41 na expansao assintética da func¢ao Iy,.s7%(d; Xo)
desaparecerem, isto é,

ap = ag = ... = Q41 :0,

entao a parte finita da integral (2.27) coincide com o valor principal de Cauchy.
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3 DISCO HORIZONTAL SUBMERSO EM
UM FLUIDO COM SUPERFiICIE LIVRE

3.1 Introducgao

Neste capitulo iremos estudar o potencial de velocidade de um fluido que passa
por um disco plano. A abordagem vai ser bastante baseada em um trabalho de

Martin e Farina, publicado em 1997 [21]. Antes, definiremos os seguintes conceitos.

Consideramos um fluido irrotacional e definimos o vetor velocidade por

V — (u17u27u3>'

Tomemos a integral definida
X
oxy) = [ wida
X0
onde o limite inferior é uma posigao arbitraria e o limite superior é o ponto x =
(21,22, x3). Assim, podemos notar que essa integral independe do caminho de in-
tegragao entre os pontos Xg e X, uma vez que a diferenca entre quaisquer duas
integrais, entre os mesmos pontos, ¢ igual a circulacao ao redor do caminho fechado
de x¢ a x e ao redor do caminho de volta a xg¢ que é igual a zero, pois o fluido é
irrotacional. Assim, se escolhermos o caminho que aproxima o ponto x ao longo de
uma reta paralela ao eixo x; entao ao longo da parte final do caminho de integracao
temos que u;dx; = uidxy. Logo,

N P
81‘,L- —axl uiar; = uy.

Zo

Aplicando o mesmo argumento as outras coordenadas temos

Z_alll'i
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ou

V = Ve¢.

Como em [21], vamos definir ¢ como o potencial de velocidade. A vantagem
de estudarmos o potencial de velocidade ¢ ao invés da velocidade é que o vetor
velocidade tem trés componentes escalares enquanto o potencial de velocidade é um

escalar do qual podemos calcular as trés componentes da velocidade.

Vamos supor que temos um corpo que se move em um fluido ideal e infinito
perto de uma superficie livre. As seis componentes da forca e do momento hidro-

dindmico podem ser escritas na forma matricial [26]

6
F, = Re {Zgjeiwtfij} L i=1,2,...,6, (3.1)
j=1

fio=—r / / Sb%i;qsids. (3.2)

onde

O coeficiente f;; é a forca complexa na direcao ¢ devido ao movimento senoi-
dal de amplitude um na diregao j e tanto a parte real quanto a parte imaginaria

dependem da frequéncia angular w. Logo,

2 .
fij = W aij — zwbij.

Assim, podemos expressar (3.1) como

6
Fy= =) (ayVi+byV;).

J=1

Vemos que as componentes da forca e do momento apresentam uma parte
proporcional a velocidade do fluido e uma parte proporcional a aceleracao do fluido.
O coeficiente da parte proporcional a aceleracao, a;;, desempenha o papel de uma
massa, sendo conhecido como coeficiente da massa adicional. Ja o coeficiente da
parte proporcional a velocidade, b;;, ¢ conhecido como coeficiente de amortecimento

126].
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3.1.1 O problema

Considere uma radiacao de pequena amplitude da superficie de ondas aquaticas,
harmonica no tempo, gerada por uma oscilagao de uma placa-rigida em 3 dimensoes.
O problema proposto é calcular a radiacao das ondas e as forcas hidrodinamicas na

placa.

O caso em que a placa estd na superficie ja foi extensivamente estudado e é
conhecido como problema da doca. Assim, nesse capitulo foi tomado o caso em que

a placa esta submersa.

3.2 Equacgoes integrais de fronteira: corpos submersos

Consideramos, o sistema coordenado cartesiano, onde z é o eixo vertical, po-
sitivo para baixo, e a superficie livre nao perturbada se localiza em z = 0. Nesse
problema temos um corpo submerso em um fluido com superficie livre S suave, fe-
chada e limitada. Supomos que os movimentos do fluido sao de pequena amplitude,
harmonicos no tempo, que o fluido é incompressivel e nao viscoso, e que o movimento
é irrotacional. Denotamos ¢ como o potencial do fluido e [¢] como a descontinuidade

do fluido, através de S.

3.3 Formulacao do problema

As equagoes que formulam o problema sao as seguintes.

e ¢ satisfaz a Equacao de Laplace:

—-I———i——)qb:O no fluido;
z
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e A condicao da superficie livre é:

K(b—i-%:() em z = 0;
0z

onde K = w?/g, g é a aceleracao da gravidade e w é a frequéncia.

e Na superficie do corpo a velocidade normal é descrita como

¢
8_n_v em S

onde V' ¢é uma funcao dada;

Além disso, temos que ter uma condicao para o potencial no infinito. Sabemos

que em uma dimensao a solucao da equacao da onda é dada por fungoes do tipo
f(z) = cos(kx — wt) e sen (kz — wt)
ou ainda, podemos tomar a representacao complexa como
p(x) = Ae'kr=et),

Assim, em trés dimensoes, temos que

Aefi(Krfwt)
\/F )

onde a equacao é dividida por /7, pois a amplitude da onda deve ser cada vez menor

P(p,t) =

a medida que a onda se distancia da fonte e se espalha por uma superficie cada vez

maior. Ou seja,
efHK

N

¢~ (3.3)

De acordo com a condi¢io de Sommerfeld [27], as ondas devem se comportar

no infinito como ondas progressivas saindo da fonte de perturbacao. Ou seja,

lim / / @
r—00 S 81”

2

—iK¢| ds=0. (3.4)




25

\x/

Figura 3.1: caminho da integral em Gj.

Essa é a forma fraca da condicao de radiagao de Sommerfeld. Vamos tomar a

forma forte, ou seja, tomamos ¢ satisfazendo a condicao de radiagao.

ri/? (% — iKgf)) — 0 quando r = (2 + y2)1/2 — 00. (3.5)

Note que, (3.5) implica (3.4). Iremos impor a condi¢ao (3.5) ao problema.

Ainda, vamos denotar os pontos P, () como pontos no fluido e os pontos p, ¢

como pontos do corpo submerso.

Para resolver o problema, iremos reduzi-lo a uma equacao integral de fronteira

sobre S.
Para dguas profundas, uma forma da fungao de Green é dada [3] por
G(P,Q) = G(x,y, % &1,0) = (R + (2 = O)*) V2 + G1(R, 2 + (), (3.6)

onde

R=((x =&+ (y—n?*)" (3.7)

o K
Gi(R,z+ () = f e—k<z+<>J0(kR)’; i =k, (3.8)
. _

e Jy € a funcao de Bessel e o caminho da integral contorna a singularidade k = K. A
integral de G; é uma integral de contorno como em (figura 3.1). A funcao G satisfaz
a condicao de superficie livre de ¢ e a equacao de Laplace e tem uma singularidade

simples em P = @, isto é, AG(P, Q) = —47)(P — @), onde § é uma delta de Dirac.

De acordo com [3] pode-se mostrar que a fungao (3.8) satisfaz

oG
— —iKG=0(3%?
o iKG =0(r—%),
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e portanto satisfaz a equagao (3.5). Logo, G — 0 quando r — 0.
Assim, aplicando o Teorema de Green [5] em ¢ e G obtemos

& Jo@crua= [{ow ™5 0 e 3 bas,

Como AG(P,Q) = —4md(P — @), segue que

~o7) = o= [ {00 500 crag o2 L as,

4 Jg ong ong

Pela condicao de fronteira,

~or) = - [ {o ™50 - cravio fas, 39)

Por outro lado, fazendo P — p, obtemos

—6(P) = / 6(q) AG(P, q)dz
_ / 8(a) (47 (P — 4))dz = Zo(p), (3.10)

pela propriedade da funcao de §, onde B é o volume que contém o fluido.

Logo,
o0 - [ {as(q)%fj;” -GV ) ds, .11

ou seja,
27T(b /¢ a Sq = _/G(p7 q)V(Q>d8q>
nq s

que é uma equagao integral de fronteira para ¢ em S. Essa equacgao tem solugao
tnica para todos os valores de K. E assim, pela equacdo (3.11), obtemos ¢ para

todos os pontos do fluido.

3.4 Equacao integral de fronteira: placas finas

Supomos que o corpo se degenera em uma fina placa rigida, ou seja, S se
degenera em uma superficie aberta, suave, finita e limitada €2, com fronteira 0f2,

curva simples, suave e fechada. Denotamos os dois lados de © por: Q" e Q.
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Portanto, agora a condigao de fronteira é

A + +

an—+ = V(p ) para p - em Q s
e

99 _ - _

an—_—V(p)parap em Q.

Como o potencial de velocidade é descontinuo através de €2, definimos a des-

continuidade do potencial através de €2 por

[6(p)] = o(p™) — d(p7).

Como a placa é rigida, V(pT) = =V (p~). Assim, a representacao integral se

torna

o) = 3= [{ota ) - o 25

q

— G(P,q"V(¢") —G(p q‘)V(q‘)dSq}

= o [l s,

- /QV(qﬂ[G(p,q*)—G(p,q‘)]dsq}- (3.12)

Portanto,

pois G(p,q") — G(p,q~) = 0.
Derivando em ambos os lados e usando a condigao de fronteira anterior,

9¢(p) il/ﬂ (q)]aG(p+,Q)d

= — s
+ + + 4
onf on} A on}

Logo,

I oG (p*,q)
+y = ; + +
Vi) = g 0@ g s, ot 0"
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De maneira analoga, aplicamos a condigao de fronteira em 27. A equagao integro-
diferencial acima para [p(q)], ¢ € Q deve ser resolvida de acordo com a condi¢ao de

contorno

[©2] =0, ao redor de Of2.

Invertendo a ordem de integracao e diferenciagao, supondo que [¢(q)] satisfaz

a condicao de Holder, obtemos

1 0?

— ——G(pt,q)ds, =V (p"), pm € Q. 3.13

i PO 55O s = V), (313)
Observe que a inversao ¢ valida pois a integral pode ser interpretada como uma

integral de parte finita. Ao fazermos isso podemos avaliar a integral de Hadamard

analiticamente. Note ainda que essa integral foi definida anteriormente em (2.16).

A equacao integral acima pode ser resolvida de acordo com a condi¢ao de contorno

6] =0

3.5 Disco horizontal submerso
Vamos supor que €2 é um disco circular. A partir de agora, o objetivo é
simplificar a equacao integral (3.13).

Supomos que 2 é um disco horizontal centrado em (z,y, z) = (0,0,b/2) de raio
a = 1. Tomamos Q" como o lado inferior do disco tal que 9/0n™ = 9/0z é avaliado

em z = b/2.

Entao, derivando em ambos os lados em (3.6) e (3.8), temos

oG 1, ., L 2y-3/2 B 0
= 5+ (= 02— () LG+
onde
9 _ L ekt k+ K
azGl(R,z—FC) —}é ke JO(kR)k_de.



29

Derivando mais uma vez,

oG -3
Intont = —T(RQ + (2= 0% 22 = Q)

2
— (B = O DGR+ 0)

Logo,
oG

onT B(R*+ (2 — Q)2 =) — (R*+ (2 — ()*) 52

2

0
+ @Gl(}iZ + C),

onde

9 [T ko) k+ K
azGl(R,Z+C) - fo k“e JO(kR)k K

dk.

Tomando z = { = b/2,

e 1
- iu
gniony | R

com

> K
M = % k2e‘k(z+<)J0(kR)k+—dk. (3.14)
0 k—K

Portanto (3.13) se torna

1 a 1

[P =5 + = Q[¢(Q)]M(p, q)dQ =V (p*). (3.15)

Essa é uma integral hipersingular bidimensional. Ela é vélida quando {2 é um

disco plano horizontal.

3.6 Equacgoes uni-dimensionais

Podemos transformar a equagao anterior em um conjunto de equagoes nao
acopladas uni-dimensionais. De fato, introduzindo coordenadas polares r e 6 para o

ponto p = (x,y) no disco temos:

xr=rcost e y=rsend,
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tal que
Q={(rd):0<r<l,n<O<m}

¢ = (&) onde £ = peosd e 1 = pseng,

com dS) = pdpdp.

Expandindo as fungoes em série de Fourier podemos supor que

V(r,0) = Z V(1) cos nf.
n=0

Usando

oo

Jo(kR) = enJu(kr) Ju(kp) cosn( — ¢),

n=0

onde ¢y = 1 e €,=2 para n > 1 de acordo com [2] e R ¢ dado por (3.7), obtemos

M(r,0;p,¢) = Z en M, (1, p) cosn(0 — ¢), (3.16)

onde
k*(k+ K)

M, (r, p) = fe_kan(kr)Jn(kp) l(c— % dk. (3.17)

Segue de (3.15) que [¢] pode ser escrito como

[p(r,0)] = an(r) cos né.

Note que isso é possivel pois, como o problema é axissimétrico, podemos tomar
solucoes pares em . No caso geral, poderiamos supor a expansao para ¢ em termos

de senos e cossenos.

Além disso, podemos ver que w, satisfaz uma equacao integral unidimensional.

De fato, escrevendo (3.15) como

1 ds?

e QMF = f(p), p€Q,
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onde

1

10.6) = V) = 1= [ (0@l . g)ac

Substituindo V' (r,0) e M(r, p) pelas suas expangoes na equacao acima, obtemos

f(r,0) = an(r) cosné,

onde

1

F0) =Vl =5 [ )M ).

De acordo com [6], w, e f, sao relacionados pela seguinte férmula,

4 1 bosntlfo(s)
wy(r) = - /T 12012 = 12)1/2 /0 7= 82)1/2dsdt,

onden=20,1,2,....

Substituindo f,, na equacao acima temos,

4, / ' 1 SV (r) — & fy wa(p)Ma(r, p)pdp
. t2n(t2 7’2>1/2

wy (1) = _;7“ (12 — s2)1/2

dsdt.

Assim, podemos escrever

n ! 1 4 [ 3n+lvn($)
wy(r)y = r /T (2 = 2)1/2 [_;/0 (t2—52)1/_2d3

2 t Sn—l—l 1
i _/0 W/0 wn(p)Mn(SamdedS] dt.

T — 52

Logo, X
wi(r) = w(r) + / wn(p) L(r, p)dp,

que ¢ uma equagao integral de Fredholm do segundo tipo para w,, onde

0o 4, ! 2 2\1/2 ' s"V(s)
€
D) 1 rt gntl

A equagao (3.18) é uma equagao de Fredholm do segundo tipo para w,,. Note

que, se (3.19) for zero, fisicamente nao temos superficie livre.



3.7 Equacoes uni-dimensionais mais simples

O objetivo dessa segao é simplificar as equagoes (3.18) e (3.19).

Note que podemos reescrever as equagoes (3.18) e (3.19) como

0 n /1 1 —4 —-n /t SnJern(S)
wye = r t —ds
, t?n(t? _ T2)1/2 ﬂ-Dn 0 (tQ _ 82)1/2

+ %/;% (Din /Olwn(p)Mn(Sm)p)dp)}.

Assim temos as seguintes equagoes para wy,:

Lt ()t
wy(r) = Dyr /r my

onde D,, é um fator normalizante e

2 t .n+l Fn
wlt) = v+ 20 [ s

™

com

~ 4 sV (s)
RO =t | G

Fas) = 5 | )Mo phodp

Substituindo (3.21) em (3.23) temos

L (4) [ n+1
R = [0 [ e ot

1 1 wn(w 1/2
o n+1
= /0 Pt Mn(57p)/p tn(t2 — p?) dp.

Vamos agora analisar a integral

Lo = [ s

12 — 52)1/2

32

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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Substituindo (3.17) em (3.25) temos

1/}71 T pn+1
[n<t) = /O t2 1/2d8/ dT/O mMn(S,p)dp

1
¥ (T)
:/ ATk [ s k) ds

K (k+ K) _
« / " (et (kp)]i_—K)e N (3.26)

Usando [?] Comu:—1/2 y=k,a=yev=n,

n+lJ

onde j,(z) = (2—2) J(n+1) 2 €éa fun(;ao de Bessel esférica, temos

1
K
- / wn(T)de[E T, () o (R 2 E ht g
0 0 k—K

Fazendo a mudancga de variavel 7' — y e t — x e substituindo a equacao acima em

(5.41) temos

1 kE+ K
; E:wf Un(y)dy ﬁx”“jmx)jn@y)k”—e’“’dk.
s 0 0 k—K
Portanto,
1 2
n() = 62 @) + [ 0al0) 2 2y Nl (3.27)
0
onde
K
No(z,y) = f 5 (k) julky) Bt g (3.28)
. k— K

¢ um nucleo simétrico continuo.

3.8 O disco oscilante nas ondas

Vamos tomar V(r,0) = 1, pois isso corresponde as oscilagoes verticais do disco

plano. Assim a solucao é axissimétrica:

[Qﬂ = Wo-
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pois o angulo nao varia.

Escolhendo Dy = —4/m quando ¢¥§°(x) = x, escrevendo ¢ = 1) e substituindo

na equacao para wy, isto €

L apo(t)dt
’wo(?") = D()’I“O\/TV to(t20——7“2)1/2’

At y(t)at
wo(T)—_—/r m,

™

temos

onde, por (3.27), v resolve
1
vle) = [ vVl y)dy =2, 022 <1, (3.29)
0

Tomando jo(z) = 2z senz,

2 k+ K
No(z,y) = —xyfe_kbk_lx_lsenkx k;_ly_lsenk;yk2+—dk
2 1 kE+ K
= ;fekbé[cos(kx — ky)—cos(kx + ky)] k: j_L KdK,
pois
cosxr — ky) — coslx + ky) = coskx cosky + 2semrsery — coskx cosky.
Assim, o niucleo se torna
No(x,y) = L(z —y) — L(z +y),
onde

1 k+ K
L(X) = ;fekb cos(kX)k i_ de.

Note que L(z) é uma fungao par e Ny(x,y) é uma funcao impar de z, isto é,
L(—z) = L(x) e No(—x,y) = —No(z,y).

Como o lado direito de (3.29) é impar, temos que a 1 (z) da equagao integral

pode ser estendida como uma funcao impar. Assim, podemos escrever a equagao
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integral (3.29) como uma equagao sobre o intervalo —1 < x < 1. Ou seja,

v@) = [ vl —ydy =z, <1< (3.30)

Essa é uma equacao integral de Fredholm do segundo tipo com % uma solucao

impar e continua dessa equacao.

Podemos separar o nicleo em duas partes usando
k+ K 2K

=14+ —- 31
KK h-K (3:31)
Assim,
1 1 2K
L(X) = %fe_kb COS ]{/’Xdk —+ %fe_kb COS ]{?dek',
ou seja,
b 1 2K
L =——— 4+ —P,(X.b
(z) \7T52+X21+ T o(X, z’
Lo Ly

onde

dk
Oy (X.Y) = Y cos kX ———
o(X,Y) %je cos kX —

é um potencial de forca de onda bi-dimensional.
Substituindo L(X) pela sua nova expressao em (5.42), temos,
b/l oy 2K [

Y(r) — P N e y-— » Y(y)Po(r —y,b)dy = =, (3.32)
com —1 <z <1.

Essa é a forma final para 1, que depende do ntimero de onda K e da profun-

didade b, ou seja, ¥ (z) = ¥ (z; K, b).

3.9 Forca hidrodindmica

A forga hidrodindmica é dada por Re{Fe ™!} onde

Fz—wwLW@mww@m
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com p denotando a densidade do fluido e n™ o vetor unitdrio normal a Q* apontando

para dentro do fluido. Logo, a for¢a é dada por uma integral de [¢] sobre a placa.
Vamos supor que o centro do disco estd em
1
z= §b — (U/w) cos wt,
onde U é constante. Entao a forca hidrodinamica vertical no disco é dada por
F = pa®Uw{Acoswt + Bsenwt},

onde a é o raio do disco e A e B sao coeficientes de massa adicionada e de amorte-

cimento, respectivamente. Assim,
A(K,b) +iB(K,b) = — / lds
D

= —or /0 1w0(r)7"d7“ =38 /0 1w(a:)xdx, (3.33)

onde D é um disco unitério.

3.10 Alguns casos especiais

3.10.1 Profundidade infinita: b — oo

Quando b — oo temos que o nucleo

b 1 2K [~ dk
LX) =2 (—— )+ 22 [ e Pooshx—2
(X) W(b2+X2)+7r/0 e " cosk k—K_)O

e portanto, por (3.32), ¥(x) = .
Assim, de (3.33) podemos ver que

8
A:§ e B=0 quando b — oc.

Fisicamente, isso corresponde a um tnico disco oscilando em um fluido nao

limitado, ja que a profundidade é infinita, ou seja, nao temos superficie livre.
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3.10.2 Equacao de Love: K =0

Assim temos L; = %@0()(, b) = 0. Tomando f(z) = 1(z;0,b), temos

b [t fy) o

Essa é a equacao de Love. Ela surge do problema eletrostatico de uma placa
circular. Podemos ver que tomarmos K = 0 na condicao de superficie livre é equi-
valente a ter um par idéntico de discos co-axiais em um fluido nao limitado com

0¢/0z = +1 em um disco, dp/0z = —1 no outro, sendo b a separacao desses discos.

3.10.3 K =00

Nesse caso, ndo podemos fazer a separacao da fragdo como (3.31). Assim,

1 kE+ K
[}iinooL(X) = Efe_kbcos(kX)ki_de:

1
= —ﬁekb cos(kX)dk.
TJo

Logo,
L(X) = —b(b* + X*)71.

Assim, tomando g(x) = ¥(x;00,b) e substituindo em (5.42), temos que g

satisfaz

1
g(x) + b/ bQQLy;(Zdy =z, —-1<z<I1.
1

Note que essa equacao difere da anterior por um sinal.
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4 UM ESCOAMENTO DE FLUIDO QUE
PASSA POR UM DISCO RUGOSO

Esse capitulo apresenta uma analise do problema de escoamento de um fluido
que passa por um disco rugoso, andlise essa bastante baseada na Ref. [19]. Considere
um escoamento de fluido que passa por uma rigida esfera de raio a. Normalmente
esse problema é resolvido pelo método de separacao de variaveis. Entretanto esse
método nao é aplicavel quando a esfera é perturbada. Assim, podemos usar a
técnica de perturbacao da fronteira, onde a condi¢dao na fronteira S é expandida
como uma série de Taylor sobre a fronteira nao perturbada r = a. Entao a expansao

do potencial é

¢ = do+ ep1 + o+ ...,

que conduz a uma sequéncia do problema de valor da fronteira para ¢, no dominio
nao perturbado (1 > a); ¢ € a solugdo nao perturbada e posteriormente ¢,, é forgado

por ¢,, com m < n.

O artigo [19] mostra um método alternativo. Primeiro se reduz o problema
de valor da fronteira sobre S. Depois, reescrevemos esta equacao projetando sobre
a superficie nao perturbada. A seguir introduzimos a perturbagao da expansao,

chegando a uma sequéncia de equacoes integrais da fronteira.

4.1 Formulacao

Consideramos que o fluido passa por uma rigida separacao fina 2. Modelamos
a separacao como uma conexao lisa de uma superficie limitada com uma fronteira

0f). Assim, o problema é resolver a equacao de Laplace em 3 dimensoes

Po 0o 0%
2 _
Vo= Ox? +8y2 +822 =9
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sujeito a,

0¢  Obo _
% + a—n 0 em Q, (41)

e ¢ =O(r') com r — oo, onde r* = x? + y* + 22, @y ¢é o potencial de velocidade

dado pelo escoamento ambiente, e % denota a diferenciagao normal.

Estamos interessados em situagoes onde o escoamento ambiente é uniforme,
logo,
¢0(x7ya Z) = U(xsenﬁ_ ZCOSﬁ), (42)

onde U e ( sao constantes dadas.

4.1.0.1 Energia cinética

Quando um corpo rigido estd em movimento nao rotacional por um fluido
incompressivel de densidade p, a energia cinética do movimento do fluido é dado em

[14] por

—~ / ¢%ds (4.3)

Aqui, S é a superficie do corpo e % denota a derivada na direcao normal sobre S,

na diregao de S para dentro do fluido.

Agora, suponhamos que S se degenera em um fino corpo com volume zero,
chamado €. Denotamos os dois lados de Q2 como Q7 e Q™ e definimos o vetor normal
unitario n de Q% para dentro do volume. Finalmente, definimos a descontinuidade

em ) por

[6(q)] = lim $(Q) — lim $(@Q), (4.4)

Q—aqt Q—q~

onde ¢ € Q, gt € QF, ¢- € Q™ e Q é um ponto no fluido. Logo (4.3) se torna,

T=" / 6192 ds. (45)
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4.2 Equacgoes integrais governantes

4.2.1 Representacao integral

Para qualquer fungio ¢, satisfazendo ¢ = O(r~!) quando r — oo, temos a

seguinte representacao integral:

o) =1 [ (o0 g-ciPa) - GPa ) as, (46)

" dnr
onde G(P,q) = |r — q|™!, ¢ € S tem posigao vetor q em relagao a origem O, e P
tem posigao vetor r e coordenadas esféricas polares (1,0, ¢). Assim, para uma fina

separagao €2, (4.6) se reduz

oP) = o [5G g)ds, (0.7

Supomos que a superficie 2 é dada por

onde D é um disco unitdrio no plano zy. Definimos o vetor normal de €2 por

oF OF
M= (_a_x’_a_y’1>’
N

e entao, n = I~ é o vetor normal unitario. Suponha que P e ¢ € ) sao denotados

por (xg, Yo, 20) € (z,y, 2) respectivamente. Seja

[0(0)] = w(z,y). (4.8)

Assim,
SR T N R
Ing dz|r—q| dylr—q| 0z[r —d
_ (x —20,¥ — Yo, 2 — 20)
T e MW

N(q)
R3

- (x_x07y_y07z_20)'

N(q)
RS’

= Ry- (4.9)
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onde Ry = (29 — z,y0 — y, 20 — F(x,y)) e R2 = |Ra.

Logo, substituindo (4.8) e (4.9) em (4.7), temos

1 dA

olanetnz0) = 3= [ wlep)N(@) - Raps.

onde dA = dxdy.

4.2.2 Equacgao integral

Derivando (4.7) em relacdo a n, e aplicando a condi¢ao de fronteira (4.1) temos

= F ot 52, ayds, = 92 (4.10)

dn,on,, ~on,’
onde p € ) e a integral deve ser interpretada no sentido de parte finita de Hadamard,
j& que o integrando da equacao (4.10) é hipersingular. A equagao (4.10) é uma
equacao integral hipersingular para [¢]; deve ser resolvida sujeita a condigao de

fronteira

[6(q)] =0 V q € 09

Derivando G(P,q) em relagao a n, e n, (A.7), temos

8825;;3) = (r—q)*(N(p) - N(q)) — }%(w — 20,y — Yo,z — 20) - N(q)  (4.11)

Assim, projetando sobre D, (4.10) se torna
1
4_ K<x0ay0uxay)w(x7y)dj4 = b(x[))yO): (412)
TJD
onde (zg,y0) € D e

K =R, *(N(p) - N(q)) — 3R, °(N(p) - R1)(N(q) - Ry)

Rl = (I —To,Y — yO:F(x7y) - F(‘TO:yO))a Rl = |R1| (413)
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.
o) = o = T (U(esing — zcos )
— om0 oo (2,9

- U <cosﬁ—|— (g—i sinﬁ>) , (4.14)

com ¢q dado por (4.2).

A equagao (4.12) deve ser resolvida de acordo com a condigao de fronteira

w(z,y) =0 parar = /22 +y?> = 1.

Sejam
oF oF
—_ — F = —
ox ¢ dy

avaliadas em (z,y) onde F1° e F;? sdo as quantidades correspondentes em (g, o).

Fy (4.15)

Logo, N(q) = (=Fy,—F5,1)eN(p) = (—F°, —F,°, 1). SejaR = [(z — 20)% + (y — yo)Q]%
e A= [F(x,y) — F(xo,y0)]/R.

Também, defina o angulo © por
x—1x9g=Rcos® e y—yg= RsinO,

onde Ry = R(cos©,sin O, 1).



Portanto,

K(x(J? Yo, T, y)

Logo,

1
R’

(
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1 1
IEIEOEE A2)3/2{F10F1 + FyFy + 1}
3 1

ﬁm{_(ﬂo@ — x0) + 5 (y — yo) + F(z0,y0) — F(,9))

(—(Fi(z — 0) + Fo(y — yo) + F(20,9%0) — F(,y)))}
1 (14 FF+ F,F?
R3 { (1+ A2)3/2
e P =) + P = w) + Flao. ) = Fla.)
(F1(z — o) + F2(y — vo) + F(x0,%0) — F(z,9))}
1 (1+FRF)+ KEY
R3 { (1+ A2)3/2

5 {E(chos@%—ngin@—A)R(Flcos@—l—ngin@—A)}}

T\
1 (1+FRF + FF)
FPcos© + Fysin® — A)(Fycos© + Fysin© — A)
(1+ A2)3/2 }

5!

1+ R+ B 3(FicosO + Fpsin® — 1)(F%cos © + [,%sin© — 1)

(1+A2)2 (1+A2)3

(4.17)

4.3 Discos rugosos

Suponhamos que

F(z,y) = ef(z,y), (4.18)

onde € é um parametro de pequena dimensao e f ¢é independente de €. Definimos

A=eX com A= [f(z,y) — f(xo,y0)]/R. (4.19)

(4.16)
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Portanto, substituindo em (4.17) temos,

L+ Efifi% 4+ Efofs° _3(ef1 cos O + efy5in O — eX)(ef1° cos O + €f,°sin © — €))

K=R? . '
(14 €2X2)2 (14 €2X2)2

Defino x = €2)\2. Logo, por série de Taylor, temos

1+~ (1428 + ;(1 +o)d| a0,
=0 =0

Portanto,
2y2\2 3 3 2y2
(1—|—6)\)221—|—§$:1+§€)\.
Do mesmo modo,

(1+ 62)\2)% ~ 1+ 262)\2.

— ~1—2zse|z|] << 1. Logo,

Além disso, sabemos que 157 ~

K = Rig 1 — 262/\2 —|— 62(f1f10 —|— f2f20> (1 — 262>
— 3¢%(ficosO + fr5in O — \)
x (fi%cos© + f,"sin® — \) (1 - 262)\2):| + O(e). (4.20)

Assim,

K = R7?[1+ &Ky + O(e")] quando € — 0,

onde
K, = f1f1°+f2f20—;/\2—3(f1 cos O+ fo5in @ —\)(f1%cos O+ fo"sin @ — \) (4.21)
e fi, fjo sao definidos similarmente a Fj}, Fjo para j € {1,2}.
Expandimos b similarmente. Assumindo que ¢ nao depende de w, temos

b(x,y) = bo(z,y) + €by(z,y). (4.22)

De fato, para um fluido em ambiente uniforne, (4.14) nos da

bp =Ucos( e by = Ufysinf.
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Entao se expandirmos w como
_ 2
w(z,y) = wo + ew + € wy + ...

temos de (4.12) que

HU)() = bo, le = b1 e HU)Q = —ICQ’UJQ, (423)

onde
1 dA
(Hw)(xﬂv yO) = E][Dw(x> y)ﬁ

¢ o operador basico hipersingular para o potencial de flu ido que passa por um disco

rigido circular e

dA

=5 (4.24)

1
(Kow)(z0,y0) = 4—][K2($,y;$o,y0)w($ay)
TJD

Esta sequéncia de equagoes (4.23) é o principal resultado deste capitulo. A
solucao wy de ordem zero fornece o potencial através do disco sem rugosidade, nao
perturbado. As solugoes w; e wy, de ordem 1 e 2, respectivamente, corrigem a
solucao de ordem zero para um disco rugoso. Em particular, w; pode ser obtido

para qualquer escoamento ambiente b e para qualquer perturbacao f.

As equagbes (4.23) podem ser resolvidas numericamente para uma perturbagao
(4.18) arbitraria. Solugoes analiticas para alguns casos particulares de (4.18) foram

obtidas em [20] e [18].

Como supomos inicialmente, estamos considerando fluidos em ambiente uni-
forme e assim, by = U cos § é constante. De acordo com [18], podemos determinar

wp resolvendo Hwy = by e obtemos

wo(z,y) = —%bm/(l —1r2).

De maneira analoga, podemos calcular w;. Ja para ws, podemos notar que
a parte mais dificil do calculo vai envolver a avaliagao de Kowy. Essa avaliacao

depende de como é f(z,y). Se torna mais facil se f(z,y) for um polindmio.
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4.3.1 A corregao de primeira ordem

A solugao de primeira ordem w; pode ser encontrada analiticamente para uma

perturbagao arbitraria no disco. Introduzindo coordenadas polares no disco D temos
xr=rcosf e y=rsinb,

temos que a expansao de b se torna

[e.o]

b(r, 0 )+ Z [ ) cos(nf) + By(r )sin(n@)} :

Do mesmo modo, a solucao de Hw = b é dada por

o0

w(r, 0 Z [ ) cos(nf) + W, (r )sin(n@)} ,
onde

—4 ! 1 " B,(s)s"tds
Wi(r) = —mr, P —— | dt
( ) T /T t2n/t2 — 2 ( 0 /12 — g2 )

com uma relagao similar entre W,, e B,,.

Essa férmula é conveniente, mas a soma sobre n pode ser avaliada para dar

/ / t4 —r?s?) /27r b(s, ¢)dpdsdt
V2 —r2 Vi2—s2 Jo tt41r2s? —2t%rscos(d — ¢)

Todas essas formulas vieram de Guidera & Lardner (1975).

4.3.2 A massa adicional

Substituindo (4.14) em (4.5) temos que

7= 50U [ [6l(cos(3) + Fysin(3)ds

Portanto,

T - %pU /D w(z, y)((cos(B) + Fi sin(8)))dA.
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Logo, calculando a expansao de T',

T="Ty+ €T, + Ty + ...

temos
1 , ,
T = §pU/ (wo + ewy + € wa + ...)(cos(B) + € f1 sin(B))d A
D
= %pU {/D wo cos(B)dA + E/D(w0f1 sin(f) + wy)dA
+ € / (w1 f1sin(B) + wg)dA} + O(é%). (4.25)
D
Assim,
1
= —pU cos wodA :
Ty = 500 cos(5) [ wo (4.26)
T, = ! U I dA 4
1= 5P /D(w1 cos(3) + wo f1 sin(f)) (4.27)
TQ = %pU/D(wQ COS(ﬁ) + wlfl(sin(ﬁ))), (428)

onde Ty é a energia cinética do fluido ao redor de um disco unitario.
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5 DISCO RUGOSO EM UM FLUIDO COM
SUPERFICIE LIVRE

Nesse capitulo consideraremos um objeto rugoso submerso em um fluido com
superficie livre. A anédlise a ser desenvolvida representa um trabalho original, se-
guindo procedimentos similares aqueles apresentados nos capitulos anteriores. Como
no caso do capitulo 3, iremos considerar um fluido com superficie livre média em
z = 0. Neste fluido, temos um corpo totalmente submerso de superficie S fechada,
limitada e suave. Também iremos considerar movimentos de pequena amplitude
harmonicos no tempo. O fluido é inviscido, incompressivel e o movimento é irrota-
cional. Assim, introduzimos o potencial de velocidade Re{¢(z,y,z)e ™"}, onde w

¢ a frequéncia angular.

As equagoes que formulam o problema sao as seguintes.

¢ satisfaz a Equacao de Laplace:

—+—+—)¢:0noﬂuidoD;
z

A condicao da superficie livre é:
0
K¢+—¢:O em z = 0;
0z

onde K = w?/g, g é a aceleracao da gravidade e w é a frequéncia.

Na superficie do corpo a velocidade normal é descrita como

%:V em S,

onde V' é uma funcao dada;

¢ satisfaz a condicao de radiagao

1/ (% - iK¢) — 0 quando 7 = (2 + y*)/? = .
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Os pontos P, () denotam pontos no fluido e os pontos p, ¢ denotam pontos do corpo

submerso.

Para resolver o problema, vamos reduzir o problema de valor de fronteira para
¢ a uma equagao integral de fronteira sobre S. Nosso objetivo é conseguir uma
sequéncia de equagoes integrais para formular o problema analiticamente e depois

obter férmulas convenientes para a solucao numérica.

Novamente iremos considerar a fungao de Green para o caso de aguas profundas

dada por
G<P: Q) = G(l’,y, Z3 57 7, C) = G0<R7 z+ C) + Gl(R> Z+ C)a (51)

onde R = ((z =€)+ (y —n)*)"/?, Go(R, 2 = ¢) = (R + (= ¢)*) e

kE+ K

Gi(R,z+¢) = f e—k<z+<>J0(kR)ndk, (5.2)
. _

e Jo é a funcao de Bessel. G satisfaz a condicao de superficie livre, a equagao de

Laplace e tem uma singularidade fraca em P = Q).
Suponhamos que a superficie €2 é dada por
b
QiZ:F<LL’,y)+§, (Ivy) S D>

onde D é um disco unitario e g ¢é a profundidade a que o corpo esta submetido.
Sejam p, g € () tal que

p=(&n.0), = (z,y,2).

De maneira analoga ao capitulo 3, temos a seguinte equacao integral,

%7{2 [9(q)] anf;an(p, q)dsq =V(p), pe (5.3)

Por (A.5) temos

oG 1
3715 T (R4 (z— 4)2)3/2N(Q) ‘R,
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onde Rl = (f—xan—%c—z)

E, por (A.7), temos que

aQGO(Pa Q)
on,0n,

3

= Ra(N(p) - N(@) ~ 75

r—To,Y — Yo,z — ZO) N(q)

Agora, derivando (G, mostramos no apéndice A que

82G1 o —k(z+C) (ZL’ 6) , k ., k’—{—K
On,ong f ok k:[ 7z Jo(kR) — RJo(k‘R) - ﬁ@_g)%(m)} L
OF OF
< (%) (—a—f)
k k+ K oF OF
+ f —k(z+Q) . —&(y—n) [RSJO(kR) RZJ(G,(]{:R)} ]{:_'—_de( ay) (_a_f)

- ottt
b e - 9 - | btk - )| (<50) (<50)
N fe =+ X o

) !/ k 1
[ T R) = k) — o = )|

(-5,) (-51)

+ foe’“%k?y nJ’(kR)—k+de< 8F>
0

X

kE—K on
+ f Z+< §)J’(k:R):+—§dk< g]; )
+ f Z*C n)Jé(kR):+§dk< g];)
+ f e FEFOR2 T, (kR)Zf—gdk (5.4)

Assim, do mesmo modo que o caso do capitulo 3, temos a seguinte equacao

integral governante

1 dQ 1 0?°G
i LW 5 + 3 [ 6]

Q=1 .
8np8nqd ’ (5:5)

que é obtida supondo novamente que as oscilagoes sao somente verticais, isto é,

V(r,0) =
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Iremos agora reformular (5.5) através de uma sequéncia de equagoes similares

aquelas que aparecem em (4.23).

_OF pn _OF 50 _ 0F 0 _ 9F o _
Denotamos Fy = 52, o = 50, FY = G e Fy = 5 e w=[g].

Sejam A = MIQF@’")} e A= M}W Definimos ainda o angulo 6 por

x—&=Rcos e y—n= Rsenf.

Empregando um procedimento andlogo ao do capitulo 3, podemos reescrever

(5.5) como

ifDH w(q)dA + i/DW w(q)dA =1, (56)

onde, por (4.17),

1+ B+ BE°
(1+ A2)2
B 3(Fycosf + Fysend — 1)(Fy° cos § + Fy’sen 6 — 1)) (5.7)
(1+A2)3 L

HEney) = Ri(

0*Gy

~ Ongon, D

w
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Assim,
k E+ K
W = {F1F0 f —h(E(@y)+F(E, ’7>>e*’fb§[cos29jg(k3) — Ji(kR) — kR cos® eJ’(kR)]kJr—de}
k S(k kE+ K
+ F2F0ﬁ e HE@Y+HEE) ¢ *kbﬁR%osesene {@—Mg(m)] k—l——de:
kE+ K
_ FO —k(F(z,y)+F(&m)) k‘ka GJI k_R —dk
% cos 0.Jy( >k; %
k S(k E+ K
+ FRF) %? e HE@YFFEM) *kbﬁﬁ cos fsenf) {M —kJ(’)(k:R)} kJ_r Tk
k k+ K
+ FzFofc e HE@YFFEM) _’“bﬁ[senzéjé(kR)—J{)(kR) kRsen®0.J)(kR)] k+ Sk
kE+ K
_ (F(zy)+FEm) o=k L2600 T (kR ——— dk
yﬂo e” senfJ; ( R>k; —%
K
+ Flj[me—k(F(x,y)JrF(f,n))e—kbk2COSQJ(’)(]{R)kJF_dk
0 E—K
K
+ F2fe_k(F(a’vyHF(ﬁ’”))e‘kbk2sen9J(’)(kR)k+—dk
0 kE—K
E+ K
—k(F(zy)+FEn) o=k 12 1 (L RV "k )
+ {f:e eI o (k) (5.8)
De maneira analoga ao capitulo 4, seja
F(z,y) = ef(z,y), (5.9)

onde € é um parametro pequeno e f é independente de €. Tomamos

A=eX com A= |[f(z,y)+ f(&n)/R
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k—K

Assim,
5 k k+ K
W = {EAR }f e R 2T _sen?0.J)(kR) — kR cos® 0.J(kR)] AR
0 R k—K
_ i K _osen26 [ J)(ER) kE+ K
20 f0f o keARg—kb 2 0 /
_EJ(ER) | X
+ € fofy 0e 7 —R 5 [ I Jo( R)} T de
5 k+ K
S }f@ e F MR cos 0. (KFR) | i ol
0
X 20
o Ef 0 f e*’“ARe*kb QSen { )k kR)] FER o
0 E—K
5 k+ K
+ ezfgfgfe_kem b K [ cos? 0.J}(kR) — kRsen? HJO(kR)]k+de
k+ K
_ j[j KR kb2 en eJ’(kR)kf—de
5 kE+ K
+ efl%We_]”"’e)‘Re_kbk2 cos 0.J;(kR) AR
. K- K
X K
+ efgfe_keme_kbk%enQJé(kR)dek:
. F—K
5 k+ K
+ f@ e heAe IR T (kR)+—dk} (5.10)
. F—K
Separando os termos de ordem €, €' e €2, temos
- kE+ K
_ —keAR —kbk2 k v
W f e NG RR (kR) T
5 k+ K
+ e{(fl—f{))%me]“‘C"\Rekbk2 cos 0.J;(kR) AR
. F— K
5 k+ K
+ (fa— 19 f@ ekﬁ’\RekkaSenejé(kR)—'——dk}
. F—K
X k kE+ K
+ € flf{)%we_'“)‘Re_kb—[—sen2 0J,(kR) — kR cos® QJé(sz)]_l_—dk
. R K
X k kE+ K
+ ff? % e_kEARe_kb}—%[—COSZQJS(kR)—kRsen26’J6(kR)]+—dk
0

R

Hfof? + f1f§)fek€me’“bkse1;2e {Jé(kR) . kJ(’)(k*R)} Z + l;dk} (5.11)

Logo, definindo

; k+ K
Wy = f e kM2 p Ry R gy (5.12)
0 k—K
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Wi = [(fi — f))cosf + (fo — fJ)sen 6]
. }[W T_ﬁ oK U@ EIEM D2 11 (1 Bk, (5.13)
-

W, — [—sen eflfl _ cos 9f2f2 (fuf +f1f2)sen( 9)] ﬁe_keme_kbﬁjé(k}%)

R

sen (26
+ [—cos29f1f10—sen29f2f20—(f2f1 f1f2) g—{ q
k2
x f e F MR 1 (bR) R d,
0
podemos escrever
W =Wy + W, + Wy, (5.15)

para € pequeno.

Note que € estd presente também em Wy, W7 e Wy, Para tratar esse problema,
iremos expandir e FARFY — o—he(f(@y)+f(EMIHD o série de Taylor. Queremos obter

expressoes alternativas para as integrais em (5.12), (5.13) e (5.14).

5.1 Expressao para W

Agora queremos expandir W, em série de Taylor, ou seja,

oWy i 9*W,
Oe 2 0e?

Wo =Wy + O(€).

e=0

+e€
e=0

Calculando as derivadas em (A.17) e (A.18), obtemos,

_ k+ K —k:b2
Wy = f@k e o (kR)dk

= )+ SE e R kR

+ ;(f(x, y)+ f(&, n))zfﬁ—gekbk‘lJo(kR)dk. (5.16)

kE+ K
p— de

(5.14)
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Logo, podemos escrever

WO Woo + €W01 + € Wog,

onde
Woo = f ’; +§ “ME2 Jo(kR)dE, (5.17)
Wor = (o) + FEY e R (R (5.18)
(&
Woo = 5(fle.) + HEn)? e PRakRE (519

Além disso, observe que a integral (5.56) é idéntica a integral (3.14) tomando

b=z+C.

5.2 Expressao para W,

Por (5.13), temos que

k+ K
Wi =[(fi — f{)cosO + (fo — fgo)sene]ﬁk i_ e o ke @)+ EMTO 2 T (| R)d.

Expandindo a integral acima em série de Taylor,

62 82W1

N oW, €
¢ 2 02

Wy =W
1 1 . e

+ O(é%).

e=0

Logo, substituindo (A.19) e (A.20) na expressao acima temos que

Wi = [(fi = f))cost + (fo — f3)send] {fk+KkZeka6(/€R)dk

— () + fe N ke kR

b S+ fenf e kRl (520)

para € pequeno.
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Logo, podemos expressar W; como

Wi = Wi+ eWi + €2W12,

onde
Wio = [(f1 — f)) cos @ + (fy — fg)sene]%w]; i_ gkﬁ kb 11 (kR)dk, (5.21)
Wos = ~[(Js = £9) cos0+ (fo— E)sent]( (e, + (e 1 qebe Tk,
(5.22)
e
Wia = 5l(h— 1) cost+ (fa— FDsend)( )+ S€ P kte gy kR)ak
(5.23)

5.3 Expressao para W,

Por (5.14), temos

W = {‘Se“ ol <f2f1+f1f2>se“(29)] ekl i)
sen(ZG)}

+ [— cos? 0 f1fy —sen®0fsfy — (fof ! + f1]5)

T k+ K
X %:Oe k’\Re kbﬁjé(k’R)k,_—dk’

Como fizemos nas duas secoes anteriores, expandindo W5 em série de Taylor,

temos
oWy

Oe

62 82W2 3
5? +O(€ )

e=0

W2:W2 +e€

e=0

kE+ K
——dk
k—K

(5.24)
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onde

W
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Por (A.21) e (A.22), obtemos

- {_Senwflf?—coswfzfg <f2f1+f1f2>sen(26)]f Wk er) g

R kEk— K

+ [—cos OfLf) —sen®Ofsfy + (fof + flfz)sen(%)} %: kbk}:J"(lﬂR) o dk
— ln 2 11

; { { T g g (s DS (29)}<f<x,y>+f<a,n>>

“ fe ’“b—J/ kR) “—de
sen (26)

— |:— COS 9f1f1 — Sen 6f2f2 + (f2f10 + flfQo) o°R 1 (f(%y) + f(f?ﬂ))

E+ K
wk J” kR) —dk
ek gtk

n %{[—Sen Qflfl cos 0f2f2 (f2f1 +f1f2)sen( 9)] (f(I,y)+f(§,77))2
p k K
x %je RJO(kR)—ijdk

sen ( 0)

i [— cos? 0, F0 — ser® s f2 + (fof? + Fif?) } (Fery) + FEn))’

kS k+ K
—kb 1"
X E[ﬁo —Jy (kR)—k dk} (5.25)

Assim, podemos escrever Wy como

Wg = W20 + €W21 + €2W22,

_ 2 2
- { g g <f2f1+f1f2>se“(29)]f kR

+ [—cos 01 10 — sen? 0 f f2 + <f2f1+f1f2>se“(26>]

k3 k—i—K
kb //
— 2
X }Ame JO k de:, (5.26)
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{‘Se“ flfl—COS Fofd+ (Fof2+ f1f9) (Fw,y+ f(&m)

K
< j[)@e_kb—Jo kR ETE g

k K

sen (29)]

— {— cos’ 0 f1 17 —sen® 0 fafy + (fof ! + f1f2)sen( 0)} (f(z,y) + f(&m)
y e—kb Jg kR) :f—idk} (5.27)

—sen26 9 0
Wa = %{[ SR - S R+ <f2f1+f1f2>sen§§ )](f(x,y+f(§7n))2

k4 k+K
—kb
J(ER dk
x f bR

+ [—COSQHflf{)—seHQQfgfg (fof Y+ fifd) ] (f(z,y) + f(&n)?

k® kE+ K
e " JI(kR)——dk 2
J e nn ). (5.28)

5.4 Novas equacoes aproximadas

sen (29)

X

Do mesmo modo que no capitulo 4, expandimos w como

w = wy + ew; + wy + ... (5.29)

Substituindo (5.29) em (5.6) e expandindo W como (5.15) temos que

1 1
—W][ H (w0+6w1+62w2)dA+4—/(W0+6W1+62W2) (wo+ewy+e*wy)dA+O(e*) = 1.
D

T Jp
(5.30)
Assim, separando os termos de ordem 0,1 e 2,
1 1
4 D 4 D

1 1
E][DH w1 dA -+ E /D(WO wy + W1 wo)dA = 0, (532)
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1 1
—][ HUJQ dA + — / (W() Wy + W1 wy + W2 wo)dA =0. (533)
A ) p AT Jp

Nas secoes anteriores vimos que Wy, W; e Wy envolvem o parametro €, e
portanto podem ser expandidos. Logo, as equagoes (5.31), (5.32) e (5.33) podem ser

escritas como

1 1
—][ H’LU() dA + — / (W()o + EW()l + E2W()2) deA = 1, (534)
47T D 47T D

1 1
—][ le dA+ -_— / ((W00+6W01 +€2W02) w1+ (W10+€W11 —|—€2W12) wo)dA = 0,
A ) p AT Jp

(5.35)
e
1 1 )
— H Wo dA + — (Wo() + €W01 + € WOQ) Wa dA
A7 | p AT
1
+ 47T (Wll) -+ €W11 + € le) w1 dA
1
+ 47‘(‘ (WQO -+ €W21 + € Wzg) Wo dA = 0. (536)

Note que (5.35) era a equac@o de ordem 1, ou seja, ja estd sendo multiplicada
por €. Assim como (5.36) estd sendo multiplicada por €2. Logo, os termos de ordem

0 de (5.34), (5.35) e (5.36) sao, respectivamente,

1 1 dA
_7T /D W()OwodA + E][Dwoﬁ = 1, (537)
—/ W()ledA + —][ Wl— — — / (WIO + W01)w0dA (538)
R3 4w Jp
(§]
1 1
47T (Wgo)UJQdA -+ —][ ’UJQ = —— / W02 -+ W11 + Wgo)wodA — E / (ng + ng)wldA
D

— ][ lCzwo . (5.39)



Assim, temos

onde,

As equagoes (5.40), (5.41) e

H(]Owo + HU}O = 1,

Hyow; + Hw;, = —(Hlo + H_m)wo,

Hoowy + Hwy = —(Hyy + Hyo)w; — Kawy,

I‘L‘jwl = / WijwldA A i7j,l < {0, 1, 2},
D

dA
le:][ wlﬁ VZE{O,LQ}
D

dA

Kawo = ][ Kowo—> R3

que aproximam a equagao (5.6) de sua solugao.

5.5 Expressoes alternativas

Nosso objetivo agora é transformar as equagoes integrais (5.40), (5.41) e

60

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.42) formam uma sequéncia de equagoes integrais

(5.42)

em equacoes que nos facilitem resolver o problema numericamente. Expressaremos

as integrais de caminho nas fungoes Wy, W7 e W5 em termos de funcoes de Bes-

sel e fungoes de Struve que podem ser eficientemente calculadas. Iremos comecar,

calculando uma nova expressao para (5.2).

Assim, tomando (5.1) e usando

G, = / e *EH0 Jo(kR)
0

1

kJrK

e 1+k K,temos

(R +

o k- K

K40 Jo(kR)dk

- 1 Z . —
(z + C)2)1/2 +2K {][ —— e MO Iy (kR)dk | — 2miKe &

(z+0) Jo(KR)
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Mudando as varidveis na integral acima como

ko dk
— e =K
=gl g

obtemos

Tl ket ][OO Lk
z dk = — ¢ MK (WK R)Kd
F e e OaR) e (UK By

< 1

= ][ me—uK(erC)JO(,uKR)dM
0

Definindo as novas variaveis

X=KReY=K(z+()

e chamando p de k temos

S | ©
2 —k+O g (kR)dk = gf kY (kX)) dk
fok—Ke o(kF) CEo1e hEX)

_ —2/Yé’1X?+ﬁ)“Mt—msWHMX5+YMXﬂ
(5.46)

por [25], onde Hj é a fungao de Struve e Yj é a fungao de Bessel do segundo tipo.

Portanto,

_ k + K —k(z+¢)
Gl = j[:k—Ke Jo(kR)CU{

Y
- [(Xz SV K = e (Holw) + Yo(o) — 2 [ (04 )
0

— 2miKe Y Jy(X) (5.47)

com X = KReY = K(z+ (). Ainda escrevendo Gy como

ket K
Glzyﬁ T8 k¥ T (kR)dk
0

k—K
temos
aQGl ]_ k + K 7]6( +<) 2
= — T —— ek kR)dk. 4
= f AR Jo(kR) (5.48)
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Por outro lado,

oG —1
v — K B<X2+Y2>3/22Y+ﬂeY<Ho<X>+%<X>>
Y
— 2 (/ (—1)et—Y(X2+t2)—1/2dt+eY—Y(X2+Y2)—1/2)]
0
+ 2miK Jo(X)e™™ (5.49)
€
82Gl 3 2 2\—5/2 2 2\—3/2 -Y
S = K |GOC Y)Y — (XP V)7 me Y (Hy(X) + Yo(X))
Y
— 9 (/ eth(XQ_FtZ)fl/th_ <X2+Y2)71/2_ %(X2+Y2>3/22y>:|
0
— 271K Jo(X)e™™ (5.50)
Logo,
82G1 2/ v2 2\—5/2 2 2\—3/2 -Y
Gyz = K 3YH(X*4+Y*) ™ — (X4 Y™ —me™ (Ho(X) + Yo(X))

Y
- 9 (/ et—Y(XQ+t2)—1/2dt+2(X2+Y2)—1/2+2(X2+Y2)—3/2y):|
0

— 27miKe Y Jy(X) (5.51)

Comparando (5.48) e (5.50) temos

jﬁ Z i g e FCTOR2 Iy (kR)dk  =K®|[3Y2(X2 4+ Y?) ™52 — (X% 4+ Y?) ™%/
e

— e Y (Ho(X) + Yo(X)) — 2( /0 ' Y (X2 4 12)" 124y

+ 2AX2 Y2 (X4 YQ)‘3/2Y)}

— 27miK3e ™ Jo(X) (5.52)
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Tomando Y = Ke(f(z,y) + f(&,n)) + b) temos de (5.52)

k+ K
W, — f@ : + oA HEN) 2 1 (R
Jh

= K3 [BY(X24Y2) 2 (X2 4 y?) 3

Y
— w0 +¥(0) —2 [ e 00+ )
0
+o2XT YT 42X 4 Y)Y

— 27K ™Y Jy(X) (5.53)

Agora, para obtermos uma expressao que nos possiblite resolver o problema
numericamente, podemos expandir a expressao (5.53) em série de Taylor para w =

e(f(x,y) + f(&,m)) em torno de w = 0. Note que

-Y — K (w+b)

Assim, expandindo e 5v,

B 1 Ke(F o)+ £ m) + K (w9) + HEm) S +O(E)

e KY — 1 - Kw+

Além disso, expandindo (X2 4 Y?2)7Y/2 (X2 4+ Y2)73/2 ¢ (X2 4 Y?2)7%/2 (B.1),
(B.2), (B.3) e expandindo a integral em série de Taylor em torno de e = 0 (B.7)
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para depois substituir as expansoes em (5.53) temos:

Wo

%j ]’j:_g ok +IEN 0 12 1 () dh
{3 ) + ) + 26 ) + €MD+ ][O 4+ K02)
[-5(X7 + K20) TR (f () + F(E )b

C[B50X% + K2 SRR (f ) + £(€.m))
(X2 + K20 PR (f () + £(€.))7]]

(X7 + K20%) 72 — e[ =3(X2 + K20%) P K2 (f(w,y) + (&, 1))

10X+ KA TR (. g) + F€m)° - (X + K K f () + F(Eo)
et (1= Ke(fla) + () + G K@) + F€0)?) (FalX) + ()

b
2 UOK (X2 4+ 12)712 4 (X2 4 K20Y) V2K (f(2,y) + f(€,1))e

e”Wuww+ﬂmmmv+KW>W—K%W+KW>W§]

(1 Kelsa) + F€m) + GRS o) + € )

2 {(XQ + KPP e[ (X2 K0 PR (f(my) + F(6,m)b]
2
2/(X2 + K272 4 e[ -3(X? + K20 2K (f(a,y) + f(&,1)b]

g [15(X? + K20%) 2R (f () + f (&)

[B(X2 + K20%) 2K (f(x,y) + F(€,m)? — (X2 + K202 K2 (f(2,y) + (&, n))Q]]

(X% + K20%) K2 (f (2, y) + f(&m)*]] (K (e(f(x,y) + f(&,m)) + b)}

2 (1= Kel (o) + £€0) + SR + 1€ ) oY) (5.54
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{K3[3K2b2<X2 + K2b2)75/2 o (X2 + K2b2)73/2 . ﬂ_efkb(HO(X) + %(X))
Kb

2 / TR(X ) T2d 4 2( X 4 K2P) TV 4 2( X 4 KP)TI?| — 27riK3e‘K”JO(X)}
0

{5 o) + im0 + )

IIC(X2 4 K2) 2 (f () + F(Em)) + 3X 4 K2) 2K (f(r,) + 6 )]
re FOR(f () + FE m)(Ho(X) + Yo(X)) — 26¥(X2 4 K2R) 2K (f(2,) + F(6,1)
2X? + KR S2Kb(f () + F(E,m)) — 6(X + K2R (f (2, ) + F(E m)P?
2(X% + K20 *PK (f(z,y) + f(&n) + 2K (f(z,y) + f(£,m)) /OKb e R (X2 4 1%) M2t

2K R (2, y) + F(E. n>>J0<X>}
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{10 o) + sempee + k)
6K (f(,) + F(&, m)H(—5(X2 + K28) T3 (x,) + [(€m))
W0BKSH(f () + (6, m)) (X* + K242)97
[15(X? + K20°) TP K (f (2, y) + £(€,m)]
re FOR(f () + (6 )2 (Hol) + Yo X))
2 VK (f () + F(E, )X + K202) 2 — KX 4+ K21R) )
2SCX 4 ) TR r9) + (600 = 30C + KA H ) + €
2miK°(f(z,y) + f(&m) e I (X)}
(5.55)

Separando os termos de ordem 0, 1 e 2 temos, respectivamente,

WOO

K3 {3}(%2()(2 + K20%) 752 — (X2 + K% 732 — me K (Hy(X) 4 Yo(X))

Kb
2/ et_Kb(X2+t2)_l/2dt+2(X2+K2b2)_1/2+2<X2+K2b2)_3/2Kb
0

2miK3e ™5 Jo(X), (5.56)
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Wor = K*|6K°b(f(z,y) + f(&m)(X> + K*0?)~?
— IBKUA(((X2 + K20%) " 2(f(z,y) + f(&n)))
+ 3(X7 4+ K20 TPKA(f(,y) + £, )b
+ e KO (f () + FE ) (Holx) + Yo(X)) — 2650 (X2 4 K20%) V2K (f(x,) + f(E,7))
— X2+ K2 2K (f(w,y) + F(6m)) — 6(X2 + K262) 2K (f(a,y) + £(€,1))b?
AN KK () + F6n) + 2K a) + ) [ e 4 )y

+ 2mKY (f(z,y) + f(€n)e " Jo(X)

Wos = 5 {KOBR(f(r,) + F(6m)P (X + %)
+ GKP(f(x,y) + f(&m)b(=5(X? + K**) 2K (f(x,y) + f(£,7))b)
— [15(X? + K0 PKW (f(w,y) + f(€,m) — 3(XP 4+ K26°) K (f (2, y) + £(€,m)7)
— me KR (f(2,y) + F(Em) (Ho(x) + Yo(X)
— 2RV (fay) + FE)A(XE + K0PV KB(XE 4 K
— B K) K (f(a,y) + F(Em) — 1K (X + KPW)TA(f(ey) + f(6m))?
+ o 2miKC(f(2,y) + F(E ) Io(X))
— 2miK(f(x,y) + F(E, ) Tol(X). (5.57)

Agora, vamos calcular uma expressao para W;. Novamente, queremos obter
uma expressao que nos facilite resolver o problema numericamente. Analogamente

ao caso anterior, consideramos

k+K v
Gl = %‘jk—Ke kKJo(k’R)dk’

K X
_ }[WIH e—kz‘?JO(k?)dk, X=KReY =K(z+0).
0

k—K

Logo, derivando G com respeito a Y,

oG,  [k+K _.v (—k X




0y
oY

0?°G
0XoY
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Derivando com respeito a X,

092G, k+K v (—k\ (kN , [ X
oXoY }Ajk—Ke (?) (E) Jo (kE> ak

1 kE+ K Y X
= —— ) — k%] (k=) dk. .
702 %0 e KJO( K) (5.59)

Por outro lado, derivando (5.47) com respeito a Y,

Y
- K l—(X2 +Y?)PRY 4 ome ™ (Ho(X) + Yo(X)) + 2/ V(X 4 17)
0

— 2(X?+YH) V2] 4 2miK Jy(X)e Y. (5.60)

E derivando G; com respeito a X,

Y
= K|3(X24+Y) VX 4+ ne Y (H(X)+YI(X) =2 [ V(X2 )32Xdt
0 0 0

+ 2(X24+ Y T2X] + 2miK T (X e
1%0%”( kYo ( X)

= —— e "REAT (K ) dE. (5.61)
K2J, k—K "\"K

Logo, comparando (5.59) e (5.61), temos

k+ K
= [(f1 — f{)) cosf + (fz — fS)sen e]fk + Ker—k(e(f(x,ny(é,n))+b) J(’)(kR)dk
0

= [(fr = fi) cosO+ (fo — f3)senO](—K?) {3()(2 +Y?)PYX — e (Hy(X) + Yy (X))

Y
) / V(X2 YY) EXdt + 2(X? + Y2)3/2X] — 2K JN(X)e Y |. (5.62)
0
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Substituindo as expansoes (B.4),(B.5),(B.6) e (B.7) em (5.62) temos

We = [0 = 1) cos0 + (o~ Msendl(~K {100+ K277
b5 + K2R TR (fay) + () )
b S IBX 4 KUK (f ) + £
X KA TR (f ) + (6PN [(1 - Ke(f () + F(€7)

2

+ KPS (f(y) + (6 m)?) + e Kb( Ke(f(zy) + J(&m)

)
262 ’ Kb t—Kb 2 2\—3/2
bR+ ) G0 + Vi) =2 [ e ) 9
0
+ X2 4 K2 XK (fl,y) + f(6,n))e
[

+ R (f () + FEm)PI(X + K2 7B Kb(X? + K2?)~ 5/21§]

< (L= Kel(f(w9) + F€m) + K2 () + F(Em))

+ (X V)T (X7 K0 TKA(f () + £ (€ m))
5 50X 4+ K2 TR (f () + £ (€ )

- B0 KSR o) + €)X

2

— 2K (X )e K1 — Ke(f(x,y) + F(6,m) + K25

5 (f(@,9) + f(&, 1))?). (5.63)

Separando os termos de ordem um e zero de W; temos, respectivamente,
Wio = [(fi — f)cos®+ (fo — f)sen d](—K?) {3()(2 + K2p%)~°2X
Kb ‘
+ me M HH(X) + Y{(X)) — 2 / TR X 4 %)X dt + 2[(XP 4+ Y)Y
0

- 27riK3J6(X)eKb] (5.64)
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Wir = [(fi = ) cosO+ (fs — f3)sen 0)(—=K°) (3 [-5(X* + K*0*) 2K (f(2,y) + f(£,m)bX
+ (X2 + K0 PXK(f(w,y) + f(€n))]
— me MK (f(x,y) + F(& ) (Hy(X) + Y5 (X))
- 2eM(X? 4 biz)fl/zK({{gI; y) + f(&m) = 2(X* + K*0%) P K3 (f(2,y) + f(£,m)bX
+ K(f(z,y) +f(£,?7))2/0 eth(X2+t2)3/2th)

= 2mK T (X)e™ P (f (2, y) + £(€m))]- (5.65)

Do mesmo modo que o caso anterior, os termos de ordem 1 da equagao (5.12)

sao os termos de ordem 1 de W} mais os termos de ordem 0 de Wi, ou seja,
Wio+Wo = [(fi — fD)cosO + (fo — f)sen 6)(—K?) [(3(X2 + K202 X
Kb
— me K (H)(X) + V(X)) -2 / KX )32 X dt
0
+ 2[(X?+ YQ)‘?’/ZX}) — 27riK3J6(X)e_Kb]

bR SR (o) + M)+ K

— 15K (X7 + K202 (f(z,y) + (& m))

+ 3(X2 4+ KPP (f(a,y) + f(Em)b

b e KK (f(,y) + (6 m)(Ho(x) + Yo(X)

26X KAR) K () + F(€m) — 2X2 + K2 V2R3, ) + F(E,m)
— O )RR g) + S 20X+ K) UK (S ) + S ()

£ AR+ S(6m) [ e )

+ 2miK (f (2, y) + (€ m))e " o(X) (5.66)
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Para o cdlculo de W, iremos reorganizar a expressao (5.14). Assim,

A k k+ K
Wo = fif} f o F MRG0 12 .71 (KR) — kR cos? 0.J(kR)] S d:
0 R k— K
) K
+ foSjAme_kE/\Re_kb%[— cos® 0.J;(kR) — kRsen® HJ(/)(kR)]:+—dk
0 _

vk ko osen26 [ J)(kR) , E+ K
T (fzf9+f1f§)f R [0 ) k)| S

- . K
.3 fl{ sen f e‘kE*Re‘ka(Q(kR)Kk+—dk
. k- K

sk K k+ K
— cos’ 0 f SRR (kR)K? dk
R “ R 0 (FR) k—K

cos? 0 kR kb K k+ K
- foO{ }[:Ue heAltg ’“bEJO(k:R)kk_de

k+ K

kR kb K
—  sen? 9%? e FeMig "”bEJé’(kR)kzk_—de}

+ (fof? + f1f2)sen(20) [}%f ekCXReka{)(kR)kZH_—gdk

3 k+ K
- —keAR ,_—kb g1 k k2 dk
%0 e e " Jy (kR) TR

- [—sen ff)— cos’ f2f2 (fof) + f1]3)

ok k+ K
x f o heAR kb J’(kR)k;Jr—dk
0

sen (29)]

R kE—K

+ |:—C0829f1f10—sen2(9f2f20 (fof? + f113)

k k4 K
x f e N T (e R)R? kJ_r k. (5.67)

sen (2 9)1

Vamos calcular a primeira integral do lado direito de (5.14). Novamente, con-

sidere GG definido por (5.2). Assim, derivando (5.2) em relagao a X,

G, bt K oy ko, (K
a_X_f@k; K J(K)dk

— k+ K o k(e(f(@y)+f(Em)+o) L. 1/
= e kJ,(k .
K%w J( R)dk (5 68)
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Por outro lado, derivando em relacao a X a expressao do lado direito da
equagao (5.47),

0G,

~1 Yooyl
ax — K [T(XQ +Y?2)322X — we Y (H)(X) 4 V(X)) — 2/ et*YT(X2 +13)7322X dt
0

— 271iKe ™Y Jj(X)
= K[-(X?+Y?) 72X — eV (H)(X) + Y{(X))

Y
+ / et‘Y(X2+t2)‘3/2th}—27riKe‘YJ6(X). (5.69)
0

Entao por (5.68) e (5.69), temos a primeira integral que estamos procurando.

K
f:+[( ((f(w,y)+f(§m))+b)kJ(/)(kR)dk — K? [—(X2+Y2)_3/2X—We_Y(H(’)(X)+Yb’(X))

Y
+ 2/ V(X2 422X dt
0

— 2miK2e ™Y Ji(X). (5.70)

Para calcular a segunda integral podemos derivar ambos os lados da equacao

acima em relagao a X, obtendo:

K
f : * e “HAT@ T EMI 2 (kR Ak = K3 [3(X? 4+ Y?) ™2 X? — me™Y (Hy(X) + Yy (X))

Y
+ 2 / e TY(X2 %)t
0

Y
— 6 / (X2 + t2)‘5/2X2dt}
0
— 27miK%e Y JY(X). (5.71)
Substituindo (5.70) e (5.71) em (5.14), temos

W, — [—senQQ cos

2
10 = L e (B2 £i89)

sen

:|{K2 X2+Y2) 3/2X

Y
— me Y (H)(X) +Y](X)) +2 / V(X2 +17) 3/2th} 2miK e YJ@(X)}
0

sen

+ [—cos?@flff —sen? 0fo 4 (fof P+ f1) } {K3 [3(X2 +Y?)~5/2X?
Y

— qe Y (HY(X) +YJ(X)) +2 / V(X2 +2)2%dt — 6 / (X2+t2)‘5/2X2dt]
0 0

— me%—YJg(X)}. (5.72)
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Observamos que, como estamos interessados em calcular apenas os termos
até ordem 2, precisamos calcular apenas os termos de ordem 0 de W,. Assim,
substituindo os termos de ordem 0 de cada expansao em série de Taylor em W,

temos

—sen26 29 0
01— L R (s 4 f )

W, = { Hf@ [—(X*+Y?)32x

Kb
— qe TP (HN(X) + V(X)) + 2 / R (X2 +t2)_3/2th} - 27riK2e‘KbJ6(X)}
0

sen (26)
2R

+ [— cos? 0f f) —sen? OfofY + (fof X + fif3) } {K3 [3(X? +Y?)™5/2X?
Kb Kb
— me MP(HG(X) 4+ Yy'(X)) + 2 / e HUX? +£2)7dt — 6 / (X7 +t2)‘5/2X2dt}
0 0

- 27riK2e_KbJ(’)’(X)}.
= Wy (5.73)
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Substituindo as expansoes que calculamos anteriormente, obtemos

Woo + Wi + Way = % {KPBE(f(z,y) + f(&0)2 (X2 + K2?) 5/
+ 6K3(f(x,y) + F(&n)b(=5(X> + K20%) K3 (f(2,y) + f(£,1)D)
— [15(X? + K20 PKW (f (2, y) + £(€m) — 3(XP + K20%) K3 (f (2, y)
+ f(&m)7] = me KA (f(a,y) + f(€m))* (Ho(z) + Yo(X))
— 2"V KP(f () + F(E )X+ K26°) 72 — Kb(X? + K°0%) 2]
+ 2[5(X7 + K20%) TP (f (2, y) + f(€,m)?
— 3(X* 4 K2 PR (f(w,y) + £(€m)}
+ 2mKP(f(x,y) + f(Em)e" (X))
— 2mK°(f(z,y) + f(&,m)° To(X)
+ (= fD)cos 8+ (fo = f)send] [K° [3[=5(X> + K*6°) "2 K3 (f (2,y)
+ fEMIDX — (X2 + K20 PPXK(f(2,y) + f(&m)]
— me K (f(z,y) + F(& ) (Hy(X) + Y5 (X))
+ 208X+ K20 TR (f(x,y) + f(Em)
— 2XP 4 KA) PR (f(x,y) + £(€m))0)
— 2w (X)e M (f (2, ) + £(&m))]

[—sen 9f1f1 cos 9f2f2 (Fof + f1f2)sen (29)}

LR[00 4 29— e ) + ¥(X)

Kb
+ 2 / el Eb (X2 +t2)3/2th} — 2mK2eKbJ3(X)}
0

+ [—cos20f1f$—sen29f2f2 <f2f1+f1f2>se“(20)]

X {K3 [3(X?+Y?) 52X — me KO (HY(X) + Yy (X))
Kb Kb
+ 2 / e TRN(X? +£7)72dt — 6 / (X2 + t2)5/2X2dt}
0 0

— 271K Ze K I (X) } (5.74)
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6 METODO NUMERICO

Para resolvermos numericamente as equacoes integrais que obtivemos nos capitulos
3 e 5 aplicaremos alguns desenvolvimentos analiticos de maneira a escreveé-las em
uma mais forma mais conveniente. Especificamente, mostraremos que as integrais
de parte finita de Hadamard, que aparecem nessas equagoes, podem ser escritas
como uma série envolvendo polindmios associados de Legendre [4]. Isso nos permite

resolver as integrais de Hadamard analiticamente.

Para isso, tomaremos a seguinte base de fungoes:
Bl::n(ra 0) = 7?11+2k+1( v1-— TQ) cos m87 (6]‘)
onde P sao as funcoes de Legendre associadas.

Consideramos a equagao hipersingular

dA

= (6.2)

1
Hw(z,y) = yym Dw(w,y)

Para resolvermos os problemas dos capitulos 4 e 5, usaremos a férmula [10, 11,

1]
L1, m B (r,0)
E SﬁBk (S,Oé)SdeOé = Ck ﬁ, (63)
onde

S 1o W)
kT4 @ma2k+1)!

(2k+1)!

A equagao (6.3) nos permite resolver integrais de parte finita de Hadamard
numericamente. Expandiremos [¢] em termos de (6.1) como

N

6] = w(z,y) = > ayBi(r,0) (6.4)

k,m
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e substituindo em (6.2) a expansao de [¢] (6.4) e (6.1) temos que

Hw(z,y) = ]éz n B 7’9 A
al r,0
- foates

B iam m Pt o (V1 —12) cos mb
- k ~k /—1 — 7’2 )

(6.5)

k,m

onde (r,0) € D. Temos que determinar quem sao a}’, ¥V k,m € {1,...,N}.

6.1 Solucao do problema de um disco liso submerso em

um fluido com superficie livre

A equacao integral governante para o problema do capitulo 3 tomando um

disco unitdrio no plano zy é, de acordo com (3.15), dada por

dA 1

[0l =5

T [ eI =1 (6.6)

ar [

onde W ¢é dado por
k+ K o—kb.2
= = k kR)dk
W= Wi f e R (k)
= K3 [3K2b2<x2 + K20%) 752 — (X2 + K%*)7%? — me ™ (Hy(X) + Yo(X))
Kb
o 2/ et—kb(XQ +t2)_1/2dt+2(X2 +K262)_1/2 +2(X2+K2b2)—3/2Kb
0
+ 2miK e M (f(z,y) + £(€m)Jo(X) (6.7)
conforme (5.56).

Substituindo (6.5) em (6.6), obtemos

a i P oy (V1 = 12) cos mB
Zak Cy

k,m
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Escrevendo wy de acordo com (6.4), temos

N N

pm 12 0
N arcy sk (VL7 72 cosm +5°% | Wooa BP(r0)d2p =1 (6.9)
k,m 1—T2 k,m D

6.2 Solucao do problema de um disco rugoso submerso em

um fluido com superficie livre

Como vimos anteriormente no capitulo 5, as equagoes que resolvem esse pro-

blema sao:
1 dA 1
—][w0—3 + —/ W(]OwodA == 1, (610)
][’LUl— + / Wgo’wldA = — / (Wl() + W()l)deA (611)
D
€
][IUQ— + / W()()U)QdA = — / (W02 + W11 + ng)wodA — / (WOI + Wm)wldA
D D
dA

_ ][ oo o (6.12)

onde Woo, (Wlo + W()l), (W02 + W11 + WQO) e ICQ sao dados em (556), (566), (574)

e (5.45), respectivamente.

Note que, as equagoes acima sao todas do tipo

(H+H)u=g, (6.13)

onde H e H sao dadas em (5.43) e (5.44), respectivamente, u é uma funcao w e g
¢ o lado direito das equagbes. Como ja conhecemos B} (r, ), basta encontrarmos
os coeficientes a'. Ou seja, temos um sistema do tipo Ax = b, onde a matriz A é
dada pelo lado esquerdo das equagoes e é sempre igual, o vetor x sao os coeficientes

a* de (6.4) e o vetor b é a fungao g.
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Como fizemos na se¢ao anterior, substituiremos (6.5) e (6.4) em (6.10) para

obtermos uma expressao para a equacao de ordem 0. Assim

VI=12 [
ZO’ om m+2k+1< 1 Tz)cosm "’Z{/ Wooa?B;T(ﬁe)dA} =1, (6.14)
- k.m D

que € identica a expressao (6.9).

Podemos reescrever esta equacao da seguinte maneira:

o Piopa (V1 = 13%) cos mb;
Z ai’ N>

D

De acordo com o que foi dito ateriormente, esta equacao discretizada origina
um sistema linear Ax = b onde as incdgnitas sdo a; com j = (n+1)m+k+1 e os
elementos da matriz A sao da forma:
C;P;j(v/1 —1r2) cosmd;
onde C; = C*, com j = (N+1)m+k+1,m=0,..,N, k=0,...Neb, =g(r;,0;) =
1.

(A)Z] = —|—/ Woij(Ti,Qi)dA, (616)
D

Do mesmo modo, para a equagao de ordem 1, substituiremos (6.5) e (6.4) em

(6.11). Portanto,

N N
PP e (VT —72) cosmé
> apep Pl I8 ST [ v ap s jda
m D

1—17r2

k,m

— _;{/D(Wlﬁwm)awg(r, e)dA}. (6.17)
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Analogamente, para a equagao de ordem 2, substituiremos (6.5) e (6.4) em

(6.12). Logo,

N N
P V1 —1r2) cosmb
Zazl s HEETE ] 5 ) + Z{/ ap B (r, Q)WoodA}
k,m -r k,m D
/Z B (r, ) (Wog + Wiy + Wag)dA — /Z B (r, 6)(Woy + Wig)dA
D D

Z ][DK2 a*CdA. (6.18)
k,m

A discretizacao das equagoes (6.17) e (6.18) sao iguais as da equagao (6.14).

Apenas temos o lado direito diferente b; = g(r;,0;).

Ainda, de acordo com o capitulo 3, por (3.33),

A(K,b) + iB(K,b) = — /D lds

Assim, para o calculo do coeficiente da massa adicional e do coeficiente de

amortecimento, teremos que

.A == .Ao + 6./41 + 62./42 (619)

B = By+eB) + €Bs, (6.20)

onde Ay, By, A1, Bi, Ay e By sao os termos da massa adicional e do amortecimento

de ordem 0,1 e 2, respectivamente.

6.3 Definicao da rugosidade

Tomaremos a fungdo que determina a rugosidade (5.9), de acordo com [8],

como uma superposi¢ao de um numero finito de superficies duplamente corrugadas
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que sao randomicamente transladadas e rotacionadas uma com respeito a outra, ou

seja,
flw,y) = 2wisen((pcos(¢p—e1)) — Xia) /A) xsen((psen(dp— ;) —Yia) /Ai). (6.21)
i=1
Aqui, X;, Y; e ¢; sao ntimeros randomicamente gerados tais que 0 < X; < 1,

0<Y;<1e0<¢; <m Osnumeros \;’s sao nimeros de comprimento de escala e

0s pesos w; sao normalizados de acordo com

Zw? =1.
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7  CONCLUSAO

Estudamos a parte finita de Hadamard com fung¢oes Holder continuas. De-
finigoes e propriedades destas integrais foram apresentadas para uma e também no

caso de n variaveis.

Para o problema de um disco liso submerso em um escoamento potencial com
superficie livre apresentamos a deducao, no capitulo 2, de uma formulacao integral
usando integrais de Hadamard. Ainda, estudamos o caso em que as oscila¢oes do
disco sao apenas verticais, o problema se torna axisimétrico e se reduz a integrais

unidimensionais.

No capitulo 3, onde temos o problema de um disco rugoso em um escoamento
potencial sem superficie livre, chegamos em trés equagoes integrais hipersingulares,
através do método de perturbacao. Estudamos também, a partir dessas equagoes, a

for¢a hidrodinamica exercida no fluido.

Ja no capitulo 4, unimos os dois problemas e novamente, também usando o
método de perturbagao, obtemos trés equacoes integrais hipersingulares. Mas, desta
vez, essas equacoes contém o termo que aparece devido a existéncia da superficie

livre. Esta parte da dissertacao representa uma contribuicao original.

Para os problemas do capitulo 2 e do capitulo 4, utilizamos um método numérico
envolvendo expansoes de polinomios de Legendre e discretizamos as equagoes inte-

grais.

Para trabalhos futuros, planejamos estudar o fenomeno de ressonancia exibido
nos picos dos gréaficos dos coeficientes da forca hidrodinamica, usando aproximacoes

assintoticas.
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Apéndice A CALCULO DAS DERIVADAS
PARCIAIS DA FUNCAO G(P,Q)

A.1 Derivada de gTG em relacao a n,
q

o8 2 o %) (v £23)
- [ - a)| -0 N - -0
= =0 o (0 m0 = 20— ) N(@)
b N@- - a) (G- ) (A1)

Calculando as derivadas,

—0F

0 —0F

dxo ((330—95) o +(y0—y)a—y+zo—2) = on (A.2)
0 —0F —0F —0F

e <($0_$) Oz +(yo—y)a—y+20—z) = oy (A.3)
9, —0F —0F —0F

8—20((950—@ Oz +(yo—y)a—y+Zo—Z> e (A.4)

Assim,
0 oF OF
ocllan = =320~ 2) - N(@) == (~Gr -G 1) N
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0 B 0 1
" T T By [<<xo PN p cy o me]
— (_3(x°_x),—3(y°_y) 3 ) -N(q)
3

(r—qP® (r—q°® “(r—q)pP

= (T_q)g,(??—iﬂo,y—yo,Z—Zo) -N(q) (A.6)

Entao, substituindo (A.5) e (A.6) em (A.1), temos

9’G(P,q)

on,0n,

— (r —q)}(N(p) - N(q)) R%(a: w0y — oz —2) N(@ (A7)

A.2 Derivada de G1(p,q) em relagao a n, e a n,

Derivando em relacao a ng,

oGy 9 —h(240) k+ K
e = o {fe JolkR) -
_ (ax (fe IR ek ) o () e ) k)
9 k() kt+ K
2 <f ey (kR k) ) - N(g)

Calculando cada derivada e substituindo (A.10), (A.11) e (A.12) em (A.8),

A 0% R (w — )2 g O L R (y — ) Sk

: f — ke kEHO Jo(k:R)kJr—de) - N(q) (A.8)
0 k—K



Derivando em relacao a n,,
0

(<o

J e Z+<>1’;Jo<kR><y )

()

0*Gy
on,on,

dr’ dy

on
z+<)k 1
e Jo(kR)(y —n)
. RO

0
a_an(I7yaz7£7’r/7<)
o 9.0

(3_€W’6’_77 a—<W>'(‘

A.3 Derivada em relagao a

w,

kE+ K
de)

9 —k(2+¢)
> ( f O Ty R) T

9 (z+¢) k+ K _
5 (fe JolkR); de) _
a —k(2+0) k"’K
z (fe JolkR)

5, k k+ K
i (f@ e hGH0) RJ’(kR)(x—g)k+—dk
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k+ K
- dk
k+ K e k+ K
iyl Jo(kR) ==k

(5

k—i—K

() of, wcvsan

k—K

oF 6F1
ag? )

S

Ngq

kE+ K

~h+0 Z Jo(kR) Tk

0
ox k —
k
k

k—i—K

—K(@Icl()

SO ST (RR)(

X
X
0

k(z+0) chRyn A11)
f, R -

kE+ K
k—K

kR)]]z+—dk(A 12)

dk

= Jo(kR)

z+§

o
f, -

k+ K
“T 2
k— K >

(A.9)
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A.4 Derivadas em relagao a n,

aa_vg _ %‘* KO [ f) J/(kR)_}—%J’(k;R)+%(m—§)2(—k)J6’(kR)] Ztgdk (—g—i)
b e [ =k + - R - oen)| ear (-50)
N f@ ) () RSJ’(]{;R)Z—i_;dk (A.13)
Assim,

%_V,;:V _ f@ ket B { 5) Ty(kR) — Jo(kR) — %(x—g)%g(km} Z*—gdk< gf)
b e O (0 = ) | e — kg Gk)| (<50
+ }[: e HEHORI S joo(kR)ZJr—[;dk (A.14)
Analogamente,

%_VZ _ f _k(z+c)£2( — &y —n) [%Jé(lg}{) ]{;Jé’(k:R} k+ K k( )

Y
N fe—mzmﬁ {ujé(k;R) JO(k:R)—%y— 2J5( kR]

(%)

R| R
K
ok R 2Y =N g1 g k+ dk Al
ow L B g (08
W7ok k k(-5
e = et gnem L (<5
k2 k+ K oF
k(0O o ! R _
o el - pen R (<50)
+ f@ e HEOR2 1 Ry T g (A.16)
. K
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A.5 Derivadas parciais de W, em relacao a ¢

Wo 0 { ][OO Bt K ot e e 1€+ g (1 Rk

Oe oc | ] o k— K

“k+ K
= —(flz,y) + f(&n) ][ k+ Ke*’“(“f(x’y)*f(fm))*@k?’JO(kR)dk(A.17)
-

0*W, “k+ K ieitie
s = )+ € e U 0 () db(A15)
0

A.6 Derivadas parciais de WW; em relacao a ¢

0
gf = —[(fi — %) cos + (fo — fO)sinO]K3(f(z,y) + f(E,n))
}ﬁ Z + g KPe KGOS En T J1 (1R ks (A.19)
-
82W1 0 0\ 2 3 2
o — [(fl — fl)0039 + (f2 — fQ)SIIlQ]K (f(x,y) + f(fﬂl))

f@llz + f; ke KU @I ENTD I (1 R) (A.20)
J o
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A.7 Derivadas parciais de 5 em relacgao a ¢

T = [ - g (st + AT (s + )
" f@e Fag)+HEn) +b)k}:%J/(kR)Zi_—§dk
- |Feorons—sitong ¢ (¢ ATRR] (e + flew
X f@ ekl xy>+f<€’7>+b’;J"(kR)Z+—§dk (A.21)
T = [P - g (s + 5T (e + sl
y }[j k(e @)+ £ Em) +b’; J/(kR)Zj_gdk

WO (fle.w) + FlEy?

—_

+ {—COSQGflff—sinQGfog (fof) + f1f3)

% k+ K
—k(e(f (zy)+f(Em)+b) "R~ dk A.22
X %:Qe VT (kR) (A.22)
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Apéndice B EXPANSOES EM SERIE DE
TAYLOR

B.1 Funcao (X2 +Y?)79/2, para j € {1,3,5}

<X2+Y2)—1/2 _ (X2+K2(62(f(:v,y)+f(§,n))2+2e(f(:v,y)+f(§,n))b+b2)_1/2
= (X*+ K> +e [%(XQJFYQ)—V?}

e [0 2 2\—1/2
C 2 Z ]

(B.1)

e=0
Calculando cada derivada,

0
-~ X2 Y2 -1/2
86( ¥ ]

= {_71()(2 + K2(E(f(z,y) + F&,m) + 2e(f(m,y) + f(£,m)b+ b)) ~?

X [2K7%€(f(x,y) + f(&,m)° + 2K (f(z,y) + f(€,m))b] }

e=0

_ _71()@ + K2%) 7 22K3(f (2, y) + F(E,m))b

= — (X2 4+ KW) 2K (f(x,y) + f(E )b (B-2)

8_2(X2 + YQ)—1/2:|

_ {§<X2 LR (,y) + FEM) + 26 (ery) + FEm)b+ 7))

" - X ;4[26(1‘(3:,1;) + (&M +2(f(x,y) + f(&,m))b]
SO KA () + €M)+ 26(fw9) + FE )+ 1)
X [2K%(f(z,y) + £(&,n))*} »
= SO KU) RS y) + £ )P
L KPR () + F(E)

= 3(X7+ K*0) K (f(x,y) + (6 )0
— (X7 K20 P (f () + f(Em))? (B.3)
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Substituindo (B.2) e (B.3) em (B.1), temos

(X2 + Y272 = (X2 Y22 e[ (X2 K20) K3 (f () + (€, m))0]
b BOC + KK ([ 0) + 1(Em)?
— (X2 KPR (f(,y) + F(E,m))?] (B-4)
Analogamente,

(X2 +Y?)72 = (X2 V)72 4 [ =3(X + K20°) K3 (f(x,y) + f(&m)b)
2
b S 5K+ K20 KR () + FE)

= 3(X7+ KPR (f(wy) + F(Em)?] (B.5)

(X2+YH)™2 = (X2+ Y2 4 e[-5(X% + K 2K (f(z,y) + f(£,m)Y]
5 (X2 + K20) PR (f () + £(&,m)?
— 5(X?+ K2 TP (f(x,y) + f(€.n))?] (B.6)

B.2 Expansoes das Integrais

K (e(f (wy)+/(€m)+b) Kb
/ X2+ tH 1V 2ar = / (X2 43V 2t
0

5 [EE@y+ED)+D)

0

+ — (X222t €
de Jo e=0
g2 [EEU@+fEm+

+ﬁ/ el (X2 4 2) "V 2dt
€ 0 e=0

Kb
= / ef (X2 4 ¢%)~12at
0
+ X KPR (f (2, y) + f(6m))e
+ VK2 (f(,y) + F(& )X + K22) 72
— Kb(X?+ K2b2)‘3/2]% (B.7)
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