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RESUMO 

Neste trabalho a rormulação LTSN para a solução de problemas 

de ordenadas discretas CSN) é estendida a duas e três dimensões, 

considerando meio heterogêneo, aspalhamen~o anisotrópico e modelo 

de mul~igrupo . Para ~al, o método LTSN é aplicado às equações 

unidimensionais resultantes da integração das equações SN 

multidimensionais, gerando sistemas lineares para os r luxos 

angulares médios transrormados. A solução desses sistemas rornece 

a transrormada de Laplace da solução procurada, sem que nenhuma 

aproximação seja reita ao longo da sua obtenção. A posterior 

aplicação da transrorrnada de Laplace inversa, eretuada através da 

técnica de expansão de Heaviside, rornece a solução analitica para 

os rluxos angulares médios e para os rluxos angulares 

na rronteira do donúnio. 

transversos 

As soluções geradas através do método LTSN roram comparadas a 

resultados numéricos disponiveis na literatura , para problemas 

bidimensionais com espalhamento isotrópico e anisotrópico em 

coordenadas cartesianas, considerando meios homogêneos e 

heterogêneos. Problemas tridimensionais em coordenadas curvilineas 

também são considerados. 
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ABSTRACT 

"Analylical solut.ion of' t.he mullidimensional discrele ordinales 

equalion" 

In t.his work, t.he LTSN f'ormulat.ion for t.he solulion of 

discrala ordinales CSN) problams is extended lo t.wo and lhree 

dimensions, considering het.arogeneous medi um, anisolropic 

scallering and mult.igroup model. To lhis end, t.he LTSN melhod is 

appliad lo lhe one-dimensional equat.ions resulling from t.he 

int.egrat.ion of t.ha mult.idimansional SN aquat.ion::;;, 

linear syst.ems for lhe t.ransformed average angular fluxes. Solving 

t.hese syst.ams, t.he Laplace lransf'orm of lhe solut.ion are obt.ained, 

wit.hout. any approximat.ion along it.s derivat.ion. Appl yi ng t.ha 

inverse Laplace lransform, by t.he Heaviside expansion t.echnique, 

furnishas lha analylical solut.ion for t.he avaraga angular fluxes 

and lhe t.ransvarse angular fluxes on t.he boundaries of lhe domain. 

Solut.ions generat.ed using LTSN melhod are compared with 

numerica1 resulls available in lilerat.ura, f'or t. wo-di mensi onal 

problems in Cart.esian coordinales f'or isot.ropic and anisotropic 

scat.lering, considering homogeneous and helerogeneous media. 

Three-dimensional problerns in curvilinear 

c onsi der ad. 

v 
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LISTA DE st MBOLOS 

a,b,c limites superiores do donúnio nas variáveis x, y e z, 

respectivamente. 

g,g' indices do grupo de energia. 

hj.,h:z,ha coericienLes méLricos. 

h . . 
\.j 

elemento genérico da transformada inversa das 

matrizes LTSN. 

1 indice do grau de anisotropia. 

m indica da direção discreta. 

inversas das 

r pólo de função racional na variável x, coordenada polar 

radial. 

s,t pólos de função racional nas variável 

respectivamente . 

u,v coordenadas curvilineas. 

x,y,z variáveis espaciais. 

A coeficiente de Albedo. 

A ,A ,A 
X y Z 

matrizes LTSN para as variáveis x, 

respectivamente. 

y e z, 

y e z, 

-99' -99' -99' A ,A ,A blocos das matrizes LTSN relativos aos grupos de 
X y Z 

energia g e g'. 

B bloco de matriz. 

G número de grupos de energia. 

J,J ,J 
X y 

corrente parcial e suas componentes nas variáveis x e 

respectivamente 

H !unção de Heaviside. 
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H ,H ,H 
X y Z 

transrormadas de Laplace inversas das inversas das 

matrizes LTSN nas variáveis x, y e z, respectivamente. 

L grau de anisotropia. 

M número de direçôes discretas. 

N ordem da quadratura angular. 

P1 polinórnio de Legendre de grau 1 . 

Pl runção de Legendre associada de grau l e ordem l. 

Q termo de ronte. 

o.,(1,y coericientes numéricos envolvendo cossenos diretores . 

6 delta de Kronecker. 

cossenos diretores. 

e coordenada polar angular . 

~9 .~9 .~9 rluxos angulares médios nas variáveis x, 
mx my m:z 

y e z , 

respectivamente, para o grupo de energia g. 

~9 
m 

rluxo angular transverso na rronteira para problemas 

bi dimensionais. 

X y Z 
~ . ~ .~ fluxos angulares transversos 

m m m 
na fronteira para 

problemas tridimensionais. 

vetores contendo os fluxos angulares transversos na 

rronteira, nas variáveis x, y e z, respectivamente. 

vetores contendo os rluxos angulares médios nas 

variáveis x, y e z, respectivamente. 

vetores contendo as transformadas de Laplace dos fluxos 

angulares médios nas variáveis x, y e z, respectivamente. 
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lpxo' V' yo' V' zo 
"" "' "" 

vetores contendo as transf'ormadas de Laplace dos 

f'luxos angulares transversos na f'ronteira, nas variáveis x . y e z, 

respectivamente. 

vetores contendo os f' luxos angulares transversos que 

entram através da f'ronteira, nas variáveis x e y respectivamente. 

S B 

lpxo ' V' yo 
"" "' 

vetores contendo os f'luxos angulares transversos que 

saem através da f'ronteira, nas variáveis x e y respectivamente. 

vetores contendo as transf'ormadas de Laplace dos f' luxos 

angulares transversos que entram através da fronteira, 

variáveis x e y respectivamente. 

a e 
lpxo'lpyo vetores contendo as transformadas de LaplacQ dos 
"' "" 

nas 

f' luxos;; 

angulares transversos que saem através da fronteira, nas variáveis 

x e y respectivamen te . 

componente do vetor de condições de contorno, coordenada 

curvil1nea, f' l uxo escalar. 

4> . • 4> . • 4> . componentes dos vetores contendo as Lransf'ormadas de 
JX JY JZ 

Laplace dos f'luxos angulares transversos na 

variáveis x, y e z, respectivamente. 

4>j f'luxo escalar conhecido. 

~~-J f'luxo escalar obtido através de interpolação. 

p coordenada curvilinea. 

o seção de choque de espalhamento. 
s 

f'ronLeira, nas 

coef'iciente da expansão da seção de choque de espalhamento 

em termos das !unções de Legendre, envolvendo os grupos de enQrgia 

g e g'. 
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seção da choque de espalhamen~o envolvendo os grupos 

energia g e g•, e as direções discrelas me n. 

o seção de choque lolal . 
l 

de 

& parâma~ro que defina o lipo da condição da conlorno ampragada. 

w peso da direção discrela m. 
rn 

O valor unilário que define a direção de propagação. 

<&Cv)) valor esperado para o erro acumulado da variável v. 
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1 INTRODUÇÃO 

A teoria de transpor~e ~Qm como objQ~O de es~udo o ~ranspor~e 

de particulas e de radiação em meios materiais. A pesquisa nassa 

campo encontra aplicaçBes em diversas áreas, tais como risica de 

plasma, medicina nuclear, astrorisica, engenharia ambiental e 

risica de reatores. 

Alualmenle, particular atenção lem sido dada ao 

desenvolvimento de métodos de obtenção de soluções para a equação 

de lranspor~e. seguindo basicamente duas linhas de abordagem a 

abordagem probabilislica, na qual se buscam soluções aproximadas 

para a equação de ~ransporte na sua rorma exa~a. e a abordagem 

delerminislica, na qual são rormulados modelos aproximados para 

representar a equação de transporte, para os quais se buscam 

s:oluçêSQs: QXa~as:. Na abordagem probabilis~ica destacam-se os 

métodos de Monle Carlo, onde os históricos das posições e 

velocidades de um dalerminado número de parliculas são gerados 

através de simulações de eventos discretos, sendo utilizados para 

estimar o comportamento das parliculas ao longo de sua lrajelória. 

Na abordagem deterministica, destacam-se os métodos de elementos 

rinitos aplicáveis à primeira e à segunda forma da equação de 

Boltzmann, e os métodos baseados nas aproximações PN (expansão em 

harmônicos esféricos) e SN (método das ordenadas discretas). Na 

formulação PN, os fluxos angulares são expandidos em lermos das 

funçBes de Legendre nas variáveis angulares, 
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resolvido para os coe!icien~es da expansão. Na !ormulação SN, 

assume-se que as par~iculas sofrem espalhamento segundo um número 

!inito de direções; a cada direção discre~a es~á associada uma 

equação di!erencial que depende apenas das variáveis espaciais. 

Nesse caso, o sis~ema resultan~e é geralmente resolvido através de 

mé~odos nos quais as variáveis espaciais são discre~izadas. 

Den~re os mé~odos baseados na !ormulação SN para problemas 

multidimensionais, destacam-se os métodos espectro-nodais SGF-CN 

[1,2J espectral Green's Function Constant Nodal Method) e SGF-ExpN 

CSpec~ral Green's Function Exponantial Nodal Ma~hod) [ 3) ' que 

possibilitam a ob~enção de resultados precisos sem que se faça 

necessário utilizar malhas finas na discrelização do dominio. O 

mé~odo SGF-CN considera os !luxos angulares constantes ao longo 

dos contornos dos nodos espaciais , enquanlo no mélodo SGF-ExpN 

são utilizadas funções exponenciais para aproximar os fluxos 

angulares ao longo dos con~ornos dos nodos espaciais. 

Os métodos cilados fornecem soluções numéricas para a equação 

SN de lransporle [ 4J. Essas soluções demandam, em geral, um 

es!orço compu~acional bas~ante elevado, seja pela densidade da 

malha empregada, ou pelo número de i~erações requeridas para 

atingir a convergência com precisão satis!a~ória. A geração de 

soluções exa~as para equações de ordenadas discretas es~á reslri~a 

ao ~ralamen~o de probelas unidimensionais. 
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Recentemente, uma nova formulação foi desenvolvida visando a 

obtenção de soluções analiticas para as equações 

unidimensionai s de transporte de nêutrons. Esse método, referido 

como LTSN, baseia-se na aplicação da transformada de Laplace sobre 

as equações de ordenadas discretas , com o objetivo de converter o 

sistema original de equações diferenciais em um sistema algébrico, 

cuja resolução e a posterior aplicação da transformada inversa, 

por via analitica, fornece a solução exata do problema. Com o 

método LTSN foram obtidas soluções analiticas para problemas 

unidimensionais considerando espalhamento anisotrópico, meio 

heterogêneo e modelo de multigrupo, além de soluçôes para 

problemas inversos [5,6,7,8,9). 

Os métodos descritos neste trabalho constituem extensões da 

formulação LTSN a problemas multidimensionais. Nos capitules 2 e 3 

são descritas, r especti vamente, as formulações LTSN para problemas 

bidimensionai s e tridimensionai s em coordenadas retangulares. o 

capitulo 4 trata da resolução dos problemas invers os e m teori a d e 

transporte o cálculo das seções de choque total e de 

espalhamento , e a determinação dos fl uxos angulares incidentes no 

contorno do dominio, para o caso bidimensional. No capitulo 5 é 

discutido um s i stema de transf'ormação de coordenadas que permite 

estender a aplicação da f'ormul ação LTSN bidimensional a problemas 

envolvendo dominios irregulares. O capitulo 6 contém uma aval iação 

do tempo de processamento requerido pelo programa SN.BAS, através 

do qual são obtidos os resultados numéricos apresentados nos 

3 



capitulos anteriores . O capitulo 7 encerra o trabalho, f'ornecendo 

conclusões e recomendações para o desenvolvimento de novos métodos 

baseados na f'ormulação LTSN. 

Os apêndices contêm inf'ormações suplementares sobre alguns 

tópicos abordados. No apêndice A apresentada a dedução da 

equação de transporte na f'ormulação SN~ no apêndice B é f'eita uma 

revisão suscinta sobre coeficientes métricos utilizados em 

transformações de coordenadas; o apêndice C 

aproximada de propagação de erro. 

4 
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2 A FORMULAÇÃO LTSN EM DUAS DIMENSOES 

Neste capitulo é apresentada a 1ormulação LTSN para problemas 

bidime nsionais em coordenadas retangulares. O trat.amant.o da 

problemas bidimensionais consista na aplicação da t.rans1ormada da 

Laplace sobre as equações SN integradas t.ransversalment.e no 

int.erior do dominio, a 1im de se obterem soluções analiticas para 

os 1luxos angulares médios e para os 1luxos angulares no 

contorno do dominio. O procedimento é descrito a seguir. 

2 . 1 EQUAÇOES SN BIDIMENSIONAIS INTEGRADAS 

O problema de ordenadas discretas CSN) bi dimensional em 

coorde nadas retangulares, considerando espalhamento anisot.rópico e 

modelo de multigrupo é dado pela equação [10) 

(2. 1.1) 

g ·= t n = t 

para g'= 1,2, ... ,G, m = 1,2, ... ,M, onde M = NCN+l)/2 Cver apêndice 

A), s ujeita às seguintes condições de contorno, que abrangem 1luxo 

de entrada conhecido, re1lexão especular e re1lexão isotrópica : 
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j& 

1p9Cx , O) = HC-&) FCx) + A I lpJCx,O) C2. 1. 2) 
m m 

ji 

j& 

lflg( X, b) = HC - &) GCx) + A I lfi~Cx,b) (2. 1 . 3) 
m m J 

j 1 

j& 

lf'9 C o. y) = HC-&) F Cy) + A I V'jco,y) (2. 1. 4 ) 
m m 

j 1 

j& 

lpg(a, y) = HC-&) 6" Cy) + A I lfi~C a , y) (2. 1. 5) 
m m J 

j 1 

para O~~a and O~~b , e m=l,2 , ... , M. Na equação (2.1. 1 ) , V' 
Til 

é o 

fluxo angular na direção definida pelos cossenos diretor es e 

n ; o e o são, respecti vamente, as seções de choqu e t o tal 
m l s 

e de 

espalhamento, Q representa o termo de fonte , e o indice superior g 

especifica o grupo de energia. Neste trabalho, a seção de choque 

diferencial de espalhamento é expressa como [11J 

09 9 ' c J.J • J.J ) = 
smn m n 

1 L 

I 
l=o 

(2. 1. 6) 
4rr 

onde P lJ.J) são os polinómios de Legendre de grau t, os indices 

inferiores m e n refer em-se, respectivamente, às direções 
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incidente e ~spalhada, e os indices superiores g e g' representam, 

antes e depois do espalhamento . Nas equações C2.1.2), (2. 1. 3) 

(2.1.4) e C2.1.5), a quantidade A representa o albedo, H é a 

função de Heaviside, e o valor de & especifica o tipo de condição 

de contorno considerada : O para fluxo de entrada conhecido, 1 

para reflexão especular e M/2 para re~lexão isotr6pica. No 

tratamento de meios heterog~neos, essas equações são também 

válidas para descrever condições de contorno em problemas de 

multi-região. Nesse caso, o valor de & é igual a 1, e a condição 

de contorno passa a representar a transferência de n~utrons entre 

duas regiões vizinhas, condição que impõe a continuidade da 

solução nas inter~aces . 

Integrando a equação (2.1.1) em x, entre os limites O e a , e 

dividindo por a, resulta a seguinte equação unidimensional na 

variável y ( 3) 

dy 

onde 

7 

+ O' lpg c y) = 
l my 

m = 1,2, ... ,M (2. 1. 7) 



a 

~!YCy) = ~ I ~!cx,y) dx 

o 

a 

QYCy) = : I QCx, y) dx 

o 

C2. 1. 8) 

(2. 1. 9) 

De forma análoga, in~egrando a equação (2.1.1) em y en~re os 

limiLes O e b, e dividindo por b, obLem-se a seguin~e equação 

unidimensional na variável x [3) 

+ 
dx 

Q Cx) 
X 

m =1 ,2, . .. ,M (2. 1. 10) 

o nde 

b 

~!/x) :o: : I ~!Cx,y) dy (2.1.11) 

o 

e 
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b 

Q}.x) = ~ I QCx, y) dy (2. 1 . 12) 

o 

Nessas equações, lf/9 (x) e 1p9 Cy) são os f'luxos angulares médios na 
mx my 

direção discrela O , e lf'g(a,y), lf'9 CO,y), lf'9 Cx,b) e lf'9 Cx ,0) s~o os 
m m m m m 

f'luxos angulares incidenles e emergenles dos con~ornos. 

A f'im de encontrar a sol uç ão analitica para o problema de 

ordenadas di scretas integrado transversalmente, aplica-se a 

f'ormulação LTSN às equações unidimensionai s res ultantes . 

2. 2 APLICAÇÃO DA FORMULAÇÃO LTSN 

Aplicando-se a ~ransf'ormada de Laplace em (2.1.7) resulta 

+ TJ (s;9 Cs) - lf/9 (0) ] + o ; 9 Cs) = Q Cs) 
m my my l rny y 

m = 1,2, ... ,M (2.2.1 ) 

g'=1 n = t 

onde a barra indica a lransf'ormada d e Laplace na variável y. De 

maneira análoga , aplicando-se a transformada de Laplace na equação 

(2.1.10), resulta 
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+ 1-'m [s-;;9 Cs) - lflg CO) ] + o v;g Cs) = 
mx mx t. mx 

Q Cs) 
X 

m=1,2 , ... , M (2. 2. 2) 

g'= 1 n = 1 

As equações C2.2 . 1) e C2.2.2) cons~i~uem sis~emas lineares cujas 

represen~ações em rorma ma~ricial são dadas por : 

onde a malriz A é expressa como 
X 

[ 
- 1.1 - 12 

A:
0

] 

A A . 
X X 

A = 
X A Oi -;.oz. Ao o 

X X X 

na qual A99 'são 
X 

blocos GxG da matriz 

0'99' w -o99 ' w 

"A99'= 
gg' 1 t s 11 1 S 1 2 

X 

2 [6 C>) S + O> 

-ogg' 6 <n s 
S M 1 gg' 1 

A, dados por 
X 

-o99 'w 
si M M 

+ O' > 0'99, w 
t s MM M 

e os velores colun a ~x e ~xo são derinidos como 
.... .... 

10 
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C2. 2. 4) 

] C2. 2. 5) 



VJ = col 
X 

, . . . , 
"v 

e 

VJ = col [ 4> , 
xo 1x ' 4> ] 

M x 
~-

cujo elemen~o genérico é dado por 

t:/>J.X= 1-J .lpg ( 0) 
J J )( 

e o respec~ivo sis~ema em y resul~a 

onde a ma~riz A é de!inida como 
y 

[ 
- 1 1 - 1 2 

A~o] A A . 
y y 

A = y A.a1 -a2 ~a A . 
y y y 

em que Agg'são blocos GxG da ma~riz 
y 

11 

(2. 2. 6) 

(2. 2. 7) 

j = 1, . . . ,M (2. 2. 8) 

(2. 2 . 9) 

(2.2.10) 

A ' y 
dados por 



r ., s + <', 
agg'w -a99 ' w -a99 'w 

] gg' J. t. e J.J. J. eJ.2 2 e :I.M M 
Ãgg' = (2.2.11) 

y 
-agg' 6 (/-1 s + O' > O'gg, w 

e M J. gg' J. t. eMM M 

= col ... (2. 2. 1 2) 

e 

1f1 = col [ cp , 
""yo 1y 

c/> ) 
My 

(2. 2. 13) 

com 

c/> . = TJ 1p
9 CO) 

JY M JY 

/-1 . 
J 

a 
j = 1, .. . , M. C2. 2.14) 

Cabe ressallar que as malr izes dos sislemas (2.2.3) e C2.2.9) 

apresenlam a mesma es~ru~ura da ma~riz LTSN unidimensional [ 5). 

No enlan~o. ~endo em vis~a uma maior ericiência compulacional, a 

inversão das ma~rizes C2.2.4) e (2 . 2.10) é ere~uada a~ravés do 

méLodo de Gauss-Jordan , com o auxilio de ope r ações simból icas. Uma 

vez que as ma~rizes A e A con~êm polinómios em s, as 
X y 

sucessivas 

elapas da eliminação de Gauss geram runções racionais, islo é, 

expressões do lipo pCs)/q(s), onde p e q são polinómios. As 

operações de eliminação (soma, divisão e mul~iplicação) são enlão 

12 



derinidas de modo a operar sobre runç5es racionais Cver apêndice 

C). 

Encon~radas as ma~rizes inversas 
--1 
A , 

X 

--1 
A , 

y 
ob~êm-se en~ão 

expressees para os rluxos angulares médios ~ransrormados em ~ermos 

dos fluxos angulares 

angulares médios : 

e 

'lp 
,_Y 

--1 
= A 

y 

nos conlornos do dominio e dos fluxos 

C2. 2.15) 

C2. 2. 16) 

Os fluxos angulares são en~ão ob~idos inver~endo-se os fluxos 

angulares lransrormados em C2.2.15) e (2.2.16), e são escrilos 

como 

= H * ,, x ..,.xo (2.2.17) 

"' 

e 

'11' = H * lpyo 
..._Y y "' 

(2. 2.18) 

e o as~erisco deno~a convol ução. 

13 



Os elementos das matri zes H e H são obtidos analiticamente, 
)( y 

u~ilizando a técnica de expansão de Heaviside , uma vez que a 

transformada inversa de a .. = pCs)/q(s), elemento genérico de 
~J 

--1 
A ou 

X 

--1 
A , é dada por 

y 

h .. 
~ J 

d t - 1 [ pC r k) ] 

t- 1 
ds qCr ~.? 

C2. 2.19) 

onde rk são as raizes de qCs), nr é o número de raizes, nk 

multiplicidade das raizes, e u representa a variável espacial Cx 

ou y). 

As equações (2. 2.17) e (2.2.18) constituem expressões para os 

fluxos angul ares médios em função dos fluxos angulares transversos 

e dos fluxos angulares médios na fronteira. A inversão de 

Heavi side, por sua vez, fornece a base de dimensão MxG para as 

soluções das equações (2.2.3) e (2.2.4). Dessa forma, os fluxos 

angulares médios podem ser escritos em lermos dos elementos da 

base, como 

MO 
k . 

L 
I ' . X 

V'g c x) A 
~ m~ = X e mx mi. 

(2. 2. 20) 

i. = 1 

MO 
1 

L 
s .X 

V'g c y) = B 
i. ml. 

mi.Y e 
my (2. 2. 21) 

i.= J. 

14 



Os rluxos angulares ~ransversos na rron~eira ~ambém podem ser 

expressos em runção dos elemen~os da base : 

MO 
k 

L 
r .X 

"lf'9Cx, 0) c i ml. 
= .X e 

m ml. 
C2. 2. 22) 

i.=• 

NO 
1. 

L 
s .X 

,"lf'9 co, y) D .Y 
1. m1. = e 

m ml. 
C2. 2. 23) 

i.=• 

NO 
k 

L 
r .X 

"lf'9 Cx,b) E 
i. ml. = .X e 

m ml. 
(2. 2. 24) 

i.=. 

MO 
1 

L 
s .X 

"lf'gC a' y) F 
i. ml. = .Y e 

m ml. 
(2.2.25) 

i=1 

Nes~as equações, r. e s. são os pólos corresponden~es às variáveis 
1. 1. 

x e y, com mul~iplicidades k. 
1. 

+ 1 e 1 
i. 

+ 1 respec~i vamen~e. 

Assim, a de~erminação de ~odos os rluxos angulares reduz-se ao 

cálculo dos coericien~es A . , 
ml. B . ' ml. c . ' rm. 

Calculados os valores desses coericien~es, 

D . ' ml. 
E . e 

ml. 
F. 

ml. 

es~ará de~erminada 

explici~amen~e a solução do problema, represen~ada pelas equações 

C2.2.20) e C2.2.21). 

A rim de de~ermi nar os coericien~es, são u~ilizadas as 

equações C2.2.16) e C2.2.17) e as condições de con~orno (2.1.2), 

C2. 1. 3), C2. 1. 4) e C2. 1. 5). Observando-se as equaç5es C2. 2. 20) e 

C2.2.21), veririca-se que a simples aplicação das condíç5es de 

15 



con~orno sobre os sis~emas (2.2.16) e C2.2.17) não seria 

su~icien~e para de~erminar ~odas as cons~an~es de ~orma única, 

pois o número de equações do sis~ema resul~an~e seria menor do que 

o número de coe~icien~es a calcular. Ê preciso en~ão in~roduzir 

equações auxiliares para ob~er o ~echamen~o do sis~ema. 

Inicialmen~e o número de equações auxiliares é calculado a 

,par~ir do número de coe~icien~es a de~erminar e do número de 

equações já ob~idas a~ravés da aplicação das condições de 

con~orno. A principio, o número de coeficien~es parece ser 6CGMDz, 

pois exis~em 6 conjun~os de coe~icien~es CA .•... ,F.), M direções 
m1. m1. 

discre~as, G grupos de energia e MG ~ermos em cada expansão. 

Con~udo, considerando as condições de con~orno represen~adas pelas 

equações C2.1.2), C2.1.3), (2.1. 4) e C2.1.5), verifica-se que 

apenas os ~luxos angulares ~ransversos que saem do dominio são 

desconhecidos. Os fluxos que en~ram no dominio são dados, nessas 

equações, pelas funções F , G , 
m m 

F e 
m 

G", 
m 

caso a condição de 

con~orno seja do ~ipo fluxo ~ransverso de en~rada conhecido, ou 

são expressos em ~ermos dos fluxos ~ransversos que saem do 

dominio, no caso de re~lexão especular ou iso~rópica. Assim, o 

número de ~luxos ~ransversos desconhecidos é de GM/2, e o número 

~o~al de coeficien~es a de~erminar é de 4CGM)z. impor~an~e 

observar que os ~ermos V' C 0) e V' C 0) , 
mx my 

presen~es nas equações 

C2.2.9) e C2.2.14) respec~ivamen~e, não in~roduzem coe~icien~es 

adicionais a de~erminar, pois são ob~idos das definições dos 

~luxos angulares médios em x e y 

16 



C2. 2. 26) 

e 

(2.2.27) 

e portanto, envolvem os mesmos coeficientes dos fluxos angulares 

nos contornos, multiplicados por constantes devido à integração 

das exponenciais presentes, e à divisão pelo valor de a ou de b. 

Estabelecido o número total de coeficientes a determinar para 

obter as expressões dos fluxos angulares médios e nos contornos do 

dominio, resta agora construir um sistema linear compativel Ccom o 

mesmo número de equações e incógnitas) , baseado na aplicação das 

condições de contorno, do qual serão obtidos os valores numéricos 

desses coeficientes. Aplicando as condições de contorno sobre as 

equações (2.2.17) e C2.2.18), em x=a e y=b, resulta 

(2 . 2. 28) 

e 

(2. 2. 29) 

que totalizam 2GM equações. H a vendo 4( GM) 2 coeficientes a 

17 



determinar, devem ser utilizadas 4CGMD 2 
- 2GM equações auxiliares 

para obter o rechamenLo do sistema. Utilizando-se a derinição dos 

fluxos angulares médios em x=a e y=b, 

(2. 2. 30) 

e 

(2. 2.31) 

são incorporadas 2GM equações adicionais para o sistema. As 4CGM)
2 

- 4GM equações restantes são obtidas usando a propriedade de 

diferenciabilidade das soluções encontradas. Dessa forma, 

derivando-se as equações C2.2.17) e (2.2.18) , e aplicando-se as 

expressões resultantes em x=a e y=b, resulta : 

e 

Essas relações fornecem 

2 
1,2, .. . ,2CGM) -2GM 

2 
k = 1 ,2, ... ,2CGM) -2GM . 

4CGM) 2 -4GM novas equações. 

18 

C2. 2. 32) 

(2.2.33) 

Assim, o 



sistema formado por (2.2.28), (2.2.29), (2.2.30), (2.2. 31) , 

(2.2.32) e (2.2.33) con têm as 4CGM) 2 equações necessárias para 

determinar os valores numéricos dos coeficientes. 

O sislema construido a partir da apl icação das condições da 

contorno possui apenas componentes numéricas, e portanto não 

requer o emprego de operações simbólicas para a sua resolução. 

Esse sistema é resolvido pelo método de Gauss com refinamento. 

2.3 RESULTADOS NUM~RICOS 

Nesta seção são apresentados os resultados numéricos obtidos 

através do emprego da formulação LTSN am duas dimansõas, para 

problemas em meios homogêneos e heterogêneos. Essas resultados são 

comparados com dados disponiveis na literatura [2,3). 

2.3.1 Problemas em meio homogêneo 

Inicialmente, a formulação LTSN bidimens ional roi aplicada na 

resolução de um problema com espalhamento isotrópico em uma placa 

quadrada medindo 20cm de lado, com uma fonte 

nêutron/cm2 s localizada junto a um de seus vértices. 

mostrada na figura 2.1 
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Uacuo Hem-~ 

--· T R • de reg1ao 
e f 4cro 
f u 1 g 

20cro e a 
s u 
p 1cro a 
e c 
c Q=1 1cro u 

o 
Ref . espec . 

1-- 20cm 

Figura 2. 1 -problema de espalhamento isotrópico em uma placa 

As quadraturas angulares de ordem 2, 4 e 6 foram util izadas 

para calcular a corrente parcial emergente do trecho do contorno 

indicado na figura como região de fuga. A cor r e nte parcial (J), 

que representa a f u ga de nêutrons ao longo de um trecho do 

contorno do dominio, é calculada a partir dos rluxos angulares 

transversos emergentes do contorno 

O M / 2 

Jx = L J..lmWm 

m=t 
J

·yma.>< 

lfJ (X , y) dy 
. m o 

ym~n 

20 
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calculado ao longo de in~er~aces ver~icais, e 

OM/2 

Jy = \ n w L m m J
xmax 

VI Cx, y) dx (2. 3.1. 2) 
. m o 

Xm\.n 
m= .t 

sobre in~er~aces horizon~ais. Nessas equaç~es, x pode assumir os 
o 

valores O e a, e y
0

, os valores O e b. Nas de~iniç~es das 

corren~es parciai s são ~ornados apenas os valores de m 

corresponden~es a ~luxos de salda ~ por essa razão a soma que 

de~ine J possui GM/2 parcelas. Os valores dos limi~es de 

in~egração para o problema são xmi.n = ymi.n = 16cm e xmax = ymax = 

20cm 

Valores de J sobre a região de ~uga indicada na ~igura 5 são 

comparados com resul~ados ob~idos a par~ir dos mé~odos LN e 

SGF-ExpN (3). As ~abelas 2.1 e 2.2 mos~ram os resul~ados numéricos 

ob~idos para dois valores de seção de choque de espalhamen~o (12). 

No primeiro, 
-1 -1 

a = O, 99 em e no segundo , O' = O, 5 em . 
s s 

-1 
casos, a seção de choque ~o~al a é igual a 1 em . 

l 

Em ambos 

Tabela 2. 1 - Corren~e par cial emergenLe para a= 1 e a= 0,99 
l s 

LTSN LN CN=4) SGF-ExpN CN=4) 

Ordem da No dos Nodos 

quadr.at.ura J esp.aci.ais: J espaciais J 

5 3 , 0.10 -2 
5 5,2.10 -s 

4 4,6.10 -9 
10 1,2.10 -2 

10 4,3.1 0 
- 9 

20 6,0.10 -9 
20 4,2.10 -9 
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Tabela 2.2- Corren~e parcial emergen~e para o= 1 e o= 0,5 
l s 

LTSN LN CN=4) SGF-ExpN CN=4) 

Ordem da Nodos Nodos 

quadra~ura J espaciais J espaciais J 

10 3 , 0.10- 10 10 5,0.10- 12 

4 4,7.10- 12 
20 3, o. 10-11 

20 2,2.10- 12 

40 6,0.10- 1 2 40 1,4.10- 12 

Os valores ob~idos para a corren~e angular a~ravés do mé~odo LTSN, 

que usa pon~os de quadra~ura de S~amm'ler ( 13)' apresen~am 

razoável concordância com os calculados a~ravés dos mé~odos LN e 

SGF-ExpN, que usa pon~os de quadra~ura do programa TWODANT (3). Ê 

possível que a discrepância veriricada en~re os resul~ados se deva 

ao ra~o de que nenhuma aproximação roi rei~a no desenvolvimen~o da 

rormulação LTSN para os rluxos angulares ~ransversos, u~ilizados 

na avaliação da corren~e parcial emergen~e. 

2.3.2 Problemas em meio he~erogâneo 

Nos dois problemas seguin~es, a rormulação LTSN bidimensional 

é empregada para ob~er a solução da equação de ~ranspor~e SN em 

meios heterogêneos. A placa mos~rada na rigura 2.2 con~ém uma 

ronle que emile 1 nêulron/cm2 s, e apresen~a direrenLes seções de 

choque na região da ~onle e no res~an~e de sua extensão. 
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Vacuo 

R I de fuga reg1ao 
e 
f 

v 
50 em e a 

s c 
p !em u 
e o 
c Q=1 !em 

Ref . espec. 

50 c r~ 

Figura 2.2 - Problemas em meio heterogêneo 

O primeiro problema heterogêneo, que consider a espalhamento 

1 i near mente anisotr6pico, tem O' 
l 

0 , 2 - 1 
região da fonte, em n a e O' 

I. 

0 , 5 
-1 

restante da placa. No em no 

= 0,8 em 

1 
- 1 = em 

segundo 

- J 0,4 -1 
• O' = e m 

s o 

0,95 
-1 

' O' = em so 

problema, para o 

e 

e 

qual 

O' = 
s i 

O' = 
S i 

o 

espalhamento é isotr6pico, - 1 
O' = O, 8 e m 

t 
e O' = 

s 
o na regi ão da 

f'onte , e para o restante da placa o- = 1 
I. 

- J em e cY = 
" 

0 ,9 
- 1 em A 

tabela 2.3 apresenta os valores obtidos par a a corrente parcial 

emergente da região de f u ga indicada na figura 2.2, para o 

problema envolvendo espalhamento linearmente anisolró pico [12). A 

tabela 2.4 most ra os valor es corr espondentes para o probl ema de 

espalhamento isotr6pico [12). 
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Tabela 2.3- Corren~e parcial de ruga para o problema aniso~rópico 

LTSN LN CNz=4) SGF-CN CN-4) 

Ordem da No dos No dos 

quadra~ura J espaciais J espaciais J 

4 2,0.10 
-!:i 

20 1,1.10 - !:i 
20 2,5.10 - 6 

50 3,3.10 
-6 

50 2,6.10 
-6 

Tabela 2.4 - Corren~e parcial de ~uga para o problema iso~r6pico 

LTSN LN CN-4) SGF-CN CN=4) 

Ordem da No dos Nodos 

quadratura J espaciais J espaciais J 

4 2 , 2.10 -6 20 1,2.10 -6 20 3,5.10 - 6 

50 3,0.10 -o 50 8,0.10 -o 

Os valores obtidos para a corren~e parcial são comparados aos 

resul~ados rornecidos pelos métodos LN e SGF-CN [2), sendo 

utilizados os mesmos conjuntos de quadra~ura empregados nos 

problemas em meio homogêneo. A maior discrepância en~re os 

resul~ados se deve às dimensões da placa C50x50), que ocasiona 

erro de arredondamen~o no mé~odo LTSN, exigindo ari~mé~ica de 

precisão extendida para a ob~enção de resultados mais precisos. 

É impor~ante enratizar que nenhuma aproximação roi empregada 

no desenvolvimento da rormulação LTSN bidimensional. Essa 

caracteristica do método LTSN é também veriricada na sol ução de 

problemas ~ridimensionais. Este tópico constitui o ~ema de 

discussão do próximo capitulo. 
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3 A FORMULAÇÃO LTSN EM TR~S DI MENS~ES 

o t...ralament...o de probl emas "t...ridimensionais segue 

essencialmente o mesmo sist...ema de resolução da ~ormulação LTSN 

em duas dimensões. ~ descrita a seguir a solução do problema de 

ordenadas discretas em três dimensões. 

3.1 EQUAÇ~ES S N TRIDIMENSIONAIS I NTEGRADAS 

o problema lr i dimensional de ordenadas discretas, 

considerando model o de mult...i grupo e espalhamento anisotrópico em 

um paralelepipedo CO~xSa, O~ySb, O~z~c), é escrito como: 

a tp9 Cx, y, z) = 
l m 

Õlp9 C x, y, z) 
m 

Q!:.x , y , z) + 

ôtp!Cx,y,z) ] Dlf'!Cx,y,z) 

+ ~ + ( + 
m i:ty m ôz 

G M 

\ \ agg' w tp Cx , y, z) m = 1,2, ... ,M, L L smn n n 

(3.1.1) 

sujeit...o às seguintes condições de con"t...orno, que abrangem os mesmos 

t...ipos considerados no modelo bidimensional Cver seção 2. 1) : 
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j& 

VIYCx, 0) HC-&) FYCx) + A L y 
C3. 1. 2) == 1p. Cx, 0) 

m m J 
j1 

j& 

VIYCx, b) HC-&) GYCx) A I y 
C3.1. 3) == + lp .c x, b) 

m m J 
j 1 

j& 

YJz( x , O) H<--&) Uz(x) A I z 
(':3.1.4) == + V' j< x, 0) 

m m 

j 1 

j& 

VlzC X , b) == HC-&) VzCx) + A I VI~Cx,b) (3. 1. 5) 
m m J 

j 1 

j& 

X 
HC - &) F:Cy) L X 

C3. 1. 6) VI CO,y) = + A VI , CO, y) 
m J 

j 1 

j& 
X 

HC-&) GxCy) I X ( 3.1.7) VI C a, y) = + A VI . C a, y) 
m m J 

j 1 

j& 

z HC-&) lfCy) L z (3. 1. 8) VI CO, y) = + A 1p .CO, y) 
m m J 

j 1 

j& 

z 
HC-&) \.·;z c y) L lfJ~Ca,y) C3.1. 9) VI C a, y) == + A 

m m J 
j 1 
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j& 
)C .r>< C z) I )C 

11' CO, z) = HC-&) + A 1p.CO, z) C3.1 . 10) 
m m J 

j 1 

j& 
X 

HC-&) ~x(z) L X 11' Ca,z) = + A 1p.Ca, z) C3.1.11) 
m m J 

j1 

j& 

1py CO, z) HC-&) Uy(z) + A I y c 3. 1 . 12) = 1pjCO, z) 
m m 

j 1 

j& 

1py C a, z) HC-&) cyY(z) A L y C3. 1. 13) = + 1p.Ca, z) 
m m J 

j 1 

Na equaç~o (3.1.1), o Lermo e corresponde ao Lerceiro cosseno 
m 

dire~or, e o número de direções discre~as passa a ser M=NCN+2) 

Cver apêndice A), permanecendo as mesmas definições do caso 

bidimensional para os demais parâme~ros Cver seção 2.1), exce~o 

para a seção de choque de espalhamen~o. 

funções de Legendre associadas (11] : 

o 99' c J.l, e . J.l' • e . ) = 
s 

l c l-t) ! 

~ c l-1.)! 

t t ] p l J.l) p ll-l' ) c os ( t( rp-rp. ) J 

t=o 
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A exemplo do modelo bidimansional, as condições da contorno são 

~ambQm aplicáveis a modelos do mul~i-rogi!lo, impondo 

continuidade das soluções nas interraces. 

Nota-se que no modelo tridimensional os ~luxos angulares 

transversos possuem indicas superiores relativos a var iáveis 

espaci ais, ao invés do indice re~erente ao grupo de energia, que 

~oi suprimi do para simpli~i car a notação. Isto ocorre porque, no 

do dominio, de~inidos por integrais si mples, e rluxos angul a res 

médios nas direções paralelas às arestas d o dominio, de~inidos por 

integrais duplas. Esta aspecto da ~ormulação sará mostr ado a 

seguir. 

Procedendo de ~orma similar a o caso bidimensional, a equação 

(3.1.1) t..rans~ormada em um sistema de três equações 

unidimensi onais. Integrando a equação (3. 1.1) nas variáveis y 

Centre O e b) e z Centre O e c), e dividindo por bc, obtém-se : 

[ 

dVJ 
mx 

J-lm­
dx 

+o VJ =Q 
l mx x 

g'=1 n=1 

onde 

ogg·w V' 
smn n nx 

28 

(m ( :z 
_ VJmC x , c) 
c 

(3. 1. 15) 

(3. 1. 16) 



(3. 1. 17) 

In~egrando a equação (3.1.1) em x Cde O a a) e em z Cde O a c), e 

dividindo por ac, res ulta : 

( 1-( 2) ~/2 
m [:m (~:c a, y) - VJ:CO , y) ) 

+ o lp = 
l my 

onde 

V' ( y) = my 

Q Cy) = 
y 

Q 
X 

1 

a c 

1 

a c 

G M 

+ I L o 99 'w VJ 
smn n ny 

g·=~ n=t 

[[ QCx, y , z) dxdz 

d~ ] { m ( z 
my 

- VJ:cy,o) ) + T'Jm + - lpm(y,c) 
dy c 

(3. 1. 1 8) 

(3.1. 19) 

(3 . 1.20) 

Res ultado análogo obtém-se pela i n~egração da equação (3.1.1 ) em x 

e y, e dividi ndo por ab : 
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dlf' 
m:z 

onde 

lf' Cz) = 
m:z 

e 

+olfl =Q 
t mz :z: 

1 

o.b 

ogg'w V' 
smn n n:z: 

In~egradas as equações SN ~ridimensionais, 

formulação LTSN, tal como na seção 2.2 . 

3.2 APLICAÇÃO DA FORMULAÇÃO LTSN 

(3. 1. 21) 

(3. 1. 22) 

(3. 1. 23) 

aplica-se a 

Aplicando-se a ~ransformada de Laplace sobre a equação 

(3.1 .15), resul~a o seguinte sistema linear : 

o n de a matriz A é dada por 
X 

30 
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[ 
-11 - 12 
A A . 

X X 

A = 
X ;.o1 -oz A . 

X X 

na qual A99 'são 
X 

A: o] 
;.o o 

X 

blocos GxG 

O' J 
l 

da mat.riz 

- O'gg' w 
s 1 1 1 

A . 
X 

dados 

-o99 , w 
S 12 2 

e os vet.ores-coluna ~x e ~xo são e x pr esso s c omo 
"" "' 

= col (~ ' 
ix 

~ ) 
M x 

e 

~ = col ( cp , 
xo 1x 

4> ) 
Mx 

"-

cujo element.o genérico é definido como 

31 

por 

O' ) 
l 

(3 . 2. 2) 

-o
99 

, w J e1M M 

- O'gg , w 
s MM M 

(3. 2. 3 ) 

(3. 2. 4) 

(3. 2. 5) 



j = 1 •... , M C 3. 2. 6) 

onde a . = C 1 -" 2 ) 
1

/
2 

n = C 1 -" 2 ) 
1

/
2 

" . /-1 . • r~. ._. T/ . e 
J J J J J J 

r . 
J 

= e. 
J 

Analogamen~e . pela aplicação da ~ransformada de Laplace sobre as 

equações (3.1.18) e (3.1 . 21), são produzidos, respec~ivamen~e. os 

seguin~es sis~emas lineares : 

A V' 
y .._Y 

onde 

[ A ::: 
y 

em que 

1p o 
-..,Y 

-11 
A 

- 12 
A . 

y y 

J..01 -oz 
A . 

y y 

A99 ' são 
y 

A~ o] 
AOO 

y 

blocos GxG da malriz 
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(3. 2. 7) 

(3. 2. 8) 

A • y 
dados por 



lf' = col [ li' 
.._,Y ty 

lf' = col [ ~ , 
..__YO 1y 

para o qual 

+ o ) 
t 

V' J My 

, r/> ) 
My 

- 099 ' w 
s 11 1 

- o 99 ' w 
s12 2 

ó [ c 1 ._ç 2
) 

1
/

2 1-1 s + o J 
99 ' M 1 L 

-o
99 

'w ] s iM M 

- 099 'w 
sM M M 

C3.2.9) 

C3. 2. 10) 

(3.2.11) 

r/> . =oi (vrco,s)-VfCa,s) ) + ,ff .VJ . CO) +ri (V!cs,O)-?.cs,c) J + Q 
J Y a J J J JY ~ J J Y 

j = 1, ... , M (3. 2. 12) 

e 

c 3. 2. 13) 

onde 

33 



l 
;:11 -12 

A:
0

] 

A . 
:z 

A = (3. 2.14) 
:z 

;:o1 -o2 ;:o o A . 
z :z z 

onde Ã99 'são blocos MxM da malriz A, definidos de forma z z 
análoga 

aos blocos correspondenles às variáveis x e y : 

r [~s+o-J O'gg' w -o99 ' w -o9 9 'w 

] gg' 1 t S11 1 S12 2 s1M M 
;:99' = 

z 
-ogg' ô (( s + O' ] - 0'99 , w 

s M1 gg' 1 t s .MM M 

C3. 2. 15) 

sendo os velores 1p
2 

e V'zo lambém definidos de forma a náloga aos 
"' 'V 

velares correspondenles nas variáveis x e y 

V' = col r V' 
z 1z 

lf' J 
Mz 

(3. 2 . 16) 

"' 

e 

lf' = c ol [ q; , 
zO 1Z 

q; ) 
Mz 

(3. 2. 17) 

"" 

em que 
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c/> . = ~(-;;_co,s)--;;_Ca,s)) + ~j (?.co,s)-?,Cb,s)) + r .VJ . CO) + Q 
J z a J J b J J J JZ z 

j = 1, ... , M (3. 2. 18) 

Observa-se que a ~orma dos sis~emas ob~idos é essencialmen~e 

a mesma dos problemas unidimensional e bidimensional, 

modi~icando-se apenas o número de sis~emas resul~an~es e a ordem 

das ma~rizes envolvidas. Assim, o mé~odo de Gauss-Jordan com 

operações simbólicas Cdiscu~ido na seção 2.2) pode ser aplicado 

aos sis~emas (3.2.1), (3.2.7) e C3. 2.13) para a inversão das 

respec~ivas ma~rizes. Da mesma ~orma, a ~écnica de expansão de 

Heaviside pode ~ambém ser aplicada para inver~er a ~rans~ormada de 

Laplace após a inversão das ma~rizes, ob~endo-se expressões 

anal1~icas para os ~luxos angulares médios nas ~aces do dom1nio e 

nas direções paralelas às ares~as do dom1nio. A exemplo do caso 

bidimensional, esse procedimen~o conduz às seguin~es formulações 

para os fluxos angulares médios e para os fluxos ~ransversos na 

fronleira : 

).f 
n -1 

L 
r X 

(x) c ml ml 
(3. 2. 19) V' mx = X e 

ml 
l = 1 

M 
o -1 

L 
s mty 

V' c y) D 
mt 

(3. 2. 20) = y e 
my ml 

l = 1 
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).( 
p -1 t. 

Cz) L E 
mt mtz 

C3. 2. 21) V' = z e 
mz mt 

\.=1 

M 
n. -1 

L 
.11. X 

lj.ly C X, 0) 'e 
mt mt (3.2.22) = X a 

m mt 
t = 1 

).( 
n -1 

L 
r X 

lpy(x, b) c m\. m\. 
C3. 2. 23) = X e 

m mt 

l=1 

M 
-1 

L N mt R mt X 
z 

c ml V' Cx, 0) = X e (3. 2. 24) 
m 

t= t 

M 
-1 

L 
n r- X 

z mt mt 
V' Cx,c) = c X e C3. 2. 25) 

m mt 

t = 1 

M 
Q -1 

L 
o mty X mt 

lp co. y) = :J) y e C3. 2 . 26) 
m mt 

t = 1 

M 
o -1 

L 
s mly X mt 

lf1 C a, y) = D y e C3. 2. 27) 
m mt 

l = 1 

M o -1 -
z L D ml 

mt smty 
(3. 2. 28) V' c y, 0) = y e 

m 

t = 1 

M 
-1 

L 
C! s mty 

lpz(y,c) 
Dmt 

mt (3. 2. 29) = y a 
m 

t = 1 
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w 
-1 

L f'-ml t z 
X ml (3. 2. 30) V' CO,z) = ~ z e 
m ml 

l=1 

w 
p - 1 t 

X L mt mtz 
(3. 2. 31) V' Ca , z) = E z e m ml 

l=1 

w 
p -1 

V'Y CO, z) L E ml 
ml Tml z 

C3. 2. 32) = z e m 
l=t 

M 
p -1 t 

L 
X 

'f'YCb,z) Eml 
ml ml (3. 2. 33) = X e 

m 

l= J. 

Seguindo um procecimento análogo ao do caso bidimensional, os 

determinados 

pela aplicação das condições de conto rno , através da resolução de 

um sistema linear pelo método de Gauss com re~inamento. Nesse 

caso, o s istema gerado contê m 9CGMD 2 equaç8es, e requer 3CGM)
2

-3GM 

derivações sobre as sol uções encontradas . 

3.3 RESULTADOS NVMÊRICOS 

A ~ormul ação LTSN tridimensional ~oi utilizada na r esolução 

da equação de tr ansporte S N para um problema e m coordenadas 

cilindricas. Um reator . d e allura 6cm e Sem de rai o contém no seu 

centro u ma ~onle de raio 2,5 em emitindo 1 nêutron/ cm9s. As ~aces 
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externas do reator apresentam condição de contorno de superflcia 

livre Cvácuo~ . e as saçees de choque LoLal e de espalhamanLo, 

válidas para o interior da fonte e para o restante do reator, são, 

respectivamente, o- = 1 
t 

-1 -1 
em e o- = O, 5 em . 

s 
A respectiva 

de LransporLe SN é dada por 

[

J-l (Jyi9 C u, v, w) 
m m 

h.. ~ 

T'J (Jyi
9 Cu,v,w) ] z; (Jyi9Cu,v,w~ m m m m 

+- +-
ha qy hD âw 

QC u, v. w) + 

g'=1 n=1 

equação 

(3. 3 . 1) 

onde u, v e w são coordenadas curvilineas a definir, e h1 e hz são 

seus coeficientes métricos Cver apêndice 8). A fim de possibilitar 

a aplicação da formulação LTSN ao problema envolvendo um r~aLor 

cilindrico, foram efetuadas as seguintes mudanças de variável 

u x =a cosv C3.3. 2) 

u y; e senv (3.3.3) 

z = w (3. 3.4) 

Essas equações definem as coordenadas curvillneas u, v e w em 

termos das coordenadas cartesianas x, y e z . Nas variáveis x, y e 

z, a equação de transporLe é escrita como 

38 



8lp9 C x, y , z) 
m 

+ T1 
m 

~!: · y,z) ] 
+ { 

m 

ôtp9 Cz,y,z) 
m 

+ ~g ~9Cx,y , z) = 
t m 

QCx,y, z) + 

G N 

I L (3. 3. 5) 

que coi ncide com a equação (3 . 1.1), e os limi~es do domi n io passam 

a ser -~x<ln5 , -n<y<n e O<z<6 Cem) . A condição de con~orno de 

superricie livre passa a ser aplicada nas races x=lnS , z=O e z=6 , 

havendo condição de rerlexão especular em x=-oo, y=-n e y=n, que 

correspondem ao in~erior do dominio original. A mudança de 

variáveis, que corresponde à t.ransf'ormação w z = e no plano 

complexo, é mostrada na figura 3.1 O emprego d a transformação w 

= ez cons~i ~ui um caso particular do mé~odo de ob~enção de 

soluções para problemas em coordenadas curvilineas , descri~o no 

capitulo 5 . 

Para evitar o limi~e infini~o em u, foi subs~i~uido o 

in~ervalo O<r<5 no problema original, por 6<r<S, sendo 6 um valor 

pequeno para o qual seja possivel e~rapolar a solução ob~ida par a 

o cen~ro do rea~or. Assim, o limi~e in1erior de u passou a ser o 

valor 1ini~o ln6. 

A solução gerada pela quadratura L~ nas novas variáveis foi 

reconver~ida às variáveis u, v e w, e comparada com valores 

numéricos obtidos através dos sistemas ETEFEH e DOT [11), para o 

1luxo escalar e m runção da coordenada radial. Os resul~ados são 

apresentados n a tabela 3.1 [14 , 15) 
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ano z 
y 

lano w 

X 

Figura 3.1 - Transrormação w z = e 
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Tabela 3.1 -Fluxo escalar em runção da dis~ância ao can~ro do 
rea~or 

r Fluxo escalar C nêu~rons/cm2s) 

Cem) ETEFEH OOT LTSz 

o. o 1,00 1,00 1,04 

1. o 0,96 0,96 1. 01 

2,0 0 , 73 0,80 0,87 

3,0 0,21 0,21 0,17 

4,0 0,05 0,05 0,01 

Os valores roram ob~idos para uma secção em z=3cm. Uma vez que o 

método LTSN não rornece dire~amente valores para o rluxo no 

in~erior do dominio, os resultados ~abalados roram obtidos por 

in~erpolação, utilizando polinómios de Lagrange. 

Os resultados apresentam boa concordância com os valores 

calculados a~ravés dos sis~emas ETEFEH a DOT, considerando a baixa 

ordem de quadra~ura angular e o pós-processamento requerido. 

Fu~uramente, com o uso de aproximações de ordem superior, em fase 

de implaman~ação para compu~adoras da grande porta, rasul~ados da 

maior precisão são esperados. 

Nos capi~ulos 2 a 3 roi descrí~o o tra~amento de problemas de 

ordenadas discre~as mul~idimensionais, que consiste na obtenção de 

expressões analiticas para os fluxos angulares médios e par a os 

rluxos angulares ~ransversos na rron~aira, em runção das variáveis 

espaciais. Al~m de problemas formulação LTSN é também aplicável na 

obtenção de soluções para problemas inversos em teoria de 

transpor~e , como será mos~rado no próximo capi~ulo. 
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4 OS PROBLEMAS INVERSOS 

O caráter analltico da formulação LTSN p~rmit~ que sejam 

oblidas soluções para problemas inversos SN am t.aoria da 

lransport.e. Nest.e lrabalho são considar~dos dois t.ipos da problg~ 

inverso. O primeiro consiste na determinação dos fluxos angulares 

que incidam no dominio, uma vez conhecidos os fluxos escalaras no 

as seções de choque que caracterizam o meio, uma vez determinados 

os rluxos angulares emergent.es do donúnio. 

4.1 DETERMINAÇÃO DOS FLUXOS INCIDENTES 

As equações C2. 2.3) e (2 . 2.9) estabelecem relações entre os 

fluxos angulares na rront.aira e os fluxos angulares médios. A 

partir da valores conhecidos para o fluxo escalar em n pontos do 

dom.inio, sendo n~M. são calculados os fluxos angulares que incidem 

no contorno do dominio, utilizando os sistemas (2.2.3) a C2.2.9). 

Para t.al, isolam-se nesses sist.emas os rluxos de ent.rada no 

dominio, obtendo- se 

c 4. 1. 1) 
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(4.1 . 2) 

onde o vet-or de lermos independentes foi dividido em duas 

parcelas, onde figuram os i n dices "e" e a primeira cont..ám 

apenas os ~luxos angularGs incidenlgs , a sggunda, os f' luxos 

angu lares e mergenles, os fluxos angulares médios na front-eira e a 

fonte. Aplicando a transformada inversa sobre as equações 

e ( 4 .1.2), result..a 

o 
V' =A *lf 

XO X X 

"" "" 

e 

15 

+ V'xo 
.... 

A .fim de determinar 

preciso calcular 

as componenles 

previamente os 

t-ransversos de sai da, presenles nos 

dos valores & 

V'xo e 

"" 
fluxos médios e os 

vet-ores do membro 

(4 . 1. 1) 

c 4 . 1. 3) 

(4. 1. 4) 

& á V' • yo 
"" 

fluxos 

di rei t.o. 

Ambos os lermos são calculados com base nos valores ~ornecidos 

para o fluxo escalar nos n pont..os interiores do dominio. 

Inicialment-e inlerpolam-se os ~luxos escalares em M pont..os 

vizinhos de cada pont..o do conjunlo original, disposlos como moslra 

a f i gur a 4. 1 . 
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e Pontos originais 

o Pontos interpolados 

(Exemplo para M=4) o o 

o o 

2 1 
() o 

c~ 
() () 

(:t ( ;1 

~ 
o () 

3 4 

o f 'l .... 

• o () 

Figura 4.1 -Pontos originais e interpolados 

Em seguida, calculam-se os !luxos angulares nos pontos do conjunto 

original, utilizando-se os valores interpolados dos !luxos 

escalares nos pontos vizinhos 
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{i 1 1 4>1 {i12 4>1 ~1 M 4>1 
1 1 1 

!p= V'= V' = ----
1 N w 2 N w N ).f • w 

2 ~ t t 1 l ~ 1 \. 2 2 ~ 1 1. N 

{i 2 1 q>2 {i22 q>2 {i2 N t:P2 
2 2 2 

V' = u V' = V' = 
1 w 2 Jld w N u w 

2 ~2i. 1 2 ~2\. 2 l ~2 t ,.. 

(4.1. 5) 

~n 1 rpn {i n2 rpn {inM rpn 
n n n 

V' = 
N V' = V' = 1 w 2 M w N N w 

2 {in i. 1 2 {in~ 2 2 {in~ M 

onde q> represenla os fl u xos escalares previamenle conhecidos do 

conjunlo original de ponlos, os respeclivos valores 

inlerpolados. O primeiro indica s~perior se refere ao ponto do 

conjunto original. O segundo indica superior, relativo ao ponto 

vizinho, é o mesmo s~b-indice da direção discr ela, como mostra a 

fig~ra 1. Os fluxos angular es obtidos nos ponlos dados são enlão 

extrapolados para as fronleiras, a fim de obler os f l uxos 

transversos de salda. Os mesmos valores dos fluxos angular es, 

inlegrados numaricamenle sobre a região , produzem os fluxos médios 

! [k dy c 4. 1. 6) V' = "~'m wlc mx a 
o 

e 

1 r k dx c 4 . 1. 7) '~'my = V'm wk b 
o 
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Os f' luxos médios e os f' luxos transversos de sai da. descritos pelas 

equaçl3es (4.1. 6) e (4. 1.7), são ent.ão substit.uidos nos sist.emas de 

equações c 4. 1. 3) e c 4. 1. 4), obtendo-se as seguintes expressões 

para os f' luxos incidentes em termos das variáveis X e y 

... 
k 

2= 
mi. 

r . X 

V' Cx,O) A 
m\. 

c 4. 1. 8) = . X e 
m m~ 

\.- .. 

w 
k 

L 
r . X 

V' ex. b) B 
m\. m\. c 4. 1. 9) = . X e 

m m\. 

~= 1 

N 
1 

L 
s , y 

V' co t y) c m\. mt. c 4 . 1. 10) = ,y e 
m m\. 

i.=t 

N 
1 

L 
s .Y 

V' C a, y) D .Y 
mi m\. C4 . 1.11) = e 

m m\. 

i.= 1 

onde as constantes A · • mt. 
B . , 

mt. 
C e D . são conheci das. 

mi. mt. 
ao 

contr ário do que se verif'ica no método direto. Ocorre que no 

problema inverso os !'luxos angulares médios são previamente 

determinados~ a substituição das equações C4.1.6) e C 4. 1. 7) nos 

sistemas C4.1.3) e C4.1 . 4) á uma operação análoga à aplicação das 

condições de contorno para a obtenção das constantes no método 

direto. 
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4.2 RESULTADOS NUMeRICOS 

A par~ir do problema do rea~or cilindrico resolvido na seção 

3.3 através da formulação LTSN em três dimensões , foi solucionado 

um problema inverso envolvendo a determinação dos fluxos angulares 

incidentes no dominio [17). Nesse problema, os fluxos angulares 

médios e os fluxos angulares transversos emergentes do dominio são 

utilizados para calcular os fluxos angularGs 

conhecidos os valores das seções de choque total e de 

espalhamento. e empregada no problema a aproximação L~. Os 

fluxos incidGntes a calcular são ~Cr=0,8=0,z) 
1 

'f' C r =O , 8 =O , z) , 
4 

posição correspondente ao eixo do reator A de~erminação dos 

fluxos inciden~es é efetuada a~ravés da resolução das equações 

(4.1.3) e (4 . 1.4). A parlir dos fluxos angulargs obtidos, são 

calculados valores numéricos para o fluxo escalar no eixo central 

do reator, os quais são comparados aos dados gerados pelo programa 

ETEFEH [11) na tabela 4 . 1 

Tabela 4.1 -Fluxo escalar no centro do realor 

rCcm:> Fluxo escalar Cnêulrons/cm2 s) 

ETEFEH L~ 

o 1,00 1, 07 

1 ,O 0,96 1 '05 

2,0 0,73 0,79 

3,0 0,21 0,008 
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A concord~ncia entre os resultados é aceitável, considerando a 

ordem de aproximação utilizada CL~), o que indica a viabilidade 

da aplicação da rormulação LTSN a problemas dessa natureza. O 

sistema ETEFEH, tomado como padrão, emprega uma malha composta de 

384 elementos hexaédricos, e utiliza ~ormulaç~o PN. 

Além do cálculo dos rluxos angulares incide ntes, o método 

LTSN pode ser utilizado na dete rminação dos valores das seções de 

O método através do qual são 

determinados esses par~metros é apr esentado a seguir. 

4.3 DETERMINAÇÃO DAS SEÇ~ES DE CHOQUE 

Dados os valores dos fluxos angulares médios e transversos na 

rronteira, estima-se as seções de choque total e de espal hamento 

para o meio a partir do reagrupame nlo dos lermos da lransrormada 

de Laplace inversa das equações LTSN . Aplicando-se a transrormada 

inversa sobre a equação (2.2.3) e colocando em evidência as seções 

de choque, resulta 

Bx o= C (4.3.1) 
)( 

onde Bx é uma matriz CGMD
2

x GM, escri ta como 

Bx c 4. 3. 2) 

48 



cujos elemenlos b represenlam valores-linha de ordem GM, dados por 

i 
b =[f~~, . 

1X 

i 2 
,fi' ·?# •. 

MX i X 

2 
·111 • • .NX 

o 
, 111 , • 

i X 

o 
, lfl J 

Mx 

o é o velor das seções de c hoque , 2 de o rde m C GM) , 

(4. 3. 3) 

definido como 

o = col [o -
t 

11 11 i1 11 11 

o ­
l 

w os , -w os , • 
1 11 2 12 

• -w os , -w os , o - w os , . 
M 1M 1 2i t 2 22 

11 1 2 12 12 12 12 
W Os , . 

M 2M 
o ­

' t 
w os , o - w os , - w os , . 

1 MM t 1 11 2 12 
, -w Os • -w os 

M 1M 1 2 1 

12 
w Os , . 

2 22 

00 00 

12 
w os , . 

M 2 M 

ao 

1 2 00 00 
w os , . 

M MM 
w Os , - w Os 

1 1 1 2 12 

-w Os , - w oa , o -
M 1M t 21 l 

w oa , ...• -
2 22 

0 0 
w O e 

M 2M 
, o ­

t 
w Os 

00
) 

M MM 
C 4. 3. 4) 

e o vetor de termos independentes. de ordem MG, é expresso como 

r. d 1 
lf/1 X T] 1 

[lf'/ x . b) - lf'/ X,0) ] c = col + Q 
X 

d x 
X 

b 

d 1 
lf'wx 

T]M 
[ lf',.,C x , b) - lf',.,Cx,o) ] ~-'w + Q 

dx X 
b 

d M 
lf' l x T)j [V'/ X, b) - VJ/X, 0) ] 1-/1 + Q 

dx X 
b 

d M 

] lf'Mx "u ['~'Mcx. b) - lfl ,/ X, 0) ] 1-JM + Q (4. 3. 5) 

dx 
)( 

b 

No caso lridimensional é empr e gada a e quação (3.2.1 ), havendo no 
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velor C duas parcelas análogas ao Lerceiro Lermo, correspondentes 
X 

às condições de con~orno nas variáveis y e z. 

Uma vez que as ma t,r i zes B e C são de ordem GMxC GM:> 
2

, o 
X X 

sislema (3.2.13) result-a indet-erminado. De ~at-o, exist-em, CGM:>
2 

seções de c hoque de espalhamen~o a calcular. 

choque t.ot.al. A exemplo do procediment-o adot-ado na det-erminação 

dos coe~i cient.es numéricos dos fluxos angulares. são utilizadas as 

dgriv~das dos rluxos para obler o rechamen~o d o sislema. Se cada 

equação for derivada GM-1 vezes. será obtido um sistema de CGM:>
2 

equações , repr esent-ado por 

8 a= C C4 . 3.6) 

onde 8 é uma mat-riz CGM:>
2

x CGM)
2

, esc rit-a como 

(4.3.7) 

e o velor coluna C é dado por 
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r. d 1 
'Y'J.x TJJ. [lp:( X , b) - lp:( X , 0)] c = col + Q 

d x 
)( 

b -
dN 1 N-1 lp 1 X d 

{Qx -
TJJ. 

[ 'Y': cx , b) - \f'~Cx,O) n , J..J1 + 
dxw N- 1 b dx 

d 1 
'Y'z x TJ2 [lp~( X, b) - lf'~C x, 0)] J..J2 + Q 

dx 
X 

b 

d w .1 d .., _ .. lf' 2 X 

{Qx 
TJ2 [lp~( X, b) \P~C x , 0) J} , J.J2 + -

dx,., N- 1 b dx 

dw 1 N - 1 'Y'Mx d 
{Qx -

TJ,.. 
[lf'~C x , b) - \P~Cx , O) ] }, J-1 )1. + 

dxw N- 1 b dx 

d o 
lf' 1)( TJ 1 [lp~( X, b) - lp~( x, 0)] 

J..J1 + Q 
dx 

X 
b 

d M O W -1 lp 1 X d 
{Qx -

TJ J. [tp~C x , b) - \f'~C x ,O) n , /-J1 + ---
dx,.. M- 1 

dx b 

d o 
'Y'2 x TJ2 [lp~( X, b) - lp~( X, 0)] 

J..J2 + Q 
dx X b 

d N O dM - 1 lf'2X 

{Qx 
T'J2 [lf'~C x, b) \P~Cx,O) n , J-12 + -

dxN M- 1 b dx 

d N O d M- t 

- \P: cx. 0) n ] lf' Mx 
{ nN [V': cx, b) J.J .,.. ---- + ---- Q - (4. 3. 8) 

dxM N- 1 X -
dx b 

em que B represen~a um bloco GMxGM da matriz, dado por 
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1 1 o o 
'lf1 1 X lpMX lp1X "Pux 

d 1 
'lf1 j_ X 

d 1. 
lpwx 

d o 
lpj_)( 

d o 
lp'Ux 

dx dx dx dx 

B = 

d<M-1.> 1 
'lf1 1 X 

d<M-1.> 1 
lf'Mx 

d<M-1.> M 
lf'J.x 

d(M-1.> M 
lf'Mx 

M-J. 
dx 

M-1 
dx 

M-1 
dx 

M-1 
dx 

C4. 3. 9) 

Aplica-se a equação resultante em x=a, obtendo-se um sistema 

numérico desacoplado, formado por GM subsistemas de ordem GM, 

cujas matrizes são iguais, diferindo nos vetores de termos 

independentes. Os subsistemas são resolvidos através do método de 

Gauss-Jordan. Em seguida, ajusta-se um polinômio PC~~·) aos 

elementos d e o para os quais i=j, que já foram explicitamente 

deternúnados por não estarem acompanhados do termo o 
t 

no vetor 

solução o . Aplica-se então o polinômio encontrado em uma das 

direções discretas, a fim de determinar indiretamente o valor de 

o 
l 

calcula-se inicialmente os .. 
1.1. 

substitui-se o 

resultado na posição correspondente do vetor solução, e isola-se a 

seção de choque total, através da seguinte relação: 

o = oCi) + w. PC/-1.~.) C 4. 3.10) 
l I. I. \. 

52 



onde o<i) represen~a a i-ésima componenLa do vaLor o. - -
O método pode ser aplicado a problemas de espalhamento 

isotrópico ou anisoLrópico de qualquer grau; o grau de aniso~ropia 

é da~erminado au~oma~icaman~e na e~apa de ajusLe. Os valores 

obLidos para as seções de choque podem ser uLilizados como 

aproximações iniciais para um processo de rerinamenLo iLerativo 

envolvendo as equações C2. 2. 3) (2.2.9), a f'im de 

melhorar a precisão dos resultados . 

4.4 RESULTADOS NUMÉRICOS 

A formulação LTSN foi novamente utilizada na resolução da um 

problema inverso envolvendo o reator cilindrico mencionado na 

seção 3.3 Os fluxos angulares determinados na seção 3.3, aLravés 

do uso da quadra~ura L~ em ~rês dimensões, são agora u~ilizados 

no cálculo das seções de choque ~o~al e de espalhamento, f'azendo 

uso da equação (4.3.6) e uLilizando também a quadratura L~ (17). 

Os el emen~os 6 . . o 
~J l 

w.oa . . do vaLor 
J ~J 

o são mos~rados na Labala 

4.2. Os elemenLos da ~abala para os quais ~=j foram submeLidos a 

um ajusLe polinomial, gerando o polinómio de grau zero os= 0,3638 

que é o valor es~imado da seção de choque de espalhamento. O 

valor exaLo corresponde a os = 0,5. 
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Tabela 4.2 - Elementos do vetor O' -
i " j 1 2 3 4 

1 0,4976 0,3331 0,3829 0,3497 

2 0,3535 0,4639 0,2982 0,3766 

3 0,4126 0,3603 0,4755 0,3277 

4 0,3656 0,3843 0,4213 0,5187 

individuais obtidos a plicando-se a equação (4.3.6) aos elementos 

de o para os quais ~=j . Os valores individuais encontrados 

o = o. 861 4 • o = o. 8277. o = o . 8393 Q o = o. 8825. 
l1 lZ l9 1.4 

como estimativa para a seção de choque total 

O, 8527, sendo o seu valor exalo igual a o = 1 . 
t 

o valor médio 

f' oram 

o= 
L 

Além de f'ornecer a solução da equação de ordenadas discretas 

multidimensional em coordenadas retangulares, bem como a solução 

de pr oblemas inversos , o mélodo LTSN permite a oblenção de 

soluções para problemas bidimensionais em coordenadas curvilineas, 

através do uso de transformações conformes. O tratamento de 

problemas em coordenadas c urvil1neas é discuti do a seguir. 
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5 - PROBLEMAS BI DIMENSIONAIS EM COORDENADAS CURVI Lt NEAS 

A ~ormulação LTSN bidimensional em coordenadas retangulares 

pode ser utilizada para a obtenção da solução de problemas 

envolvendo geome~rias irregulares, at..ravés do emprego de 

t..rans~ormaçBes con~ormes. Essa ~écnica permi~e a resolução da 

equação da ~ranspor~e em donúnios convexos pelo mét..odo LTSN, 

dispensando a necessidade de discre~ização do dominio. 

Considere-se a seguint-e equação bidimensional nas coordenadas 

curvilineas ort-ogonais u e v 

1 1 
éJv!9 C u, v) 

m 

+ n 
h2 m ÔV 

+ o 9 1p9C u, v) = Q!:.. u, v) 
l m 

(5.1) 

sujei~a a condições de con~orno análogas às aprasan~adas na seção 

2.1, aplicadas sobre o contorno curvilineo do dominio mostrado na 

~ígura 5.1. Nessa equação, h1 e hz são os coe~icíen~es métricos 

que relacionam as coordenadas curvilineas u e v às coordenadas 

cartesianas x e y Cver apêndice 8), expressos como 

C5. 2) 
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e 

cs. 3) 

Figura 5.1 - Dominlo do problema or iginal 

Aplicando-se a trans1ormação de coordenadas do sistema Cu,v) 

para o sis~ema Cx,y), is~o é, as ~rans1ormações uCx,y) e vCx,y) na 

equação (5.1), ob~em-se a seguin~e equaç~o ~ransrormada em 

coordenadas car tesianas : 

1-Jm 

G M 

I L 
g'= l n=l 

+ Í/ 
m 

m = 1.2 •... • M 
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Esta equação está s ujeita às mesmas condições de contorno do 

problema origi nal, aplicadas sobre os pontos correspondentes à 

imagem do contorno o riginal no plano x-y , mostrado na figura 5.2 

a c 

b d 

Figura 5.2- Dominio d o problema e m coor d enadas car tesianas 

A e quação C5.4) pode ser então resolvida pela aplicação direta da 

formulação LTSN bidimensional em coordenadas cartesianas, 

descr ita no capitul o 2 . Oblida a sol ução para o problema em 

coordenadas cartesianas, aplicam-se as funções uCx , y) e v<x,y) 

para transrerir a solução do problema original ao plano u-v. 

A obtenção das runções uC x,y) e vCx , y) , que definem a 

lransrormação utilizada, é realizada e m duas e tapas. Na primeira, 

parte-se de uma placa para c hegar a um circulo, u t-ilizando uma 

transformação conforme conhecida ( 9). Em seguida , parte-se do 

ci r c ulo para c hegar ao domlni o desejado , utili zando-se as equações 
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paramétri cas que definem o contorno do dominio e as condições de 

Cauchy-Riemann em coordenadas polares : 

ap p arp 
= (5. 5) 

ar r a8 

ap aq> 
= -pr C5. 6) 

ôe ôr 

2 2 .f. / 2 - .f. onde p = Cu + v ) e rp = tg C v/u) Isolando p e 4> no sistema 

C43) ob~ém-se, respectivamente, ~p = O e ~4> o Impondo a 

condi çâo de contorno pCr ,8) = p C8), onde r é o raio do circulo, 
o o o 

e exigindo q ue a funçâo pCr,8) seja limitada em r=O, 

sol uçâo 

pCr, 8) 

00 

=L 
2rr 

obtém-se a 

; L (; J [ cosve r p o(e) cosve de + senve r poCe) senve de ] 

LJ: t 

C5 . 7) 

Nes~a equação , p C 8) represent-a a 
o 

função paramétrica radial do 

contorno do dominio. Expressâo análoga é encont.rada para 4> 

impondo-se que 4>(0,8) seja finita e que f//( r , 8) 
o 

4> (8) a .função paramé~rica angular do conLorno : 
o 
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<PC r, 8) 

00 ; I ~~v [ cosve r q>OCS) cosve de + senve rq>OCG>) senve de ] 

V=t 

C5. 8) 

As equações C5.7) e C5.8) apresen~am o inconvenien~e de requerer 

adgquadam~nLg a 

mudança de coordenadas. Con~udo é possivel ob~er expresse>es 

aproximadas para as .funções pC r, 8) e <PC r, 8), observando o 

compor~amen~o das soluçe>es encon~radas. A forma da equação C5.7) 

revela que pCr,8) reduz-se à expansão em série de Fourier da 

função paramé~rica p (8) em r=r Cres~rição impos~a pela 
o o 

condição 

de con~orno), e suas isolinhas perdem gradativamente o .formato do 

donúnio à medida que r decresce, tendendo a circunferências 

concên~ricas. A figura 5.3 ilus~ra o comportamento das isolinhas 

da função pCr,8). 

Considerando então uma nova de.finição para a função pCr,$) 

que apresen~a compor~amen~o semelhan~e ao da solução exa~a, 

pode-se de~erminar a runção <f;Cr,8) corresponden~e u~ilizando-se 

uma das condiçe>es de Cauchy-Riemann. Definindo a função p como 

pCr, 8) = r + p (8) sech a(r-r ) 
o o 

(5. 9) 

sendo "a" um parâme~ro de ajus~e , e usando a equação C5.6), resul~a 
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rpc r, 8) 

Figura 5.3- Isolinhas da ~unção pCr,8) 

iJp 
o 

iJe sech aCr-r
0

) 

= - I-r-
2
_+_r_p_C_8_)_s_e_c_h_a_C_r ___ r_) 

o o 

dr + rpco, 8) (5. 1 0) 

A ~unção rp<:.0,8), resultante da integração, representa a função 

paramétrica angular em r=O . Uma vez que as isolinhas da ~unção 

pCr,8) tendem a circulos concêntricos quando r decresce, suas 

trajetórias ortogonais devem tender a retas radiais. A escolha 

mais conveniente para a distribuição dessas retas radiais 

corresponde a rp<:.0,8) = e Dessa forma, o sistema de coordenadas 

tende ao sistema polar quando r tende a zero, e ao sistema 
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adap~ado ao con~orno do dominio quando r ~ende a r. A !igura 5.4 
o 

mos~ra um sis~ema de coordenadas or~ogonais baseado nas isolinhas 

da !igura 5.3, cons~rul do por meio das equações (5.9) e (5.10). 

Figura 5.4- Sis~ema de coordenadas para um contorno arbitrário 
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Calculadas as runções pCr,6) e ~r.e), ob~em-se as funções 

uCx,y) e vCx,y) alravés das relações u = p cos~ e v = p sen~ 

ficando desse modo complelamenle definida a ~ransformação de 

coordenadas. 

5.1 RESULTADOS NUMERICOS 

O ~ralamen~o descri~o an~eriormen~e foi u~il izado na ob~enção 

da solução de um problema envolvendo o dominio mos~rado na rigura 

5.5a . Nesse problema se deseja calcular os valores do fl uxo 

escalar ao longo de uma curva ~raçada sobre o dominio. A equação 

de ~ranspor~e correspondenLe é dada por 

+ 
1 ~!Cu,v,w) ] 1 ~!Cu,v , w) 

., +-e 
hz m iJv ha m iJw 

9 ~ Cu,v , w) 
m 

G M 

+ cr9 Y'g c u • v. WJ = ~ u • v . WJ + 
l m ~ L ugg'w ~9éu,v,w~ (6.1 .1 ~ 

emn r. r. 

sujei~a à condição de superri cie livre em ~odo o con~orno. As 

seções de choque Lo~al e de espalhamen~o valem, r espec~ivamen~e. 

-1 -1 
o= lcm e o = 0 , 5cm , e a ronLe uni~ária localizada no 

t e 
cen~ro 

do dominio, represen~ada pel a região demarcada na rigura 5.5, Lem 

seu conLorno delimiLado pela seguin~e runção polar : 
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rCe) = 3,3 + 1,5 sen 38 sech Cr-5) (5. 1. 2) 

As funções uCx,y,z), vCx,y,z) e wCx, y, z), que definem os 

coeficientes métricos h1 e hz para o problema, são expressas como 

u = c o, 8 + 1 , 5 s en 38) c os e c 5. 1 . 3) 

v = C O, 8 + 1 , 5 sen 38) sen e C 5. 1 . 4) 

'YI = z c 5. 1 . 5) 

- J onde e = tg c y / x) Utilizando-se as funções uCx,y) e vCx,y) para 

efetuar a transformação de coordenadas , obtem-se o probl ema 

auxiliar correspondente, que consisle na equação de transporte SN 

(a) 

' 1 
'\ 

1--t-Hi-i-+-+--+-+-+-+-+-++++..._+-+-.J-.....l- I 

Cb) 

Figura 5.5- Problemas original e auxiliar 
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em coordenadas re~angulares, sujei~a a condições de con~orno de 

super11cie livre nas 1aces da placa mos~rada na 1igura 5.5b 

Apli cando-se a 1ormulação L~ em coordenadas retangulares, 

ob~em-se a solução do problema auxiliar, que é ~ambém válida para 

o problema no domlnio irregular, bas~ando e1e~uar um mapeamen~o a 

1im de es~abelecer a correspondência entre os pontos da placa 

re~angular e do dom.i ni o original . Essa correspondência é 

são calculados os valores numéricos para o fluxo escalar em ambos 

os sistemas de coordenadas. Os valores numéricos do fluxo escalar 

nos pontos mapeados são mos~rados na tabela 5.1. 

Tabela 5.1 -Fluxo escalar nos pon~os mapeados 

Pontos Fluxo escalar 
2 (nêutrons/em s) 

1 e 1 • 1,04 

2 e 2' 1. 01 

3 e 3' 0 ,87 

4 e 4' 0,17 
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6 TEMPO DE PROCESSAMENTO 

o l~mpo lol<o.l d~ ~:x~cuç~o do programa roi avaliado pa r a as 

quadraturas Sz , em problemas bidimensionais com 

espalhamento i sotrópico, para uma região e um grupo de energia. 

Foram u t ilizados computadores IBM PC model os XT, 286 e 386SX com 

clocks de 1 0 , 12 e 33 MHz respectivamente O código f' oi 

programado no editor QBX C~i ck-Basi c Ext.e nded , editor do 

Microsozt Basic Compiler ver são 7.0), e executado no próprio 

ambienle , ainda n o modo inlerpreLado. A tabela 6.1 mos tra o Le mpo 

de execução para os três model os c itados, com o coprocessador 

habilitado e desabilitado. 

Tabela 6.1 - Tempo de processamento do programa 

N Tempo Cmi nulos) 

XT 286 386SX 

2 20 13 5 

4 4 0 25 8,2 

6 640 400 1 20 

Verizica-se a partir dos res ul tados a presentados na tabel a 6 . 1, 

que a resolução dos probl e mas consider ados é executável em 

computadores de pequeno porte, sendo contudo necessário q u e o 

equipamento disponh a de coprocessador. 
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7 CONCLUSõES 

A principal vanlagem do mélodo apresentado reside no ~alo de 

possibilitar a extensão da ~ormulação LTSN para a solução de 

problemas 

quaisquer 

mullidimensionais de ordenadas discretas, 

aproximações sejam ~ei las ao longo 

sem 

de 

que 

seu 

desenvol vimenlo. Além disso, a solução é expressa em ~orma 

analilica , lanlo para os ~l uxos angu lares médios quanlo para os 

~luxos angulares transversos na ~ronleira, e não exige 

discrelização do dominio no lralamenlo de problemas em meios 

homogêneos, mesmo para geometrias complexas. Assim, o erro 

acumulado na oblenção das soluções se deve apenas ao 

arredondamento nas operações arilmélicas e~eluadas duranle o 

processo de inversão das malrizes e no cálculo dos pólos e 

coe~icienles numéricos dos ~luxos angulares. 

Os ~alos acim~ mencionados devem jusli~icar as discrepâncias 

veri~icadas enlre os resultados numéricos oblidos alravés dos 

mélodos LTSN e SGF-ExpN, uma vez que no mélodo SGF-ExpN é 

utilizada uma exponencial com conslanle de decaimento igual à 

seção de choque de absorção do meio para aproximar os f'luxos 

angulares no conlorno do dominio, enquanlo no mélodo LTSN os 

f'luxos angulares no conlorno apresentam uma ~ormulação analilica. 

A viabilidade de aplicação da ~ormul ação LTSN a problemas 

inversos é aleslada pela razoável concordância dos resultados 

numéricos oblidos alravés do emprego com os dados da lileralura, 
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para baixa ordem de quadratura angular. A aplicação a problemas em 

coordenadas curvilineas depende essencialmente da !ormulação em 

coordenadas retangulares, uma vez que a solução obtida é 

trans!erida através de mapeamento para o dominio original, 

operação que não envolva erro de arredondamento signi!icativo. 

e importante salientar que as soluções apresentadas neste 

trabalho !oram obtidas em equipamento de pequeno porte. Os 

resultados !oram gerados em um microcomputador 386-SX para 

quadraturas angulares de ordem 2, 4 e 6 em problemas 

bldimensionais, e de ordem 2 para problemas tridimensionais, 

atingindo lempos de execução viáveis já na utilização do código 

1onle, executado via interpretador. A implementação do s istema e m 

equipamentos de maior porte e a elaboração de !uturas versões 

otimizadas e compiladas deverá permitir, no futuro, o emprego de 

quadraturas angulares de maior ordem par a o tratamento de 

problemas consideravelmente mai s complexos, como o planejamento de 

doses em processos de radioterapia e ldenti!lcação de camadas 

rochosas para prospecção de pelróleo. 
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AP~NDICES 

A A EQUAÇÃO DE TRANSPORTE 

A equação de ~ranspor~e é ob~ida a par~ir de um balanço de 

par~iculas sobre um volume de con~role no espaço das !ases 

Cx,y,z,vx,vy,Vz,~), onde vx,vy e vz são as componen~es da 

velocidade e ~ é o ~empo, considerando os mecanismos a~ravés dos 

quais as par~iculas envolvidas en~ram ou deixam o volume de 

con~role es~abelecido [10) 

!on~es - !ornecem par~iculas ao volume de con~role; 

- ~rans!erência de par~iculas a~ravés da in~er!ace 

geomé~ricos do volume de con~role Cx±dx, y±dy, 

os limi~es 

z±dz) são 

lransposlos por parliculas que o pene~ram ou o abandonam ao longo 

de suas lraje~órias~ 

- colisões - ao colidir com os núcleos dos á~omos do ma~erial no 

qual se propagam, as par~iculas podem so!rer espalhamenlo, 

absorção e reações. No caso de espalhamen~o. as par~iculas podem 

lranspor os lirniles Cvx±dvx,vy±dvy ,vz±dvz) do volume de conlrole, 

alravés de al~erações na direção de propagação e no módulo da 

velocidade. 

Assim, o balanço de par~iculas no volume de con~role pode ser 

expresso da seguinle !orma [10) 

Variação do número de par~iculas no ~empo = !on~e + variação 

devida à ~rans!erência alravés da in~er!ace + variação devida às 
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colisões. 

No ~rabalho propos~o, a variável de in~eresse n~o é o número 

de particulas, mas o rluxo angular ~ = vn, onde v é o módulo da 

velocidade e n é a densidade de parliculas. Além disso, as 

coordenadas de in~eresse no espaço das ~ases s~o x,y,z.~.~.~ g E , 

sendo p, ~ e e os cossenos diretores que derinem a direção de 

propagação da parlicula, e E o valor da energia cinética, em 

como objetivo a ob~enção de soluções para a equação de ~ransporle 

em regime estacionário, a variável l não 1igura no espaço das 

fases considerado. 

Definidas as novas variáveis do espaço de fase, a equação de 

~ransporte é expressa ~m lermos do !luxo angular da seguinte forma 

[ 10] 

O. 'Vljl + O'tV' == l J 0'
8
CE-E' ,0-0') lf(x,y,z,E' ,0 ' ) dO' dE' + Q , 

Jo 4n 

CA. 1) 

onde o primeiro lermo no membro esquerdo representa a migração de 

particulas e o segundo abrange Lodos os eventos ocorridos durante 

as colisões. No membro direi~o. a in~egral representa o ~ermo dQ 

fon~e por espalhamen~o. e Q const.i ~ui uma ~on~e in~erior. A 

variável O é o valor uni~ário que define a direção de propagação, 

cujas componentes são os cossenos diretores ~· ~ e e Os 

par âmelr os O' e O' são, 
l s 

respectivamente. as seções de choque 

macroscópicas total e de espalhamen~o. que representam a 
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probabilidade de ocorrência dos even~os associados por unidade de 

dis~~ncia percorrida. O subscri~o 4IT no ~ermo de espalhamen~o. 

indica que a integração é e~etuada sobre todas as direções 

possiveis, varrendo to~almen~e uma esfera de raio unitário. Na 

formulação SN, a variável O é discre~izada, ~ornando fini~o o 

número de direções de espalhamento . A composição das direções de 

espalhamen~o é ob~ida a~ravés de combinações apropriadas entre os 

N valores discre~os dos cossenos dire~ores ~· n e {. No ~rabalho 

propos~o. esses valores discretos cor respondem aos zeros 

fornecidos por S~amm'ler e Aba~~e [13), e o cri~ério de seleção 

das possiveis combinações é baseado nos indicas dos cossenos 

diretores se i.+j+k = N/2 + 2, a combinação c 1-1 . • n .. e )c) 
\. J 

corresponde a uma direção discre~a possivel [ 14) o Essa condição 

coincide com a exigência de que o ve~or O seja uni~ário, ou seja, 

2 2 2 
~ . + T/ . + e,_ = 1 somente quando ~+j+k = N/2 + 2. 

\. J I< 

A situação é 

mostrada na ~igura A.l (13), que mostra a esfera uni~ária e as 

combinações válidas entre cossenos dire~ores~ quando o cri~ério de 

seleção é cumprido, a extremidade do vetor O a~inge a super~icie 

da esfera. O número de combinações que obedecem ao cri~ério de 

seleção é igual a M = NCN+2), para problemas em ~r~s dimensões. 

Para problemas em duas dimensões, são ~ornadas as projeções das 

direções originais sobre o plano x-y, isto é, o cosseno diretor { 

é suprimido. Uma vez que as direções são dis~ribuidas de forma 

simétrica sobre a super~icie es~érica, o valor de M se reduz a 

NCN+2)/2 em problemas bidimensionais; cada par de direções 
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C~.n.~),C~.n.-~) será conver~ido em uma ónica direção discre~a 

c~.n) no plano x-y. Para o caso unidimensional, não exis~em 

combinaçees en~re cossenos dire~ores, de modo que os valores de M 

e de N coincidem. 

n 

Figura A.1 - CombinaçBes en~re cossenos dire~ores para N = 4 

Além da aproximação SN, é u~ilizado o modelo de mul~igrupo, 

no qual a energia ~ambém é discre~izada, 

resul~an~es denominados grupos de energia. 

variáveis O e E, e escrevendo o operador 
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Discre~izando-se as 

0.~~ em coordenadas 



cartesianas, obtêm-se as equaçeses de ordenadas 

utilizadas neste trabalho : 

g 
iJyJ Cx,y,z) 

m 

o 9 1p9 C x , y, z) = 
t m 

itx 

QCx , y , z) + 

g·=t n=t 
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9 iJyJ Cx,y,z) 
m 

o-99 , w lf'9 é x, y, z) 
smn n n 

discretas 

+ 

CA. 2) 



B COEFICIENTES MÉTRICOS 

Os coeficientes métricos de uma transformação são obtidos a 

partir da definição de distâncias entre pontos vizinhos em 

diferentes sistemas de coordenadas. Considere-se os pontos p~ a p2 

no plano cartesiano, separados pela distância ds, 

expressão 

de!inida pela 

(8. 1) 

Aplicando uma transformação f para o sistema de coordenadas 

ortogonais Cu,v), são obtidos os pontos qt = fCpt) e qz = !Cpz) 

Esses pontos não se encontram, 

distância ds, uma vez que 

em geral, separados pela mesma 

CB. 2) 

Os fatores multiplicativos ôs/ôu e ôs/ôv são chamados coeficientes 

métricos da trans1ormação, denominados, respectivamente, ht e hz 

Esses coeficientes podem ser definidos diretamente em termos das 

coordenadas envolvidas na transrormação. Dividindo a equação 

C8.1) por du, obtem-se 

ht = CB. 3) 
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Analogamenle, dividindo a equação CB.l) por dv, resulla 

hz = 
= [[: r + [ : rrz CB. 4) 

Os coeficienles mélricos são u lilizados na definição de operadores 

diferenciais em sislemas de coordenadas orlogonai s generalizadas. 

Para o caso especifico da equação de lransporla, o operador 

diferencial de inleresse é 0.9~ de~ini do para um sis~ema 

arbilr ário de coordenadas orlogonais como segue 

1 1 
inp9 C u, v) 

m 

O.'VVJ = + CB. 5) 

que conslilui, na equação da ~ransporLe, o Lermo rela~ivo à 

lransferência de radiação alravés da inlerface do volume de 

conLrola Cver a pêndice A). 
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C ESTIMATIVA DO ERRO ACUMULADO NA INVERSÃO DAS MATRIZES LTSN 

O principal obje~ivo da inversão das ma~rizes LTSN é o de 

calcular os pólos das runções racionais que der i nem as 

~rans1ormadas de Laplace dos !luxos angulares. A inversão das 

ma~rizes LTSN in~roduz al~erações nos valores dos pólos, devido ao 

elevado número de operações ari~mé~icas seqüenciais requeridas~ 

~ss~s ~l~~r~çõ~s cons~i~u~m ~ princip~l c~u::;~ dG> erro n~ 

de~erminação dos valores dos fluxos angulares. Neste apêndice é 

ob~ida uma es~ima~iva da ordem de grandeza do erro introduzido nas 

!unções r~cion~is con~id~s n~s m~~riz~s LTSN ~ su~ in1lu~nci~ 

sobre os valores dos respectivos pólos e dos rluxos 

cor r esponden~es. 

angulares 

C. 1 ESTIMATIVA DO ERRO PRODUZIDO NAS OPERAÇOES ARITMÉTICAS 

Considere-se um número de precisão rinita, cujo valor 

aproximado da respectiva incer~eza é conhecido. Esse número pode 

ser expresso em termos de seu valor esperado , através da seguin~e 

equação : 

a= <a> ±~a CC.1.1) 

onde <a> represen~a o valor esperado de a , derinido como 
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-a+!J.a 
< a> = J x PC x) dx 

a-11a 
CC. 1. 2) 

l1a é a incerteza associada, que delimita o intervalo no qual estão 

con~idos ~odos os possiveis valores de a, e PCx) é a dis~ribuição 

de probabilidades para os valores ao longo do intervalo. Essa 

representação será utilizada para avaliar a propagação de erro nas 

operações aritméticas envolvidas na inversão das matrizes LTSN. 

C.1.1 Soma de números com precisão 1inita 

A operação a+b pode ser expressa em termos de valores 

esperados como : 

a + b < a> ± 11a + < b> ± l1.b = < a> + < b) ± C 11a + ./1b) CC.l.l.l) 

Assim, a incerteza de a+b é igual à soma das incertezas 

individuais de a e b. Esse valor não representa o erro associado à 

operação, uma vez que a incerteza é o maior valor possivel para o 

erro, e portanto os resultados <a> + <b> + 11a + l1.b e <a> + (b) 

.11a - l1.b constituem combinações bastante improváveis entre os 

diversos valores possiveis de a+b. Uma medida represen~antiva para 

erro associado à operação é dada pelo valor esperado do desvio em 

relação a <a> + <b>, de!inido por 

81 

ESCOLA DC: ENGENHARI!\ 
BIBLIOTECA 



CC. 1. 1. 2) 

onde as parcelas do membro direito da equação são dadas por 

<a +b> 2 = [ r+.ó.a ~+.ó.b C x+y) PC x+y) dx dy ] 

2 

a-.ó.aJ b-.ó.b 

CC. 1 . 1 . 3) 

CC . 1. 1. 4) 

Como os valores de a são independentes dos valores de b, as 

equações CC . 1.1. 3) e CC. 1 . 1 . 4) podem 

respectivamente, como 

<Ca+b) 2) = [+.ó.a~+.ó.b [x PxCx) + y PyCy)J 2 dx dy 
a-.ó.aJ b-Ab 

e 

ser 

<a+b> 2 = [ [+.ó.a~+.ó.b [x PxCx) + y Py(y)) dx dy ]

2 

a-.ó.aJ b-.ó.b 

reescritas , 

CC. 1. 1. 5) 

CC. 1. 1. 6) 

A forma especifica das funções PxCx) e PyCy) depende da seqüência 

de operações envolvidas na obtenção dos valores de a e b. Se a e b 
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são valores de entrada . isto é , não são o resultado de operações 

anteriores. todos os possivais valores individuais de a e de b são 

considerados igualmente prováveis. e assim as equações CC.1.1.5) e 

CC.1 .1.6) reduzam-se, respectivamente, a 

<Ca+b) 2> ~ 1 ra+.t:.a~+hb Cx + y) 2 dx dy 

4.t:.ahb Ja-haJb-hb 
CC. 1. 1 . 7) 

<a+b> 
2 = +.t:.ar+hb ]

2 

[ Cx + y) dx dy 
a-ha b-hb 

CC. 1. 1. 8) 

visto que as distribuições PxC x) e PyCy) são consideradas 

uni~ormes. Calculando as integrais em CC.1.1.7) e C C. 1 . 1 . 8) , e 

substituindo o resultado em CC.1.1.2), obtem-se uma relação entre 

as incertezas das parcelas envolvidas na operação de adição e o 

valor esperado do erro para o resultado obtido : 

[

c .t:.a) 2 3+ c .t:.b) 2] 1/2 
<&C a+b)) = 

É preciso agora estimar o valor mais provável 

CC. 1. 1. 9) 

para o termo 

[(ha) 2 + Chb)J 1
/

2
• que neste caso corresponde à média, uma vez que 

as grandezas envolvidas não representam números afetados de 

incertezas, mas valores deterministicos. Colocando em evidência a 

maior parcela. 
2 2 

e supondo-se que Cha) ~ Chb) • obtém-se 
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<e( a+b) > = 3-1
/

2 lla [ 1 + C .6..b/~a) 2 ) 1 /
2 = 3 1

/
2 ~a [ 1 + x 2 J 1 /

2 

CC.l. 1. 10) 

Uma vez que Ãa e .6..b são valores positivos , x varia entre O e 1, 

e seu valor médio resulta 

J: [ 1 + x
2 

J 
1

_,
2 

d x 3:: 1 , 1 48 CC.1.1.11) 

obtendo-se, dessa forma, a seguinte expressão para o valor 

esperado do erro associado à operação : 

<&C a +b) > = 1 , 1 48 C 3 1
/

2 ~a) CC. 1. 1. 12) 

Pode-se agora estimar a propagação de erro provocada pela 

operação, comparando o resultado obtido com o valor esperado do 

erro de uma das parcelas da soma : 

<eC a)> 
[ 

1 [+~a 
- - x 2 d x -
2~a a-~a [ 

1 ~+~a 

2~aJ a-~ax 
c c. 1. 1. 13) 

Assim, o valor esperado do erro relativo para a soma de dois dados 

de entrada é cerca de 1 , 15 vezes maior do que o valor esperado do 

erro da parcela que possui a maior incerteza individual. A equação 
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CC. 1.1.13) é válida apenas quando a e b são dados de entrada. 

Observe- se que , embora as distribuições dos valores possiveis para 

a e b, dadas pelas runçôes PxCx) e PyCy), possam ser consideradas 

unirormes, o mesmo não ocorre com a distribuição dos possiveis 

resultados de a+b, cujo grárico é mostrado na rigura C.l Note-se 

que para produzir o resultado <a> + <b> + ~a + ~b. é necessário 

que os valores especiricos de a e b sejam respectivamente <a> + ~a 

e <b> + ~b. Existe, portanto , apenas uma combinação de valores 

capaz de produzir esse resultado. Entretanto , existem mui tas 

combinações entre os possiveis valores de a e b que produzem o 

resultado <a> + <b> . A probabilidade de ocorrência dos resultados 

intermediários aumenta de forma linear à medida que se aproximam 

de <a> + <b> pela direita ou pela esquer da, de modo que a função 

de distribuição para o resultado a+b apresenta um pico no valor 

<a> + <b> e decresce linearmente em direção aos limiles do 

intervalo <a> + <b> ± C~a + ~) A cada operação posterior, as 

distribuições de probabilidades sorrem alterações que provocam 

mudanças nos valores esperados dos erros resultantes. o 

acompanhamen to rigoroso da evolução dessas distribu ições de 

probabilidade ao longo de uma seqüência de operações aritméticas 

constitui uma tarera bastante dispendiosa. Contudo, é possi vel 

obter uma estimativa menos acurada, porém praticável , assumindo 

que as distribuições de probabilidade permanecem uniformes no 

decorrer da seqüência de cálculo. Essa hipótesé deve conduzir a 

valores superestimados para o erro, u ma vez que este constitui uma 
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medida da dispersão dos poss1veis resultados em torno do valor 

esperado. 

<a>+<b> <a>+<b>+ôa+6b 

Figura C.l -distribuição de probabilidades para a operação soma 

C.1.2 Produto de números com precisão finita 

O produto ab, expresso em lermos de valores esperados, é dado 

por 

ab = <a><b> ± <a>Ãb ± <b>~ ± ~~b CC. 1.2.1) 

O valor esperado do erro associado ao produto enlre a e b 

é definido de forma análoga ao caso da soma : 
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< cC ab) > = [ <C ab) 2 > - < ab> 2 ] 1/
2 

onde 

<Cab) 2> = r+lla.F+,M) [x PxC x) y PyCy)J 2 dx dy 
J a-lla.J b-.6b 

e 

<ab) 2 = [ r+.6af+,M,. [x PxCx) y PyCy) J dx dy ]

2 

a-.6aJ b -.6b 

Novamenle, considerando as distribuições 

CC. 1 . 2. 2) 

CC. 1. 2. 3) 

CC. 1 . 2. 4 ) 

de probabilidade 

uní1ormes, pode-se reduzir as equações CC. 1.2.3) e CC.1.2.4) às 

seguin les expressões : 

<C ab)
2> = 

e 

<ab>
2 

1 

4.6aâb 

r+âa f+âb 

J a-âaJ b-âb 

2 2 
xy dx dy 

dx dy ] 

2 

Calcul ando as ínLegraís em CC.1.2.5) e CC.1. 2 .6), 

em CC.1.2.2), resu1La 
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<a> ll.b + < b) ll.a 
<e:Cab)> = CC. 1. 2. 7) 

Uma vez que o valor esperado do erro associado à multiplicação 

depende da magnitude dos valores de a e b, é conveniente utilizar 

o erro relativo como parâmetro de comparação entre os erros das 

parcelas e do resultado obtido. O erro relativo, definido como o 

quociente entre o valor esperado do erro e o valor esperado da 

variável, é dado por 

<&C v)> 
e( a) CC. 1. 2. 8) 

<v> 

Essa grandeza é uma medida do provável grau de contaminação da 

mantissa de v, para os casos em que o erro depende da sua ordem de 

grandgza. Para o valor dg gntrada (a) g para o produto ab, os 

erros relativos resullam, respectivamente 

e( a) 3 -.1/ZC ll.a/{ a>) CC. 1. 2. 9) 

e 

3 1
/

2 ab 
= 3-.1/

2 [~ + ~] 
<a> <b> 

CC.1.2.10) 
<a> ll.b + < b> ll.a 

eCab) = 

É preciso ainda calcular o valor mais provável para a soma ll.a/{a) 

+ Ãb/(b), dado neste caso pela média, uma vez que as parcelas 

constituem grandezas deterministicas . Colocando em evidência a 
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maior parcela em módulo (suponha-se que essa parcela saja ~a/(a)), 

eCab) = 3- 1
/

2 Cll.a/<a>) [ 1 + .6.b/(b) ] = 3- 1
/

2 Cll.a/<a>)C1+x) ,CC.1.2.11) 
~a/( a) 

em que o valor de x varia de O a 1, quando o numerador e o 

denominador que o compõem possuem sinais iguais, e varia de -1 a O 

caso conLrário. Assim, o valor médio de x é dado por 

+t 

x = J: x dx = 1/2 CC. 1. 2. 12) 

e o valor mais provável para o erro relaLivo do produLo ab resulLa 

eC ab) ~ 1 • 5 r 3 1
/

2
( ~a/( a>) J = 1 , 5 eC a) CC.l. 2. 13) 

Isto indica que o produto de dois dados de entrada possui um erro 

relativo cerca de 1,5 vezes maior do que o da parcela que 

apresenta o maior erro relativo. Supondo-se que as ~unções de 

distribuição permaneçam uni1ormes, pode-se assumir que cada 

mulLiplicação a1etuada ampli~ica o erro relativo em um 1aLor de 

1. 5 . 
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C.1.3 Divisão de números com precisão finita 

O valor esperado do erro associado à divisão entre a e b 

pode ser obtido a partir do valor esperado do erro associado à ao 

produto. Escrevendo a/b em termos das 

de a e b, obtém-se 

ª = b 

<a> + na 

<b> ± Ãb 

incertezas individuais 

CC.1.3.1) 

Multiplicando o numerador e o denominador por b ± Ãb, resulta 

ª = b 

C<a> ± Ãa)C<b> ± Ãb) 

CC.1.3.2) 

No denominador da equação CC.1.3.2), <b2 > >> 2(b)Ãb + (Ãb)
2

, de 

modo que o resultado a/b pode ser reescrito de forma simplificada: 

ª = b 

C<a> ± Ãa)C<b> ± Ãb) 
CC.1.3.3) 

Observe-se que o numerador contém o produto ab expresso em função 

das incertezas individuais, e que o denominador consLiLui um valor 

esperado. Assim, o valor esperado do erro associado à divisão pode 

ser relacionado ao valor esperado do produto ab : 
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<cCa/b)> = 
<cCab)) 

<b> 2 

< a> hb + < b> ha 
= 

O erro relativo correspondente é dado por 

< a> hb + < b> .ó.a 
eCa/b) = 

3J./ 2 <a> <b> 

CC. 1. 3. 4.) 

CC. 1. 3 . 5) 

que é a mesma expressão obtida para o erro relativo associado à 

multiplicação. 

C.2 OPERAÇõES ENVOLVENDO POLINOMIOS 

Calculados os valores esperados dos erros associados às 

operações aril.méticas, pode-se obter expressões para o erro 

acumulado nas operações envolvidas na inversão das matrizes LTSN, 

que consistem em somas, multiplicações e si mplificações de 

pol i nómi os . 

Considere-se os polinômios pCs) . cujos coeficientes são ao, 

an, e q(s), com coeficientes bo, bJ., bm , sendo 

m~n. A soma pC s) + qCs) é expressa em termos de valores esperados 

da seguinle forma : 
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n 

pCs) + qCs) = I [ <al,? + <ble> 

k=o 

lc 
s CC. 2. 1) 

onde o valor esperado para o erro do coericien~a k é dado por 

<&C ale+bk) > ~ 1 , 15 <&C ale)> CC. 2. 2) 

O produ~o en~re os polinómios pCs) e qCs) ~ambém pode ser escri~o 

em ~ermos de valores esperados, ob~endo-se 

n+m k 

pCs) qCs) =L L 
le:::o i. :::o 

[ <a > <b.> 
le-i. \. 

± (c( a . b )) ] 
k-\. \. 

)c 
s 

em que o valor esperado para o erro de a . b . é dado por 
lc-\. \. 

<&C a b ) > ~ 1 , 5 < e C a ) > 
le-i. i. le-i. 

CC. 2. 3) 

CC. 2. 4) 

Os valores esperados para os erros dos coeficien~es ele do 

polinômio pCs)q(s) resu1~am, assim, 

;;::: 1 , 1 5rc le) r 1 , 5 < eC a ) > J 
le-i. 

CC. 2. 5) 

onde f(k) é dada por 

rc k) = 1 + n CC. 2. 6) 
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sendo n = int.[Cn+n0/2L f<k> 
O rat.or 1,15 corresponde ~s ~Ck) somas 

eretuadas entre os produ tos a . b . para compor o coericiente c,.· O 
k-1. I. "' 

valor máximo da rCk) ocorre em k=n, e vale igualmente n. Admitindo 

que todos os coericientes adquiram o valor máximo para o erro, a 

equ ação CC.2.4) torna-se 

CC. 2. 7) 

A simpli1icaç~o da 1unção racional pCs)/q(s) é um processo 

e1etuado em duas etapas. A primeira consist.e no cálculo de um 

polinómio que representa o MDC aproximado entre pCs) e qCs) . Na 

segvnda, ambos os polinômios são de1latados do polinómio MDC, caso 

este seja encontrado. O MDC ent.re polinómios g obt.ido atrav~s de 

um processo similar ao método de Euclides para o cálculo do MDC 

entre números inteiros, no qual as sucessivas divisões são 

substituidas por de1lações entre polinómios. É preciso, portanto, 

obter também a express~o de um polinómio derlatado em termos dos 

valores esperados. A rim de obter essa expressão, é necessário, 

inicialmente , calcular os coericientes de um polinómio de1latado. 

O polinômio resultante da de1lação de pCs) por 

coericientes genéricos são, respectivamente, a . e b . , 
~ I. 

é dado por 
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n-m 

d(s) \ k n-m-k 
= L an-k s 

k=O 

k onde os novos coericien~es an-k são ob~idos por meio da 

relação de recorrência : 

)c 
a 

n-k 
k - J. = a 
n-k 

le-i 
a 

n-lc+ J. 
b 

m- 1 

CC. 2. 8) 

seguinLe 

CC. 2. 9) 

o 
aplicada recursivamen~e a par~ir de a = a . Oblida a rorma 

n n 
geral 

dos coe ricienLes do polinômio derlaLado, 

operações aritméticas envolvendo os coericien~es dos poli n ômios 

pCs) e qCs), pode-se reescrever os coericienles calcul ados em 

lermos de valores esper ados. NoLe-se que uma única aplicação da 

relação de recorrência CC.2.9) consis~e em ereluar o produto en~re 

dois números de precisão finita, e em seguida somar o resultado a 

ou~ro n úmero de precisão rini~a . A primeira aplicação da relação 

de recorrência consis~e em calcular a 1 

n-J. = a 
n - 1 

esperado do erro para o produto a b é dado por 
n m-1 

< &C a b ) > ~ 1 , 5 < &( a ) > 
n m-1 n 

a b 
n m-J. 

A próxima operação consisLe em subLrair a do resulLado 
n-1 

o valor 

CC. 2 .10) 

obLido. 

O valor esperado do erro acumulado nas duas operações vale 
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<&C a a b ) > ~ 1 , 1 5 < c C a b ) > ~ 1 , 72 < &C a ) > 
n-1 n m-1 n m-1 n 

CC.2. 11) 

Na primeira aplicação da relação CC.2.9), o valor esperado do erro 

á multiplicado por 1,72. Assumindo que nas aplicações posteriores 

a propagação de erro ocorra de forma semelhante, obtém-se , para k 

aplicações sucessivas, 

lc 
<cCa )) 

n-k 

)c 
...., 1 , 72 <&C a ) > 

n 
CC. 2.12) 

Esse á o valor aproximado do erro para o coericiente do termo de 

grau n-k do polinômio deflatado, escrito em função do erro do 

coericiente do termo de grau n do polinômio de maior grau. 

A relação de recorrência CC.2.9) é aplicável quando o 

coeficiente de maior grau do polinômio divisor é igual a 1. 

necessário, portanto, dividir previamente os polinômios da função 

racional pelo valor dessa coeficiente, antes de proceder 

deflação. Assim , o valor esperado do erro relativo do coeficiente 

a sofre um aumento 
n 

právi o, em geral maior do que aumento 

previsto para a divisão Cver seção C.1 . 3). Um valor relativamente 

representativo para a amplificação do erro nessa operação, oblido 

através de execuções do programa para problemas bidimensionais 

utilizando a aproximação LTS2, se encontra em torno de 2. 

Pode-se então incorporar esse aumento à equação CC.2.12) a fim de 
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obter o erro total envolvido na derlação da polinômios 

k <&Ca )) ~ 
n-Jc 

k 
2 ( 1 , 72 < &( a ) > ) 

n 
CC.2.13) 

Obtida a estimativa para o erro dos coa~iciantas da um 

polinômio de1latado, torna-se possivel avaliar o e rro acumulado na 

simpli1icação de polinômios, que consista no cálculo do HOC 

também envolve operações recursivas. Cada aplicação dessa operação 

é e1aluada em três alapas. Na primeira, o polinômio p(s) é 

darlalado do polinômio qC s) , gerando um polinômio de~lalado dCs). 

Em seguida, multiplica-se o termo grau zero do polinômio de1latado 

pelo polinômio -q(s). O resultado é somado ao polinômio reslo, 

gerando um novo rasto r(s). Os valores esperados para os erros dos 

coe1icientes do novo resto podem ser obtidos a partir dos valores 

dos er ros dos coe1i ciantas do polinômio de1latado, dados pela 

equação CC.2.13). O erro dos coe1icienles do novo polinômio resto 

é dado por 

k+1 
2 [ 1 , 72 < &C a ) > J CC. 2. 14) 

n 

A equação CC.2.14) 1ornece o erro associado a uma aplicação da 

operação recursiva que de1ine o cálculo do MDC. E1atuada a 

primeira aplicação, o polinômio ptCs) = qCs) é deflatado de qzCs) 
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= rCs), repelindo-se o p rocesso alé que o novo polinômio reslo 

conlenha coericienles suricienlemenle próximos de zero para que se 

possa considerar a di visão exala sem incorrer em erro 

signiricat..ivo. Nest..a situ ação, o polinômio qtCs), obt..ido após t 

aplicações da operação , é considerado o MDC enlre p(s) e qCs). O 

erro acumulado nos coericienles qt do polinômio qlCs) é dado enlão 

por 

)c 
<&Cqt )) ~ 

n -)c 
t 

CC. 2.15) 

O valor de t depende do grau nl do poli nómi o ql C s) , que por sua 

vez depende dos graus dos polinômios que compõem a runção 

racional. As seguintes relações empiricas entre t, nl, nem foram 

oblidas a parlir de simulações, utilizando as aproximações L~ e 

LTS4 bidimensionais 

::::::: i nl C 2m) 1 /
2 

nt 

Ao rim de t aplicações , os poli nómi os pC s) 

derlalados de qlC s ), a rim de simplificar 

CC. 2. 16) 

CC. 2. 17) 

e qCs) devem ser 

a função racional 

pC s ) / qCs). Dessa forma, o erro estimado para o s coeficientes dos 

polinômios pCs) e qCs) após a derlação, lorna m-se 
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<&C ai )) 
n-j 

~ 2t+t ( 1 '72j+L:tck+1> <&C a ) > J 

e 

< &( bj )) 
n-j 

onde a e b representam, 

polinômios pCs) 

n 

respectivamente, 

qCs) após a 

CC. 2. 18) 

CC. 2 . 19) 

os coeficientes dos 

si mpl i f' i caç~o. o 

somatório presente nos expoentes é efetuado desde k=O até k=j, e 

vale tjCj+l). Substituindo o valor do somatório nas 

obtidas, resulta 

~ 2t+1 (1,72j+tj<j+t><.eCa )>J 
n 

3: 2t+1 ( 1 , 72j+Llj( jk+l) < &( b ) > ) 
n 

expressões 

CC. 2. 20) 

CC.2.21) 

obtém-se expressões que relacionam diretamente os valores dos 

erros dos polinômios simplificados ao valor do erro dos 

coeficientes a e b antes da simplificação. 
n n 
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Calculados os valores esperados para os erros dos 

coe1icientes dos polin6mios resultantes das operaçBes de adição, 

multiplicação e simpli1icação, 

acumulado na eliminação de Gauss. 

pode-se então avaliar o erro 

C.3 ERRO ACUMULADO NA ELIMINAÇÃO DE GAUSS 

As operações envolvidas na inversão das matrizes LTSN seguem 

essencialmente as mesmas etapas de cálculo do processo de 

eliminação utilizado na inversão de matrizes contendo coe1icientes 

numéricos. A primeira etapa é uma divisão entre 1unções racionais, 

que consiste na multiplicação da primeira 1unção pelo inverso da 

segunda 

p~ 

q~ 

= 
p~ q2 

CC.3.1) 
q~ p2 

Essa operação uLiliza, porLanLo, mulLiplicações entre polinómios. 

A segunda etapa consiste em um produlo de Cunções racionais, 

Lambém utiliza apenas mulLiplicaçBes entre polinômios. A terceira 

etapa é uma adição de 1unções racionais, 

adições e multiplicações de polinômios : 
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p1 pz p1qz + pzq1 
+ = CC. 3. 2) 

q1 qz q1q2 

A eliminação de Gauss consiste na aplicação dessas três operações 

em seqüência, gerando uma nova runção racional p Cs)/q Cs). o 
e e 

denominador q Cs) é obtido após três multiplicações 
o 

sucessivas 

entre polinómios. O erro acumulado nos coericientes do polinômi o 

de q Cs) pode ser expresso em runção do valor esperado do erro dos 
9 

coericiantas de qCs) por maio da equação CC.2.7) : 

<c( be) > "' 1 , 1 5
3

n [ 1 , 5
3 

<c( b ) > ) 
n 

onde b e be representam, respectivamente, 

polinômios q(s) e q Cs). O numerador 
e 

pCs) 

CC. 3. 3) 

os coericientes dos 

é obti do após três 

multiplicaçõés sucéssivas e uma adição. O erro acumulado em cada 

coericientes de p Cs) pode então ser relacionado aos valores dos 
e 

erros dos coericientes de pCs) através da aplicação sucessiva das 

equações CC.3.3) e CC.2.2) : 

CC. 3. 4) 

onde a e ae representam os coericientes dos polinómios pCs) e 

pe(s). As runções racionais resultantes são então simpliricadas, 

isto é, os polinômios resultantes p Cs) e q Cs) são divididos pelo 
e e 

MDC correspondente, gerando os polinómios p Cs) 
s 

e q Cs). 
B 

Os 

valores dos erros acumulados nos coericientes de psCs) e 
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podem ser relacionados aos valores dos erros dos polinômios 

originais pCs) e qCs) . Aplicando-se a equaç~o CC.2.20) sobre o 

resultado obtido e m CC.3.4), resulta 

CC. 3. 5) 

Analogamente, apli cando-se a equação CC.2.21) sobre CC.3.3), 

obtém-se 

CC. 3. 6) 

onde ne e mo s~o os graus dos polinômios p Cs) 
o 

e q Cs) 
o 

respectivamenle. As equações CC.3.5) e CC.3.6) podem ser 

simplificadas , reduzindo-se os fatores multiplicativos a uma base 

comum : 

<cCaoj _)) 
na-J 

e 

(&C bo j _)) 
ne-J 

2
\.+0, 7 9CJ. + \.;' CJ. +.t>J+0,60n+Z,~ 

~ <cC a )) 
k 

CC. 3. 7) 

-~ 2
t +O, 78C j+ tjcj+ .t>J+0.60n+2 , 7:5 

<eC bk)> CC. 3 . 8) 

As equações CC . 3.7) e CC.3.8) fornecem , respectivamenle, os er r os 

acumulados n os coeficientes do numer ador e do denominador de uma 
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~unção racional após uma única eliminação. O número de eliminações 

e~etuadas seqüencialmente no processo de inversão é igual a 

2CGM-1) , sendo GM a ordem da matriz LTSN, dada pelo produto entre 

o número de grupos da energia CG) a ordem (M) dos G blocos que 

compõem a matriz GM-1 

para eliminar os termos abaixo da diagonal , e outras GM-1 para 

eliminar os lermos localizados acima da diagonal. J:: importante 

do número total de eliminações requeridas, que vale CGM-1) 2
, e 

considera também as operações realizadas em paralelo. 

A cada eliminação, os valores da t n sorram .alterações, 

devido ao crescimento dos graus dos polinómios que compõem a 

função racional. Os valores de me n podem ser expressos em função 

do númer o v da eliminações seqüenciais já aratuadas. Para as 

aproximações LTS2 e LTS4, foi 

Assim, pode-se admitir que n 

pode ser obtido da expressão 

2 2 
veri~icado que n ~ v , e m ~ v -

"' 2 =v, e que o valor aproximado de 

1. 

l 

CC.3. 9) 

Ao ~im de 2CGM-1) eliminações seqüenciais, os valores dos 

erros acumulados no numerador e no denominador das funções 

racionais que constituem os elementos da matriz dependerão da 

linha na qual se enc ontram, uma vez que lodos os elementos de uma 

mesma linha sofrem o mesmo número de eliminações durante o 
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processo. Naluralmenle, como res~arão apenas elemenlos da diagonal 

principal , o 1ndice da linha corresponde à própria posição do 

elemenlo sobre a diagonal. A dependência enlre a posição e o erro 

acumulado será dada por 

F< i.> 2 l+O, 79Cj+Lj< j+1>J+O,CSOZ .. ,2 +Z,s>::s 

;;:: 2 v=o <&Cak)> 

para o polinômio numerador, e 

F < i.> 2 l +O, ? 8 Cj+lj<j+1 )l+O,CSOV
2 

+2, ?5 

V ;; O 
;;:: 2 < &( bk) > 

par a o denomina dor , onde FC \.) = 2C GM-1) - i. + 1 , sendo i. a 

do elemenlo na diagonal . 

CC.3.10) 

CC . 3 . 11) 

posição 

A parlir da equação CC.3.10) pode ser calculada a ordem de 

grandeza do erro acumulado nos pólos das ~unções racionais das 

malrizes LTSN inversas, que correspondem às r aizes dos numeradores 

das 1unções racionais presenles na diagonal principal das malrizes 

LTSN após a execução das eliminações. 
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C . 4 INFLUJ::NCIA [X) ERRO ACUMULADO SOBRE AS RAíZES ENCONTRADAS 

As alterações introduzidas nos coericientes dos polinômios 

durante a eliminação de Gauss aratam o valor rinal das respectivas 

raizes. Considere-se novamen~e o polinômio pCs), escri~o como 

CC. 4. 1) 

ou, na rorma ratorada, como 

n 

pCs) = an n Cs-si.) CC. 4. 2) 

A variação do valor da raiz calculada provocada por 

perturbações introduzidas nos coericientes do polinômio, pode ser 

estimada a partir da sua direrencial 

onda dai. é a perturbação introduzida no coericiente 

que não se dispõe de uma relação expllcita 

a . . 
\. 

CC. 4 . 3) 

Uma 

e a., 
\. 

vez 

a 

derivada presente na equação CC.4.3) dava ser avaliada por meio da 

regra da cadeia : 
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étsk = dsk ap 

aa . dp aa . 
\. \. 

O lermo 8p/ 8a. é oblido pela derivação da equação CC.4.1) 
\. 

aa . 
\. 

i = s 

CC.4.4) 

CC.4 . 5) 

o lermo dsk/dp é calculado empr egando a forma faLorada de pC s), 

dada pela e quação CC. 4.2) : 

dp [ ] 
- ~ 

n 
n-1 

C -1 ) n Cs - s) 
. •• J 
J=.>< 

S ubsLiLuindo as equações CC.4.6) e CC.4.5) 

obLem-se 

n 

[ 

- 1 
n . 

n-1 I. c -1 ) n c s - s .) ] s 
. •• )c J )c 
J=--

da. 
\. 

CC. 4. 6) 

n a equação CC.4.4), 

CC.4. 7) 

Cada parcela do somaLório que define a diferencial pode dslc 

fornec er uma conLribuição posiliva ou negaliva para o valor de 

dsk, conforme o sinal de cada perturbação dai A fim de obLer uma 

esLimaLiva para o valor mai s provável da diferenci al , pode-se 

lomar o módulo de dsk, dado p or 
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CC. 4 . 8) 

A ordem de grandeza do produtório presente em CC. 4 . 8) pode ser 

obtida com razoável aproximação a partir dos valores das raizes 

para meios puramente absorventes Co
8 

= 0), dadas por sk ~ -ot/~k 

Substituindo-se a expressão de sk no produtório, obtém-se 

n 

fT c s - s .) 
k J 

j=k 
n 

n ~. 
j = k J 

CC. 4. 9) 

As perturbações da. correspondem aos 
~ 

valores esperados para os 

erros dos coericientes, calculados através da equação CC.3.10) . 

Assim, substituindo CC.3 . 10) e CC.4 . 9) em CC. 4.8), resulta uma 

expressão que rornece valores aproximados para o erro acumulado 

nos pólos. A ordem de grandeza do arro acumulado nos f' luxos 

angulares pode ser obtida após cada simulação realizada, de posse 

dos coericientes numéricos das exponenciais resultantes : 

= CC . 4.10) 

onde C são os coeficientes numéricos obtidos após a aplicação das 
k 

condições de contorno do problema, e x representa uma variável 
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espacial. 

Embora os valores es~imados dos erros calculados alravés das 

expressões oblidas devam ser maiores do que os valores reais, é 

possivel que as suas ordens de grandeza apresen~em concordância 

salis~alória, e seja possivel prever, prever, para uso ~uluro em 

sislemas de maior porle, o número de digi~os requeridos para os 

dados de enlrada, e a necessidade de implementação de ro~inas de 

arilmé~ica e~endida. 
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