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RESUMO

Neste trabalho a formulagdo LTSN para a solugdo de problemas
de ordenadas discretas (SN) & estendida a duas e trés dimensdes,
considerande meio heterogéneo, espalhamento anisotrépico & modelo
de multigrupo. Para tal, o método LTSN €& aplicado as equagles
unidimensionais resultantes da integragdo das equagdes SN
multidimensionais, gerando sistemas lineares para os fluxos
angulares médios transformados. A scolugfo desses sistemas fornece
a transformada de Laplace da solug8o procurada, sem que nenhuma
aproximag3o seja feita ao longe da sua obtengd3o. A posterior
aplicagdo da transformada de Laplace inversa, efetuada através da
Ltécnica de expansioc de Heaviside, fornece a solugdo analitica para
os fluxos angulares médios e para os fluxos angulares transversos
na fronteira do dominio.

As solugBes geradas através do método LTSN foram comparadas a
resultados numéricos disponiveis na literatura, para problemas
bidimensionais com espalhamento isotrépico e anisotrépico em
coordenadas cartesianas, considerando meios homogénecs e
heterogéneos. Problemas tridimensionais em coordenadas curvilineas

também s3o considerados.
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ABSTRACT

“"Analytical solution of the multidimensional discrete ordinates

equation"

In this work, the LTS~y formulation for the sclution of
discrete ordinates (SnD problems is extended to two and three
dimensions, considering heterogeneous medium, anisotropic
scattering and multigroup model. Teo this end, the LTSN method is
applied to the one-dimensional equations resulting from the
integration of the multidimensional S~N equations, generating
linear systems for the transformed average angular fluxes. Solving
these systems, the Laplace transform of the solution are obtained,
without any approximation along its derivation. Applying the
inverse Laplace transform, by the Heaviside expansion technique,
furnishes the analytical solution for the average angular fluxes
and the transverse angular fluxes on the boundaries of the domain.

Solutions generated using LTSN method are compared with
numerical results available in literature, for two-dimensional
problems in Cartesian coordinates for isotropic and anisotropic
scattering, considering homogeneous and heterogeneocus medi a.
Three—-dimensional problems in curvilinear coordinates are also

considered.



LISTA DE S1tMBOLOS

a,b,c limites superiores do dominio nas variaveis x, y e zZ,

respectivamente.

g,g’ indices do grupo de energia.
hi, hz, ha coeficientes métricos.
h elemento genérico da transfeormada inversa das inversas das

1)
matrizes LTSnN.

d indice do grau de anisotropia.

m indice da direg3o discreta.

r pélo de fung3o racional na variavel x, coordenada polar
radial.

s, 4t pélos de fung3o racional nas variavel Y e Z,

respectivamente.

u,v coordenadas curvilineas.
X,2¥Y»2Z variaveis espaciais.

A coeficiente de Albedo.

Ax,A , A matrizes LTSN para as variaveis x, Y e 2
Y =

respectivamente.

qu,ﬁgg.Efg blocos das matrizes LTSN relativos aos grupos de

energia g e g’.
B bloco de matriz.
G numero de grupos de energia.

J,Jx,Jy corrente parcial e suas compeonentes nas variaveis x e y

respectivamente
H fung8c de Heaviside.
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H .H ,H transformadas de Laplace inversas das inversas das
X y =z

matrizes LTSN nas variaveis x, y e z, respectivamente.

L grau de anisotropia.

M numero de diregdes discretas.

N ordem da quadratura angular.

Pl polindmio de Legendre de grau 1.

P; fungdo de Legendre associada de grau 1l e ordem 1.

Q termo de fonte.

esi3ey coeficientes numéricos envol vendo cossenos diretores.
5 delta de Kronecker.
H G o YA 3 cossenos diretores.

e coordenada polar angular.

g

»
mx

¥
respectivamente, para o grupec de energia d.

wﬁy,wiz fluxos angulares médios nas variaveis x, y e =z,

wg fluxo angular transversoc na fronteira para problemas
m

bidimensionais.

x
¥ .wy,wF fluxos angulares transversos na fronteira para
m m m

problemas tridimensionais.

7 vetores contendo os fluxos angulares transversos na

~

xo’ l'u).,ro’ Yo
b d el

fronteira, nas varilveis X, y e z, respectivamente.

?;:Wy-¢; vetores contendo os fluxos angulares médios nas

~ e ~

variaveis x, y e z, respectivamente.

;i’;y’;z vetores contendo as transformadas de Laplace dos fluxos

angulares médios nas variaveis x, y e z, respectivamente.
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¥

Q.w Qﬂﬂo vetores contendo as transformadas de Laplace dos
X Yy z
b "~

bl

fluxos angulares transversos na fronteira, nas variaveis x, y e z,
respectivamente.

e @

oY vetores contende os fluxos angulares transversos que
~xD ~y0

entram através da fronteira, nas variAveis x e y respectivamente.

=
w)l

-

saem através da fronteira, nas variaveis x e y respectivamente.

o’wao vetores contende os fluxos angulares transversos que
y
Ll

e "o
wxo,wyo vetores contendo as transformadas de Laplace dos fluxos
L d bl
angulares transversos que entram através da fronteira, nas

variaveis x e y respectivamente.

V;O'wso vetores contendo as transformadas de Laplace dos fluxos

L .

angulares transversos que saem através da fronteira, nas variaveis

X e y respectivamente.

¢ componente do vetor de condigdes de contorno, coordenada

curvilinea, fluxo escalar.

¢h'?ﬂ'¢h componentes dos vetores contende as transformadas de
Laplace dos fluxos angulares transversos na fronteira, nas

variaveis %, y @ z, respectivamente.

¢J fluxo escalar conhecido.

Qu fluxo escalar obtido através de interpolacgio.

ol coordenada curvilinea.

& segdo de choque de espalhamento.

39 coeficiente da expans3oc da seg3do de choque de espal hamento

1
em termos das fungdes de Legendre, enveolvendo os grupos de energia

g eg’.
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il segdo de choque de espalhamento envolvendo o©os grupos de

energia g e g', e as diregBes discretas m e n.

e segdo de choque total.

o parametro que define o tipo de condigio de contorno empregada.
w peso da direg8oc discreta m.

m

Q vetor unitario que define a diregic de propagagio.

<eCvd> valor esperado para o erro acumulado da variavel v.
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1 INTRODUGXO

A teoria de transporte tem como objeto de estudo o transporte
de particulas e de radiag3o em meios materiais. A pesquisa nesse
campo encontra aplicagBes em diversas areas, tais como fisica de
plasma, medicina nuclear, astrofisica, engenharia ambiental e
fisica de reatoeores.

Atual mente, particular atengio tem sido dada ao
desenvol vimento de métodos de cobtengio de solugdes para a equagido
de transporte, seguindo basicamente duas linhas de abordagem : a
abordagem probabilistica, na qual se buscam solugdes aproximadas
para a equacgdo de transporte na sua forma exata, e a abordagem

deterministica, na qual s3o formulados modelos aproximados para

representar a equag3o de transporte, para os quals se buscam
solugBes exatas. Na aberdagem probabilistica destacam-se os
métodos de Monte Carlo, onde os histéricos das posigBes e

velocidades de um determinado nimero de particulas s3o gerados
através de simulagdes de eventos discretos, sendo utilizados para
estimar o comportamento das particulas ao longo de sua trajetdria.
Na abordagem deterministica, destacam—-se os métodos de elementos
finitos aplicaveis & primeira e A4 segunda forma da equagio de
Boltzmann, e os métodos baseados nas aproximagdes PN (expansdo em
harménicos esféricos) e SN (método das ordenadas discretas). Na
formulagSo Pn, os fluxos angulares s3o expandidos em termos das

fung®es de Legendre nas variaveis angulares, e substituidos na

ESCOLA Dc ENGENHARIA
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equagico de transporte, resultando um sistema de equagdes Jgue &
resolvido para os coeficientes da expansdo. Na formulag3oc SN,
assume—-se que as particulas sofrem espalhamento segundo um numero
finito de diregdes; a cada dire¢3oc discreta estid associada uma
equagio diferencial que depende apenas das variaveis espaciais.
Nesse caso, o sistema resultante € geralmente resclvido atraveés de
métodos nos quais as variaveis espaciais s3o discretizadas.

Dentre os métodos baseados na fermulagd8o SN para problemas
multidimensionais, destacam—-se os métodos espectro—-nodais SGF-CN
[1,2) (Spectral Green's Function Constant Nodal Method> e SGF-ExpN
C(Spectral Green's Function Exponential Nodal MethodD e [ que
possibilitam a obtengdoc de resultados precisos sem gque se faga
necessaric utilizar malhas finas na discretizagdo do dominio. O
método SGF-CN considera os fluxos angulares constantes ao longo
dos contornos dos nodos espaciais , engquanto no método SGF-ExpN
sd3o utilizadas fungdes exponenciais para aproximar os fluxos
angulares ao longe dos contornos dos nodos espaciais.

Os métodos citados fornecem solugdes numéricas para a equagdo
SN de transporte [4]. Essas solugdes demandam, em deral, um
esforgo computacional bastante elevado, seja pela densidade da
malha empregada, ou pelo numero de iteragd@es requeridas para
atingir a convergéncia com precisdo satisfatdria. A geragido de
solugBes exatas para equagdes de ordenadas discretas estéd restrita

ao tratamento de probelas unidimensionais.
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Recentemente, uma nova formulagd3o foi desenvolvida visando a
obteng3o de sol ugdes analiticas para as equagdes SN
unidimensionais de transporte de néutrons. Esse método, referido
come LTSN, baseia-se na aplicag3o da transformada de Laplace sobre
as equagdes de ordenadas discretas, com o objetivo de converter o
sistema original de equagdes diferenciais em um sistema algébrico,
cuja resclugdo @ a posterior aplicagdo da transformada inversa,
por via analitica, fornece a solugdoc exata do problema. Com o
méetodo LTSN foram obtidas solugdes analiticas para problemas
unidimensionais considerande espalhamento anisotroépico, meio
heterogéneo e modelo de multigrupo, além de solugdes para
problemas inversos [5,6,7,8,3].

Os métodos descritos neste trabalho constituem extens@es da
formulagdo LTSN a problemas multidimensionais. Nos capitulos 2 e 3
sdo descritas, respectivamente, as formulagdes LTSN para problemas
bidimensionais e tridimensiocnais em coordenadas retangulares. O
capitulo 4 trata da resolugdo dos problemas inversos em teoria de
transporte : o calculo das segfes de choque total B de
espal hamento, e a determinag3o dos fluxos angulares incidentes no
contorno do dominio, para o caso bidimensional. No capitulo 5 &
discutido um sistema de transformagio de coordenadas que permite
estender a aplicag3o da formulagio LTSN bidimensional a problemas
oenvol vendo dominios irregulares. O capitulo 68 contém uma avaliagio
do tempo de processamento requerido pelo programa SN. BAS, atraves

do qual sSco obtidos os resultados numéricos apresentados nos



capitulos anteriores. O capitulo 7 encerra o trabalho, fornecendo
conclus@es e recomendag¢gd®es para o desenvolvimento de novos métodos
baseados na formulagfZo LTSN.

Os apéndices contém informag®es suplementares sobre alguns
tépicos abordados. No apéndice A & apresentada a dedug3o da
equagdo de transporte na formulag3o Sn; no apéndice B & feita uma
revisdo suscinta sobre coeficientes métricos utilizados em
transformagdes de coordenadas; o apé&ndice C contém uma analise

aproximada de propagag3o de erro.



2 A FORMULAGCXO LTS~ EM DUAS DIMENSOES

Neste capitulo & apresentada a formulagio LTSN para problemas
bidimensionais em coordenadas retangulares. O tratamento de
problemas bidimensionais consiste na aplicag3o da transformada de
LLaplace sobre as equagdes SN integradas transversalmente no
interior do dominio, a fim de se obterem solugdes analiticas para
os fluxos angulares médios e para os fluxos angulares no

contorno do dominio. O procedimento & descrito a seguir.

2.1 EQUAGJOES S~ BIDIMENSIONAIS INTEGRADAS

O problema de ordenadas discretas (Sn) bidimensional em
coordenadas retangulares, considerando espalhamentoc anisotrdpico e

modelo de multigrupo & dado pela equagio [10)]

g 3,9
amex,y) dmex,y)
T e ey g g, i
M + 0. < i wm(x,y) = QCx,y2 +
ox oy
G M
gg9-° ge -
E: }: o;mnwnwn(x,yﬂ 3 €2:1.12
g‘=1 n=1
para g'=1,2,...,6, m =1,2,...,M, onde M = NCN+1)>./2 Cver apéndice

Ad, sujeita as seguintes condig®es de contorno, que abrangem fluxo

de entrada conhecido, reflexfo especular e reflex3o isotrépica



g
mex.OJ

HC-8) F €30 + A Z wICx, 0D 2 1.8

wlix, b> HC-9) G (O + A z wi(x.b) 2. 1.3

wico.w HC=9> F Cyd> + A Z cho.w C2.1.4d

w:Ca,yD HC-9> 6 Cy> + A Z wjf(a,y) ; €2.1.%

para 0=fx<fa and O<y<b, e m=1,2,...,M . Na equag3do (2.1.13, € o
fluxo angular na direg¢So definida pelos cossenos diretores pm e

W, o, e sdo, respectivamente, as se¢des de choque total e de

espalhamento, Q representa o termo de fonte, e o indice superior g
especifica o grupo de energia. Neste trabalho, a segdoc de choque

diferencial de espalhamento & expressa como [11]

1
%9 ¢ — c22+130%9 P cu OP
a|amn m

; : Cu D c2.1.8d

'urn"unD . 4

4

<y il o

o

onde pro s3c os polindmios de Legendre de grau ¢, os indices

inferiores m e n referem—se, respectivamente, as diregdes



incidente e espalhada, ¢ os indices supericores g e g' representam,
respectivamente, o grupo de energia ne qual se encontra o néutron
antes e depois do espalhamento . Nas equagBes (2.1.22, ((2.1.32
(2.1.4> e €C2.1.5), a quantidade A representa o albedo, H & a

fungio de Heaviside, e © valor de © especifica o tipo de condigio

de contorno considerada : O para fluxo de entrada conhecido, 1
para reflex8c especular e M2 para reflex8c isotrdpica. No
tratamento de meios heterogénecs, essas equagdes s3o também

validas para descrever condig&es de contorno em problemas de
multi-regifo. Nesse caso, o valor de & & igual a 1, & a condigdo
de contorno passa a representar a transferéncia de néutrons entre
duas regides vizinhas, condig3c que impde a continuidade da
solugdo nas interfaces.

Integrando a equag3o (2.1.1) em X, entre os limites O e a , e
dividinde por a, resulta a seguinte equagdoc wunidimensional na

variavel y [3]

dy? Ccyd

Hm 9 g wmy : g
- [y/mCa.y) 5 meO.y)] + nooT & atwmyCy) =
a dy

G M

. g9’ g = . 1.7

Qy(yD + E: E: o;mnmnwnyCyD " m .25 3« sM 2.1

g =1 n=1
onde



a

g = 1 g
wmyCyD = I mex,yO dx C2.1.8>
o
e
1
Qy(y) = _ J QLx,yd dx ; c2.1.2D
a

De forma analoga, integrando a equag3o (2.1.1) em y entre os
limites O e b, e dividindo por b, obtem-se a seguinte equag3o

unidimensional na variavel x [3]

dy? o

IrEm—
Mo e

G
QCx0 + E:
X

g

| §

] I - | g =
[1,0 Cx, b mex.O)] + o'tyumexJ

o9 w wg CxD , m=1,2,...,M . c2.1.10D

amn n nx

z{vm

1

onde
b
v o =1 J picx,y> dy €2.1.11
b o
e



b
QxCx) = i_ I QAx,yd dy : C2.1.12)
b
o

Nessas equagdes, W:KCXJ = wiy(yb sdo os fluxos angulares médios na
diregdo discreta Qm. =] wi(a,y). wico,y), w:Cx,b) (=] wi(x,O) sZoc os
fluxos angulares incidentes e emergentes dos contornos.

A fim de encontrar a solugdo analitica para o problema de
ordenadas discretas integrado transversalmente, aplica-se a

formulag8o LTSN as equagdes unidimensionais resultantes.

2.2 APLICAGCXO DA FORMULAGAO LTSN

Aplicando-se a transformada de Laplace em (2.1.7) resulta

I

Q Csd
Y

Dl 2
3

B | — g = - G5 3
[),vaa.SD meO.sD] o [swmyCSD v,umyCO)] + atwmst)

G M
+Z Zagg-w;ch) o O BB o s oM : c2.2.1>

smn n ny
g’=1 n=1

onde a barra indica a transformada de Laplace na variavel y. De
maneira analoga, aplicando-se a transformada de Laplace na equagdo

C2.1.100, resulta
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Zo wycsd , m=1,2,...,M ’ cz.2.2

As equagdes (2.2.1) e (2.2.2) constituem sistemas lineares cujas

representa¢gdes em forma matricial s3o dadas por

Ay =y : c2.2.3
x fx fxo
onde a matriz Ax € expressa como
gy i =
e Atz Alo
_ x x
A = : " cz2.2. 4>
x
A1 ROz 00
X X p 4
na qual Afg s3o blocos GxG da matriz Ax, dados por
& .tns # oy~ 099 w 099 w vosie -o99
- . Al t s11 1 s12 2 s1M M
A%% = : , €2.2.9
-099° & <ns+a:—crgg'w
sM1 gg- 1 L sMM M
e os vetores coluna ;x L s3o definidos como

10



v = col [y¥ u A w9

f gix % fo ]

e

fxt): col [qbix, e e e s ¢Mx] ’

cujo elemento genérico é dado por

= n. - =
¢ = uypdco - * {w‘?cs,bn— ‘-’_‘CS.OJ} + QCs) J =1,...;M
1% 1l )% b J J x

@ o respectivo sistema em y resulta

>|
¢ €
I
¢ €

onde a matriz Ay & definida como

At 12 Alo
= ]
A = d i
o —ai Ta2 —oag
A A, A
Y ¥ Y

em que .‘ggg s8o blocos GxG da matriz Ay, dados por
¥

3.3

c2.2.80

ca2. 2.7

cz2.2.8

cz2.2.9

C2.2:102



S s + oy - 99 w -099 & e -099°
e gg’ 1 t s14 1 Biz2 2 s1M M
A39= ! i £2.2:.11)
-09%9° - & (U 8 + o) - 099
sM4 gg-”  § L aMM M
T g .9
f col [fxy' % fuyj 2. 212D
e
w =col [¢ , ... , & ; g7
fyo co ¢uy ¢My] 2. 2.122
com
=% g 3 . - o
s |5 - L0 — Ca,sd)-y¢C0,s) ¢ - €S, § 5 L5...:MC2:.2,04D
¢JV ¥y = {wj e J } Qy 4

Cabe ressaltar que as matrizes dos sistemas ((2.2.3) e (2.2.9
apresentam a mesma estrutura da matriz LTSN unidimensional [5].
No entanto, tendo em vista uma maior eficiéncia computacional, a
inversdoc das matrizes (2.2.4) e (2.2.100 & efetuada através do
método de Gauss-Jordan, com o auxilio de operagdes simbdlicas. Uma
vez que as matrizes ;; e E; cont@&m polindmicos em s, as sSucessivas
etapas da eliminagic de Gauss geram fungdes racionais, isto &,
expressfes do tipo p(sd/q(sd, onde p e g s3o polinbmios. As

operagdes de eliminagio (soma, divisio e multiplicagiol sio entio

iz



definidas de modo a operar sobre fungdes raciocnais C(ver apéndice
473 20

Encontradas as matrizes inversas X;. E;i, obtém-se entio
expressdes para os fluxos angulares médios transformados em termos

dos fluxos angulares nos contornos do dominico e dos fluxos

angulares médios

v, = Ay _ C2.2.15)
~ -~

e

v =AYy . €2.2.186d
4 Y yo

Os fluxos angulares s3o ent3oc obtidos invertendo-se os fluxos

angulares transformados em (2.2.15> e (2.2.1862, & s3o escritos
como

= H 22y C2ee 17D
~x x ~X o
=

= H g z.2.18
fy Y fyo
onde Hx= L_l[z:il. Hy= L:![K;‘], e o asterisco denota convol uglo.



Os elementos das matrizes H e H s3c obtidos analiticamente,
x b4

utilizando a técnica de expansic de Heaviside, uma Vvez Jgque a

transformada inversa de au= pCs>-/gqCs), elemento genérico de A "ou

K;‘, € dada por

L nr-l1 r. u
u = k dl—z pCrk)
h, .= T4 ’ C2.2.19
v T -1t i
e a3 Cnk=-1D1CL-1D>' ds quk)
onde Y s8oc as rafizes de gCsd), nr € o numerc de rafizes, nk & a

multiplicidade das raizes, e u representa a variavel espacial ((x
ou yJ.

As equagdes (2.2.172 e (2.2.18> constituem expressdes para os
fluxos angulares médios em fung3o dos fluxos angulares transversos
e dos fluxos angulares médios na fronteira. A invers3o de
Heaviside, por sua vez, fornece a base de dimens3o MxG para as
solugdes das equagdes (2.2.3) e (2.2.4). Dessa forma, os fluxos
angulares médios podem ser escritos em termos dos elementos da

base, como

MO
— k,t rmix
¥ L) = Z A x ‘e ) 2, 2.200
mx mL
i=1
g sl li s X
t,umyCyD = Z Bmi.y e " c2.2.212
i=1

14



Os fluxos angulares transversos na fronteira também podem ser

expressos em fung3o dos elementos da base

k. r x

wiCx,O) = Z C x'e ™ , c2.2.22
l s %

,y/:co,yb = Z D .y e , cz.2.23
k. r

wi(x,b) = Z E x ‘e , cz2.2.24>

l s x
wiCa,y) = Z F y'e . cz2.2.25

Nestas equagdes, r.es, sdo os pdlos correspondentes as variaveis
X e y, com multiplicidades kL + 1 e l,L + 1 respectivamente.
Assim, a determinagdoc de todos os fluxos angulares reduz-se ao
cilculo dos coeficientes Ami' Bmt' Cmi' Dmi’ Emt e Fmi
Calculados os valores desses coeficientes, estaria determinada
explicitamente a solu¢3oc do problema, representada pelas equag¢gdes
2.2.200 e (2.2.215.

A fim de determinmar os coeficientes, s3c utilizadas as
equagdes (2.2.16) e (2.2.17> e as condig¢gdes de contorno 2.1.2),
(2.1.3>, C2.1.4) o (2.1.%). Observando-se as equagdes (2.2.200 e

(2.2.21), verifica-se que a simples aplicagdo das condigBes de

15



contorno socbre os sistemas ((2.2.168> e (2.2.17D n3o seria
suficiente para determinar todas as constantes de forma dnica,
pois © numero de equagdes do sistema resultante seria menor do que
© numeroc de coeficientes a calcular. E preciso ent3oc introduzir
equagBes auxiliares para obter o fechamentc do sistema.
Inicialmente o nimero de equagdes auxiliares € calculado a
rpartir do nuUmero de coeficientes a determinar e do nGmero de
equagdes j& obtidas através da aplicag8c das condig8es de
contorno. A principio, o namero de coeficientes parece ser SCGMDZ,
pois existem 6 conjuntos de coeficientes CAmU""F}nD’ M direg¢des
discretas, G grupos de energia e MG termos em cada expansio.
Contudo, considerando as condigdes de contorno representadas pelas
equagdes (2.1.2>, (2.1.3D, 2.1.4> e (2.1.%), verifica-se que

apenas os fluxos angulares transversos que saem do dominio s8o

desconhecidos. Os fluxos que entram no dominio s8oc dados, nessas
equagdes, pelas fungdes Fm. Gm, F% e Gﬁ, caso a condigdo de
contorno seja do tipo fluxo transverso de entrada conhecido, ou

sdo expressos em termos dos fluxos transversos gque saem do
dominico, no caso de reflex3o especular ou isotrépica. Assim, o
numero de fluxos transversos desconhecidos & de GM/2, @ © nuUmero

total de coeficientes a determinar ¢é de 4CGMDZ. E importante

observar gque os termos v%mCO) e wmyCO), presentes nas equagdes
2.2.8) e (2.2.140 respectivamente, n8o introduzem coeficientes
adicionais a determinar, pois s%o obtidos das definigdes dos

fluxos angulares médios em x e y :

16



g 1 g

vl cod = 2 ﬁwmco,ya dy CZ./2. 26D
=

v? co =3 rwgc:.c,m dx , 658 S
my a o m

e portanto, envolvem os mesmos coeficientes dos fluxos angulares
nos contornos, multiplicados por constantes devide & integragio
das exponenciais presentes, e a divis3o pelo valor de a ou de b.
Estabelecido o numero total de coeficientes a determinar para
obter as expressdes dos fluxos angulares médios e nos contornos do
dominio, resta agora construir um sistema linear compativel (com o
mesmo numero de equagBes e incdgnitas) , baseado na aplicagdo das
condig¢®es de contorno, do qual ser3o obtidos os valores numéricos
desses coeficientes. Aplicando as condigdes de contorno sobre as

equagdes (2.2.17> e (2.2.182>, em x=a e y=b, resulta

g, = [Hx £ ?’uxo] cz2.2.280
e

woo= [H * ] i 2.2.29
b Y Yo y=b

que totalizam 2GM equagdes. Havendo 4C eM # coeficientes a

1



determinar, devem ser utilizadas 4CGMY? - 2GM equagdes auxiliares
para obter o fechamento do sistema. Utilizando-se a definig3do dos

fluxos angulares médios em x=a e y=b,

N o
1
w:xCaD = = JoyriCa,y) dy £2. 2. 300
e
wd b = L | Wk, b dx ) c2.2.31>
my 5 m

s8o incorporadas 2GM equagdes adicionais para o sistema. As acem?
- 4GM equag8es restantes sS3o obtidas usando a propriedade de
diferenciabilidade das sol ugdes encontradas. Dessa forma,
derivando-se as equagdes (2.2.17> e (2.2.18), e aplicando-se as

expressdes resultantes em x=a e y=b, resulta

a* a* 2
_ G{ * w é] k =1,2,...,20GM —-=2GM cz2.2.32>
“<€ - X o
dxk dxk ~
x=a X=a
e
a* a* 2
v _ [H x ] k =1,2,...,20GM%-26M . (2.2.3®
k -\.-y = L ¥ Nyo
dy dy
y=b =
Essas relagdes fornecem 4ceM>?-4GM  novas equagdes. Assim, o

i8



sistema formade por (2.2.28, ((2.2.29, (2.2.30, ce.2,31>),
€2.2.32> e (2.2.33) contém as 4CGM~ equa¢gdes necessarias para
determinar os valores numéricos dos coeficientes.

O sistema construido a partir da aplicag8c das condig8es de
contorno possui apenas componentes numéricas, e portante n3o
requer o emprego de operagfes simbdlicas para a sua resolugio.

Esse sistema ¢ resolvido pelo método de Gauss com refinamento.

2.3 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta segfo s3o apresentados os resultados numéricos obtidos
através do emprego da formulagdo LTSN em duas dimensdes, para
problemas em meios homogéneos e heterogéneos. Esses resultados sdo

comparados com dados disponiveis na literatura [2,3).

2.3.1 Problemas em meio homogéneo

Inicialmente, a formulagio LTSN bidimensional foi aplicada na
resolug8o de um problema com espalhamento isotrépico em uma placa
quadrada medindo 20cm de lado, com uma fonte emi tindo 1
néutron/cm’s localizada Junto a um de seus vértices. A placa ¢

mostrada na figura 2.1

18



Vacuo —4cm—
R regiao de

e f| 4cm
] u

g’ -
Z0cm e a

s U

p | lcm a

e C

c | =1|1cm u

1 0

Ref . espec.
——20cn———
Figura 2.1 - problema de espalhamento isotrépico em uma placa

As quadraturas angulares de ordem 2, 4 e B

foram utilizadas

para calcular a corrente parcial emergente do trecho do contorno

indicado na figura como regifo de fuga. A corrente parcial €J2,

que representa a fuga de néutrons aoc longo

contorno do dominio, & calculada a

de um trecho do

partir dos

transversos emergentes do contorno :

“ymax
Jx = E: How J mexo,yD dy

=20

fluxos angulares

C&. 3.%5.32



calculado ao longo de interfaces verticais, e

OM.~ 2

Xmax
Jy = E: n @ J mex.yd) dx €2.3.1.2
g Xmin

sobre interfaces horizontais. Nessas equagdes, Xy pode assumir os

valores O e a, e Yo ©S valores O e b. Nas definigBes das
correntes parciais s3o tomados apenas os valores de m
correspondentes a fluxos de saida; por essa raz3do a soma que
define J possui GM/2 parcelas. Os valores dos limites de
integrag3o para o problema s3o Xmin = ymin = 1Bcm € Xmax = Ymax =
20cm

Valores de J sobre a regifio de fuga indicada na figura S s3o
comparados com resultados obtidos a partir dos métodos LN e
SCGF-ExpN [3]. As tabelas 2.1 e 2.2 mostram os resultados numéricos

obtidos para dois valores de se¢3io de choque de espalhamento [12).

No primeiro, o = 0,99 c:m“1 e no segundo.as= O,5 cm_i. Em ambos os
£=1

casos, a segdo de choque total o, € igual a 1 cm .

Tabela 2.1 - Corrente parcial emergente para @ - 1 e o= 0,99
LTSN LN CN=4> SGF-ExpN CN=4D>
Ordem da Nodos Nodos

quadratura J espaciais J espacials J
S 3,0.10°% S 5,2.10 "
4 4,8.107° 10 1,2.107° 10 4,3.107°
20 6,0.10°° 20 &31077
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Tabela 2.2 - Corrente parcial emergente para ol= 1 e os= 0:5

LTSN LN CN=4> SGF-ExpN CN=4)
Ordem da Nodos Nodos
quadratura J espaciais J espaciais J
10 3,0.107*° 10 s,0.10° %
4 3,7.100 ** 20 3,0.10 20 ~ - T
40 B,0.10 ** 40 $ ol 100 T

Os valores obtidos para a corrente angular através do método LTSN,
que usa pontos de quadratura de Stamm’ler [13]1, apresentam
razoavel concordancia com os calculados através dos métodos LN e
SCGF-ExpN, que usa pontos de quadratura do programa TWODANT [3). E
possivel que a discrepincia verificada entre os resultados se deva
ao fato de que nenhuma aproximag3o foi feita no desenvolvimento da
formulagdc LTSN para os fluxos angulares transverscos, utilizados

na avaliagio da corrente parcial emergente.

2.3.2 Problemas em meio heterogéneo

Nos dois problemas seguintes, a formulag8o LTSN bidimensional
¢ empregada para obter a solugio da equagdo de transporte SN em
meios heterogéneos. A placa mostrada na figura 2.2 contém uma
fonte que emite 1 néutron/tmzs. e apresenta diferentes segdes de

choque na regido da fonte e no restante de sua extensio.
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Uacuo

R regiao de fuga
i
U
S0cm e a
s C
p | 1lcm u
€ 0
c | §=1(1cm
Ref . espec.
% 50cn {
Figura 2.2 - Problemas em meio heterogéneo
O primeirco problema heterogéneo, que considera espalhamento
linearmente anisotrépico, tem &, = 0,8 cm * , oF 0,4 cm* e ¢ =
0,2 cm * na regific da fonte, e ¢ =1 cm’, o = 0,95 cm® e o =
L 80 51

0,5 cm ' no restante da placa. No segundo problema, para o qual o

espal hamento & isotrépico, e B 0,8 cm™* e g = O na regidc da

fonte, © para o restante da placa > = 1 em? o o= o,e cm-i. A

tabela 2.3 apresenta os valores obtidos para a corrente parcial
emergente da regifo de fuga indicada na figura 2.2, para o
problema envol vendo espalhamento linearmente anisotrdépico [12]). A
tabela 2.4 mostra os valores correspondentes para o problema de

espalhamento isotrépico [12].
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Tabela 2.3 - Corrente parcial de fuga para o problema anisotrépico

LTSN LN CN=4D SGF-CN (N=4D>
Ordem da Nodos Nodos
quadratura J espaciais J espaciais J
4 2,0.10™° 20 1.4.507" 20 2,5.10 ¢
50 3,3.10™° 50 2,6.10"°

Tabela 2.4 - Corrente parcial de fuga para o problema isotrépico

LTSN LN CN=4> SGF-CN CN=4>
Ordem da Nodos Nodos
quadratura J espaciais J espaciais J
4 2.2.40™° 20 1,2.107° 20 3,5.10°°
50 3,0.10™° 50 8,0.10°°

Os valores obtidos para a corrente parcial sfo comparados aos
resultados fornecidos pelos métodos LN e SGF-CN [2]), sendo

utilizados os mesmos conjuntos de quadratura empregados nos

problemas em meio homogéneoc. A maior discrepancia entre os
resultados se deve as dimens®es da placa (S0x502, que ocasiona
erro de arredondamento no método LTSN, exigindo aritmética de

precisfo extendida para a obteng3o de resultados mais precisos.

E importante enfatizar gque nenhuma aproximagio foi empregada
no desenvolvimento da formulag3i3o LTSN bidimensional. Essa
caracteristica do método LTSN & também verificada na solugl3o de
problemas tridimensionais. Este tdépico constitui o tema de

discussdo do préximo capitulo.
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3 A FORMULAGAO LTSN EM TRES DIMENSOES

O tratamento de problemas tridimensionais segue
essencialmente o mesmo sistema de resolugSo da formulag3o LTSN
em duas dimens®es. E descrita a seguir a solugSo do problema de

ordenadas discretas em trés dimensdes.

3.1 EQUAGCES SN TRIDIMENSIONAIS INTEGRADAS

O probl ema tridimensional de ordenadas discretas,
considerando modelo de multigrupo e espalhamento anisotrdpico em

um paralelepipedo (0fx<a, O<y<b, 0<z=c), &€ escrito como

aw:Cx,y,z) awiCx,y,z) aw:Cx,y,z)
Ci—fzji/z M + 7 + F +
m m 3¢ m ay m o=
G M
g - " g99° B
ortyum(x.y.z) QUx,y,2) + Z Z o-amnwnwan,y,zb i m L@y s v o oMy
g':l n=1

C8.1.12

sujeito as seguintes condigdes de contorno, que abrangem os mesmos

tipos considerados no modelo bidimensional Cver segfo 2.1



¥
mex, 0D

w"c x,bd
m

z
wmc >, 0D

mex. b>

x .
rmeO,y)

X
mea y Y2

-4
r,umCO. YD

4
v,umCa.y)

HC-82

HC-82

HC =8>

HC =8>

HC -85

HC -9

HC -8

HC =82

FYC0
m

G:CxJ

ufcso
m

VEC
m

3
FmC Y2

—X
{:mC Y2

Li(y)

=
{ m( yd

A

Je
x
Ca,yd
Z"’J o
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w,u;CO,z) HC -9 3‘“;Cz) + A z w;fco.zJ €3.1.100

w:Ca,z) HC -9 3:1Cz) + A Z w;Ca.zD €3.1.11D

g

w:CO,z) HC -9 uchJ + A Z W CO,zd €3.1.42

Je
HC -9 ‘V:’nCz) + A Z ¢§Ca.z) . €3.1.13

g

Y
mea.z)

Na equagdo (3.1.1), o termo Em corresponde aco terceiro cosseno

diretor, e o nimero de dire¢des discretas passa a ser M=NCN+2D

Cver apéndice AD, permanecendo as mesmas definig¢g&es do caso
bidimensional para os demais par&metros C(ver segd3oc 2.1D, exceto
para a se¢3c de choque de espalhamento, escrita em termos das

fungBes de Legendre associadas [11]

agg'c;;,:,p',:') % f— Z C2€+1Dag{g.[PszDP£Cp') +

L R . ;

X P'CLOP Cp’)cos[l(:p—qb‘)]] . €3,1.14)
W z
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A exemplo do modelo bidimensional, as condigfes de contorno s3o
também aplicaveis a model os de multi-regiio, i mpondo £
continuidade das solugdes nas interfaces.

Note-se que no modelo tridimensicnal os fluxos angulares
transversos possuem indices superiocores relativos a wvariaveis
espaciais, ao invés do indice referente aoc grupo de energia, que
foi suprimido para simplificar a notag8oc. Isto ccorre porque, no
caso tridimensional, sfo usados fluxos angulares médios nas faces
do dominio, definidos por integrais simples, e fluxos angulares
médios nas direg¢des paralelas as arestas do dominio, definidos por
integrais duplas. Este aspecto da formulagSoc sera mostrado a
seguir.

Procedendo de forma similar aoc caso bidimensicnal, a equagdo
(3.1.1> & transformada em um sistema de treés equagdes
unidimensionais. Integrando a equag3o (3.1.1) nas variaveis Yy

Centre O e b> e z Centre O e ¢, & dividindo por bc, obtém-se

dy
2.1-2 m nm b’ Y Zm z z
CL=E"D T+ __l}er.b) -y Cx.O)] + __[w Cx,cd - Cx,O)]
m m m m m m
dx b c
G M
+ = + sy €3.1.15
atwmx QK Z Z osmhwnwnx 2
g =1 n=4
onde
1 b
wmex) =i chmCx.y.z) dydz 3.1 18D
bec oJ o
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b
Qx> = J JCQKx.y.zD dydz
* oJ o

€3.1.17>

Integrando a equagio €(3.1.1) em x Cde O a ad) e em =z Cde O a cd, e

dividindo por ac, resulta

onde

1
wmycy) = ;; J:J:mex,y,z) dxdz

1 ~c
QCyd) = — rJ Qlx, y,22 dxdz
¥ o

4
m = z
_[wmcy.ﬂ mey.OD]

0

c3.1.18

€32.1.190

(2.1.202

Resultado anilogo obtém—-se pela integragdoc da equagdo (3.1.12 em X

e y, © dividindo por ab
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onde

1 b
QzCz) = — r‘[ A x,y,zd) dxdy
ab JaoJo

Integradas as equagdes SN tridimensionais,

formulagdo LTSN, tal como na seg3o 2.2 .

3.2 APLICAGAO DA FORMULAGAO LTSN

Aplicando-se a transformada de Laplace

(3.1.15), resulta o seguinte sistema linear

onde a matriz ;; & dada por

30

C2.1.21>

C3.1.22)

C€3.1.23

aplica-se a

scbre a equagdo

C3.2.1



A A A
= B's
Ax = : ; . 2.2
A01 292 Ac0
o x o
na qual ng s3co blocos GxG da matriz A , dados por
x
S ,[Cl—fz)“’zn s + 01 - 0% -099% w S ~agg,w
—_ 1 1 L si11 1 siz2 2 adM M
a%9 = «
- A
099’ S [Cl—Ezbi"zn s + o0 1 - %9 4
sSM1 gg”’ M 1 t sMM M
C3:.2.32
e os velores-coluna ; e ; » s8o expressos como
= =
w =col [y , ... , w C3.2. 4D
f €2 {“ﬁx wa]
1=
T - . 3 s DI
fxo col L¢Hx’ . ¢Mx] 5 C3

cujo elemento genérico & definido como

=



- 3. - 48 -
. = ay CO> + _‘[Q’CS,o;- ‘_’cS,ba] + _i[;»’,cS.OD—;-’,cS,cp] + Q
ix 3% & j i P i ] X
F B Ly s M ) C3.2..6D
2. .12 2,172
onde a. = C1-£% o B.= CL-ED . . o
T a.l EJ HJ {?J E.l nl ¥ ?’.I EJ

Analogamente, pela aplicagfo da transformada de Laplace sobre as

equagdes (3.1.18) e (3.1.21), s3o produzidos, respectivamente, os

seguintes sistemas lineares

Ay =y i €3.2.7
Y 'fy fvo
onde
Kii 212. . Z!.CI
ki Y
Ay = ; 4 3.2.8)
KCI! ‘A‘uz- - ZOO
Y Yy Y

em que ng s80 blocos GxG da matriz Ay, dados por
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5 I[C1-EHY%u s + 01 = &% -0%9 -099
i gg- 1 1 L si1d 1 s12 2 s1M M
A99_ .
@ -
0997 . & [C1-E3>'*us + o0 1 - 099’
sM1 gg”’ M 1 L sMM M
€3.2.9
¥y =col [y , ;o €3.2.100
¥y Yiy Yy
=4
v =col [¢ , ... , & , €3.2.11)
fyo qbiy ¢My3

para o qual

o o 7 A —

. _’[;’_‘co,sa—?c.a,m] + By COd + _J[E‘,‘CS,OJ—E?CS,C:] +Q

Jy a J J 1y e J ] 5.4
TR P €3,2.425
e
A2 fz = fzo : CB 2. 18D
onde

a3



e 5 e B 4 -
A a

A 7... A
= = z z
A = . ;
z —_— —
AGL 0z SO0
= 4 =

¢3.2.14>

onde Kgg s3o blocos MxM da matriz Az, definidos de forma analoga

aos blocos correspondentes as variaveis x e y

6 [Es + o) -0 w -9 W
- ey L s11 1 s12 2
A%99 - .
= - -
-o99 & I[Es + o)
sM1 ag” 1 t

sendo os vetores y e
z
S

¢ €|

& também definidos de

-
=

vetores correspondentes nas variaveis x e y

|
|

%; = col [yaz. wReses o MZ]

e

Ezo= col [;12, i g EMZJ ,
em que
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SMM M
C3.2.152
forma analoga aos
(3.2.162
2,172



o B

¢. = _i[ﬁco,s%y_?ka,s)] + _’[@?’_’co,s)—?w,s)] + yw COD + Q
jz J ] ] ] R 4 z
a b
J = drs e naM . (3.2.18>
Observa-se que a forma dos sistemas obtidos & essencialmente
a mesma dos probl emas unidimensional e bidimensional,

modificando-se apenas © numero de sistemas resultantes e a ordem
das matrizes envolvidas. Assim, o método de Gauss-—-Jordan com
operagdes simbdlicas (discutido na segdo 2.2 pode ser aplicado
aos sistemas 3.2.12, 3.2.72 e (32.2.13> para a invers3oc das
respectivas matrizes. Da mesma forma, a técnica de expansdo de
Heaviside pode também ser aplicada para inverter a transformada de
Laplace apds a invers3o das matrizes, obtendo-se expressdes
analfiticas para os fluxos angulares m&édios nas faces do dominioc e
nas diregdes paralelas as arestas do dominioc. A exemple do caso
bidimensional, esse procedimento conduz as seguintes formulagdes
para os fluxos angulares medios e para os fluxos transversos na

fronteira

M
v 00O =Zc g T TR €3.2.19

w  Cyd 3. 2. 202

Ty

I
il
O
L<
0
3
=
|
=
i}
n
3
T
w
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¥
mex,OD

7
wmtx.b)

=
mex.OD

w:Cx,c)

X
meO.yJ

x
mea.y)

A
v Cy,00

=z
Cyred
V’m ¥

3.2.21)

cz.2.22

(3.2.22

C3.2.242

C3.2. 2092

C3.2.262

€3 2. 27D

c3.2.282

C3.2.29



o =1 ¢ Z
¥ C0,2z> = Z §. o P g M €3.2.30
m

ml
L=1
M
x Ba ™= E@
Y Ca,z) = z E =z " e " ¢3.2.31>
m ml
l=1
M
P =k P
¥ 7 ml ml
meO.z) = Z Eml z e C3.2.32)
l=1
M
] 1—1 t 1'x
v Cb,z) = E.x " e €3.2.33
m ml
L=1
Seguindo um procecimento anadlogo ao do caso bidimensional, os
coeficientes Cl. ‘GL, Cl' CL’ Cl.' DI.' i El s8o determinados

pela aplicagfo das condig®es de contorno, através da resclugdo de
um sistema linear pelo método de Gauss com refinamento. Nesse
caso, © sistema gerado contém oceMm ? equagles, & requer 3CGM *~36M

derivagdes sobre as solugdes encontradas

3.3 RESULTADOS NUMERICOS

A formulagdo LTSN tridimensional foi utilizada na resolugi3o
da equagio de transporte SN para um problema em coordenadas
cilindricas. Um reator de altura Bcm e Scm de raio contém no seu

centro uma fonte de raio 2,5 cm emitindeo 1 néutrons/cm's. As faces
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externas do reator apresentam condi¢fo de contorno de supesrficie
livre (vacuod, e as segBes de chogue total e de espalhamento,
validas para o interior da fonte e para o restante do reator, s3o,
respectivamente, o - 1 emt e ag = 0,5 cm . A respectiva equagio

de transporte SN & dada por

g g g
t e K ameu,v,wD . awaCu,v.w) Em ameu,v,wD
C1-"> e + — + —
ha Ju hza o ha o
G M
+ oY wg(.'u.v.w) = QLu,v,wd + Z Z %9 wgéu.v.wb C3.3.1>

: ™m sEmn N N

g =1 n=1

onde u, v & w s8o coordenadas curvilineas a definir, e hi e hz s3o
seus ceoeficientes métricos (ver apéndice B). A fim de possibilitar
a aplicagS8c da formulag8c LTSN ac problema enveolvendoe um reator

cilindrico, foram efetuadas as seguintes mudangas de variavel

X = e cosv . C3.3.2>
Yy = eusenv 63 3D
zZ = w C3.3. 42
Essas equagBes definem as coordenadas curvilineas u, v e w em

termos das coordenadas cartesianas %X, y e z. Nas variaveis x, y e

z, a equagdo de transporte & escrita como
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aw:Cx,y.zD Wi(z.y,z) aw::lCz.y,z:
2. 12

-2 H_ = W = e -

099 w:éx,y,z) : (3.3.5

sEmn n

G
+ or? zp:Cx,y.z) = QAX,y,zd) + Z

g-=1

T i

que coincide com a equag8oc (3.1.1), @ os limites do dominio passam
a ser —oXx<{1lnS, -n{y<m e O0<z<B C(cmd. A condig8co de contorno de

superficie livre passa a ser aplicada nas faces x=1ln5, z=0 ¢ =z=6,

havendo condigdo de reflexdo especular em x=-w, y=-n e y=n, que
correspondem ao interior do dominio original. A mudanga de
varidveis, que corresponde A& transformag8oc w = ez no plano
complexo, € mostrada na figura 3.1 . O emprego da transformagdoc w

= % constitui um caso particular do método de obtengioc de
solugBes para problemas em coordenadas curvilineas, descrito no
capitulo 5.

Para evitar o 1limite infinito em u, fol substituido o
intervalo 0<r<S no problema original, por &{r<5, sendo & um valor
pequeno para o qual seja possivel extrapolar a solugdo obtida para
© centro do reator. Assim, © limite inferior de u passou a ser o
valor finito 1ndé.

A solugio gerada pela quadratura LTSz nas novas variaveis foi
reconvertida as variaveis u, v o oe w, e comparada com valores
numéricos obtidos através dos sistemas ETEFEH e DOT [11], para o
fluxo escalar em fung3o da coordenada radial. Os resultados s3o

apresentados na tabela 3.1 [14,15)
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Plano w

Plano z

z

Figura 3.1 - Transformagdo w = e
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Tabela 3.1 - Fluxo escalar em fung3o da distancia ao centro do

reator

r Fluxo escalar Cnéutrons/cm’s)
Cemd ETEFEH DOT LTSz
0,0 1,00 1,00 1,04
1,0 0,96 0,96 1,01
2,0 0,73 0,80 0,87
3,0 0,21 0,21 0,17
4,0 0,05 0,05 0,01

Os valcores foram obtidos para uma secg8o em z=3cm. Uma vez que o
meétodo LTSN nd3c fornece diretamente valores para o fluxe no
interior do dominic, os resultados tabelados foram obtidos por
interpolag3o, utilizando polindmios de Lagrange.

Os resultados apresentam boa concordidncia com os valores
calculados através dos sistemas ETEFEH e DOT, considerando a baixa
ordem de quadratura angular e o péds-processamento requerido.
Futuramente, com o uso de aproximagdes de ordem superior, em fase
de implementagioc para computadores de grande porte, resultados de
maior precisfdo s3o esperados,

Nos capitulos 2 e 3 foi descrito o tratamento de problemas de
ordenadas discretas multidimensionais, que consiste na cobtengio de

expressdes analiticas para os fluxos angulares médios e para os

fluxos angulares transversos na fronteira, em fung8o das variaveis
espaciais., Além de problemas formulag8c LTSN 6 também aplicavel na
obtengdo de solugdes para problemas inversos em teoria de

transporte, como seri& mostrado no préximo capitulo.
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4 OS PROBLEMAS INVERSOS

Q carater analiticoe da farmulagdc LTSN permite qus sejam
obtidas sclu¢g@es para problemas inversos SN  em tecria de
transporte. Neste trabalho s3o considerados dois tipos de problema
inverso. O primeiro consiste na determinagso dos fluxos angulares
que incidem no dominio, uma vez conhecidos os fluxos escalares no
seu interior. No seogundo tipo de problema inverso, sSo calculadas
as segdes de choque que caracterizam o meio, uma vez determinados

os fluxos angulares emergentes do dominio.

4.1 DETERMINAGAO DOS FLUXOS INCIDENTES

As equagfes (2.2.32 e (2.2.9 estabelecem relages entre os
fluxos angulares na fronteira e os fluxos angulares médios. A
partir de wvalores conhecidos para o fluxo escalar em n pontos do
dominioc, sendo nZM, s8o calculados os fluxos angulares que incidem
no contorno do dominio, utilizando os sistemas (2.2.3) e ((2.2.9).
Para tal, isclam-se nesses sistemas os fluxos de entrada no

dominio, obtendo-se

v = A ;x-ws C4.1.1>
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v =A v -y , C4.1.2>

onde o vetor de termos independentes foi dividido em duas
parcelas, onde figuram os indices "“e" e "s"; a primeira contém
apenas os fluxos angulares incidentes, © a segunda, os fluxcs
angulares emergentes, os fluxos angulares médios na fronteira e a

fonte. Aplicando a transformada inversa sobre as equagBes (4.1.1D

e (4.1.2>, resulta

Yeor A ¥ T Yo C4.1.3
e

f:w: A X ¥, . w;o C4.1.4D
A fim de determinar as componentes dos vetores K:O (=] rzo, &
preciso calcular previamente os fluxos médios e os fluxos

transversos de saida, presentes nos vetores do membro direito.
Ambos os termos s3o calculados com base nos valores fornecidos
para o fluxo escalar nos n pontos interiocores do dominio.
Inicialmente interpolam-se os fluxos escalares em M pontos
vizinhos de cada ponto do conjunto original, dispostos como mostra

a figura 4.1.
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& Pontos originais

o Pontos interpolados

(Exemplo para M=4) 2 LB

b
g

Figura 4.1 — Pontos coriginais e interpolados

Em seguida, calculam-se os fluxos angulares nos pontos do conjunto

original, utilizando—-se o©os valores interpolados dos fluxos

escalares nos pontos vizinhos
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onde @ representa os fluxos escalares previamente conhecidos do
conjunto original de pontos, e @ os respectivos valores
interpolados. O primeiro indice superior se refere aoc ponto do
conjunto original. O segundo indice superior, relativo ac ponto
vizinho, & o mesmo sub-indice da direg3o discreta, como mostra a
figura 1. Os fluxos angulares obtidos nos pontos dados s3o ent3o
extrapolados para as fronteiras, a fim de obter os fluxos
transversos de safida. Os mesmos valores dos fluxos angulares,

integrados numericamente sobre a regido, produzem os fluxos médios
. § k
w;x— - Jiwm w& dy C4.1. 8B

L P R

gﬁ
«

1]

T =

o} E?

<

x
rB
a
X
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Os fluxos médios e os fluxos transversos de saida, descritos pelas
equaglies (4.1.68) e C4.1.7), s3o ent3o substituidos nos sistemas de
equages (4.1.3) e (4.1.4>, obtendo-se as seguintes expressdes

para os fluxos incidentes om termos das wvariaveis x e y

= N R
w (x,0) = Z B e T \ c4.1.89
m mi
L oq
* P
p Cx,bd = Z B o e T : C4.1.9
m mi
=1
< lmi. Smi.y
y CO, ¥y = Z G e ; C4.1.10>
=1
. Lo San¥
mea,yD = E: Dmgr e 4 C4.1.112
i=1
onde as constantes A , B..5 C. e D  s38c conhecidas, ao
mi mu mL mu
contrario do que se verifica noc método direto. Ocorre gque no

problema inverso os fluxos angulares médios s8o previamente
determinados; a substituig83o das equagdes (4.1.8> e (4.1.70 nos
sistemas (4.1.3) e C4.1.4) & uma operagio analoga a aplicagido das
condig®es de contorno para a obtengZo das constantes no método

direto.
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4.2 RESULTADOS NUMERICOS

A partir do problema do reator cilindrico resoclvido na seglo
3.3 através da formulag3c LTSN em trés dimensdes, foi solucionado
um problema inverso envol vendo a determinagioc dos fluxos angulares
incidentes no dominio [17). Nesse problema, os fluxos angulares

médios e os fluxos angulares transversos emergentes do dominio sfo

utilizados para calcular os fluxos angulares incidentes,
conhecidos os valores das segdes de choque total e de
espalhamento. E empregada no problema a aproximag8o LTSz, Os

fluxos incidentes a calcular s3o w£Cr=O,9=O,zD =} w4Cr=O.9=O,zD .
posigdo correspondente ao eixe de reator . A determinagdo dos
fluxos incidentes ¢ efetuada através da resolugdo das equagdes
C4.1.3) © C4.1.42. A partir dos fluxos angulares obtidos, s3o
calculados valores numéricos para o fluxo escalar no eixce central
do reator, os quais s3o comparados aos dados gerados pelo programa

ETEFEH [11] na tabela 4.1

Tabela 4.1 - Fluxo escalar no centro do reator
rCemd |Fluxe escalar Cnéutrons/cm>sd
ETEFEH LTSz
O 1,00 1,07
1,0 0,86 1,05
2,0 0,73 0,79
3,0 0,21 0, 008
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A concordancia entre os resultados ¢ aceitavel, considerando a
ordem de aproximag8o utilizada CLTS2), o que indica a viabilidade
da aplicagdo da formulag3o LTSN a problemas dessa natureza. o)
sistema ETEFEH, tomade como padr3o, emprega uma malha composta de
384 elementos hexadédricos, e utiliza formulagSo Pn.

Além do calculo dos fluxos angulares incidentes, o©o método
LTSN pode ser utilizado na determinag3o dos valores das segdes de
choque total e de espalhamento. O método através do qual sHo

determinados esses parametros & apresentado a seguir.

4.2 DETERMINAGAO DAS SEQGIES DE CHOQUE

Dados os valores dos fluxos angulares médios e transversos na
fronteira, estima-se as se¢des de choque total e de espalhamento
para o meio a partir do reagrupamento dos termos da transformada
de Laplace inversa das equages LTSN. Aplicando-se a transformada
inversa sobre a equag3o (2.2.3) e colocando em evidéncia as segbes

de choque, resulta

Bx o = C s €4.3.1D0

Bx - H C4.2. 22
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cujos elementos b representam vetores-linha de ordem GM, dados por

= 1 1 2 z [ a
b = [wm,... W N s b s W wsies Al e e s ,wuxl % C4.3.3

o & o vetor das seg¢gdes de choque, de ordem ceM?, definido como

¢

11 11 11 11 11
o ==col [o- weos ,~Wos ,...,—-W 08 ,=WOs ,0~—= WOE ,...
< t 1 11 2" 12 M 1M 1 21t 2 22
14 12 1 - 12
pi=s W OS  ,... 0 — wos " ,0=wos ,=W o8 , =W OB, =W Os__ ,
M 2M L M 1 1
12 12 12 Qg ag
o - w os poww w oOs poas w g CF - W o8 2w ow s oy TR W os »y — O8 P
t 2 22 M M L M MM L L 11 4 12
-w orscm.—w craua,a-—- w aguc.. e — W cxaaa.. c a0 - W o 23 » C4.3. 4D
M M 1 21 t 2 2 M M L M MM
e o vetor de termos independentes, de ordem MG, é expresso como
1
dwlx 7,
C = col |u + Q - [yqu,b) = !,UCx,O)] 4 s
® = 1 1
dx b
1
dwux .
“u + Qx — [wMCx,b) = ;uMEx,O)] , ,
dx b
M
dwzx "
K, + Qx == [wth.bD = wle,OD] - 5
dxc b
M
dwux n,,
g =gy & O [w Cx,bd — yw Cx.O)] ‘ C4. 3.5
M x M M
dx b
No caso tridimensional ¢ empregada a equag3o (3.2.12, havendo no
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vetor Cx duas parcelas analeogas ao terceiro terme, correspondentes
as condig¢fes de contorno nas variaveis y e z.

Uma vez que as matrizes Bx e Cx sZc de ordem GMx(GM?, o
sistema (3.2.13) resulta indeterminado. De fato, existem, cem?
segfes de choque de espalhamento a calcular, além da seglSo de
choque total. A exemplo do procedimento adotado na determinag8o
dos coeficientes numéricos dos fluxos angulares, s3c utilizadas as
derivadas dos fluxos para obter o fechamento do sistema. Se cada
equagio for derivada GM-1 vezes, sera obtido um sistema de CGMDZ

equagdes, representado por

Be=0C C4.3.8)
onde B & uma matriz CGM%x CGMX?, escrita como

B = B ¢4, B,

e o vetor coluna ¢ € dado por

b 4
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em

™
»®
o

*Q = 5 [w:c:-c.w - w:Cx.OD] i woE
dx * b

i 4 L 1 1
+» B = = [w(x,b) = wa.O)] 5 GEE§
dsc™ ascM- 1 % B 1 1

2 x n,
+ Q’l - [w;Cx,b) - W;Cx.OD] § R G
dx b
d“w:,
= Q ,_2 wab)—w;Cx.O)] R
dx b
M 1
- wux n, .
Q = y.o Cx b - y Cx.OD] 2
dx" b -
a
d"uax X
+ _[w(xb)—waO)],... L
dx b
M O
i w:x o
= Q = wa.b) - w‘Cx.OD] G BEE 9§
dx b
o
d"vzx n
s [ Cx,b)—w(xO)] " .
dx -
M O
d g™ n,
+ Q—_[w(xb)—w(xO)] v .
dx" dx" - & b
d"wo M-1

que B representa um bloco GMxGM da matriz, dado por

sl

L 3.89



[ 1 1 [e] e} 7
Yix e ¥ e Vi T ¥
1 1 a a
dwix dw“){ dwix dwhlx
dx< dx dx dx
B —3
d(“_1>w1 d(M~1> 1 d:M—1> M d(u—1> M
1% Mx 1x Mx
dxM‘1 dxM_1 dxM_1 dx

Aplica-se a equagfo resultante em x=a, obtendo-se um sistema
numérico desacoplado, formado por GM subsistemas de ordem GM,
cujas matrizes s8o iguais, diferindo nos vetores de termos
independentes. Os subsistemas sSo resolvidos através do método de
Gauss—-Jordan. Em seguida, ajusta-se um polinbmio PCuu’> aocs

elementos de o para os quais 1i=j, que ja foram explicitamente

~

determinados por nio estarem acompanhados do termo o, ho vetor

solugdo o . Aplica-se ent3c o peolindmio encontrade em uma das

~

diregdes discretas, a fim de determinar indiretamente o wvalor de
o, calcula-se inicialmente os. . X PCg#ﬁ). substitui-se o

resultado na posig3o correspondente do vetor solugdo, e iscla-se a

seGdo de chogue total, através da seguinte relagdo

e, & oCid + wPCpu D 5 C4.3.100
L T 1

~

S2



onde o(id representa a i-ésima componente do vetor o.
~ L

O método pode ser aplicado a problemas de espalhamento
isotrdpico ou anisotrépico de qualquer grau; o grau de anisotropia
¢ determinado automaticamente na etapa de ajuste. Os wvalores
obtidos para as segl@es de choque podem ser utilizados como
aproximagdes iniciais para um processo de refinamento iterativo
envol vendo as equagdes c2.2.3> = c2.2.9, a fim de

melhorar a precisdoc dos resultados.

4.4 RESULTADOS NUMERICOS

A formulagdo LTSN foi novamente utilizada na resclugdo de um
problema inverso envolvendo o reator cilindrico mencionado na
seg3o 3.3 . Os fluxos angulares determinados na segdo 2.3, atraveés
do uso da quadratura LTSz em trés dimens@es, s8o agora utilizados
no calculo das se¢gdes de choque total e de espalhamento, fazendo

uso da equag3o (4.3.6D e utilizando também a quadratura LTSz [17).

Os elementos 6Hat-—c%aa, do wvetor o s3c mostrados na tabela
1) "

4.2. Os elementos da tabela para os quais i=) foram submetidos a

um ajuste polinomial, gerando o polin®mio de grau zero os = 0,3638

, que €& o valor estimado da se¢3o de choque de espalhamento. O

valor exato corresponde a os = 0,5.

53



Tabela 4.2 - Elementos do vetor o

T

X J 1 2 3 1
0,4976 0,3331 0,3820 0,3497
0,3535 0,4639 0,2082 O,3766
0,4126 0,36803 0,475 0,3277
00,3656 0,3843 0,4212 0,5187

CEEAI VI

A seogS8o deo choque total foi obtida calculando a média dos wvalores
individuais obtidos aplicando-se a equag8o (4.3.8) aos elementos

de o para os quais i=j . Os valores individuais encontrados foram

-~

o =0,8614 , o = 0,8277, o = 00,8383 e o = 0,8825, resul tando
t1 L2 - L4

como estimativa para a seg8o de choque total o©o valor médio s
0,8527, sendo o seu valor exato igual a g, - )

Além de fornecer a soluglo da equagdo de ordenadas discretas
multidimensional em coordenadas retangulares, bem como a solugdo
de problemas inversos, o©o método LTSN permite a obtengic de
solugdes para problemas bidimensionais em coordenadas curvilineas,

atraves do usco de transformagdes conformes. O tratamento de

problemas em coordenadas curvilineas € discutido a seguir.
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S - PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS EM COORDENADAS CURVILINEAS

A formulagdo LTSN bidimensiconal em coordenadas retangulares
pode ser utilizada para a obteng3c da soclug3c de problemas
envol vendo geometrias irregulares, através do emprego de
transformag8es conformes. Essa técnica permite a resolugdo da
equagido de transporte em dominios convexos pelo métode LTSN,
dispensando a necessidade de discretizagdo do dominio.

Considere-se a seguinte equagdo bidimensional nas coordenadas

curvilineas ortogonais u e v

g g

Cu, v Cu, v
1 6z,vm 1 awm
—_— gy — 4+ — 55 — + or? wgCu,v) = QCu,wvd
hi ™ au hz " v -

G M
+ z Z 099 w wgv‘fu.v:! , €S. 1D
Emn N n

sujeita a condig¢gd®es de contorno anadlogas as apresentadas na segdo
2.1, aplicadas sobre o contorno curvilineo do dominio mostrado na
figura 5.1. Nessa equag30, hi1 e hz s83c os coeficientes métricos
que relacionam as coordenadas curvilineas u e v as coordenadas

cartesianas x e y (ver apéndice B), expressos como

ax ay
hi = —1 + e Cs. 20
o) )

L5



hz = e + A— - e.3

Figura S.1 - Dominic do problema original

Aplicando-se a transformagio de coordenadas do sistema Cu,Vv)
para o sistema (x,y), isto &, as transformagdes ulx,yd e vix,yd na
equagdo (5.1D, obtem—-se a seguinte equagi3o transformada em

coordenadas cartesianas

s T g

dwm(.x.y) meCx.y) . o
pm Er————m——— nm Tt at mex,y) = QUx,y> +

ax ay
G M
Z Z T T T 5. 4>
smnNn N N

g =1 n=1
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Esta equagio esta sujeita a4s mesmas condigBes de contorno do
problema original, aplicadas sobre os pontos correspondentes a

imagem do contorne original no planco x-y, mostrado na figura 5.2 .

Figura 5.2 - Dominio do problema em coordenadas cartesianas

A equagdo (5.4) pode ser entd3o resolvida pela aplicag8o direta da
formulag3o LTSN bidimensional em coordenadas cartesianas,
descrita no capitulo 2 . Obtida a solugdo para o© problema em
coordenadas cartesianas, aplicam—-se as fung8es ulx,y? e vixX,yd
para transferir a solug3oc do problema original ao planoc u-v.

A obtengdo das fungfes ulx,y? e vix,y), que definem a
transformagdo utilizada, € realizada em duas etapas. Na primeira,
parte-se de uma placa para chegar a um circulo, utilizando uma
transformagdo conforme conhecida [8). Em seguida, parte-se do

circulo para chegar ao dominio desejado, utilizando-se as equagdes
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paramétricas que definem o contorno do dominio e as condig8es de

Cauchy—-Riemann em coordenadas polares

e p 9
= vy 5.5
r e
ap a¢
— i Segpe S 2 €S5.62
a8 ar
onde p = Cu®+ vH? e ¢ = tg"Cv/u) . Isclando p e ¢ no sistema
C43> obtém-se, respectivamente, Vzp =0 e qub = 0O . I mpondo a
condig3o de contorno pCro.G) = pOCSD, onde ro © o raio do circulo,
e exigindo que a fungfo plr,8> seja limitada em r=0, obtém-se a
sol ug3o
1 27
eXr,e = éEJ‘ poca> de +
o
©
1 N 27T 2171
b [;_‘0] cosveg J p0C®D cosv® d© + semv@ J pOC@) senpr® de
o o
v=1
€. 7D

Nesta equagio, pOCQD representa a fung3c paramétrica radial do
contorne do dominio. ExpressZ%c analoga & encontrada para ¢
impondo-se que ¢L{0,68) seja finita e que ¢c:—°,9) = ¢0C9). sendo

quCQD a fung8o paramétrica angular do contorno
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mnw
¢Cr,ed = i‘-;r ¢ CO> do +

-2 33

v ZTT kL
cosv8 J qboCGD cospr® de + senvg r qboC@) senv® de
o o

(.82

As equagles (5.72 e (5.8) apresentam o inconveniente de requerer
um grande numero de termos para representar adequadamente a
mudanga de coordenadas. Contudo ¢ possivel obter expressfes
aproximadas para as fungdes Lr,8 e @r,eo, obser vando [
comportamento das solugfes encontradas. A forma da equagdo (5.7
revela que plr,0) reduz-se a expansdo em série de Fourier da
fung3o paramétrica FBFQD em r=r Crestrigdo imposta pela condig3o
de contorno), e suas isolinhas perdem gradativamente o formato do
dominio & medida gque r decresce, tendendo a circunferéncias
concéntricas. A figura 5.3 ilustra o comportamentoc das 1isolinhas
da fungdo p(r,6D.

Considerando ent8oc uma nova definig3o para a fungdo peC(r,02
que apresenta comportamentoe semelhante ao da solugdo exata,
pode-se determinar a fungdo @(r,8) correspondente utilizando-se

uma das condigf@es de Cauchy-Riemann. Definindo a fungido o como
eLr,8) =r + poc93 sech aCr—ro) = CH,. 8

sendo "a'" um parametro de ajuste, e usandec a equagidoc (5.8), resulta
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Figura 5.2 - Isclinhas da fung8oc p(r,82

apo
55 sech aCr—rDD
¢r,8> = ~J > dr + ¢CO0,60 2 5.102
r -+ r pDCQD sech aCr—ro)

A fung3o @¢C0,8>, resultante da integragio, representa a fungdo
paramétrica angular em r=0 . Uma vez que as isolinhas da fungio
eCr,8> tendem a circulos concéntricos quando r decresce, suas
trajetérias ortogonais devem tender a retas radiais. A escolha
mais conveniente para a distribuig3oc dessas retas radiais
corresponde a @¢(0,8> = @ . Dessa forma, o sistema de coordenadas
tende ao sistema polar gquando r tende a zero, e aoc sistema



A figura 5.4

o

adaptado ac contorno do dominio guando r tende a r

isolinhas

mostra um sistema de coordenadas ortogonais baseado nas

construido por meio das equagtes (5.9 e (5.10D.

da figura 5. 3,

e

W. SN
- . S 5,
N | —!HMM-..'/. /."\x.....__..a..

3 .»

Figura 5.4 - Sistema de coordenadas para um contorno arbitrario

B1

ENGENHARIA

BIBLIOTECA

ESCOLA D



Calculadas as fungdes oLr,8) e ¢{Lr,8D, obtem-se as fungfes
uCx,yd e vix,y) através das relages u = pcosgp e v = p seng ,
ficando desse modo completamente definida a transformagd3oc de

coordenadas.

5.1 RESULTADOS NUMERICOS

O tratamento descrito anteriormente foi utilizado na obtengao
da solug3o de um problema envolvendo o dominio mostrado na figura
5.%a . Nesse problema se deseja calcular os valores do fluxo
escalar ao longo de uma curva tragada sobre o dominio. A equagdo

de transporte correspondente é dada por

- 1 aw:Cu,v,w) 1 awiCu,v.wD 1 Bw:Cu,v.w)
A=g>" " |1— pu = *
he 7 du hz v ha ™ 3w

G M

+ cvg wgCu.v.WJ = QCu,v,wd =+ Z Z crgg.w wgéu.v,wD ¥ B, 1.1
t m smn T

g"=1 n=1
sujeita a condig83o de superficie livre em todo o© contorno. As
segBes de choque total e de espalhamente valem, respectivamente,
o= 1cm_1 e . = O.Scnfi, e a fonte unitaria localizada no centro
do dominic, representada pela regido demarcada na figura 5.5, tem

seu contorno delimitado pela seguinte fung3o polar
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reed 32,3 + 1,5 sen 38 sech C(r-5> . C5.%.2%

As fungdes ulx,y,zd, vix,y,z2 e wix,y,zd), dque definem os

coeficientes métricos h:1 e hz para o problema, s3o expressas como

u=¢0,8+ 1,5 sen 38> cos 8 ? (5, 1.32
v = 00,8 + 1,5 sen 368> sen & CH. 14D
e

w =z . £S, 15D

onde @ = quC'y/xD . Utilizando-se as fungdes ulx,yd) e vix,yd para
efetuar a transformag8c de coordenadas, obtem-se o© problema

auxiliar correspondente, que consiste na equagdo de transporte SN

:3

cad Cbd

Figura 5.5 - Problemas original e auxiliar
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em coordenadas retangulares, sujeita a condig@es de contorno de
superficie livre nas faces da placa mostrada na figura 5.5b

Aplicando-se a formulag3o LTSz em coordenadas retangulares,
obtem—se a solugl3o do problema auxiliar, que & também valida para
o problema no dominioc irregular, bastando efetuar um mapeamento a
fim de estabelecer a correspondéncia entre os pontos da placa
retangular e do dominio original. Essa correspondé&ncia &
representada na figura 5.5, que mostra os pontos sobre os quais
sdo calculados os valores numéricos para o fluxo escalar em ambos
os sistemas de coordenadas. Os valores numéricos do fluxo escalar

nos pontos mapeados s8oc mostrados na tabela S.1.

Tabela 5.1 - Fluxo escalar nos pontos mapeados

Pontos Fluxo escalar

Cnéutrons/cmzs)

1 e 1" 1,04
2 & 2t 1,01
3 e 3’ 0,87
4 e 4’ 0,47
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& TEMPQ DE PROCESSAMENTO

O tompo total deo execugfo do programa foi avaliado para as
quadraturas Sz, Ssa e Seo, em problemas bidimensionais com
espalhamento isotrépico, para uma regifo e um grupoc de energia.

Foram utilizados computadores IBM PC modelos XT, 286 e 388SX com

clocks de 10, 12 e 33 MHz respectivamente . O céddigo foi
programado no editor QBX (Quick-Basic Extended, editor do
Microsoft Basic Compiler vers3o 7.0), e executado no préprio

ambiente, ainda no modo interpretado., A tabela 6.1 mostra o tempo
de execugdo para os trés modelos citados, com o© coprocessador

habilitado e desabilitado.

Tabela 6.1 - Tempo de processamento do programa
N Tempo (minutosd
XT =286 3865X
2 20 13 S
4 40 25 8,2
5] 640 400 120

Verifica-se a partir dos resultados apresentados na tabela 6.1,
que a resolug8o dos problemas considerados & executavel em

computadores de pequenco porte, sendo contude necessarioco que o

equl pamento disponha de coprocessador.
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7 CONCLUSBES

A principal vantagem do método apresentado reside no fato de

possibilitar a extens3o da formulagdo LTSN para a solugdo de

problemas multidimensiconais de ordenadas discretas, sem que
quaisquer aproximagdes sejam feitas ao longo de seu
desenvol vimento. Além disso, a solugdo ¢é expressa em forma

analitica, tanto para os fluxos angulares médios quanto para os
fluxos angulares transversos na fronteira, e ndo exige
discretizag8o do dominio no tratamento de problemas em meios
homogéneos, mesmo para geometrias complexas. Assim, o© erro
acumulado na obteng3o das sol ugdes se deve apenas ao
arredondamento nas operagdes aritméticas efetuadas durante o
processo de invers3o das matrizes e no cllculo dos pdlos e
coeficientes numéricos dos fluxos angulares.

Os fatos acima mencicnados devem justificar as discrepancias
verificadas entre os resultados numéricos obtidos através dos
métodos LTSN e SGF-ExpN, uma vez que no método SGF-ExpN &
utilizada uma exponencial com constante de decaimento igual a
segdo de choque de absorgio do meic para aproximar os fluxos
angulares no contorno do dominio, enquanto no métode LTSN os
fluxos angulares no contorno apresentam uma formulagdo analitica.

A viabilidade de aplicagd3c da formulagdoc LTSN a problemas
inversos é atestada pela razoavel concordncia dos resultados

numéricos obtidos através do emprego com os dados da literatura,



para baixa ordem de quadratura angular. A aplicag3o a problemas em
coordenadas curvilineas depende essencialmente da formulagio em
coordenadas retangulares, uma vez que a solugio obtida &
transferida através de mapeamento para o dominio original,
operagifio que n3io envolve erro de arredondamento significativo.

E importante salientar que as solugdes apresentadas neste

trabalho foram obtidas em equipamento de pequenc porte. Os
resultados foram gerados em um microcomputador 3BB8-SX para
quadraturas angulares de ordem 2, 4 e 6 em problemas

bidimensionais, e de ordem 2 para problemas tridimensionais,
atingindo tempos de execugio viaveis ja na utilizagio do cddigo
fonte, executado via interpretador. A implementagio do sistema em
equi pamentos de maior porte e a elaborag3o de futuras versdes
otimizadas e compiladas devera& permitir, no futuro, o emprege de
quadraturas angulares de maior ordem para o tratamento de
problemas consideravelmente mais complexos, como © planejamento de
doses em processos de radioterapia e identificagio de camadas

rochosas para prospecg3o de petrdéleo.
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APENDICES

A A EQUAGAOC DE TRANSPORTE

A equag8c de transporte & obtida a partir de wum balango de
particulas sobre um volume de controle no espago das fases
Cx,y,Z,vx,Vy,vz, D, onde vx,vy e vz s3o as componentes da
velocidade e t € o tempo, considerando os mecanismos através dos
quais as particulas envelvidas entram ou deixam o© volume de

controle estabelecido [10]

- fontes - fornecem particulas ao volume de controle;
- transferéncia de particulas através da interface - os limites
geomélricos do volume de controle COxitdx, y*dy, z*dzD sdo

transpostos por particulas que o penetram ou o abandonam ao longo
de suas trajetérias;

— colisBes — ao colidir com os nicleos dos Atomos do material no
qual se propagam, as particulas podem sofrer espal hamento,
absorg3o e reagdes. No caso de espalhamento, as particulas podem
transpor os limites Cvx*dvx, vy*dvy, vzidvz) do volume de controle,
através de alteragd@es na direg3o de propagag3do e no mddulo da
vel ocidade,

Assim, o balango de particulas no volume de controle pode ser
expresso da seguinte forma [10]

Variag3o do numero de particulas no tempo = fonte + variagdo

devida a transferéncia através da interface + variagdo devida as

T3



colisdes.

No trabalho proposto, a variavel de interesse n3o & o nudmero
de particulas, mas o fluxo angular ¢ = vn, onde v € o médulo da
velocidade e n & a densidade de particulas. Além disso, as
coordenadas de interesse no espago das fases s8o x,y,z,u.,n.f @« E ,
sendo u, n e ¥ os cossenos diretores que definem a direg3oc de
propagag3oc da particula, e E ©o wvalor da energia cinética, em
substituigS8o aoc médulo da velocidade. Uma vez que o trabalho tem
como cbjetivo a obteng3c de solugdes para a equagdo de transporte
em regime estacionario, a variavel t n3o figura no espago das
fases considerado.

Definidas as novas variAveis do espago de fase, a equagido de
transporte & expressa em termos do fluxo angular da seguinte forma

[(10]

Q. Vy + ol Im J USCE—E'.Q-Q‘) wix,y,z,E’",Q'> d'dE®* + Q , CA.1D
o Jan

onde o primeiro termo no membro esquerdo representa a migragdoc de
particulas e o segundo abrange todos os eventos ocorrideos durante
as colisBes. No membro direito, a integral representa o termo de
fonte por espalhamento, e Q constitui uma fonte interior. A

variavel Q & o vetor unitario que define a direg3o de propagagdo,

cujas componentes s3c os cossenos diretores u, n e I . Os

parametros AR s3do, respectivamente, as segdes de choque
s

macroscopicas total e de espalhamento, que representam a
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probabilidade de ocorréncia dos eventos associados por unidade de
distancia percorrida. O subscrito 47 no termo de espalhamento,
indica que a integragdc ¢ efetuada sobre todas as diregdes
possiveis, varrendo totalmente uma esfera de raio unitario. Na
formulag8So SN, a variavel 2 & discretizada, tornando finito o
numerc de diregdes de espalhamento. A composigdo das diregfes de
espalhamento é obtida através de combinag®es apropriadas entre os
N valores discretos dos cossenos diretores u, n e Z. No trabalho
proposto, esses valores discretos correspondem aos zeros
fornecidos por Stamm’ler e Abatte [13], e © critérioco de selegdo
das possiveis combinagBes & baseado nos indices dos cossenos
diretores : se i+j+k = N2 + 2, a combinagdo Cyin%,ka
corresponde a uma direg3c discreta possivel [14])]. Essa condigdo
coincide com a exigéncia de que o vetor Q seja unitario, ou seja,
uf + n? + E: = 1 somente quando it+j+k = N2 + 2. A situagio =]
mostrada na figura A.1 [13), que mostra a esfera unitaria e as
combinag@es vAlidas entre cossenos diretores; quando o critério de
selegd3o € cumprido, a extremidade do vetor 2 atinge a superficie
da esfera. O numero de combinag®es que obedecem aoc critério de
seleg8o & igual a M = NCN+2D, para problemas em trés dimensfes.
Para problemas em duas dimens8es, s3c tomadas as projegdes das
direg®es originais scobre o planoc x-y, isto &, o cossenc diretor
¢ suprimido. Uma vez que as diregdes s3o distribuidas de forma
simétrica sobre a superficie esférica, o valor de M se reduz a

NCN+2>~-2 em problemas bidimensionais; cada par de direg¢des
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Cu,my22,Cu,n, &2 seria convertido em wuma Unica diregfo discreta
Cu,7n2 no plano x-y. Para o© caso unidimensional, ndo existem
combinag8es entre cossenos diretores, de modo que os valores de M

e de N coincidem.

i1

4

My

Figura A.1 - CombinagBes entre cossenos diretores para N = 4

Além da aproximag8oc SN, & utilizado o modeleo de multigrupo,
no qual a energia também & discretizada, sendo os intervalos
resultantes denominados grupos de energia. Discretizando-se as

variaveis Q e E, e escrevendo o operador Q.V¥ em coordenadas
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cartesianas, obtém-se as equagtes de ordenadas discretas

utilizadas neste trabalho :

W:Cx.y,z) W:Cx.y.zD awiCx,y,zb
172
CL=ED H_ * m + Em +
% ay oz

G M

9 = L R

o'l meX.y.z) QAx,y,zd + Z Z asmnwhwan,y,z) i CA. 2
g-=1 n=1
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B COEFICIENTES METRICOS

Os coeficientes métricos de uma transformagio s3o obtidos a

partir da definigio de distaAncias entre pontos vizinhos em

diferentes sistemas de coordenadas. Considere-se os pontos pi e p2

no plano cartesiano, separados pela distincia ds, definida pela
expressio

2 S S
ds = [Cdx} + (dy)z] CB.1)

Aplicando uma transformag3oc f para o sistema de coordenadas
crtogonais Cu,v), s3o obtidos os pontos g1 = f(p12 e gz = f(p2d
Esses pontos n3o se encontram, em geral, separados pela mesma

distancia ds, uma vez que

2 2412

ds = du 4 ey CB. 2>

]

Os fatores multiplicativos 8s-/8u e 8s/8v s3o chamados coeficientes
métricos da transformag3o, denominados, respectivamente, hi e hz

Esses coeficientes podem ser definidos diretamente em termos das
coordenadas envolvidas na transformagZo. Dividindo a equag3o

CB.1D> por du, obtem-se

ds s 12 oy 2Za1-2
hi = — = T e (B. 3
au du au
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Analogamente, dividindo a equagdo (B.1) por dv, resulta
ds

hz = — = T + = CB. 40
av

Os coeficientes métricos s3o utilizados na definig8oc de operadores

diferenciais em sistemas de coordenadas ortogonais generalizadas.

Para o caso especifico da equag3oc de transporte, o operador
diferencial de interesse & Q. Vy " definido para um sistema

arbitrario de coordenadas ortogonais como segue

g g
1 6meu,vD 1 ameu,vO
Q.Vy = — == et .
W B + 0. CB. 5>
hi du hz av
que constitui, na equag8oc de transporte, o termo relativo a

transferéncia de radiag8o através da interface do volume de

controle Cver apéndice AD.
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C ESTIMATIVA DO ERRO ACUMULADO NA INVERSAO DAS MATRIZES LTSN

O principal cbjetiveo da invers8o das matrizes LTSN € o de
calcular os pdlos das fungdes racionais que definem as
transformadas de Laplace dos fluxos angulares. A invers3o das
matrizes LTSN introduz alteragfes nos valeores dos pdlos, devido ao
elevado numero de operagdes aritméticas seqiienciais requeridas;
essas alteragdes constituem a principal causa de erro na
determinagdo dos valores dos fluxos angulares. Neste apéndice &
ocbtida uma estimativa da ordem de grandeza do erro introduzido nas
fung®oes racionais contidas nas matrizes LTSN e sua infludncia
sobre os valores dos respectivos pdlos e dos fluxos angulares

correspondentes.

C.1 ESTIMATIVA DO ERRO PRODUZIDO NAS OPERAGIOES ARITMETICAS

Considere-se um numerc de precisde finita, cujo valor
aproximado da respectiva incerteza & conhecido. Esse numerc pode
ser expresso em termos de seu valor esperado, através da seguinte

equag3io

a = <a> * Aa ce.1.13

onde <a> representa o valor esperado de a, definido como
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+Aa
<ar = Ja x PC>xD dx i cC.1.2D
a

Aa € a incerteza associada, gque delimita o intervalo no gqual est3o
contidos todos os possiveis valores de a, e PCxD & a distribuigio
de probabilidades para os valores ac longo do intervalo. Essa
representagdo serd utilizada para avaliar a propagagfc de erro nas

operagdes aritméticas envolvidas na inversZo das matrizes LTSN,

C.1.1 Soma de nUmeros com precisfo finita

A operag8c a+b pode ser expressa em termos de valores

esperados como
a + b =<a> * Aa + <b> * Ab = <a> + <b> * CAa + AbD €. 1.1.13

Assim, a incerteza de a+b & igual &4 soma das incertezas
individuais de a e b. Esse valor n3o representa o erro associado a
operagioc, uma vez que a incerteza & © maior valor possivel para o
erro, e portanto os resultados <a> + <b> + Aa + Ab e <a> + < =
Aa - Ab constituem combinages bastante improvaveis entre os
diversos valores possiveis de a+b. Uma medida representantiva para
erro associado a operagio € dada pelo valor esperado do desvio em

relagdo a <a> + <(b>, definido por
81
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{eCa+bd> = [(<Ca+bd®>

Z2. 172

€CC. 1.1.2>

onde as parcelas do membro direito da equag8c s3o dadas por

+Aa b+Ab
<Ca+bd® = Ja Jb
a—AaJb—-Ab

<a+b>? =

Como os valores de a
equagdes CE.l. . B

respectivamente, como

+Aa b+Ab
(Ca+bd®> = Ja Jb
a—AaJdb—-Ab

A forma especifica das fungSes Px(Cx) e PyCy) depende da

[Cx+yd PCx+yDJz dx dy

Cx+y2 PUx+yd dx dy

s3o independentes

e €CC.1.1. 4>

[x PxCx) + y PyCy>1? dx dy

[x PxCx) + vy PyCyd] dx dy

dos

podem

CC.1.3.3
CC.1.1. 4>
valores de b, as

ser reescritas,

CCi 1 15D

CC.1 1,60

sequéncia

de operagdes envolvidas na obteng3o dos valores de a @ b. Se a e b
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s8o valores de entrada, isto &, n8o s3o o resultadeo de operagdes
anteriores, todos os possiveis valores individuais de a & de b s3o
considerados igualmente provaveis, e assim as equagdes (C.1.1.5 e

CC.1.1.82 reduzem-se, respectivamente, a

2 1 +Aa cb+Ab 5

<Catb2™> = — Ja Cx + y2" dx dy S G, [, VR 0
4AaAb Ja—-AaJb—-Ab

(=]

, 1 +Aa b+Ab &

Ca+hy™ = |/ Jﬁ Cx + yD dx dy » Ce.1 182
4AaAb Ja-Aaldb-Ab

visto que as distribuig@es Px(Cx> e Py(yd) sio consideradas

uniformes. Calculando as integrais em (C€C.1.1.7) e (C.1.1.8), e

substituindo o resultado em (C.1.1.2), obtem-se uma relagdoc entre
as incertezas das parcelas envolvidas na operagdc de adigdo e o©

valor esperado do errco para o resultado obtido

caad® & capn e

<gCat+bd> = . CC.1.:1.8D
2

E preciso agora estimar o©o valor mais provavel para o termo
2 12 :

[CAad ™+ CADbD) , que neste caso corresponde a média, uma vez que

as grandezas envolvidas n3do representam numeros afetados de

incertezas, mas valores deterministicos. Colocando em evidéncia a

maior parcela, e supondo-se gue cAad?®> CAb)z, obtém-se
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<eCa+bd> = 3 %aa 11 + CAb Aad%IYZ = 3 %pa 11 + 172

CCe1.1.102

Una vez que Aa e Ab s3o valores positivos, x varia entre O e 1,

e seu valor médio resulta

1

Jn + 1% dx = 1,148 £e.1.3.8945
o
obtendo-se, dessa forma, a seguinte express8o para o valor

esperado do erro associado a operag3o
12
{egCa+bd> = 1,148 (3 Aad CL: 103,120

Pode-se agora estimar a propagagl3co de erro provocada pela
operagdo, comparando o resultado obtide com © valor esperade do

erro de uma das parcelas da soma

12

1 +ha 1 +Aa 2 —
LECady = J— o cdx — “——Ja x dx = 32 Aa (. 1.%.133
a

2AaJa-Aa =2haJa—-Aa

Assim, © valor esperado do erro relative para a soma de dois dados
de entrada € cerca de 1,15 vezes maior do que o valor esperadc do

erro da parcela que possui a maior incerteza individual. A equagi3o
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(C.1.1.13> & valida apenas quando a ¢ b s3co dados de entrada.
Obser ve-se que, embora as distribuig8es dos valores possiveis para
a e b, dadas pelas fungBes Px(>x0 e PyCy), possam ser consideradas
uniformes, o mesmo nio cocorre com a distribuig8doc dos possiveis
resultados de a+b, cujo grafico & mostrado na figura C.1 . Note-se
que para produzir o resultado <a> + <b> + Aa + Ab, & necessario
que os valores especificos de a e b sejam respectivamente <{a> + Aa
e {b> + Ab. Existe, portanto, apenas uma combinag3c de valores
capaz de preoduzir esse resultado. Entretanto, existem muitas
combinag@es entre os possiveis valores de a e b que produzem o
resultado <a> + <{b>. A probabilidade de ocorréncia dos resultados
intermediarios aumenta de forma linear a medida que se aproximanm
de {a> + <b> pela direita ou pela esquerda, de modo que a fungio
de distribuig3o para o resultado a+b apresenta um pico no valor
{a> + {(b> e decresce linearmente em diregdo aos limites do
intervalo <a> + <(b> * CAa + Ab) . A cada operag3oc posterior, as
distribui¢gdes de probabilidades sofrem alteragdes que provocam
mudangas nos valores esperados dos erros resul tantes. o}
acompanhamento rigoroso da evolug3oc dessas distribuigdes de
probabilidade ao longo de uma seqiéncia de operagdes aritméticas
constitui uma tarefa bastante dispendiosa. Contudo, ¢ possivel
obter uma estimativa menos acurada, porém praticavel, assumindo
que as distribuig@es de probabilidade permanecem uniformes no
decorrer da seqiiéncia de calculo. Essa hipdtese deve conduzir a

valores superestimados para o erro, uma vez que este constitui uma
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medida da dispers3o dos possiveis resultados em torno do valor

esperado.
1/(ba+Ab)
A
e
i \
A Y
A ,
Py A
;/f \\\\NN\
<a>+<b>-Aa-Ab <a>+<b> <a>+<b>+Aa+Ab
Figura C.1 - distribuig3o de probabilidades para a operago soma

C.1.2 Produte de nimeros com precis3o finita

O produto ab, expresso em termos de valores esperados, ¢ dado

por

ab = <ad><b> % <adAb * <(b>Aa * AaAb CC:1 2.1
O valor esperado do erro associado ao produto entre a e b

e definido de forma analoga ao caso da soma
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<eCabd> = [<Cabd® - <ap>*1'7? ce.1. 2.2

onde
3 +Aa (b+Ab %
<Cabd® = Ja [x PxCx) y PyCy>1% dx dy €C.1.2.2
a—-AaJb-Ab
=
. +Aa (b+Ab .
<ab> = Ja [x PxCxD y PyCy>] dx dy CC.1.2. 42
a—-AaJb-Ab
Novamente, considerando as distribuigdes de probabilidade

uniformes, pode-se reduzir as equagdes (C.1.2.3) e ((C.1.2.40 as

seguintes expressdes

5 1 +Aa cb+Ab "
<Cabd?® = —— Ia x’y® dx dy €C.1.2.%
4AaAb Ja-AaJb-Ab
e
= 1 +Aa cb+Ab =
<ab>? = |[— Ja 3Py? dx dy €. 4. 285
4praAb Ja-Aatb-Ab

Calculando as integrais em (C.1.2.5 e (C.1.2.8), e substituindo

em CC.1.2.2D, resulta
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{a>Ab + <{b>Aa

<gCabd> = . cCc.1.2.7>

12
3

Una vez que o valor esperado do erro associade a multiplicagio
depende da magnitude dos valores de a e b, & conveniente wutilizar
© erro relativo como parametro de comparagdo entre os erros das
parcelas e do resultado obtideo. O erro relativo, definido como o

quociente entre o valor esperado do erro e o© valor esperado da

variavel, &€ dado por

<eCvd>
eCad = ——— ; CCaA: 2.8

<v2
Essa grandeza € uma medida do provavel grau de contaminagdc da
mantissa de v, para os casos em que © erro depende da sua ordem de
grandeza. Para o valor de entrada (ad e para o produto ab, os

erros relativos resultam, respectivamente

eCad = 3 Y% cAar<add CC.1.2.9
e
<a>Ab + <bd>Aa I Ab
eCabd = = 3 —_— . — CC.1.2.10)
e ™ 8 <ad> <b>

E preciso ainda calcular o valor mais provavel para a soma Aas/<a>

+ Ab-/<{b>, dado neste caso pela média, uma vez que as parcelas

constituem grandezas deterministicas . Colocando em evidéncia a
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maior parcela em mddulo Csuponha-se que essa parcela seja Aa-s<a>),

obtém-se
-3 Ab/< b2 472
eCabd) = 3 CAaa>d ]l + —| = 3 CAa<a>dCl+xd ,CC.1.2.11)
Aars<a>
em que o valor de x varia de ©0 a 1, quando o©o numerador e o

denominador que o compBem possuem sinais iguais, e varia de -1 a O

caso contrario. Assim, o valor médio de x & dado por

x = J x dx = 1.2 CC. 5.2.125

@ © valor mais provavel para o erro relativo do produtoc ab resulta
eCabd = 1,5 [3%CAa<2a>d] = 1,5 eCad CG. 142130

Isto indica que o produto de dois dados de entrada possui um erro
relativo cerca de 1,5 wvezes malior do que o© da parcela que
apresenta o maior erro relativo. Supondo-se que as fungdes de
distribuigdoc permanegam uniformes, pode-se assumir que cada
multiplicag8o efetuada amplifica o erro relative em wum fator de

1:;5
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C.1.2 Divisf3o de numeros com precisdo finita

O valor esperado do erro associado a divis3o entre a e b
pode ser obtido a partir do valor esperado do erro assocciado & ao
produto. Escrevendeo a-b em termos das incertezas individuais

de a e b, obtém-se

~
W

W
I+

Az
33 = CC.1.3:.12
“b>» £ Ab

Ui

Multiplicando o numerador e o denominador por b * Ab, resulta

C<a> * Aad(<b> * AbD
= . CGil.3: 22

<b>%+ 2¢<b>Ab + CAbD?Z

U

No dencminador da equagdco (C.1.3.2D, <b®> >> 2¢b>Ab + CAbd?, de

modo que o resultado a-b pode ser reescrito de forma simplificada:

C(<a> * Aad(<{(b> * AbD

= : . CELl. 3.3
<(b>

O i

Observe-se que o numerador contém o produto ab expresso em fungio
das incertezas individuais, e que o denominador constitui um valor
esperado. Assim, © valor esperado do erro associado a divis3o pode

ser relacionado ao valor esperado do produto ab
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<eCabd> {a>Ab + <{b>Aa
<eCasbd> = - CC.1.3. 4D
<p> 2 3 %> ®

O erro relativo correspondente € dado por

<a>Ab + <b>Aa
eCasbd = = Y €C.1.3.5)
3'72¢a><b>

que © a mesma expressdc cobtida para o erro relativo associado a

multiplicag3o.

C.2 OPERAGJOES ENVOLVENDO POLINOMIOS

Calculados os valores esperados dos erros associados as
operagfes aritméticas, pode-se obter express@es para o erro
acumul ado nas operagdes envolvidas na inversdo das matrizes LTSn,
que consistem em somas, multiplicagBes e simplificagles de
pelinémios.

Considere-se os polindmios p(s), cujos coeficientes s3c ao,
ait, ... , an, e g(s), com coeficientes bo, b1, acistia . bm, sendo
m=n. A soma p(s) + g(sd & expressa em termos de valores esperados

da seguinte forma
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n
pCsd + qCsd = Z (€a.> + b > % <aCa +b >) s* cC.2.1>

k=0

onde © valor esperado para o erro do coeficiente k é dado por

<egCak+bkld> = 1,15 <elakd> |, CC.2..282

O produto entre os polinémios pCs) e glsd) também pode ser escrito

em termos de valores esperados, obtendo-se

n+m k

k
= = - .30
pCs> gCsD> E [<ak—i.><bt> * <t ak—i.bi.>>] s cc.z

k=0 i=0

em que o valor esperado para © erro de ak_sa € dado por

{eCa, .b2> 21,8 £=Ca. . D> : CC. 2,4
k=i 1 k-

L

Os valores esperados para os erros dos coeficientes S, do

pelindGmio pCsdgls) resultam, assim,

<eCe D> = g AST ey = <eCa,_D>] ' CC. 2.5

onde (k) & dada por

fCe> =1 2 n = |k ~nf €C.2.8
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sendo n = intlCn+md2). O fator 1.15“’0 corresponde as fCkD somas

efetuadas entre os produtos a tbi para compor o coeficiente S, o

k
valor maximo de f(Ck) ocorre em k=;, e vale igualmente n. Admitindo
que todos os coeficientes adquiram o valor maximo para o erro, a
equagdo (C, 2.4 torna-se

<eCe O> = 1,15"[1.,5 <eCa, >) . cc.2.7

A simplificagd3o da fungdo racional pCs)-/qCs) & um processo
efetuado em duas etapas. A primeira consiste no calculo de um
polindmio que representa o MDC aproximado entre pCs) e gCsd. Na
segunda, ambos os peolindmios s8o deflatados do polinSmio MDC, caso
este seja encontrado. O MDC entre polindmios & obtido atraves de
um processo similar ao método de Euclides para o calculec deo MDC
entre numeros inteiros, no gqual as sucessivas divis8ies s3o
substituidas por deflag¢g®es entre polindmios. E preciso, portanto,
obter também a expressSo de um polindmio deflatado em termos dos
valores esperados. A fim de obter essa expressio, & necessario,
inicialmente, calcular os coeficientes de um polindmio deflatado.
O polindmio resultante da deflag8o de p(Csd por glsd, cujos
coeficientes genéricos sdo, respectivamente, a e bt’ sendo bn=1.

© dado por
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Ti—m
dCsd = E: al  wEE CC.2. 8
k=0

onde os novos coeficientes ak X s3oc obtidos por meio da seguinte

relag3o de recorréncia

Bl T e - S ¢, 2.8
aplicada recursivamente a partir de a: = an. Obtida a forma geral
dos coeficientes do polindmio deflatade, escrita em termos de
operagdes aritméticas envolvendo os coeficientes dos polindmios
pCsd e glsd, pode-se reescrever os coeficientes calculados em
termos de valores esperados. Note-se que uma Gnica aplicag8o da
relag3o de recorréncia (C.2.9) consiste em efetuar o produto entre
dois numeros de precis3o finita, e em seguida scomar o resultado a
outro numero de precis3c finita., A primeira aplicagioco da relagdo
de recorréncia consiste em calcular ai = @& .= ab O wvalor

-1 n-1 n m-1’

esperado do erro para o produto anbm € dado por

{gCa b 2> = 1,5 <£Ca D> CC.2.100
n m-—4 n

A préxima operagdo consiste em subtrair a do resultado obtido.
n

O valor esperado do erro acumulado nas duas operagdes vale
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<eCa = & b J> = 1,15 <(gla b
n nm

-1 n m-1

‘43> = 1,72 <£Can3> (C. 2,112

Na primeira aplicag8o da relag3o (C.2.9), o valor esperado do erro
é multiplicado por 1,72 . Assumindo que nas aplicagdes posteriores
a propagagdo de erro ocorra de forma semelhante, obtém-se, para k
aplicagdes sucessivas,

¢eCa® 2> = 1,?2k<£Can)> cC.2.12

Esse é¢ o valor aproximado do erro para o coeficiente do termo de
grau n—k do polintmic deflatado, escrito em fungdo do erro do
coeficiente do termo de grau n do polinémio de maior grau.

A relagdc de recorréncia (C.2.8 & aplicavel guando o
coeficiente de maior grau do polindmio divisor € igual a 1. E
necessario, portanto, dividir previamente os polinémios da fungdo
racional pelo valor desse coeficiente, antes de proceder a
deflag8o. Assim, o valor esperado do erro relativo do coeficiente
a_ sofre wum aumento prévio, em geral maior do que aumento
previsto para a divis3o Cver segfo C.1.3). Um valor relativamente
representativo para a amplificag3o do erro nessa operagdo, obtido
através de execugdes do programa para problemas bidimensiocnais
utilizando a aproximag3oc LTSz, se encontra em torno de 2.

Pode—-se ent3o incorporar esse aumento a3 equag3o CC.2.12) a fim de
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obter o erro total envolvido na deflag3c de peolindmios
k J
<sCaw*)> = 2[1,72 <£Can)>] 2 LG, 2.3

Obtida a estimativa para o erro dos coeficientes de um
pelindmio deflatado, torna-se possivel avaliar o erro acumulado na
simplificag83c de polindmios, que consiste no calculo do MDC
seguido de uma deflagSo. O calculoc do MDC, a exemplo da doeflagio,
também envolve operagdes recursivas. Cada aplicag8o dessa operagio
€& efetuada em trés etapas. Na primeira, o polindmic pCsd &
deflatado do polinémio qCs), gerando um polindmio deflatade dCsD.
Em seguida, multiplica-se o termo grau zero do polin®mio deflatado
pelo polinémico -qCs). O resultado & somade ac polindmic resto,
gerando um novo resto rCs). Os valores esperados para os erros dos
coeficientes do novo resto podem ser obtidos a partir dos valores
dos erros dos coeficientes do polindmic deflatado, dados pela
equagdo (C.2.13). O erro dos coeficientes do novo polinémic resto

€ dado por

<ecr® > = 211,72""%sca 331 cc.2. 14
— ™

A equagio (C.2,14) fornece o erro associadoe a uma aplicag3oc da

operagdo recursiva que define o calculo do MDC. Efetuada a

primeira aplicagio, o polindmio piCs) = g(s) & deflatado de gz(s)
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= r(s), repetindo-se o processo até que o novo pelinGmio resto
contenha coeficientes suficientemente préximos de zero para que se
possa considerar a divis3o exata sem incorrer em erro
significativo. Nesta situag3o, o polinmio thSD, obtido apds L’
aplicag®es da operagSo, & considerado o MDC entre p(s> e glsd>. O
erro acumulado nos coeficientes gl do polindmio qle) ¢ dado entdo
por

<£th: D> = ohpy ol o0 333 €C.2.15)
- m
1

O valor de L depende do grau n do pelindmio qLCs), que por sua

1
vez depende dos graus dos polinémios que compd@em a fungdo
racional. As seguintes relagdes empiricas entre 1, n., nem foram

obtidas a partir de simulag¢gBes, utilizando as aproximagdes LTSz e

LTSs bidimensionais

n, & int 2m*”® CC.2.16
v=2cn-npd €C.2.47
> n 2
Ao fim de | aplicagdes, os polindmios pCsd) e glsd) devem ser
deflatados de qLCs), a fim de simplificar a fung83o racional

pCs)-/gls). Dessa forma, o erro estimado para os coeficientes dos

pelindmios pCs) e gqlCs) apds a deflag3dce, tornam-se
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<scal >> = 2, 72PN 0 n 53 ) cc.2.18
- ™

e

<ecb! 5> = 2"y, 72 M escp 559 CC.2.19)
e ™

onde a e b representam, respectivamente, os coeficientes dos

polindmios pCsD e qCsdD apés a simplificagio. O

somatdrio presente nos expoentes & efetuado desde k=0 até k=j, e

vale 1jCj+12. Substituindo o valor do somatério nas expressodes

obtidas, resulta

L]+

<eC ai__j» = 2% 72 <&Ca d>) cC. 2. 200
=
{eC b:;~j3> x> Wiy 7ol UGk, b 3>) cc.2.21)

obtém-se expressdes que relacionam diretamente os valores dos
erros dos peolinfmios simplificados ao valor do erro dos

coeficientes a e b antes da simplificagio.
T n
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Calculados os valores esper ados para os erros dos
coeficientes dos polin®mios resultantes das operag8es de adigio,
multiplicag8oc e simplificag3o, pode-se ent3o avaliar o erro

acumulado na eliminagio de Gauss.

C.2 ERRO ACUMULADO NA ELIMINAGAO DE GAUSS

As operagdes envolvidas na invers3do das matrizes LTSN seguem
essencialmente as mesmas etapas de calculo do processo de
eliminagdo utilizado na inversdo de matrizes contendo coeficientes
numéricos. A primeira etapa ¢ uma divisdo entre fungdes racionais,
que consiste na multiplicagdo da primeira fungdo pelc inverso da

segunda

o= : CC.3.:12

Essa operag8o utiliza, portanteo, multiplicag@es entre polinémios.
A segunda etapa consiste em um produtoc de fungBes racionais, que
também utiliza apenas multiplicagBes entre polindmios. A terceira
etapa € uma adig3oc de fungdes racionais, operagdc que envolve

adigdes e multiplicagdes de polindmios
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p1 pz pigz + pzg1
e Sl CC.8. 2D

g1 gz qigz

A eliminagd3oc de Gauss consiste na aplicag8So dessas trés operagBes
em sequéncia, gerando uma nova fung3o racional pe(s)/qus). O
denomi nador qus) & obtido apds trés multiplicagdes sucessivas
entre pelinémios. O erro acumulado nos coeficientes do polin&mio
de quSD pode ser expressc em fungfdo do valor esperado do erro dos

coeficientes de gls) por meic da equagioc CC.2.7D
an 3
{eChed> = 1,15 [1,5 <£Cbn)>] » Ce.3. 3

onde b e be representam, respectivamente, os coeficientes dos
polinémios g(s) e quSD. O numerador p(s) €& obtido apds trés
multiplica¢gdes sucessivas @ uma adig¢3o. O erro acumulado em cada
coeficientes de peCs) pode entdo ser relacionado aos valores dos
erros dos coeficientes de pCs2 através da aplicag3o sucessiva das

equagdes (C.3.3> e (C.2.2D

(eCae 3> = 1,18°""%11,58° <2ca 1 , ct. 3.4
n

onde a e as representam os coeficientes dos polinédmios pi(s) e
peCs). As fungdes raciocnais resultantes s8c ent3o simplificadas,
isto &, os polindmios resultantes peCsD e qus) s8o divididos pelo
MDC correspondente, gerando os polindmios pBCS) e qBCs). Os

valores dos erros acumulados nos coeficientes de p(s) e g (s)
8 5
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podem ser relacionados aos valores dos erros dos peolindmios
originais p(s) e gls). Aplicando-se a equag3c (C.2.20) sobre o

resultado obtido em CC.3.4D, resulta

In+1

<eCal 5> =z 2y, 728Uy 167y 52 <oca D> CC. 3.5
™

Analogamente, aplicando-se a equag3o (C.2.210 sobre ((C.3.3),

obtém—se

JHLjcj+

<5Cb:1 3> = 24,72 1,168°"12,8° <eCb 3>1> , CC.3.6)

a=3

onde ne e me =sHo os graus dos polindmios p (s) e quSD
e

respectivamente. As equagBes (C.3.5 e CC. 2.8) podem ser

simplificadas, reduzindo-se os fatores multiplicatives a uma base

comum

1+o,7s£j+ljtj+1))+o,do;1+z.ps

LeCas” O X 2 <eCa D> CC.3. 7D
ne-j k

e

<£Cbe:9_j3> 5 pFTOTORNLITRINRCHA0OR,T <&Cb,>> e, 3.8

As equagdes (C.3.7) e (C.3.8B) fornecem, respectivamente, os erros

acumul ados nos coeoeficientes do numerador e do denominador de uma
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fungdo racional apds uma Unica eliminag3o. O numero de eliminag¢g8es
efetuadas seqiuencialmente no processo de inversdoc & igual a
2CGM-1), sendo GM a ordem da matriz LTSN, dada pelo produto entre

o numero de grupos de energia (G e ordem (M) dos G blocos que

comp@®em a matriz : GM-1 eliminag8es sequUenciais s8o requeridas
para eliminar os termos abaixo da diagonal, e outras GM-1 para
eliminar os termos localizados acima da diagonal. E importante

observar que o nimero de @liminagles efeotuadas em segquéncia difere
do numero total de eliminag®es requeridas, que vale ceM-1>7%, e
considera também as operagdes realizadas em paralelo.

A cada sliminagio, os valores de 1 ; sof rem alteragdes,
devido ao crescimento dos graus dos polindmios gque compBem a
fung3o racional. Os valores de m e n podem ser expressos em fungdo
do nimero » de eliminagdes seguenciais ja efetuadas. Para as
aproximagdes LTSz e LTS4, foi verificado que n = vz, e m = - i

: - = 2 .
Assim, pode-se admitir que n = v, & que o valor aproximade de 1

pode ser obtido da expressio

v =~ 2%% % 1) L. 3, 80

\ =

1
2

Ao fim de 2(GM-1) eliminagd®es seqiienciais, os valores dos
erros acumulados no numerador e no denominador das fungdes
racionais que constituem os elementos da matriz depender3o da
linha na qual se encontram, uma vez que todos os elementos de uma

mesma linha sofrem o© mesme numero de eliminagdes durante o
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processo. Naturalmente, come restardo apenas elementos da diagonal
principal, o indice da linha corresponde & prépria posigS3oc do
elemento sobre a diagonal. A dependéncia entre a posig3oc e o erro

acumul ado sera dada por

F

2
E L+0,780j+L j(j+11+0,600 +2,95
=o

¢eCas’ > =2 ¥ <eCa D>
ne-j k
' G B30
para o polindmio numerador, e
Fu &
2 L+o,780)+Lj(j+DI+rO, 600 +2,75
LeChbe’ 3> =z V<0 <eCb d>
ne- k
CE. 3582
para o denominador, onde FCi) = 2C(GM-12> - i + 1, sendo i a posigdo

do elemento na diagonal.

A partir da equagfSo CC.32.10) pode ser calculada a ordem de
grandeza do erro acumulado nos pélos das fung8es racionais das
matrizes LTSN inversas, que correspondem as raizes dos numeradores
das fung@es racionais presentes na diagonal principal das matrizes

LTSN apds a execugio das eliminagdes.
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C.4 INFLUENCIA DO ERRO ACUMULADO SOBRE AS RA1ZES ENCONTRADAS

As alteragdes introduzidas nos coeficientes dos polindmios
durante a eliminag3o de Gauss afetam o valor final das respectivas

ralizes. Considere—-se novamente o polindmio pls), escrito como

a, S‘ , CC. 4.12

[~
v
Ly

pCs2> =

ou, na forma fatorada, como

el
pCsd> = an Cs—stD ' cC.4.2>

A wvariagd3o do valor da raiz calculada S, provocada por

perturbag@es introduzidas nos coeficientes do polindmio, pode ser

estimada a partir da sua diferencial

ds, = é —*1 da. CC. 4.3
k i
da |s
T
onde daL & a perturbagdo introduzida no coeficiente a.. Uma vezZ
que ni3o se dispbe de uma relagio explicita entre s e a,, a

k v

derivada presente na equagdo (C.4.3) deve ser avaliada por meioc da

regra da cadeia
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as ds  adp
—x . x — CC. 4. 4
aa,L dp 8ai

O termo t?]::/aa,t © obtido pela derivagdo da equag3o (C.4.1D :

= st CC. 4.5)

o termo dsk/dp ¢ calculade empregando a forma fatorada de pCsd,
dada pela equag3o (C.4.2D

-2

-1
ds dp n
X n-1
== i - = |C-1D M<s - s g (C. 4.6
dp dsk izk .

Substituindo as equagdes (C.4.6) e (C.4.5) na equagido (C.4.4,

obtem-se

n -1
™ .
ds, = E c-1O"* c¢s, - s>| s! da . ¢, 4,73
k ¢ 3 i k i
1=k
Cada parcela do somatdérico que define a diferencial dsk pode

fornecer uma contribuig83c positiva ou negativa para o valor de
dsk. conforme © sinal de cada perturbagdo dai . A fim de obter uma
estimativa para o valor mais provavel da diferencial, pode-se

tomar o médulo de dsk, dado por
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172
n -

n
_ ; _ zi z 5
= jUszk sj) Sk Cdai) . cC. 4.8

ldsk|

A ordem de grandeza do produtdério presente em (C.4.8) pode ser
obtida com razocavel aproximagic a partir dos wvalores das raizes
para meios puramente absorventes Co; = 02, dadas por s, = mol/pk

Substituindo—-se a expressio de Sk no produtdéric, obtém-se

n
n JUk“k_‘uj
pls~sd Bg — : CC.4.9
. 1 L n
j=k n=-1 n ‘u
k izt J

As perturbagfes dat correspondem aos valores esperados para os
erros dos coeficientes, calculados através da equagdo CC.3.10D.
Assim, substituindo CC.3.10> e CC. 4.9 em C(CC.4.8), resulta uma
expressidc que fornece valores aproximados para o erro acumulado
nos pédlos. A ordem de grandeza do erro acumulado nos fluxos
angulares pode ser obtida apds cada simulagdo realizada, de posse

dos coeficientes numéricos das exponenciais resultantes

172
aM 2

Skx
oy | = z c, e ; CC.4.100

k=o

onde Ck s3o os coeficientes numéricos obtidos apds a aplicagio das

condig®es de contorno do problema, € x representa wuma variavel
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espacial.

Embora os valores estimados dos erros calculados através das
express8es obtidas devam ser maiores do que os valores reais, @€
possivel que as suas ordens de grandeza apresentem concordancia
satisfatdéria, e seja possivel prever, prever, para usco futuro em
sistemas de maior porte, o nimero de digitos requeridos para os
dados de entrada, e a necessidade de implementagiio de rotinas de

aritmética extendida.
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