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RESUMO

Este trabalho traz uma pesquisa feita com alunos do 3° ano do Ensino Médio
de uma escola da rede privada da regido metropolitana de Porto Alegre, na qual o
objetivo foi analisar as contribuicbes do software GeoGebra no estudo da
circunferéncia, transitando entre diferentes registros de representacfes semioticas,
algébrica e geométrica, e utilizando parametros para chegar a raciocinios
generalizados. Para a realizagao desta pesquisa, foi utilizado o estudo de caso como
metodologia. A coleta de dados se deu por meio de observacbes da
professora/pesquisadora, questionamentos sobre as atividades trabalhadas no
GeoGebra, registros escritos feitos pelos alunos e dos arquivos com extensao .ggb.
Foi criado um website com a sequéncia das atividades aplicadas em sala de aula e os
trabalhos finais produzidos pelos alunos, nos quais o uso de parametros foi utilizado
no GeoGebra, com o intuito de levar os alunos a compreenderem os elementos da
equacdao da circunferéncia, generalizar o raciocinio e reconhecer as representacées
grafica e algébrica do mesmo objeto mateméatico. A andlise dos dados coletados
aponta a importancia desta ferramenta ao ter instigado reflexdes nos alunos que os
levaram a compreensao da circunferéncia e das relacdes existentes entre 0s registros
geométrico e algébrico, desencadeando o processo de conversao entre estes
registros, e assim, proporcionando aos alunos o conhecimento global do objeto de
estudo.

Palavras-chave: Circunferéncia. GeoGebra. Registros de Representacéo

Semidtica. Raciocinio Generalizador. Parametros.



ABSTRACT

This work presents a survey carried out with 3rd year high school students from
a private school in the metropolitan area of Porto Alegre, in which the objective was to
analyze the contributions of GeoGebra software in the study of circumference, passing
between different registers of semiotic representations, Algebraic and geometric, and
using parameters to arrive at generalized reasoning. In order to carry out this research,
the case study was used as methodology. Data collection was done through
teacher/researcher observations, questions about the activities worked on GeoGebra,
written records made by the students and the files with extension .ggb. A website was
created with the sequence of activities applied in the classroom and the final works
produced by the students, in which the use of parameters was used in GeoGebra, in
order to get students to understand the elements of the circumference equation,
generalize the reasoning and recognize the graphical and algebraic representations of
the same mathematical object. The analysis of the collected data points out the
importance of this tool in having instigated reflections in the students that led them to
understand the circumference and the existing relations between the geometric and
algebraic registers, triggering the process of conversion between these registers, and
thus, knowledge of the object of study.

Keywords: Circumference. GeoGebra. Semiotic Representation Records.

Generalizing Reasoning. Parameters.
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1 INTRODUCAO

Ao trabalhar durante alguns anos, como professora de Matemaética, com alunos
do Ensino Médio, reparei que eles sentem dificuldades para trabalhar
simultaneamente a Algebra e a Geometria. Logo, notei que o contetido de Geometria
Analitica acaba por se tornar de dificil compreensdo por parte dos alunos. Apos
trabalhar com o Estudo da Circunferéncia em sala de aula, utilizando o recurso quadro
e giz, senti a necessidade de trabalhar este contetudo de forma dinamica, utilizando o
software GeoGebra para estimular o desenvolvimento de um raciocinio generalizador
a partir do estudo de parametros, para proporcionar a possibilidade de compreenséo
global do objeto de estudo por parte dos alunos. Desta forma, essa pesquisa foi
desenvolvida para investigar as contribuicbes do software GeoGebra para
desencadear a compreensao da circunferéncia em suas diferentes representagoes.

Como a Geometria Analitica é um dos conteddos de Matematica do Ensino
Médio que exige dos alunos a transicdo entre pelo menos dois tipos de registros de
representacdo: a algébrica e a geométrica, nesta pesquisa, o propdésito € trabalhar
com estas duas representacdes, de forma que a conversao entre estes dois tipos de
registros seja enfatizada, para que o aluno desenvolva uma compreensao global dos
conceitos abordados e sinta-se seguro para expressar seus conhecimentos tanto de
forma algébrica, quanto de forma geométrica e entendendo que se trata do mesmo
objeto.

Para auxiliar neste processo, para proporcionar a compreensado dos conceitos
trabalhados, bem como para desenvolver um raciocinio generalizador, foi feito uso de
recursos digitais, neste caso um software de geometria dindmica que provoca nos
alunos reflexdes que podem conduzir a compreensdo dos diferentes registros de
representacdes de um mesmo objeto. O recurso digital escolhido para este trabalho
foi o software GeoGebra, porque “Um dos diferenciais deste programa em relagéo aos
outros softwares de Geometria Dinamica é o fato de se poder acessar fungdes, tanto
via botdes na Barra de Ferramentas, quanto pelo Campo de Entrada” (ARAUJO, 2010,
p.1). Pelo Campo de Entrada, o aluno é forcado a pensar nos parametros da equacao

da circunferéncia, para entdo digitar a equacdo no Campo de Entrada e ter como
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retorno a representacdo geomeétrica da circunferéncia. Pensando nisso, foi solicitado
aos alunos que utilizassem sempre o Campo de Entrada para criar as circunferéncias
solicitadas nas atividades.

Existem estudos no meio académico sobre Geometria Analitica e 0 uso do
GeoGebra, que abordam a introdugéo do contetdo, 0s conceitos e as representacdes
algébricas e geométricas, como € o caso das dissertacdes de Fialho (2010) com o
titulo “Uma proposta de utilizacdo do software GeoGebra para o ensino de geometria
analitica”, Paula (2013) “O ensino de Geometria Analitica com o uso do GeoGebra” e
Sousa (2014) “Atividades interativas com o GeoGebra: uma abordagem introdutoria
ao estudo de geometria analitica”.

Outros trabalhos foram feitos sobre o estudo da circunferéncia no GeoGebra.
S&o os casos de: Werneck (2013) no seu trabalho “Uso do GeoGebra no Ensino de
Matematica com Atividades de Aplicacdo em Geometria Analitica: A circunferéncia”,
que traz uma série de atividades propostas sobre a circunferéncia na qual o objetivo
é trabalhar a circunferéncia de forma a facilitar a compreenséo dos conceitos; Oliveira
(2013), com o titulo “O Uso do GeoGebra no Ensino da Geometria Analitica: Estudo
da Circunferéncia”, no qual apresenta um estudo cujo objetivo é refletir sobre como o
uso do GeoGebra pode tornar-se um instrumento eficaz no ensino da circunferéncia,
indicando constru¢des no software sobre a circunferéncia e as suas posicoes relativas
referentes a ponto, reta e circunferéncia; Bastos (2014), cujo trabalho € “Estudo da
Circunferéncia no Ensino Médio: Sugestdes de Atividades com a Utilizacdo do
Software GeoGebra”, que propde atividades sobre o estudo da circunferéncia usando
o GeoGebra como ferramenta de aprendizagem ao abordar as equacdes da
circunferéncia, equacéo do 2° grau a duas variaveis, método de completar quadrados
para chegar a equacao reduzida e posicoes relativas.

Todos estes trabalhos mencionados enfatizam como trabalhar o objeto de
estudo utilizando o software matematico, mas nenhum deles trabalha com a
parametrizacao e o raciocinio generalizador, como foi trabalhado nesta pesquisa.

Silva (2013), em seu trabalho “Variagcdo de Parametros em Funcdes
Elementares Utilizando o GeoGebra”, explora o estudo de varias funcbes por meio da
variacdo de parametros, cujo objetivo € fazer com que os alunos aprendam a

identificar e descrever os efeitos da variacao de parametros nas funcdes elementares,
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compreendendo assim o comportamento grafico das fungbes e o papel
desempenhado por cada um dos coeficientes das fungdes. Diferente da pesquisa aqui
apresentada, a utilizacdo de parametros no trabalho de Silva (2013) ndo tem como
objetivo estudar a generalizagéo criando familia de funcdes e sim o comportamento
grafico das fungbes ao serem modificados os parametros.

A parametrizacdo e ao raciocinio generalizador sédo utilizados nas pesquisas
de Notare e Gravina (2013, 2015) ao abordarem o assunto de Geometria Analitica por
meio da réplica de obras de arte e da ilusdo de dptica, porém em outro software, o
GrafEq.

O trabalho aqui apresentado consiste no desenvolvimento de uma pesquisa
sobre a utilizacdo de parametros e o raciocinio generalizador no GeoGebra com uma
turma do 3° ano do Ensino Médio ao estudarem a Geometria Analitica, em especifico
o estudo da circunferéncia. A questao norteadora da pesquisa foi: Quais sé&o as
contribuicdes do GeoGebra no estudo da Geometria Analitica, em especifico da
circunferéncia, utilizando parametros para chegar a raciocinios generalizados,
com os alunos do 3° ano do Ensino Médio?

A pesquisa consiste na realizacdo de uma experiéncia de ensino e
aprendizagem de Geometria Analitica, em especifico o estudo da circunferéncia, em
uma turma do 3° ano do Ensino Médio, cujo foco foi a utilizacdo de parametros em um
software de geometria dinamica, o GeoGebra, para provocar nos alunos o processo
de generalizacdo de raciocinios a partir de atividades que desencadeiem este
processo. Investigou-se como o0s alunos compreendem as equacbes da
circunferéncia, a partir da analise de suas producdes, observando as transformacfes
gue ocorrem entre 0s registros graficos e algébricos e o entendimento que os alunos
tém deste processo.

Os objetivos da pesquisa sao:

v’ Analisar o processo de aprendizagem da circunferéncia utilizando o software
GeoGebra, onde serdo disponibilizadas atividades referentes ao conteddo e, a partir
da compreensdo deste, partir para o raciocinio generalizador por meio de atividades
com a utilizacao de parametros.

v Observar como o0s alunos mobilizam os registros das representacdes

semidticas, em especial, os registros algébricos e geométricos, segundo a Teoria dos
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Registros de Representacao Semidtica de Duval (2009, 2011), durante o processo de
ensino e aprendizagem proposta por este trabalho.

v  Elaborar, implementar e analisar uma sequéncia de atividades
disponibilizada em um website para atender aos objetivos anteriores.

v Identificar as contribuicdes do software GeoGebra para a compreenséo do
raciocinio generalizador ao utilizar parametros para a construcdo de figuras
geomeétricas.

O produto relacionado com a dissertacdo consiste em um website interativo,

disponivel em http://marcianecarlos.wixsite.com/matematica, com a sequéncia das

atividades propostas na pesquisa.

Este trabalho esta organizado em capitulos, conforme descrito a seguir:

O capitulo 1 apresenta a justificativa da pesquisa, os trabalhos académicos que
versam sobre o tema aqui abordado e a pesquisa com a questao norteadora.

O capitulo 2 aborda o referencial te6rico, que teve como principais referenciais:
Duval (2009, 2011) e a sua Teoria dos Registros de Representacdes Semibticas, no
qual aborda a importancia do aluno transitar em diferentes registros de
representacfes semioticas para assim ter uma compreensdo mais global acerca do
objeto de estudo; Tall (2004) com a sua teoria dos Trés Mundos da Matematica,
transitando do conceitual ao formal, no qual apresenta o desenvolvimento cognitivo
inter-relacionado ao pensamento matematico, do elementar ao avancado, € no
avancado temos a generalizagc&o e a abstracéo na visao de Dreyfus (1991); referente
as Tecnologias Digitais, traz-se a teoria de Pea (1987), em que as tecnologias ajudam
a pensar na Matematica e a teoria de Shaffer e Clinton (2006) que utilizam a expressao
ferramentaparapensamentos ao fazerem uma ligacdo entre pensamento e
ferramentas tecnoldgicas.

O capitulo 3 mostra uma viséo geral sobre o software GeoGebra, com estudos
sobre o potencial semiotico dos softwares e, em especial, 0 uso de parametros
(NOTARE e GRAVINA, 2013; NOTARE et al., 2015). Este capitulo ainda traz uma
descricdo de como utilizar o comando sequéncia para generalizar as circunferéncias
e o material de John Golden (2012), que serviu de inspiragao para a pesquisa.

O capitulo 4 traz os procedimentos metodoldgicos utilizados na pesquisa, que

fez uso do Estudo de Caso baseado nos estudos de Ponte (2006). Também neste
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capitulo é contextualizada a escola e caraterizada a turma em que foram aplicadas as
atividades desenvolvidas nesta pesquisa. E por fim, sdo apresentadas as atividades
propostas no website.

O capitulo 5 descreve e analisa o desenvolvimento dos grupos nas atividades
propostas, baseados nos referenciais tedricos estudados neste trabalho.

O capitulo 6 trata das consideracdes finais deste trabalho, em que sao
analisadas e feitas reflexdes sobre as respostas encontradas para a questdo
norteadora, tendo como base os referenciais teoricos.

O capitulo 7 apresenta as referéncias bibliograficas utilizadas nesta pesquisa.

E, por fim, os apéndices trazem o produto técnico dessa dissertacao, as folhas
das atividades que foram entregues para os alunos fazerem o0s registros escritos,
assim como o modelo do Termo de Consentimento Informado, que os pais dos alunos

assinaram, autorizando os filhos a participarem desta pesquisa.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Para entender como ocorre o processo de aprendizagem da equacao da
circunferéncia, utilizando parametros que buscam generalizar colecdes de
circunferéncias na exploracdo semittica de tecnologias digitais na Educacao
Matematica, apresentamos neste capitulo a fundamentacdo teorica, na qual
estudamos: a Teoria dos Registros de Representacfes Semidticas de Duval (2005);
o raciocinio generalizador a partir dos estudos de Dreyfus (1991) e da Teoria dos Trés
Mundos de Tall (2004), no qual a generalizagao faz parte do terceiro mundo chamado
de “Mundo formal axiomatico”; as tecnologias digitais na Educacdo Matemética, cujo
principal referencial sera Shaffer e Clinton (2006) e 0 uso da expressao criada por eles

ferramentaparapensamentos (toolforthoughts).

2.1 Teoria dos Registros de Representacdes Semioticas

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), que
norteiam o trabalho do professor da educacao basica em sala de aula, recomendam
trabalhar diferentes representacdes de um mesmo objeto matematico para aumentar
0 campo de visdo e compreenséao do aluno sobre o objeto. Segundo os PCNEM (2002,
p.42), deve-se “reconhecer representagdes equivalentes de um mesmo conceito,
relacionando procedimentos associados as diferentes representagdes”.

Para compreender como se da este processo de reconhecimento de diferentes
registros de representacdes de um mesmo objeto e, mais do que isso, compreender
as complexidades inerentes ao processo de conversao entre 0s registros, buscamos
suporte tedrico na teoria de Duval (2005, 2009, 2011 e 2012).

Para Duval (2005, 2009), o desenvolvimento dos sistemas de representacao
semiodtica foi primordial para o desenvolvimento do pensamento matematico e
considerado importante para o processo de aprendizagem de Matematica por dois
principais motivos: o tratamento matematico depende do sistema de representacéo

utilizado; e os objetos matematicos ndo sao palpaveis, como no caso dos numeros,



19

que precisam de um sistema de representacdo para serem caracterizados. Na
Matematica, os sistemas de representacfes semidticas podem se dar por meio de

representacdes discursivas ou ndo-discursivas, conforme Quadro 1.

Quadro 1 - Classificagdo dos diferentes registros mobilizaveis no funcionamento matematico

REPRESENTACAO DISCURSIVA | REPRESENTACAO NAO-DISCURSIVA

Lingua natural

Associacdes verbais (conceituais) Figuras geometricas planas ou em
REGISTROS Forma de raciocinar- perspectivas (configuracdes em

MULTIFUNCIONAIS ~ . dimenséo 0, 1, 2 ou 3).
~ e argumentacao a partir de ~ o .
Os tratamentos néo ~ i e apreensao operatoria e nao
~ AP observacgfes, de crencas...; .
sdo algoritmizaveis. somente perspectiva,;

¢ ded_ugap valida a partir de e constru¢éo com instrumentos.
definicdo ou de teoremas.

Sistemas de escritas:

II\QAI(EJ?\IIS-II:-S(NJEIONAIS . numérigqs (binéria, decimal, Graficos cartesianqs.

Os tratamentos s30 frac,lon_arla...); e mudancas de sistema de

principalmente o a_Igeb,rl_cas; ) _ poordenaolas; i

algoritmos. Cflswrbollcas (linguas formais). e interpolag&o, extrapolagéo.
alculo

Fonte: DUVAL (2005, p. 14)

O Quadro 1 mostra quatro tipos diferentes de registros, classificados em
registros multifuncionais e registros monofuncionais. Nos registros multifuncionais, as
representacfes sdo expressas em lingua natural ou figuras geométricas e podem ser
utilizadas em todas as areas do conhecimento. Nos registros monofuncionais, o
principal tipo de representacdo € o algoritmo, representado por meio de sistemas de
escritas e de graficos e é utilizado em Matematica.

Nesta pesquisa, na qual o objeto de estudo foi a circunferéncia e suas
diferentes representacfes, os alunos tiveram a oportunidade de transitar entre dois
registros monofuncionais de representacdes semidticas: a algébrica e a geométrica.

Duval (2009), em sua teoria, define um conceito importante para o
funcionamento cognitivo da compreensao, que € o de transformacfes de registros.
Estas transformacgdes podem ser de dois tipos: tratamento e conversao, em que 0
tratamento € uma transformacéo dentro de um mesmo registro e a conversao € uma
transformacdo entre, no minimo, dois registros distintos de um mesmo objeto.

Conforme o autor:

e Os tratamentos séo transformacdes de representa¢cfes dentro de um
mesmo registro: por exemplo, efetuar um calculo ficando estritamente
no mesmo sistema de escrita ou de representacdo dos numeros;
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resolver uma equacdo ou um sistema de equacdes; completar uma
figura segundo critérios de conexidade e de simetria.

o As conversdes sao transformacfes de representacdes que consistem
em mudar de registro conservando os mesmos objetos denotados: por
exemplo, passar da escrita algébrica de uma equacdo a sua
representacao grafica. (DUVAL, 2005, p. 16)

No caso especifico do estudo das circunferéncias, um tratamento pode ser
exemplificado com a transformacao de uma equacéo geral da circunferéncia em uma
equacao reduzida da circunferéncia, mudando apenas a maneira COmo escrevemos a
equacdo, ou seja, 0 tratamento ocorre em um mesmo registro algébrico de
representacdo; e a conversdao pode ser exemplificada com a transformacédo da
representacdo geométrica para a representacao algébrica. Como € na conversao que
se apresentam as maiores dificuldades de compreensao dos alunos, pois néo é trivial
para 0s alunos reconhecerem um objeto matemético nas suas diferentes
representacfes semidticas, vamos nos aprofundar no estudo da converséo na teoria
dos registros de representacdes semioticas.

Segundo Duval (2005), do ponto de vista matematico, a conversao nao tem
papel importante porque serve apenas como suporte para tratamentos feitos em outro
registro e ndo pode ser usada como uma prova ou justificacdo, mas do ponto de vista
cognitivo, é na conversao que se identifica se houve compreenséo ou nao do objeto
estudado, e para analisar 0os processos de compreensédo e de aprendizagem dentro
de um sistema de representacfes semibticas, € importante levar em consideracao que

a conversdo das representacdes é irredutivel a um tratamento, independente dos

registros utilizados, pois

Ha, por tras da aplicacdo de uma regra de codificacdo para passar de uma
equacao a um grafico cartesiano, a necessaria articulagdo entre as variaveis
cognitivas que sdo especificas do funcionamento de cada um dos dois
registros. Pois sdo essas variaveis que permitem determinar quais as
unidades de significado pertinentes, que devem ser levadas em
consideracdo, em cada um dos dois registros. A conversdo das
representacdes, quaisquer que sejam os registros considerados, €é irredutivel
a um tratamento. (DUVAL, 2005, p. 17)
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Para Duval (2005), existem dois tipos de fenbmenos que caracterizam uma
conversao das representacdes, sdo elas: a) as variagdes de congruéncia e de nao-
congruéncia; b) a heterogeneidade dos dois sentidos de conversao.

Nas variacoes de congruéncia e de ndo-congruéncia, Duval (2009, 2012)
classifica como congruentes quando existe a conversao entre duas representacdes
de um mesmo objeto, ou seja, quando a passagem de uma representacdo a outra

acontece espontaneamente e preenchem as seguintes condicdes:

[...] correspondéncia seméntica entre as unidades significantes que as
constituem, mesma ordem possivel de apreensao dessas unidades nas duas
representacdes, e conversdo de uma unidade significante da representagéo
de partida em uma so unidade significante na representa¢édo de chegada.
(DUVAL, 2009. p.18).

Quando ndo h& congruéncia entre a representacdo de partida e a
representacdo de chegada, Duval (2012) observa um isolamento de registros de
representacéo, ou seja, os alunos ndao reconhecem o mesmo objeto representado em
sistemas semiéticos diferentes. Isso quer dizer que ndo houve uma total compreenséo
do objeto estudado. Esta compreensdo parcial, apenas de um registro de
representacédo, faz com que o aluno fique limitado em seus conhecimentos referentes
ao objeto de estudo, dificultando assim a aplicacdo destes conhecimentos em outras
situacoes.

No outro fendmeno de conversédo das representacfes, Duval (2005) aponta
para a heterogeneidade dos dois sentidos de conversdo que acontece quando nao
existe conversao na inversao dos registros de partida e de chegada, ou seja, em um
sentido existe a conversao de registros de representacdes semidticas e quando o
processo contrario € invertido, a conversao nao acontece. Segundo Duval (2005, p.
20), isso se da porque “Geralmente, no ensino, um sentido de conversdo é
privilegiado, pela ideia de que o treinamento efetuado num sentido estaria
automaticamente treinando a conversao no outro sentido.”.

Duval (2005) também aponta para o aumento expressivo dos fracassos ou dos
blogueios dos alunos quando é preciso que aconteca uma mudanca de registro ou

uma mobilizacdo simultanea de dois registros de representacdes, pois a compreensao
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matematica do objeto estudado acontece quando se tem a capacidade de reconhecer
0 objeto em suas diferentes representacfes, ou seja, quando se consegue mudar de
registro. O autor ainda alerta para o cuidado de nao confundir o objeto com as suas
representacoes, pois “o objeto representado ndo pode ser identificado com o conteudo
da representagado que o torne acessivel” (DUVAL, 2005, p.21), porque para haver a
compreensao do objeto estudado é necessario que haja mudanca de registros e a
mudanca de registros ndo se restringe a somente mudar de modo de tratamento, mas
de explicar as propriedades ou diferencas de um mesmo objeto, o que acaba por
denotar-se que duas representacdes em dois registros diferentes de um mesmo objeto
nao tém o mesmo conteudo. Logo, se 0 aluno consegue transitar entre dois registros
de representacéo diferentes, nota-se que este aluno ndo confunde o contetido de uma
representacdo com o objeto estudado e, portanto, houve compreensao matematica
do objeto em questao.

Reconhecer um objeto matemético em suas multiplas representacdes em

diferentes registros de representacao €, para Duval (2005, p. 23):

[...] a condicdo fundamental para que um aluno possa, por si préprio, transferir
ou modificar formulagdes ou representa¢ces de informa¢des durante uma
resolucdo de problema. Essa condi¢do supde que ele ndo identifica mais os
objetos mateméaticos com os contelidos de certas representacgdes.

Com base na teoria de Duval (2009), a tecnologia foi utilizada para
desencadear o processo de conversdo dos registros de representacdes semioticas

(algébrica e geométrica) da circunferéncia no software GeoGebra.

2.2 Raciocinio generalizador

Em seus estudos, Tall (2004) apresenta trés tipos distintos de desenvolvimento
cognitivo relacionado ao pensamento matematico, os quais fazem parte da sua teoria
dos Trés Mundos da Matematica: “mundo conceitual corporificado”, “mundo

operacional simbdlico” e “mundo formal axiomatico”.
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Segundo Tall (2004), o primeiro mundo, chamado de “mundo conceitual
corporificado”, esta relacionado com as percepcdes e as acdes que estdo ligadas a
objetos fisicos que possam ser manipulados e depois representados como objetos
mentais. Nesta etapa de desenvolvimento, a percepc¢ao, a visualizacao, a observacao
e a descricdo demonstram o entendimento de propriedades dos objetos estudados
relacionados aos conceitos matematicos.

No segundo mundo, denominado “mundo operacional simbdlico”, Tall (2004)
descreve o mundo dos simbolos usados para o célculo, em manipulagbes na
aritmética e na algebra e que representam as percepcdes e acdes do mundo
corporificado.

O ultimo mundo, que Tall (2004) chamou de “mundo formal axiomatico”, faz uso
das corporificagcbes e dos simbolos do segundo mundo, no qual € necessario
formalizar o entendimento do objeto estudado. Ao formalizar, busca-se a
especificacao de suas propriedades bem como de suas relacfes, que exige um nivel
mais elevado de abstracdo e dos subprocessos da abstracdo: representacao,
generalizacao e sintese.

Para Tall (2004), o desenvolvimento do pensamento matematico vai do mundo
conceitual ao mundo formal, ou seja, transita do pensamento matematico elementar
ao pensamento matematico avancado, no qual cada individuo tem a sua trajetéria e
desenvolvimento individual ao percorrer os Trés Mundos da Matematica, sendo o
terceiro mundo o que mais exige dos alunos, pois é nele que se busca a formalizacéo,
a abstracdo e os processos que servem de base para a abstracdo: generalizacao,
sintese e representacao.

A abstracdo, segundo Dreyfus (1991), é acima de tudo um processo
construtivo, que implica na construcdo de estruturas mentais de estruturas
matematicas, ou ainda, que implica na relacdo entre objetos matematicos e suas
respectivas propriedades.

Dreyfus (1991) entende que o processo de abstracao esta ligado ao processo
de generalizacdo, embora a natureza do processo mental de abstracéo seja diferente
da natureza do processo mental da generalizagao, pois a “generalizagcéo geralmente
envolve uma expansdo da estrutura de conhecimento do individuo enquanto

abstracao é suscetivel de acarretar uma reconstrugdo mental” (DREYFUS, 1991, p.
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36, traducéo nossa). O autor ainda comenta que, embora as exigéncias cognitivas no
processo de generalizacdo tenham aumentado bastante ao longo das décadas, o
processo de abstracao ainda requer uma demanda cognitiva maior por parte do aluno.

Tall (1991), ao usar os termos generalizacdo e abstracdo na matematica,
justifica que € para “denotar os processos em que 0s conceitos sdo vistos em um
contexto mais amplo e também os produtos desses processos”. (TALL, 1991. p. 11,
traduc&o nossa). E preciso notar que estes dois termos s&o, na verdade, dois objetos
mentais produzidos de acordo com 0s processos cognitivos envolvidos.

Quanto a generalizacdo, Dreyfus (1991) define como uma derivacdo de um
caso particular, na qual o objetivo é identificar pontos em comum para entdo expandir
os dominios de validacdo e assim passar de casos particulares para um caso geral.

Existem tipos diferentes de generalizacdes que sao diretamente proporcionais
as atividades cognitivas envolvidas e classificadas, conforme Tall (1991), em:

e Generalizacdo expansiva: é aquela na qual a estrutura cognitiva que ja existe
no aluno se estende, sem que se tenha uma mudanca nas ideias atuais;
recomenda-se este tipo de generalizagcdo quando se trabalha com uma
classe mais ampla de aplicagcdes sem grandes mudancas cognitivas.

e Generalizagdo reconstrutiva: consiste em reconstruir a estrutura cognitiva
existente.

e Generalizacao disjuntiva: nesta, ndo ha associacao das novas ideias com as
velhas ideias, as novas ideias sao vistas como uma colecao de informacdes
somadas ao conhecimento atual, que ndo tem longa duracédo e, portanto,
estas informagdes ndo sao guardadas na mente do aluno.

Neste trabalho, foi explorado o processo de generalizacéo a partir do uso de

parametros na equacao da circunferéncia, com o auxilio do dinamismo do software
GeoGebra.

2.3 Tecnologias digitais na Educacdo Matemética

As tecnologias digitais estdo cada vez mais inseridas em nosso dia a dia e nas

pesquisas relacionadas com Educacdo Matematica no que se refere aos processos
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de ensino e de aprendizagem. Segundo um levantamento feito por Basso e Notare
(2015) sobre os recursos digitais que possibilitam manipular objetos matematicos,
nota-se um crescimento consideravel nos ultimos anos de publicagcbes em revistas e
trabalhos apresentados sobre este tema, o0 que caracteriza o interesse por parte de
pesquisadores e de professores na utilizagdo das tecnologias digitais para pensar
Matematica.

O Ministério da Educacéo e Cultura (MEC) sugere o uso das tecnologias digitais
no documento Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (2006), em que aponta
para o uso da tecnologia em sala de aula como um instrumento para subsidiar o
processo de aprendizagem Matematica. Ainda neste documento, a tecnologia é
apontada como uma ferramenta para entender a Matematica e a Matematica € uma
ferramenta utilizada para entender a tecnologia, e ambas contemplam a formagéo
escolar.

Para Basso e Notare (2015), a tecnologia deve ser utilizada em sala de aula
para auxiliar o aluno a desenvolver a capacidade de pensar matematicamente sobre
um problema, uma ideia ou um conceito, tornando-o assim um sujeito capaz de criar
e pensar em Matemética. Desta forma, a tecnologia ndo substitui uma capacidade que
o aluno pode desenvolver para pensar sobre um problema, analisar um processo,
gerar uma prova ou uma experimentacao.

Goldenberg (2000) também analisa a tecnologia como uma ferramenta para
auxiliar a pensar em Matemética, independente da tecnologia que esta sendo usada,
e nao para resolver um problema. Segundo o autor, ao proporcionar aos alunos o uso
de tecnologias em sala de aula, proporciona-se também a possibilidade de o aluno ter
novas visdes sobre um problema, de desenvolver o raciocinio generalizador, de
flexibilizar o pensamento e de construir modelos mentais. Ao desenvolver estas
habilidades, os alunos terdo condigdes de manipular mentalmente um objeto quando
nao tiverem acesso a uma tecnologia digital.

Pea (1987), em seus estudos, fala sobre as tecnologias cognitivas que auxiliam
a pensar matematicamente, e define as tecnologias cognitivas como um meio que
ajuda a ultrapassar os limites da mente em pensar, aprender e resolver problemas,
sendo til a investigacdo em Educacdo Matematica. Os computadores sao

classificados como forte tecnologia cognitiva para aprender a pensar matematica, mas
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qgquando usados para dar mais praticidade a uma atividade, para se chegar
simplesmente a resposta de um problema ou na aplicacédo de algoritmos para serem
feitos com mais agilidade, ndo séo vistos como uma tecnologia cognitiva, ou seja, a
tecnologia cognitiva desenvolve o pensamento matematico e o utiliza para resolver
um problema e ndo como um fim em si.

A teoria de Pea (1987) leva em consideracdo que os computadores afetam as
pessoas e as pessoas também afetam os computadores e procura responder
guestionamentos, como: o0 que se pode fazer hoje usando as tecnologias que antes
nao podia ser feito, ou ndo era pratico fazer? O que de totalmente novo se pode fazer
usando a tecnologia? Pea (1987) responde estas perguntas argumentando que antes
das tecnologias, 0 que o aluno podia fazer em matematica era limitado ao meio
estatico do pensamento matematico com lapis e papel, e hoje com as tecnologias
cognitivas, tem-se dinamismo e interacéo por meio de softwares que apresentam uma
compreensao intuitiva das inter-relacdes entre representacbes geométricas e
eguacionais, possibilitando, assim, o desenvolvimento do pensamento matematico.

Indo ao encontro da teoria de Pea (1987), em seus estudos, Gravina e Basso
(2012) pensam que a tecnologia digital dispbe de ferramentas que possibilitam
exteriorizar, diversificar e ampliar os pensamentos, podendo assim os alunos criar
“‘experimentos de pensamento”, como os autores intitulam. Estes “experimentos de
pensamento” sao feitos a partir das ferramentasparapensamentos (toolforthoughts)
(SHAFFER e CLINTON, 2006) definida como uma expressao:

[...] cunhada com o propésito de registrar uma visdo que considera que
sujeitos e artefatos tecnoldgicos podem se colocar em situacao de simbiose,
em processo mutuo de acdo e reacdo. Ou seja, o artefato também tem o
poder de agir sobre o sujeito, dai a expressédo que funde as duas palavras.
(GRAVINA e BASSO, 2012, p. 13)

Kaput (2004) também utilizou a expresséo ferramentaparapensamentos para
explicar a sua teoria, que aponta a tecnologia como uma “infraestrutura” no ensino de
Matematica, em que, para o autor, a tecnologia torna-se uma infraestrutura de outras
infraestruturas sob duas perspectivas: fenomenoldgica (a experiéncia das pessoas

com a tecnologia) e externa (a mudanca tecnoldgica ao longo do tempo). Kaput (2004)
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definiu ferramentaparapensamentos como um cruzamento entre um ciborgue, um ser
humano e uma ferramenta.

Shaffer e Clinton (2006), que criaram a expressao
ferramentaparapensamentos, fazem um apanhado geral sobre as culturas ao longo
do tempo até chegarem a cultura atual e explicarem o significado da expressao
ferramentaparapensamentos. Os autores mencionam uma cultura ecoldgica cognitiva
gue se da por meio de um processo interativo ao longo do tempo e subdividido em
ciclos, nesta ordem: cultura mimética, cultura mitica, cultura teérica e cultura do virtual.
Cada cultura surgiu a partir de avangos cognitivos e do pensamento paradigmatico
em cada uma dessas fases, levando assim a criacdo de uma nova cultura cognitiva,
ou seja, houve ciclos de desenvolvimento em que era preciso criar uma nova cultura
conforme as necessidades e 0s desenvolvimentos atuais.

Cada ciclo tem caracteristicas proprias e distintas. Segundo os mesmos
autores, a primeira cultura foi a cultura mimética, que se deu por conta da
representacdo em gestos fisicos, criando a comunicacao e interacdo social por meio
de gestos. Na sequéncia, com o0s gestos sendo padronizados e tornando-se a base
de simbolos, surgem as palavras, e desenvolve-se a linguagem, criando assim a
cultura mitica. Com o desenvolvimento da escrita de simbolos, com as notacdes
matematicas, com os sistemas de representacao estaticos, cria-se a cultura tedrica. A
Gltima cultura citada, a cultura atual que ainda esta em desenvolvimento, é a cultura
virtual, que foi criada a partir da possibilidade de exteriorizar o processamento
simbdlico utilizando meios computacionais.

Conforme os autores, “[...] a midia computacional esta criando novas formas de
atividade cognitiva e com ela uma nova cultura cognitiva”. (SHAFFER; CLINTON,
2006, p. 284, tradugdo nossa). Nesta nova cultura cognitiva, a cultura virtual, deixa-se
de estudar o individuo, e apenas o individuo, para estudar o individuo interagindo com
ferramentas. Na visdo dos autores, a cultura virtual é epistemologicamente mais
inclusiva que a cultura teorica, porque dispde de ambientes interativos que
possibilitam, por meio de ferramentas de representacdo, inUmeras maneiras de se
chegar a compreensao e, portanto, resolucéo de um problema matematico, diferente
da cultura tedrica, na qual as ferramentas utilizadas séo estaticas, como lapis e papel,

e ndo permitem manipulacdo sem o processo de escrever/apagar/reescrever.



28

Nas atividades que foram propostas nesta pesquisa, um dos objetivos foi
explorar as generalizacGes de sequéncias de circunferéncias que podem ser feitas por
meio do GeoGebra, utilizando-o como uma ferramentaparapensamentos. Na cultura
tedrica, os alunos nado teriam esta possibilidade de pensar Matematica utilizando
ferramentas estaticas, como lapis e papel.

No ponto de vista ontolégico dos autores, existe uma ligacéo entre pensamento
e ferramentas, de forma que as ferramentas sdo externalizadores da concepc¢éao
humana e os pensamentos séo internalizadores das a¢fes dos individuos com as

ferramentas. Em outras palavras,

Todos os pensamentos estdo conectados as ferramentas, e todas as
ferramentas estdo ligadas aos pensamentos: toda vez que consideramos um
pensamento (porque é uma internaliza¢do da a¢céo com uma ferramenta) esta
indissoluvelmente ligado a uma ferramenta, e cada vez que consideramos
uma ferramenta (porque € uma exteriorizagdo de um pensamento) esta
indissociavelmente ligado com um pensamento. Neste ponto de vista,
ferramentas ndo sdo distintas dos pensamentos; pelo contrario, a relacao
reciproca entre a ferramenta e o pensamento existe em ambos. Cada
ferramenta contém pensamentos, e cada pensamento contém ferramentas.
Também nédo existe um sem o outro. (SHAFFER; CLINTON, 2006, p. 290,
traducdo nossa)

Assim, os autores concluem que ndo ha pensamento sem ferramentas e criam
a expressao ferramentaparapensamentos (toolforthougths) para representar a relacao
reciproca entre ferramentas e pensamentos e diferenciam a expressao
ferramentaparapensamentos (escrita junta) da expressao ferramenta para

pensamentos (escrita separada) quando dizem que

[...] algo é uma ferramenta para o pensamento (com palavras separadas), isto
pode sugerir que o pensamento é a categoria mais ampla e que ferramentas
sdo algo que ajudam as pessoas a pensar. Ou isso pode implicar que a
ferramenta € o quadro mais amplo e as pessoas sdo agentes que usam
ambos os pensamentos e artefatos fisicos como ferramentas. Para evitar
estas dificuldades, podemos conectar a ferramenta substantivos e pensamos
em sugerir que ferramentaparapensamentos € o resultado de um processo
de ferramentas existentes em uma relacdo reciproca com 0s pensamentos.
(SHAFFER; CLINTON, 2006, p.291, traducdo nossa)
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Levando em consideracdo as recomendagfes dos documentos do MEC, dos
pesquisadores citados acima, que afirmam que as tecnologias digitais auxiliam os
alunos a pensar em Matematica, é que se faz uso do software mateméatico GeoGebra
como uma ferramentaparapensamentos para analisar quais as contribuicdes deste
recurso digital no estudo da circunferéncia utilizando paréametros para chegar a

raciocinios generalizados.
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3 FERRAMENTA PARA PENSAR COM: GEOGEBRA

Segundo o documento do MEC (2006), Orienta¢cdes Curriculares para o Ensino
Médio, a escolha do programa é crucial para determinar a qualidade do aprendizado,
pois é preciso conhecer as funcionalidades do programa e explora-lo de modo a tirar
o melhor proveito. O documento ainda deixa claro que o melhor programa é o que
oferece a exploracéo de conceitos e ideias matematicas.

Indo ao encontro deste documento do MEC (2006), Notare e Gravina (2013)
em seus estudos, apontam que para ser fazer um bom uso de um software é
necessario conhecé-lo e explorar o seu potencial semiético, a fim de proporcionar ao
aluno um entendimento global do objeto de estudo.

Neste sentido, foi escolhido o GeoGebra, que é um software de matematica
dinamica voltado para o ensino e a aprendizagem de Matematica. E um aplicativo de
linguagem acessivel e recomendado para todos os niveis de ensino. Também é um
software gratuito e encontra-se para ser utilizado de duas maneiras: online e offline.

O Instituto GeoGebra no Rio de Janeiro!, que faz parte do IGI (International
GeoGebra Institutes), cujo objetivo é interagir com profissionais interessados em
utilizar o software como ferramenta de ensino aprendizagem, apresenta a seguinte

definicdo para o GeoGebra:

Criado por Markus Hohenwarter, o GeoGebra é um software gratuito de
matematica dindmica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da
matematica nos varios niveis de ensino (do béasico ao universitario). O
GeoGebra reline recursos de geometria, algebra, tabelas, gréficos,
probabilidade, estatistica e calculos simbdlicos em um Unico ambiente.
Assim, o GeoGebra tem a vantagem didatica de apresentar, ao mesmo
tempo, representacdes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre
si. Além dos aspectos didaticos, 0 GeoGebra é uma excelente ferramenta
para se criar ilustracdes profissionais para serem usadas no Microsoft Word,
no Open Office ou no LaTeX. Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o
GeoGebra é multiplataforma e, portanto, ele pode ser instalado em
computadores com Windows, Linux ou Mac OS. (2016).

1 Disponivel em: http://www.geogebra.im-uff.mat.br/. Acesso em 09 mai 2016.



http://www.geogebra.org/en/wiki/index.php/International_GeoGebra_Institute
http://www.geogebra.org/cms/pt_BR
http://www.geogebra.im-uff.mat.br/
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Este software de matematica dindmica tem uma interface facil de ser
compreendida pois, ao selecionar uma de suas ferramentas, aparece a descricdo ao

lado da sua funcionalidade, como mostra a Figura 1.

7 GeoGebra — O X
Arquive Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A SR S e . a=2
% . ,""/ AU U e/ s i e ABC | °0° ‘%’
| i | A i =i V| i &l 7 7 &l i v
b Jane de Visualizagao X
.A Fonto ¢

N

[~ Ponta em Objeto

5
f Vincular/ Desvincular Ponto
= : : 44
>r\/ Intersecdo de Dois Objetos
L ]
- Ponto Médio ou Centro 3
L]
Z] 4
® Mumera Complexo 2]

]
/'\J' Extremum
1.
f\fi Roots

Entrada:

Figura 1 - Tela inicial do software GeoGebra. Fonte: Acervo pessoal.

Neste software, € possivel interagir simultaneamente com duas representacdes
semidticas de um objeto, como exemplificado na Figura 2, em que aparece na janela
de algebra a representacéao algébrica da equacéo da circunferéncia e na janela de
visualizacdo aparece a representacdo geometrica da circunferéncia, que corresponde

a equacao da janela ao lado.
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©F GeoGebra - O X

Arquivo Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . | @ ® a=2
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Equacdo da circunferéncia

o - . o . C
Representagao geométrica dalcircunferéncia @
o]
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) ) ) Ky 2 3 4 5

&
b

Entrada:

Figura 2 - Interacdo entre duas representacdes semibticas. Fonte: Acervo pessoal.

Com o intuito de explorar o potencial semiético do comando sequéncia do
software é que sera explicado como se deu o uso dos parametros para provocar nos

alunos raciocinios generalizadores.

3.1 Utilizando Parametros no GeoGebra

A utilizagdo de parametros nos softwares mateméticos vem sendo estudado
por Notare e Gravina (2013) e Notare et al. (2015), ao explorarem o potencial
semiotico de um software matematico.

Segundo Notare e Gravina (2013, p. 13), “a utilizacdo do potencial de um
software depende muito do entendimento que se tem das representacdes semioticas

gue nele se tem a disposicdo”, ou seja, quanto mais se conhece as ferramentas
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disponiveis no software e suas funcionalidades, mais tem-se a oportunidade de
explorar seus potenciais semioticos em suas diferentes representacoes.

O objetivo de utilizar parametros na representacdo de um objeto matematico &
poder generalizar um padréo que se repete, podendo assim, estimular a compreensao

de maneira global do objeto estudado, pois

O trabalho com parametros exige dos alunos uma compreensao mais global
das relagbes mateméticas e seus coeficientes, uma vez que os alunos
precisam trabalhar, simultaneamente, com os registros algébrico e grafico e
controlar estes pardmetros no registro algébrico para obter o efeito grafico
desejado no registro grafico. (NOTARE et al., 2015, p.12)

Neste sentido, foi explorado o potencial semidtico do GeoGebra com o
comando sequéncia, no qual se utilizou parametros da equacgao da circunferéncia
para, a partir de uma equacao, criar a representacdo geométrica de uma familia de
circunferéncias, provocando nos alunos o desenvolvimento de um raciocinio
generalizador.

Para compreender o funcionamento do comando sequéncia, faz-se necessario
o entendimento dos significados matematicos através do conjunto de relacdes entre
signos e seus significados que serdo utilizados.

Na equacdo da circunferéncia, (x — a)* + (y — b)*> = r?, tem-se o conjunto de
signos{a, b, r2, x, y, -, =}, as letras a, b e r (sdo os parametros da equacéo), x e y (séo
as variaveis), nas relacdes entre signos e significados, neste caso temos (x, y) sendo
um par ordenado como um ponto qualquer na circunferéncia; (a, b) o par ordenado
gue representa o centro da circunferéncia e r a medida do raio da circunferéncia, na
qual a representacéo algébrica (x — a)* + (y — b)* = r? apresenta uma circunferéncia
gue pode ser mostrada geometricamente no plano cartesiano. Para exemplificar o uso
do comando sequéncia, criar-se-4 uma familia de quatro circunferéncias tangentes
externas, na horizontal, de mesmo raio. Para tanto, estipular-se-4 que todas as
ordenadas do centro das circunferéncias (representadas pelo signo b) serdo iguais e
sera atribuido o valor 1, assim como os raios de todas as circunferéncias

(representados pelo signo r) serdo iguais e sera atribuido o valor 2.
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Para construir a familia de circunferéncias, no campo de entrada do GeoGebra,

digita-se sequéncia e escolhe-se a opcdo ilustrada na Figura 3.

Sequéncial =Valor Final=]

Sequéncia] =Expressio=, =Variavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final= ]
<

Sequéncial =Expressao=, =Variavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final=, <lncremento= |
Entrada:

Figura 3 - Sintaxe do comando sequéncia. Fonte: Acervo pessoal.

Em Expresséo, digita-se a equacgao da circunferéncia que sera criada;

Em Variavel, digita-se a varidvel que deve mudar seu valor para gerar a
sequéncia de circunferéncias;

Em Valor Inicial, digita-se o valor inicial que a Variavel deve assumir;

Em Valor Final, digita-se o valor final que a Variavel deve assumir;

Em Incremento, digita-se o valor que a Variavel deve propagar.

Logo, aplicando os valores do exemplo, o campo entrada ficard& como o

ilustrado na Figura 4.

Entrada: Sequéncia[(x-a)*2+(y-1)"2=242, a, 2, 14, 4]

Figura 4 - Sintaxe do comando sequéncia com 0s seus respectivos valores. Fonte: Acervo pessoal.

Nesse caso, tem-se primeiramente a equacao da circunferéncia com a
ordenada do centro e o raio definidos, e a abscissa do centro sendo a variavel a; na
sequéncia estipular-se-a quem sera a variavel, no caso a; vindo seguido dos valores
inicial e final que esta variavel ird assumir, ou seja, a primeira circunferéncia tera
abscissa do centro igual a 2 e a ultima circunferéncia tera abscissa do centro igual a
14. Para garantir que estas circunferéncias sejam tangentes externas, as abcissas dos
centros das circunferéncias formardo uma progressao aritmética de razdo 4, pois
sendo o raio das circunferéncias igual a 2, logo o diametro sera 4 e, portanto, tem-se
o incremento igual a 4, garantindo assim que todas as circunferéncias sejam tangentes
externas.

Depois de digitada a sequéncia da Figura 4, o GeoGebra gera, na janela de
algebra, uma lista com todas as equacdes das circunferéncias criadas a partir da
generalizagdo do comando sequéncia e, simultaneamente, na janela de visualizacao,

a representacao geometrica desta familia de circunferéncias, como mostra a Figura 5.
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Figura 5 - Representac¢des algébrica e geométrica a partir do comando sequéncia. Fonte: Acervo

pessoal.

Com o comando sequéncia, pode-se criar uma familia de circunferéncias
girando em torno de um ponto. Como exemplo, sera construida uma familia de seis
circunferéncias equidistantes em torno de um ponto, de modo que podera escolher-

se quantas ficardo visiveis através do controle deslizante.

Para iniciar, criar-se-8o os controles deslizantes i e k, conforme Figura 6.

Controle Deslizante # || Controle Deslizante

*
- Mome . Nome
(® Numero (® Numero
() Angulo ! () Angulo K
() Inteiro [] Aleatéria (F9) () Inteiro

[ Aleatério (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  AnimagZo Intervalo  Controle Deslizante  AnimagZo

min: |0 max. |6 Incremento: 1| min: |0 max: |6 Incrementa: |1

oK Cancelar oK Cancelar

Figura 6 - Criag&o dos controles deslizantes. Fonte: Acervo pessoal.

O controle deslizante i tem a fung&o de manter as circunferéncias equidistantes.
O controle deslizante k, por sua vez, tem a funcdo de determinar 0 numero de
circunferéncias. Assim, conforme o intervalo especificado na Figura 6, tem-se o
namero de circunferéncias variando entre o0 minimo (zero) e o maximo (seis).

Precisar-se-a criar dois pontos aleatorios, A e B, conforme Figura 7.
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Figura 7 - Criacdo de dois pontos aleatdrios A e B. Fonte: Acervo pessoal.

O ponto A serd o ponto no qual as circunferéncias irdo girar em torno. O ponto
B ser& o centro de uma das circunferéncias.
Para criar a familia de circunferéncias em torno do ponto A, digitar no campo

de entrada o comando sequéncia, conforme Figura 8.

Sequéncial =Valor Final=]
Sequéncial =Expressio=, <Variavel=, =Valor Inicial=, <Valor Final= ]

Sequéncial =Expressdo=, =Variavel=, =Valor Inicial=, <Valor Final=, =lncremento= ]
Entrada:|seq

Figura 8 - Comando sequéncia. Fonte: Acervo pessoal.

Em Expresséo, digitar Girar e escolher a op¢ao conforme Figura 9.

Girar] =<Objeto=, <Angulo=]
Girar[ =0bjeto=, =:ﬁ.ngulcr=-, =Ponto=]

Girar[ =0bjeto=, ::ﬁ.nguln}, =Eixo de Rotagdo= |

Girar] =0bjetos=, aﬁ.ngulnb, =Ponto sobre O Eixo=, <Eixo de Diracio ou Plano=]
—_|GirarTexto] =Texto=, ﬁ-ﬁ.nguln}]

Sequéncia[oirar, <Variavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final= ]

Figura 9 - Comando sequéncia, expressao: girar. Fonte: Acervo pessoal.
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Desta forma, ficar-se-4 com a seguinte entrada para digitar os valores e

variaveis (Figura 10).

Entrada: Sequéncia[Girar[[E00 0, <Angulo>, <Ponto> |, <Variawvel>, <\Valor Inicial>, <Valor Final> |

Figura 10 - Comando sequéncia pronto para receber os valores e variaveis. Fonte: Acervo pessoal.

Assim, em Objeto, digitar a equagéo da circunferéncia com centro no ponto B

que dara origem a familia de circunferéncias, ou seja,

(x - x(B))2 +(y- y(B))2 =1.
Em Angulo, digitar i 360° / k, ou seja, o controle deslizante i faz com que todas
as circunferéncias permanecam equidistantes, independente de quantas sejam, ja o
controle deslizante k determina o namero de circunferéncias em torno de ponto A.
Em Ponto, digitar A, pois é o ponto de base para a criacdo das circunferéncias.
Em Variavel, digitar i, o controle deslizante.
Em Valor Inicial, digitar O (zero), ou seja, representara nenhuma circunferéncia.
Em Valor Final, digitar k, o controle deslizante, que representa o namero
maximo de circunferéncias que serao criadas em torno do ponto A.

Teremos a seguinte tela, conforme Figura 11.

Entrada: |Sequéncial Girar[{x-x(B))*2+{y-y(B))*2=1, i 360° k, Al, i, 0, k]

Figura 11 - Comando sequéncia com todos os signos digitados. Fonte: Acervo pessoal.

Ao dar-se enter, o GeoGebra retorna com uma lista de circunferéncias na janela

de algebra, como mostra a Figura 12.
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Figura 12 - Listal criada a partir do comando sequéncia. Fonte: Acervo pessoal.

Na Figura 12, o centro da circunferéncia da listal ndo esta definido porque o
controle deslizante k esta igual a zero, e a funcao do controle deslizante k € determinar
0 numero de circunferéncias criadas, logo, com k =0, ndo se tem nenhuma
circunferéncia.

Quando se movimenta o controle deslizante k, altera-se o numero de

circunferéncias em torno do ponto A, conforme ilustra a Figura 13.
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Figura 13 - Controle deslizante k determinando o nimero de circunferéncias. Fonte: Acervo pessoal.

Com os exemplos dados, podem-se criar familias de circunferéncias conforme
a posicao relativa que irdo assumir ou em torno de um ponto ou até mesmo de uma

circunferéncia.

3.2 A Inspiracao para esta pesquisa

Para trabalhar a ideia de generalizacdo no GeoGebra, foi necessario ir em
busca de materiais que abordassem esse tema.

No website oficial do GeoGebra?, existem inimeros materiais, de Vvarios
segmentos da Matematica. Porém, o que veio ao encontro ao que estava sendo

procurado foi o trabalho publicado por John Golden (2012).

2 Disponivel em: https://www.geogebra.org.



https://www.geogebra.org/m/mng3fSTb
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John Golden® é PhD em Matematica pela Universidade Estadual da Pensilvania
e atualmente é membro do Departamento de Matematica da Universidade Estadual
de Grand Valley, em Michigan.

Golden tem um blog, Math Hombre?, onde compartilha jogos sobre matematica,
construcoes feitas no GeoGebra, ideias para aulas e para a formacgéo de professores.

Os trabalhos feitos por Golden no GeoGebra, além de compartilhados no seu
blog, também estdo disponiveis no GeoGebraTube®, website do GeoGebra destinado
a publicacdo de materiais construidos no GeoGebra.

O material de Golden, que serviu de inspiragdo para esta pesquisa, chamado
de Multiplying 3 Factors® (Multiplicando 3 Fatores), tem como objetivo visualizar a
multiplicacéo de trés numeros naturais compreendidos entre os numeros 1 (um) e 30
(trinta). A construcdo no GeoGebra proposta por Golden explora a visualizagéo, de
forma geométrica, da multiplicacdo de trés numeros naturais. Para tanto, o autor
utilizou a generalizacdo para reproduzir familias de circunferéncias e de poligonos.
Foi esta possibilidade de generalizacdo proporcionada pelo software que se buscou
aprofundar nesta pesquisa.

No trabalho de Golden, os trés numeros que sdo multiplicados sao
representados no GeoGebra pelos controles deslizantes. Aqui, dar-se-4 o0 nome dos
controles deslizantes para um melhor entendimento da descricdo de cada um, assim
o controle deslizante localizado a esquerda sera o (1), o controle deslizante central
serd o (2) e o controle deslizante a direita sera o (3).

O controle deslizante (1) representa o numero de circunferéncias que serao

criadas girando em torno de um ponto, conforme Figura 14.

3 Informagdes sobre John Golden foram retiradas dos websites: http://faculty.gvsu.edu/goldenj/,
https://about.me/goldenj e http://www.nctm.org/Publications/Mathematics-Teaching-in-Middle-
School/Blog/Sadie_s-Circles/.

4 Disponivel em: http://mathhombre.blogspot.com.br/.

5 Os trabalhos de Golden, feitos no GeoGebra, estdo disponiveis em:
https://www.geogebra.org/golden;.

6 Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/mng3fSTb.
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https://www.geogebra.org/m/mng3fSTb
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Figura 14 - Circunferéncias formadas a partir do primeiro controle deslizante. Fonte: Golden, 2012.

No caso da Figura 14, tem-se o controle deslizante (1) igual ao nimero oito,

logo se tem oito circunferéncias. Quando se seleciona a opcdo Rotation Centers,

disponivel na tela do GeoGebra, consegue-se visualizar o ponto no qual as

circunferéncias estao girando em torno (Figura 15).

o
(o]

o]
o0

] Rotation Centers

[JPolygons

0

Figura 15 - Circunferéncias em torno de um ponto. Fonte: Golden, 2012.
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Quando se seleciona a opcédo Polygons, na tela do GeoGebra, aparece um
poligono (a) cujos veértices sdo os centros das circunferéncias, como ilustra a Figura
16.

&
o
o
0

o

["] Rotation Centers ] Polygons

Figura 16 - Centros das circunferéncias formando um poligono. Fonte: Golden, 2012.

Ao movimentar o controle deslizante (2), o poligono (a) se repete e a quantidade
€ determinada pelo controle deslizante (2). Os centros destes poligonos que foram

repetidos passam a ser os vértices de um novo poligono (b), como na Figura 17.

. . . "

["] Rotation Centers ] Polygons

Figura 17 - Novo poligono formado pelos centros dos poligonos (a). Fonte: Golden, 2012.
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Ao se movimentar o controle deslizante (3), a imagem formada pelos poligonos
(a) e (b) sdo geradas conforme o numero que for escolhido para o controle deslizante
(3), formando um novo poligono (c) cujos vértices sdo os centros dos poligonos (b),

como mostra a Figura 18.
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] Polygons

[[] Rotation Centers

Figura 18 - Centros dos poligonos (b) formando o poligono (c). Fonte: Golden, 2012.

Desta forma, quando multiplica-se os numeros que foram definidos para os
controles deslizantes, tem-se como resultado desta multiplicacdo o numero de
circunferéncias que aparecem na janela de visualizagdo do GeoGebra, ou seja,

5x4x4 = 80, conforme a Figura 18.
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4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Essa pesquisa consistiu em uma investigacao sobre a utilizacdo do GeoGebra
e suas contribuicdes no estudo da Geometria Analitica, em especifico, no estudo da
circunferéncia, fazendo uso de parametros para provocar nos alunos raciocinio
generalizador, no qual procurou-se responder: Quais sao as contribuigcbes do
GeoGebra no estudo da Geometria Analitica, em especifico da circunferéncia,
utilizando parametros para chegar a raciocinios generalizados, com os alunos
do 3°ano do Ensino Médio?

As atividades praticas deste trabalho foram aplicadas no Colégio Luterano
Concérdia, uma escola particular da regido metropolitana de Porto Alegre, do
municipio de S&o Leopoldo, em que a pesquisadora deste trabalho é professora de
Matemética do Ensino Médio desde 2011.

O colégio esta situado no bairro S&o Jodo Batista, préximo a BR-116, o que o
torna de facil acesso para os alunos moradores do municipio e para os que veem dos
municipios vizinhos. O colégio possui espacos interno e externo amplos e suas
instalacdes estdo no mesmo campus do Seminario e juntos recebem o nome de
Centro Educacional Concérdia. Ambas as instituicbes sdo mantidas pela Igreja
Evangélica Luterana do Brasil (IELB).

A filosofia do colégio fundamenta-se nos principios cristdos e atende a
Educacéo Infantil, Ensino Fundamental, Ensino Médio e oferece cursos técnicos em
Informatica, Administragdo e Logistica. Para os niveis da Educacgéo Infantil, Ensino
Fundamental e Ensino Médio, o colégio adota a colecdo de livros didaticos da Editora
Positivo como livro base.

A turma em que se desenvolveu a pesquisa € a Unica turma do 3° ano do Ensino
Médio da escola e foi escolhida para o desenvolvimento deste trabalho por ja ter
estudado o contetdo de Geometria Analitica, pois o estudo da circunferéncia era pré-
requisito para a aplicagéo das atividades que foram propostas. No inicio da pesquisa,
a turma contava com dezessete alunos e, no decorrer da pesquisa, chegaram mais
dois alunos novos nesta turma. Apesar de serem poucos alunos, a turma era agitada

e conversava bastante durante as aulas. Os alunos da turma eram de classe média e
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classe média alta, tinham acesso a informacéo e a recursos tecnoldgicos e gostavam
de atividades propostas em aula que envolvessem tecnologia.

A coleta de dados se deu por meio de questionamentos sobre as atividades
gue estavam sendo trabalhadas no GeoGebra, registros escritos feitos pelos alunos,
observacdes da professora/pesquisadora e arquivos do GeoGebra produzidos pelos
alunos.

A metodologia utilizada para esta pesquisa foi o Estudo de Caso e teve como
referéncia os estudos de Ponte (2006). Foi escolhida por se tratar de uma investigacao
em Educacdo Matemética que tem como propésito estudar uma situacéo especifica e
gue, segundo Ponte (2006), o objetivo da investigacdo num estudo de caso é entender
e compreender o “como” e os “porqués” de uma entidade que pode ser uma pessoa,

instituicdo, disciplina na area da educacao ou de outra area de conhecimento.

[...] os estudos de caso ndo se usam quando se quer conhecer propriedades
gerais de toda uma populacdo. Pelo contrario, usam-se para compreender a
especificidade de uma dada situacdo ou fendmeno, para estudar os
processos e as dindmicas da pratica, com vista a sua melhoria, ou para ajudar
um dado organismo ou decisor a definir novas politicas, ou ainda para
formular novas teorias. O seu objetivo fundamental € proporcionar uma
melhor compreenséo de um caso especifico e ajudar a formular hipéteses de
trabalho sobre o grupo ou a situa¢do em causa. (PONTE, 2006, p.16)

Segundo Ponte (2006), um estudo de caso pode ser classificado de acordo com
a sua histéria e seu contexto e pode funcionar como:

- um exemplo pela “positiva”, exibindo e compreendendo um caso exemplar;

- um exemplo pela “negativa”, como um contraexemplo que nega o0 que era
dado como certo;

- um caso “raro”, no qual o objetivo a ser estudado € raro e pode-se explora-lo
e conhecé-lo melhor;

- um caso “neutro”, que n&o € positivo nem negativo e que se escolhe para uma
analise mais detalhada;

- um estudo de casos multiplos, em que sao feitos diversos estudos de casos e

sdo comparados para conhecer melhor a diversidade das realidades.
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Ponte (2006) acredita que os estudos de casos podem ter alguns propdsitos
bem especificos, como: ser exploratério e servir para obter informacdes preliminares;
ser descritivo e relatar como é o caso estudado; e ser analitico construindo ou
desenvolvendo uma nova teoria ou entdo confrontar com uma que ja existe. O estudo
de caso tem algumas caracteristicas, como: ser uma investigacdo de natureza
empirica, basear-se em trabalho de campo ou em analise documental, ter cunho
descritivo e ndo ser experimental e os resultados podem ser feitos através de textos
escritos, comunicacdes orais ou registro em videos.

Para Ponte (2006), o estudo de caso pode seguir uma perspectiva
interpretativa, em que se observa o mundo do ponto de vista dos participantes; ou
seguir uma perspectiva pragmatica, na qual se proporciona uma perspectiva global do
objeto de estudo do ponto de vista do investigador. Em ambas, o conhecimento
produzido é do tipo particularistico, ou seja, se procura encontrar algo universal no
mais particular.

Ponte (2006) afirma que o estudo de caso pode ter uma orientacao teorica que
serve de suporte a formulacéo das questdes e da selecdo dos instrumentos de coleta
de dados e, ainda, auxilia na andlise dos resultados. Alguns exemplos de tipos de
estudos de casos em Educacédo Matematica referentes a sua orientacéo tedérica, sao:
etnograficos, histéricos, psicolégicos e sociélogos.

Ponte (2006) aponta em seus estudos que a perspectiva interpretativa é,
sobretudo, uma orientacao tedrica que se apoia em duas correntes: na fenomenologia,
cujo objetivo € compreender o sentido dos acontecimentos e interacdes das pessoas,
e no interacionismo simbdlico, no qual a experiéncia humana é medida pela
interpretacdo, os sentidos sao produzidos da interagdo social entre os seres humanos
e sdo modificados conforme os simbolos que vao encontrando no seu cotidiano.

Desta forma, levando em consideragcdo as informacdes relevantes que
compdem a metodologia do Estudo de Caso descrita por Ponte (2006), e que esta
pesquisa € classificada como um caso pela “positiva” em que se busca experimentar,
explorar e compreender um comando novo para os alunos, do software GeoGebra,

foram aplicadas as atividades a seguir apresentadas.
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4.1 Atividades Planejadas

Para o desenvolvimento destas atividades, foi criado um website’. A tela inicial
do website esta ilustrada na Figura 19.

€ - C | [} marcianecarlos.wix.com/matematica 7,

X Crie um site no WiX

Estudo da Circunferéncia
Atividades praticas
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* Este site foi criado por WIX.com. Crie seu site GRATIS >>

Figura 19 - Pagina inicial do website. Fonte: Acervo pessoal.

7 Website disponivel em: http://marcianecarlos.wix.com/matematica.
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Este website contém uma breve explicacdo sobre o estudo da circunferéncia,
uma sequéncia das atividades propostas e a publicacdo dos trabalhos desenvolvidos
pelos alunos.

Na tela inicial, temos uma pequena descricdo do objetivo geral do website. Na
parte superior do website, temos cinco abas:

e Inicio — retorna para a pagina inicial, ilustrada na Figura 19;

e Circunferéncia — explica brevemente alguns conceitos sobre o estudo da
circunferéncia, ilustrada na Figura 20;

e Atividades — apresenta um submenu com as dez atividades que serdo
descritas na sequéncia;

e Publicacbes — apresenta o produto final produzido pelos alunos;

e Contato — formulario disponivel para fazer contato com a professora

pesquisadora.

Estudo da Circunferéncia
Atividades praticas

lnicio | - e |

Estudo da Circunferéncia

Considerando uma circunferéncia com centro em (3, b) e raio 1, & eguagéo
reduzida da circunferéncia é (x-a)?+(y-b)=r?

Posicdes relativas entre duas circunferéncias:
Considerando a disténcia d entre os centros das circunferéncias € seus raios 1l e
12, as circunferéncias serao:

. concéntricas quando d=0;

. tangentes externas quando d=rl+12 ;

. externas quando d<ri+r2;

. tangentes internas quando d= |r1-12;

. internas quando 0<d<|rl-r2|;

. secantes quando |rl - r2]<d<rl+r2.

R Este site foi criado por WIX.com. Crie seu site GRATIS >>

Figura 20 - Aba: Estudo da Circunferéncia. Fonte: Acervo pessoal.
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Na sequéncia, serdo apresentadas as dez atividades propostas no website.

4.1.1 Atividade 1

A atividade 1, subdividida em trés itens, tinha por objetivo recordar nocdes
basicas do GeoGebra, como inserir ponto, criar uma circunferéncia pelo Campo de

Entrada e utilizar o controle deslizante, conforme ilustra a Figura 21.

Estudo da Circunferéncia

Atividades praticas

Atividade 1

Recordar noc¢des basicas do GeoGebra
Vamos comecar relembrando alguns comandos basicos do GeoGebra:

1. Insira um novo ponto na janela de visualizacdo utilizando a barra de
ferramentas ou digitando no campo de entrada.

2. Construa uma circunferéncia qualquer digitando no campo de entrada a
equacdo da circunferéncia que deseja construir, atribuindo valores para o centro e
O raio.

3. Construa uma circunferéncia utilizando o controle deslizante para variar o ralio.

Apds o término da atividade, salve o arquivo do GeoGebra e envie para:
marciane.carlos@gmail.com

Figura 21 - Atividade 1 disponivel no website. Fonte: Acervo pessoal.
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4.1.2 Atividade 2

A atividade 2 tratava da construcdo de circunferéncias variando o centro e/ou o

raio por meio dos controles deslizantes (Figura 22).

Estudo da Circunferéncia

Atividades praticas

1Arce L IrCUnTerenclia ALVIOIOes FUDICdCoes L¥ielp|r=ile}

Atividade 2

Construindo circunferéncias

Nesta atividade varmos construir circunferéncias no GeoGebra variando o ceniro
efou o raio attaves dos conircles deslizantes.

1. Crie uma circunferéncia, digitando no campo de entrada do GeoGebra a
equacdo da circunferéncia, com centro (0,0) & railo 2.

2.

a) Crie oufra circunferéncia, digitando no campo de entrada do GeoCebra a
equacdo da circunferéncia, com centro (6,1) e raio variando.

b) Regisire a maneira como vocé pensou para criar esta circunferéncia.

c) Ao movimentar o controle deslizante e a circunferéncia, © que acontece Com o
Centro e o raio desta circunferéncia?

3.
a) Crie oufra circunferéncia, a partir da sua equacaoc, com raio 1 e centre variando.
b) Registre a maneira como voCcé pensou para criar esta circunferéncia.

c) Ao movimentar o controle deslizante e a circunferéncia, © gue aconiece com o
ceniro e o rala desta circunferéncia?

4,
a) Digite a equacao da circunferéncia com centro e raic variande.

b) Regisire a maneira como vocé pensou para criar esta circunferéncia.

c) Ao maovimentar o controle deslizante e a circunferéncia, ¢ gue aconiece com o
Ceniro e o raio?

Apds o término da atividade, salve o arquivo do GeoGebra e envie para:
marciane.carlos@gmail.com

Figura 22 - Atividade 2. Fonte: Acervo pessoal.
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4.1.3 Atividade 3

A atividade 3 (Figura 23) teve como objetivo construir circunferéncias a partir
de suas posicOes relativas (concéntricas, internas nao-concéntricas, externas,
tangentes externas), com o intuito de provocar a compreensao sobre os papéis das
coordenadas do centro e da medida do raio na equagéao e suas relagbes com o registro

gréfico.

Estudo da Circunferéncia
Atividades praticas

Atividade 3

Construindo circunferéncias conforme suas posic¢oes relativas

Vamos construir pares de circunferéncias no GeoGebra levando em consideragao
suas posicles relativas

1

a) Digite as equacdes de duas circunferéncias que sdo concéntricas.

b) Como vocé pensou para criar estas duas circunferéncias de modo a garantir
que sdo concéntricas?

¢) Analisando as equacdes digitadas das duas circunferéncias concéntricas, o que
vocé mudaria nals) equacdo(des] para torna-las circunferénicias internas nio-
conceéniricas?

d) Faga as alteragdes necessarias nals) equacaol(oes) para poder visualizar as duas
circunferéncias internas nac-concéntricas

e) Com base nas circunferéncias internas ndo-concéntricas, © que vocé rudaria
nals) equacdo(des) para torna-las externas?

f) Faca as alteracdes necessarias nals) equagdo(des) para poder visualizar as duas
circunferéncias externas

2.

a) Digite as equagdes de duas circunferéncias que sdo tangentes externas.

b) Registre a maneira como vocé pensou para garantir a posicdc de tangenies
externas destas circunferéncias.

¢) O que vocé mudaria nals) equacioldes) de modo a torna-las tangentes
internas?

d) Faga as alteragdes necessarias nals) equacdo(des) para poder visualizar as duas
circunferéncias tangentes internas

3.

a) Digite as equagdes de duas circunferéncias que sao secantes.

b) Registte a maneita como vocé€ pensou para garantir gue as duas
circunferéncias sejam secantes

Apds o término da atividade, salve o arquivo do GeoGebra e envie para:
marciane.carlos@gmail.com

Figura 23 - Atividade 3. Fonte: Acervo pessoal.



52

4.1.4 Atividade 4

As atividades 4 e 5 foram realizadas pelos alunos no mesmo dia.
A atividade 4 (Figura 24) consistia em criar uma familia de circunferéncias
secantes com centros equidistantes na horizontal utilizando o comando sequéncia,

dando inicio ao trabalho com o raciocinio generalizador.

Estudo da Circunferéncia
Atividades praticas

Atividade 4

Construir sequéncias de circunferéncias

Vamos construlr uma sequéncia de circunferéncias conforme o desenho:

1, Pensando na equagdo da circunferéncia para criar esta sequéncia de

circunferéncias, o gue vocé acha que deve variar de uma circunferéncia para
ouftra da sequéncia?

2. Cormo podemos criar uma sequéncla de clrcunferéncias conforme a figura
acima?

3. Digitar no campe de entrada a palavra “sequéncia’ e escolher como mostra a
imagem:

Sequéncial <Valor Final> |
Sequéncia] <Exprassdo=, <Varidwal=, <Valor Inicial=, <Valor Final=]

8 Sequencial <Expressap=, sVariavel=, <Valor Inicial=, =Valor Final=, =incremenio= |8
Entrada|se]

Em “expressdo’, digitar a circunferéncis que qUEremos criar;

Em “variavel’, digitar a variavel que deve mudar para gerar a sequéncia;
Em “valor inicial” e “valor finsl”, digitar os valores inicial e final da variavel;
Em “incremento’, digitar o valor que gueremos que a variavel propague.

Apds o término da atividade, salve o arquivo do GeoGebra e envie para:
marciane.carlos@gmail.com

Figura 24 - Atividade 4. Fonte: Acervo pessoal.
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4.1.5 Atividade 5

Nesta atividade (Figura 25), os alunos primeiramente deveriam criar uma
sequéncia de circunferéncias externas a partir de uma Unica relacdo e, em seguida,
transformar esta sequéncia de circunferéncias externas em secantes. Depois,
deveriam criar uma sequéncia de circunferéncias tangentes externas e logo
transforméa-las em circunferéncias concéntricas. No final da atividade, os alunos

deveriam reproduzir a imagem dada com uma Unica relacéo.

Estudo da Circunferéncia
Atividades praticas

Atividade 5

Construir sequéncias das posigdes
relativas entre circunferéncias no GeoGebra

al,

a) Crie, no GeoGebra, uma sequéncia de circunieréncias externas a partir de uma
unica relagéo

b) Como vocé pensou para criar esta sequéncia de modo a garantir que
s8o externas?

c) Analisando a expressao criada para a sequéncia de circunferéncias extermas, o
que vocé mudaria na expressac para torna-las circunferéncias secantes?

2.

a) Crie, no GeoGebra, uma sequéncia de circunferéncias tangentes externas a
partir de uma unica relagao.

b) Como vocé pensou para criar esta sequéncla de modo a garantly que sao
tangentes externas?

c) Analisando a expresséo criada para a sequéncla de clrcunferéncias tangentes
externas, © que vocé rmudaria na expressdo para tornéd-las circunferéncias
concéntricas?

3. Escrever a expressédo gue generaliza a sequéncia de circunferéncias da lmagermm
abaixo:

X0

Apds o término da atividade, salve o arquivo do GeoGebra e envie para:
marciane.carlos@gmail.com

{

Figura 25 - Atividade 5. Fonte: Acervo pessoal.
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4.1.6 Atividade 6

Na atividade 6, foi solicitado aos alunos que construissem circunferéncias que
giravam em torno de um ponto (Figura 26), depois em torno de uma circunferéncia,

primeiro uma a uma para entender o processo de criagdo, depois generalizando.

Atividade 6

Construir sequéncias de circunferéncias girando em tormo de
uma circunferéncia

Vamos criar uma sequéncia de circunferéncias que giram primeiramente em
torno de um ponto e depois em torno de uma circunferéncia. Em um primeiro
rmomento criaremos as circunferéncias uma a uma e, em um segundo momento,
criaremos varias através de uma expressao.

oY
3D
1 OO

a) Construir um ponto qualquer e uma circunferéncia qualquer. Queremos que
esta circunferéncia rotacione/gire em torno do ponto por um angulo de 45°. Para
tanto, selecionamos o comando ‘Totagdo em torno de um ponto” localizado na
barra de ferramentas no nono icone e depois selecionamos © ponto, a
circunferéncia e o &ngulo que queremos que a circunferéncia rotacione/gire em
tormo do ponto.

b) Continuar rotacionando circunferéncias em torno do ponto até chegar na
circunferéncia onde comegou a rotagao.

2. Vamos construir sequéncias de circunferéncias girando em torno do centro de
uma circunferéncia, para tanto:

a) Determinar uma circunferéncia de centro definido e marcar um ponto sobre a
circunferéncia.

b) Criar controles deslizantes para duas varidveis: "i', que representa a distribuicio
equidistante das circunferéncias em torno de um ponto e 'k', que presenta a
quantidade de circunferéncias que serdo criadas.

¢) Usar o comando ‘girar’. Apds digitar sequéncia no campo de entrada, em
‘expressdo’, digite "girar” e selecione: ‘| <Objeto>, <Angulo>, <Ponto> |, como
mostra a imagen:

Girar[ <O to=]
Girar] <Objeto>, <Angulo>, <Eixo de Rotacdo> |
Girarf <Objeto=, <Angulo>, <Ponto sobre O Eixo>, <Eixo de Dirag3o ou Plano> ]|
GirarTextol <Texio>, <Angulo> |

Emdg;lsmﬁumulrlmm,mmr Inictal>, <Valor Final> |

Girar{ <Objeto>, <Angulo>]

O objeto a ser girado serd uma circunferéncia criada com base no ponto sobre a
circunferéncia. Exemplo: Ponto B sobre a circunferéncia de centro A. Em
“angulo”, digitar "i 360°/k".

Figura 26 - Atividade 6. Fonte: Acervo pessoal.
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4.1.7 Atividade 7

Na atividade 7 (Figura 27), o objetivo era reproduzir a semente da vida,
mostrada a partir de um video disponivel no website e em um arquivo do GeoGebra.
Os alunos precisavam utilizar as ideias exploradas no item 2 da atividade 6, ou seja,
a construcao de uma sequéncia de circunferéncias girando em torno do centro de uma
circunferéncia. Ao movimentar o controle deslizante k (Figura 27), que determina a
guantidade de circunferéncias criadas em torno do centro de uma circunferéncia,

teremos a sequéncia mostrada na Figura 28.

Atividade 7

Reproduzir a "semente da vida"

A forma geomeétrica formada por circunferéncias que pretendemos construir
nesta atividade chama-se "semente da vida".

Assista ao video e na sequéncia reproduza a 'semente da vida' conforme a
construgac apresentada no GeoGebra.

Depois da construgao pronta no GeoGebra, vocé consegue estabelecer relacdes
entre as circunteréncias criadas? Quais?

Figura 27 - Atividade 7. Fonte: Acervo pessoal.
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Figura 28 - Semente da vida com o controle deslizante variando de 0 a 6. Fonte: Acervo pessoal.

4.1.8 Atividade 8

As atividades 8 e 9 foram trabalhadas na mesma aula e consistiam em produzir
mais uma etapa da flor da vida. Para replicar o inicio da flor da vida na atividade 8
(Figura 29), foi disponibilizada uma construcdo no GeoGebra e solicitado aos alunos

a construcéo e o estabelecimento de relacdes entre as circunferéncias criadas.



57

Atividade 8

Replicar o inicio da "flor da vida'

Dando continuidade a forma geomeétrica "flor da vida' que queremos fazer,
varmos construir mais uma etapa da 'flor da vida".

Veja a construcao abaixo feita no GeoGebra mexendo primeiramente no
controle deslizante k' e depois no controle deslizante 'm' e a reproduza.

s

A
WA
YN
e
/N
\/

N/
X5

A
WA

NS/

AN

VA

-

AVAY,
AVAY.
A

N

A

Depois da construcao pronta no GeoGebra, vocé consegue estabelecer relacdes
entre as circunferéncias criadas? Quais?

Figura 29 - Atividade 8. Fonte: Acervo pessoal.

4.1.9 Atividade 9

A atividade 9 consistia na finalizacdo da construcéo da flor da vida. Para tanto,
foi solicitado que os alunos observassem a construcdo feita no GeoGebra,
movimentando primeiramente o controle deslizante k que cria circunferéncias em
torno do centro de uma circunferéncia (como na Figura 27), depois o controle

deslizante m que cria outra camada de circunferéncias em torno das circunferéncias
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ja criadas (Figura 29), e por fim o controle deslizante n que cria mais uma e ultima
camada de circunferéncias (Figura 30), e assim reproduzissem a sequéncia de

circunferéncias e estabelecessem relacdes entre as circunferéncias criadas.

Atividade 9

Reproduzir a “flor da vida“

Nesta atividade vamos finalizar a construcao da 'flor da vida'.

Observe a construgdo feita no GeoGebra movimentando primeiramente o
controle deslizante 'k', depois o controle deslizante 'm' e por fim o controle
deslizante 'n' e reproduza a sequéncia de circunferéncias.
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Depois da construgdo pronta no GeoGebra, vocé consegue estabelecer relagdes
entre as circunferéncias criadas? Quais?

Figura 30 - Atividade 9. Fonte: Acervo pessoal.
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4.1.10 Atividade 10

A atividade 10 (Figura 31) tinha como objetivo escolher umaimagem com varias
circunferéncias e construi-la utilizando o menor nimero possivel de comandos e o
comando sequéncia para generalizar. Os alunos ainda deveriam criar um roteiro dos

passos utilizados para reproduzir a imagem escolhida.

Atividade 10

Pesquisar uma imagem com vdrias circunferéncias, ou uma abaixo, e
reproduzi-la.

Utilizar o menor numero possivel de comandos, fazendo uso das sequéncias
para criar varias circunferéncias em um unico comando.

Criar um roteiro com 0s passos que seguiram para chegar na reprodugdo da
imagem escolhida.

Depois do trabalho pronto, enviar o arquivo .ggb e a imagem que foi
reproduzida para o e-mail: marciane.carlos@gmail.com

Bom trabalho!

Algumas sugestdes:

ST
1""’::‘:““\\\.
PRSI
OO ll.=

Figura 31 - Atividade 10. Fonte: Acervo pessoal.
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As atividades aqui apresentadas foram planejadas para serem aplicadas de

acordo com o cronograma apresentado no Quadro 2.

Quadro 2 - Cronograma das atividades planejadas

Aulas® Datas Atividades Breve descricdo das atividades
o Relembrar nog¢des basicas envolvendo a
Atividade 1 _ .
circunferéncia no GeoGebra.
o Construir circunferéncias com o centro e/ou raio
Atividade 2 _
12 Aula 09/10/2015 variando.
Construir  circunferéncias levando em
Atividade 3 | consideracdo suas posi¢bes relativas no
GeoGebra.
Construir  sequéncias de circunferéncias
22 Aula 15/10/2015 Atividade 4 | utilizando o0 raciocinio generalizador no
GeoGebra.
o Construir sequéncias das posi¢Oes relativas
32 Aula 16/10/2015 Atividade 5 _ _
entre circunferéncias no GeoGebra.
o Construir sequéncias de circunferéncias girando
42 Aula 23/10/2015 Atividade 6 _ _
em torno de uma circunferéncia no GeoGebra.
52 Aula 05/11/2015 Atividade 7 | Reproduzir a “semente da vida”.
62 Aula 06/11/2015 Atividade 8 | Replicar o inicio da “flor da vida”.
72 Aula 12/11/2015 Atividade 9 | Reproduzir a “flor da vida”.
82 Aula 13/11/2015 Pesquisar uma imagem com varias
Atividade 10 | circunferéncias e reproduzi-la. Criar um roteiro
9% Aula | 26/11/2015 do passo a passo da construcso.

Fonte: Acervo pessoal.

8 Cada aula de 2 periodos com a duracgdo de 45 minutos cada periodo.
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5 DESCRICAO E ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo, serdo descritas como ocorreram as atividades planejadas e, a
partir dos dados coletados, serdo feitas as analises sobre a utilizacdo de parametros

no estudo da circunferéncia no GeoGebra com os alunos pesquisados.

5.1 Atividades Desenvolvidas

Ao aplicar as atividades, sentiu-se a necessidade de fazer adaptacdes quanto
ao cronograma previamente planejado, pois os alunos estavam acompanhando bem
o desenvolvimento das atividades. Logo, o0 planejamento que seria aplicado
inicialmente em dezoito periodos, foi aplicado em catorze periodos, conforme o
Quadro 3.

Quadro 3 - Cronograma alterado das atividades planejadas

Aulas® Datas Atividades Breve descricdo das atividades

o Relembrar noc¢bes basicas envolvendo a
Atividade 1 ) .
circunferéncia no GeoGebra.

12 Aula | 09/10/2015

o Construir circunferéncias com o centro e/ou
Atividade 2 _ _
raio variando.

Construir  circunferéncias levando em
22 Aula | 15/10/2015 Atividade 3 | consideragcdo suas posigcoes relativas no
GeoGebra.

Construir sequéncias de circunferéncias
32 Aula | 16/10/2015 Atividade 4 | utilizando o raciocinio generalizador no
GeoGebra.

9 Cada aula de 2 periodos com a duracao de 45 minutos cada periodo.
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o Construir sequéncias das posicdes relativas
Atividade 5 _ _
entre circunferéncias no GeoGebra.
Construir sequéncias de circunferéncias
42 Aula | 23/10/2015 Atividade 6 | girando em torno de uma circunferéncia no
GeoGebra.
52 Aula | 05/11/2015 Atividade 7 | Reproduzir a “semente da vida”.
Atividade 8 | Replicar o inicio da “flor da vida”.
62 Aula | 06/11/2015
Atividade 9 | Reproduzir a “flor da vida”.
Pesquisar uma imagem com varias
72 Aula | 12/11/2015 | Atividade 10 | circunferéncias e reproduzi-la. Criar um
roteiro do passo a passo da construgao.

Fonte: Acervo pessoal.

Para desenvolver as atividades propostas, a turma foi dividida em oito grupos,

que foram nomeados por A, B, C, D, E, F, G, e H. Os grupos C, D, E, F e G eram

formados por duplas, o grupo A era composto por um trio, ja os grupos B e H

inicialmente eram formados por duplas, mas com a vinda de mais dois alunos para a

escola, passaram a ser compostos por trios. Neste trabalho, foram analisados quatro

grupos de alunos (A, C, E e H), pois estes grupos estavam presentes em todas as

aulas e desenvolveram e entregaram todas as atividades, conforme o Quadro 4, no

qgual constam as anotacOes da professora sobre as atividades desenvolvidas pelos

grupos.

Quadro 4 - Controle das atividades realizadas pelos grupos analisados

Grupos

Atividade 1

Atividade 2

Atividade 3

Atividade 4

Atividade 5

Atividade 6

Atividade 7

Atividade 8

Atividade 9

Atividade 10

A

Y

W

V

W

W

W

W

V

y

V

Y

W

V

W

W

W

W

V

y

V

Y

W

V

W

W

W

W

V

y

V

c
E
H

Y

W

V

W

W

W

W

V

y

V

Fonte: Acervo pessoal.
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Nas secdes a seguir, serdo apresentadas as descri¢cdes e andlise dos dados

coletados durante as atividades desenvolvidas.

5.1.1 Atividade 1

Na primeira aula, apés ser apresentado o website para os alunos, foi acordado
que todas as circunferéncias deveriam ser construidas pelo Campo de Entrada do
GeoGebra, para provocar a elaboracdo da equacédo da circunferéncia.

A atividade 1, subdividida em trés itens, tinha por objetivo recordar nocdes
bésicas do GeoGebra.

No primeiro item, os alunos mostraram facilidade em criar um novo ponto,
fizeram de forma intuitiva. No segundo item, os grupos analisados nao tiveram
dificuldades em criar a circunferéncia digitando a equag¢do no Campo de Entrada. No
terceiro item, embora os alunos tivessem trabalhado com o GeoGebra em outras
oportunidades, estes ndo lembravam do recurso controle deslizante e da sua
utilizacdo. Conversamos sobre a funcdo do controle deslizante e, em seguida, os
alunos conseguiram realizar o terceiro item.

Ao planejar a atividade 1, esperava-se que os alunos explorassem os itens sem
grandes dificuldades, com excec¢do do item 3, no qual ja se presumia que 0s alunos
nao iriam recordar como € utilizado o controle deslizante, pois este € um recurso pouco

usual para eles e, portanto, precisava ser relembrado.

5.1.2 Atividade 2

A atividade 2 tinha por objetivo a construcdo de circunferéncias variando o
centro e/ou o raio através dos controles deslizantes. A dupla C, ao digitar a equacao
da circunferéncia do primeiro item da atividade 2, achou que a equacgéo estava errada,
pois ndo tinham valores sendo somados ao x e ao y da equacéo. Porém, logo notaram

que, deste fato, decorria que as coordenadas do centro da circunferéncia eram (0,0)



64

e que, da forma como fizeram, estava correto, como mostra a construcdo feita pelo

grupo C, representado pela equacgéo da circunferéncia c, em vermelho, na Figura 32.

» Janela de Algebra | | = Janela de Visualizagio
Cdnica -
..... ® o+ .!'.z =4

----- d: (x -6 +{y-17=25

..... e :1_512_'_:1]'-_1.2}::1

----- Lx-5F+(y-1.2F=8M1
Mimero

..... a=5

Figura 32 - Circunferéncia construida pelo grupo C. Fonte: Acervo pessoal.

A dupla H criou o controle deslizante a e o utilizou em todas as circunferéncias
criadas (do item 2 ao item 4), conforme a Figura 33. Ao movimentar o controle
deslizante a, todas as equacdes alteravam, pois o controle deslizante estava sendo
usado em todas as equacdes (na equacdo d como raio, na equacao e como o par
ordenado do centro, e na equagdo g como a abscissa do centro). Os alunos foram
orientados para que ocultassem as circunferéncias dos itens anteriores para que
visualizassem melhor a movimentacéo de cada circunferéncia (centro/raio) conforme
era solicitado em cada item. Desta forma, eles teriam uma visdo melhor de cada
equacao da circunferéncia com a sua respectiva representagdo geometrica e, assim,
teriam melhores condi¢Ges para observar e entdo descrever os parametros que estao
fixos e 0s que estdo variando em cada circunferéncia. Ao conseguirem desenvolver
estas habilidades de percepcéo, observacéo e descri¢cdo, os alunos enquadram-se no

“mundo conceitual corporificado” de Tall (2004).
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b Janela de Algebra =] b .Janela de Visualizagdo
Cdnica

..... C:Kz"'f=4

----- ® d:(x-6F+(y-17<9

..... 2 e:{x@z.._@z:-l

""" ® g:(x[3F+{y+1.6PF=576
Mumera

..... .. a=-3

..... h=1-ﬁ

----- f=43

-4

Figura 33 - Constru¢éo da dupla H com controle deslizante a = —3. Fonte: Acervo pessoal.

Os alunos do grupo H mudaram o raio da circunferéncia d para o parametro r,
e responderam a maneira como pensaram para criar essa circunferéncia e o que

acontece ao movimentar o controle deslizante, conforme Figura 34.

Figura 34 - Grupo H explicando o item 2 da atividade 2. Fonte: Acervo pessoal.

Observa-se, no registro escrito dos alunos, que eles utilizaram os valores
padrbes para o controle deslizante que o GeoGebra indica, de -5 a 5, e ndo notaram
gue, ao movimentar o controle deslizante, além das circunferéncias criadas, formou-
se um ponto no centro das circunferéncias que se deve ao fato do raio ser igual a zero,
como mostra a Figura 35 com o recurso do rastro habilitado. Ainda n&o identificaram

que tomar valores de r menores ou igual a zero nao faz sentido nesta situacao, pois
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trata-se da medida do raio da circunferéncia. Esta caracteristica da circunferéncia
referente aos valores do raio ndo esta clara, neste momento, para os alunos,
mostrando que estes ainda ndo tém uma compreensao global da circunferéncia, o que
€ normal no ambito do processo de aprendizagem. Espera-se que, utilizando o
GeoGebra para auxiliar na visualizacdo das construcfes, esta caracteristica fique
mais evidente. Assim, pode-se afirmar que, nesta etapa do processo de
aprendizagem, estes alunos fazem parte do “mundo conceitual corporificado” de Tall
(2004), em que estéo na etapa inicial de percepcéo, observacao e descricdo do objeto
de estudo.

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio

— Cdnica

—0 Cx+y=4 61
—~@ d:(x-6F={y-1F=25

----- Ooe(x-42)7+(y-42)P =1
----- O g(x-42F+ (y+1.27 =25 | e .
~ Mimero

..... C'\ a=4.2
h=1.2

_.
1]
o

—if

Figura 35 - Circunferéncias criadas pelo grupo H variando o raio. Fonte: Acervo pessoal.

Todas as duplas analisadas deixaram o controle deslizante do raio variando de
-5 a 5, mas a forma de pensar na criacdo da circunferéncia e do raio variando esta

correta, como ilustra a Figura 36 com a resposta da dupla C.

Figura 36 - Grupo C explicando o item 2 da atividade 2. Fonte: Acervo pessoal.
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O trio A, no item 3, no qual pedia para variar o centro, criou somente um controle
deslizante a para as duas coordenadas do centro. Quando questionados sobre
porque, ao movimentar o controle deslizante, a circunferéncia deslocava-se na
diagonal, ou seja, com centros nos pontos da reta y = x (Figura 37), em um primeiro
momento ndo souberam responder, porque ndo estavam conseguindo converter a
relacdo algébrica que criaram para o0 registro geométrico correspondente. Na
sequéncia, um dos alunos tomou a iniciativa de criar um controle deslizante para cada
coordenada e notou que assim poderia movimentar o par de coordenadas de forma
independente. Foi a versatilidade e o dinamismo do GeoGebra que permitiram ao
aluno testar, experimentar, observar e tirar suas conclusbes sobre o movimento da
circunferéncia quando alterados os valores das coordenadas do centro, ou seja, a
tecnologia estd sendo utilizada, conforme aponta Goldenberg (2000) em seus
estudos, como uma ferramenta para ajudar os alunos a desenvolverem a capacidade

de pensar matematicamente.

» Janela de Algebra A | ¥ Janela de Visualizagdo

Cdnica a=1

@ cx-1F+({y-17=4 _@'—
- Namero o
—@ a=1

_a

Figura 37 - Movimento da circunferéncia, com o rastro habilitado, com 0 mesmo controle deslizante

para o par ordenado do centro. Fonte: Acervo pessoal.
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A dupla E foi objetiva nas suas respostas quanto ao item 3 (Figura 38). Os
alunos criaram dois controles deslizantes, um para cada parametro das coordenadas

do centro, vendo assim que seria o0 centro da circunferéncia que iria ficar variando, ja

o raio ndo sofreria alteragdes, pois foi atribuido a ele um valor numérico.

Figura 38 - Resposta do grupo E ao item 3 da atividade 2. Fonte: Acervo pessoal.

Ao movimentar os controles deslizantes das coordenadas do centro, nota-se
no trabalho do grupo E, a circunferéncia movimentando-se como sugere a Figura 39,

na qual o rastro foi habilitado para podermos visualizar este movimento.

» Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagao
~ Conica

----- LoGixtey'=4

----- Lodi(x -6 +(y-1)=25
----- ® e:(x-57+(y-57=1
----- L R(x-5P+(y-5y=8
~ NOmero

Figura 39 - Circunferéncias criadas pelo grupo E a partir do movimento dos parametros das
coordenadas do centro. Fonte: Acervo pessoal.

Os valores dos parametros do centro da circunferéncia da Figura 39 foram
criados variando de -5 a 5. Para gerar a imagem da figura, primeiramente foi

movimentado o controle deslizante a, que corresponde a abscissa do centro da
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circunferéncia variando de -5 a 5, depois foi movimentado o controle deslizante b, que
corresponde a ordenada do centro da circunferéncia.

Com estas atividades, os alunos foram conhecendo melhor sobre a funcéao dos
pardmetros na equacgdo reduzida da circunferéncia e as correspondentes
representacfes geométricas, e tiveram facilidade em concluir o item 4 da atividade 2,
que consistia em criar uma circunferéncia com centro e raio variando, como
exemplificado na Figura 40, no qual o grupo H explica como construiram a

circunferéncia solicitada.

Figura 40 - Item 4 da atividade 2 respondida pelo grupo H. Fonte: Acervo pessoal.

Na Figura 40, o grupo H, assim como os outros grupos analisados, teve mais
clareza sobre os parametros da equagéo da circunferéncia, ao transitarem de forma
espontanea entre os registros graficos e algébricos da circunferéncia.

Nesta atividade, o software GeoGebra possibilitou aos alunos, de forma
dindmica, a visualizacdo das alteracbes geométricas conforme eram manipulados os
parametros da equacgdo da circunferéncia. Os alunos puderam observar de forma
simultanea as alteracdes algébricas, através dos parametros, e geométricas, podendo
pensar na matematica que estava sendo usada nestas alteracoes.

Para Dreyfus (1991), generalizar é partir de casos particulares, identificando
pontos em comum, para expandir os dominios de validacdo e assim generalizar o
objeto de estudo por meio de uma Unica expressao. Nota-se que o0s alunos ja estavam
conseguindo generalizar, ao reconhecer a equacdo da circunferéncia e suas
propriedades, como fizeram no item 4, generalizando através de parametros a

equacao por meio de uma unica relagdo com o centro da equacao definido e o raio
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variando, podendo assim fazer conjecturas e estabelecer o dominio da validade,
concluindo que todas as circunferéncias terdo o mesmo par ordenado de centro,

variando somente o raio.

5.1.3 Atividade 3

A atividade 3 tinha como objetivo construir circunferéncias a partir de suas
posicdes relativas (concéntricas, internas nao-concéntricas, externas, tangentes
externas, tangentes internas e secantes) com o intuito de levar a compreensao sobre
0s papéis das coordenadas do centro e da medida do raio na equacgéao e suas relacbes
com o registro geométrico. Os alunos precisavam lembrar as posicdes relativas entre
duas circunferéncias para que pudessem representar graficamente no GeoGebra
estas circunferéncias. A dupla C ndo lembrava as posicdes e, antes de iniciar a
atividade, pesquisou na internet as posi¢cdes entre duas circunferéncias. A dupla E
nao estava compreendendo a relacédo entre a distancia entre os dois centros e as
circunferéncias concéntricas, e uma colega do grupo ao lado comentou que a
distancia era zero porque 0s centros de ambas possuiam as mesmas coordenadas.
As demais duplas apresentaram davidas iniciais sobre a ideia de posicao relativa, mas
ao entenderem o significado de cada uma das posi¢cdes, conseguiram representar
graficamente as respectivas circunferéncias, evidenciando uma situacéo de transicao
da representacdo geométrica (observada no enunciado da atividade) para a algébrica
(inserida no Campo de Entrada). Consequentemente, verifica-se que estes alunos
mostram controle e compreensao das variaveis da equacéo da circunferéncia, uma
vez que precisavam pensar geometricamente nas posi¢oes relativas para entao criar
as equacbes que as representavam, mostrando assim que operam no “mundo
operacional simbdlico” de Tall (2004) ao manipularem simbolos algébricos com
exatiddo e precisdo. Os alunos também demonstraram um nivel mais abstrato do
pensamento matematico, quando conseguiram construir relagdes entre os objetos
matematicos e as suas propriedades (DREYFUS, 1991).

No item 1 da atividade 3, era solicitado aos grupos que criassem

circunferéncias concéntricas e descrevessem como fizeram este processo. Na
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sequéncia, questionava-se sobre o que mudariam na(s) equacao(des) para tornar as
circunferéncias internas n&o-concéntricas e depois 0 que mudariam na(s)
equacao(0es) para torna-las circunferéncias externas. Para efeitos de registros no
GeoGebra, a professora/pesquisadora solicitou aos alunos que n&o apagassem ou
alterassem nenhuma circunferéncia criada, por exemplo, ao fazer o item d desta
atividade, ao invés de fazer as transformacfes na equacéo, foi pedido para os alunos
criarem uma nova circunferéncia mantendo a original.

O grupo A criou duas circunferéncias concéntricas mantendo as mesmas
coordenadas do centro, conforme relatam na Figura 41, o que resultou nas
circunferéncias c e d da Figura 42. Ao ser questionado sobre como transformariam as
circunferéncias concéntricas em nao-concéntricas, 0 grupo A mencionou alterar
somente as coordenadas dos centros das equacdes (Figura 41), mas ao analisarmos
a construcao feita no GeoGebra (Figura 42), nota-se que 0s alunos, além de alterarem
os valores do centro, alteraram também o valor do raio (circunferéncia k da Figura 42),

ou seja, a circunferéncia d transformou-se na circunferéncia k.

Figura 41 - Descricdo feita pelo grupo A do item 1 da atividade 3. Fonte: Acervo pessoal.

Para transformar as circunferéncias ndo-concéntricas em circunferéncias
externas, o grupo A descreveu que mudaria os raios de ambas. Porém, analisando a

construcdo, observou-se que, ao fazer as alteracfes necessérias para ter as duas
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circunferéncias externas, somente foi alterado o valor do centro e do raio da
circunferéncia k, transformando-se assim na circunferéncia f e, portanto, externa a

circunferéncia c (Figura 42).

» Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagao
Cdnica

----- ® cx-1F+{y-1F=1

..... [ ] d:tx-'l:li"'h'-'l];:d-

..... E:‘x_zl_z_'_w_z}z:d

..... . I :1'4}2"'“'1}2:1

..... 9:11-3}‘+W-1}‘=1

----- h:fx-2F+(y-1F=1

----- ® kix-1.5PF+(y-0.5F=0.04
----- p: (% -0.5F +(y-1F=0.25

Figura 42 - Circunferéncias criadas pelo grupo A sobre o item 1 da atividade 3. Fonte: Acervo

pessoal.

Nota-se que os alunos fizeram o registro escrito (Figura 41) para depois
construirem as circunferéncias e observaram que, para garantir as posi¢coes relativas
solicitadas, ndo era necessario fazer todas as alteracbes nas circunferéncias que
haviam planejado, ou seja, o registro geométrico auxiliou-os a visualizarem quais 0s
parametros, de fato, deveriam ser modificados. Constata-se que, nesse trio, a relacao
entre registros algébrico e geométrico estd em processo de construcdo. As
antecipacdes no registro algébrico ainda ndo refletem os efeitos geométricos
esperados, necessitando de ajustes algébricos para finalizar a atividade. Nesse
processo, 0 GeoGebra torna-se um aliado, ao auxiliar os alunos a desenvolverem a
capacidade de pensar em Matematica (BASSO e NOTARE, 2015) sendo, desta forma,
o software utilizado como uma ferramentaparapensamentos, como definem Shaffer e
Clinton (2006)

O grupo C mostrou organizacdo ao representar geometricamente as
circunferéncias, colocou-as aos pares das posicdes relativas na mesma cor, 0 que
facilita a visualizacdo em relacdo as suas posic¢oes relativas, como mostrado na Figura
43.
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¥ Janela de ﬁdgebra |E| ¥ Janela de Visualizagao
Chnica 1681, -3.81)
..... [ ] C:{K+5}z+{y+8}z=4
..... [ ] d:{1+5}2+{}'+8}2=8
..... . E:le+5]‘+|:1,'+8]‘=4
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Figura 43 - Circunferéncias criadas pelo grupo C para o item 1 da atividade 3. Fonte: Acervo pessoal.

O grupo C criou duas circunferéncias iguais que ficaram sobrepostas, a
circunferéncia c e a circunferéncia e. Para criarem duas circunferéncias concéntricas,
este grupo usou 0 mesmo centro para as duas circunferéncias com raios diferentes,
como descrevem na Figura 44 e estao representadas geometricamente na Figura 43

pelas circunferéncias c e d.

Figura 44 - Descrigéo feita pelo grupo C sobre o item 1 da atividade 3. Fonte: Acervo pessoal.

Para transformar estas circunferéncias concéntricas em nao-concéntricas, o
grupo C manteve uma das circunferéncias com os mesmos valores e alterou a outra
circunferéncia aumentando-a com um valor maior para o raio (nao triplicando como

mencionaram na Figura 44) e deslocando em uma unidade o par ordenado do centro,
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0 que garante que as circunferéncias deixem de ser concéntricas, como mostra na
Figura 43 as circunferéncias ndo-concéntricas e e g.

No dltimo item, o grupo C deslocou uma das circunferéncias, aumentando os
valores do centro, e diminuiu o raio da outra circunferéncia, garantido assim que as
circunferéncias que eram ndo-concéntricas se tornassem circunferéncias externas
(circunferéncias f e h). Ao se referirem ao fato de aumentarem o centro (Figura 44), o
grupo estava se referindo aos valores das coordenadas do centro que foram trocados
por valores maiores e, por consequéncia, deslocou a circunferéncia para baixo e para
esquerda. A circunferéncia h ficou com o raio maior do que circunferéncia f, mas néo
guatros vezes maior como colocou o grupo C.

Identifica-se aqui que, ao conseguirem se organizar de forma clara ao
representar as circunferéncias na forma geométrica no GeoGebra, os alunos
demonstraram terem compreendido o que a atividade propés, transitando de forma
esponténea entre os diferentes registros de representagcdo do objeto de estudo,
caracterizando o que Duval (2005) chama de converséo.

O grupo E associou as posicOes relativas que deveriam construir com as
condicBes algébricas pertinentes para as posi¢cdes concéntricas e ndo-concéntricas,

como mostra a Figura 45.

Figura 45 - Grupo E descrevendo o item 1 da atividade 3. Fonte: Acervo pessoal.
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Na Figura 46 temos as representacfes algébrica e geométrica das posicdes
relativas das circunferéncias. Para tanto, o grupo E construiu duas circunferéncias
concéntricas (d e e). Para torna-las ndo-concéntricas, o grupo ocultou a circunferéncia
e e criou a circunferéncia f e, para tornar as circunferéncias ndo-concéntricas (d e f)
em externas, o grupo criou a circunferéncia c. Assim as circunferéncias d e ¢ séo

externas.

b Janela de Algebra #) | ¥ Janela de Visualizacio
- Cbnica
@ c(x-4P vy =1
@ Ky =6
) mxrey=4

® fx-1F+y=1

{ QX +y*=2
e h(x-2F+y*=2

3

Figura 46 - Circunferéncias criadas pelo grupo E para o item 1 da atividade 3. Fonte: Acervo pessoal.

Estes alunos levaram em consideracao o tamanho dos raios comparado com a
distancia entre os centros das circunferéncias para atender as construcdes solicitadas.

O grupo H, que era composto por dois alunos, estava sem um de seus
integrantes, pois ele havia faltado esta aula. Portanto, todas as resolugdes aqui
apresentadas deste grupo foram feitas por um aluno que, embora tenha feito todas as
atividades, inclusive esta do item 1 da atividade 3, no arquivo do GeoGebra ficou
registrado somente a primeira parte desta atividade, como consta na Figura 47, na

gual estdo representadas as circunferéncias concéntricas c e d.
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» Janela de Algebra [* | » Janela de Visualizagéo
- Conica 1

@ c(x-2P+(y-2F=16
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N

Figura 47 - Item 1 da atividade 3 feita pelo grupo H. Fonte: Acervo pessoal.

Ao responder as atividades, o aluno teve dificuldades em pensar sozinho sobre
como resolver. Constata-se essa dificuldade nos itens c) e d), nos quais perguntava-
se 0 que seria necessario mudar nas equacdes para alterar as posicoes relativas das
circunferéncias, e o0 aluno restringiu-se a responder que o0s centros deveriam ser
diferentes. Para as circunferéncias serem concéntricas, o aluno afirmou que
precisavam estar uma dentro da outra, e para serem externas deveriam nao ficar uma

dentro da outra, conforme mostra a Figura 48.

Figura 48 - Descri¢do do item 1 da atividade 3 feita pelo grupo H. Fonte: Acervo pessoal.
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Nota-se que este aluno, sozinho, ndo conseguiu avancar no seu raciocinio. Ele
sabia o0 que deveria acontecer com as circunferéncias, mas ndo conseguiu responder
0 que mudaria na representacao algébrica para atender as solicitagcdes da atividade
proposta. Isso revela que a compreensado da circunferéncia ainda € restrita e local
para esse aluno.

No item 2, era solicitado aos alunos que criassem duas circunferéncias
tangentes externas e registrassem por escrito como pensaram para garantir as
tangéncias das circunferéncias. Na sequéncia, era pedido para os alunos pensarem
no que deveriam mudar na representacdo algébrica para tornar as circunferéncias
tangentes internas. Novamente, foi solicitado para que, ao transformarem as
circunferéncias em posicdes relativas diferentes, criassem novas circunferéncias e
nao apagassem as criadas anteriormente, a titulo de andlise para esta pesquisa.

O grupo A, de forma clara, criou duas circunferéncias tangentes externas (c e

g, Figura 49) e tornou-as depois tangentes internas (c e p, Figura 49).

b Janela deﬁxlgebra | » Janela de Visualizagao
Cdnica .

----- ® cix-1P+{y-1P=1

..... difx-1F+({y-1y=4 £ d

----- er(x-2F+(y-2y=4
----- f(x-4F+(y-1F=1 !
----- ® gix-3F+{y-17=1

..... h: ﬁX—2}3+W-1}*=1

----- ki (- 1.5F + (y - 0.57 = 0.04
----- ® D:(x-05F+(y-1F=025

Figura 49 - Construcéo feita pelo grupo A para o item 2 da atividade 3. Fonte: Acervo pessoal.

O grupo C, de forma organizada, construiu duas circunferéncias tangentes
externas (k e p, Figura 50) depois, na sequéncia, construiu duas circunferéncias

tangentes internas (q e r, Figura 50).



78

b Janela de Algebra > | » Janela de Visualizagao

Cdnica
ciix+5PF+(y+8PF=4 /-\
o di(x+ 5P+ (y+ 8P =8 . . .

F(x+5F+(y+8F=2
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Figura 50 - Construcéo feita pelo grupo C para o item 2 da atividade 3. Fonte: Acervo pessoal.

Duas circunferéncias ficaram sobrepostas na Figura 50, as circunferéncias k e

Ainda no item 2, uma menina da dupla C, ao ver os colegas da dupla E ndo
conseguindo transformar as circunferéncias tangentes externas em tangentes
internas, orientou para que estes colegas fossem testando valores para o raio e para
as coordenadas do centro das circunferéncias, e observassem se o0s valores
atribuidos eram coerentes. A seguir, por meio de observacdo da
professora/pesquisadora, trazemos a fala dessa aluna:

- Vocés néo estéo parando para pensar nos valores e sim chutando. Pensem
nos valores do centro e o raio das equacdes e nas circunferéncias que estao vendo!.
— Aluna da dupla C.

Assim, a dupla E passou a alterar os valores do centro de uma das
circunferéncias até conseguir chegar ao objetivo da atividade, que era tornar as
circunferéncias tangentes internas. Constata-se que, a visualizacdo das
circunferéncias criadas no GeoGebra foi importante para estes alunos atingirem o
objetivo desta atividade. A possibilidade de manipular os valores nas equacdes e
terem o retorno desta manipulacdo na janela grafica auxiliou para chegarem nas
equacdes desejadas. Porém, é facil ver que a compreensdo global do objeto
circunferéncia em suas diferentes representacdes ainda estd em construcédo. Os
alunos ainda nao controlam o registro algébrico para obter o efeito grafico desejado.

Um aluno de uma dupla que néo foi analisada neste trabalho, que ja tinha

terminado a atividade, passou a ajudar o colega da dupla H que estava sozinho, pois
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seu parceiro de dupla faltou neste dia. Este aluno orientou o colega da dupla H para
criar as circunferéncias tangentes externas por tentativa, ora mudando o centro, ora
mudando o raio. Mesmo assim, 0 aluno ndo estava conseguindo compreender as
mudancgas que estavam ocorrendo e solucionar a atividade, pois as circunferéncias
estavam distantes uma da outra e, por consequéncia, ndo eram tangentes externas,

conforme ilustra a Figura 51.

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagéo
Cdnica 4

0 1 2 3 4 ] ] 7

Figura 51 - Construcgéo feita pelo aluno do grupo H para o item 2 da atividade 3. Fonte: Acervo

pessoal.

Ao ver o aluno com dificuldades para criar as circunferéncias tangentes
externas, deu-se o seguinte dialogo observado pela professora/pesquisadora:

- De que maneira tu pode fazer as circunferéncias se tocarem? -—
professora/pesquisadora.

- Colocando lado a lado. — aluno do grupo H.

- E no que tu precisa mexer? — professora/pesquisadora.

- No centro! — aluno do grupo H.

E assim, o aluno do grupo H colocou as circunferéncias lado a lado na
horizontal, alterando os valores das coordenadas do centro da circunferéncia até
conseguir as duas tangentes externas. O aluno conseguiu realizar a atividade que no
inicio ndo estava fazendo por estar sozinho e por ndo compreender como fazer. Mais
uma vez o GeoGebra, com o seu dinamismo, proporcionou ao aluno chegar ao
resultado esperado, manipulando valores algébricos na equacao e tendo como retorno
a representacao geomeétrica para conferir se os valores atribuidos eram os desejados,

estimulando o pensamento matematico por meio da interatividade que o software
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oportuniza. Esta constitui-se uma primeira etapa no processo de compreensao do
objeto circunferéncia, na qual o aluno ainda se apoia em manipulacdes, tentativas e
erros, agindo sobre o objeto de estudo, o que caracteriza o “mundo conceitual
corporificado” de Tall (2004).

No item 3 desta atividade, era solicitada a constru¢ao de duas circunferéncias
secantes e cComo pensaram para garantir esta posicao relativa entre elas, como mostra

a Figura 52.

P Janela I:Ie.f'«lgebra | | ¥ Janela de Visualizagdo
Cdnica

----- Cifx-1F+(y-1F=1
----- d:{x-1F+(y-17=4 h
----- e (x-2F+(y-2F=4
..... Fix-4P+{y-1P=1 1
----- ® ox-3F+ly-17=1

----- ® nx-2F+(y-1F=1

----- K:(x - 158+ (y - 0.5 = 0.04
----- piix - 058 +(y-1PF=0.25

2

Figura 52 - Circunferéncias secantes feitas pelo grupo A. Fonte: Acervo pessoal.

O grupo A usou como argumento, para garantir circunferéncias secantes, a
condicdo algébrica para a posicao relativa entre duas circunferéncias secantes (Figura
53).

%
a) Digite as equacdes de duas circunferéncias que sao secantes.

b) Registre a maneira como vocé pensou para garantir que as duas circunferéncias sejam
cantes.

A..,-A»‘ \ '-.‘.A Q m;;onbﬁl
W UQJu QO A OTeD -

Lola Qo eeOl Loy
Figura 53 - Descricdo do item 3 da atividade 3 feita pelo grupo A. Fonte: Acervo pessoal.

Os alunos se apoiaram na teoria para justificar como criaram as circunferéncias
secantes, estabelecendo relacdes entre 0 conceito, a representacao algébrica e a
representacdo geométrica destas circunferéncias, caracterizando um primeiro passo
para o “mundo formal axiomatico” de Tall (2004), em que fizeram uso das

corporificagcdes e dos simbolos, para assim formalizar o entendimento do objeto

estudado.
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Os demais grupos néo apresentaram dificuldades para desenvolver este item,
e registraram que as duas circunferéncias secantes foram construidas a partir das
circunferéncias tangentes internas e foi preciso somente alterar o valor da abscissa
do centro para terem as circunferéncias secantes.

Nesta atividade, o GeoGebra contribuiu para que os alunos compreendessem
a funcéo do par ordenado do centro e da medida do raio na equacao da circunferéncia
e o efeito que estes valores retornam no registro geomeétrico, desenvolvendo a
capacidade do aluno em pensar em Matematica. Esta manipulagdo dos objetos, de
forma dinamica, proporcionada pelo GeoGebra, seria penosa com outros recursos

como papel e lapis.
5.1.4 Atividade 4

Nesta atividade o objetivo foi explorar o comando sequéncia, no qual se utilizou
parametros da equacao da circunferéncia para, a partir de uma Unica equacao, criar

a representacdo geométrica de uma familia de circunferéncias, conforme Figura 54.

Figura 54 - Familia de circunferéncias. Fonte: Acervo pessoal.

Para tanto, os alunos precisavam reconhecer quais parametros da equacéo da
circunferéncia deveriam variar para resultar na construcdo da Figura 54. Esse
processo inicia na analise da representacdo geométrica da familia de circunferéncias,
para identificar os elementos da representacao algébrica que precisam se manter
constantes e os elementos que precisam variar e como eles devem variar. Antes dos
alunos partirem para a construcéo da familia de circunferéncias, deveriam responder
duas perguntas sobre parametros com base na Figura 54.

Para responderem aos itens 1 e 2 da atividade 4, os grupos C e H néao

conseguiram, de imediato, distinguir quais parametros da equagédo permanecem
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iguais e quais devem variar, 0 que revela, neste momento, ainda uma falta de
compreensao da circunferéncia e as relacdes existentes entre os registros grafico e
algébrico. Para solucionar o problema, os alunos construiram cinco circunferéncias na
janela de visualizagcdo, semelhantes as circunferéncias propostas pela atividade e, a
partir da observacdo de suas equacgfes na janela algébrica, constataram que o

parametro variavel na equacao era a abscissa do centro, conforme ilustra a Figura 55.

¥ Janela deﬁ\lgebra # | » Janela de Visualizagao
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Figura 55 - Construcgéo feita pelo grupo H. Fonte: Acervo pessoal.

Observa-se, neste caso, a necessidade dos alunos em apoiarem-se nos
recursos do software para solucionarem a questéo, mostravam-se ainda incapazes de
antecipar e estabelecer os valores para centro e raio da equacao a partir da analise
da representacdo geomeétrica, caracterizando que estes alunos ainda estavam
operando no “mundo conceitual corporificado” de Tall (2004).

A dupla E também utilizou a mesma estratégia de construir cinco
circunferéncias para solucionar o problema, mas com dificuldades para determinar os
valores para centros e raios. Dessa forma, estes alunos tentaram encontrar os valores
por tentativa e erro, até chegarem ao resultado esperado. Isso revelou que estes
alunos se encontravam em processo de exploracao e descoberta sobre a equacéo da
circunferéncia e sua representacdo geometrica e ndo conseguiam mobilizar os dois
registros de forma espontanea, o que é fundamental, segundo Duval (2009), para o
funcionamento cognitivo da compreensao.

Os alunos do grupo A criaram controles deslizantes para o centro e o raio, com
o intuito de explorarem e visualizarem o que estava variando e, a partir desta
exploragéo, concluiram que a abscissa do centro deveria ser variavel, como mostra a

Figura 56.
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Figura 56 - Resposta do grupo A ao item 1. Fonte: Acervo pessoal.

Nota-se que estes alunos estdo utiizando o GeoGebra como uma
ferramentaparapensamentos, segundo Shaffer e Clinton (2006), ao estabelecerem
uma relacdo reciproca entre software e pensamentos, auxiliando no processo de
reconhecimento e generalizacdo da equacéo da circunferéncia.

Para finalizar esta atividade, todos os grupos deveriam construir a familia de
circunferéncias utilizando o comando sequéncia, que era novidade para os alunos.
Como nunca haviam trabalhado com este comando, foi dado um passo a passo no
item 3 desta atividade (Figura 57) para dar subsidios para os alunos construirem a

familia de circunferéncias da Figura 54.

3. Digitar no campo de entrada a palavra "sequéncia” e escolher como mostra a
imagem:

Sequéncial <valor Final=]

Sequéncial =Expressa =Malor Inicial=, =Valor Final=]
Sequéncia <Expres vel=, <Valor Inicial=, <Valor Final=, <Incremento= |
Entrada:|seq

Em "expressdo’, digitar a circunferéncia que queremos criar,

Erm *variavel’, digitar a variavel que deve mudar para gerar a SequUéncia;
Ermn “valor inicial’ e "valor final’, digitar os valores inicial e final da variavel,
Em "incremento”, digitar o valor que queremos gue a variavel propague.

Figura 57 - Passo a passo do comando sequéncia. Fonte: Acervo pessoal.

Todos 0s grupos conseguiram construir a sequéncia de circunferéncias
propostas (Figura 54) a partir do comando sequéncia, com excecao do grupo A, que
digitou um valor especifico para a abscissa do centro, ao invés de utilizar um
parametro. Embora soubessem, quando questionados, que era a abscissa do centro
que estava variando, pensaram que ndo poderiam digitar uma variavel, conforme

explicagdo em seus registros (Figura 58).
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Figura 58 - Explicacéo do grupo A sobre como construiram a familia de circunferéncias. Fonte:

Acervo pessoal.

Denota-se, na escrita do grupo A, que a ideia de generalizar criando uma
variavel que represente um parametro ainda ndo havia sido consolidada. Ao
preencher “todas as incognitas com numeros”, os alunos referem-se ao Campo de
Entrada do GeoGebra, na qual deveriam completar a sintaxe do comando sequéncia
com 0S seus respectivos valores.

Quanto aos demais grupos, conseguiram criar uma expressao algébrica para
uma familia de circunferéncias a partir da representacdo geomeétrica, processo
contrario ao que estavam fazendo na atividade anterior, quando tinham que criar a
representacdo geométrica de uma familia de circunferéncias a partir das posicoes
relativas, caracterizando o que Duval (2005) chama de heterogeneidade dos dois
sentidos de conversao, ao explorarem o potencial semiotico do GeoGebra com o

comando sequéncia.

5.1.5 Atividade 5

A atividade 5 foi realizada pelos alunos no mesmo dia da atividade 4 e tinha
como objetivo construir sequéncias de posic¢des relativas entre circunferéncias a partir
das suas equacdes e utilizando o raciocinio generalizador. Também, a partir de uma
representacdo geométrica de sequéncias de circunferéncias, foi preciso encontrar
uma expresséao algébrica que a generalizasse, levando ao entendimento mais global

da circunferéncia.
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No item 1, o grupo A criou circunferéncias tangentes externas ao invés de
circunferéncias externas, mas notaram que, mudando o incremento, poderiam torna-
las externas, conforme registro feito pelo grupo: “Digitamos incégnitas na formula da
circunferéncia de maneira que as mesmas pudessem ser alteradas mas na primeira
vez deu errado pois a distancia entre os centros eram iguais a soma dos dois raios,
por isso alteramos o incremento para dar certo. A primeira vez que deu errado ficou
uma tangente externa.” Observa-se que 0s alunos conseguiram compreender as
relacbes relativas das circunferéncias quando visualizaram a representacao
geométrica da sequéncia de circunferéncias criada, mostrando a importancia da
manipulacdo do objeto estudado em diferentes representacdes, contribuindo para o
funcionamento cognitivo da compreensao que o software proporciona. Verifica-se
também que o grupo conseguiu generalizar em uma Unica expressdo algébrica a
sequéncia de circunferéncias e que fizeram uso da manipulacao dos parametros para

chegarem ao resultado desejado, conforme mostra a lista 1 da Figura 59.
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Figura 59 - Atividade 5, item 1, feita pelo grupo A. Fonte: Acervo pessoal.

O grupo C, ao responder o item 1.b), perguntou se deveria usar o comando
sequéncia como na atividade anterior. Foi pedido para lerem novamente o enunciado
e, a partir de entdo, concluiram sozinhos que deveriam utilizar o comando sequéncia
para a construcdo das circunferéncias. Assim, 0 grupo colocou a expressao
generalizada que criou as circunferéncias externas, conforme Figura 60. A Figura 61

ilustra as circunferéncias construidas no GeoGebra.
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Figura 60 - Item 1 respondido pelo grupo C. Fonte: Acervo pessoal.
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Figura 61 - Circunferéncias construidas pelo grupo C a partir da solicitacao do item 1. Fonte: Acervo

pessoal.

Nota-se que, embora sem saber como comecar a atividade, os alunos
transformaram as circunferéncias externas (na Figura 61 na cor vermelha) em
circunferéncias secantes (na Figura 61 na cor verde) mudando apenas o valor do raio,
optando assim por ndo alterar o parametro a, conforme mostram as listas 1 e 2 da
Figura 61.

A dupla H construiu vérias circunferéncias a partir das equacoes via Campo de
Entrada, mas ndo sabia como determinar uma Unica relagcdo para as varias
circunferéncias. Ao serem lembrados do comando sequéncia, construiram as
circunferéncias, porém secantes, ao invés de externas, como pedia a atividade. Foi
preciso manipular os parametros para obter as circunferéncias secantes, pois 0 grupo
Nao conseguiu, neste momento, antecipar a expressao correta que deveria digitar para
obter as circunferéncias externas. Os alunos precisaram, primeiramente, visualizar a
representacdo geométrica na janela de visualizacdo do GeoGebra, para enxergarem
que necessitavam voltar a representacdo algébrica que haviam criado anteriormente

e desenvolverem a questao como tinha sido solicitada.
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No item 2, que solicitava a construcdo de uma sequéncia de circunferéncias
tangentes externas para depois torna-las concéntricas, o grupo A teve dificuldades em
tornar a sequéncia de circunferéncias tangentes externas em concéntricas, como

ilustrado na Figura 62.

» Janela de Algebra Xl | » Janela de Visualizagéo
- Lista 101
@ listal ={(x-1P+(y-1P=1,(x-3P +(y-17=1,0
® lista2 ={(x -3 +(y-3)*=1,(x-5p +(y -5 =1,0| g

@ lista3 = {(x - 107 +(y - 37 =1, (x - 107 +(y - 3] = 4 _ O
1O

|Lista lista1: Sequéncia[(x -aF +(y-12=1%a,1,5,2]|
|Lista lista2: Sequéncial(x-a)? + (y-a)*= 12 a, 3, 10, 2]|
|Lista lista3: Sequéncial(x - 10 + (y -3 =a2 a, 1, 3, 1]|

Bt B Bt

0 2 4 B 8 10 12

Figura 62 - Item 2 desenvolvido pelo grupo A. Fonte: Acervo pessoal.

O grupo A inicialmente utilizou o parametro a para determinar os valores para
a abscissa dos centros das circunferéncias ao criar a lista 1, que gerou a colecéo de
circunferéncias tangentes externas ilustradas na Figura 62 na cor verde. No momento
de transformar esta colecéo de circunferéncias tangentes externas em circunferéncias
concéntricas, os alunos deste grupo geraram uma sequéncia de circunferéncias
distribuidas em diagonal, como mostra a Figura 62 na cor vermelha. Isso ocorreu
porque utilizaram os parametros para determinar as coordenadas do centro da
circunferéncia (Figura 62, lista 2). Ao visualizarem a representacdo geométrica da
sequéncia que criaram, entenderam que o centro das circunferéncias deveria ter um
valor fixo. Ao alterarem apenas o valor das coordenadas dos centros, os alunos
geraram circunferéncias sobrepostas, pois todos os raios estavam com medidas
iguais. Ao serem questionados sobre como visualizar todas as circunferéncias
sobrepostas, compreenderam que o parametro deveria ser usado para variar as
medidas de raio, e assim, avangaram para a expressao apresentada na lista 3 (Figura
62), que gerou a colecdo de circunferéncias concéntricas ilustradas na Figura 62 na
cor azul. O grupo A precisou apoiar-se na representacdo geometrica da colecéo de
circunferéncias para compreender o papel de cada elemento da representacao

algébrica e, assim, utilizar os parametros de forma a gerar a sequéncia desejada. Esse
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processo auxilia os alunos na compreensao do objeto circunferéncia de forma mais
global, pois exige raciocinio sobre diferentes representacoes.

A dupla H ndo estava conseguindo construir as circunferéncias concéntricas,
pois estava com a abscissa do centro variando. Estes alunos conseguiram visualizar
0 parametro que deveriam alterar quando questionados, conforme didlogo observado
pela professora/pesquisadora:

- O que vocés querem que fique variando? — professora/pesquisadora.

- O raio. — aluno da dupla H.

- Mas o que esta variando? — professora/pesquisadora.

- Ah, a gente deve alterar a variavel para o raio. — aluno da dupla H.

Esperava-se que, ao lerem o enunciado da atividade, os alunos identificassem
qgue deveriam utilizar a generalizacdo (embora em nenhum momento foi falado no
pensamento generalizador), ja utilizada na atividade 4. Porém, alguns alunos estavam
inseguros e gquestionaram a maneira de fazer; outros, sé utilizaram o comando
sequéncia quando foi reparado que estavam criando uma a uma as circunferéncias.
Nota-se que os alunos conseguiram compreender as relacbes relativas das
circunferéncias quando questionados conseguiram visualizar a representacao
geométrica da sequéncia de circunferéncias criadas, mostrando a importancia da
manipulacdo do objeto estudado em suas diferentes representacdes, e a importancia
de entender o significado dos parametros na expresséao algébrica generalizada.

O item 3 pedia para escrever a expressao que generalizava a colecao ilustrada
na Figura 63.

009

€

Figura 63 - Colecéo de circunferéncias na vertical. Fonte: Acervo pessoal.
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O grupo A descreveu o que fez (Figura 64) e enviou o arquivo do GeoGebra

com a expressao e a familia de circunferéncias adequadamente.

Figura 64 - Descricéo do item 3 feita pelo grupo A. Fonte: Acervo pessoal.

Os grupos C e E escreveram a expressao conforme as Figuras 65 e 66.

Figura 65 - Expresséo criada pelo grupo C. Fonte: Acervo pessoal.

Figura 66 - Expressédo criada pelo grupo E. Fonte: Acervo pessoal.

O grupo H fez o item 3 no GeoGebra, mas n&o escreveu a expressao como
solicitado.

Neste item, 0os grupos ndo apresentaram questionamentos ao criarem a
expressdo que gerava a Figura 63, mostrando avanco na compreensdo do objeto
estudado.

5.1.6 Atividade 6

Na atividade 6, foi solicitado aos alunos que construissem circunferéncias que
giravam em torno de um ponto, depois em torno de uma circunferéncia, primeiro uma
a uma para entender o processo de criacao, depois generalizando.

No item 1, 0s grupos precisaram construir circunferéncias girando em torno de
um ponto por um angulo de 45° usando o comando “rotagdo em torno de um ponto”

localizado na barra de ferramentas do GeoGebra. Deveriam construir quantas
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circunferéncias fossem necessarias para que essas rotacionassem por completo em

torno do ponto criado, como ilustra a construcéo feita pelo grupo A, na Figura 67.

P Janela I:Ie.ilgebra # | ¥ Janela de Visualizagao
Cénica 104

..... 9 C::K-z}t+|:"_|f-3}t=2

----- O cu(x-414F+(y-0.84F=2

----- @ c(x-TATF+(y-0.83F=2| &1
----- ® c(x-9337+(y-297F=:

----- ® d:(x-9.34F +(y-6.017=2

----- ® d:(x-T.2F+(y-8.16F =2 .
----- ® d(x-41TF +(y-8ATF=3 °

----- ® d™:(x-2.01F+(y-6.047=:| 4]
..... et (X -8F+(y-6F=4
Ponto
----- ® A=(567,45) 7 , ]
----- B =(1.04, 2.99) ¢ ¢
..... C=(8F 0
..... D=:E;4; 0 .I? \-u._&_,_,-/ : : 1IIII

Figura 67 - Circunferéncias girando em torno de um ponto feita pelo grupo A. Fonte: Acervo pessoal.

Os grupos ndo encontraram dificuldades em construir as circunferéncias,
somente o grupo E que construiu uma circunferéncia e um ponto no centro desta
circunferéncia e ndo sabia como continuar a atividade. Pediu-se para que, com o que
haviam construido, tentassem reproduzir a imagem que foi dada na folha. Os alunos
mexeram no ponto, tirando-o do centro da circunferéncia e conseguiram visualizar que
deveriam criar outras circunferéncias em torno daquele ponto com o comando dado.

No item 2, 0os grupos deveriam criar quatro circunferéncias girando em torno do
centro de uma circunferéncia. Para tanto, deveriam utilizar, no Campo de Entrada, o
comando sequéncia para criar a familia de circunferéncias e, dentro do comando
sequéncia, usar o comando chamado Girar, fazendo com que esta familia de
circunferéncias criadas girasse em torno do centro da primeira circunferéncia criada,

ou seja, 0 ponto B, assim como fez o grupo H (Figura 68).
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Nimero T
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----- ® i360=-0.25
..... ® k=4
Ponto N
----- A=(2,2)
..... ® B=1(3,3)
----- ® C={3.056) .

Figura 68 - Construcéao feita pelo grupo H. Fonte: Acervo pessoal.

A dupla E ndo sabia qual era o objeto que deveria escrever no item 2.c) e foi

necessario explicar que o centro da circunferéncia deveria estar em funcdo das

coordenadas de um ponto, conforme a equagao (x — x(B))2 +(y—y(B)*=1r%.
A dupla C teve a mesma dificuldade que a dupla E em entender qual era o
objeto do item 2.c). Entao foi pedido para a dupla ler e tentar entender o que estava

escrito. Feita a leitura com atencéo, os integrantes da dupla digitaram a equacéo

(x + x(A))2 + (v + ¥(4))? = r%. Ao movimentarem o controle deslizante, viram que o
centro do objeto a ser girado ficou diferente, pois as circunferéncias giraram em torno
de outro ponto (ponto A e ndo o ponto C como deveria), Figura 69, entdo modificaram
as coordenadas do centro corretamente e conseguiram fazer a circunferéncia girar

como o esperado.
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Figura 69 - Construcéo feita pelo grupo C com o ponto errado. Fonte: Acervo pessoal.

Novamente, 0 GeoGebra proporcionou transitar simultaneamente entre os dois
registros, possibilitou encontrar o erro e compreender as estratégias para solucionar
o problema.

Os demais grupos tiveram dificuldade para dar inicio a construcdo, faltando
iniciativa por parte dos alunos para experimentarem e explorarem as possibilidades
sobre o que fazer. Foram necessérias orientagbes como: Qual objeto vai girar?
Olhando para a figura, em torno de qual ponto gira? A partir destas provocacoes,

conseguiram avancgar na atividade.

5.1.7 Atividade 7

Na atividade 7, o objetivo era reproduzir, por meio de raciocinio generalizador,
a imagem da semente da vida (Figura 70), que é a etapa inicial da construcéo da flor

da vida.
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Figura 70 - Semente da vida. Fonte: Acervo pessoal.

A flor da vida'® € um simbolo exotérico que tem origem no Egito, simboliza a
geometria sagrada no exato momento que Deus deu origem ao Universo e também
representa 0s processos como a mitose celular e os movimentos dos sdis e 0s
planetas. Foi escolhida para ser construida nesta pesquisa por ser uma forma
geométrica que apresenta varias familias de circunferéncias.

A primeira familia de circunferéncias criada na flor da vida, chamada de
semente da vida, foi mostrada para os alunos a partir de um video disponivel no
website que os alunos assistiram (Figura 71) e em um arquivo do GeoGebra. Os
alunos precisavam utilizar as ideias exploradas no item 2 da atividade 6, ou seja, a
construcdo de uma sequéncia de circunferéncias girando em torno do centro de uma
circunferéncia para reproduzir a semente da vida no software. Depois de observarem
a construcdo pronta no GeoGebra, os alunos foram questionados sobre quais seriam

as relacdes entre as circunferéncias criadas.

10 Informacdes sobre a flor da vida disponivel no website: http://rdbr2009.blogspot.com.br/2010/02/flor-
da-vida-o-vescica-piscis.html. Acesso em 12 dez 2016.



http://rdbr2009.blogspot.com.br/2010/02/flor-da-vida-o-vescica-piscis.html
http://rdbr2009.blogspot.com.br/2010/02/flor-da-vida-o-vescica-piscis.html
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Figura 71 - Alunos assistindo ao video sobre a semente da vida. Fonte: Acervo pessoal.

Como a forma geométrica constituida por circunferéncias deveria ser criada a
partir de uma unica relacdo, logo todas as circunferéncias teriam as mesmas
caracteristicas. Esperava-se dos alunos a observacdo e percepcdo destas
caracteristicas em comum e suas descricdes, estimulando assim o raciocinio
generalizador desta atividade.

A dupla E perguntou por que as circunferéncias construidas por eles nao
tangenciavam o centro de giro, o ponto A da Figura 70. Para provocar a reflexdo da
dupla, foi questionado sobre o que a constru¢do que os alunos fizeram (Figura 72)
tinha de diferente das circunferéncias criadas e a da construcdo disponivel no
GeoGebra.
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[

Figura 72 - Construgdo feita pelo grupo E com centro de giro diferente do solicitado. Fonte: Acervo

pessoal.

Assim, identificaram que o problema estava relacionado ao centro da
circunferéncia que deveria girar em torno do ponto A, mas estava em torno do ponto
B. Foi criado um ponto C e o colocaram como par ordenado do centro da
circunferéncia que deveria ser gerada a familia de circunferéncias e que, por sua vez,
girariam em torno do ponto A e ndo do B, como mostra a sintaxe da semente da vida

na Figura 73.

|Li5ta lista1: Sequéncia[Girar[(x - x(B)F + (y-y(B)*=1,1 360 ° [k, A], i, 0, Ic]|

Figura 73 - Sintaxe da Semente da vida. Fonte: Acervo pessoal.

Depois da listal criada, ao movimentar o controle deslizante k, temos a

composicao da familia de circunferéncias mostrada na Figura 74.
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Figura 74 - Semente da vida a partir do movimento do controle deslizante k. Fonte: Acervo pessoal.

Quanto as relagbes que os alunos estabeleceram entre as circunferéncias, os
grupos C e E apontaram para 0s mesmos itens: mesmo raio e passam pelo centro da

circunferéncia central. O grupo A fez os seguintes apontamentos, ilustrados na Figura

75.

Depois da construgdo pronta no GeoGebra, vocé consegue estabelecer relagbes entre as
circynferéncias criadas? Quais?

_‘&?&:‘c&:a#"&A :

Figura 75 - RelacBes estabelecidas entre as circunferéncias do grupo A. Fonte: Acervo pessoal.

“Tangenciam o ponto A”, o ponto A ao qual o grupo A se refere (Figura 75) € o
centro da circunferéncia no qual todas as demais circunferéncias estdo girando em
torno. Outra relacdo interessante feita pelo grupo A foi em relacdo as posicoes

relativas das circunferéncias criadas “secantes” (Figura 75). Segue a construcao no

GeoGebra do grupo A (Figura 76).
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Figura 76 - Construcéo feita pelo grupo A. Fonte: Acervo pessoal.

Na Figura 77, pode-se observar que o grupo H constatou que “duas
circunferéncias se encontram no centro de uma circunferéncia que se encontra no
meio delas” corresponde a mesma caracteristica descrita pelo grupo A, ao afirmarem
que as circunferéncias “tangenciam o ponto A”, somente com outras palavras. Assim,
observa-se que o0 GeoGebra proporcionou aos alunos percepcdes semelhantes sobre

0 objeto de estudo, embora tenham se expressado de formas diferentes.

Depois da construgdo pronta no GeoGebra, vocé consegue estabelecer relagées entre as
circunferéncias criadas? Quais
ZRIs) a5/,

Figura 77 - RelacBes estabelecidas entre as circunferéncias do grupo H. Fonte: Acervo pessoal.

5.1.8 Atividade 8

A atividade 8 consistia em produzir mais uma etapa da flor da vida com o
objetivo de construir familias de circunferéncias a partir de relacdes que
generalizavam as circunferéncias criadas, estimulando assim o processo de
generalizacdo. Para replicar o inicio da flor da vida na atividade 8, foi disponibilizada
uma construcéo no GeoGebra, na qual a novidade para esta atividade era criar mais
uma lista (lista2 da Figura 78) e esta nova lista deveria girar em torno da lista existente
ao movimentar o controle deslizante m, formando assim uma familia de

circunferéncias em torno do ponto B, como ilustrado na Figura 79.
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|Li5ta lista2: Sequéncia[Girarflistat,i 360 */m, B], i, 0, m]|

Figura 78 - Sintaxe da Lista2. Fonte: Acervo pessoal.
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Figura 79 - Efeito gerado a partir da movimentag&o do controle deslizante m. Fonte: Acervo pessoal.

Assim, na construcéao final, os alunos deveriam gerar a imagem da Figura 80.

AAVANR
AR
"&‘@Yﬁ‘@’
AN

- - -

NAYAAAY
NAVAV

Figura 80 - Inicio da flor da vida a ser construida pelos alunos. Fonte: Acervo pessoal
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A partir da visualizacdo desta etapa da flor da vida no GeoGebra, foi solicitado
aos alunos a construcdo e o estabelecimento de relacfes entre as circunferéncias
criadas.

Os grupos se ajudaram, uns perguntavam aos outros a ordem que deveriam
fazer as construcdes. Foi preciso ajudar alguns grupos, explicando que o que girava
na ultima sequéncia de circunferéncias (lista 2 da Figura 81) era a lista 1 criada a partir

do comando sequéncia, como construiu o grupo C.
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Figura 81 - Construgdo do inicio da flor da vida feita pelo grupo C. Fonte: Acervo pessoal.

Nesta atividade, tém-se duas listas criadas com familias de circunferéncias, ou
seja, por duas vezes os alunos tiveram que generalizar. Primeiramente, generalizaram
uma familia de circunferéncias em torno do centro de uma circunferéncia, criando
assim a listal. Depois, a ideia era replicar o que haviam construido e, para isso,
deveriam generalizar novamente, agora a listal, ou seja, houve uma composicao de
generalizagbes que os alunos conseguiram realizar ao visualizarem no GeoGebra que
aimagem que queriam replicar estava sendo representada algebricamente pela listal.

Ao estabelecer as relacdes entre as circunferéncias, os grupos C e E fizeram
as mesmas anotacgoes: “lista 1 gira em torno do ponto B, possuem o mesmo raio”. O
grupo A, que na atividade anterior visualizou todas as circunferéncias sendo secantes,
nesta atividade, que é uma complementacdo da atividade anterior, fez uma

constatacdo diferente em relacéo as circunferéncias: “todas sdo tangentes” (Figura
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82), o que demonstra como 0 GeoGebra € Util para a percepcao dos alunos em relacao

as posicdes relativas das circunferéncias e que foi possivel construir, a partir de um

anico comando, uma familia de circunferéncias porque essas foram generalizadas.

Figura 82 - Relagbes estabelecidas feitas pelo grupo A. Fonte: Acervo pessoal.

A mesma ideia de generalizagcdo encontra-se no comentario do grupo H, na

Figura 83.

Figura 83 - Relagbes estabelecidas feitas pelo grupo H. Fonte: Acervo pessoal.

Estes alunos, ao conseguirem formalizar as relacdes entre as circunferéncias
ja conhecidas por eles e generaliza-las, se encaixam no que Dreyfus (1991) chama
de generalizacdo expansiva, em que a estrutura cognitiva existente no aluno se
expande.

Ao generalizar, estabelecer relacbes entre as propriedades do objeto
circunferéncia, identificar e utilizar os parametros de forma coerente com os objetivos
pensados, representar o objeto de estudo na forma algébrica e geométrica, os alunos
estdo claramente operando no “mundo formal axiomatico” de Tall (2004), pois estao
desenvolvendo um pensamento matematico mais avangado.

Este pensamento mais avancado que os alunos estdo desenvolvendo foi
potencializado pelo uso do GeoGebra como uma ferramentaparapensamento
(SHAFFER e CLINTON, 2006), permitindo pensar em Matematica ao manipular o

objeto na forma algébrica e ter o retorno imediato na forma geométrica.
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5.1.9 Atividade 9

A atividade 9 foi feita no mesmo dia que a atividade 8 e consistia na finalizacéao
da construcao da flor da vida. Para tanto foi solicitado que os alunos observassem a
construcéo feita no GeoGebra, movimentando primeiramente o controle deslizante Kk,
que cria circunferéncias em torno do centro de uma circunferéncia, depois o controle
deslizante m que cria outra camada de circunferéncias em torno das circunferéncias
ja criadas, e por fim o controle deslizante n que cria mais uma e Ultima camada de
circunferéncias, e assim reproduzissem a sequéncia de circunferéncias como na

construcéo da Figura 84 e estabelecessem relacdes entre as circunferéncias criadas.

En:ﬁreﬁ::?iefigira X| | = Janela de\n'is.'uahzagﬁo |
s listal = {1 +{y -1/ =1,(x + 0.87)F + (y - 0.5F =1, (x + 0.87 V
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Figura 84 - Construcéo da atividade 9 no GeoGebra. Fonte: Acervo pessoal.

Os alunos, para comecar, apoiaram-se na atividade 8 e entenderam que
deveriam criar mais uma lista a partir do comando sequéncia e que a lista 1 girava em
torno do ponto B, a lista 2 replicava a lista 1 e a lista 3 replicava a lista 2, como mostra

a sintaxe das listas na Figura 85.

|Li5ta lista1: SequéncialGirar[(x - x(B)F + (y-y(B)#=1,1 360 ° [k, A], i, 0, Ic]|
|Li5ta lista2: Sequéncia[Girarflistat, i 360 °/m, B], i, 0, rn]|

|Li5ta lista3d: Sequéncia[Girarflista2, i 360 ° /n, C], 1, 0, n]|

Figura 85 - Sintaxes das listas criadas. Fonte: Acervo pessoal.
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, hovidade nesta atividade, os alunos, ao visualizarem a

Para replicar a lista2

éncia

A

notaram que necessitavam criar um ponto na circunfer

construcdo no GeoGebra,

porque a lista2 gira em torno do ponto B (Figura 86).

de centro A oposto ao ponto B

Figura 86 - Ponto C oposto ao ponto B. Fonte: Acervo pessoal.

Apés terem criado este ponto, as etapas seguintes feitas pelos alunos foram: a

éncia para gerar a

de um novo controle deslizante, n, e do comando sequé

criacao

ao

das com o controle deslizante n na lista3 est

éncias gera

A

lista3. As circunfer

representadas na Figura 87.
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Figura 87 - Efeito gerado a partir da movimentagdo do controle deslizante m. Fonte: Acervo pessoal.
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Nesta atividade, os alunos superaram as expectativas ao se ajudarem e
estabelecerem relagbes entre as circunferéncias criadas, como: “Todas possuem o

mesmo raio; sdo secantes” (observagdes escritas do grupo A).

Figura 88 - Alunos envolvidos na construcéo da flor da vida. Fonte: Acervo pessoal.

E facil ver o envolvimento dos alunos nesta atividade, ao desenvolverem-na
com maior facilidade do que nas atividades anteriores, pois conseguiram generalizar
ao criar listas com familias de circunferéncias, mostrando compreenséo referente aos
parametros da circunferéncia, demonstrando desta forma um entendimento global do
objeto circunferéncia. Concluiram que precisavam generalizar as circunferéncias a
serem criadas e sabiam qual comando usar para que esta generalizagao acontecesse.
Ao conseguirem generalizar, estes alunos especificaram as propriedades das
circunferéncias e das relacdes entre elas, formalizando em uma Unica relagéo,
passando de um caso especifico para um caso geral, o que caracteriza a
generalizagao, segundo Dreyfus (1991).

Estes alunos apresentaram caracteristicas de desenvolvimento cognitivo
pertencentes ao “mundo formal axiomatico” ou terceiro mundo de Tall (2004), ao
formalizarem a compreensédo de uma maneira global da circunferéncia, fazendo uso

das corporificagbes do primeiro mundo e dos simbolos do segundo mundo. Nesta
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formalizacdo, os alunos demonstraram compreender as peculiaridades dos
parametros da circunferéncia e transitaram de forma natural entre as diferentes
representacfes do objeto de estudo, demonstrando que houve um processo de
abstracdo nesta atividade, bem como dos seus subprocessos de representacao,

generalizagdo e sintese.

5.1.10 Atividade 10

A atividade 10 tinha como objetivo escolher uma imagem formada por varias
circunferéncias e construi-la no GeoGebra utilizando o menor nimero possivel de
comandos e o comando sequéncia para generalizar. Os alunos ainda deveriam
organizar um roteiro dos passos utilizados para reproduzir a imagem escolhida.

As Figuras 89 a 106 mostram a imagem original escolhida para ser reproduzida
no GeoGebra, a construcéo feita pelos alunos no GeoGebra da imagem escolhida, as
relacdes algébricas utilizadas para realizar as construcdes e a descricdo de como as
construiram de todos os quatro grupos analisados nesta pesquisa.

Grupo A

O grupo A escolheu a imagem da Figura 89 para reproduzir no GeoGebra e o

resultado esta na Figura 90.

Figura 89 - Imagem escolhida pelo trio A. Fonte: Acervo pessoal.
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b Janela de Visualizagao

-6

Figura 90 - Imagem da reproducéo feita pelo trio A. Fonte: Acervo pessoal.

Para construir esta figura geométrica, o grupo A criou uma Uunica relacéo

algébrica, expressa na Figura 91.

|Li5ta lista1: SequéncialGirar](x - x(A&))F + (v - y(A)F = 4, ((i 360)°)/m, B, i, 1, m]|

Figura 91 - Sintaxe da Unica rela¢éo utilizada pelo grupo A. Fonte: Acervo pessoal.

Nesta sintaxe, fica claro que o grupo A girou uma circunferéncia de centro A
em torno do ponto B e criou um controle deslizante m para generalizar as
circunferéncias, como ilustrado na Figura 92, na qual estd exemplificado o uso do

controle deslizante m igual a 1 e depois igual a 8.
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» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio
- Conica
@ cx-3P+(y-17=4 m=1
ol i (x-3P+(y-1P =04

- Lista .
o listal ={(x- 1P+ {y - 17
- Nimero

@ k=27

. m=1

- Ponto

@ A=(1,1)

@ B=(3,1)

Lista lista1: SequéncialGirar[{x - x(A)F + (v - y(&)F = 4, (i 360)°)/m, B], i, 1, m]|
T

Figura 92 - Constru¢éo do grupo A com o controle deslizante igual a 1 e a 8. Fonte: Acervo pessoal.

Conforme relatado pelo grupo A (Figura 93), ao construirem a forma geométrica
escolhida, esta ndo ficou como desejavam e, ao visualizarem a construgéo como havia
ficado, conseguiram observar o problema na representagéo geométrica e corrigi-lo na
representacdo algébrica, o que mostra o quanto esses alunos progrediram em seus
conhecimentos sobre o estudo da circunferéncia e o quanto trabalhar nestes dois
registros foi importante para a constru¢do do conhecimento destes alunos acerca do
objeto estudado. Segundo Pea (1987), esta inter-relagcdo entre representacoes

geométrica e algébrica oportuniza a expansao do pensamento matematico.

Figura 93 - Descri¢do do trio A da construcdo da Figura 92. Fonte: Acervo pessoal.
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Grupo C
O grupo C escolheu a imagem da Figura 94 para reproduzir e o resultado da

reproducao esta na Figura 95.

Figura 94 - Imagem escolhida pela dupla C. Fonte: Acervo pessoal.

} Janela de Visualizagdo

OO
LeeesoNas

Figura 95 - Imagem da reproducéo feita pela dupla C. Fonte: Acervo pessoal.
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Figura 96 - Descricdo da dupla C sobre a construcdo da Figura 95. Fonte: Acervo pessoal.

O grupo C descreveu, por meio dos comandos, como reproduziram a imagem
da Figura 94 e néo encontraram dificuldades em reproduzi-la. Nota-se que os alunos
generalizaram as circunferéncias criadas em torno de uma circunferéncia por meio de

uma Unica relagéo (Figura 97).

|Lista lista1: SequéncialGirar(x - x(B)F + (y-y(B)F = 2,i (360°) / k Al i, 0, k]l

Figura 97 - Sintaxe da Unica relagdo utilizada pelo grupo C. Fonte: Acervo pessoal.

Grupo E
O grupo E escolheu uma imagem (Figura 98) com varias familias de

circunferéncias (Figura 99).

Figura 98 - Imagem escolhida pela dupla E. Fonte: Acervo pessoal.
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Figura 99 - Imagem da reproducao feita pela dupla E. Fonte: Acervo pessoal.

Figura 100 - Descricdo da dupla E sobre a construgdo da Figura 99. Fonte: Acervo pessoal.

Para criar a imagem da Figura 99, os alunos do grupo E utilizaram mais de uma
sequéncia de circunferéncias, como descrito na Figura 100, usaram cinco relacoes
algébricas com o0 uso dos comandos sequéncia e girar, que estdo representadas na
Figura 101.

|Lista lista1: SequéncialGirar[{x - x(C))F + (y-y(C)F =116, i (360°)/k B] i, 0, k]|

| Lista lista2: SequéncialGirar[(x-xD)F + (y-wD)F =114, (i 360"/ m, B] i, 0, m]|
|Lista listad: SequéncialGiran(x-xE)F+{y-y(E)F=1/2,i360°/n, Bl i, 0, n]|
|Lista listad: Sequéncia[Girar(x-x(F)F + (y-y(F)F=1,i360 /1, B], i, 0, I]|

[Lista lista5: Sequéncial(x- x(B)F + (y- y(B)F =r= 1, 0, 4]

Figura 101 - Sintaxe das listas criadas pelo grupo E. Fonte: Acervo pessoal.

Cada uma das listas criadas gerou uma familia de circunferéncias que estdo na
Figura 102.
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Figura 102 - Etapas da construcao do grupo E. Fonte: Acervo pessoal.

A primeira circunferéncia de centro B da Figura 102 serve de base para a
criacao de todas as listas. Todas as listas criadas com as familias de circunferéncias
tém como centro de giro o ponto B, variando apenas o centro da circunferéncia que
serve de base para gerar as demais da mesma familia. Para criar as circunferéncias
da familia da lista5, nédo foi utilizado o comando girar, pois a ideia do grupo era formar
circunferéncias concéntricas de raios diferentes. Por este motivo, o grupo E criou uma
sequéncia de circunferéncias com centro no ponto B e com parametro raio variando,
como se pode ver na expressao algébrica da lista5 na Figura 101 e a representacéo
geomeétrica desta lista na Figura 102.

Além de criarem as circunferéncias por meio de generalizagbes, demonstrando
gue houve uma expansao da estrutura de conhecimento (DREYFUS, 1991), os alunos
deste grupo exploraram os recursos do GeoGebra e descobriram como colorir a area
da circunferéncia, ficando a imagem reproduzida mais semelhante a imagem

escolhida.
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Grupo H
O grupo H escolheu a imagem da Figura 103 para reproduzir e também quis

colorir as circunferéncias criadas como se pode verificar na Figura 104.

i=15

Figura 104 - Imagem da reproducdo feita pelo trio H. Fonte: Acervo pessoal.
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Figura 105 - Descri¢do do trio H sobre a construcdo da Figura 104. Fonte: Acervo pessoal.

O grupo H também explorou o GeoGebra de forma a encontrar como colorir a
area das circunferéncias criadas por meio de generalizacdo. Das 45 circunferéncias
contabilizadas pelo grupo e descritas como geradas (Figura 105), necessitaram
apenas de quatro relacbes algébricas para cria-las (Figura 106), mostrando o quédo
consolidado esta o processo de generalizar ao buscarem comportamentos em comum
nas circunferéncias que podem ser generalizados, expandindo os dominios de
validagcéo e passando de casos particulares para um caso geral, o que Dreyfus (1991)

define como generalizagéo.

|Lista listal: SequéncialGirarfix - x(C)F + (y-wC)F=5,i (360%) /K, AL 1, k]|
|Lista lista2: SequéncialGirar](x - x(D)F + (y-y(DIF =1, i (360%)/p, Al i, 1, p]|
|Lista lista3d: SequéncialGirar](x - x(E)F + {y - y(E))® = 3.89, i (360°) / math, A], i, 1, math]|
Lista listad: Sequéncia[Girar](x - x(B)F + (y - y(B)F =2, i (3607} / K ALLT K]

Figura 106 - Sintaxe das listas criadas pelo grupo H. Fonte: Acervo pessoal.

De um modo geral, os alunos superaram as expectativas ao realizarem esta
atividade com autonomia e utilizando os conhecimentos desenvolvidos nas atividades

anteriores.
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5.1.11 Andlise do Processo de cada Grupo nas Atividades

Ao acompanhar e analisar cada grupo ao longo das dez atividades que foram
propostas e desenvolvidas, constata-se a aprendizagem que estes grupos tiveram
acerca do objeto de estudo circunferéncia.

Grupo A

O grupo A, logo nas primeiras atividades propostas, estava operando no
“mundo conceitual corporificado”, ao utilizar o GeoGebra para observar, testar e fazer
suas conclusdes. Também utilizaram o GeoGebra para desenvolver a capacidade de
pensar em Matematica, usando-o como uma ferramentaparapensamentos. Embora,
para estes alunos, a relacdo entre os registros geométrico e algébrico estivessem em
fase de construcdo no inicio da atividade 3, ao longo dela, passaram a estabelecer
relacdes importantes entre 0 conceito, as representacdes algébrica e geométrica da
circunferéncia, operando assim no “mundo operacional simbdlico”.

Na atividade 4, o grupo A estava com dificuldade de utilizar uma variavel como
parametro para generalizar a equacao da circunferéncia e fez uso do GeoGebra para
pensar em Matematica e para auxiliar neste processo de generalizacdo. No final desta
atividade, o grupo demonstrou ter compreendido este processo ao utilizar parametros
para criar uma Unica expressdo algébrica que representasse uma familia de
circunferéncias com o comando sequéncia.

Nas atividades seguintes, 0 grupo A, por vezes, precisou Sse apoiar na
representacdo geométrica de uma familia de circunferéncias para compreender o
papel dos parametros e conseguir chegar a uma Unica expressao algébrica que
generalizasse esta familia, o que € um processo normal na aprendizagem, pois 0s
alunos estdo aos poucos consolidando os seus conhecimentos sobre o objeto de
estudo e o software GeoGebra teve um papel importante neste processo, ao
proporcionar o desenvolvimento do pensamento Mateméatico nos alunos.

Nas atividades finais, os alunos deste grupo desenvolveram um pensamento
matematico mais avancado ao conseguirem formalizar as relacbes entre as

circunferéncias, conforme as suas posic¢oes relativas, e de generalizar, representando
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de forma clara o objeto circunferéncia nas suas diferentes representacoes,
caracterizando que estes alunos estavam operando no “mundo formal axiomatico".

GRUPO C

Os alunos do grupo C iniciaram as atividades demonstrando insegurancga ao
precisarem da representacdo geométrica para ter certeza de que haviam digitado a
equacao algébrica de forma correta, demonstrando estarem operando no “mundo
conceitual corporificado”. Logo esta inseguranca deu lugar ao capricho e a
organizagdo, ao representarem as posi¢oes relativas das circunferéncias de forma
colorida e criativa, mostrando clareza e espontaneidade ao transitar entre os registros
de representacdo algébrico e geométrico, demonstrando a conversao feita entre os
dois registros.

Este grupo conseguiu operar os simbolos algébricos com exatiddo, se
enquadrando no “mundo operacional simbdlico” e, na sequéncia, estava
desenvolvendo certo nivel de abstracdo do pensamento matematico, ao obter
relacGes entre 0s objetos matematicos e as suas respectivas propriedades.

Ao iniciar o trabalho com o comando sequéncia, o grupo C nao teve clareza de
como identificar os parametros da equacao da circunferéncia que deveriam variar e
quais deveriam ter um valor fixo. Foi preciso apoiar-se nos recursos do software
GeoGebra para conseguirem atingir os objetivos desta atividade, mostrando que, em
relacdo a utilizacdo dos parametros, os alunos estavam em fase de experimentacéo
e observagao, caracterizando o “mundo conceitual corporificado”.

Ao tentar expressar uma familia de circunferéncias por meio de uma Unica
relacédo, inicialmente, o grupo teve algumas dificuldades em reconhecer os parametros
a serem utilizados na expressao, mas o uso do GeoGebra, permitindo a transicao
entre 0s registros algébrico e geométrico, fez com que os alunos pensassem
matematicamente e visualizassem os parametros de forma correta.

Nas atividades finais, foi notoria a evolucdo do grupo ao conseguirem
generalizar as cole¢cbes de circunferéncias por meio das expressdes algébricas,
conseguindo formaliza-las e fazendo parte do “mundo formal axiomatico”.

GRUPO E

Nas atividades iniciais, o grupo E demonstrou estar dando os primeiros passos

no processo de generalizacdo. Estabeleceram relagdes entre os objetos matematicos
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e as suas propriedades, caracterizando um nivel de abstracdo mais elevado do
pensamento matematico, operando no “mundo formal axiomatico”.

Com o comec¢o do estudo do comando sequéncia, 0O grupo passou a ter
dificuldades em determinar os valores dos parametros, denotando que o0s
conhecimentos acerca do objeto circunferéncia ainda nao estavam totalmente
consolidados, mas montaram estratégias, utilizando o GeoGebra, para alcancar os
objetivos da atividade.

Em outras atividades, o grupo utilizou a experimentagdo para atingir 0s
resultados esperados, explorando o software da melhor forma possivel como uma
ferramentaparapensamentos, caracterizando o “mundo conceitual corporificado”. O
fato de estar testando possibilidades entre os registros de representacfes fez com
que o grupo alcancasse a compreensdo e o conhecimento mais global do objeto
circunferéncia. Desta forma, nas atividades finais, o grupo E conseguiu criar familia
de circunferéncias utilizando parametros para chegar a generalizacdo e assim
operarem no “mundo formal axiomatico”.

A exploracéo do software GeoGebra foi tanta que, na Ultima atividade proposta,
0 grupo descobriu como colorir a area da circunferéncia para deixar a imagem criada
no GeoGebra mais fiel a imagem origem.

GRUPOH

Para desenvolver as atividades iniciais, o grupo H precisou das representacdes
geométricas para conseguir definir as representacdes algébricas. Demonstraram
pertencer ao “mundo conceitual corporificado” ao estarem na etapa de perceber,
observar e descrever o objeto circunferéncia, passando assim, a terem mais clareza
sobre os parametros da equacéo da circunferéncia.

Na aula em que foi aplicada a atividade 3, compareceu a aula somente um
aluno, que apresentou dificuldades em desenvolver a atividade sozinho, e constatou-
se que este aluno estava na fase inicial do processo de compreensdo do objeto
estudado, pois fez uso do GeoGebra para manipular o objeto de estudo e fazer
tentativas para chegar ao propésito da atividade.

Nas atividades seguintes, a dupla H teve algumas restricoes para identificar os
parametros da equacado da circunferéncia que deveriam variar e quais ndo deveriam,

nao sendo ainda capazes de antecipar e estabelecer valores e variaveis para 0s
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parametros da equacao. Ao manipular o objeto de estudos em suas diferentes
representacbes, o0s alunos passaram a compreender as propriedades da
circunferéncia e o significado dos parametros na expressao algébrica. Também
passaram a criar cole¢cdes de circunferéncias a partir de uma Unica expressao,
fazendo uso do pensamento generalizador.

Na atividade final, os alunos demonstraram estar operando no “mundo formal
axiomatico”, ao generalizar quarenta e cinco circunferéncias por meio de apenas
quatro expressfes algébricas, mostrando que os dominios de validacdo foram
expandidos ao procurarem pontos em comum nas circunferéncias para generaliza-

las.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A partir das dificuldades de uma turma de alunos do 3° ano do Ensino Médio
em compreender o estudo da circunferéncia nas suas diferentes representacoes,
originou-se este trabalho de dissertacdo, que consiste em uma experiéncia de ensino
e aprendizagem sobre o estudo da circunferéncia, em que o principal objetivo foi a
utilizacao de parametros no software GeoGebra, para provocar nos alunos o processo
de generalizacao de raciocinios a partir das atividades que estimulem este processo.
Ao analisar o processo de cada grupo, ao longo da realizagcdo desta pesquisa,
acompanhou-se o desenvolvimento que estes grupos tiveram ao avancarem nas
atividades propostas, mostrando evolugdo na compreensdo do estudo da
circunferéncia, tanto na equacdo e suas propriedades, como em transitar
espontaneamente entre os registros algébricos e geométricos.

Portanto, quanto a pergunta norteadora da pesquisa: Quais sao as
contribuicdes do GeoGebra no estudo da Geometria Analitica, em especifico da
circunferéncia, utilizando parametros para chegar a raciocinios generalizados,
com os alunos do 3° ano do Ensino Médio?, constatou-se que o GeoGebra foi
utilizado como um recurso para pensar em Matemética e explorar o objeto matematico
circunferéncia em suas diferentes representacdes, conforme a Teoria dos Registros
de Representacdao Semidtica de Duval (2009), na qual afirma que os alunos precisam
mobilizar o objeto de estudo em diferentes registros de representacdes para ter a
compreensao deste objeto de forma mais ampla.

A pesquisa desenvolvida nessa dissertacao teve como objetivos: elaborar,
implementar e analisar uma sequéncia de atividades; analisar as contribuicdes do
software GeoGebra no estudo da circunferéncia; observar como os alunos mobilizam
0s registros de representacdes semidticas; e identificar as contribuicbes do software
GeoGebra para a compreensdao do raciocinio generalizar quando utilizado os
parametros.

Para atender aos objetivos da pesquisa, uma sequéncia de atividades foi

disponibilizada em um website no endereco eletrénico
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http://marcianecarlos.wixsite.com/matematica. Este website interativo é o produto

didatico relacionado com a dissertacéao.

Para fazer a analise desta pesquisa, foi preciso observar como os alunos
transitavam entre os registros das representacdes semidticas, algébricos e
geomeétricos, segundo a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Duval
(2009, 2011), durante o processo de ensino e aprendizagem proposto por este
trabalho. Nota-se o quao importante foi o uso da tecnologia, o0 GeoGebra, nesta
experiéncia para desencadear o processo de conversao entre 0s registros algébricos
e geométricos do estudo da circunferéncia, auxiliando assim, o processo de
aprendizagem. Esta ferramenta tecnoldgica, além de tornar as aulas mais dinamicas,
instigou reflexdes nos alunos que os levaram a compreensao da circunferéncia e das
relacdes existentes entre 0s registros geométrico e algébrico, tornando mais verséatil
as diferentes representagoes.

Quanto as contribuicdes do software GeoGebra para a compreensédo do
raciocinio generalizador ao utilizar parametros para a construcdo de figuras
geométricas, nota-se que, a partir da manipulacdo no GeoGebra, o0s alunos
identificaram pontos que estavam variando em uma familia de circunferéncias e os
representaram por meio de uma Vvariavel, para conseguir expressar estas
circunferéncias em uma Unica expressao algébrica, ou seja, fizeram uso dos
parametros para alcancarem, na atividade cognitiva, a generalizacao, parte integrante
do terceiro mundo, o “mundo formal axiomatico” de Tall (2004).

O GeoGebra, juntamente com as atividades propostas, também proporcionou
aos alunos transitarem entre os Trés Mundos da Matematica ao perceberem,
visualizarem, observarem, descreverem e formalizarem as propriedades das
circunferéncias e suas relacoes.

Os resultados foram positivos e conclui-se que trabalhar atividades que
proporcionam o conhecimento global do objeto de estudo € importante para a
compreensdo do mesmo. A utilizacdo do software GeoGebra nesta sequéncia de
atividades foi importante no processo de aprendizagem dos alunos, ao proporcionar o
pensar matematicamente diante das atividades propostas sendo, portanto, uma
ferramentaparapensamentos (SHAFFER e CLINTON, 2006).
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Ao ver a compreensédo do objeto de estudo por parte dos alunos, constatei o
quanto foi gratificante desenvolver esta atividade e ver a satisfacdo dos alunos ao
compreenderem na forma mais global a circunferéncia e suas propriedades em suas
diferentes representacdes, por meio dos parametros no GeoGebra. Ver o
envolvimento dos alunos nas atividades, desempenhando-as com esmero, me faz
acreditar, cada vez mais, que os alunos precisam de atividades envolvendo a
tecnologia que estimulem o pensamento matematico acerca do objeto de estudo.

Desta forma, tenho como objetivo, nas minhas aulas sobre o estudo da
circunferéncia, continuar aplicando o produto didatico desenvolvido nesta pesquisa, a
fim de poder proporcionar aos meus alunos um conhecimento mais amplo sobre a
circunferéncia. Pretendo, também, continuar fazendo pesquisas relacionadas aos
parametros no GeoGebra com outros conteddos matematicos, com 0 mesmo

proposito: possibilitar aos alunos o conhecimento global do objeto de estudo.
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APENDICE 1

Produto Técnico
Como produto desta dissertacdo apresentada-se a sequéncia das atividades
revisadas sobre o estudo da circunferéncia, que foi aplicada nesta pesquisa, e esta

disponivel no endereco eletrdnico http://marcianecarlos.wixsite.com/matematica. Esta

sequéncia é composta por dez atividades e pode ser aplicada em sala de aula para

uma melhor compreenséao do objeto de estudo.

» Atividade 1: Recordar no¢des basicas do GeoGebra

Objetivos: relembrar alguns comandos basicos do GeoGebra.

1. Insira um novo ponto na janela de visualizacdo utilizando a barra de
ferramentas ou digitando no Campo de Entrada.

2. Construa uma circunferéncia qualquer digitando no Campo de Entrada a
equacao da circunferéncia que seja construir, atribuindo valores para o centro e o raio.

3. Construa uma circunferéncia utilizando o controle deslizante variando o raio.

> Atividade 2: Construindo circunferéncias

Objetivos: construir circunferéncias variando o centro e/ou raio por meio de
controles deslizantes e construir também circunferéncias onde devemos levar em

consideracao suas posicoes relativas.

1. Crie uma circunferéncia, digitando no Campo de Entrada do GeoGebra a
equacao da circunferéncia, com centro (0,0) e raio 2.

2.

a) Crie outra circunferéncia, digitando no Campo de Entrada do GeoGebra a
equacao da circunferéncia, com centro (6,1) e raio variando.

b) Registre a maneira como vOCé pensou para criar esta circunferéncia.
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¢) Ao movimentar o controle deslizante e a circunferéncia, o que acontece com
0 centro e o raio desta circunferéncia?

3.

a) Crie outra circunferéncia, a partir da sua equagéo, com raio 1 e centro
variando.

b) Registre a maneira como vocé pensou para criar esta circunferéncia.

c) Ao movimentar o controle deslizante e a circunferéncia, 0 que acontece com
0 centro e o raio desta circunferéncia?

4.

a) Digite a equacéao da circunferéncia com centro e raio variando.

b) Registre a maneira como vocé pensou para criar esta circunferéncia.

¢) Ao movimentar o controle deslizante e a circunferéncia, o que acontece com

0 centro e o raio?

» Atividade 3: Construindo circunferéncias conforme suas posicoes relativas

Objetivos: construir circunferéncias a partir de suas posi¢des relativas com o
intuito de identificar no plano cartesiano o espaco que cada circunferéncia ocupa em

funcado do seu centro e raio.

1.

a) Digite as equacdes de duas circunferéncias que sdo concéntricas.

b) Como vocé pensou para criar estas duas circunferéncias de modo a garantir
gue sao concéntricas?

¢) Analisando as equacdes digitadas das duas circunferéncias concéntricas, o
que vocé mudaria na(s) equacao(des) para torna-las circunferéncias internas néo-
concéntricas?

d) Faca as alteracGes necessarias na(s) equacéao(des) para poder visualizar as
duas circunferéncias internas nao-concéntricas.

e) Com base nas circunferéncias internas nao-concéntricas, o que Vvocé

mudaria na(s) equacao(bes) para torna-las externas?
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f) Faca as alteracdes necessarias na(s) equacao(6es) para poder visualizar as
duas circunferéncias externas.

2.

a) Digite as equacdes de duas circunferéncias que séo tangentes externas.

b) Registre a maneira como vocé pensou para garantir a posi¢édo de tangentes
externas destas circunferéncias.

c) O que vocé mudaria na(s) equacado(6es) de modo a torna-las tangentes
internas?

d) Faca as alteracdes necessarias na(s) equacao(des) para poder visualizar as
duas circunferéncias tangentes internas.

3.

a) Digite as equacdes de duas circunferéncias que séo secantes.

b) Registre a maneira como Vvocé pensou para garantir que as duas

circunferéncias sejam secantes.
» Atividade 4: Construir sequéncias de circunferéncias

Objetivos: Identificar na representacédo das circunferéncias dadas, a parte da
circunferéncia que fica variando. Aprender a construir sequéncias de circunferéncias

utilizando o pensamento generalizador.

1. Construir uma sequéncia de circunferéncias conforme o desenho:

2. Pensando na equacédo da circunferéncia para criar esta sequéncia de
circunferéncias, o que vocé acha que deve variar de uma circunferéncia para outra da
sequéncia?

3. Como podemos criar uma sequéncia de circunferéncias conforme a figura

acima?
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4. Digitar no Campo de Entrada a palavra sequéncia e escolher como mostra a

imagem:
Sequéncial =Valor Final= ]
Sequéncial =Expressao=, <Varidvel=, <Valor Inicial=, <Valaor Final=]
Sequéncial =<Expressido=, <Varidvel=, <Valor Inicial=, <Valor Final=, <Incremento= ]
Entrada:

v' Em “expressao’, digitar a circunferéncia que queremaos criar;
v' Em “variavel”, digitar a variavel que deve mudar para gerar a sequéncia;
v' Em “valor inicial” e “valor final”, digitar os valores inicial e final da variavel;

v' Em “incremento”, digitar o valor que queremos que a variavel propague.

» Atividade 5: Construir sequéncias das posicoes relativas entre

circunferéncias no GeoGebra

Objetivos: Construir sequéncias de posicdes relativas entre circunferéncias
com base nas suas equac0Oes e utilizando o pensamento generalizador. A partir de
uma representacdo geométrica de sequéncias de circunferéncias, encontrar uma

expressao que a generalize.

1.

a) Crie, no GeoGebra, uma sequéncia de circunferéncias externas a partir de
uma Unica relacao.

b) Como vocé pensou para criar esta sequéncia de modo a garantir que sao
externas?

¢) Analisando a expressao criada para a sequéncia de circunferéncias externas,
0 que vocé mudaria na expressao para torna-las circunferéncias secantes?

2.

a) Crie, no GeoGebra, uma sequéncia de circunferéncias tangentes externas a
partir de uma Unica relagao.

b) Como vocé pensou para criar esta sequéncia de modo a garantir que sao

tangentes externas?
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c) Analisando a expressao criada para a sequéncia de circunferéncias
tangentes externas, o que vocé mudaria na expressao para torna-las circunferéncias

concéntricas?
3. Escrever a expressdo que generaliza a sequéncia de circunferéncias da

imagem abaixo:

000

€

» Atividade 6: Construir sequéncias de circunferéncias girando em torno de

uma circunferéncia

Objetivos: construir circunferéncias que giram em torno de uma circunferéncia,

primeiro uma a uma para entender o processo de criacdo, depois generalizando.

Vamos criar uma sequéncia de circunferéncias que giram primeiramente em
torno de um ponto e depois em torno de uma circunferéncia. Em um primeiro momento
criaremos as circunferéncias uma a uma e, em um segundo momento, criaremos

varias por meio de uma expressao.
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1.

a) Construir um ponto qualquer e uma circunferéncia qualquer. Queremos que
esta circunferéncia rotacione/gire em torno do ponto por um angulo de 45°. Para tanto,
selecionamos o comando “rotacdo em torno de um ponto” localizado na barra de
ferramentas no nono icone e depois selecionamos o ponto, a circunferéncia e o angulo
gue queremos que a circunferéncia rotacione/gire em torno do ponto.

b) Continuar rotacionando circunferéncias em torno do ponto até chegar na
circunferéncia onde comecou a rotacao.

2. Vamos construir sequéncias de circunferéncias girando em torno do centro

de uma circunferéncia, para tanto:

a) Determinar uma circunferéncia de centro definido e marcar um ponto sobre
a circunferéncia.

b) Criar controles deslizantes para duas varidveis: i, que representa a
distribuicdo equidistante das circunferéncias em torno de um ponto e k, que presenta
a quantidade de circunferéncias que serao criadas.

c) Usar o comando girar. Apés digitar sequéncia no Campo de Entrada, em
expressao, digite girar e selecione: [ <Objeto>, <Angulo>, <Ponto> ], como mostra a

imagem:

Girar[ =Objeto=, =.5«ngulo>]

Girar[ =Objeto=, c:ﬁngulu:—, =Ponto=]

Girar] =0bjeto=, <.J5«ngulo>, =Eixo de Rotacio=]

Girar] =Objeto=, <.-5«ngulo>, =Ponto sobre O Eixo=, <Eixo de Diracio ou Plano=]
GirarTexto] =Texto=, <.5~nguln>]

Entrada: Sequéncial | <\ariavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final> ]

O objeto a ser girado sera uma circunferéncia criada com base no ponto sobre
a circunferéncia. Exemplo: Ponto B sobre a circunferéncia de centro A. Em angulo,
digitar i 360°/k.
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» Atividade 7: Reproduzir a semente da vida

Objetivos: reproduzir a semente da vida, mostrada através de um video e

também disponibilizado em um arquivo no GeoGebra com a construcdo para ser
reproduzido.

Assista ao video e na sequéncia reproduza a semente da vida conforme a
construcéo apresentada no GeoGebra.
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Depois da construcdo pronta no GeoGebra, vocé consegue estabelecer
relacdes entre as circunferéncias criadas? Quais?

» Atividade 8: Replicar o inicio da flor da vida

Objetivos: reproduzir mais uma etapa da flor da vida, disponibilizada em um
arquivo no GeoGebra com a construcao para ser reproduzida.

Dando continuidade a forma geométrica que queremos fazer, vamos construir
mais uma etapa da flor da vida.

Veja a construcdo abaixo feita no GeoGebra mexendo primeiramente no
controle deslizante k e depois no controle deslizante m e a reproduza.
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Depois da construgcdo pronta no GeoGebra, vocé consegue estabelecer

relacdes entre as circunferéncias criadas? Quais?

» Atividade 9: Reproduzir a flor da vida

Objetivos: avancgar na constru¢cdo com mais uma sequéncia de circunferéncias

e finalizar a flor da vida.

Nesta atividade vamos finalizar a construgéo da flor da vida.
Observe a construcao feita no GeoGebra movimentando primeiramente o
controle deslizante k, depois o controle deslizante m e por fim o controle deslizante n

e reproduza a sequéncia de circunferéncias.
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Depois da construcdo pronta no GeoGebra, vocé consegue estabelecer

relacdes entre as circunferéncias criadas? Quais?

> Atividade 10:

Objetivos: escolher uma imagem com varias circunferéncias e reproduzi-la.
Para tanto, utilizar o menor nimero possivel de comandos, utilizando o comando
sequéncia para generalizar. Criar um roteiro dos passos que fez para reproduzir a

imagem escolhida.

Pesquisar uma imagem com varias circunferéncias, ou uma das sugestdes

dadas, e reproduzi-la.
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Algumas sugestdes:

Utilizar o menor numero possivel de comandos, fazendo uso do comando
sequéncia para criar varias circunferéncias.

Criar um roteiro com 0s passos que seguiram para chegar na reproducao da
imagem escolhida.
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APENDICE 2

Folhas das atividades que foram entregues para os alunos
Atividade 2 - Construindo circunferéncias
Nesta atividade vamos construir circunferéncias variando o centro e/ou o raio através dos
controles deslizantes.

1. Crie uma circunferéncia, digitando no campo de entrada do GeoGebra a equagédo da
circunferéncia, com centro (0,0) e raio 2.

2.

a) Crie outra circunferéncia, digitando no campo de entrada do GeoGebra a equacdo da
circunferéncia, com centro (6,1) e raio variando.

b) Registre a maneira como vocé pensou para criar esta circunferéncia.

c) Ao movimentar o controle deslizante e a circunferéncia, o que acontece com o centro e 0
raio desta circunferéncia?

3.
a) Crie outra circunferéncia, a partir da sua equacéo, com raio 1 e centro variando.
b) Registre a maneira como vocé pensou para criar esta circunferéncia.

c) Ao movimentar o controle deslizante e a circunferéncia, o que acontece com o0 centro e 0
raio desta circunferéncia?

4.
a) Digite a equacéao da circunferéncia com centro e raio variando.
b) Registre a maneira como vocé pensou para criar esta circunferéncia.

c) Ao movimentar o controle deslizante e a circunferéncia, o que acontece com o0 centro e 0
raio?
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Atividade 3 - Construindo circunferéncias conforme suas posicdes relativas
Vamos construir também circunferéncias onde devemos levar em consideracdo suas posi¢coes
relativas.
1.
a) Digite as equacdes de duas circunferéncias que sdo concéntricas.
b) Como vocé pensou para criar estas duas circunferéncias de modo a garantir que séo
concéntricas?

c) Analisando as equagfes digitadas das duas circunferéncias concéntricas, o que vocé
mudaria na(s) equacao(des) para torna-las circunferéncias internas ndo-concéntricas?

d) Faca as alteragBes necesséarias na(s) equacdo(fes) para poder visualizar as duas
circunferéncias internas ndo-concéntricas.

e) Com base nas circunferéncias internas nao-concéntricas, o que vocé mudaria na(s)
equacao(des) para torna-las externas?

f) Fagca as alteragcbes necessarias na(s) equacdo(fes) para poder visualizar as duas
circunferéncias externas.

2.

a) Digite as equacges de duas circunferéncias que sdo tangentes externas.

b) Registre a maneira como vocé pensou para garantir a posicao de tangentes externas destas
circunferéncias.

c¢) O que vocé mudaria na(s) equacao(6es) de modo a torna-las tangentes internas?

d) Faca as alteragBes necessarias na(s) equacao(fes) para poder visualizar as duas
circunferéncias tangentes internas.

3.

a) Digite as equacges de duas circunferéncias que sdo secantes.

b) Registre a maneira como vocé pensou para garantir que as duas circunferéncias sejam
secantes.
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Atividade 4 - Construir sequéncias de circunferéncias
Vamos construir uma sequéncia de circunferéncias conforme o desenho:

900

1. Pensando na equacao da circunferéncia para criar esta sequéncia de circunferéncias, o
que vocé acha que deve variar de uma circunferéncia para outra da sequéncia?

2. Como podemaos criar uma sequéncia de circunferéncias conforme a figura acima?

3. Digitar no campo de entrada a palavra “sequéncia” e escolher como mostra a imagem:

Sequéncia[ =Valor Final= ]
Sequéncial =Expressao=, <Variavel=, =Valor Inicial=, <Valor Final= ]

Sequéncial =Expressio=, <Varidvel=, <Valor Inicial=, =Valor Final=, <Incremento= |
Entrada:

Em “expressao”, digitar a circunferéncia que queremos criar;

Em “variavel”, digitar a variavel que deve mudar para gerar a sequéncia;
Em “valor inicial” e “valor final”, digitar os valores inicial e final da variavel,
Em “incremento”, digitar o valor que queremos que a variavel propague.

AN NI NN



138

Atividade 5 - Construir sequéncias das posicoes relativas entre circunferéncias
no GeoGebra

1.

a) Crie, no GeoGebra, uma sequéncia de circunferéncias externas a partir de uma Unica
relacéo.

b) Como vocé pensou para criar esta sequéncia de modo a garantir que sao externas?

c) Analisando a expressao criada para a sequéncia de circunferéncias externas, 0 que vocé
mudaria na expressao para torna-las circunferéncias secantes?

2.

a) Crie, no GeoGebra, uma sequéncia de circunferéncias tangentes externas a partir de uma
Unica relacao.

b) Como vocé pensou para criar esta sequéncia de modo a garantir que sao tangentes
externas?

¢) Analisando a expresséao criada para a sequéncia de circunferéncias tangentes externas, o
gue vocé mudaria na expressao para torna-las circunferéncias tangentes internas?

3.Escrever a expressao que generaliza a sequéncia de circunferéncias da imagem abaixo:

(AL



139

Atividade 6 - Construir sequéncias de circunferéncias girando em torno de uma
circunferéncia

Vamos criar uma sequéncia de circunferéncias que giram primeiramente em torno de um
ponto e depois em torno de uma circunferéncia. Em um primeiro momento criaremos as
circunferéncias uma a uma e, em um segundo momento, criaremos Varias através de uma
expressao.

1.

a) Construir um ponto qualquer e uma circunferéncia qualquer. Queremos que esta
circunferéncia rotacione/gire em torno do ponto por um angulo de 45°. Para tanto,
selecionamos o comando “rotagdo em torno de um ponto” localizado na barra de ferramentas
no nono icone e depois selecionamos o ponto, a circunferéncia e o angulo que queremos que
a circunferéncia rotacione/gire em torno do ponto.

b) Continuar rotacionando circunferéncias em torno do ponto até chegar na circunferéncia
onde comecou a rotacao.

2. Vamos construir sequéncias de circunferéncias girando em torno do centro de uma
circunferéncia, para tanto:

\

a) Determinar uma circunferéncia de centro definido e marcar um ponto sobre a circunferéncia.
b) Criar controles deslizantes para duas variaveis: "i", que representa a distribuicdo

equidistante das circunferéncias em torno de um ponto e "k", que presenta a quantidade de
circunferéncias que serao criadas.

¢) Usar o comando “girar”. Apds digitar sequéncia no campo de entrada, em “expressao”,
digite “girar” e selecione: “[ <Objeto>, <Angulo>, <Ponto> ]”, como mostra a imagem:

Girar[ =Objeto=, <.J5«ngulo>]

Girar[ =Objeto=, c:ingulu:—, =Ponto=]

Girar] =Objeto=, <.-5«ngulo>. =Eixo de Rotacio= ]

Girar[ =Objeto=, =.5«ngulo>. =Ponto sobre O Eixo=, <Eixo de Diracio ou Plano=]
GirarTexto] =Texto=, <.5~nguln>]

Entrada: Sequéncial l <Variavel=, <Valor Inicial>, <Valor Final> ]

O objeto a ser girado sera uma circunferéncia criada com base no ponto sobre a
circunferéncia. Exemplo: Ponto B sobre a circunferéncia de centro A. Em “angulo”, digitar "i
360°/k".
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Atividade 7 - Reproduzir a "semente da vida"

A forma geométrica formada por circunferéncias que pretendemos construir nesta atividade
chama-se “semente da vida”.

Assista ao video e na sequéncia reproduza a 'semente da vida' conforme a construcdo
apresentada no GeoGebra.

Depois da construcdo pronta no GeoGebra, vocé consegue estabelecer relacdes entre as
circunferéncias criadas? Quais?
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Atividade 8 — Replicar o inicio da "flor da vida"

Dando continuidade a forma geométrica "flor da vida" que queremos fazer, vamos
construir mais uma etapa da "flor da vida".
Veja a construcao abaixo feita no GeoGebra e a reproduza.

Depois da construcdo pronta no GeoGebra, vocé consegue estabelecer relacdes entre as
circunferéncias criadas? Quais?
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Atividade 9 — Reproduzir a ‘flor da vida’

Nesta atividade vamos finalizar a construcao da 'flor da vida'.

Observe a construgao feita no GeoGebra movimentando primeiramente o controle deslizante
'k', depois o controle deslizante 'm' e por fim o controle deslizante 'n' e reproduza a sequéncia
de circunferéncias.

Depois da construcdo pronta no GeoGebra, vocé consegue estabelecer relacbes entre as
circunferéncias criadas? Quais?
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Atividade 10 — Reproduzir uma imagem com sequéncias de circunferéncias

Pesquisar uma imagem com Varias circunferéncias, ou uma abaixo, e reproduzi-la.

Utilizar o menor nimero possivel de comandos, fazendo uso das sequéncias para criar
varias circunferéncias em um Unico comando.

Criar um roteiro com 0s passos que seguiram para chegar na reproducéo da imagem
escolhida.

Depois do trabalho pronto, enviar o arquivo .ggb e a imagem que foi reproduzida para
0 e-mail: marciane.carlos@gmail.com

Bom trabalho!
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APENDICE 3
TERMO DE CONSENTIMENTO INFORMADO
Eu, , R.G.
, responsavel pelo(a) aluno(a)
, da turma , declaro, por

meio deste termo, que concordei em que o(a) aluno(a) participe da pesquisa intitulada
, Utilizando parametros no GeoGebra: um estudo com alunos do 3° ano do
Ensino Médio, desenvolvida pelo(a) pesquisador(a) Marciane Linhares Carlos. Fui
informado(a), ainda, de que a pesquisa € coordenadal/orientada por Marcia
Rodrigues Notare Meneghetti, a quem poderei contatar a qualquer momento que
julgar  necessario, atravées do telefone 51 33086212 ou e-mall
marcia.notare@ufrgs.br.

Tenho ciéncia de que a participacdo do(a) aluno(a) ndo envolve
nenhuma forma de incentivo financeiro, sendo a Unica finalidade desta participacéo a
contribuicdo para o sucesso da pesquisa. Fui informado(a) dos objetivos estritamente
académicos do estudo, que, em linhas gerais, séo:

v/ Analisar o processo de aprendizagem dos alunos no estudo da
circunferéncia utilizando o software GeoGebra, onde seréo disponibilizadas atividades
introdutdrias dos conteldos e, a partir da compreensao destes, partir para o raciocinio
generalizador através de atividades com a utilizacdo de parametros.

v Observar como os alunos mobilizam diferentes registros das representacées
semidticas, em especial, 0s registros algébricos e geométricos, segundo a teoria dos
registros de representacao semiotica de Duval (2009, 2011), durante o processo de
ensino e aprendizagem proposta por este trabalho.

v Elaborar, implementar e analisar uma sequéncia de atividades que serao
disponibilizadas em um website para atender aos objetivos citados acima.

v" Identificar as contribuicdes do software GeoGebra para a compreensado do

raciocinio generalizador ao utilizar parametros para a construgcéo de circunferéncias.
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Fui também esclarecido(a) de que os usos das informacdes oferecidas
pelo(a) aluno(a) sera apenas em situacdes académicas (artigos cientificos, palestras,
seminarios etc.), identificadas apenas pela inicial de seu nome e pela idade.

A colaboracéo do(a) aluno(a) se fara por meio de entrevista/questionario
escrito etc, bem como da participacdo em oficina/aula/encontro/palestra, em que
ele(ela) sera observado(a) e sua producdo analisada, sem nenhuma atribuicdo de
nota ou conceito as tarefas desenvolvidas. No caso de fotos, obtidas durante a
participagédo do(a) aluno(a), autorizo que sejam utilizadas em atividades académicas,
tais como artigos cientificos, palestras, seminarios etc, sem identificacdo. A
colaboracdo do(a) aluno(a) se iniciara apenas a partir da entrega desse documento
por mim assinado.

Estou ciente de que, caso eu tenha davida, ou me sinta prejudicado(a),
poderei contatar o(a) pesquisador(a) responsavel no endereco Avenida Getulio
Vargas, 4388, B. S&o Jodo Batista, S&o Leopoldo - RS, e-malil
marciane.carlos@gmail.com.

Fui ainda informado(a) de que o(a) aluno(a) pode se retirar dessa

pesquisa a qualquer momento, sem sofrer quaisquer sangdes ou constrangimentos.

Séo Leopoldo, 8 de outubro de 2015.

Assinatura do Responsavel:

Assinatura do(a) pesquisador(a):

Assinatura do Orientador da pesquisa:



