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Resumo

O problema da medida em Mecanica Quéntica emerge quando se investiga o que ocorre ao
se efetuar uma medida de um observavel cujo valor é indefinido. Veremos nesse trabalho
que esse é um assunto muito diverso e exploraremos, em especial, a medida fraca ou o
também chamado de valor fraco de medida. O valor fraco é definido como o valor obtido
por uma medida fraca, considerando-se os estados inicial e final do sistema. Em certo
sentido, o valor fraco é similar ao modelo de medidas de von Neumann [1], pois Aharonov
et al. [2] interpreta este valor como a média de um observével, tal qual a média de um
observavel por medidas fortes. Contudo, serda mostrado que a analogia nao vai muito longe,
pois ao se medir o valor fraco da projecao de spin de uma particula com spin 1/2, pode-se
obter o valor 100. Esses valores paradoxais levantam muita discussao sobre a interpretacao
dos resultados de medidas fracas. Vamos mostrar aqui, que a interpretacao de Aharonov
nao é valida, quando se utiliza uma derivagdao que usa conceitos de caminho de Feynman.
Acreditamos que muitos dos paradoxos, tal qual este da projecao de spin com valor 100,

sao devidos a esta interpretacao equivocada do significado dos valores fracos.

Palavras-chaves: valores fracos, medidas fracas, mecanica quantica, caminhos de Feyn-

man, modelo de medidas de von Neumann



Abstract

Measurements in Quantum Mechanics is a very rich subject, and in this work, we will
explore weak values, the result of a weak measurement considering both initial and final
states of a system. This value will be obtained using the von Neumann Measurement
Model, which will be presented in this work. Using an analogy to the strong measurement,
Aharonov et al. [2] interprets the weak value as the medium value of an observable. We
will show that, for example, a weak value for the projection of a spin-1/2 particle can
yield 100 as its value. After this presentation of the problem, we will show an alternative
interpretation derived using concepts from Feynman pathways, as done by Sokolovski [3].
We believe that most paradoxes using weak values, such as the example cited above, come

from the Aharonov misleading interpretation.

Key-words: weak values, weak measurements, quantum mechanics, Feynman pathways,

von Neumann measurement model
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1 Introducao

Desde o inicio da Mecanica Quéantica, medidas sdo um assunto muito interessante.
A principal diferenca entre medidas quanticas e as medidas classicas é que as quanticas
alteram o sistema de forma perceptivel, tendo sobretudo o efeito denominado colapso
da funcdo de onda ou de estado. Este efeito abre espaco a diferentes interpretacoes
da Mecanica Quantica. Um melhor entendimento das medidas quanticas, sobretudo do
colapso, esta associado a um melhor entendimento da realidade. Dentro do contexto de
médias quanticas, exploraremos o conceito de valor fraco, que é definido como o valor

obtido por uma medida fraca considerando os estados inicial e final do sistema.

O valor fraco de um observavel gera diversas controvérsias desde sua introducao
por Aharonov, Albert e Vaidman, em 1988 [2]. Neste artigo é sugerido que o valor fraco
¢ a média do observavel e deve ser interpretado da mesma forma que a média de um
observavel para uma medida forte e é mostrado como poderiamos obter um valor fraco 100
para a proje¢ao de spin de uma particula com spin 1/2, um resultado absurdo. Outros
paradoxos que podem ser obtidos através da medida de um valor fraco sdo: energia cinética
negativa [4], particula passando por barreira com velocidades acima da velocidade da
luz [5], separagdo de uma particula de suas propriedades (por exemplo, encontrar o spin

numa posicao e a particula em outra) [6].

Todos estes paradoxos indicam que ¢é necessario uma maior compreensao do sig-
nificado desses valores fracos. Através de conceitos dos propagadores de Feynman sera
apresentada uma outra interpretacao dos valores fracos: estes representariam uma média
dos autovalores de observaveis pesados pelas as amplitudes de caminhos virtuais, que nao
sdo propriamente probabilidades [7]. Por nao serem probabilidades, a interpretacao deste

média nao é a usual, como a dada para medidas fortes.

No capitulo 2, Embasamento Matematico e Tedrico, apresentaremos o formalismo
da Mecanica Quantica que sera utilizado, definindo alguns conceitos e apresentando alguns
resultados que serao utilizados posteriormente na introduc¢ao dos valores fracos. Sera
apresentado o modelo de medidas de von Neumann, um modelo em que consideramos
o aparato medidor como um sistema quantico que interage com o sistema de interesse,
podendo através de medidas no aparato inferir sobre resultados no sistema de interesse.
Apresentaremos também o experimento de Stern-Gerlach para medida de componente de
spin e mostraremos como pode ser efetuada a descricao deste experimento utilizando o

formalismo apresentado e o modelo de medidas de von Neumann.

No capitulo 3, Medidas Fracas e Valores Fracos, definiremos matematica e fisica-

mente o conceito de uma medida fraca. Realizaremos uma medida fraca entre a pré e
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pés-selecao de estados para obter o valor fraco e obteremos os resultados apresentados
em [2], com algumas corre¢oes quanto as condigoes para a validade da resultado [8]. Na
sequéncia, exemplificaremos como a medida de um valor fraco do observavel associada a
componente de spin pode resultar um valor absurdo como 100, mostrando como poderiamos

realizar a pré e pds selecao para este experimento especifico.

No capitulo 4, Interpretagao dos Valores Fracos, introduziremos alguns conceitos de
caminhos de Feynman para obter uma interpretacao mais clara dos valores fracos. Veremos
que estes estao associados as amplitudes de transicao do estado inicial e final, permitindo
assim a medida destas amplitudes. Exemplificaremos esta interpretacao utilizando os
resultados ja obtidos para a medida fraca de um componente de spin, discutiremos

brevemente os outros paradoxos apresentados nesta introducao.



2 Embasamento Matematico e Tedrico

Este capitulo é separado em trés secoes onde apresentaremos o conhecimento basico
para entender a formulacao das medidas fracas e valores fracos do capitulo seguinte, e
o exemplo que sera utilizado para demonstrar uma medicdo de um valor fraco. Desta
forma, teremos a secao: Experimento de Stern-Gerlach, que serd utilizada para introduzir
alguns conceitos de medidas em Mecanica Quantica. Na sequéncia, é apresentado um
formalismo através de postulados para Mecanica Quantica, na secao 2.2,e ¢ introduzido
também o conceito de observavel. Aplicamos os postulados para explicar o experimento
de Stern-Gerlach de forma simples, e apresentamos outros resultados da aplicagao dos
postulados como medidas em sistemas compostos, representacao de base. A tltima
secao deste capitulo se refere ao Modelo de Medidas de von Neumann, este modelo que
considera o aparato medidor como um sistema quantico, através do emaranhamento com o
sistema que queremos medir, permite inferéncia sobre propriedades do sistema de interesse.

Finalizamos aplicando este modelo para o experimento de Stern-Gerlach.

2.1 Experimento de Stern-Gerlach

O experimento de Stern-Gerlach é importante na Fisica, pois com este experimento
se demonstrou a quantizacdo do momento angular e a existéncia de um momento angular
intrinseco do elétron, que denominamos spin [9]. Este experimento é interessante para
descrevermos alguns dos fendmenos mais basicos da Mecéanica Quantica, pois a parte
relevante para um descri¢ao inicial do sistema pode ser representada pela combinacao
linear de dois estados (spin up e down). A montagem do experimento é mostrada na Figura
1, temos um feixe de atomos de Prata (Ag) colimado (vindo do aquecimento de dtomos de
prata e das fendas usadas para colimar) que passa por um campo magnético anisotrépico.
O atomo de Prata é neutro e possui 47 elétrons, sendo que 46 destes podem ser modelados
com uma nuvem eletrénica com momento angular nulo. O momento magnético do a&tomo se
deverd, portanto, ao momento angular do tultimo elétron. Temos a interagdo do momento
magnético p do d&tomo com o campo B , sabemos que a energia desta interacao é i - B ,
portanto a forca que o campo exerce sobre o 4&tomo é F = ﬁ(u . é) e a trajetoria do atomo

é entao desviada.

Apoés passar pelo aparato de Stern-Gerlach, o feixe colide com um anteparo, de onde
obtemos informagao sobre a posicao de chegada dos atomos. Classicamente, é esperado que
o momento angular do atomo assuma valores continuos e aleatorios, formando um padrao
gaussiano no anteparo. No entanto, o que vemos é que o atomo sera desviado para valores

discretos de posicao, para cima ou para baixo, pelo campo. Isto se deve a quantizacao do
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Figura 1 — Esquema de montagem do experimento de Stern-Gerlach
livro [9].
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momento angular e da forma como medidas acontecem na Mecanica Quantica. Também

veremos que os resultados possiveis para o momento angular sao compativeis com o elétron

tendo um momento angular intrinseco, spin, com valor semi-inteiro 1/2.

Estes sao dois resultados importantes que podemos tirar deste experimento, mas

também podemos passar o feixe por sucessivos aparatos de Stern-Gerlach para um melhor

entendimento sobre o que acontece nas medidas e sobre o colapso da fun¢ao de onda, que

serd apresentado a seguir. Podemos ter dois aparatos em sequéncia com uma medi¢ao no
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Figura 2 — Montagem esquematica de sucessivos experimentos de Stern-Gerlach. Imagem
retirada do livro [9].

final, conforme Figura 2, onde o segundo aparato apenas recebe um dos feixes do primeiro
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aparato, por exemplo, o feixe no qual as particulas tem spin up (|1,)). O resultado serd o
seguinte: para o caso em que os dois aparatos medindo tem a mesma direcao (diregao é.,),
o resultado do segundo serd 100% spin up (|1,)), isto é, obtemos a mesma informacao do
resultado anterior. Caso megamos em uma dire¢do perpendicular (diregao é,), obteremos
50% spin up (|1.)) e 50% spin down (|,)) na dire¢do x. Isto poderia indicar que o spin
tem projecoes independentes na diregao €, e €., o que podemos testar utilizando mais um

aparato de Stern-Gerlach sequencial.

Agora consideraremos trés aparatos, sendo o primeiro na direcao €., o segundo
na dire¢do é, e o terceiro novamente na diregao é,, conforme a Figura 2.(c). Veremos
que a ultima medida gerard 50% spin up (|1,)) e 50% spin down (]{.)), isto é, a medida
na direcao é, destruiu a informacao quanto a dire¢ao do spin na direcao é,. De forma
analoga, podemos utilizar a direcao é, no lugar de é, ou €., obtendo resultados semelhantes.
Podemos definir P(|1,),[1;)) como a probabilidade de encontrar o estado |1;) dado que
estamos no estado [1;), onde i e j assumem os valores {x,y, z}. Também definimos de
forma analoga para outros spins. Teremos que o valor das probabilidades é dado por:
P(I15), 1) = 2(1 + 8;5) e P(|4;), 1)) = (1 — &;;). De forma andloga para a inversao
da diregdo do spin: P(|1;), [4:)) = 5(1 + &;5) e P(I1;), [4i)) = (1 — 6;;). Posteriormente,

sera apresentado outra forma de calcular estas probabilidades.

2.2 Postulados da Mecanica Quantica

Todas estas caracteristicas apresentadas através de exemplos do experimento de
Stern-Gerlach devem ser reproduzidas dentro formalismo da Mecanica Quantica. Por
isso, apresentaremos um formalismo da Mecanica Quéntica através de postulados, e entao
o utilizaremos no exemplo do experimento de Stern-Gerlach ja explicado. Seguem os

postulados como dado no livro [10]:

Postulado 1: A qualquer sistema fisico isolado existe associado um espaco vetorial
complexo com produto interno (um espago de Hilbert ! ), conhecido como espago de
estados do sistema. O sistema é completamente descrito pelo seu vetor de estado, um

vetor unitario no espaco de estados.

Postulado 2: A evolucdo de um sistema quéntico fechado é descrita por uma
transformagao unitria, ou seja, o estado [¢) de um sistema em um tempo ¢; estéd
relacionado ao estado [¢)') do sistema em ¢y por um operador unitario U que depende

somente de t; e ty:

¥ =Uly) . (2.1)

1 T assumido que o leitor conhece alguns conceitos do espaco de Hilbert e outros conceitos de Algebra

Linear, tais como produto externo, produto tensorial. Também é assumido familiaridade com a notagao
de Dirac.
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Postulado 3: As medidas quanticas sao descritas por determinados operadores de
medida {M,,}. Esses operadores atuam sobre o espago de estados do sistema. O indice m
se refere aos possiveis resultados da medida. Se o estado de um sistema quéntico for |1},

imediatamente antes da medida, a probabilidade de um resultado m ocorrer é dada por:

p(m) = (| M My, [3) (2:2)
e o estado do sistema apods a medida sera:

M [¢)

— . (2.3)
p(m)
Os operadores de medida satisfazem a relacao de completitude:
S MM, =1. (2.4)

Postulado 4: O espaco de estados de um sistema fisico composto é o produto
tensorial dos espagos de estados dos sistemas fisicos individuais. Se os sistemas forem
numerados de 1 até n, e o sistema ¢ for preparado no estado [¢;), decorre que o estado do
sistema composto serd |¢1) ® |1g) ® ... ® |th,).

Medidas Projetivas e Observaveis: Um caso especial é o que consideramos
apenas medidas projetivas em diferentes subespacos de estados do sistema. Uma medida
projetiva deve satisfazer P, P, = 0pmPm € .., Pn = 1. Os projetores podem ser escritos
como P, = Y, |m;) (m;| com (m;|m;) = d;j, isto é, como a soma de projetores |m;) (m;|
para espagos unidimensionais. Definimos, entao um observavel como A=¥x (my MPy,, do
qual {m} sdo seus autovalores, propriamente associados ao espaco em que {P,,} projeta,
os seus auto-espacgos. Desta forma, basta que definamos um observavel A para definir uma
medida, onde o resultado de um estado |¢) serd o autovalor m de fl, com probabilidade
p(m) = (Y| P,|1), e o estado apds a medida serd P, |¢) /\/M Para que um operador
possa ser descrito como a combinagdo linear de projetores (e, portanto, ser um observavel)

é suficiente a condicdo que ele seja hermitiano, isto é, A = A,

O operador unitario dado no Postulado 2 pode ser encontrado utilizando a equagao
1 —i ("2 Hdt/n _ .
de Schrodinger, onde teremos Uty ty) = e o). el , em que H = TZV2 + V(r) =
2
2~ + V() é o Hamiltoniano do sistema. Para Hamiltonianos independentes do tempo

—iH({t2=t) " onde a partir deste momento consideramos & = 1. Durante

teremos U(ty,t2) = e
este trabalho consideraremos varias vezes H = 0, isto nao sera desconsiderar o momentum
da particula. Mas considerar que as mudangas nos estados devido a evolugao U(ty,ty) =
e~ P(t2=11)/(2m) " que causardo uma separacio espacial com o decorrer do tempo para estados
espacialmente juntos mas com diferentes momenta, poderao ser apreciadas observando os
momenta destas particulas. Isto é, afirmaremos que particulas com diferentes momenta
serao separadas espacialmente apds algum tempo, sem no entanto, considerar esta parte

do Hamiltoniano.
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2.2.1 Aplicacao ao Experimento de Stern-Gerlach

A medida da componente de spin pode ser efetivada considerando que o
observavel ¢é representado pelas matrizes de Pauli 0., 0, ¢ 0., onde temos que o; =

115) (T3] = [44) (Li]. De forma que temos o projetor P = |1;) (1;| associado ao autovalor +1

, 1 0
e o projetor P* = |{;) (|| associado ao autovalor —1. Definindo: [1,) = (O) eld.) = (1),

temos que as matrizes de Pauli sdo da seguinte forma:

0 1 0 —i 1 0
axz(l 0); Jy:(z. 0); OzZ(O _1)- (2.5)

(It2) = N2))

7
associados aos autovalores 1 e -1, respectivamente. Para o o, teremos |1,) = 7(| 2File))
e [La) = (1) — i 1)),

Podemos descrever a medida da projecao de spin na dire¢ao é; como a medida do

Teremos que o autovetores de o, serdo [1,) = Z5([1.) + =) e [fo) =

observavel ;. Desta forma, os resultados comentados na secao 2.1 serao reproduzidos
dentro deste formalismo. Por exemplo, utilizando o postulado 3, teremos que apdés uma
medida de o, o sistema serd deixado ou no estado |1,) ou em ||,), obtendo o resultado
+1. Uma medida posterior de o, obtera um resultado em concordancia com o primeiro,
isto é, obtera o mesmo valor +1. Uma medida posterior de o,, no entanto, obtera como
resultado ou o estado [1,) ou em |{,), com probabilidades 1/2, evidenciado pela realizacao

dos produtos internos: | (T, [ 1) P =11 [T P =10 | TP =10 1) P =1/2. O

mesmo ocorre para trocas dos indices z, y e z.

Podemos também definir uma medida da componente do spin numa direcao qualquer

Oy

(2.6)

I
>
£
Qy

onde ¢ = 0,6, + 0,6, + 0.€,.

2.2.2 Representacao de Momentum ou de Espaco e a Transformada de Fourier

Assim como feito na subsecao anterior, é usual definir uma base de vetores que
utilizaremos para definir os outros vetores. Por exemplo, na subsecao 2.2.1n utilizamos
{I12),[42)}. No entanto, qualquer conjunto de vetores {|i)} que satisfacam a condicao de
completude (3; |7) (i] = I) e que satisfacam (i|j) = J;; formam uma base que poderiamos
utilizar. Por este motivo, uma mudanca de base pode ser utilizada para uma melhor

compreensao de um determinado estado ou para facilitar algum célculo.

Uma das mudancas de base mais importantes na Mecanica Quantica é a mudanca
do espaco de posi¢ao para o espaco de momentum e vice-versa. Considerando o caso

unidimensional, temos que a relagao entre estas representacoes pode ser obtida de (z|p) =
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1

ﬁeim e, portanto, teremos que a transformada de Fourier leva de um espago ao outro [9],
pois:
@) = [ (@l o) da’ = [ )} o) dp' (2.7)
onde a transformacao de (z'|a) (representacao em z) e (p|a) (representacdo em p)
sera:

lo) = [ o) (laydp = —= [ e (ol p. (2.8)

onde nesta equacao definimos, propriamente, a transformada que sera utilizada para levar

do espago de momentum ao espaco de posicao.

2.2.3 Medidas em sistemas compostos

Nesta secao apresentaremos o conceito de sistemas com emaranhamento, e,
utilizando o Postulado 3 e Postulado 4 da Mecanica Quéantica, mostraremos alguns
resultados sobre medidas neste tipo de sistema composto que serao utilizados no decorrer
deste trabalho.

Assim como descrito no Postulado 4, o estado |¥) de um sistema fisico composto

por n sistemas individuais e independentes sera

(W) = [11) @ |th2) @ -~ @ [Yn) = |th1) [¢h2) - -~ [¢Pn) (2.9)

onde definimos a notagao usual, na qual o produto tensorial esta implicito.

Para um sistema composto em que os seus subsistemas sdo dependentes entre
si, isto é, sistemas que possuem emaranhamento, podemos escrever o estado do sistema
composto como uma combinacao linear de estados compostos em que os subsistemas sao

independentes. Desta forma, o estado do sistema composto pode ser descrito por:
=D [t [v2); - [vn); (2.10)

sendo |¢), é um estado especifico referente ao subsistema k. Onde, caso queiramos
descartar o subsistema k, mas continuar com o estado dos outros sistemas, podemos

realizar a seguinte operacgao:

(ZIQ@ ® (Prl; ® ®1) V) = (2.11)
—Za, (Drlton);) 1), [6); - [Worma) [ )s - [n)s (2.12)

onde os estados {|¢y);} formam uma base para o subespaco k. Temos que tomando

a;(j(Pr|tr);), temos um sistema composto de dimensdo n — 1 do mesmo formato de
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(2.9), podemos repetir o processo até obter o estado para um subsistema especifico. Esta
operagao ¢ o equivalente ao traco parcial utilizado sobre o operador densidade para um

estado puro.

Exemplificaremos agora, que em sistemas emaranhados, a medida de um subsistema
altera o outro subsistema. Considerando um sistema composto de apenas dois subsistemas,
onde cada subsistema estd associado a proje¢ao do spin de uma particula com spin 1/2,
neste exemplo, o estado inicial do sistema composto é:

1

"110> = \/§

(1) [Te) + =) a)) (2.13)

Caso quiséssemos trabalhar com propriedades de apenas um dos subsistemas,
poderfamos usar como se o estados dos sistemas fossem: [¢) = % (I1T2) + 142)) e |[wa) =
% (IT2) + [42)), usando o processo descrito em (2.11). Podemos medir o observavel o, no
subsistema 1, por exemplo, obtendo ou +1 ou —1 com probabilidade 1/2 para ambos os
casos. Por exemplo, ap6s obter o resultado +1, sabemos que o estado do subsistema 1
deve ser 1), portanto, temos que o estado completo do subsistema sera |¥) = [1,) [T.),
e saberemos que uma medida do observavel o, no subsistema 2 vai obter o resultado
+1 com probabilidade 1. Isto se deve, que a medi¢ao do observavel o, no subsistema 1
equivale ao uso do conjunto de operadores de medida {|1.) (.| ® I, [{.) (.| ® I}, com
valores respectivos {+1, —1} no sistema composto. Desta forma, aplicando o Postulado 3,

obtemos exatamente o estado completo do subsistema mostrado anteriormente.

Podemos generalizar o calculo anterior, considerando um sistema composto de dois
subsistema descrito pelo estado |V) = 3=, a;|a;) |¢;) [10] , onde é realizada uma medida
do observavel A, com autovetores {|a;)}, no subsistema 1. Temos que se o resultado da

medida for a;, associado ao projeto P,, = |a;) (a;|, o estado do sistema conjunto sera

(Ja:) {ai] ® L) |¥)
V{®l(las) (ai] @ I)|P)

utilizando o Postulado 3. Poderemos, portanto afirmar, utilizando o resultado de (2.11),

= |ai> |¢z> ) (2'14>

que o estado do subsistema 2 serd |¢;).

2.3 Modelo de Medidas de von Neumann

O modelo de von Neumann (MvN) considera o aparato medidor também como
um sistema quantico, tornando assim a descricao das medidas mais completa. No modelo,
como ¢é descrito no artigo [1], teremos que o aparato medidor se encontra inicialmente
num estado |x;,) € o sistema que queremos medir num estado inicial |¢;,), temos que
os sistemas iniciam completamente independentes, de forma que o sistema conjunto é,

inicialmente, descrito por |W;,) = |Xin) |@in). Através da evolugao temporal, acoplaremos o
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aparato medidor ao sistema que queremos medir e, posteriormente, sera feita uma medida
usual com colapso no aparato medidor, e com esta informagao poderemos inferir o valor
que a medida obteve para A. O acoplamento dos dois sistemas é feito através da adicao

ao Hamiltoniano de um potencial do tipo:
V = —e g(t)gA ; (2.15)

onde € é uma constante de acomplamento, g(t) é uma fun¢ao normalizada com suporte
compacto préximo ao tempo da medida (explicado a seguir) e g é a varidvel canonica da
sonda, com varidvel conjugada p,. Chamaremos, usualmente, ¢ de varidvel da posicao da

sonda e p, da varidvel de momentum da sonda.

Utilizaremos g(t) = §(t —ty), onde tg é o tempo da medida, de forma que os célculos
a seguir se tornam mais facil e o sentido fisico nao é perdido. A delta de Dirac é uma
fungao que satisfaz as duas condigoes impostas a fungao g(t): é uma fungdo normalizada,
isto é [°% g(t)dt = 1; e tem suporte compacto perto do tempo da medida, que significa
que a funcdo é nao-nula apenas para um conjunto compacto, isto estabelece um intervalo
de tempo [tinicios tinicio + 7] €m que a interagdo da medida ocorre. No caso da delta de

Dirac, este intervalo ¢ infinitesimal, isto é, 7 — 0.

O caso ideal para o estado inicial de um medidor |x;,) serda quando temos p, bem
definido, tal que possamos obter o valor obtido do observavel A através da mudanca
no valor de p,, isto é, A = dp,/e. Um estado apropriado serd um estado gaussiano
com dispersao Ap, na representacdo de momentum, onde teremos o centro bem definido

(pg) = 0:
1

in) = dq qlXin) |Pq) — 77—
xin) = [ dpy (palxin) 1) e

Este estado é especialmente interessante, pois teremos que o estado representado no espago

[dpgeiles iy (210)

de posicao ¢, obtido através da transformada de Fourier, também sera uma gaussiana,

esta com dispersao Ag = 1/(2Ap,):

1 2 2
xin) = [ da {alxin) la) = N [ dae @807 |g) (2.17)
T™Aag
Por uma questao de notacgao, utilizaremos a seguinte definicao:
_ 1
A=Ag= Ap (2.18)
q

Portanto, utilizando a defini¢do acima, as representagoes de |y;,) no espaco de momentum

e no espago de posicao serdo escritas como:

1 2 2 A
) — —q°/(24) . N
<Q|Xm> 2Aﬁe ) <pq|Xm> ﬁ

2

e AP (2.19)
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O sistema que queremos observar, estd em um estado inicial |¢;,) = >, a4 |a;) onde
la;) é o autovetor de A associado com o autovalor a; e a; = (a;|pin). Portanto, |¢py,) escrito
acima, estd representado na base dos autovetores de A. Temos, portanto, que o estado
inicial do sistema conjunto serd |V;,) = |Xin) |¢in), como ja discutido anteriormente.

Para descobrirmos o estado do sistema |V(t > ty)) a um tempo posterior a medida

N t / ! - AR
(t > to) , aplicamos o operador evolugao temporal U(t,0) = et o HW)A _ iegd,

(U(t)) = U(t,0)|,,) = e’

2A1\/%/dqe—q2/(2A)2 |q)1 [Z «; |ai>] (2.20)
2A1\/7_r Z/dq Q; [e"ﬂif\e—tﬂ/(mf lq) ‘aiﬂ (2.21)
- 2A1\/% > [ da ai [e e 120 g) fa,)] (2.22)

Podemos utilizar a transformada de Fourier, para obter o resultado de (2.22),

representada no espago de momentum, obtendo-se assim:
A —A%(pg—ca;)?
() = =3 [ doy ee o) las) (2.23)

Este resultado pode ser facilmente interpretado notando que temos para cada estado |a;)
um estado especifico do medidor, onde teremos que este estado é uma gaussiana centrada
em eq;. Caso tivermos que €|a;| > 1/A para todo 4, isto é, €|a;| > 2Ap, para todo 7, as
gaussianas estarao suficientemente separadas para que quando efetivarmos uma medida
do momentum p, do medidor, possamos afirmar que um resultado de p, em torno de ea;

estard associado ao sistema de interesse se encontrar no estado |a;).

A caracteristica apresentada acima é a caracteristica fundamental do Modelo de
von Neumann, onde temos que apos a interacao do aparato medidor, observarmos que
o momentum do medidor teve a mudanca dp, = €ea;, podemos dizer que o sistema de

interesse se encontra no estado |a;).

2.3.1 Modelo de von Neumann para o Experimento de Stern-Gerlach

A aplicacao do modelo de medidas de von Neumann para o experimento de Stern-
Gerlach é essencial, pois, como descrito na secao 2.1, o que é observado no experimento é o
desvio do feixe, e a projecao do spin é inferida a partir do desvio. Desta forma, é evidente
que o tratamento utilizado na se¢ao 2.2.1 é simplificado e nao descreve uma das principais

caracteristicas do experimento.

Utilizando o experimento de Stern-Gerlach para uma medida da projecao do spin
na direcao é, teremos que o nosso aparato medidor a ser acoplado com o spin sera a
prépria posicao do atomo de Prata, especialmente a coordenada z. Assumiremos que o

momentum em z e y se mantém constantes, de forma que o tempo de interagao pode
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ser obtido calculando o tempo em que o atomo leva dentro do aparato de Stern-Gerlach,
proporcional ao tamanho do aparato e o inverso da velocidade em y. Outra forma de
analisar esta questdo, é adotar o referencial que inicialmente acompanha a particula,
estando ela na origem. Notaremos que apos um determinado tempo, a particula comeca a
ganhar momentum na direcao é., se afastando da origem, e 0 momentum para de variar
apo6s o tempo 7 da interagao com o aparato. Consideraremos, também, que o tempo de
interagao 7 pode ser considerado pequeno, de forma que temos g(t) = 6(t — t1), onde ¢; é

o tempo em que ocorre a interacao.

Consideraremos que o estado inicial do spin do dtomo é dado por |¢g) = ag |{.) +

aq |1.). Consideraremos que a posigao inicial do atomo é dada por

x0) = o) [1 [ dze e |z>] (224)
\/7(24)2

onde |x4,) contém a informacdo sobre as coordenadas x e y do atomo, esta parte nao é

relevante para a descricdo da medida, portanto a desconsideraremos. E importante notar

que este estado gaussiano coerente na coordenada z é construido através da colimacao do

feixe. Consideraremos que o estado inicial do spin é independente da posi¢ao do atomo,

portanto temos que o estado inicial do sistema serd |Wo) = |xo) o)

A

Aparato
Medidor |

L

Feixe

L

o

Figura 3 — Esquema do resultado obtido através do Modelo de von Neumann para o
experimento de Stern-Gerlach. Na imagem ¢ evidente que para uma medida

separar o estado [1,) de |].) deve ter uma razao e¢/Ap, grande. Imagem
adaptada de [1].

Portanto, utilizando o formalismo introduzido no modelo de von Neumann, teremos

que o Hamiltoniano para o experimento do Stern-Gerlach para uma medida da projecao
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do spin na direcao é, sera dado por:

aBﬂzazgw , (2.95)

onde temos que a constante de acoplamento ¢ egg = ,uaa%, a coordenada generalizada a

ser acoplada ¢é a coordenada Z do dtomo de Prata e o, é a matriz de Pauli na direcao é,,
onde temos que o, [1.) = +1(|1.)) e . [4) = —1(|1.))

Utilizando o resultado da equacao 2.23, obtemos:
A ~ . a2
|wwwﬂm@v%/@umwaw‘%ﬁﬂ*u»+me“% 9’ |1)) . (2.26)

Este resultado é representado na figura 3 e pode ser interpretado da seguinte maneira:
temos duas gaussianas no espago de momentum, uma centrada em dp, = —egg € a outra
em 0p, = €5, cada uma associada a um diferente estado de spin, onde teremos que:
caso uma medida do momentum do dtomo obtenha um valor em torno de egg (ou —€gq),
podemos afirmar que o estado de spin é [1,) (||.)), desde que a separagdo das gaussianas
seja muito maior que a dispersao delas, dada por Ap, = 1/(24). Desta forma, deve ser
satisfeita a condigdo e,, = p0B,/0z > 1/A, que sempre pode ser satisfeita ajustando a

variacao do campo magnético do aparato de Stern-Gerlach.
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3 Medidas Fracas e Valores Fracos

Medidas fracas e valores fracos sao dois conceitos introduzidos por Aharonov, e
Albert e Vaidman (AAV) em 1988 no artigo [2]. Iniciaremos este capitulo introduzindo
a descricao matematica da medida fraca de um observavel A, utilizando o Modelo de
medidas de von Neumann ja apresentado. As medidas fracas terdo o interessante resultado
de nao colapsar exatamente em um dos autoestados do observavel, mas ainda revelar
informacao sobre o sistema. Isto é, consideramos uma medida, diferente da do Postulado

2, que altera pouco o estado e nos revela, também, pouca informacao.

Apresentaremos depois como o resultado de uma medida fraca é alterado conside-
rando uma pdés-selecao, gerando a definicao de valor fraco. Ao valor fraco, serda dada a
interpretacao utilizada em [2], andloga ao caso do modelo de von Neumann para medidas
fortes, que este é o valor médio do observavel. No final, apresentaremos uma medida
fraca da projecao do spin através e uma adaptacao do experimento de Stern-Gerlach e

mostramos por exemplo como este valor de projecao do spin pode ser igual a 100.

3.1 Medidas Fracas

Para a constru¢ao matematica da medida fraca, faremos as mesmas consideragoes
do subcapitulo 2.3, onde apresentamos o Modelo de von Neumann para medidas. Teremos

um Hamiltoniano dado por:
H=—cg(t)jgA . (3.1)

Consideramos um medidor em que o estado inicial, representado no espago de momentum,
, . . A ,A2p2 . . e e .

¢ uma gaussiana: (py|xin) = Jze 471 e o sistema que queremos medir num estado inicial
|bin) = >; i |A = a;), desta forma, o estado inicial sistema composto do aparato medidor

e do sistema mensuravel é, representado no espaco de momento:
A _ 0> N
0= 0) = ) [60) = [ g e ) [l =] . 62

Como jé apresentado anteriormente em (2.23), teremos que o estado do sistema conjunto
apds o tempo da interagao (t > t;) sera:
A

Wit > 1) = 2 > / dp, cie @) p Y |a,) (3.3)

Como ja discutido anteriormente, para o caso em que €ea; > 1/A teremos que o estado de
posigdo (ou momentum) do medidor serd varias gaussianas bem separadas onde cada uma

podera ser associada com um dos autovalores a; do observavel A. Portanto, uma medida
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com colapso da posigdo (ou momentum) do sistema definird o valor de A no sistema que
querfamos medir. No caso oposto, o caso das medidas fracas em que ea; < 1/A, teremos
aproximadamente para o estado de posi¢ao (ou momentum) do medidor uma gaussiana
centrada no valor médio de A: (A) = (U(t > t;)|A|¥(t > t;)) = |a?|a;. E evidente que
a determinacao experimental dentro de um certo grau de precisao de (121) exige varias
medidas, e o nimero de medidas crescerd conforme diminui A = 1/(2Ap), mas sempre pode
ser atingida utilizando um nimero crescente de medidas. Evidenciamos a diferenga dos dois
tipos de medida com a seguinte aplicacao: no segundo caso uma medida com colapso da
posicao do medidor nao colapsard o sistema de interesse em um auto-estado especifico de
fl, isto é, ainda teremos um estado que é combinagao linear destes auto-estados. Portanto,
nao podemos afirmar o valor de uma nova medida de A no sistema, o que é uma das
caracteristicas das medidas fortes, uma vez que nestas o estado apds a primeira medida

serd um auto-estado do observavel.

3.2 Valores Fracos

Os valores fracos surgem de uma questao que pode ser postulada da seguinte
forma: Se, subsequentemente ao processo da medida fraca, aplicarmos outra medida e
selecionarmos apenas um estado especifico |¢f), qual serda o valor médio do observével
A para a medida fraca? Aqui estamos considerando que podemos repetir o processo da
medida fraca em diversos sistemas, selecionando aqueles em que satisfazem a condicao
de estar num estado inicial especifico e que uma pds-selecao de um estado especifico seja

realizada.

Utilizando o resultado acima e consideracoes de medidas em sistemas compostos,
podemos calcular para estados finais |¢f) = |ax), o estado final do aparato medidor |yy)

sera:

) = U8 @D]¥(E> 1)
VAT > )| @ (a2 > 1

Y K T R

Podemos ver que teremos uma mudanca no momentum do aparato medidor com-
pativel com dp,/e = (A) = a;. Para estados deste tipo (|¢f) = |ax)), fica evidente que se
quisermos, por exemplo, maximizar a mudanca no momentum do aparato medidor, basta
pos-selecionarmos o estado com maior auto-valor. Mas a pods-selecdo nao necessita ser dos

auto-estados de A, portanto, para um estado qualquer final [Ws) = >, Bjla;) teremos que
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o estado do aparato medidor serd, a menos de uma constante de normalizagao 7y:

) =0 B (o) 80 > 1) 5
~ 0z [ 25 [Zaz - [p) () (3.0)
= oo / dpy 3 Baie” a1y (3.7)

Este resultado ¢ dificil de ser interpretado sem conhecer exatamente os coeficientes «; e 37.
Podemos calcular |xy) de forma aproximada, sob condigdes que apresentaremos a seguir.
O resultado obtido pode ser mais facilmente interpretado e nos trara a definicdo de valor

fraco como proposto em [2]. Inicialmente, teremos que:
—i iegA —q2/4A2
XD = 1L ® (oD ) = 0 [ dg (o]0 [0 gy (39)

Assim como descrito em [8], podemos realizar a seguinte aproximagao, sob as

condigbes que serao descritas na subsecao 3.2.1, :

(sl sy = 5 X g ey (39)
i rl (A) 1)
= (Usli) (1 + rlon ) (3.10)
(wplAlgg)
= (i) e I (3.11)

Substituiremos o resultado obtido na equacao (3.11) em (3.8), obtendo o estado |x) a

menos de uma constante de normalizagao ~:

. ( |\¢>

Utilizando a transformada de Fourier para obter a representacdo no espacgo de

momentum, obtemos o estado a menos de uma constante de normalizagao s:

€Aw)?
xs) 73/dpq e |y (3.13)
onde definimos o valor fraco A,, como sendo:

(sl A1)
Ay =+ .
(Wl

A interpretacao deste resultado dada em [2], que faz analogia a interpretagdo do modelo

(3.14)

de von Neumann, é que a medida de A obteve o valor A,,. O interessante deste resultado é
)
que A, pode ser um valor muito maior que qualquer dos auto-valores a;, que poderiam ser

obtidos em uma medida forte, com a escolha apropriada dos estados |¢¢) e |¢;), respeitando
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o limite dado pela aproximacao feita. Inclusive, A, pode assumir valores complexos, este

caso ¢é considerado na subsecao subsequente 3.2.2.

Temos, obviamente, que nos perguntar como os resultados em (3.13) e em (3.7)
podem ser equivalentes. No caso da aproximagao, o resultado é uma gaussiana que pode
estar centrada muito distante dos valores permitidos dos autovalores de fl, enquanto que
na descri¢ao exata, obtemos um somatorio de gaussianas com fatores complexos. Fica
evidente que este efeito é devido a interacoes dos coeficientes complexos ;37 que, devido
a efeitos de interferéncia, podem resultar, aproximadamente, em uma gaussiana deslocada

por valores superior até aos permitidos em medidas fortes.

Outras perguntas que devemos realizar é se o valor fraco A,, deve ser realmente
interpretada como a média do operador fl, da mesma forma como é realizado no caso do de
uma medida forte, e as possiveis implicacdes desta interpretacio. E evidente, no entanto,
um dos usos deste processo é a amplificacao do desvio dp, que, com a correta montagem,

possibilita uma medida mais exata do valor de € quando este for muito pequeno.

3.2.1 Condicbes para Aproximacao do Valor Fraco

A aproximacao feita do passo (3.9) para (3.10), isto é, desconsiderar os termos de
ordem n > 2 do somatoério, s6 é valida se estes termos forem muito menores que os dois

primeiros, portanto, temos que as condig¢oes a seguir devem ser satisfeitas:

" (s (A)" [a) | < [ (Wgloa) | 5 (3.15)

" (s (A)" [} | < la (5] €A i) | - (3.16)

Para realizar a segunda aproximagao de (3.10) para (3.11), temos que a condi¢ao

A

qu <1 (3.17)

{Wrli)

deve ser satisfeita, esta condi¢do equivale a |ge (] A i) | < [(¢f|hi)], portanto, dado
que a condigdo em (3.17) é valida precisamos satisfazer apenas a condigdo em (3.16).
Como temos que a dispersao de ¢ é regida por A, podemos substituir |g| por A, assim as

condigbes para aproximagao feita em (3.11) ser vélida é:

L (f|ehs)
A< - | T ; 3.18
el Ayl © 1
n22 e (s| A™ ;) € n22 | (s A" i)
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3.2.2 Valores Fracos Imaginarios

A interpretagdo da parte imaginaria pode ser facilmente obtida em um calculo
mais cuidadoso. Temos que A, = «a, + i, onde a,, = Re A, e o; = Im A,, sdo reais e
sdo, respectivamente, a parte real e parte imaginaria de A,,. Retornando & equagao (3.12),

teremos que:

e e (320)

Temos que ge; + ¢*/4A* = (¢ + 2‘26041)/(4A2) 4A%e?a?, absorvendo o termo constante
de forma a termos v, = ’}/264A o} ficamos com a expressao:
~ 1QEQ, — 2eo¢,~ 2 2

xg) 2 [ dg ettt g (3.21)

onde podemos ver que a parte imaginaria de A,, causard um desvio na coordenada ¢, de
forma a obtermos: ¢ = —2A%¢ Im A,,. Realizando a transformacao de base, obteremos

de forma mais cuidadosa que o desvio causado em p sera op = € Re A,,.

3.3 Como medir um Valor Fraco usando Stern-Gerlach

Utilizaremos agora a descricao de valores fracos para o caso do experimento de Stern-
Gerlach. Mostraremos como realizar uma medida fraca e uma pos-selecao, e descreveremos
as condigoes para a realizacdo da medida fraca e valor fraco no caso deste experimento.
Neste contexto, obteremos um valor fraco do observavel o, fora do intervalo permitido para

medidas fortes [—1, 1], através de uma escolha de estado inicial apropriada. A montagem

weak strong
SG.z S.G. x

ﬁ“\@ T/Mﬂ

=4

Figura 4 — Esquema de montagem para medir um valor fraco usando adaptacao do experi-
mento de Stern-Gerlach. Imagem retirada de [8].

estd esquematizada na Figura 4 e serd descrita da seguinte forma: Faremos a pré-selecao

de um estado inicial de spin descrito por:

|¥) = cos(0/2) [12) +sin(0/2) L) (3.22)
cos(6/2) + sin(0/2) cos(6/2) — sin(0/2) ) (3.23)

= \/5 |Tz> + \/5
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Este estado pode ser selecionado, por exemplo, utilizando uma medida forte da projecao
do spin em uma dire¢do @ no plaxo x-z com angulo € a partir da diregao é, (isto é,

€y = cosbé, + sinbé.,).

Para a medida fraca utilizaremos um aparato de Stern-Gerlach medindo o observavel
0. e sequencialmente faremos uma medida forte de o, utilizando outro aparato de Stern-
Gerlach, este segundo aparato serd responsavel pela pds-selecao. Cada aparato um possui
seu préprio hamiltoniano independente, como dado na secao 2.3.1, localizado em tempos

distintos t; e t9, onde teremos que o Hamiltoniano total sera a soma dos dois hamiltonianos:

Assumiremos que os estados iniciais dos medidores |¢), e ), sao estados gaussianos
como os utilizados na secao 2.3.1. Utilizaremos que A, = A,, = A, isto é, tomaremos que
a incerteza dos dois medidores sao iguais, apenas mudaremos a intensidade das constantes
de acoplamento €, e €,. Como queremos que a primeira medida seja fraca e a segunda

forte, as condigoes A <K é e A> é devem ser satisfeitas.

O estado final sera pos-selecionado pela medida forte. Como ja mostrado anterior-
mente, esta medida separard o seus autoestados: |1,) e |[|,). Podemos calcular o valor
fraco para os dois resultados possiveis da segunda medida, a medida forte. Usando o

resultado da equagao (3.14):

(0.)F = (Ta o=] ¥) _ [cos(0/2) + sin(0/2)] (Ta | 12) — [cos(0/2) — sin(0/2)] (T | |=)
o (tz [ ¥) V2cos(6/2)
sin(0/2)

= cos(0/2) = tan(0/2) (3.25)

(0.)- = (o o= ¥) _ [cos(0/2) +sin(6/2)] (Ja | 12) — [cos(6/2) — sin(6/2)] (Lo | I-)
e 1Y) V2sin(0/2)
_cos(0/2) 1 1
= Sn(0/2) ~ tan(02) ~ (025 (3:26)

Vemos aqui que dependendo da pré-selegdao, podemos tornar (0,); quio grande
quanto quisermos, basta aproximarmos 6 de 7, pois neste caso (0,);, — co. No entanto, é

importante notar que quanto maior fizermos (o)}, mais medidas terdo de ser realizadas

para que a pds-selegao no estado |1,) ter sucesso, pois temos que | (|, [¢)|* = |sin(6/2)|?

+

.+ 0 maior possivel nao quebra as

se torna menor. Devemos nos perguntar se tornar (o)

condigbes para a aproximacao do valor fraco, veremos na subsecao 3.3.1 que uma escolha

+

+ assumir qualquer valor. Um exemplo de valor grande ¢é

+ —
w =

apropriada de € permite (o)
sugerido no titulo do artigo [2], que sugere obter (o) 100. Temos para tanto que
0 ~ m — 0.02 deve ser o angulo escolhido, de forma que teremos que a pos-sele¢do obtera

exito com probabilidade |sin(6/2)|> ~ 4 x 107
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Também é notével que quanto maior (o)

menor seréd (o,),,. Resultado andlogo
pode ser obtido se quisermos tomar (o,),, o maior possivel. Estes efeitos sao esperados,
pois se retornarmos ao caso sem pos-selecao o medidor fraco deve obter valores médios
dentro do intervalo permitido, e este valor médio pode ser obtido pela média de (0,), e

(0.).,, pesada pela probabilidade de cada resultado ocorrer.

3.3.1 CondicGes para a aproximacao do valor fraco no SG

As condic¢oes para a aproximacao do valor fraco ser valida sdo dadas nas equagoes

(3.18) e (3.19). Estas Condig()es podem ser facilmente investigadas, pois temos que o

2k+1

observavel o, satisfaz 02 = I, portanto, 0?**! = o, e 0% = I para k € N. A condigio

na equagao (3.18) é snnplesrnente AL . A condic¢ao dada em (3.19) exige que

I(Uz)

N 11/ (n—1
A seja muito menor que todos os possiveis resultados de ‘% /= para n > 2.
Analisaremos separadamente n par e n impar.
Para n = 2k + 1 (n impar), teremos que
A 1/(2k) 1/(2k)
(V| 6251 [4hi) REEAT) !W

Portanto, limitando-se caso de n impar, teremos que (3.19) se reduz a A < 1.

Enquanto que para n = 2k (n par), teremos que

1/(2k—1)
(gl o |9i) = |(0,)[/ D (3.28)

‘ <¢f| 02 |1/}z>
(sl 627 i)

(Wrli)

1/(2k—1) ’

Separando que casos em que |(0,),| > 1 ou |(0,),| < 1 para analisarmos o minimo,

teremos que:

min |(0,),|/* 7Y = 1 se |(02)u] > 1 (3.29)
min (o) = |4, se |(0:)u] < 1 (3.30)

Podemos reunir as duas condigoes e todos os casos n da seguinte forma: Se
|(02)w| > 1 teremos que [(0.)y| > 1 > 1/[(02)w|), portanto a condi¢ao mais forte serd
simplesmente A < 1/(e,|(02)w]). Enquanto que para [(0,),| < 1, a condigdo mais forte
serd A < [(0,)w!/(€w)-
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4 |nterpretacao dos Valores Fracos

A interpretacao dos valores fracos é um assunto controverso. Caso seja utilizada
a interpretacdo de média do operador, assim como interpretamos nas medidas fortes,
podemos produzir uma série de paradoxos e causar diversas implicacdoes que mudam
conceitos fundamentais da Fisica. A interpretacdo, no entanto, ndo deve ser feita desta

forma e outra interpretacao foi obtida recentemente através de duas abordagens diferentes.

Uma das abordagens utiliza noc¢oes dos propagadores de Feynman para explicar
como deve ser interpretado os valores fracos [7], a outra abordagem é através de um
formalismo diferente para a Mecanica Quantica, chamado de Quantum Bayesianism
(QBism) [3]. Ambas abordagens chegam em resultados bem semelhantes, utilizaremos
a primeira abordagem que permite uma explicagao mais simples, sem a necessidade da
introducao do operador densidade e consideragoes de purificacdo do mesmo. Introduziremos
a seguir alguns conceitos dos propagadores de Feynman que serao utilizados: como
caminhos, amplitudes de probabilidade, a realizacao de medidas no sistema e efeitos de
pos selecao. Neste contexto, consideraremos o modelo de von Neumann e como este pode

transformar caminhos virtuais em caminhos reais.

Utilizando os conceitos de caminhos e mais algumas consideracoes classicas, po-
deremos calcular a média da posi¢ao do aparato medidor para medidas fortes e medidas
fracas. Para medidas fracas, obteremos um resultado equivalente ao de [2] para o valor
fraco, isto é, o resultado de uma medida fraca considerando pré e pés-selegdo. No entanto,
o resultado obtido neste capitulo pode ser interpretado de outra forma e ¢é fortemente
desaconselhavel a interpretacao de média do operador, tal qual feita para medidas fortes.

A nova interpretacao sugere que os valores fracos medem amplitudes de caminhos virtuais.

4.1 Caminhos, Amplitudes, Probabilidades e Medidas

Consideramos um sistema representado por um espacgo de Hilbert com N dimensoes
com o Hamiltoniano H constante no tempo. Realizamos, neste sistema, uma pré-selecao
no tempo ¢t = 0 de um estado |¥) e no tempo final ¢t = ¢; de um estado |®). Temos que a
probabilidade desta transicio ® < ¥ ¢ dada por P*¥ = | (®|ef%s|W) |2, propriamente
associada com uma amplitude de probabilidade A*<Y = (®|eit|W). Realgamos que as
probabilidades sao reais positivas, enquanto que as amplitudes podem assumir valores

complexos.

Supomos que este sistema possui um observavel A, com auto-estados |i) associados

a autovalores a; (onde i =1,2,3,--- , N e a; # a;), onde teremos que Y ;|i) (il =1 ¢é a
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unidade. De forma que podemos escrever:

AP = (@] W) = 3 (@l i) (il 2wy = AP S (4)

i %

2

PPeY = : (4.2)

%

onde interpretaremos A¥<Y como a amplitude da transicio percorrendo um deter-
minado caminho, em que num tempo intermediario ¢, (0 < ¢; < t¢), o estado era [i). A
soma das amplitudes de todos os caminhos, isto é, que no tempo t; se encontravam nos
diferentes estados |7), nos permite calcular a amplitude da transi¢ao A®~Y. Notamos que
apenas foi dado um sentido fisico a (®|i) (i|¥), nao tendo sido modificado o formalismo

apresentado até entao.

Podemos nos perguntar o que acontece se realizarmos uma medida forte, assim como
as do Postulado 2, do observavel A no tempo t;. Teremos que recalcular a probabilidade
P®<¥ considerando que os caminhos serdo independentes, uma vez que o resultado da
medida de A nos determina em qual estado estaremos no tempo t;. Podemos obter entao
a probabilidade da transicao ® <— W considerando a probabilidade da transicao ¢ < W
e posteriormente a transicao ® < ¢, somando sobre todas as possibilidades de estados .

Desta forma, obtemos a probabilidade da transicao ® < W:
P’ = D PR =3 (@) [P | (1| @) (4.3)

= 3 [(@li (ifw) [P = 37 AR (1.4)

Podemos notar a semelhanga entre as formulas obtidas em (4.2) e (4.3) para calcular
as probabilidades da transicdo nas duas situagoes diferentes. A principal diferenca é que
os caminhos sofrem interferéncia no primeiro caso, notavel pela soma das amplitudes
complexas. No segundo caso, temos que as probabilidades estritamente reais e positivas
nao permitirao interferéncia. No primeiro caso, os caminhos sao considerados virtuais,

enquanto que no segundo, eles sao ditos caminhos reais.

Podemos generalizar para que a medida intermediaria seja a de um observavel com
degenerescéncia, isto é, permitindo autovalores iguais. Para isto, consideraremos que a
medida nao destréi a interferéncia para estados com mesmo autovalor, entdo considerando
que os estados |1), -+, |K) possuam o mesmo autovalor a; e os estados |[K + 1) ,--- | |N)
possuem o mesmo autovalor as (as # a1). Teremos entdo que a probabilidade da transi¢ao
® + VU é dada por:

2 2

]P)<I><—\I/ _ +

i ATV (4.5)

j=K+1

D
E A
el
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Consideramos que os caminhos com estados intermediarios |1),--- , |K) formam
uma via real I, enquanto que os outros caminhos formam uma outra via real. Dentro
de cada via é permitido interferéncia entre os caminhos, mas diferentes vias ndo causam

interferéncia.

4.2 Modelo de Medidas de von Neumann e Pés-Selecao

Utilizaremos o modelo de medidas de von Neumann para mostrar como medidas
fortes em um tempo intermediario formam caminhos reais. Calcularemos a média do
momentum do aparato medidor para obter a média do observavel A. Posteriormente,
adaptaremos estes calculos para obter a média do aparato medidor para uma medida fraca,
obtendo um resultado equivalente ao obtido no capitulo 3, mas com uma interpretacao

mais clara.

Continuaremos com as mesmas consideragoes sobre o modelo de von Neumann:
Consideraremos que o Hamiltoniano é dado por H= —e(jflé (t — t1); Que o estado inicial
|x:) do aparato medidor é representado na base de momentum por (p|x;) = ﬁe“m’)z;
Que o estado inicial do sistema de interesse é |¥) = 3, «; |), onde |i) é autovetor de A com

autovalor associado a;; E que o estado final (p6s-selegao) deste sistema é |®) = 3, 5; |4).

Teremos, como j4 foi calculado em 3.2 que o estado final do medidor |y) serd,

representado na base de momentum:

—A2 (p—ea;) ACIN—\II —A%(p—ea;)? 7 (46)

{plxs) %J—Z foy)e —70\/_2

onde A?Y = By, pois, BF = (®|i) e ; = (i|¥).

A média do momentum (operador p), pode ser calculada utilizando o resultado

classico:
J pP(p)dp
(p) = (4.7)
JB(p)dp
onde P(p) = PP = | (p|et|x;) |2 = | (plx;) |2, utilizando os resultados e conceitos de

caminhos introduzidos na se¢ao anterior.

4.2.1 Medidas Fortes

Para o caso das medidas fortes, teremos A = 1/(2Ap,) — o0, isto faz com que
qualquer diferenca no momentum separando os auto-estados do observavel A possa ser
percebida. Para A — 0 temos que os estados gaussianos tendem a delta de Dirac, em

torno do centro, isto é,

A
ﬁe—ﬂ(p—eaif — 0(p — eq;) . (4.8)
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Podemos, facilmente calcular o valor médio da posicao do medidor seguindo as

equagoes Podemos calcular o termo da probabilidade | (p|x;) |* = (plx;)" (plx7):

F0) = o) P = ho? [ 48500 - ca)| | S Yo o) (49)
= buf S AEPRG )] + [ AT - )il —ea)| (@10
— hol? [ 82 VRs - )] - (@)

Onde de (4.9) para (4.10), separamos os resultados da multiplicagdo de termos
iguais. E de (4.10) para (4.11) assumimos que todos os autovalores sdo distintos, portanto,
teremos que &(p — €a;)d(p — ea;) = 0. Também, temos que §2(p — ea;) = 6(p — €a;). Assim,
podemos avaliar os resultados das integrais em (4.7) para obter o valor médio de uma
medida forte de (p):

_[pPp)dp  Yieaqi]ATTYE Y a PV

®lrorte = TBpyay ~ 3, AT =y prew = €(A) (4.12)

D12 pe<Y . . .
Podemos notar que w; = Z‘ ‘ A‘PJWP = psov ¢ a probabilidade relativa do caminho
718y

7 ter sido tomado, renormalizado pela consideracao que a transicao ® < ¥ sucedeu. Aqui
podemos ver que o processo realizado pelo modelo de von Neumann destréi os efeitos de

interferéncia entre os caminhos, dado que a medida seja uma medida forte.

4.3 Reinterpretacao dos Valores Fracos

As medidas fracas ocorrem no limite oposto ao das medidas fortes, isto é, teremos
A=1/ (2qu) — 0. Desta forma, a gaussiana no espaco de momentum tem o desvio muito
grande, portanto, sendo assim muito dificil diferenciar pequenas mudancas no momentum

associadas a diferentes autoestados do observavel A. Teremos que:

A e G(p — ea;) (4.13)

Jr

Onde nao tomamos o limite exato, pois a funcdo se torna uma constante, de forma
que ela é ndo normalizavel. Usaremos, no entanto, o limite para uma func¢ao G(p) que

mantém vérias propriedades da gaussiana, tal qual em [7], teremos que:

G(p) >0 G(p) é uma funcao real e positiva (4.14)
G(p) = G(—p) G(p) é uma fungao par (4.15)
/ |G (p)|?dp = 1 G(p) é uma fungao normalizada (4.16)
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Utilizando a propriedade de (4.15), teremos que G(p — po)G(p — p1) € par frente
a uma reflexdo em torno do ponto médio do pico das duas gaussianas, isto é, o ponto
(po + p1)/2. Utilizando a mesma propriedade, teremos também que [ p|G(p)|?dp = 0, pois
|G(p)|? é par e p ¢ impar.

Utilizando todas estas propriedades da fungdo G(p) e a aproximagao [G(p —
a)G(p — b)dp ~ 1 no limite em que A — 0, obteremos:

A@(—\If >

~ eZal Re (Z AT (4.17)

Os célculos justificando este resultado estdo no Apéndice A. Podemos ver a ligacao

direta com o resultado obtido em [2] e reproduzido na segdo 3.2, utilizando a defini¢ao de

APV = (®5) (j|W), que a; = (i|A]i) e os autovalores sio sempre reais para observaveis:

S (A Re U)o (200 A1) 1)
=€ 67<(I)|A|\Ij> = enhe
= cRe gt = cRedy (4.19)

Este resultado é idéntico ao resultado obtido na se¢do 3.2. Também podemos
obter o resultado que a medida da posi¢ao do medidor trara informagcoes sobre a parte
imagindria de A, [7]. Apesar de obtermos o mesmo resultado, a equagao (A.1) permite
uma interpretacao mais clara deste resultado obtido. Temos que (%) é a amplitude
relativa do caminho ¢ normalizado considerando que a transi¢gdo ® <— W ocorreu (pés-selecao

obteve exito).

Desta forma, no caso especial em que o observavel medido fracamente é um projetor
unidimensional (|i) (i|), teremos que o valor fraco obtido serd justamente a amplitude
do caminho i normalizado considerando que a transigdo ® < W ocorreu (pos-selecao
obteve exito). Desta forma, utilizando um conjunto de medidas fracas de projetores
unidimensionais podemos medir completamente as amplitudes das transi¢oes. O mesmo
pode ser feito para um observavel A considerando que ele serd projetores pesados pelos
autovalores a;. Utilizando um conjunto de observaveis {f( } poderemos medir as amplitudes,
com uma escolha apropriada de autovalores k;. Desta forma interpretaremos que um
valor fraco é uma medida da amplitude pesada por autovalores a;, e nao o valor médio do

observavel A.

4.3.1 Projecao de spin 100 e outros paradoxos

Como vimos nesta secao, a interpretacao do valor fraco como média do observavel
deve ser evitada. O valor fraco 100 obtido na secao 3.3 nao representa, propriamente,

a média da projecao do spin da particula. Teremos que neste caso especifico, como o
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observavel medido fracamente é o, teremos que os caminhos cujo mediremos as amplitudes
serdo os que passam por |T,) e |}.), pesados por +1 e —1, respectivamente. De forma que

teremos que a medida da posicao do aparato medidor, nos trara que

oy O

A A

€ A@-\IJT N Re A<1><—\Izi AP
TRy r 0 T A

(02)w =R (4.20)

Uma escolha apropriada de estado inicial e final, portanto, de amplitude de transicao,
torna o valor fraco quao grande quanto queiramos. E evidente que com a informacéo de
(0.)w, parte real e imagindria que pode ser obtida da medida do momentum do aparato
medidor, junto com a probabilidade da pos-sele¢do ocorrer (P*<¥ = [APY 4 APV [?),
podemos determinar o valor de A%’ <Y ou de Af“l’. Isto é, o valor fraco de o, serve, neste

caso, para inferir as amplitudes do estado.

Outros paradoxos citados na introducao como: Energia cinética negativa [4] ;
Particula passando por barreira a velocidades acima da velocidade da luz [5]; Separagao de
uma particula de suas propriedades [6]; sdo todos devido a atribuigdo de um sentido fisico
ao valor fraco. Em especial, o iltimo paradoxo citado faz uso de diversas medidas fracas e
comparacao de seus valores fracos para afirmar que héa a separacdo de uma particula de

suas propriedades, além da atribuigdo de que o valor fraco seria a média do observavel. [7]
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Conclusao

Neste trabalho foi explanado o conceito de valor fraco, que é o valor obtido por
uma medida fraca sob as condig¢oes de pré e pés selecao. Foi mostrada a interpretacao
dada ao valor fraco como média do observavel, em uma analogia as medidas fortes do
modelo de von Neumann, dada por AAV no artigo [2]. Apresentamos o exemplo dado
neste mesmo artigo de como obter um valor fraco para o observavel da projecao de spin,
este valor seria absurdo caso obtido no caso de uma medida forte. Foi entao utilizado os
conceitos de caminho de Feynman para calcular a média da medida fraca, sob pré e pés
sele¢ao, assim como no artigo [7]. Este calculo apresentou uma outra interpretacao ao
valor fraco, nao por analogia a medida forte, mas como uma média sob caminhos virtuais,
o que mostra que nao podemos interpretar da mesma forma esta média, pois os pesos nao
sdo probabilidades, mas amplitudes complexas. Interpretamos o valor fraco como uma

forma de medir as amplitudes dos caminhos virtuais.

Em [11], uma Teoria Fisica ¢ definida como o conjunto de trés partes essenciais:
(1) dominio da realidade, isto é, ao que a teoria se aplica; (2) uma teoria matemética
para descrever o dominio; (3) o mapa, a parte que associa os resultados matematicos ao
dominio da realidade. Como vimos, a derivacao feita por AAV sobre os valores fracos
nao esta matematicamente errada, este resultado pode ser obtido através de diferentes
derivagoes, como foi feito no capitulo 4 utilizando conceitos de caminho de Feynman ou
como no artigo [3] utilizando um formalismo diferente, Quantum Bayesianism. No entanto,
todos os paradoxos criados utilizando os valores fracos associam uma interpretagao de
valor médio, tal qual as medidas fortes. Vemos que esta interpretacao nao esta correta,
portanto estes paradoxos sao erros no mapeamento dos resultados matematicos ao dominio
da realidade, nao indicando novos fenémenos ou propriedades fisicas (por exemplo, energia

cinética negativa).



[10]

[11]
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APENDICE A - Calculando o valor (p)

w

Este apéndice busca provar a afirmacao:
A(I’elll
NeZa,Re (Z A@HI/> (A.1)

no limite A — 0, onde podemos tomar a aproximacao [G(p —a)G(p—b)dp~ 1, e
utilizar as propriedades descritas na se¢ao 4.3. Podemos abrir o termo P*(p) de forma

semelhante ao feito para o caso da medida forte:

P*(p) = | (plxs) [ = Iol* |[22AT"Glp - eai)l > (AT Gp — 6%)} (A-2)
= hol? [SS 148V PIG( - cal?| + (A3
Pl | APl ca)Gip - >] A

Com base no resultado acima, realizamos a integral [P"(p)dp:
/Pw(p)dp = |yol? (Z ATTYE YD APTY(ATTY) ) (A.5)
( i, ; i#£]

(A.6)

= ol (; ) (Z A;‘?*“’)*) ~ P

Onde utilizamos A — 0 para obter [ G(p — €a;)G(p — €a;)dp = 1, pois nesse limite
G(p — eaj) = G(p — €a;).

E também podemos obter a integral [ pP"(p)dp:

/ PP (p)dp = || (Z ca APV 4 Y e + B AR (Y ) (A7)
0.7 5 i#]

= e|ol? (Z e S VA (Vek ) (A.8)
i i,J 5 1£]

ACIN—\I’* Z Aq?(—lll

= |l Zaz (|Aq’”’\2 + Re
J#i

) (A9

D D
A Y AT ) (A.10)

J

= e|70|2 Z a; (—l— Re
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Onde temos que de (A.8) para (A.9) foi utilizado o seguinte resultado, em que de

(A.12) para (A.13) foi apenas mudado os indicies mudos i e j

S GG ety (A.11)
ij 5 i) 2
Q; * a; *
= X ATTVATT)+ X SATTIATTY) (A.12)
i.j 5 i#j i, ; 1#£]
a; % a; *
= ¥ EA?‘_‘I’(A;PHI’) + > EA?)‘_‘I’(A?‘_‘I’) (A.13)
ij 5 1] i3 5 i#£j
a; ¥ %
= > 5[1%?”(1%?”) + ATV (AT (A.14)
i, ; i#£]
= Y aRe[ATTV(ATTY) (A.15)
ij ; i#£j

O resultado final (p) pode ser entao obtido:

T L e e )

(p) = TPy € W= (A.16)
Afb(—‘lf
7 J

De (A.16) para (A.17) foi considerado que (utilizandoy = APV ex =3, ,; ATY):

|y‘2 +Re(:c*y) 1 2|y‘2 + 'y +y'r _ 1 y*(y+37) +y(y* —I—SL’*) (A 18)
|z + y|? 2 |

(z+y)*(r+y) 2 (z+y)(r+y)

2
- ; ((:1: —?fy)* * (xiy)) = e (fc i y) (A19)
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