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Resumo

Nesta tese, estudamos feixes intensos nao-continuos de particulas carregadas. Na pri-
meira parte, analisamos um feixe com simetria esférica e a sua relaxacao para um estado
quase-estacionario. Por ser um sistema com interacao de longo alcance, a evolucao do feixe
é dominado pela dinamica de Vlasov-Maxwell. Mostramos que o mecanismo de relaxacao
é a ressonancia entre o movimento coletivo e o individual de algumas particulas. Fazemos
uma analogia entre a dinamica de Vlasov e um gés de férmions para modelar o estado quase-
estacionario. Os parametros do modelo sao calculados usando principios basicos, como os
de conservacao de energia e de particulas no transporte. Os resultados quando comparados
com simulagao mostram uma boa concordancia. Na segunda parte, verificamos a estabili-
dade do modo de oscilagao simétrico para um feixe esférico. Argumentamos que, quando esse
modo for estavel, o modelo para o estado quase-estacionario pode descrever feixes levemente
anisotropicos, o que é uma situagao mais realista em experimentos. Constatamos que, num
regime de interesse pratico, esse modo é sempre estavel. Por fim, estudamos um caso em
que as forcas focalizadoras externas sao anisotropicas, e o feixe tem simetria elipsoidal. Mos-
tramos que, para certos valores dos parametros, ha um forte acoplamento entre a dinamica
nao-linear dos envelopes, o que causa uma troca de energia entre os graus de liberdade. Os
resultados quando comparados com dinamica molecular mostraram uma boa concordancia.

Palavras-chave: feixes intensos nao-continuos, estado quase-estacionario, dinamica de
Vlasov-Maxwell, modo de oscilagao simétrico, dinamica molecular.
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Abstract

In this thesis, we study intense bunched charged particle beams. In the first part, we
analyze a beam with spherical symmetry and its relaxation to a stationary state. The beam
evolution follows the Vlasov-Maxwell dynamics since it is a system of long range interaction.
We show that the main mechanism for the beam relaxation is a resonance between the col-
lective beam motion and individual particle motion. We make an analogy between Vlasov
dynamics and a Fermi gas to model the beam quasistationary state. The parameters of the
model are calculated using basic principles, such as energy and particle conservation in the
beam transport. The results compared with simulation showed a good agreement. In the
second part, we verify the symmetric oscillation mode stability for a spherical beam. We
argue that when this mode is stable, our model for the quasistationary state can also describe
slightly anisotropic beams, a situation more realistic in experiments. We find out that in
situations of practical interest the mode is always stable. Finally, we study a situation in
which the external focusing forces are anisotropic, and the beam has ellipsoidal symmetry.
We show that, for certain values of the parameters, there is a strong coupling between the
nonlinear envelopes dynamics, which causes exchange of energy between the degrees of free-
dom. The results compared with molecular dynamics showed a good agreement.

Keywords: intense bunched beams, quasistationary state, Vlasov-Maxwell dynamics,
symmetric oscillation mode, molecular dynamics.

il



Lista de Abreviacoes

Abreviagao Significado

A ADN Acido desoxirribonucleico
B BNL Brookhaven National Laboratory
C CERN Conseil Furopéen pour la Recherche Nucléaire
D DNA Deoxyribonucleic acid
I IFMIF International Fusion Materials Irradiation Facility
L LHC Large Hadron Collider
N NASA National Aeronautics and Space Administration

NSRL NASA Space Radiation Laboratory
P PQG Plasma de quark-glions
R RFQ radio-frequency quadrupole

RHIC Relativistic Heavy Ion Collider

rms root mean square
S SLAC Standford Linear Accelerator Center

SPS Super Proton Synchrotron
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Capitulo 1

Introducao

Ha cerca de um século, comecaram a surgir os primeiros trabalhos com resultados teéricos
e experimentais sobre o fluxo de elétrons em determinadas geometrias. Trabalhos classicos
de C. D. Child [1], de I. Langmuir [2] e de J. R. Pierce [3] j& se preocupavam com con-
digoes de equilibrio e de estabilidade para feixes de elétrons em configuragoes de campos
eletromagnéticos. Desde entao, a utilizacao de feixes de particulas carregadas aumentou
significativamente, tanto em Ciéncia quanto em aplicagoes na tecnologia.

Em magnétrons, um feixe de elétrons passa por cavidades ressonantes enquanto interage
com um campo magnético, excitando ondas eletromagnéticas nas cavidades. A dimensao
dessas cavidades determina a frequéncia da radiacao eletromagnética produzida. Essa ¢
tipicamente a fonte de micro-ondas utilizadas nos fornos de micro-ondas.

Até duas décadas atras, a maior parte dos televisores e monitores de computador eram
feitos de tubos de raios catdodicos. Simplificadamente, a versao colorida desses contém trés
feixes de elétrons. Cada feixe atinge um material luminescente que emite radiagao visivel
em uma da cores primarias - vermelho, verde ou azul - com diferentes intensidades. Esse
processo ¢é repetido dezenas de milhares de vezes por segundo, em cada uma das linhas da
tela, de forma a criar a imagem ou o video de acordo com o sinal recebido.

Hadronterapia é um método de tratamento de cancer. Um feixe de hédrons é lancado
contra as células cancerigenas, danificando seu ADN (DNA, na sigla em inglés) e causando
a morte dessas células. Tipicamente é utilizado um feixe de prétons, embora ions mais
massivos, como os de carbono, possam ser mais recomendados em algumas situacoes. Esse
método tem como grande vantagem que a energia absorvida pelo tecido varia pouco desde a
penetracao do feixe na pele até proximo ao “pico de Bragg”, onde ha um grande acréscimo
na absorcao de energia. Logo apds esse pico, a energia absorvida cai bruscamente para zero.
Dessa maneira, o feixe é ajustado de forma que essa maxima absorcao ocorra nas células
cancerigenas, minimizando danos as células saudaveis. Como ilustracao, mostramos na Fig.
1.1 a dose absorvida em fun¢ao da profundidade do feixe no material, conforme medidas
disponiveis na Ref. [4].

Feixe de ions também sao utilizados em implantadores ionicos. Um dos usos desses
dispositivos é modificar as propriedades de um sélido. Ele é utilizado, por exemplo, na
dopagem de materiais semicondutores. Esses, por sua vez, sao utilizados em um vasto
niumero de aplicagoes, como no circuito dos componentes de computadores.

Esses sao apenas alguns exemplos que ilustram a utilizacao de feixes de particulas carre-
gadas na tecnologia e na medicina. Para a ciéncia, esses também tiveram papel fundamental
em alguns dos experimentos mais conhecidos das tultimas décadas.
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Fig. 1.1: Energia (ou dose) absorvida por um polimero (polieteno) de alta densidade (p =
0,97 g/cm?) como funcio da profundidade do feixe no material. Notamos um aumento
da dose absorvida com o maximo em torno de 7,95 ¢m e uma queda brusca para zero
logo ap6s o pico. Os dados experimentais (pontos na figura) foram medidos para um
feixe de prétons com energia de 103 MeV. O valor da dose absorvida estd normalizado
ao valor na entrada do material, que é de 0,7148 KeV/um. Os dados foram medidos no
NSRL e estao disponiveis na Ref. [4].

O plasma de quark-glions (PQG) é um estado da matéria previsto pela cromodinamica
quantica em que quarks e glions estao assintoticamente livres [5,6]. Acredita-se que o
universo se encontrava nesse estado entre 1072 e 107% segundos apés o Big Bang. Cientistas
comecaram a tentar criar PQG em laboratério na década de 80, para ajudar o entendimento
do universo em seus instantes iniciais. Ao longo de duas décadas, experimentos realizados
no SPS, localizado no CERN, culminaram na detecgao indireta do PQG [7], com antncio
feito no ano 2000. Nos experimentos realizados da metade da década de 90 até o anuncio,
colidiu-se um feixe de fons de chumbo totalmente ionizados (Pb%2T), com energia de até
158 GeV por nicleon, contra um alvo fixo.

Mais recentemente, em 2010, pesquisadores do RHIC, localizado no BNL, afirmaram ter
criado um PQG como resultado da colisao frontal de dois feixes de fons de ouro (Au™T),
com energia de centro de massa de 200 GeV por nicleon [8]. Em 2015, novamente no CERN,
porém dessa vez no LHC, foi criado um PQG colidindo um feixe de chumbo (Pb%T) contra
um de prétons, com energia de centro de massa de 5,02 TeV por ntcleon [9].

Por fim, um dos tépicos mais divulgados envolvendo fisica de feixes relacionado a ciéncia,
nessa década, foi a descoberta do béson de Higgs [10]. Embora tenha sido predito teori-
camente na década de 60 [11-13], apenas com a constru¢ado do LHC obteve-se feixes com
energia suficiente para sua deteccao. A deteccao foi feita a partir de medidas resultantes da
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colisao de dois feixes de protons, com energia de centro de massa variando entre 7 TeV e
8 TeV [10].

Além desses exemplos mais conhecidos, existem diversas instalagoes espalhadas por todo
o mundo utilizando feixes de particulas carregadas, cada uma com seus préprios objetivos.
O assunto desta tese, por exemplo, foi parcialmente motivado pelo projeto IFMIF. Esse tem
como objetivo estudar materiais que precisam resistir a radiacao intensa de néutrons em
reatores de fusao da préxima geracao e deve entrar em operagao na proxima década, no
Japao [14,15]. De acordo com o projeto, o fluxo de néutrons serd gerado com resultado da
colisdo de dois feixes de fons de deutério’ (DT), com energia de 40 MeV, contra um alvo de
litio [16].

O nosso interesse nesse projeto ocorre porque, de acordo como foram projetados os com-
ponentes do acelerador, esses feixes de deutério acabam sendo nao-continuos e tém simetria
aproximadamente esférica [16]. Nao obstante, baseado em resultados de simulagoes, foi veri-
ficado que, para evitar colisoes de particulas com os componentes do acelerador, o feixe deve
ser projetado de forma a minimizar o tamanho do halo durante a propagagao [17,18]. Isso
entra em conflito com o que usualmente € feito, que é otimizar o tamanho do valor quadratico
médio (rms, na sigla em inglés) da distribuigdo de particulas. Na linguagem utilizada em
fisica de feixes, isso significa que o envelope do feixe esta descasado. A maior parte dos efeitos
que serao analisados neste trabalho surgem devido ao descasamento do feixe. Mais detalhes
sobre os conceitos de halo, envelope e (des)casamento do feixe serdo descritos e utilizados no
Capitulo 2.

Os orientadores desta tese, em conjunto com outros pesquisadores, trabalharam ao longo
das tltimas décadas com assuntos como quebra de simetria [19] e relaxagao do feixe para
uma distribuigao do tipo nucleo-halo [20-22] em feixes continuos e descasados. A ideia para
esta tese foi generalizar os modelos e as simulacoes utilizados nesses trabalhos para o caso
de um feixe nao-continuo, similar ao projetado no IFMIF. Esperamos que os resultados que
serao mostrados nos proximos capitulos possam ter implicagoes diretas nesse sistema e em
outros que utilizem feixes similares, o que sera evidenciado no texto quando conveniente.

Nas préximas subsecoes desse capitulo, iremos revisar alguns conceitos da fisica de feixes
que serao utilizados nesta tese. O leitor que ja é familiar com o assunto, ou que tenha
interesse apenas nos resultados deste trabalho, pode avancar para o Capitulo 2. Serao feitas
referéncias a essas subsecgoes ao longo do texto, para justificar alguma afirmacao ou passo
nos calculos - o leitor pode entao escolher voltar para revisar o assunto se julgar necessario.
Para quem possuir maior interesse nesse contetiido, é recomendado que procure as referéncias
de livros e de artigos que serao feitas, visto que o objetivo aqui é apenas introduzir o assunto.

1.1 Feixes de particulas carregadas: definicao e
relaxacao para distribuicao quase-estacionaria

A definicao de feixes de particulas carregadas é similar a de plasmas nao-neutros. R.
C. Davidson e H. Qin definem-nos como uma colecao de particulas carregadas que exibem
uma grande variedade de comportamentos coletivos [23]. Entretanto, quando falamos de

! Isétopo do Hidrogénio. Seu niicleo é formado por um préton e um néutron.
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sistemas de particulas carregadas, o termo plasma nao-neutro é mais utilizado para descrever
sistemas que estao, em média, em repouso com relagao a um referencial no laboratoério. Ja
feixes sao aqueles que tém uma grande velocidade média, usualmente relativistica, em uma
determinada direcao com relacao a esse referencial. Assim, fica claro que a diferenca é apenas
na terminologia, visto que uma mudanca de referencial torna os dois sistemas equivalentes.

Quando tratamos de feixes de fons com carga, densidade e energia tipica dos aceleradores
atuais, espera-se que os efeitos da repulsdo coulombiana (também conhecidos como efeitos
de carga espacial, numa traducao livre do termo em inglés space charge) tenham grande
influéncia, podendo acabar com a coeréncia do feixe.

Tipicamente é desejado que as dimensoes do feixe sejam as menores possiveis. Assim, por
exemplo, evitamos colisoes com os componentes do acelerador, maximizamos o nimero de
eventos na colisao frontal de dois feixes e aumentamos a resolucao na analise das propriedades
de um sélido com implantador ionico.

Para manter a coeréncia do feixe sao utilizadas configuragoes de campos eletromagnéticos
que agem de forma a contrabalancear os efeitos da carga espacial. Tipicamente, estamos in-
teressados em propriedades de equilibrio, estabilidade e/ou transporte do feixe sob influéncia
dessa configuracao de campos e da carga espacial.

A descricao exata, dentro do limite da mecanica classica, da dinamica das particulas do
feixe é dada pela equacao de Klimontovich-Dupree, em conjunto com as equagoes de Maxwell
para calcular os auto-campos eletromagnéticos como resultado da carga espacial [24-26].
Dado o vetor posicao e momento linear de cada particula em um instante de tempo, podemos
usar esse sistema de equagoes para calcular a posicao e o momento de cada particula para
qualquer tempo, em principio.

Embora essa seja uma descricao exata, em sistemas de muitos corpos é pouco pratico
seguir a evolucao temporal de cada particula. Além da dificuldade analitica e numérica
de resolver um numero tao grande de equagoes de forma auto-consistente, as quantidades
de interesse nesse tipo de sistema, tais como temperatura, entropia, emitancia, entre outras,
podem ser calculadas fazendo as médias apropriadas da distribuicao das particulas no espago
de fases. Por isso, opta-se por uma abordagem estatistica em que avaliamos a distribuicao
da posicao e do momento linear dessas particulas, em vez da localizacao exata de cada uma.

Vamos usar essa abordagem para argumentar sobre a relaxacao de feixes de particulas
carregadas para o equilibrio. O problema é o seguinte: dada uma distribuicao inicial de
posicao e de momento das particulas, qual serd a forma dessa distribuicao apés um longo
periodo de tempo, em que as particulas interagiram entre si e com a configuragao de campos
externos? A distribuicao de posicao e de momento é dada, por definicao, pela funcao distri-
buigao f(r,p,t), que tem o seguinte significado,

5 5 representa a probabilidade de encontrar uma particula no tempo ¢ num
f(xpt)drd’p 3 o 3
volume d°r em torno da posi¢ao r e com momento d°p em torno de p.

A equagao para evolucao dessa funcao distribuigao depende da distribui¢ao de duas par-
ticulas f(r,p,r’,p',t), onde f(r,p.x’,p/.t)dPrd3pd®r'd®p’ é a probabilidade conjunta (ou “cor-
relagdo”) de encontrar no espago de fases duas particulas, uma num elemento infinitesimal
de volume centrado em (r,p) e a outra em (r’,p’), no tempo t. A evolucao dessa, por sua
vez, vai depender da distribuicao de trés particulas e assim sucessivamente [25]. No limite
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termodinamico, em que o nimero de particulas N tende ao infinito, teremos um sistema
com numero infinito de equacgoes - a evolucao da distribuicao para n particulas depende
da distribuicao para n + 1 particulas. Essa é a chamada hierarquia BBGKY, deduzida in-
dependentemente por Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood e Yvon [24]. Adicionalmente,
continuamos resolvendo as equagoes de Maxwell de forma auto-consistente, agora para o
valor médio dos campos eletromagnéticos.

Até aqui o problema continua tao dificil quanto ao anterior. Fazendo médias sobre a
equacao de Klimontovich-Dupree, derivamos a hierarquia BBGKY, ambas contendo um nu-
mero infinito de equacoes a serem resolvidas. Todavia, a hierarquia BBGKY permite que
facamos argumentos fisicos sobre o sistema em estudo para truncar essa cadeia de equagoes,
0 que nao é simples usando Klimontovich-Dupree.

Por exemplo, em plasmas quase-neutros?, as particulas tendem a se distribuir de forma
que os ions estao sempre cercados de elétrons, dando origem a blindagem de Debye. O
potencial de uma determinada particula é da forma

G*T/)\d
B(r) ~ , (1.1.1)

r

portanto, tal particula interage predominantemente com as que estao a uma distancia \p
dela, onde Ap é o comprimento de Debye [25]. Esse comprimento define uma esfera imaginéria
ao redor da particula, a chamada esfera de Debye.

Existe uma relacao inversamente proporcional entre o chamado parametro de plasma, g,
e o niamero de particulas dentro da esfera de Debye. Se o plasma for denso, o valor de g sera
pequeno, e a energia de interacao entre as particulas serda pequena comparada com a energia
cinética [25]. Por conseguinte, a correlacao entre as particulas é fraca e, no limite g — 0, o
plasma se comporta como um gés ideal.

No caso oposto, quando plasma é ténue, podemos colocar em duvida a validade da Eq.
(1.1.1) e do conceito de blindagem de Debye, se ndo houver um nimero estatisticamente
relevante de particulas dentro da esfera de Debye [25,27].

O exemplo do plasma quase-neutro mostra como podemos truncar a hierarquia BBGKY
usando argumentos fisicos. Lembramos que g é um parametro intrinseco de cada plasma.
Tipicamente a distribuigao de n particulas é da ordem de grandeza de O(g"~') [25]. Podemos
usar isso para argumentar até que ordem de correlagoes vamos considerar.

Retornando para os feixes de particulas carregadas, o mais usual é ter feixes de apenas
um tipo de particulas (prétons, elétrons ou algum fon). Nesse caso, nao fica prontamente
evidente a condicao para truncar a hierarquia BBGKY. Nao ha possibilidade de blindagem,
como descrito acima para um plasma quase-neutro, pois as particulas interagem através da
forca de Coulomb, que é uma interagao de longo alcance.

O tratamento estatistico de sistemas com interacao de longo alcance leva a resultados nao
intuitivos para quem estd acostumado com mecanica estatistica de equilibrio. Esses sistemas
nao respeitam conceitos basicos da termodinamica, como aditividade e extensividade da
energia interna, o que leva a resultados como calor especifico negativo, se o sistema estiver
isolado, e ndo-equivaléncia entre ensembles [28].

2 Quase-neutralidade aqui significa que a carga liquida do plasma é nula, mas localmente, devido a ondas
se propagando ou a instabilidades, pode haver pequenas variagoes na densidade de carga ao longo do plasma.
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Um truque utilizado na area para recuperar a extensividade do sistema é a chamada
prescrigao de Kac [29]. Essa consiste em reescalar a constante de acoplamento da forca por
um fator de 1/N; onde N é o niimero de particulas no sistema. Para o feixe de particulas
carregadas, isso é equivalente a reescalar a carga de cada particula como ¢ — ¢/N. Assim,
quando N — oo, teremos ¢ — 0. Entretanto, a carga total () = N¢ usando essa prescri¢ao
serd () = q. Resumindo, no limite termodinamico a carga de cada particula tende a zero,
mas a carga total continua finita. Embora esse truque torne o sistema extensivo, o mesmo
continua nao aditivo [28].

Explicada a prescricao de Kac, podemos retornar ao problema de como truncar a hierar-
quia BBGKY'. A principio, poderiamos pensar que os efeitos de correlagao seriam dominantes
em feixes, justamente pela interacao ser de longo alcance. Todavia, como explicado acima,
usando esse ardil, a carga de cada particula fica cada vez menor quanto mais particulas estao
presentes no feixe. Por conseguinte, os efeitos de correlacao entre as particulas ficam cada
vez menores. Enquanto isso, a carga total esta fixa, portanto os efeitos de campo médio
continuam da mesma ordem de grandeza e dominam sobre as correlagoes.

No limite termodinamico, o sistema sera descrito de forma exata pela equacao de ordem
zero da hierarquia BBGKY, conhecida como equagao de Boltzmann nao-colisional [30], que
chamaremos, por analogia com o problema da fisica de plasmas, de equagao de Vlasov [25].

Em sistemas fisicos reais, com nimero finito de particulas, predicoes tedricas e resultados
de simulagao mostram que sistemas com interacao de longo alcance tém duas escalas de
tempo caracteristicas de relaxagao [31-33]. A primeira é dominada pela dinamica de Vlasov
enquanto os efeitos de correlagoes sao despreziveis. A funcao distribuicao ira se modificar
tendendo a um estado estaciondrio da equacao de Vlasov. Esse processo, conhecido como
relaxacao violenta [34], comega a ocorrer ja nas primeiras oscilagdes do sistema.

Como o numero de particulas é finito, os efeitos das correlacoes irdo, eventualmente, tirar
o sistema do estado estacionario de Vlasov. O sistema relaxara para o equilibrio termodi-
namico, ou seja, para a distribuicao de Maxwell-Boltzmann. O tempo caracteristico para os
efeitos de correlagao se tornarem importantes, 7¢, escala como 7o ~ N7, onde v é um fator
que depende de cada sistema, mas tipicamente v > 1 [28,31].

Em muitos casos, se o numero de particulas for suficientemente grande, essa segunda
escala de tempo nunca serd observada. E o caso, por exemplo, de estrelas numa galdxia em
que uma estimativa de 7¢ leva & 7¢ ~ 1077,, onde 7, é a idade do universo, enquanto o
tempo de relaxagao violenta, 7p, é da ordem 7p ~ 10727, [35]. De forma similar, 7¢, em
feixes de particulas carregadas, é varias ordens de magnitude maior que o tempo de relaxacao
violenta [36] e que o tempo caracteristico dos experimentos em aceleradores de particulas.

Essa argumentacao justifica o uso da equacgao de Vlasov em conjunto com as equa-
coes de Maxwell (daqui em diante chamaremos de sistema Vlasov-Maxwell) para deter-
minar a distribuicao estacionaria do feixe. Na linguagem de mecanica estatistica, a pala-
vra equilibrio é utilizada como sinonimo para equilibrio termodinamico e da distribuicao
de Maxwell-Boltzmann. Portanto, para evitar confusao, utilizaremos o termo distribui¢ao
quase-estaciondaria para fazer referéncia a solugao estacionaria da equacao de Vlasov. Dessa
forma, deixamos explicito que ela nao é a distribuicao de equilibrio termodinamico, todavia
¢é a solugao de interesse no problema de relaxacao do feixe.
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1.2 Dinamica de Vlasov-Maxwell

Como argumentado na Sec. 1.1, em escalas de tempo caracteristicas de experimentos, a
evolucao da funcao distribuicao para um feixe de particulas carregadas é regida pelo sistema
Vlasov-Maxwell. Esse pode ser escrito como

0 0 s vxB® ot 0 B
V- E° =dngyny (r)t), (1.2.1b)
10B?

E=—— 1.2.1
V x T ( c)
V-B° =0, (1.2.1d)

41 1 0E?

B’ = — ——— 1.2.1

V x CJ(r,t)—I—Cat, ( e)

onde E° e B® sao o campo elétrico e magnético gerado pela distribuicao de cargas, respectiva-
mente, F** ¢ a forca externa resultante que age sobre as particulas do feixe, ¢ é a velocidade
da luz no vacuo e g, é a carga de cada particula. O momento p e velocidade v das particulas
estao relacionados através da relagao relativistica

v="L _ P (1.2.2)

Y
Yy, p?
mps /1 + e

onde v = /1 + p?/m?c? é o fator de Lorentz, m; a massa de cada particula e

= / f(rpt)dp, (1.2.3a)
J(rt) = Qb/ vf(r,p;t)d® (1.2.3b)

sao a densidade e a densidade de corrente do feixe, respectivamente. Nas equagoes acima,
consideramos apenas particulas de uma espécie, que é o caso tipico dos feixes usados em
aceleradores, mas nao ¢ dificil generalizé-las para situacoes em que ha mais de uma. Também
desconsideramos cargas e correntes externas.

Notamos que a Eq. (1.2.1a) é nao-linear em f(r,p,t), visto que tanto E* quanto B?
dependem da funcao distribuicao. Portanto, dificilmente existem solugoes analiticas dessa
equagao fora de um regime perturbativo. Outrossim, solugoes numéricas da equagao de
Vlasov nem sempre sao confiaveis, visto que o erro numérico acumulativo pode resultar em
solugoes falsas [37]. Em particular, solugoes estacionérias conhecidas da equagao de Vlasov
podem se modificar em apenas alguns passos de integracao.

Uma propriedade interessante da evolugao nao-linear da equacao Vlasov é a incompressi-
bilidade da funcao distribuicao. Para analisar isso, vamos fazer uma analogia com a mecanica
de fluidos, ja que é um exemplo bem mais concreto em comparagao com os conceitos mais
abstratos como funcao distribuicao e espaco de fases.

Seja o escoamento de um fluido, esse pode ser descrito pelo campo de velocidade u(r,t) e
por sua densidade p(r,t), que indicam o vetor velocidade e a densidade do elemento de fluido
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na posicao r e no tempo t, respectivamente. Uma aproximacao utilizada para descrever
alguns liquidos ou gases é a de um escoamento incompressivel. A aproximacao diz que se
seguirmos um elemento de volume do fluido, a densidade permanece constante ao longo do
escoamento, ou seja, dp(r,t)/dt. Isso é equivalente a
% +u-Vp=0, (1.2.4)

onde usamos a regra da cadeia para calcular a derivada total. A interpretacao da Eq. (1.2.4)
é a seguinte: o primeiro termo do lado esquerdo representa a variacao da densidade com o
tempo, enquanto o segundo representa a mudanca de densidade devido ao deslocamento do
elemento de volume no espago. Portanto, a soma dessas contribui¢oes deve ser nula em um
fluxo incompressivel.

Voltando & equagao de Vlasov, se definirmos X = (r,p) e Vx = (9/0r,0/9p), podemos
reescreve-la como

of

. r v
X—(p)—<qb<Es+LfS>+Fwt)'

Comparando as Eqs. (1.2.4) e (1.2.5), observamos que a funcao distribuicao se modifica
no espaco de fases de forma analoga ao escoamento incompressivel de um fluido no espaco
real. Por conseguinte, dizemos que a dinamica de Vlasov é incompressivel.

No que diz respeito as solugoes estacionarias da equacao de Vlasov, existe um nimero
infinito de solucoes. Por exemplo, existe uma familia de solucoes, que sao qualquer funcao
derivavel que dependa das varidveis do espaco de fases apenas através da energia de uma
particula.

Para mostrar isso, consideremos o sistema de Vlasov-Maxwell estacionario

onde X é dado por

0 s vxB’ et| O B
{V o + [qb (E + . ) +F } ap} f(r,p) =0, (1.2.6a)
V- E° = 4ngymny (1), (1.2.6b)
V x E* =0, (1.2.6¢)
V- -B*=0, (1.2.6d)
Vx B = %J (r), (1.2.6e)

Supomos agora que a forca externa, F¢' ¢ oriunda de um campo conservativo, ou seja,
F' = —VW. A energia relativistica para uma particula sob influéncia dessa forca e dos
campos E° e B®, é dada por

e(r,p) = \/mict + 2p* + @’ (r) + ¥ (v), (1.2.7)

onde ¢° é o potencial eletrostatico que esta relacionado com o campo elétrico através de

E’ = —V¢'.
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Agora consideramos qualquer funcao f (r,p) = f(€) que tenha derivadas bem definidas
na regiao do espaco de fases de interesse. Usamos a regra da cadeia para calcular as derivadas

of(e) 0foe Of d9® OV
_0foe _0f ov 1.2.
or deor 9z \ " or * or )’ (12.8a)
2
ofte) _0foe _of  cp _ Of (1.2.8b)
op Os dp  Oe | /m§c4 + 2p? Oe
onde usamos a Eq. (1.2.2) na tultima igualdade da Eq. (1.2.8b).
Substituindo as Egs. (1.2.8) na Eq. (1.2.6a), obtemos

of 0¢* ov 5 v x B® et \ |
B {(qbv o +v 81‘) + (qbv E’ + qv . +v-F )] =0, (1.2.9)
em que utilizando as relacoes E° = —V¢*, F" = —VV e v - (v x B¥) = 0, notamos que a

Eq. (1.2.9) é identicamente satisfeita. Portanto, f = f(e) é solugao estacionaria da equagao
de Vlasov.

Ressaltamos que f (r,p) = f(¢) é uma condigao suficiente para ser solugao estaciondria
da equagao de Vlasov, mas nao é necessaria. Por exemplo, uma funcao distribuicao tal que
f (r,p) = f (¢,L?), onde L é o momento angular da particula, também ¢ solugao estacionéria
do problema.

De forma geral, a particular solucao estacionaria da equagao de Vlasov para qual o sistema
vai relaxar depende da distribuigao inicial. Isso contrasta com a dinamica de Boltzmann,
em que as correlagoes levam qualquer distribuicao inicial a relaxar para a distribuicao de
Maxwell-Boltzmann.

As duas propriedades mencionadas aqui, a incompressibilidade da dinamica de Vlasov
e a familia de solugbes estaciondrias da forma f (r,p) = f (¢) serdo de grande importancia
para o modelo que estudaremos no Cap. 2.

1.3 Aproximacao paraxial

Como mencionado na definicao de feixe, na Sec. 1.1, tipicamente feixes de particulas
carregadas possuem uma grande velocidade, usualmente relativistica, ao longo do eixo do
acelerador. A variagdo em torno dessa velocidade média é pequena (nao-relativistica). Essa
¢ uma das condigoes para o uso da chamada aproximagao paraxial [23,38,39]. Usamos
essa aproximacao para simplificar as equacoes utilizando, argumentos fisicos que sao validos
na grande maioria dos experimentos envolvendo feixes. As principais condi¢oes para sua
validade sao:

(a) as dimensoes do feixe sdo muito menores que as dimensoes das paredes do acelerador
ou dos condutores que englobam o feixe e, ainda, muito menores que a periodicidade
dos campos usados para focalizar o feixe;

(b) o feixe tem uma velocidade Vj, na diregdo de propagacao, que é muito maior que a

velocidade das particulas, ou seja, v2, v?

2 Uy (V2 — V4)? << V2. Portanto, o movimento
no referencial do feixe é nao-relativistico;
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(c) os efeitos de carga espacial ndo dominam completamente o sistema. Isso significa que
os campos focalizadores devem ser suficientes para manter pequenas as dimensoes do
feixe durante o seu transporte. Assim, garantimos a validade do item (a) dessa lista.
Entretanto, isso nao significa que os efeitos de carga espacial precisam estar totalmente
ausentes. Eles ainda podem e, em geral, tém grande influéncia na dinamica nao-linear
do feixe.

Agora vamos calcular como fica a equacao de movimento de uma particula do feixe na
aproximacao paraxial. As dedugoes feitas aqui sao baseadas na Ref. [23]. O hamiltoniano
relativistico para uma particula de massa m; e carga ¢,, sob a influéncia de um campo
eletromagnético é dado por

H = (mlc* + &))" + 0" (r,t), (1.3.1)
onde ¢ é a velocidade da luz no vdcuo, p = ym;v é o momento da particula, v = (1 + p?/ m%cQ)l/ 2
¢é o fator relativistico de Lorentz e ¢° é o potencial escalar. Lembramos que p nao ¢é a variavel
candnica conjugada a r, ou seja, p e r nao obedecem as equagoes de Hamilton (portanto H,
como escrito na Eq. (1.3.1), ndo é exatamente um hamiltoniano). O momento canonico é
dado por

P=p+ %AS (r,t), (1.3.2)

onde A?® é o potencial vetor.
Podemos expandir o termo cinético do hamiltoniano da Eq. (1.3.1) em série de Taylor
como

2 2 2 2\ 11/2
(mpc* + 02p2)1/2 = myc? {1 + D (& w0y &)} ~

mic® \p; Py D
2 2 2
o, D Py 23 (P — mv)
pMpC” + + + P, —pp) + —————, (1.3.3
7 29%my - 2emy  Ypmy ( ) 272:’ myp ( )

onde v, = 1//1—=V2/c?, p, = wm,V} e ignoramos termos de ordem O(x?), onde p,/ps,
Dy/Pb € (D2 — Pb)/Pb ~ x. Assim, o hamiltoniano na aproximacao paraxial fica

[(PI - %A;)Q + (P - %A;ﬂ +

P p oy ta (czf(r,t)— P A) (13.4)
Yoy YpMpC

2
H = ypmyc® + 3—(Pz_pb_%14§) +
29myp 2,y c

onde ja substituimos o momento da particula pelo momento canénico da Eq. (1.3.2). Pode-
mos obter as equacoes de movimento a partir das equacoes de Hamilton

P OH
__od 1.3.
dt or’ (1.3.5)
dr _ oH (1.3.5b)

dt ~ 0P’
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Por exemplo, a equacao para & fica
. @ [.[0A,  0A: _[0AS  0A3 0¢°  10A3
== — — — —— | - - ) 1.3.
T [ <8x oy o 0z ®\ ox i c Ot (13.6)

Usando a definicao dos potenciais ¢* e A® em termos do campo elétrico E* e do campo
magnético B®

B — Vo' — %%, (1.3.7a)
B’ =V x A?, (1.3.7b)
obtemos a equacao de movimento para uma particula na aproximacao paraxial
’meb% = qp Ej + % <%B§ — %BS) (1.3.8a)
%mb% =q E; + % <%B; — %B;) (1.3.8b)
vi?’mb% = ¢ E + % <%B§ - Z_i z) (1.3.8¢)

que sao idénticas as equacoes classicas para uma particula num campo eletromagnético, se
considerarmos ,m; como sendo a massa efetiva transversal da particula e fyg’mb como a
massa efetiva longitudinal.

Vamos analisar agora como os campos elétrico e magnético, gerados pelas particulas do
feixe, podem ser simplificados na aproximacgao paraxial. Os auto-campos podem ser escritos
através dos potenciais como nas Eqgs. (1.3.7). Tomando o divergente da Eq. (1.3.7a), o
auto-potencial ¢°, gerado pelas particulas, obedece a equacao de Poisson

V2¢* (vt) = —4mgyny (r,t), (1.3.9)
onde usamos o calibre de Coulomb V - A®* =0 e a lei de Gauss como na Eq. (1.2.1b).

Jana Eq. (1.3.7b), usando o teorema de Helmholtz, podemos calcular A® através de (ver

Ref. [40], por exemplo)
1
A’ (rt)= -
(r,t) =7 /

Como a densidade de corrente J, dada na Eq. (1.2.3b), depende da velocidade v e a veloci-
dade das particulas tem uma pequena variacao em relacao a v =~ Vjé,, supomos, de forma
consistente com a aproximagao paraxial, que J = ¢,Vyny, (r)t) é, e A® = A%é,. Dessa forma,
o campo magnético gerado pelas particulas é dado por

J(r'.t)

d>r'
r—r|

(1.3.10)

B* =V x (A%,). (1.3.11)
Substituindo a Eq. (1.3.11) na Eq. (1.2.1e) e, usando a propriedade do cdlculo vetorial

VX VxA®=V(V-A%) - V2A®,
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obtemos

10 (06" 104
248 - _ Z
\V4 AZ = —4d7nq, ey (I‘,t) -+ C ot ( B + c ot ) , (1312)

onde B, =V, /c.

Em diversos regimes de interesse pratico, uma analise dimensional da Eq. (1.3.12) mos-
tra que os dois ultimos termos dessa equa¢ao podem ser desprezados [23]. Quando essa
aproximacao é valida, a Eq. (1.3.12) fica

V2AS = —drqyByny (rt) . (1.3.13)
Comparando as Egs. (1.3.9) e (1.3.13), notamos que
Al = Bo”. (1.3.14)

Assim sendo, as componentes do campo elétrico E* podem ser calculadas usando a Eq.
(1.3.7a) e obtemos

s 097
Bi=-2, (1.3.15a)

s 09
By =% (1.3.15h)
pro 000 1500 (1.3.15¢)

De forma similar, usando as Eqgs. (1.3.11) e (1.3.14), podemos calcular as componentes
do campo magnético B* como

o 5 09
B =By o (1.3.16a)
a S
B = —p, a(i : (1.3.16b)
B =0. (1.3.16¢)

Notamos que, embora a Eq. (1.3.9) para ¢° seja similar a equa¢do para o potencial
eletrostatico, ¢ é um potencial escalar que inclui efeitos tanto de campo elétrico como de
campo magnético.

Finalmente, podemos obter as equagoes de movimento para uma particula do feixe na
aproximacao paraxial substituindo as Eqgs. (1.3.15) e (1.3.16) nas Eqgs. (1.3.8) como

d*x q 0¢°
my— = ———— + F."%9, 1.3.17a
d2y o Qb a¢8 Fmag

—_— = 1.3.17b
Wy 12 By + ( )
d?z 0¢*
3 _ RF
vbmbw = —@ 92 + FZ , (1317C)
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onde ignoramos termos do tipo v,/c, v,/c e (1/c)(0¢°/0t), concordando com aproximacoes
feitas anteriormente durante essa deducao. Também adicionamos manualmente um termo
para forcas externas que serao necessarias para focalizar o feixe, como serda argumentado na
préxima secao.

Notamos que nos termos referentes a carga espacial na direcao transversal ao movimento,
ou seja, Eqgs. (1.3.17a) e (1.3.17b), hd um fator 1/4# que ameniza esse efeito, ja que 7, > 1.
Enquanto do ponto de vista da eletrostética, as particulas, por terem carga de mesmo sinal, se
repelem; de acordo com a eletrodinamica, cargas em movimento paralelo (correntes paralelas)
se atraem na direcao radial. No limite V}, — ¢, esses dois efeitos se anulam.

Esse é o motivo principal pelo qual a maioria dos estudos com feixe de elétrons nao levam
em conta efeitos de carga espacial. A massa do elétron é tao pequena que, nas energias tipicas
do experimentos atuais, V, < ¢. Por exemplo, o principal acelerador do SLAC National
Accelerator Laboratory pode acelerar um feixe de elétrons ou de pésitrons até uma energia
de 50 GeV [41]. Podemos calcular o fator 7, nesse caso usando a energia cinética relativistica

Ex = (7 — 1) mec® =y, ~ 98040,

onde m, é a massa do elétron, portanto 1/97 ~ 107!%. Se fizermos um cdlculo andlogo para
o IFMIF, que ¢ projetado para acelerar deutério até 40 MeV, obtemos que 1/47 ~ 0,96. J4
um feixe de elétrons, acelerados até os mesmos 40 MeV, tem 1/47 ~ 1,5 x 10~*.

Mesmo que exista essa competicao entre a repulsao coulombiana e a atragao magnética
na diregao radial, o efeito liquido é sempre de uma forca repulsiva. Ja na direcao axial, nao
ha efeito de atracao devido as correntes, portanto, o efeito de carga espacial é puramente
devido a repulsao coulombiana.

1.4 Forcas focalizadoras

Como argumentado na Sec. 1.3, o efeito da carga espacial tende a repelir as particulas
do feixe. Esse efeito diminui a qualidade do feixe para o experimento ou para a aplicacao em
que é utilizado. Uma maneira para contrabalancear esse efeito é utilizar uma configuracao
de campos eletromagnéticos externos [23].

Em aceleradores de particulas, o feixe é injetado no sistema e passa por diversas compo-
nentes até chegar no alvo com a energia final desejada. Cada uma dessas componentes tem
como objetivo acelerar o feixe até uma certa energia (que esta limitada por sua geometria e
pelas propriedades fisicas do componente), enquanto mantendo o feixe coerente. O compo-
nente mais utilizado apds a injecao do feixe no acelerador é o chamado RF(Q), sigla em inglés
para radio-frequency quadrupole. Esse componente tem trés efeitos sobre o feixe: particionar
(traducao livre para o termo, em inglés, bunching), focalizar e acelerar o feixe [38].

O RFQ ¢é um condutor cilindrico que possui cavidades periddicas no espago (com periodo
S). A relagao de dispersao das ondas eletromagnéticas, permitidas nessa geometria e que se
propagam na diregao axial, vai depender do tamanho dessas cavidades, ou seja, w = w(k,;S).
Se a velocidade do feixe for similar a velocidade de fase da onda quando esse é injetado no
RFQ, ou seja, V, = w/k,, as particulas do feixe vao ser aprisionadas no potencial da onda.

Isso estd ilustrado na Fig. 1.2. Na parte (a), temos um feixe continuo de particulas e uma
ilustracao do potencial da onda RF. Essa figura pode representar, por exemplo, a configuracao
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quando as particulas do feixe entram no RFQ. Ja na parte (b), temos a configuragdo em um
tempo posterior. Notamos que as particulas que estavam a frente do vale da onda tendem a
ser desaceleradas, enquanto as que estavam atras tendem a ser aceleradas. Podemos notar
os trés efeitos mencionados anteriormente. Primeiro, o feixe foi particionado, ja que as
particulas tenderam ao minimo do potencial da onda. Esse ponto justifica ainda mais as
analises feitas neste trabalho, focadas em feixes nao-continuos, ja que é o caso mais comum
em aceleradores que usam esse componente. Segundo, o potencial da onda também serve para
focalizar o feixe na direcao de propagacao, visto que particulas que tendem a se afastar desse
minimo sentem uma forca restauradora. Por fim, as particulas aprisionadas no potencial
podem ser transportadas na direcao axial pela onda.

Adicionalmente, se as dimensoes do feixe, 1y, forem tais que 7, x (k? — w?/c?) << 1, as
particulas do feixe ficam agrupadas no fundo do potencial da onda RF' como mostra a Fig.
1.3. Consequentemente, podemos fazer uma aproximagcao linear para a forga restauradora na
direcao de propagacao. Levando isso em consideracao, a equacao de movimento na direcao
axial de uma particula do feixe, Eq. (1.3.17¢), é dada por

dQZ “ (¢13 89258

— 5 — —RzZ — )
dt? Yimy 0z

(1.4.1)

onde &, vai depender de parametros do feixe (g,, my e V) e da onda RF (amplitude e
k.). Portanto, ressaltamos que esse parametro depende da geometria e pode ser ajustado
mudando o tamanho das cavidades do RFQ.

Um efeito indesejado da onda RF' nesse tipo geometria é que, enquanto ela focaliza o
feixe na diregdo axial, ela tende a desfocalizar o feixe na direcdo transversal [23]. Esse
efeito, somado com o da carga espacial, discutido na Sec. 1.3, é combatido utilizando uma
configuracao de quadrupolos magnéticos periodicamente posicionados. A Fig. 1.4 mostra
como os quadrupolos sao distribuidos. Notamos que, dois quadrupolos consecutivos estao
rotacionados em 90° a cada meio periodo espacial \/2.

A forga exercida pelo quadrupolo sobre as particulas do feixe depende da posicao axial
do feixe, s = Vjt. Seu efeito, em moédulo, é maximo quando o feixe passa pelo quadrupolo e
minimo quando estiver equidistante a dois seguidos. Para eliminar essa dependéncia temporal
na forga restauradora, utilizamos a chamada aproximacao de focalizagao suave (tradugao livre
da expressao smooth focusing approrimation, em inglés).

A principal suposigao dessa aproximacao é que o tamanho (envelope) do feixe varia muito
pouco durante um periodo espacial do quadrupolo, A. Dizemos que o envelope r, é dado por

Ty = <T’b> + (57”(,, (142)

onde (ry) tem uma variacao lenta com s e dr, uma variagdo rapida, com periodo espacial
igual ao dos quadrupolos, A. Além disso, assumimos que dr, é apenas uma perturbacao
em torno do valor médio do envelope (rp), ou seja, (rp) >> |drp|. A Fig. 1.5 ilustra essas
suposigoes.

Se isso for verdade, a aproximacao diz que o efeito dos quadrupolos sobre a variagao
lenta do envelope, (rp) no referencial de laboratério, é equivalente a um campo magnético
constante na direcao axial no referencial de Larmor. Para uma dedugao desse resultado,
recomendamos as Refs. [23,38].
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Fig. 1.2: Em (a), temos um feixe continuo junto com o potencial da onda RF. No painel (b),
mostramos uma possivel configuracao num tempo futuro, onde as particulas do feixe
tendem para o minimo de potencial da onda, formando uma série de feixes nao-continuos.

Assim sendo, consideramos o movimento transversal de uma particula do feixe sob in-
fluéncia da carga espacial e de um campo magnético uniforme na direcao longitudinal. O

movimento dessa particula é descrito pelas Eqs. (1.3.17a) e (1.3.17b), ou seja,

dQ.T (%13 8¢3

o 10 Fmag
Yoy dt2 ")/E ox + z )

d? 0¢°
ey = ~ B9 | pmay

a2 oy Y

(1.4.3a)

(1.4.3b)
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Fig. 1.3: Esquematizacao do potencial da onda RF e das particulas do feixe préximas do minimo
desse potencial.

Com o campo magnético B = Byé,, F""* é dado pela forga de Lorentz

d d
F = %V x B = % (d_?;BOé;t - d_fBOéy> ) (144)

logo, as equagoes de movimento para x e y ficam, respectivamente,

T % 09" | apdy
T g2 v2 Ox ¢ dt
Py @0 gdr

—_— =—= — ——DB,. 1.4.5b
T g2 2oy cdt ' ( )

Bo, (145&)

Analisando as Eqs. (1.4.5) é possivel notar que a equagao para d*z/dt*> depende de dy/dt

e a para d?y/dt* depende de dw/dt. Para remover essa dependéncia cruzada, mudamos para
o chamado referencial de Larmor (para mais detalhes, consultar o Apéndice A)

r=XcosQpt+YsinQyt, (1.4.6a)

y =Y cosQpt — XsinQyt, (1.4.6b)

onde a frequéncia de Larmor, Q) = Q¢/2 e Qo = g Bo/vwmpc é a frequéncia de ciclotron.
Nesse referencial, as equagoes do movimento transversal da particula ficam

X 02 a4 0

— = — 1.4.7
dt? 4 Yimp 0X ( 2)
2Y Q2 s

Y Sy @ 99 (1.4.7b)

dt? 4 yamy, Y
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Fig. 1.4: Configuragdo de quadrupolos magnéticos usados no RF(Q. A periodicidade espacial dos
quadrupolos é A\. Também foi desenhada algumas das linhas do campo magnético dos
quadrupolos.

AR
l“‘;‘ﬁum i )
” ”””"““ [h=<Ip>+0r,

B | Il
Wi i

I
il

Mo

S=Vpt

Fig. 1.5: Tlustragdo do envelope do feixe durante o transporte. Ao usar a aproximacao de focali-
zagao suave, as equagoes descrevem o efeito médio do quadrupolo sobre o sistema, como
na linha azul, ignorando as supostas pequenas oscilagoes ao redor dessa média causada
pela dependéncia temporal da forga restauradora.
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que, assim como a Eq. (1.4.1), sdo andlogas a equagdo de movimento de um oscilador
harmonico forgado.

Recapitulando os resultados das Secs. 1.3 e 1.4, investigamos as equagoes que descrevem
o movimento de uma particula do feixe. Se as condicoes da aproximacao paraxial sao validas,
obtivemos as Egs. (1.3.9) e (1.3.17) que descrevem o movimento da particula.

Para manter o feixe coerente, notamos que sao necessarias forcas focalizadoras que se
oponham ao efeito da carga espacial. Argumentamos que um dos componentes geralmente
presente em aceleradores de particulas, o RF(Q), focaliza o feixe na direcao axial usando uma
onda eletromagnética.

Na diregao transversal, a focalizagao ¢é feita utilizando quadrupolos magnéticos. Se fo-
rem validas as condigoes para o uso da aproximagcao de focalizacao suave, informamos, sem
demonstrar, que o efeito dos quadrupolos sobre o movimento da particula é, em média,
equivalente ao de um campo magnético uniforme na direcao axial no referencial de Larmor.

Levando em consideracao todo esses pontos, as equacoes que descrevem de forma auto-
consistente o movimento de uma particula do feixe sao

d*x @ 0¢°

Y - ko — 1.4.
dt? fip® Yoy O’ (1.4.82)
d*y q 09

— = —Rk,y — 1.4.8b
dt? fird Yemp Oy’ (1.4.8b)
dQZ ap 89255

_ hp— X 09 148

dt? fz% Yimy 0z ( c)
V2¢* (r,t) = —4mgyny, (v,t) . (1.4.8d)

Ressaltamos que r = (x,y,2), x e y indicam a posi¢ao transversal da particula no referencial de
Larmor, z é a posigao da particula com relacao ao centro do feixe. Para manter uma forma
similar & equagdo axial, renomeamos o parametro &, = 2/4 nas equagdo de movimento
transversal.

Um artificio muito usado ao tratar problemas de fisica de feixes é renormalizar o tempo
como a posicao do centro do feixe no referencial do laboratorio, ou seja, s = V;t. Reescreve-
mos, entao, as Egs. (1.4.8) como

2

fl—f = —KpT — g—¢, (1.4.9a)
S i

d*y Y

d*z o

- Z— - 1.4.

ds? " g (1.4.9¢)

AT K
V2 (1,5) = —]”V—bnb (r,s), (1.4.94)

onde ¢ = g,¢*/vim,V;? é o potencial normalizado, k, = &,/V}? e k, = k,/V}? sdo parametros
que medem a intensidade dos campos focalizadores, K = ¢ZN,/~vim,V;? é um parametro que
mede a intensidade da carga espacial do feixe e N, = [ nyd*rd*v é o ntmero de particulas
do feixe.
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Embora tenhamos argumentado na Sec. 1.1 que em sistemas de muitos corpos o interesse
maior seja em quantidades médias do que no movimento individual de cada corpo, essas
equacoes serao de grande utilidade para calcularmos tais quantidades para o feixe em estudo.
Também sao as equacoes essenciais do método da particula teste, que sera utilizado no Cap.
2.



Capitulo 2

Relaxacao nao-colisional em um feixe
esférico

Neste capitulo, discutiremos os resultados publicados na Ref. [42]. O primeiro objetivo
¢é entender o mecanismo de relaxacao de feixes de particulas carregadas. Baseado nesse
mecanismo e em concordancia com as propriedades da dinamica de Vlasov, discutidas na Sec.
1.2, vamos propor um modelo para o estado quase-estacionario de um feixe esfericamente
simétrico. Por fim, vamos comparar resultados de simulacao com os previsto pelo modelo
para quantidades de interesse.

2.1 Distribuicao inicial

Para comecar nossa analise, vamos deixar explicita a distribuicao das particulas na injecao
do feixe. Isso é relevante, pois, como argumentado na Sec. 1.2, a relaxacao do feixe para um
estado quase-estaciondrio depende da distribuicao inicial. Além disso, a deducao da equacao
para evolucao do envelope do feixe esférico requer um conhecimento prévio da distribuicao
das particulas.

Vamos trabalhar com uma distribuicao inicial em que as particulas estao uniformemente

distribuidas tal que
Fo(r:%) = Tt 0 (e~ 1) © () (211
rv)=————=0(,—1r)0 (v, —v), 1.
0 16723 v3,
onde v = |dv/ds|, ry, € v, s@o os valores maximo de 7 e v da distribuicdo inicial, respectiva-
mente, e

1
O (z) = se @ >0, (2.1.2)
0 sex <0,

é a fungao degrau de Heaviside. A distribuigao da Eq. (2.1.1) é conhecida como distribuigao
waterbag. A Fig. 2.1 ilustra essa distribuicao.

Esse é um modelo simples, mas que geralmente produz estimativas razoaveis para dis-
tribuicoes iniciais mais complexas [21,22]. Ademais, a teoria que serd apresentada neste
capitulo pode ser generalizada para outras distribuicoes, aproximando-as por uma série de
distribuigoes do tipo waterbag com densidades diferentes [20].
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Fig. 2.1: Distribuicdo waterbag. As particulas estdo uniformemente distribuidas até um raio ma-
ximo 7y, e com velocidade maxima, em modulo, v,,. Na figura r,, representa o raio das
paredes dos condutores que envolvem o feixe, que supomos que tendem ao infinito.

2.2 Equacao do envelope

No Sec. 1.4, deduzimos, apés algumas suposigoes e aproximagoes, as equacoes de movi-
mento de uma particula do feixe, que sdo as Egs. (1.4.9a)-(1.4.9c). Queremos agora trabalhar
num caso especifico em que as forgas focalizadoras sao isotrdpicas, ou seja, K, = k., = k.
Essa é uma condigao necessaria, mas nao ¢ suficiente para obter um feixe esférico.

O movimento de uma particula do feixe, usando essa suposicao, pode ser calculado resol-
vendo as equagoes

d2
d—;; = —kr — Vi, (2.2.1a)
Vip = A ). (2.2.1b)

b

Dado esse conjunto de equagoes, observamos a segunda condi¢ao para obter um feixe esférico
- a densidade do feixe n; (r,s = 0) = ny, (r), ou seja, as particulas precisam estar inicialmente
distribuidas de forma isotrépica também. Essa condicao e a forca restauradora isotrépica
sao condicoes suficientes para garantir que o feixe serd esférico. Ressaltamos que serao
analisadas, no Cap. 3, condigoes em que pequenas imperfeigoes na isotropia da distribuicao
inicial podem levar a quebra dessa simetria.

O envelope do feixe é uma medida do seu tamanho. Em termos matematicos, podemos
escrever, nesse caso esférico, m, o< /(r?), onde a média é feita sobre a distribuicao de
particulas. A escolha da constante de proporcionalidade varia de autor para autor. Aqui,
calculamos essa constante de tal forma que o envelope coincida com as particulas mais
externas do feixe para uma distribui¢ao uniforme, como a da Eq. (2.1.1). Isso estd ilustrado
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na Fig. 2.2.

/5

Fig. 2.2: Representacdo do feixe esférico no referencial do laboratéorio. O envelope do feixe é
definido de forma que representa o tamanho do feixe para uma distribuigao uniforme de
particulas.

Levando essa definicao em consideracao, o envelope é dado por

ry = g (r2y. (2.2.2)

As duas primeiras derivadas de r, com relacao a s sao

i — §<r7~—r> (2.2.3a)
- lg, [% (%) (72 — (x - f>2)] L (2.2.3b)

O termo entre colchetes na Eq. (2.2.3b) estd relacionado com uma quantidade de muito
interesse na fisica de feixes - a emitancia. A definicao precisa de emitancia, para o caso de
um feixe esférico, é

=2 (™) (%)~ e (2.2.4)

O conceito de emitancia é bastante abstrato. Na prética, o que a Eq. (2.2.4) mede é
a quao distribuidas estao as particulas do feixe no espaco de fases. Voltemos para a Fig.
2.1. Nesse caso, se calcularmos a emitancia, o resultado sera € = r,,v,,. E facil ver que, se
diminuirmos os valores de 7, e de v,,, as particulas do feixe estarao distribuidas numa regiao



Capitulo 2. Relaxacgao nao-colisional em um feixe esférico 25

do espaco de fases menor. Portanto a emitancia serd menor. Se aumentarmos os valores de
rm € de v,,, o valor da emitancia sera maior.

Em face disso, ha um grande interesse na emitancia por quem trabalha com feixes, pois ela
serve como uma medida da qualidade do feixe. Como mencionado na Sec. 1.1, tipicamente,
o interesse é de tentar obter feixes com as menores dimensoes possiveis. Enquanto o envelope
representa a evolucao espacial das particulas, a emitancia leva em conta tanto a dispersao
no espaco quanto a em velocidade.

Mesmo que o envelope do feixe seja pequeno num certo tempo, a dispersao em velocidade
e a emitancia ainda podem ser grandes. Nesse exemplo especifico, embora as dimensoes do
feixe sejam pequenas naquele instante, a grande dispersao em velocidade indica que, num
tempo posterior, as particulas estarao dispersas no espaco. Segue que a qualidade do feixe é
pequena.

Tipicamente, a emitancia do feixe varia com s, como sera argumentado mais adiante. Por
hora, entretanto, vamos considerar a emitancia constante e lidaremos com as consequeéencias
dessa hipdtese mais tarde. Considerando €(s) = e, reescrevemos a Eq. (2.2.3b) como

e  5(r-r)
= _ 4= ) 2.2.5
"o rl‘? 3 1 ( )
Podemos calcular a média (r - ¥) usando a Eq. (2.2.1a)
€ 5(r-Vy) Vw)
. 2.2.6
e R (2.2.6)

Para obtermos uma equacao fechada para r,, resta-nos calcular a média (r - V). Para isso,
precisamos escolher a distribuigao para as particulas - usaremos a da Eq. (2.1.1), a waterbag.
Dessa forma, podemos calcular a média como

4 0 3 .0
r- Vi) = ];;/ ny () 2 [ aﬂ = af (2.2.7)

onde ny = [ fo(r,v)d*v e lembramos que, por construgao, r,(s = 0) = ry,.
Podemos calcular 0¢/0r substituindo a watebag da Eq. (2.1.1) na equacao de Poisson

(2.2.1b).
20 3K .
ﬁg < 287’) ——3@ (T'b—T). (228)

Ty
Multiplicando a Eq. (2.2.8) por #2d e integrando 7 de 0 até r, com r < r;, obtemos

B 3K [7

O [ 2 N A2 g

/0 67“( 8T)dr s Jo rhdr,
oy Kr

=
or I

(2.2.9)

que ¢é o resultado esperado, visto que a equacao de Poisson para o potencial ¢ é equivalente a
do caso eletrostatico, e é um resultado conhecido que o campo elétrico, dentro de uma esfera
uniformemente carregada, varia de forma linear com r [43].
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Substituindo o resultado da Eq. (2.2.9) na Eq. (2.2.7) e integrando, obtemos

3K
V) = ———. 2.2.10
(o) =22 2:2.10)
Por fim, usando o resultado da Eq. (2.2.10) na Eq. (2.2.6), encontramos uma equagao

fechada para o envelope dada por

. e K
b b

Ressaltamos que a Eq. (2.2.11) foi deduzida para uma distribui¢ao uniforme. Entretanto,
assim como a emitancia, a distribuicao também varia durante a propagacao do feixe. Como
consequéncia dessas duas suposicoes, a Eq. (2.2.11) deve descrever o movimento do feixe
apenas nas primeiras oscilagoes do envelope, enquanto a validade dessas hipoteses é razoavel.

Em tese, a Eq. (2.2.11) tém trés parametros livres: k, € e K. Entretanto, se escalarmos 7y,
e s de uma forma conveniente, que é r, — (€2/ m)l/ Y1y e s — k125, obteremos uma equacio

do envelope que depende de apenas um parametro ¢ = K/ (/%6)1/ !

1
b b

Agora estamos aptos descobrir o raio casado, que é o valor de r, = 1y,, tal que as forcas
focalizadoras sao iguais a forca de auto-repulsao das particulas. Logo, se o feixe comegar
com 1, = 13, € 1, = 0, ele permanecera com essa configuracao durante a propagacao.
Todavia, é praticamente invidvel, ou até mesmo indesejado [18], obter-se um feixe casado em
experimentos. De forma mais geral, podemos definir um parametro chamado descasamento
que é dado por

_ 2.2.13
H= ( )

e nos indica quao afastada a nossa condicgao inicial esta da condigao casada. O valor do raio
casado 1y, pode ser obtido colocando 7, = 0 na Eq. (2.2.12) quando 7, = 13,,, resultando
na equacao algébrica

Ty — (T, — 1 =0. (2.2.14)

A Eq. (2.2.14) apresenta quatro solugoes. Entretanto, apenas uma delas é de interesse fisico,
visto que duas delas sao complexas e uma negativa, portanto, ha apenas uma solucgao real e
positiva para ryp,,.

A Fig. 2.3 mostra trés solugoes da Eq. (2.2.12) para valores diferentes de 1, com 7,(0) = 0
e com ( = 1 para todas solucoes. Notamos que as solucoes descasadas, em vermelho e em
azul, possuem periodo de oscilacao fixo, mas diferentes entre si.

Isso é uma caracteristica de sistemas integréaveis. A Eq. (2.2.12) pode ser deduzida do
hamiltoniano

H(pr,rp) ==+ =+ —+ =, (2.2.15)

onde p,, ¢ o momento conjugado a 7,. Como H ¢ independente do tempo, esse é uma
constante de movimento. Segue que, por ser um sistema de um grau de liberdade, podemos
escrever a soluc@o do sistema na forma de uma quadratura [44].
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Fig. 2.3: Solugoes da equagao do envelope. Em preto, para u = 1, temos a solugao casada que nao
oscila. Em vermelho e azul temos casos descasados com p = 0,8 e u = 1,4, respectiva-
mente, valores para quais o envelope vai oscilar em torno de . = 1. O outro parametro
é ( = 1 em todas solucgoes.

2.3 Mecanismo de relaxacao, particula teste e raio do
halo

De posse da equagao do envelope, vamos investigar o comportamento de uma particula do
feixe. A equagao do movimento dessa particula é dada pela Eq. (2.2.1a), onde o campo auto-
consistente V1 foi determinado na Eq. (2.2.9), quando a particula estiver dentro do envelope
do feixe. Resta-nos calcular o seu valor fora da distribuicao, e isto é feito multiplicando por
72dr a Eq. (2.2.8) e integrando 7 de 0 até r, com r > 3, obtendo

T K T
/ aA (ﬂ%) dr = —3—3 F2dr,
g Or or ry Jo

oY K
- _ 2.3.1
or r2’ (2.3.1)
ou seja, o auto-campo V) é dado por
—Kr/r} <
Vi = r/r,; (s) ser<my(s), (2.3.2)
—Kr/r ser >y (s),

que é novamente o resultado esperado devido a semelhanga de ¥ com o potencial eletrostético
[43]. Utilizando a mesma normalizacdo feita na Sec. 2.2, podemos escrever a equacao para
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o movimento radial como

L2
7'“'+7“—F—%: ser <ry(s), (2.3.3a)
” L?
r+r—r—3—%=0 ser >y (s), (2.3.3b)

onde L = py/e e py é o momento angular da particula, que é uma quantidade conservada.

Vbm Vbm

Fig. 2.4: Secao de Poincaré para a dinamica da particula teste. Os pontos em azul representam
a separatriz da ressonancia responsavel pela formacgao de halo e formam uma pequenas
camada de caos. Os parametros utilizados sdo ( =1 e L = 1073,

Vamos analisar o movimento da particula a partir de se¢oes de Poincaré (ou mapas de
Poincaré). Os mapas s@o construidos da seguinte forma: resolvemos concomitantemente a
equacao para o movimento da particula e a do envelope; como argumentamos anteriormente,
o periodo de oscilagao do envelope é bem definido; a cada periodo do envelope, colocamos um
ponto num gréfico de r x dr/ds, ou seja, da posicao e da velocidade da particula. Fazendo isso
para varios periodos e para um numero suficiente de condigoes iniciais, poderemos observar

alguns padroes na dinamica da particula. Para mais detalhes fazemos referéncia ao Apéndice
C, bem como a Ref. [45].
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A Fig. 2.4 mostra a se¢ao de Poincaré para essa particula teste. Os pontos dos graficos
sao gerados cada vez que o envelope atinge um minimo. Notamos que héa dois pontos fixos
presentes em todas as figuras, um para r/ry, 2 0 e 7 = 0 e o outro em torno de r/ry,, ~ 2
er =0.

Apesar de serem pontos fixos do mapa de Poincaré, esses pontos nao representam pontos
fixos da dinamica, ou seja, nao sao condicoes de equilibrio. De fato, nesse caso, eles indicam
condigoes de ressonancia entre o movimento da particula e do envelope inicialmente. Como
mencionamos, todos pontos dos graficos representam uma condicao de minimo do envelope.
Portanto, se, a cada periodo do envelope, a particula estda na mesma posicao e com a mesma
velocidade, a frequéncia do movimento da particula e a do envelope sao iguais. Logo, ha
uma condi¢ao de ressonancia.

Voltando a Fig. 2.4, temos quatro painéis, cada um com um valor diferente de desca-
samento inicial. Ao redor das duas ressonancias observadas, notamos dois comportamentos
bem distintos. As particulas com condigdes iniciais préximas a r/ry, = 0 e 7 = 0 ficam
restritas a essa pequena regiao do mapa. Ja as condigoes iniciais ao redor da ressonancia,
centrada em r /7y, &~ 2 e 7 = 0, fazem excursdes muito maiores no mapa.

4

Fig. 2.5: Superposi¢ao de uma se¢ao de Poincaré para a particula teste e a correspondente condig¢ao
inicial para as particulas em vermelho. Os parametros utilizados sio ( =1, L = 1073 e
w=1,6.

Agora, vamos argumentar sobre o mecanismo de relaxacao do feixe. Na Fig. 2.5, mos-
tramos concomitantemente a secao de Poincaré e a distribuicao inicial dada pela waterbag
da Eq. (2.1.1).
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Notamos que a maior parte das particulas estao ao redor da ressonancia centrada em
r/Tym 2, 0 e 7 = 0. Entretanto, algumas particulas tém condigoes iniciais ao longo da
separatriz da ressonancia centrada em r/ry, =~ 2 e 77 = 0, ou seja, da curva azul. Ressaltamos
que a espessura dessa curva nao é maior para enfatiza-la, mas porque ela representa uma
camada de caos.

Essas particulas vao ganhar uma grande quantidade de energia e vao evaporar para
regioes mais afastadas do carogo de particulas do feixe - elas vao passar a formar o chamado
halo.

Esse é um bom ponto de partida para entendermos a relaxacao do feixe. O modelo
da particula teste, entretanto, nao é capaz de descrever o que acontece a seguir. Com ele,
conseguimos entender como a oscilagao do envelope afeta o movimento das particulas do
feixe. Mas o problema nao é auto-consistente, visto que nao recalculamos a equacao do
envelope, dado o comportamento das particulas.

De fato, a oscilagao do envelope serve como uma fonte e um sumidouro inesgotavel de
energia para as particulas, enquanto, no problema real, a energia é conservada. O que
acontece entao é que, a medida que particulas ganham energia e evaporam para o halo, as
demais perdem, e a oscilagao do envelope é amortecida, analago ao conceito de amortecimento
de Landau [25].

Outro ponto a destacar, é que esse processo evaporativo produz um aumento na emitancia,
visto que as particulas que evaporam para o halo causam um aumento na dispersao no espaco
de fases. Além disso, é claro que a distribuicao nao é mais uniforme. Esses dois fatores
colocam em duvida a validade da equacao do envelope deduzida na secao anterior.

Embora nao consigamos resolver o problema de forma auto-consistente, usando o método
da particula teste, podemos inferir o que vai acontecer. A medida que particulas sao ejetadas
para o halo, as oscilagoes coletivas sao amortecidas. Essa nova amplitude de oscilacao indu-
zird mais particulas as serem ejetadas, no entanto a energia disponivel para isso ¢ menor do
que a inicial. Logo, essas particulas nao irao para tao longe do caro¢o quanto as primeiras.

A principio, poderfamos pensar que isso se repetiria indefinitivamente - as particulas
ressonantes evaporam para o halo, e as demais tendem a colapsar cada vez mais enquanto as
oscilacoes sao amortecidas. Entretanto, como discutido na Sec. 1.2, a dinamica de Vlasov é
incompressivel. Logo, esse colapso esta limitado pela densidade da distribuicao inicial.

De certa forma, a limitacao na densidade funciona como o principio da exclusao de Pauli
para férmions. Assim, as particulas que formam o caroco tendem a ocupar os menores
valores de energia possivel, respeitando a conservagao da densidade no espaco de fases. Esse
processo é analogo a um gas de férmions idénticos, em que esses tendem a ocupar os estados
de menor energia, mas o principio de exclusao limita cada estado quantico a ser ocupado por
no maximo um férmion.

Na proxima secao vamos focar em descrever o estado quase-estaciondario para qual o
feixe relaxa, segundo essa receita. Por enquanto, voltamos ao modelo da particula teste.
Nosso foco agora é descobrir o valor maximo do raio do halo. Como ja mencionado, esse
valor maximo deve ser atingido pelas primeiras particulas que evaporam, portanto, o modelo
parece ideal para tal feito.

Podemos determinar o valor do raio do halo, para um particular caso, utilizando a secao
de Poincaré, como na Fig. 2.4 e observando o maior valor de r que uma particula, com
condigao inicial na separatriz (curva azul na figura), atinge. Entretanto, diversas vezes,
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queremos fazer calculos variando parametros e esse procedimento pode se tornar tedioso e
demorado. Para o caso de um feixe continuo bidimensional, foi determinada uma férmula
empirica para a varia¢ao do raio da halo pj, com o descasamento p [46], que diz

p’)—h = A+ Bl (p), (2.3.4)
bm

com A e B sendo aproximadamente A ~ B &~ 2. De acordo com a férmula da Eq. (2.3.4), a
dependéncia nos parametros do feixe estd contida no valor do raio casado ppy,, logo a razao
entre pp e pyy, depende apenas do descasamento p. Como tentativa de obter uma féormula
analoga para o caso de um feixe nao-continuo esférico, propomos que

()] (2.3.5)

Tbm

onde a funcao f(u) precisa ser determinada.

5,0

4.5t

12 14 16 18 20
U

Fig. 2.6: Gréfico da razao entre o raio da halo e raio casado 7, /ry,;, pelo descasamento p obtidos
através da particula teste para diferentes valor de ¢ (simbolos). A linha sélida corres-
ponde a um ajuste linear proposto, que parece bastante apropriado para descrever a
variagao do raio da halo.

A Fig. 2.6 mostra o comportamento da razao /74, como fungdo do descasamento p
para trés valores diferentes de (, representado pelos simbolos. Esses simbolos sao obtidos
colocando uma condigao inicial da particula teste na separatriz da ressonancia (curva azul das
Figs. 2.4) e evoluindo a dinamica da particula para tempo suficientemente grande, guardando
o maior raio que a particula atinge. Afim de obter o maior valor de rj, possivel, utilizamos
L — 0. Notamos que, para cada valor de p as solugoes para diferentes (, convergem para
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o mesmo valor de 7, /7y, indicando que o raio do halo também depende do parametro do
feixe ( através do raio casado rp,. Além disso, a dependéncia dessa razao em funcao de
parece ser muito bem descrita nessa regiao por uma reta, ou seja,

F(u) = A p+B, (2.3.6)
com A=1,784¢e¢ B =0,7931.

2.4 Modelo para o estado quase-estacionario

Nesta se¢ao, vamos propor um modelo baseado na similaridade da incompressibilidade
da dinamica de Vlasov com o principio de exclusao de Pauli. Relembrando, o processo de
relaxacao é o seguinte: a medida que algumas particulas do feixe entram em ressonancia
com as oscilagoes do envelope, essas ganham uma grande quantidade de energia, enquanto
a oscilagao do envelope diminui. O processo se repete até as particulas do nucleo, ou seja,
as que nao entraram em ressonancia atingem uma densidade igual a da distribuicao inicial.
Essa limitagao na densidade funciona como o principio de exclusao, nao permitindo que
dois férmions idénticos ocupem o mesmo estado quantico. Por conseguinte, modelamos o
nucleo do estado quase-estacionario como uma distribuicao do tipo Fermi-Dirac totalmente
degenerada.

Por outro lado, as particulas que evaporam para o halo sao modeladas como tendo energia
uniformemente distribuida entre ¢y e €5, onde er € a energia de Fermi e ¢, a maior energia
das particulas que formam o halo. Portanto, a fungao distribuicao é dada por (ver a Fig. 2.7
para uma ilustragao dessa distribuicao)

fos(€) =m0 [©(ep —€) + xO (en —€) O (e —ep)], (2.4.1)

onde O(z) é a fungao degrau de Heaviside, ny é a densidade do ntcleo, 1yx é a densidade do
halo e € é a energia de uma tnica particula dada por

’U2 I<LT‘2

€= —+—+9(r). (2.4.2)
2 2

Ressaltamos que a densidade do halo é uma fracao da densidade do nticleo num sentido
coarse-grained ou “macroscopico”’. Num sentido fine-grained ou “microscépico”, a incompres-
sibilidade da dinamica de Vlasov é obedecida. Para maiores detalhes, ver a Ref. [28]. Como
mostrado na Sec. 1.2, por depender de r e de v através da energia de uma particula, a
distribui¢ao da Eq. (2.4.1) é uma solucdo estacionaria da equagao de Vlasov.

Baseado na distribui¢ao inicial que estamos estudando, dada pela Eq. (2.1.1), e na
dindmica de Vlasov, identificamos a densidade do nticleo como sendo 1y = 9N, /167273 v3,.

Também podemos utilizar a férmula da Eq. (2.3.5) para calcular o raio do halo r,. De
posse de ry,, podemos calcular a energia do halo &;, notando que a distribui¢ao da Eq. (2.4.1) é
esfericamente simétrica. Entao, fora da distribuicao para r > ry,, o potencial 1(r) é o mesmo
como se houvesse apenas uma particula no centro contendo toda a carga da distribuicao.
Isso resulta num potencial

Yy, (1) = x (2.4.3)

r
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Eh

0 re M
r

Fig. 2.7: Modelo para distribuicao quase-estaciondria.

Substituindo o potencial da Eq. (2.4.3) na energia de uma particula da Eq. (2.4.2) com
r=r, e v =0, obtemos
2

kry, K
ep=—+—. 2.4.4
h 2 Th ( )

Resta-nos calcular dois parametros, er e x, para o nosso modelo. Para isso, utilizaremos
dois principios basicos: o numero de particulas e a energia total (ou energia média por
particula) devem ser conservados durante o transporte do feixe. O nimero de particulas é

dado por

Ny = / fxv)d*rdv, (2.4.5)
e a energia média por particula
2 2
E= <“2_> + “g ) 4 E,, (2.4.6)

onde (...) = [ ..f(r,v)dPrd®v e

LN,

O fator 1/2 na Eq. (2.4.7) evita que a interagdo entre duas particulas seja contada duas
vezes no calculo da energia.
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Substituindo a distribuigao inicial fy da Eq. (2.1.1) nas Eqgs. (2.4.5) e (2.4.6), temos

N
No= 16555 927; 3 /@ (rm — 1) © (v, — v) d*rd*v = Ny, (2.4.8a)
™ m-m
(v*), = ) /112@ (T — 1) O (Vg — v) dPrd®v = % (2.4.8b)
0 16723 v3, " m 5
(r*), = Y 720 (1 — 1) O (v, — v) drd*v = % (2.4.8¢)
0 16m2rd v, " " 5

Por fim, podemos calcular Ey usando 0y /0r dado pela Eq. (2.3.2) substituindo r, por
Tm, Visto que 14 também foi suposta uma distribuicao unifome. Isso resulta em

T [/o () o [D(5) o) =55 s

entao, a energia que deve ser conservada durante o transporte é

3v2  3kr2 3K
E,="m m . 2.4.10
=70 T 10 +57’m ( )

Para a distribuigao da Eq. (2.4.1), devemos calcular N e E e igualar aos resultados
obtidos nas Eqs. (2.4.8a) e (2.4.10). Comegamos calculando a densidade

Ngs(1) = /qud3v =41, {/Ooo@ (gF — %2 _ V(r)) v2dv +

x/ooo@ <eh - %2 — V(T)> S (%2 +V(r)— 5F> UZdU] , (2.4.11)

onde V(r) = 9(r) + kr? /2.
As integrais na Eq. (2.4.11) resultam em

oo 2 2[ep—V (r)] 23/2
/ © (ep -L V(r)) vidv = / Vv = [ep — V(r)]*?, (2.4.12)
0 2 0 3
0 U2 U2 .
Olen——=-V() )OO =+V(r)—ep|vidv=
. 2 2
2[en—=V(r)] 23/2 23/2
/ Vdv="[e, = V() = Z—[ep — V()P (24.13)
oer—V ()] 3 3

Substituindo os resultados da Egs. (2.4.12) e (2.4.13) na densidade da Eq. (2.4.11),
obtemos

27/27.”70
Ngs(r) = 3

{(1—X)@(7“c—7") en - vl -

XO (rp, — 1) [eh —Y(r) — %ﬂ] 3/2} , (2.4.14)
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onde 7. é o valor maximo do raio das particulas do nticleo (core). O nimero total de particulas
serd obtido integrando a densidade em todo espaco

911/2 -2 Te 273/2
Nqszﬂ{u—x)/ er - wt) = |+
0

3
" k232
X/o |:5h —(r) — 7] r2dr} . (2.4.15)

Os cdlculos de (v?) e (r?), para a distribuicao da Eq. (2.4.1), sdo feitos de forma similar
ao do numero de particulas

1 213/232p, Te o2 %/?
(%) =g, [ wteito =25 = [ oo —ote) - 5| st s

1 91/252p, re 2732
(D=5 [ fartrdto =2 =y [* |er v - 5| vt

Agora utilizamos a Eq. (2.4.7) para calcular a contribuigdo do potencial 1) para a energia
média por particula, lembrando que ja foi argumentado que fora da distribuicao o potencial
é dado pela Eq. (2.4.3),

1 N TIANE > K\*, |
qus—ﬁ[/o (E) rdr—i—/rh (_ﬁ> redr| =

K 1 [™/op\®,
E+ﬁ/0 (E) rdr. (2.4.18)

Assim, a energia média por particula, quando o sistema atinge o estado quase-estacionario,

¢é dada por
(V%) K ()

5t Tt By (2.4.19)

Em principio, precisamos apenas igualar Nos = Ny e F,s = Fy para descobrir os parame-
tros x e er que satisfazem conservacao do nimero de particulas e de energia. Todavia, tanto
N,s quanto E,, dependem do potencial ¢(r), que ainda é desconhecido quando o sistema
relaxa para a distribuicao quase-estaciondria. Para determinar 1,5, usamos a equacao de
Poisson, dada na Eq. (2.2.1b), em coordenadas esféricas

d*ys n 2dyys | ATK

() =0. 2.4.20
dr?2 7 dr * N, s (1) ( )

Eu =
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Na Eq. (2.4.14), n, depende de ¢ de uma forma nao-linear, portanto a Eq. (2.4.20)
precisa ser resolvida numericamente. Fsse nao é o caso quando o feixe é continuo, onde
a dependéncia de n, em 1) é linear, o que possibilita a obtencao de um sistema de equacoes
transcendentais para obtencao dos parametros x e ep [22]. Ademais, a equagao para s
depende dos parametros x e €p, logo temos um problema em que precisamos saber x e ep
para obter ¢, e vice-versa. Por conseguinte, temos que utilizar um método iterativo (por
exemplo, Newton-Raphson) para solucionar o problema.
Resumindo, temos um sistema de duas equacoes

Nqs - NO, (2421&)
E,, = Ey, (2.4.21D)

que usamos para descobrir os parametros x e er. Como precisamos desses parametros para
calcular 1), temos que usar um método iterativo. Para tal, propomos valores para x e ep e
calculamos N, e E ;. Em geral, o resultado sera diferente das condigoes das Eqs. (2.4.21).
Entretanto, usando o método de Newton-Rhapson, obtemos uma nova estimativa para y e
er. Repetimos o processo quantas vezes forem necessarias, esperando que convirja para as
condigbes da Eq. (2.4.21) com a precisao desejada.

2.5 Simulacao e resultados

Para testar nosso modelo para o estado quase-estacionario da Eq. (2.4.1), fazemos uma
simulagao do transporte do feixe. Por causa da simetria esférica da distribuicao de particulas,
podemos utilizar a Lei de Gauss para calcular interacao entre elas, o que diminui o tempo de
computacao. A equacgao de movimento para uma particula com raio r; na simulacao é dada
por

dQT'Z‘

2
D 1 K

d =t T a2 0, 254
7 (2 ]

onde py é o momentum angular constante da particula, N é o nimero total de particulas
na simulacao e a soma no tultimo termo conta o nimero de particulas com raio menor que
ri. Fazendo uma analogia com a eletrostédtica, K/N x 3, © (r; — r;) seria a fragao da carga
total dentro da superficie gaussiana.

Os resultados mostrados a seguir sao obtidos simulando N = 5000 particulas distribui-
das inicialmente de acordo com a Eq. (2.1.1). Durante o transporte do feixe, monitoramos
diversas quantidades como a energia média por particula, o envelope e a emitancia. Em parti-
cular, usamos a emitancia para determinar quando o feixe atinge o estado quase-estacionario
- basta notar quando seu crescimento satura.

A Fig. 2.8 mostra uma comparacao da densidade do feixe, obtida através da nossa
teoria da Eq. (2.4.14) (linha sélida) e da simulac¢do (simbolos). Na Fig. 2.8(a) temos um
descasamento inicial do feixe de 60%, ou seja, p = 1,6 e parametro ¢ = 0,1 que consideramos
um valor pequeno de carga espacial. Ha uma boa concordancia entre simulacao e modelo.
A tnica regiao em que ha uma discordancia mais significativa é a da transicao do nucleo
para o halo, o que indica que as particulas do nicleo nao ocupam completamente os estados
de menor energia. Em vez disso, algumas podem ser excitadas para estados com energia



Capitulo 2. Relaxacgao nao-colisional em um feixe esférico 37

(@)

n(r)

14 (b)

n(r)

0,8,

Fig. 2.8: Comparagao da densidade do feixe no estado quase-estacionério de acordo com o nosso
modelo (curva sélida) e simulagao de N-particulas (simbolos). Os parametros utilizados
sato (=0,lepu=16em (a)e(=10epu=1,6em (b).

e 2 ep [21]. Isso é um pouco mais perceptivel na Fig. 2.8(b), em um caso de um feixe com
carga espacial maior ( = 1,0 e com mesmo valor de descasamento inicial 4 = 1,6.
Ressaltamos que essa discrepancia nao é resultado de um tempo insuficiente de inte-
gracao da dinamica das particulas, mas uma propriedade intrinseca da distribuicao quase-
estacionaria em feixes de particulas carregadas. Nao obstante, os resultados sao contundentes
em ambas as situagoes, especialmente para regiao do halo. Como medimos a qualidade do
feixe através do crescimento da emitancia, e este depende fortemente das particulas que eva-
poram para o halo, esperamos que o nosso modelo seja eficaz para calcular essa quantidade.
A emitancia inicial ¢y pode ser obtida utilizando a Eq. (2.2.4) com médias (v?), e (r?),
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calculados nas Eqs. (2.4.8b) e (2.4.8c), respectivamente, lembrando que (i), = 0. Assim,
€0 = T'mUnm.- (2.5.2)

Para o cédlculo da emitancia no estado quase-estaciondrio €,s, fazemos o mesmo procedi-
mento, porém usando (v?)_ e (r?)  calculados nas Eqs. (2.4.16) e (2.4.17), respectivamente,
notando que (r-r) o dry/ds, como visto na Eq. (2.2.3a), e a derivada do envelope é nula
para um feixe estacionario.

A Fig. 2.9 mostra o crescimento da emitancia €,, /€y como fungao do descasamento inicial
1. A curva sélida mostra a previsdo do nosso modelo, enquanto os pontos representam o
valor estacionario da emitancia na simulacao. Novamente analisamos dois casos ( = 0,1, na
Fig. 2.9(a), e ¢ = 1,0, na (b). Notamos uma excelente concordancia entre a simulagao de

(@)
25
€gs 2.0
€0
15
1'9.0 12 14 16 18 20
M
(b)
25
€gs 2.0
€0
15
1'9.0 12 14 16 18 20
M

Fig. 2.9: Crescimento da emitancia em fungao do descasamento. Em (a) temos ¢ = 0,1 e em
(b) ¢ = 1,0. A curva sélida é o valor previsto do modelo, enquanto os simbolos sao o
resultado da simulagao de N-particulas.
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N-particulas e o modelo. Como citado anteriormente, o crescimento da emitancia depende
predominantemente das particulas que evaporam para o halo, portanto, esse resultado nao
é nenhuma surpresa quando observamos que a porcao do halo na Fig. 2.8 concorda muito
bem com o modelo.

Outra quantidade essencial para medir a qualidade do feixe é o nimero de particulas que
evaporam para o halo. Em geral, definir precisamente o halo nao é trivial [47], especialmente
na analise da simulagao em que ainda nao ha um critério claro para separar particulas do nu-
cleo e do halo. Entretanto, nosso modelo para distribui¢ao quase-estacionaria da Eq.(2.4.1),
diferencia claramente as particulas do nicleo (as que tém € < ep) ¢ as do halo (ep < € < &p).
Podemos, entao, calcular a fragao das particulas que evaporam para o halo de acordo com
nosso modelo como

% = TIOX/@ (en —€) O (¢ — ep) d*rd’v. (2.5.3)
0,12
0,10¢
0,08r
m—z 0,06}

0,04¢

0,02r

0,005 14 16 18 20

u

Fig. 2.10: Fragao de particulas que evaporam para halo em fungdo do descasamento. Analisamos
dois casos de ¢ como estd indicado na figura.

A Fig. 2.10 mostra a fracao de particulas que evapora para o halo em fungao do desca-
samento inicial u de acordo com nossa a teoria. Continuamos analisando dois casos, ( = 0,1
(linha sélida) e ¢ = 1,0 (linha pontilhada). Como mencionado anteriormente, ndo ha um
critério para determinar quais sao as particulas do halo na simulagao, portanto nao é feita
nenhuma comparacao. Como esperado, o nimero de particulas que evapora para o halo
aumenta com o descasamento, ja que a oscilagao do envelope é maior, entao, o feixe tem
mais energia disponivel para enviar particulas para o halo.

Um fato menos 6bvio é que o nimero de particulas que evaporam para o halo é maior
quando a interacao entre as particulas é menor. Isso também acontece num feixe continuo



Capitulo 2. Relaxacgao nao-colisional em um feixe esférico 40

[22]. Ainda assim, a carga total que evapora para o halo, dada por (Nj /Ny, é a maior para
o feixe mais intenso.



Capitulo 3

Estabilidade do modo de oscilacao
simétrico de um feixe esférico

No Cap. 2, investigamos a relaxagao de um feixe esférico para o estado quase-estacionario.
Sabemos, entretanto, sobre a dificuldade experimental de lancar um feixe perfeitamente
simétrico. Supondo que o aparato experimental é planejado para criar um feixe esférico,
em geral, ainda teremos uma pequena anisotropia. Nesse caso, ha duas possibilidades: se o
modo simétrico de oscilacao for estavel, o feixe vai tender a ficar aproximadamente esférico;
nao obstante, se o modo for instavel, essa pequena anisotropia acopla a dinamica dos graus
de liberdade, fazendo o feixe crescer numa direcao em detrimento de outras. No ultimo caso,
fica claro que ha uma quebra na simetria.

Esse argumento mostra a importancia de determinar a estabilidade desse modo em funcao
dos parametros do sistema. Em feixes continuos, foi mostrado que a quebra de simetria entre
os graus de liberdade transversais a propagacao do feixe pode ocorrer para descasamentos da
ordem de 100%, ou seja, p = 2 [19]. Apesar de grande, esse é um valor realista em algumas
aplicagoes [48].

Neste capitulo, focaremos em analisar a estabilidade do modo de oscilagao simétrico
devido a uma pequena anisotropia entre a distribuicao axial e azimutal de particulas. O
resultados mostrados aqui foram publicados na Ref. [49].

3.1 Equacao do envelope

Na equagao do envelope para um feixe esférico, deduzida na Sec. 2.2, todos os graus de
liberdade estao vinculados, e a oscilacao sera sempre simétrica. Para analisar a possibilidade
de quebra de simetria, temos que deduzir novas equagoes para o envelope. Supomos que as
particulas estao distribuidas com densidade dada por

2 2
n (p,2) = #@ <1 — p_2 — Z—) , (3.1.1)

2
37T Pm~Am

onde p = (22 +4?)Y2 e py, e 2, sdo os maiores valores de raio transversal e da posicio axial
em que as particulas estao distribuidas, respectivamente. O objetivo neste capitulo é que os
valores de p,, e de z,, sejam similares, mas vamos deixa-los genéricos por enquanto.

Assim como na Sec. 2.2, definimos o envelope de tal forma que o envelope do feixe coincida
com as particulas mais externas do feixe para a distribuigao uniforme da Eq. (3.1.1). Isso
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resulta em

=12 ) (3.1.2a)
2z, = /b (22), (3.1.2b)

para o envelope transversal e axial, respectivamente. A Fig. 3.1 mostra uma representacao
de um feixe elipsoidal e dos envelopes p, € 2.

Fig. 3.1: Representagdo do feixe elipsoidal no referencial do laboratério. O envelope do feixe é
definido de forma que representa o tamanho do feixe para uma distribui¢ao uniforme de
particulas.

As equagdes que regem o movimento de uma particula do feixe, na direcao transversal e
axial, respectivamente sao

d?

d_sg = —K,p— V1, (3.1.3a)
d*z oY

@ = —RzzZ — a, (313b)

onde escolhemos deixar «, e x, genéricos durante a deducao.
A partir daqui, a dedugao é bastante similar a feita na Sec. 2.2. As duas primeiras
derivadas da Eq. (3.1.2a) sao

== (p-p). (3.1.4a)

=L+ 2 (p-p). (3.1.4b)
b
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onde
&= 2L () - (o )" 3.15)

¢é a emitancia transversal.
Utilizando a Eq. (3.1.3a), podemos calcular a média (p - p), que aparece na Eq. (3.1.4b),
como

(p-p)= —gﬁppi - <pg—1ﬁ> : (3.1.6)

O célculo do potencial 1) é muito mais complicado e extenso que o feito na Sec. 2.2 para um
feixe esférico. O leitor interessado pode consultar o apéndice B. Neste ponto, utilizaremos o
resultado obtido na Eq. (B.36) para calcular a média

aw> 1 / O ; 3K | arccos (;Z) % 2,
p— )= — [ p=—np(p,2)d’r = ——— — — ;- 3.1.7
(r3p) = [ P52 2 |y A@- |5 G

Substituindo as Eqs. (3.1.6) e (3.1.7) na Eq. (3.1.4b), obtemos a equagao do envelope
transversal
e 3 |pvarccos (;—Z) %

ﬁb: —K pb+—p+— — . (318)
’ Py 2 (02— 227 poloy — 2)

De forma similar, as duas primeiras derivadas da Eq. (3.1.2b) sao

Zp = Zib (z2), (3.1.9a)
PR S ey (3.1.9b)
2y Zp
onde 1/2
e, =5 [(2%) (8%) — (28)°] ", (3.1.10)

¢ a emitancia longitudinal.
Utilizando as Egs. (3.1.1) e (B.38), podemos calcular a média (zZ) da seguinte forma

| 9 oY I 1 / o 3
(22) = 5”$sz <Z az> = 5/‘€sz N, Zaz ny (p,2) d°r =

1, 1 arccos (%) 1,
— —k.2l 43K - —220 (3.1.11)
5 aln—2) (-] 5"

Substituindo o resultado da Eq. (3.1.11) na Eq. (3.1.9b), obtemos

2 1 2} arccos (;—Z)
5= —kozp + = 4+ 3K - : (3.1.12)
% oy —2) (g2 —22)"?

que é a equacao do envelope longitudinal.
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Assim como feito na Sec. 2.2, podemos reescalar py, 2, e s de forma a diminuir o nimero
de pardmetros independentes no modelo. Escolhemos py — (€2/k,)Y4py, 2, = (€2/5,) 2 €

s — /1;1/23. Dessa forma, as Eqgs. (3.1.8) e (3.1.12) ficam, respectivamente,
1 3¢ | poarccos (z—:) %
pp=—pp+ =+ = — : (3.1.13a)
pe 2| (-2 mlop — =)
2p
) 32 1 2p AICCOS <E)
Zy = —azy,+ — + 3¢ — , (3.1.13b)
% by —2) (2 —22)*?

onde a = k,/k, é a razdo entre o coeficiente das forcas focalizadoras longitudinal e trans-
versal, § = €,/¢, ¢ a razdo entre a emitancia longitudinal e transversal, e ( = K/ (ﬁp p)l/ !
é um parametro que mede a intensidade do feixe.

Integrando as equagoes de Hamilton, podemos descobrir qual hamiltoniano da origem a

essas equacoes. Isso resulta em

2 2 1 2 arccos ( Zb )

p?
H(ppwpzbvpbazb) £ 4=y p + CY— + — —|— —_— —|— 3C

— "7 (3.1.14)

onde p,, € p,, sao os momentos conjugados a p, € a 2, respectivamente.

Por fim, podemos descobrir os semi-eixos principais do elipsoide casado py, € zpm, Ou
seja, o elipsoide em que a forca restauradora é igual a forga repulsiva, colocando p, = 0 e
Z, = 0 quando pp = ppm € 2 = Zpm na Egs. (3.1.13), o que resulta em

3¢ Pbm ATCCOS (ZZ:) .
Or — =D - —1=0, (3.1.15a)
L R e TE O g 2
1 Zbym ArCCOS (;Z:) )
B [ e e B )

Por ser um conjunto de equacgoes acopladas e transcendentais, é necessario resolvé-las nume-
ricamente.

3.2 Analise da estabilidade

Para analisar a estabilidade do modo simétrico, comeg¢amos construindo mapas de Poin-
caré para dinamica do envelope dada pelas Eqgs. (3.1.13).

Como o hamiltoniano da Eq. (3.1.14) é independente do tempo, ele é uma constante de
movimento. A principio, podemos reescrever z, = (pp, Pz, .06, H). Notamos que o movimento
no espago de fases 4D estd restrito a uma hipersuperficie de H constante. Portanto, dado
um valor de H, apenas trés das variaveis canonicas sao necessarias para descrever o sistema,
ja que podemos calcular a quarta através dessa relagao.

A sec@o de Poincaré é construida da seguinte forma [45]:
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(a) Como queremos trabalhar com feixe quase esférico, colocamos o = 1 e f = 1. A
pequena anisotropia considerada vem da distribuicao de particulas. Os parametros
livres sao ( (intensidade do feixe) e p (descasamento inicial).

(b) Calculamos H da Eq. (3.1.14) como Hy = H(0,0,44p0pm ,/4Zbm )-

(c) Para essas condigoes iniciais, evoluimos a dinamica do envelope e colocamos num grafico
valores de p, X p,, toda vez que p,, =0 com p,, <0

(d) Escolhemos novas condigoes iniciais p,,(0) = 0, p,,(0) = 0, pp(0) = Lppom, 2(0) =
=2pm- Entretanto, para pertencer ao mesmo mapa de Poincaré, os valores de p1, e f1,
devem ser tais que H(0,0,10p0pm 2 2bm) = Ho.

(e) Para essas novas condigoes iniciais, retornamos ao item (c). Fazemos isso quantas vezes
forem necessarias para observar padroes entre as dinamicas transversal e longitudinal
do envelope.

Na Fig. 3.2, mostramos um mapa de Poincaré para parametros ( = 1 e u = 2. Notamos
um ponto fixo em p, = 2,44 e p,, = 0. Lembramos que esse ponto fixo do mapa nao ¢ um
ponto fixo da dinamica. O argumento ¢é similar ao feito na Sec. 2.3: a condicao para colocar
um ponto no grafico é, basicamente, a cada periodo de oscilacao do envelope longitudinal,
logo, esse ponto indica uma condi¢ao de ressonancia.

De fato, além de ser uma ressonancia, o real significado desse ponto é que ele é a condicao
em que [, = pt, = p. Portanto, o feixe é exatamente esférico. E possivel ver na Fig. 3.2 que
esse ponto é estavel (também conhecido como eliptico na linguagem de sistemas dinamicos).
A ideia agora é tentar descobrir se existem parametros ¢ e p tais que ele fique instavel (ou
hiperbdlico).

+ -
*
I3 4
s '
-
s .
s
Fi

20 2.1 22 23 24 25 26 27

£b

Fig. 3.2: Secdo de Poincaré obtida através das Eqgs. (3.1.13). Os parametros utilizados sao p = 2
e ¢ = 1, e a condicao para colocar valores de p, x p,, no grafico é p., = 0 com p., < 0.
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O calculo da estabilidade do ponto fixo tem duas partes. Na primeira, queremos descobrir
a localizagao do ponto fixo que representa a ressonancia no mapa. A segunda, visto que
sabemos onde se encontra o ponto fixo, é fazer uma analise de estabilidade linear ao redor
desse ponto.

Supondo que num tempo s = s,, p,, (s = s,) =0 e p,, (s = s,) < 0. Portanto, o ponto

X}::(“) (3.2.1)
Dpy, s=sp

estd localizado no mapa de Poincaré. Seja Po mapeamento que leva um ponto X, do
mapa de Poincaré para o préximo ponto, isto é, o préximo valor de s = s, 4+ ds em que
Do (s=5,+0s) =0ep,(s=s,+0s) <0. Entao

Xo1 = P(X,). (3.2.2)

Se X* é um ponto fixo do mapa de Poincaré, a aplicacao de P sobre esse ponto deve ser
ele proprio, ou seja,

X* = P(X"). (3.2.3)

Definindo
R(X)=P(X) - X, (3.2.4)
o problema de encontrar X* é equivalente a calcular as rafzes da equacao R()? *) = 0.

Podemos, entao, utilizar métodos numéricos para encontrar o valor de X*.
Para a analise da estabilidade, a ideia é expandir em torno desse ponto o mapeamento
P(X), mantendo apenas termos lineares em X. Ou seja,

— —

X1 = T (X, — X)) + X7, (3.2.5)

onde <7 ¢ a matriz Jacobiana 7 =dP / an. Definindo ,, = )Z'n—X' * e procurando solugoes
do tipo 1, = A"u, obtemos
T .a=a (3.2.6)

Portanto, a solucao do mapeamento linear esta contida no problema de autovalores da Eq.
(3.2.6). Como X,, ¢ um vetor de dimensao dois, teremos dois autovalores e dois autovetores
como solugao da Eq. (3.2.6). A solugao geral é, portanto, a combinacao linear

/l_jn = C+)\16+ + C_)\Tiﬁ_, (327)

onde ¢, e c_ sao constantes. Notamos que, se a parte real de um dos autovalores |[Re{A}| > 1,

i, diverge, ou seja, a solucao linear tende a se afastar do ponto fixo a cada iteracao do mapa.

Em tal caso, o ponto fixo é instdvel. Se todos autovalores sao tais que |Re{A}| < 1, o ponto

é estavel, pois, a cada iteracao do mapa, a solucao tende a ficar mais préxima do ponto fixo.
O célculo dos autovalores de <7 resulta em

A =AE£VAZ -1, (3.2.8)
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onde A/2 = Tr[<7] ¢ o trago da matriz Jacobiana. Também usamos o fato de que o sistema

¢ hamiltoniano, por conseguinte o mapa de Poincaré é simplético, e o determinante de é
a unidade.

Olhando para os autovalores da Eq. (3.2.8) e levando em conta os argumentos feitos sobre
a relagao entre a estabilidade do ponto fixo e os valores de A, constatamos que o ponto fixo
é estavel se |A| < 1 e instével se [A| > 1. O caso |A| =1 é a transigao entre os dois regimes.

Resumindo, para determinarmos a estabilidade do ponto fixo, calculamos a matriz Jaco-
biana no ponto fixo e, entao, calculamos seu traco. Em termos praticos, calcular de forma
analitica as derivadas do mapeamento ]3()2 ), é a parte mais desafiadora. Por isso, desenvol-
vemos um método totalmente numérico para calcular a jacobiana.

Para construir a Fig. 3.3, fixamos ¢ = 1, variamos o descasamento 1 < p < 6 e calculamos
os valores de A para cada valor de pu. Para pu = 2, que é o caso mostrado na Fig. 3.2, a
analise de estabilidade linear mostra que o ponto é, de fato, estavel.

Aumentando o descasamento, observamos um aumento lento de A. Entretanto, para
i~ 4,95, a curva finalmente cruza a linha pontilhada, que representa a condigao para o
ponto fixo ficar instavel.

1,1
g 10 —
0,9
A 08
0,7
0,6

[y
J

™1 2 3 4 5 6
u

Fig. 3.3: Indice de instabilidade A como funcao do descasamento para ¢ = 1. A linha pontilhada
indica a transi¢do de um regime estével (A < 1) para instavel (A > 1).

Esse valor representa um descasamento da ordem de 400%, o que quase nunca serd
observado num experimento real, ja que feixes sao, usualmente, gerados de forma a estarem
o mais préximo possivel da condigao casada.

Na Fig. 3.4, mostramos o espago de parametros ( X . As areas em cinza claro representam
um conjunto de parametros em que o ponto fixo é estavel, enquanto que as em cinza escuro
sao regioes de instabilidade. Notamos a presenca de um minimo no grafico. Isso esta de
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5,04

5,02

5,00

u
4,98

4,96 Estével

4,94 0,5 1,0 1,5 2,0

4

Fig. 3.4: Espago de pardmetros ¢ x . As partes em cinza claro indicam que o ponto fixo é estével,
enquanto, para parametros na regiao em cinza escuro, o ponto € instavel.

acordo com o argumento da Ref. [19], que diz que tanto nos limites ( — 0, quanto ¢ — oo,
a dinamica entre os graus de liberdade desacopla, portanto, o modo simétrico é estavel.
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Fig. 3.5: Secao de Poincaré obtida através das Eqgs. (3.1.13). Os parametros utilizados sao p = 6
e ( = 1. Notamos que condigbes iniciais proximas ao ponto fixo centrado em pp = 7,32
e pp, = 0 tendem a se afastar desse ponto.
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Notamos que, de fato, os valores minimos de descasamento para qual ha instabilidade
ocorre ¢ da ordem de p = 5. Isso ocorre justamente para ¢ =~ 1,05, valor proximo ao usado
para construir a Fig. 3.3.

(a)

2,5

20|
Pb, ¢ Zy

1,0

|yl
O’”o 50 100 150 200

g0 (b)
ﬁ i

50 100 150 200
S

Fig. 3.6: Solugoes das equagoes de envelope para um caso estdvel e instdvel nos painéis (a) e
(b), respectivamente. Notamos que, em (a) o feixe, que comegou com uma pequena
assimetria, permanece praticamente esférico. J4 no caso (b), a instabilidade acopla a
dinamica dos envelopes e ha quebra de simetria.

Por complementaridade, mostramos, na Fig. 3.5, o mapa de Poincaré para ( = 1 e
i = 6, quando o ponto fixo, localizado em p, ~ 7,32 e p,, = 0, ¢ instdvel. Notamos que
condigoes iniciais proximas ao ponto fixo se afastam dele, comportamento bem distinto ao
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da Fig. 3.2, para um caso estavel. Ressaltamos que esse é o ponto de interesse para analisar
a estabilidade da oscilagao simétrica. O outro ponto fixo presente na Fig. 3.5, centrado em
Py~ 7,8 ¢ p,, =0, é apenas uma condigao em que p; e 2, tém mesma frequéncia.

Também mostramos na Fig. 3.6 solugoes das Eqs. (3.1.13), as equagbes do envelope,
para os casos das Figs. 3.2 e 3.5. Na parte (a), para p = 2 e ( = 1, comec¢amos com um
feixe levemente anisotrépico, isto é, u, ~ 2,01 e pu, =~ 1,98. Lembramos que calculamos p, e
. de forma que H(0,0,1tpppm 12 26m) = H(0,0,10ppm,1425m). Observamos que é praticamente
impossivel distinguir as curvas preta e vermelha, que representam p, e z;, respectivamente.
Portanto, o feixe permanece praticamente esférico nesse caso.

Na parte (b), para =6 e ( = 1, e condicbes iniciais i, ~ 6,03 e p, ~ 5,94, percebemos
um forte acoplamento entre as dinamicas, causado pela instabilidade. Olhando a figura,
notamos que os graus de liberdade do envelope trocam energia, o que faz a amplitude de p,
crescer a custa de z,. Concluimos, entao, que ha quebra de simetria nessa circunstancia.

Como conclusao para esse capitulo, ressaltamos que a analise feita para a estabilidade
do modo de oscilagao simétrico mostrou que, no regime da vasta maioria das aplicacoes,
esse modo ¢ estavel. Isso reforca que, o nosso modelo para descricao do estado quase-
estacionario, apresentado no Cap. 2, pode ser usado para descrever, com 6tima precisao,
feixes aproximadamente esféricos.



Capitulo 4

Estabilidade nao-linear de um feixe
elipsoidal

Como argumentado na Sec. 1.4, a origem das forcas que focalizam o feixe é diferente na
direcao transversal (campo magnético) e na longitudinal (onda RF'). Na Sec. 3.1, deduzimos
as equagoes do envelope para um feixe com simetria elipsoidal, que sao

) 1 3¢ |parccos <%) %
pp=—pp+ =5+ - : (4.1a)
g 2| (=22 (e} —23)
2b
) 8 1 2p ATCCOS <E>
Zy=—az+ — + 3¢ - . (4.1b)
% (0 —23) (o2 —22)*?

No caso do Cap. 3, consideramos o = 1. Na andlise a seguir, nao imporemos restri¢oes
sobre o = K./k,, que é a razdo entre o coeficiente das forgas focalizadoras. Entretanto,
continuaremos usando S = 1, ou seja, que as emitancia transversal e longitudinal sao iguais.
Ressaltamos que, a andlise realizada neste capitulo pode ser feita para qualquer valor de j3,
apenas escolhemos um valor para diminuir o ntimero de parametros.

O resultados mostrados nesse capitulo também foram publicados na Ref. [49].

4.1 Analise da estabilidade linear

Comegamos a analise das Eqgs. (4.1) fazendo o cdlculo de estabilidade linear. A condigao
de equilibrio para essa simetria ¢ obtida colocando p, = 0 e 2z, = 0 quando p, = ppn €

Zp = Zbm-
3¢ Pm arcCos <Z’)—m> %
4 3 m m
Pom — —Pim - —-1=0, (4.1.1a)
2T (g =2 ) (P — )
Zbm ArCCOS (zb—m>
azp, —3(2 ! — |~ 8% =0. (4.1.1b)
m m <pgm _ Zb2m> (pzm . ng)d/Z

A ideia é procurar solugbes em torno desse ponto fixo e determinar a sua estabilidade.
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Salientamos que esse procedimento ¢é diferente da andlise feita na Sec. 3.2. Naquele caso,
examinamos a estabilidade de um ponto fixo do mapa de Poincaré, que é uma condicao de
ressonancia entre os envelopes longitudinal e transversal. Aqui, estamos, de fato, estudando
a estabilidade do ponto fixo da dinamica do envelope.

Relembramos que as Eqgs. (4.1) podem ser deduzidas do hamiltoniano

p P2 i 22 82 arccos (Z—Z)
H 0 Pbs = 24+ =+ — + 33— 4.1.2
(Ppy Pz oo0,20) =~ + SE+ P+ o + g 25+C 2 (4.1.2)
Sejam as variaveis canonicas em notacao simplética
Pb
Q= 4.1.3
. (4.1.3)
Pz,
Podemos escrever as equagoes de Hamilton como
d — aH
Q = Q- (4.1.4)
dt 8@
onde a matriz
0O 0 10
<« 0 0 01
0 = 1 0 00 (4.1.5)
0 -1 0 0
O ponto fixo da dinamica é dado por
Pbm
g = 2’6’“ . (4.1.6)
0

Escrevemos, entao, Cj = Q* + &, substituimos na Eq. (4.1.4) e expandimos em série de
Taylor, mantendo apenas termos lineares em A, que é uma perturbacao infinitesimal em
torno do equilibrio. Isso resulta em

dA -
©_7 A (4.1.7)
dt
onde a matriz Jacobiana pode ser escrita em termos das derivadas do hamiltoniano como
0%H o%H 0%’H 0%H
o, Ipp Oppy, Oz op3, Opp}, Opz,
? 02H 02H 02H 02H
_ | 9pz0p  Opz,0z,  Opz,Opp, op2,
- _9?H _ 9*H 9%H 8*H (4'1'8)
ap Opp0z,  OpyOpp,  OpOpz,
02H 0%H 02H 02H

0z,0pp - 825 azbappb T 0z Opz, Q‘ Q“*
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Procurando solugoes do tipo

A = Pet, (4.1.9)
para a Eq. (4.1.7), obtemos o problema de autovalores
TP =P (4.1.10)

Assim, a relagdo de dispersao em funcdo dos parametros do sistema, w = w(a,3,(),
sao os autovalores da matriz ? da Eq. (4.1.8). Essa relagao de dispersao corresponde as
frequéncias permitidas para perturbagoes infinitesimais em torno do ponto.

Uma analise detalhada do problema mostra que temos dois pares de autovalores de ? na
forma w = twy e w = wg. Além disso, os autovalores sao reais. Temos duas possibilidades
para a solucao geral da Eq. (4.1.7). Se wa # ws,

A(t) = ¢hPre™at 4 ¢ Pre ™4l 4 ¢t Pest 4 ¢g Pye st (4.1.11)

onde cjg, Cy, cg e cg sao constantes. Como os autovalores sao reais, notamos que, nesse caso,
o ponto fixo é sempre estavel.
Entretanto, quando w4 = wg = w, a solucao geral do problema é

A(t) = Clﬁleiwt + CQﬁQGiiwt —+ C3ﬁ3t€th + C4p’4t€7iwt, (4112)

com ¢y, ¢, C3 € ¢4 constantes, onde notamos que ela diverge com o tempo. Portanto, o ponto
fixo é instavel. Concluimos que a tnica possibilidade de instabilidade linear da-se quando as
frequéncias w4 e wg sao degeneradas.

[y

p=1
4 §:5

0 1 2 3 4 5 6
a

Fig. 4.1: Relacao de dispersao para o movimento linearizado em fun¢ao do parametro o. Notamos
que nao ha degenerescéncia dos modos simétrico e antissimétrico; logo, o ponto fixo é
linearmente estavel.
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Na Fig. 4.1, temos a solucao da relacao de dispersao para parametros f = 1 e ( = 5,
com « variando. Mostramos apenas valores de w positivo, ja que o resultado é andlogo para
valores negativos. Como pode ser observado, os dois ramos referentes a wg e a w, nunca
se cruzam. Portanto, a andlise de estabilidade indica que, no regime linear, o ponto fixo
é sempre estavel. Isso concorda com o que foi predito na Ref. [50]. Mostramos isso para
apenas um conjunto de parametros 3 e (, entretanto, constatamos que isso é verdade para
quaisquer valores de o > 0, de § > 0 e de ( > 0. Ressaltamos que o valor usado de ( =5
serve para a analise de um regime dominado pela carga espacial e facilita na comparacao
com a simulacao feita mais adiante, j4 que é necessario um tempo menor para o efeito da
instabilidade surgir nesse caso. Essa é a razao para escolha desse parametro em detrimento
ao valor ( = 1 utilizado até o momento.

Uma questao nao discutida até agora é o significado dos modos w4 e wg. Se as condicoes
iniciais da Eq. (4.1.7) forem tais que os coeficientes ¢ = 0 e ¢g = 0 na solugao geral da Eq.
(4.1.11), o resultado é uma oscilagao antissimétrica (ou completamente fora de fase), como
mostrado na Fig. 4.2, com periodo de oscilagao T' = 27 /wa.

0 2 /on
S

Fig. 4.2: Solugao antissimétrica para o movimento linearizado.

No caso de as condicoes iniciais forem tais que os coeficientes cjg =0ecy =0, os
envelopes transversal e longitudinal oscilam de forma simétrica (ou em fase), com frequéncia
wg, como mostra a Fig. 4.3. Para qualquer outra condi¢ao inicial, a solugao vai ser uma
combinagao desses modos.

Embora a Fig. 4.1 mostre que nao existe nenhuma condigao direta (ou 1:1) de ressonancia
entre esses modos, temos duas condigoes de ressonancia do tipo 1:2, como podemos ver na
Fig. 4.4

Notamos que uma dessas condigoes ocorre para a > 1, ou seja, K, > K,, enquanto a outra
ocorre para a < 1, ou seja, k. < k,. Também verificamos que isso acontece para quaisquer
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0 o ws
S

Fig. 4.3: Solucao simétrica para o movimento linearizado.

p=1
4 §:5

a~3,983

1 2 3
a

D
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()]

Fig. 4.4: Mostramos as duas condigoes de ressonancia 1:2 dos modos simétrico e antissimétrico.
Uma ocorre para o < 1 e outra para o > 1. Essas condigoes indicam a possibilidade de
instabilidades num regime nao-linear para « em torno desse valores de ressonancia.

valores de [ e (.
Podemos entender, simplificadamente, o que significa essa condi¢ao de ressonancia 1:2,
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olhando para o seguinte exemplo. Sejam as equacoes acopladas

i+ w’a = b, (4.1.13a)
b+ wb=0. (4.1.13b)

A solucao da segunda equacao é do tipo b = ¢!, Substituindo na primeira, obtemos
i+ wla = ¥t (4.1.14)

Assim, temos solugdes seculares (que aumentam linearmente com o tempo) do problema
quando w, = 2wy. Portanto, esse tipo de ressonancia somente sera observada quando levamos
em conta termos nao-lineares, como b? no exemplo.

Recapitulando, uma andlise linear em torno do equilibrio mostrou que o ponto fixo é
sempre estavel nesse regime. Entretanto, verificamos que ha possibilidade de uma ressonancia
1:2 entre os modos simétrico e antissimétrico, o que podera causar uma instabilidade no
regime nao-linear. Isso serd investigado na proxima secao.

4.2 Instabilidade nao-linear

Na Sec. 4.1, procuramos solugoes das equagoes do envelope ao redor da solugao casada.
A diferenca da analise que sera feita nesta secao para a realizada na anterior, é que la
consideramos amplitudes infinitesimais em torno de u = 1, enquanto aqui, teremos um valor
arbitrario do descasamento .

Se substituirmos a condigao casada no hamiltoniano da Eq. (4.1.2), ou seja, H =
H(0,0,ppm,26m ), esse é o valor de minimo do hamiltoniano. Nessa situacdo, temos os dois
modos w4 e wg de oscilacao, que foram apresentados na Sec. 4.1.

A medida que mudamos o valor de y, temos uma variedade de condigoes iniciais y, e p
que satisfazem

H(0707ﬂppbmauzzbm) = H(Oﬂovupbmvﬂzbm>‘

Cada uma dessas condicoes iniciais representa um comportamento distinto. Em particular,
temos um valor de (y,,1.) que leva a uma oscilacao simétrica dos envelopes, e outro que
leva a uma oscilacao antissimétrica. Essas solugoes sao a continuagao no regime nao-linear
dos modos estudados na Sec. 4.1. As demais solugdes, em geral, sao oscilagoes que tém
amplitude e frequéncia variando com o tempo.

Na Fig. 4.5 mostramos uma secao de Poincaré que exemplifica essas solucoes. Construi-
mos o mapa da mesma maneira como foi explicado na Sec. 3.2, com excecao que o # 1 e,
por conveniéncia, resolvemos fazer um grafico de 2, X p,, toda vez que p,, = 0 com p,, < 0.
No caso dessa figura, escolhemos a« = 0,9, ( =5e pu=1,2.

Temos dois pontos fixos no mapa. Um deles, centrado em z;, ~ 1,18 e p,, = 0, é a solugao
antissimétrica, enquanto o outro, centrado em 2, ~ 2,20 e p,, = 0, é a solucao simétrica. As
demais curvas representam as solucoes com amplitude e com frequéncia que variam com o
tempo. No limite u — 1, esses dois pontos fixos se aproximam até ficarem infinitesimalmente
proximos e voltamos ao problema da Sec. 4.1.

A partir de agora, vamos focar no ponto que representa o modo simétrico, visto que é
uma solucao mais relevante para problemas reais por apresentar um comportamento mais
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Fig. 4.5: Mapa de Poincaré para a dinamica do envelope das Eqgs. (4.1). Os parametros utilizados
ssoa =09, 8=1(=5epu=12 0O ponto centrado em 2z, ~ 1,18 e p,, = 0 ¢ a
solucao antissimétrica das equagoes, enquanto o ponto em z;, ~ 2,20 e p,, = 0 € a solugao
simétrica.

0,363

0.362 Estavel

0,361

0,360 )
Estavel

030000 1.001 1.002 1.003 1004 1,005

u

Fig. 4.6: Espaco de parametros px a mostrando condi¢oes em que o modo simétrico é estavel (cinza
claro) e instavel (cinza escuro). Mostramos a regiao préxima a condigao de ressonancia
1:2 e descasamento i > 1. Os demais parametros sao S =1e ( = 5.
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previsivel. A ideia é fazer uma andlise de estabilidade desse ponto, da mesma forma como
fizemos no Cap. 3. As condigoes de ressonancia 1:2 sugerem que, para parametros proximos
delas, a dinamica nao-linear dos envelopes pode apresentar um forte acoplamento entre graus
de liberdade. Vamos focar na situacao o < 1, ja que os resultados obtidos sao similares em
ambos 0s casos.

Usamos a mesma técnica descrita no Cap. 3 para calcular a estabilidade do ponto fixo.
Mostramos na Fig. 4.6, o espago de parametros u X a para § =1 e ( = 5. A parte em cinza
claro indica que o modo simétrico é estavel, enquanto para os parametros referentes a regiao
cinza escuro, o ponto ¢ instavel. Notamos que, para p — 1, o ponto ¢ estavel, como previsto
pela teoria linear na Sec. 4.1. Entretanto, préximo a condigao de ressonancia 1:2, ou seja,
a =~ 0,361, um descasamento de apenas 0,1% ou p = 1,001 é necessario para tornar o modo
instavel.

Na Fig. 4.7, estendemos a andlise de estabilidade para uma regiao maior do espaco
de parametros. Notamos que para 0 < a < 1 e 1 < pu < 2, uma regiao significativa de
parametros apresenta comportamento instavel.

1,000

0,800 Estavel

0,600

04
0,400

0,200

Estavel

0.00%00 1200 1.400 1.600 1.800 2.000
u

Fig. 4.7: Expansao do espaco de parametros da Fig. 46 para0<a<lel < pu<2.

Para verificar a influéncia da instabilidade nas solucoes das equacoes do envelope, mos-
tramos trés mapas de Poincaré na Fig. 4.8. Marcamos, em vermelho, a solu¢ao de uma
condigao inicial tal que 2z,(0) = 2y, ou seja, todo descasamento estd em p,. Essa condi¢ao
ajuda a entender quando hé um forte acoplamento entre os graus de liberdade, ja que um
dos graus de liberdade comeca na condicao casada. Os parametros utilizados sao g = 1,
(=5epu=172e o valor de a varia em cada figura.

Na Fig. 4.8(a), temos o = 0,41, que é um valor em que o modo é estéavel. Notamos que
a solugao em vermelho fica préxima do ponto fixo localizado em 2, ~ 3,05 e p,, = 0, o0 que
indica que o acoplamento entre os graus de liberdade é fraco. No painel (b), para o = 0,364,
que estd na regiao instavel, notamos que o ponto fixo centrado em 2, ~ 3,22 e p,, = 0 se



Capitulo 4. Estabilidade nao-linear de um feixe elipsoidal

0’2 7 I ‘ ‘;’ T

(a) a:O,;410/ e

o1 | i Iy
Cld iy

1 ' :

Pz 000 L
1 b

—oaf b Iy

\ \ R
—0.2 2,0 2,5 3,0 3,5 4.0

pr

pr

g

Fig. 4.8: Mapa de Poincaré para trés valores de a. Em (a) e (c¢), para a = 0,41 e a = 0,3,
respectivamente, o modo simétrico é estavel. J& em (b), para a = 0,364, o ponto que
localizado em zj, ~ 3,22 e p,, = 0, é instdvel. A curva vermelha

o envelope em que z,(0) = zp,, € ajuda a medir a efetividade do
graus de liberdade. Os demais parametros sdao 8 =1, ( = b5 e

representa esse modo,
representa a solucao d
acoplamento entre os
w=172.
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instabilizou via dobramento de periodo. Percebemos que a solugao em vermelho faz uma
grande excursao pelo mapa de Poincaré. Concluimos que hé um forte acoplamento entre os
graus de liberdade. Por fim, na parte (c), a = 0,3, voltamos a regiao estavel da Fig. 4.7. O
modo simétrico, referente ao ponto em 2, ~ 3,51 e p,, = 0, é estavel e o acoplamento ¢é fraco.

4.3 Simulacao e comparacao com o modelo

Afim de verificar o resultado sobre a instabilidade nao-linear no transporte do feixe, es-
tudado na Sec. 4.2, desenvolvemos uma simulagao baseada em dinamica molecular. Além
disso, a comparagao da simulacao com o modelo do envelope ajuda a validar as suposicoes
feitas para deduzir as equagoes, que sao emitancia constante e que a distribuicao das parti-
culas do feixe permanece uniforme durante a propagacao. Embora, como argumentamos no
Cap. 2, nenhuma dessas suposigoes sejam validas para feixes descasados, elas ainda podem
ser razoaveis na escala de tempo em que essa instabilidade afeta a dinamica.

A simetria azimutal do feixe em estudo, neste capitulo, permite que fagamos dinamica
molecular de anéis carregados em vez de particulas. Esta tem a vantagem de ser mais répida,
pois precisamos simular um ntmero significativamente menor de anéis do que precisariamos
de particulas.

Dessa forma, torna-se essencial descobrir o potencial gerado por um anel, pois, sabendo-o,
podemos calcular a interacao total que um particular anel sofre somando o potencial gerado
pelos demais. A dedugao a seguir é baseada na Ref. [51].

A densidade de um anel de raio R; com carga uniformemente distribuida e que se encontra
ao longo do plano z = z; é dado por

Ny (r) = —0 R)o(z—z). 4.3.1
() = 78 (0= R b (2 = =) (131)

Podemos utilizar a Eq.(2.2.1b), que é a equacao de Poisson, para calcular o potencial.
Entretanto, é mais simples usar uma férmula derivada da equacao de Poisson em que o
potencial ja estd explicito (para maiores detalhes consultar o apéndice B), que é

/ - r/’ (4.3.2)

Sem perda de generalidade, vamos calcular o potencial em r = pé, + zé,, enquanto o
vetor r’ é dado por r’ = p' (cos p'é, +sing’é,) + 2’é,. Substituindo r, r’ e a Eq. (4.3.1) na
Eq. (4.3.2), obtemos

/

de

K 2
_QWNR/O \/p2+R12 2 ,7

+ (2 —2;)" — 2pR; cos ¢

Vi (p,2) (4.3.3)

onde Ny é o numero total de anéis na simulacao.
Fazendo uma mudanca de varidveis ¢ = 20 + 7, que implica cos¢’ = 2sin’f — 1 e
arrumando convenientemente a Eq. (4.3.3), obtemos

2K / do
4pR; '
WNR\/(p‘f‘Ri)Q (z — 2) \/1—(p+R e Sin 0
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Agora reconhecemos a integral eliptica completa de primeira espécie, dada por (ver, por

exemplo, Ref. [52]) B
_ i do
K (m)= / e (4.3.5)
0 1 —msin“ 0

logo a Eq. (4.3.4) pode ser escrita como

2K _ 4pR;
K . . .
WNR\/(p + Ri)2 + (z — Zi)z ((P + Rz‘)2 + (z — 22)2) (4.3.6)

wi (p72> =

Para testar a Eq. (4.3.6), colocamos p = 0. Nesse caso, estamos calculando o potencial
ao longo do eixo do anel. Como K (0) = m/2, obtemos

bilz) = — 2N (437)

(2 —2)* + R?

que ¢ o resultado esperado na eletrostatica [43].
O campo associado ao potencial da Eq. (4.3.6) pode ser obtido tomando o negativo de
suas derivadas

n 4pR;
O K P> — R? — (2 — Zz')Q £ <(Z_Zi)2+(Ri+P)2>

F; = - =
0 Namp | (p= R =20 ot (o R
% 4pR;
B K ((z—zi)Q—&-(Ri—&-p)Q) (4 3 8&)
V=2 + (o + R

n 4pR;

o _81/)1‘ _ K 2(z—2z) E ((Z*Zi)QJr(RiJrP)Q) (4.3.8D)

T Nem(p— R (=2 ot (o R
onde

_ /2
E(m) = / V1 —msin? 0do, (4.3.9)
0

é a integral eliptica completa de segunda espécie [52].
Dessa forma, a equagao de movimento para um anel de raio p; e na posicao z; é dado por

dgp‘ p2 Ngr
T3 = kP + _“:;’ + Z F;j, (4.3.10a)
L=l
&2z Al
dzz = —mzt+ Y F2 (4.3.10D)
5 =Lt

onde p, é o momentum angular associado a varidvel ¢ que ¢ conservado.
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Distribuimos Nr = 4225 anéis, numero que foi suficiente para convergéncia dos resulta-
dos, de forma uniforme e tais que

Para a distribuicao de velocidades, temos uma dependéncia parabdlica com a distancia da
particula até o centro do feixe, de forma que os anéis da borda tém velocidade tendendo
a zero. Dessa forma, diminuimos o nimero de particulas energéticas que evaporam para
o halo quase imediatamente (ver Fig. 2.5, por exemplo). Lembramos que a amplitude da
distribuicao de velocidade é tal que a emitancia inicial coincida com a usada nas equacoes
do envelope.

Na Fig. 4.9, comparamos a solucao das equagoes do envelope com a dinamica molecular.
O parametros utilizados sao =1, ( =5 e u = 1,2. Na parte (a), temos o = 0,41, mesmo
valor da Fig. 4.8(a), em que o modo simétrico é estdvel. A condigdo inicial é a mesma da
curva vermelha, ou seja, calculamos Hy = H(0,0,1ppm,/t26m) €, entdo, achamos o valor de
1, tal que H(0,0,1,P0m,20m) = Ho. Resumindo, todo o descasamento esta no envelope py.
Nesse caso, como previsto, o acoplamento entre os graus de liberdade é fraco. Notamos uma
boa concordancia entre o modelo (linha sélida) e a simulagao (pontos).

No painel (b), temos o = 0,364, caso da Fig. 4.8(b). A condicao inicial é calculada
da mesma forma descrita acima. Nesse situagao, o modo é instavel e é notavel a diferenca
comparando com o painel (a). O acoplamento entre os graus de liberdade é forte, o que causa
esse grande aumento na amplitude de 2, que comeca na condicao casada, em detrimento
de p,. Mais uma vez, temos uma boa concordancia entre modelo e simulacao, embora a
simulagao nao mostre um ganho na amplitude de 2, tao grande quando previsto pelo modelo.

Um resultado adicional, que obtemos por meio da simulacao, ¢ o da evolugao auto-
consistente da emitancia. O modelo assume que ela é constante, entretanto, esperamos que
a emitancia aumente durante o transporte do feixe, ja que o feixe é descasado.

Mostramos a evolucao da emitancia na Fig. 4.10. A emitancia longitudinal €., parte
(a), apresenta um comportamento similar tanto no caso estével, curva vermelha, quanto no
instavel, curva azul.

Entretanto, notamos um comportamento diferente para a emitancia transversal, €,, no
painel (b). Enquanto hd um rapido decréscimo na emitancia, provavelmente devido as par-
ticulas se redistribuindo para uma situagao mais estavel, notamos dois comportamento bem
distintos ap0s isso. Para o caso estavel, curva vermelha, a emitancia oscila em torno de um
valor médio fixo, enquanto para o caso instavel, curva azul, ha um aumento da emitancia
com o tempo.

Esse comportamento, talvez inesperado, pode ser objeto de estudo em trabalhos futuros,
pois a emitancia é uma quantidade de muito interesse em aplicacoes, e seu comportamento
¢ de muita importancia para projetar aceleradores.
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Fig. 4.9: Envelope do feixe como funcdo do tempo. As linhas indicam a solucdo do envelope,
enquanto os pontos sao resultado da dindmica molecular. Além dos valores de « indicado
em cada figura, os demais parametros utilizados sdo =1, ( =5 e u = 1,2. A condigao
inicial é tal que todo descasamento esta em py.
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Fig. 4.10: Resultado da evolucao da emitancia de acordo com a dinamica molecular. Os parame-
tros sao os mesmos da Fig. 4.9.



Capitulo 5

Consideracoes finais

Nesse trabalho, estudamos feixes intensos nao-continuos de particulas carregadas. Até
o momento, diversos trabalhos do grupo haviam estudado propriedades de equilibrio, de
transporte e de estabilidade de feixes continuos. A ideia inicial dessa tese foi generalizar
esses estudos para o caso de feixes nao-continuos.

No capitulo introdutoério, motivamos a importancia do estudo desses feixes, incluindo
uma possivel aplicacao dos nossos modelos no projeto IFMIF. Além disso, mostramos as
aproximacoes e as propriedades usadas para deducao dos modelos utilizados.

Em seguida, estudamos um feixe isotrépico, ou seja, com simetria esférica. Verificamos
que o mecanismo de relaxacao ¢ a ressonancia entre o movimento de algumas de suas par-
ticulas com a oscilagao coletiva (envelope) do feixe. Como a funcdo distribuigao evolui de
forma incompressivel, fizemos uma analogia com a distribuicao de Fermi-Dirac totalmente
degenerada para modelar o caroco das particulas nao-ressonantes. Ja as ressonantes, foram
modeladas sendo uniformemente distribuidas entre a energia de Fermi e a maior energia
da particula que evapora para o halo. Os parametros do modelo foram calculados usando
principios basicos: conservagao de energia e de numero de particulas durante o transporte.
Os resultados, comparados com simulacao, foram excelentes o que comprova, a posteriori, a
validade de todas suposigoes.

Continuamos o trabalho verificando a estabilidade desse modo simétrico de oscilacao para
0 caso esférico. Argumentamos que os resultados obtidos para relaxacao do feixe esférico
podem ser usados em feixes aproximadamente esféricos, o que é uma situagao mais realista,
se esse modo for estavel. A andlise da estabilidade mostrou que, em regimes de interesse
pratico, esse modo é estavel, o que ilustra o poder de o nosso modelo descrever o estado
quase-estacionario de feixes nao-continuos.

Por fim, abandonamos a suposicao de que as forcas focalizadoras externas sao isotropicas
e passamos a acompanhar a evolucao dos envelopes e a possibilidade de um acoplamento forte
entre os graus de liberdade. Num regime linear, foi constado que as oscilagoes do envelope
sao sempre estaveis para descasamentos infinitesimais em torno do equilibrio. Num regime
nao-linear, entretanto, mostramos o surgimento de uma instabilidade para certos parametros,
o que acopla fortemente a dinamica dos envelopes.

Essa busca por instabilidades no transporte de feixes de particulas carregadas é de ex-
trema importancia na hora de construir os equipamentos para o experimento. Tipicamente,
busca-se evitar essas regioes de parametros afim de ter-se um feixe bem comportado. Con-
cluimos, entao, que essa analise pode ser de grande importancia na construcao de sistemas
como [FMIF e de outros similares.
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Como comentario final, ressaltamos que a maior parte das anélises feitas nessa tese foram
em situagoes arbitrariamente fora do equilibrio, o que contrasta com alguns dos trabalhos
classicos da literatura [50, 53].



Apéndice A
Referencial de Larmor

O movimento transversal de uma particular particula de um feixe carregado nao-relativistico
é descrito, na aproximagao paraxial [23], pelas equagoes

d?x 0¢° Foc

mbﬁ = —@ O + Fm s (Ala)
d2y a¢s foc

mbﬁ = —@ 8y + Fy s (Alb)

onde ¢° é o potencial repulsivo auto-consistente que pode ser calculado através da equagao
de Poisson

V2¢* (v)t) = —4mgyny (r,t) . (A.2)

Se o focador externo for um campo magnético uniforme na direcao de propagagao, ou
seja, B = Bye., a forca de Lorentz é dada por

@ @ (dy, . dr .
F/l* =2y xB=2(-2By¢, - —B A.
¢’ c <dt 0% T g Oey) ’ (A4-3)
logo, as equacdes de movimento para x e y ficam, respectivamente,
d*x 99° gy dy
- _— 4+ 27B A4
e ©or Tea” (Ada)
d?y d9°  qydx
— = — — ——By. A.4b
g2 o dy  c dt 0 ( )

Analisando as Eqgs. (A.4) é possivel notar uma dependéncia cruzada - a equagao para
d*z/dt* depende de dy/dt, e a para d*y/dt* depende de dx/dt. Muitas vezes, isso acaba
dificultando céalculos como, por exemplo, o do envelope do feixe. Para contornar isso, um
procedimento amplamente utilizado na fisica de feixes ¢ mudar para um referencial que gira
em torno do eixo z com frequéncia de Larmor 2. Entretanto, vamos assumir um frequéncia
() genérica, por enquanto, e mostrar que a escolha de {2 = ) é a mais conveniente.

Propomos uma mudanca de coordenadas da seguinte forma:

X =z cos Qt + ysin U, (A.5a)
Y = —xsin Qt + y cos Q. (A.5b)

Se 2 > 0, as Egs. (A.5) indicam que o referencial gira no sentido anti-horario em relacao ao
eixo z positivo. Caso 2 < 0, o referencial gira no sentido horario.



Apéndice A. Referencial de Larmor 68

A transformacao inversa, suas derivadas temporais e a regra para derivacao em X e Y
sao dadas por

r = X cosQt — Y sin Qt, (A.6a)
y = XsinQt +Y cos O, (A.6b)
i = X cos Ot — QX sin Qt — Y sin Qt — QY cos Q, (A.6¢)
§ = X sinQt + QX cos Qt + Y cos Qt — QY sin Qt, (A.6d)

i = X cos Ot — 20X sin Qt — Q2X cos Qt — Ysin Qt — 2QY cos Qt + Q*Y sinQt,  (A.6e)
i = X sin Qt + 20X cos Qt — Q2X sin Qt 4+ Y cos Ot — 2QY sin Ut — Q%Y cos Qt,  (A.6f)

0¢°  0X D¢ Y dg° 99° 09"
9e = orox T oroy — gy —snQtas, (4.68)
0¢° X 0" OY d¢* . 0¢° D6°
Y = oy oxX + 9y Y sin QtaX + cos Qt 5y (A.6h)

Substituindo as Egs. (A.6d), (A.6e) e (A.6g) na Eq. (A.4a) e colocando cos Qt e sin Qt
em evidéncia, obtemos

cos QU X — 02X — 20y — 0,0x — .y + 299
mbaX

sint dV = 02y 120X —0.0v +o.x + 220 g (A7)
my oY

onde Q. = q,By/myc é a frequéncia de ciclotron. A tnica maneira de garantir a validade
da Eq. (A.7) para qualquer tempo é se os termos multiplicando cos Qt e sin Qt forem zero
independentemente. Isso nos leva as equagoes de movimento no referencial X e Y dadas por

2 X q 0¢°

— 00X + Q%X +2QV + QY — & A8
e FAEA A X (A-8a)
Ay qp 0¢°

= QQV + Q%Y — 20X — QX — — A.8b
e + — (A.8b)

Até o momento deixamos 2 genérico. Para remover a dependéncia cruzada nas Egs. (A.8),
é facil ver que basta escolher 2 = Q = —./2, lembrando que o sinal negativo indica que o
referencial gira no sentido horario. Portanto, as equagoes de movimento para a particula no
referencial de Larmor sao similares a de um oscilador harmoénico forcado

d*X Qg dp 8¢3
ey B

e T my OX

BY 02 g 00°

- Y =
dt? + 4 my 8Y

(A.9a)

(A.9b)



Apéndice B

O potencial de um elipsoide
uniformemente carregado

A dedugao a seguir é baseada na feita na Ref. [54] para o caso gravitacional.
Utilizando a equacao de Poisson

4 K

2 — —
V) = N,

ny (T), (B.1)

vamos calcular o potencial ¢ dentro da distribuicao para uma densidade n; uniforme de
particulas num elipsoide, ou seja,
Ny

4 )
571'(11@2@3

ny (1) = (B.2)

onde a1, as e ag sao os raios do elipsoide ao longo dos eixos 1, x5 € x3 respectivamente. No
caso de a; = ay = ag, temos uma esfera, como no caso estudado no Cap. 2, se a; = as # as
temos um elipsoide com simetria azimutal, como estudado no Cap. 4.

Multiplicando a Eq. (B.1) por d®r/|r — 1’| e integrando em todo espago, obtemos

V2¢( ) _ _ArK / (B.3)
Jr—r/] r’| lr — r’\ '
Podemos trocar as varidveis r e r’ sem alterar a igualdade na Eq. (B.3)
V%) (xf 4 K
Ir — r’| |r — r’|

Utilizando a identidade vetorial
oV*n) —nV?c =V - (6Vn—nVo), (B.5)

comn=1veoc=1/|r—7r|, a Eq. (B.4) fica

1 1
/ v )V —— | &+ / b () V2
r’| r —r/| r — 1’|
dnK s
— B.
/’r_r,|d (B.6)
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Podemos utilizar o teorema de Gauss no primeiro termo do lado esquerdo da Eq. (B.6)

v [Feet -yt o
:ﬁw{vwm )V | A =0, (B7)

lr —r/| lr —r/|

j& que tanto o potencial ¥ quanto 1/|r —r’| vao a zero quando levamos a superficie até o
infinito. Podemos simplificar ainda mais a Eq. (B.6) reconhecendo que

, 1
v —r'|

=47 & (r —1'). (B.8)

Utilizando os resultados das Eqgs. (B.7) e (B.8) na Eq. (B.6), obtemos

/’r_r (B.9)

Fig. B.1: Ilustracao do elipsoide.

A Fig. B.1 mostra uma ilustracao do elipsoide. Vamos calcular o potencial em um ponto

P dentro do elipsoide devido a carga que esta contida num angulo sélido df2 ao longo do eixo
r’. Isso resulta em

K nb / K nb 2

d) = r'dr’ r

dQ) =
2Nb

dq, (B.10)
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onde 1., é valor de 1’ que cruza a superficie do elipsoide. O potencial no ponto P sera obtido
integrando a Eq. (B.10) sobre todo angulo sélido

. Knb 2
Y=o /rs dQ. (B.11)

Agora, o mesmo argumento poderia ser utilizado para outro angulo sélido que vai de P
até r’ = r” ou seja,

Knb

v=on 2 do, (B.12)
portanto podemos escrever o potencial ¥ no ponto P como sendo
Kn
Y = 4_]\7:/ (7"82 + 7“;’2) ds. (B.13)
O vetor r, que vai da origem até o ponto P, pode ser escrito como
r = .’L’lfi'l + .’EQIIATQ + .1'312’3. (B14)
Além disso, o vetor unitério na direcao r’ é dado por #' = niZy + naZs + n3l3, onde em

coordenadas esféricas ny = sin @’ cos @', ny = sin @’ sin ¢’ e n3 = cos&’. Dessa forma, podemos
escrever os vetores 1, e r’’ que vao do ponto P até a superficie do elipsoide ao longo do eixo
r’ como

vl =7l (B.15a)
e (B.15b)

Tanto o vetor r+r’, quanto o r+r” vao da origem O até a superficie do elipsoide, portanto
seus moédulos devem obedecer a equacao do elipsoide

3 2
3 (ﬂ) _1 (B.16)
, a;
i=1

onde as raizes da Eq. (B.16) s@o s =1, e rs = 7. Podemos escrever a Eq. (B.16) como

Ar? + Bry+C =0, (B.17)

onde

n?
A=D1 (B.18a)

3
B=2% %% (B.18b)

3
C:—HZ% (B.18¢)
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Um resultado conhecido sobre a soma e o produto de equagoes de segundo grau é que

rrl = I (B.19a)
C
rirl! = T (B.19b)
logo,
B2
124 = (B.20)

+7r —-— — QQ
S A2 A
13), obtemos

S

Substituindo o resultado da Eq. (B.20) na Eq. (B.

)2 B a?
Y= ?ﬁ:/ 22;31 7;_2)2 L é?:l ), do. (B.21)
= i=1 a2

i=1 al?

Podemos simplificar esse resultado notando que a primeira integral do lado direito da Eq.

(B.21) pode ser escrito como
TiTNN5

)2 #2n2
<Zz IZL?Z) ZZT"‘ZZ;&] a%a?
— - d0. (B.22)

(=)

(3

ST

Por sua vez, se i # j a integral

TiT NN

aZa? 2 y
/%dQ x / fu0) 4., (B.23)
<Zn_2) 0 €1+ coco8? @+ cgsin®

i

onde ¢q, ¢g, ¢z sdo fungdes apenas de 0, fi; (¢) = (6i10,2 + 6j10,2) cos @ sin @+(0;10,3 + ;10;3) cos Y+
(042053 + 0,20;3) sin ¢ e 6;; € o simbolo da delta de Kronecker. Logo, o potencial da Eq. (B.21)

pode ser escrito como

3 x2n? 3 x2
K > e at 1—(>ie a_é)
1/,:2_]\7}“’/ p =LA = ae. (B.24)
’ (Z?:l Z_2> 2im1 o
Seja
J = de , (B.25)
IR

com um pouco de dlgebra é possivel mostrar que o potencial ¥, dado Eq. (B.24), pode ser

. Kﬂb 1 &] J 2
v=3% [J+Z (ai o a?) x] : (B.26)

escrito como
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portanto, para calcular o potencial ¥, basta resolver a integral na Eq. (B.25) e substituir na
Eq. (B.26).
Substituindo n; por seus valores em coordenas esféricas na Eq. (B.25), obtemos

8 / " sin 0d6 / " dy B27)
0 0 (cos@sin0>2+ (M)Z_{_ (w)z- .

al a3

Fazendo uma mudanca de varidveis 7 = tan ¢, obtemos

/2 > dr ™2 sin
J = 8/ sin 0d0/ —— =47 do, B.28
0 o ki 4 kot? 0oV k‘lk’2 ( )

onde k; = sin®6/a? + cos? /a2 e ky = sin® 0 /a2 + cos® §/a3. Fazendo mais uma mudanga de
variaveis, u = a3 tan? 0, e substituindo na Eq. (B.28), temos que

J=29 / - du
= 4TTa10a90s3 .
o (@3 +uw)'"? (@ +uw)"? (a2 +u)

Finalmente, substituindo .J no potencial da Eq. (B.26) e usando a densidade n;, dada na
Eq. (B.2), obtemos

3K [ du a2 22 22
V= 4 2 1/2 9 1/2 / o 1/2 L - 2 - 3 - 3 , (B.30)
0 (a1+u) (a2+u) <a3+u) ai +u a; +u as+u

que é o potencial dentro de um elipsoide uniformemente carregado.
As componentes do campo associado ao potencial ¢ sao dadas por

E=-— 3K / o (B.31)
ax% (a2 4+u)]] (a + u)

Afim de testar esse resultado, vamos calcular o campo da Eq. (B.31) no caso de uma
distribuicao esférica com a; = ay = a3 = a. Nesse caso, cada componente fica

3K o du 3K 2 Kz,
Ei=—u — = = — B.32
2 x/o 2+u)p? . 2 38 & (B:32)

(B.29)

e o vetor B = Eli’l + Egi'g + Eg[f?g

K Kr

E = E (xlfcl + l‘g[i‘g + l‘gi‘g) = ?, (B33)

que é o resultado conhecido para o campo elétrico dentro de uma esfera uniformemente
carregada [43].
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No caso de um elipsoide com simetria azimutal, ou seja, a; = as # ag, o potencial ¥ pode
ser escrito como

3K [* du p? 22
1”:7/ 2 o (1_ s =) (B.34)
0o (a2 +u) (a3 + u) ap+u aztu

onde p = +/2} + 13 ¢ 2 = x3.

O campo associado na direcao p é dado por

0 3K o d
Ep:__@z’:_p/ S (B.35)
dp 2 a? +u)” (a2 +u)

Resolvendo a integral, obtemos

arccos (a ) as
)=5p o . (B.36)
as

(a2 —a2)®*  ai(a] —aj)

De forma similar, o campo na direcao Z pode ser calculado como

81# 3K [~ du
B=-2" z/ . (B.37)
o af +u) (a3 +u)

e a solugao apos resolver a integral é

1 arccos ( 1)
E. =3K> - . (B.38)
az (af —a3) (a2 — a2)*/?



Apéndice C
Secao de Poincaré

Uma das técnicas mais importantes para analise de sistemas dinamicos, tanto por sua
simplicidade como por sua utilidade, é a se¢ao de Poincaré (ou mapa de Poincaré). De forma
geral, a se¢do de Poincaré de um sistema com n graus de liberdade tem dimensao (2n — 2).
Isso significa que essa técnica é muito 1til para sistemas com n = 2, ja que o espaco de fases
nesse caso tém quatro dimensoes, e a secao de Poincaré duas. Algumas propriedades do
fluxo no espaco de fases sao mantidas na secao de Poincaré, tal como conservacao de volume
(ou drea). Por isso, a segdo de Poincaré é reconhecida como o espago de fases reduzido do
sistema [45].

Nossa intengao aqui € apenas mostrar como obter o mapa de Poincaré e, entao, identificar
ressonancias, sem nos aprofundarmos no formalismo matemaéatico. Vamos comecar supondo
um Hamiltoniano auténomo para um sistema com dois graus de liberdade

H = H(plap27q17q2)‘ (Cl)

Como H nao depende explicitamente do tempo, esse é uma constante de movimento, ou
seja, H = Hj, portanto a trajetoria da particula no espaco de fases ocorre numa superficie
de H constante e podemos reescrever a Eq. (C.1), isolando, por exemplo, ps

P2 = p2(p1>Q1>QQ;H0)- (0-2)

Assim, apenas trés das variaveis canonicas sao necessarias para descrever o sistema, ja que
podemos calcular a quarta através de uma equagao do tipo Eq. (C.2).

Se uma das variaveis do sistema, vamos dizer ¢y, repetidamente cruza um certo valor
¢2 = ¢5 durante a dinamica, podemos observar o comportamento de ¢; X p; toda vez que
¢2 = ¢4 vindo de uma certa direcao - essa é a secao de Poincaré. A Fig. C.1 mostra um
exemplo simples da variagao de ¢, com o tempo num caso em que o periodo de oscilagao de ¢
é fixo. Notamos que ¢y cruza um particular valor de g, = ¢4 duas vezes a cada perfodo - uma
vez no ponto vermelho e outra no ponto azul. Para formar a se¢ao de Poincaré, queremos o
valor de ¢; X p; uma vez a cada periodo de g, portanto escolhemos ¢; x p; correspondente
ou aos pontos em azul, em que dgs/dt > 0, ou em vermelho, em que dg,/dt < 0. A
escolha da derivada positiva ou negativa ou o particular valor de g5 usualmente pode mudar
a orientacao das ressonancias e da secao de Poincaré em geral. Algumas vezes, ha escolhas
mais convenientes que outras, mas no geral diferentes tipos de comportamentos e solucoes,
como curvas regulares, caos, ressonancias, bifurcacoes, entre outros, devem estar presentes
independente dessas escolhas.
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02

t

Fig. C.1: Variagao da varidvel canonica gz com o tempo. Podemos utilizar um valor de g2 = ¢b
como condig@o para adicionar um ponto a se¢do de Poincaré de ¢q1 X p1. A ideia é que
o mapa de Poincaré seja gerado com um ponto por periodo ¢o, portanto escolhemos
apenas um dos conjuntos de pontos vermelho ou azul para tal.

Para exemplificar, vamos utilizar as equacoes do envelope obtidas na Sec. 3.1 que sao

) 1 3¢ | poarccos (%) %
Pp=—pp+—+— - ) (C.3a)
pi 2| (-2 poleh 7))
2b
) iz 1 2j, arcCos <E>
Z=—azn+ — +3C — (C.3b)
% oy —23) (o2 —22)*?

Integrando as equacoes de Hamilton, descobrimos que o Hamiltoniano que da origem as
Egs. (C.3) é dado por

pzb P2 , 2 1 2 arccos (%)
H(ppbapzbapbazb) = I + 7b + Lo + OéE + p_z + 2_2:2 + 3CW, (C4)
b b

Entao, dado um valor de H, esse deve ser o mesmo para todas a curvas na segao de
Poincaré. Nos exemplos abaixo vamos utilizar Hy = H(0;0; 1,50pm; 1,52pm), onde ppm € Zpm
sao dados nas Egs. (3.1.15).

Na Fig. C.2, mostramos uma ressonancia na se¢ao de Poincaré p, x p,. Os pontos no
mapa sao obtidos sempre que p,, = 0 com p,, < 0. O ponto localizado em p, ~ 3,3 € p, =0
significa que todo periodo de p,,, p, retorna ao mesmo ponto do mapa de Poincaré, portanto
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Pardmetros @=2,9, (=21 e =1

0,02
0,01

pb 0,00
-0,01

-0,02

3,25 3,30 3.35
Pb

Fig. C.2: Mapa de Poincaré formado por pontos da dinamica em que é p,, = 0 com p,, < 0.
O ponto fixo na secdo de Poincaré é um ressonancia porque a cada periodo de p., pp
e pp apresentam o mesmo valor, portanto os graus de liberdade oscilam com a mesma
frequéncia.

suas frequéncias de oscilacao sao iguais. As curvas regulares ao redor desse ponto formam
a ilha ressonante em torno do ponto, solugoes do problema que apresentam amplitude e
frequéncia que variam levemente com tempo em torno do valor da solugao ressonante.

2,5

2,0
Pb Zy
15
1,0

0,5

0 2 4 6 8 10
t

Fig. C.3: Oscilagao do envelope transversal e longitudinal para a ressonancia da Fig. C.2.
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Para mostrar que a frequéncia do movimento transversal € igual a do longitudinal, a Fig.
C.3 apresenta a oscilacao do envelope p, e 2, contra o tempo para o ponto fixo da Fig. C.2.
Os pontos pretos representam a condicao utilizada para gerar o mapa de Poincaré.
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