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RESUMO

Esta tese foca no problema de estimacao de estado e de identificagao de parame-
tros para modelos afins por partes. Modelos afins por partes sao obtidos quando o
dominio do estado ou da entrada do sistema ¢é particionado em regioes e, para cada
regiao, um submodelo linear ou afim é utilizado para descrever a dinamica do sis-
tema. Propomos um algoritmo para estimacao recursiva de estados e um algoritmo
de identificacao de parametros para uma classe de modelos afins por partes. Propo-
mos um estimador de estados Bayesiano que utiliza o filtro de Kalman em cada um
dos submodelos. Neste estimador, a funcao distribuicao cumulativa é utilizada para
calcular a distribuicao a posterior: do estado assim como a probabilidade de cada
submodelo. J4 o método de identificagao proposto utiliza o algoritmo EM (Expec-
tation Maximization algorithm) para identificar os parametros do modelo. A fungao
distribuicao cumulativa ¢ utilizada para calcular a probabilidade de cada submodelo
a partir da medida do sistema. Em seguida, utilizamos o filtro de Kalman suavizado
para estimar o estado e calcular uma funcao substituta da funcao likelthood. Tal
funcao é entao utilizada para identificar os parametros do modelo.

O estimador proposto foi utilizado para estimar o estado do modelo nao linear
para vibracoes causadas por folgas. Foram realizadas simulagoes, onde comparamos
o método proposto ao filtro de Kalman estendido e o filtro de particulas. O algoritmo
de identificacao foi utilizado para identificar os parametros do modelo do jato JAS
39 Gripen, assim como, o modelos nao linear de vibracoes causadas por folgas.

Palavras-chave: Identificacao de Sistemas, Filtro nao linear, Sistemas
Nao-Lineares, Algoritmo de EM, Modelos afins por partes.



ABSTRACT

This thesis focuses on the state estimation and parameter identification problems
of piecewise affine models. Piecewise affine models are obtained when the state
domain or the input domain are partitioned into regions and, for each region, a
linear or affine submodel is used to describe the system dynamics. We propose a
recursive state estimation algorithm and a parameter identification algorithm to a
class of piecewise affine models. We propose a Bayesian state estimate which uses the
Kalman filter in each submodel. In the this estimator, the cumulative distribution
is used to compute the posterior distribution of the state as well as the probability
of each submodel. On the other hand, the proposed identification method uses
the Expectation Maximization (EM) algorithm to identify the model parameters.
We use the cumulative distribution to compute the probability of each submodel
based on the system measurements. Subsequently, we use the Kalman smoother
to estimate the state and compute a surrogate function for the likelihood function.
This function is used to estimate the model parameters.

The proposed estimator was used to estimate the state of the nonlinear model for
vibrations caused by clearances. Numerical simulations were performed, where we
have compared the proposed method to the extended Kalman filter and the particle
filter. The identification algorithm was used to identify the model parameters of
the JAS 39 Gripen aircraft as well as the nonlinear model for vibrations caused by
clearances.

Keywords: System Identification, Particle Filter, Nonlinear Systems, EM
Algorithm, Piecewise affine models.
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1 INTRODUCAO

De modo geral, estimagao é o processo de inferir alguma informacao sobre uma
quantidade desconhecida através de alguma forma direta ou indireta de medida.
Existem variaveis dentro do sistema que podem nao estar disponiveis diretamente
para medida ou, como na maioria dos sistemas reais, existem sinais de ruido que
corrompem o sinal medido ou perturbacoes que interferem diretamente na dinamica
do sistema. Essas incertezas podem ser modeladas por um sistema estocastico,
o que nos permite utilizar uma abordagem estatistica para descrever a dinamica
e a medida do sistema. Dentro desta formulacao estatistica, toda inferéncia das
quantidades desconhecidas ¢ baseada na distribuicao a posteriori das medidas, que
¢ obtida a partir do teorema de Bayes (BAYES; PRICE, 1763). A abordagem
Bayesiana é uma abordagem estatistica que considera as quantidades desconhecidas
como variaveis estocasticas. Toda informacao sobre uma determinada varidvel é
obtida a partir de sua func¢ao densidade de probabilidade (pdf). Esta abordagem
vem sendo utilizada em diversas aplicagoes como rastreamento de aeronave usando
medidas de radar (BERGMAN, 1999), (GUSTAFSSON, 2010), estimativas de sinais
de comunicagao digital (LOGOTHETIS; KRISHNAMURTHY, 1999), estimagao da
volatilidade dos mercados financeiros (FLURY; SHEPHARD, 2011), detecgao de
faltas (GUSTAFSSON, 2007), entre outras.

Modelos no espago de estados sao modelos compostos por dois conjuntos de
equacoes; um para descrever a dinamica do sistema e outro que descreve a saida, sinal
medido. Tanto a dinamica do estado quanto a dinamica da saida sao parametrizadas
por um conjunto de valores que regem o comportamento do sistema. Estimacao de
modelos no espaco de estados consiste em estimar o estado do modelo para todo
instante de tempo e/ou identificar os parametros que formam o modelo a partir do
sinal medido. O problema de estimagao de estado envolve diversas areas da ciéncia
e de acordo com a &drea de interesse o problema aparece com diferentes nomes,
incluindo filtragem Bayesiana, filtragem 6tima, filtragem estocéastica e inferéncia
online. Ja o problema de identificar os parametros é conhecido como identificagao
de parametros.

Tanto o problema de identificacao de parametros quando o de estimacao de esta-
dos s6 tem solugao analitica para casos especiais. Um exemplo é quando o sistema é
descrito por um modelo linear com perturbacoes Gaussianas. Neste caso, é possivel
encontrar a solucao 6tima para o problema de estimacao de estados pelo Filtro de
Kalman (KALMAN, 1960) e o problema de identificagdo de parametros pode ser
resolvido utilizando o método da méxima verossimilhanca (ALDRICH, 1997). No
entanto, sistemas reais tendem a ser bastante complexos, tipicamente envolvendo
elementos nao Gaussianos e nao linearidades o que, na maioria dos casos, nao per-
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mite obter solucoes exatas para o problema. Por mais de trinta anos algoritmos
para lidar com estes tipos de sistemas tém sido propostos, tais como: filtro de
Kalman estendido, aproximagoes em somas Gaussianas (ALSPACH; SORENSON,
1972), filtros baseados em Grids (ARULAMPALAM et al., 2002), filtro de parti-
culas (GORDON; SALMOND; SMITH, 1993), entre outros. O filtro de Kalman
estendido é um dos mais utilizados devido a sua facil implementacao e baixo custo
computacional comparado com os demais. Neste método o problema é aproximado
localmente por um problema linear e as perturbagoes do sistema sao aproximadas
por ruidos Gaussianos. Ja os filtros baseados em Grids e os filtros de particulas
podem levar a resultados precisos, mas sao dificeis de implementar e demandam um
alto custo computacional. O filtro de particulas, por usa vez, tende a solucao étima
para o problema de estimacao nao linear quando algumas condicoes sao satisfeitas.

Nesta tese sao propostos um estimador de estado e um método de identificacao
de parametros para uma classe de modelos afins por partes na representagao de es-
pago de estados (PWASS)! utilizando a abordagem Bayesiana. PWASS sao modelos
nao lineares e s@o um caso particular dos modelos afins comutativos (switched affine
(SWA) models). Estes modelos sdo obtidos particionando o dominio das varidveis
que formam o modelo em um nimero finito de regioes, e considerando um submodelo
afim para cada uma destas regides. No caso dos modelos PWASS, o dominio do es-
tado ou da entrada do modelo podem ser particionados. Modelos SWA sao utilizados
em diferentes areas, e.g., na area de controle (SEAH; HWANG, 2009), processamento
digital de sinais (DOUCET; GORDON; KROSHNAMURTHY, 2001), sistemas bi-
olégicos (PORRECA et al., 2009), visao computacional (VIDAL; MA, 2006), entre
outras. O problema de estimacao de estado para modelos SWA consiste em estimar
o estado e ainda estimar qual submodelo esta ativo para cada instante de tempo. Ja
o problema de identificacao de parametros é mais complexo e trata de identificar os
parametros do modelo, o niimero de regioes que o espaco de estado foi particionado,
e ainda, onde cada regiao foi particionada.

A maioria dos trabalhos que lidam com o problema de estimacao de estados
de modelos SWA consideram os chamados jump Markov models (MURPHY, 1998),
(GHAHRAMANTI; HINTON, 2000), (BARBER, 2006), (BARBER; MESOT, 2007),
(MESOT, 2008), (OZKAN et al., 2013). Nestes modelos uma varidvel discreta é in-
troduzida para descrever as transicoes entre submodelos que formam o modelo, onde
uma matriz constante e independente do estado é utilizada para propagar estas tran-
sigoes. Iremos considerar modelos SWA onde o submodelo ativo nao é modelado por
um jump Markov model, mas depende do estado de forma deterministica. Na pra-
tica, existem muitos sistemas onde utilizar jump Markov models para descrever a
transicao entre submodelos é uma aproximacao da realidade. Por exemplo, no mo-
delo do jato JAS 39 Gripen, a dinamica do sistema depende do angulo de ataque da
aeronave através de uma funcao afim por partes, i.e., para cada intervalo de valores
do angulo de ataque, a dinamica do sistema é modelada por um modelo PWASS
(LARSSON;, 2013). A solucao 6tima para o problema de estimagao de estado para
este tipo de modelo é a soma de distribuigoes normais truncadas, onde o nimero
de componentes desta soma cresce exponencialmente com o tempo. Propomos um
estimador Bayesiano para modelos PWASS que utiliza o filtro de Kalman para cada
submodelo do modelo. No estimador proposto, a distribuigao a posteriori do estado
assim como a probabilidade de ocorréncia de cada submodelo sao calculadas (RUI;

!Piecewise affine State-Space model
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ARDESHIRI; BAZANELLA, 2016).

Para o problema de identificacao de modelos SWA, a maioria dos trabalhos pro-
postos foca na identificacdo de modelos chamados switched affine autoregressive
model with exogenous inputs (SWARX) ou ainda no caso particular dos modelos
piecewise affine autoregressive system with exogenous inputs (PWARX). (WAG-
NER, 2004), (BORGES et al., 2005),(VERDULT; VERHAEGEN, 2004),(BAKO
et al., 2009), (HARTMANN et al., 2015),(OZKAN et al., 2015),(BAKO; LAUER;
BLOCH, 2013). A equivaléncia entre os modelos PWASS e os modelos SWARX é
conhecida (WEILAND; JULOSKI; VET, 2006), (PAOLETTI et al., 2007), (PAO-
LETTI et al., 2008). Como mostrado por (WEILAND; JULOSKI; VET, 2006) e
(PAOLETTI et al., 2008), todo modelo PWASS observavel pode ser colocado na re-
presentacao SWARX, porém o nimero de submodelos e o niimero de parametros no
SWARX equivalente crescem consideravelmente. Por outro lado, dado um modelo
SWARX com, por exemplo, n submodelos, é possivel encontrar um modelo PWASS
equivalente com n submodelos, no entanto este nao serd uma realizagao minima
(WEILAND; JULOSKI; VET, 2006).

Para a identificacao de parametros de modelos PWASS, propomos um algoritmo
de identificacao de parametros que utiliza o algoritmo EM, Expectation Mazimiza-
tion algorithm (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1977). O algoritmo EM combina a
estimacao de estados Bayesiana com o problema de identificacao de sistemas utili-
zando o estimador de maxima verosimilhanga. No algoritmo proposto, utilizamos
a distribuicao cumulativa para calcular a probabilidade de ocorréncia de cada sub-
modelo do sistema, dada a medida. Deste modo, dado o submodelo os estados
sao estimados utilizando o filtro de Kalman suavizado. Por fim, os parametros sao

estimados utilizando uma fungao substituta para a funcao likelihood (RUI et al.,
2016).

1.1 Apresentacao do trabalho

Este trabalho esta dividido da seguinte forma: O Capitulo 2 apresenta os concei-
tos basicos da teoria de probabilidade que serao utilizados na descricao estocastica
de modelos no espaco de estado. No Capitulo 3 apresentaremos as diferentes classes
de modelos na representacao por espaco de estado, assim como os modelos PWASS
que serao utilizados neste trabalho. No Capitulo 4 serao introduzidos os métodos
de estimacgao de estados e identificagao de parametros que utilizam a abordagem
Bayesiana. Ainda neste mesmo capitulo, apresentaremos as solugoes dos problemas
de estimacgao de estados e identificacao de parametros para sistemas lineares Gaus-
sianos. No Capitulo 5 apresentaremos trés implementacoes do filtro de particulas
para a estimacao de estados de sistemas nao lineares. O método proposto para
a estimacao de estado de modelos PWASS sera apresentado no Capitulo 6, assim
como os comparativos entre o estimador proposto com outros estimadores encon-
trados na literatura (filtro de particulas, filtro de Kalman estendido). No capitulo
7 seré apresentado o algoritmo EM proposto para a identificagdo de parametros de
modelos PWASS, assim como os resultados obtidos. Por fim, no Capitulo 8 serao
apresentadas as conclusoes do trabalho e trabalhos futuros.
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2 CONCEITOS BASICOS DA TEORIA DE PROBABILI-
DADE

Este capitulo apresenta uma breve introducao e revisao de alguns conceitos de
probabilidade que serao utilizados neste trabalho.

2.1 Teoria de Probabilidade

Dois conceitos basicos da teoria de probabilidade sao:

1. espaco amostral €2 — consiste de todos os resultados possiveis de um experi-
mento aleatério;

2. eventos — sao subconjuntos de €2, podendo ser constituido de apenas um ele-
mento chamados entao de eventos simples, até o nimero total de elementos
do espago amostral.

Segundo a defini¢ao classica de probabilidade, Pr(A) é a probabilidade de ocor-
réncia de um evento A resultante de um experimento aleatério pertencente ao espaco
amostral €2, isto é

numero de vezes que o evento A ocorreu

Pr(A) =

ntimero total de repeticoes do experimento’

onde o numero de repetigoes do experimento deve ser suficientemente grande. Em-
bora a defini¢ao classica possa ser utilizada no estudo de eventos aleatérios, toda a
teoria base da teoria da probabilidade é formulada a partir da definicao axiomatica

de probabilidade (PAPOULIS; PILLAI, 2002) .

Axioma 1. (Defini¢io axiomdtica de probabilidade (PAPOULIS; PILLAI 2002))
Seja o espago de medidas (2, A, Pr), onde para cada evento A se atribui um nimero
Pr(A) chamado de probabilidade do evento A . Esta probabilidade € escolhida de
forma a satisfazer os sequintes axiomas:

1. Pr(A)>0
2. Pr(Q2) =1

3. Se ANB =10, entao Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(B),
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Em termos mais formais, a probabilidade é uma medida sobre uma o-dlgebra de
subconjuntos do espaco amostral, sendo estes subconjuntos membros da o-algebra
os eventos do espaco amostral. Toda inferéncia estatistica é baseada no conceito de
probabilidades condicionais. A probabilidade condicional refere-se a probabilidade
de um determinado evento dada a ocorréncia de um outro evento relacionado.

Definicao 2.1.1. (Probabilidade Condicional)
A probabilidade condicional de um evento A dado um evento B com probabilidade
diferente de zero, Pr(B) > 0 € definida como a razdo
Pr(An B)
Pr(A|B) = ————
"AB) =)
o

A partir desta definicao é possivel deduzir que a probabilidade de cada evento
possivel de um espaco amostral pode ser escrita como a soma de probabilidades
condicionais.

Teorema 2. (Teorema da Probabilidade Total)
Seja { Ay, As, ..., A} um subconjunto de ), e seja B um evento arbitrdrio, entdo

Pr(B) = Pr(B|A;)Pr(A;) + --- + Pr(B|A,) Pr(A,)

Combinando a Defini¢ao 2.1.1 e o Teorema 2 chegamos a férmula classica para

a probabilidade condicional (BAYES; PRICE, 1763).

Teorema 3. (Teorema de Bayes)
Seja { A1, As, ..., A} uma particao de Q, e sejam B e M dois eventos, entao

- Pr(B|M) Pr(M)
Pr(M|B) = Pr(B|A))Pr(A;) + - - + Pr(B|A,)Pr(A,)

&

Como veremos no decorrer deste trabalho, o Teorema 3 é utilizado na estimacao
Bayesiana para atualizar a probabilidade a priori de uma estimativa a medida que
mais informacao fica disponivel.

2.2 Variaveis Aleatérias (VA)

Uma varidvel aleatéria Z(w) é definida como o mapa funcional de um conjunto de
resultados para um conjunto de nimeros. Para cada realizacao w se atribui um nu-
mero =Z(w). Por exemplo, o lancamento de um dado pode ser interpretado como uma
varidvel aleatéria se mapearmos a face com o niimero um (w = face com o nimero 1)
como sendo uma saida com valor um (Z(w) = 1), a face com o niumero dois
(w = face com o numero 2) como sendo a saida dois (Z(w) = 2), e assim para
os demais. Vale observar que, apds o lancamento do dado, o valor obtido nao sera
mais uma varavel aleatoria, este valor torna-se uma realizacao. Isto é, se definirmos
=(w) como uma varidvel aleatéria que representa o langamento de um dado, entao,



19

se apos um lancamento obtivermos o valor quatro, este valor serd uma realizacao da
varidvel aleatéria Z(w). Esta distingao entre VA e realizagdo de uma VA é impor-
tante para o entendimento dos conceitos de probabilidade. Quando dizemos que,
por exemplo, a probabilidade de que Z(w) = 4 é 1/6, isto significa que existe uma
chance em seis de que as realiza¢oes de =(w) sejam iguais ao valor quatro. Para
simplificar a notagao iremos omitir a dependéncia explicita do evento w e escrever a
variavel aleatoria como =.
Uma VA pode ser continua ou discreta. O ntiimero de langamentos de um dado até
a aparicao de um determinado ntimero pode ser considerado uma variavel aleatéria
discreta, ja que se atribui as realizagoes um conjunto de valores discretos de aparigoes
(1,2,3,...). Um exemplo de VA continua pode ser a maxima temperatura em uma
certa cidade, ja que a medida de temperatura (realizagdo da VA) pertence a um
conjunto de valores continuos.
Uma propriedade fundamental de uma VA = é a sua fungao distribui¢ao cumu-
lativa de probabilidade (PDF), definida como
A —
Pe(§) = Pr(2 <9), (2.1)
onde P=(£) é a PDF da varidvel aleatéria =, e £ é uma varidvel independente ou

constante. A partir da Definicdo (2.1) podemos obter uma série de propriedades
(PAPOULIS; PILLAI, 2002)

A fungao densidade de probabilidade (pdf) é definida como a derivada da PDF.

a dPs(§)
d¢
Para simplificar a notac@o iremos omitir o subindice da notac¢ao P=(§) e p=(§), e

simplesmente escrever como P(§) e p(§). A partir da defini¢ao (2.2) podemos obter
as seguintes propriedades (PAPOULIS; PILLAI, 2002):

pa(ﬁ)

(2.2)

3
Haz/ p(2)dz,

—0o0

p(§) >0,
+o0
[ p(E)dg =1,

[e.e]

B8
H@<ssm=/zwme

«

A Definicao 2.1.1 de probabilidade condicional é diretamente estendida para a
funcao distribuicao de probabilidades.
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Definicao 2.2.1. (Distribuicio Condicional)
A distribuicao condicional de uma varidvel aleatéria = dada a ocorréncia de um
determinado evento A € definida como:

Pr(E2<¢,A)
Pr(A)

O evento {E < &, A} € o evento que consiste de todos os resultados w tal que
Ew) <€ ewe A. A funcao densidade condicional serd a derivada de P(€|A),

P(¢lA) 2 Pr(Z < ¢|A) = (2.3)

el 2 WPEA) L PE<S <eragd

dE Aeso A€

o

A probabilidade condicional de um evento A dado um evento de probabilidade
nula, como = = &, pode ser definida através do limite

Pr(AjZ =¢) 2 Jim PrAJ¢ <= <€+ A¢). (2.4)

O Teorema 2 da probabilidade total para eventos condicionais com probabilidade
zero pode ser escrito como uma soma infinita sobre os limites em (2.4). Assim, a
probabilidade de qualquer evento A é dada por

pia) = [ P = Op(o)de.

o0

Deste modo, a fun¢ao densidade condicional de probabilidades de = dado o evento
A serd

Pr(A[= = §p(¢)
Pr(A) '

Até agora consideramos apenas eventos escalares reais de variaveis aleatorias. A
extensao para vetores com componentes aleatérias, i.e.,

p(E|A) = (2.5)

onde [£]; é a i-ésima componente do vetor &, segue o mesmo conceito e as fungoes
distribuicao e densidade de probabilidade sao obtidas naturalmente. Para o caso em
que n = 2, por exemplo, temos
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A funcéo (2.6) é chamada de distribui¢ao conjunta e a fungao (2.7) é chamada de
funcao densidade de probabilidade conjunta. A defini¢ao de distribui¢ao condicional
e densidade condicional aplicada a pares de variaveis aleatorias é dada por:

P(E|A) = P[], [€]2]A)
_ Pr(E < 61,5 <6, A)
Pr(A)
p(&lA) = p([€]1, [€]2]A)
Pl [€)14)
0[gLogl.

(2.8)

Como na Defini¢ao 2.2.1, assumimos que Pr(A) > 0. A fungao densidade con-
dicional de uma variavel aleatéria =5, assumindo que o valor de uma outra variavel
aleatéria =; é conhecido, é utilizada frequentemente em inferéncia estatistica. Esta
funcao densidade nao pode ser derivada diretamente da expressao (2.8) devido ao
fato que o evento {Z = £} pode ter probabilidade nula. Deste modo, o funcao den-
sidade de probabilidades conjunta sera definida através do limite

p([€]2|Z1 = [€]1) = A[lsi}lflﬁop([ﬁ]ﬂ[ﬁ]l <Z; <€ +A[ghL) (2.9)
o p([s]la [6]2)
= —p([E]Q) . (2.10)

Quando nao existir risco de ambiguidade, utilizaremos uma notagao mais compacta

p([€]2/[€]1) para a fungao (2.10), i.e., p([§l2[[€]1) = p([€]2|Z1 = [£)1). Combinando
as equagoes (2.10) e (2.5) podemos reescrever o Teorema 3 (Teorema de Bayes).

Teorema 4. (Teorema de Bayes e Probabilidade Total)
A funcgao densidade condicional pode ser escrita

p((€l[Elp(IEL)

p([€)1l[&]2) = p([€]2)

(2.11)

onde a constante de normalizacao no denominador pode ser encontrada utilizando
a lei da probabilidade total

Observe que no Teorema 4 utilizamos a notacao simplificada

p([€]2][€]1) = p([€l2[Z1 = [€]1) e p([€]1][€]2) = p(€L[Z2 = [€]2)-

A funcao densidade condicional p([€]1|[€]2) fornece qual a probabilidade de ocorrén-
cia da variavel aleatéria [€]; dado uma realizacao de [€]s.
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2.3 Processos Estocasticos

Os processos estocasticos sao definidos como um conjunto de varidveis aleato-
rias Z1(t), Zo(t), ..., =Z,(t) indexados em fungao do tempo. Para definir matema-
ticamente um processo estocastico (PE), consideramos um experimento aleatério
=, que consiste em observar qualitativamente ou quantitativamente uma grandeza
qualquer w, sujeita a variagoes imprevisiveis com o tempo, ao longo de um inter-
valo finito [0, T]. Se o experimento for repetido inimeras vezes sob condi¢oes iniciais
idénticas, e se a cada repeticao obtivermos resultados diferentes para = este processo
é chamado de processo estocastico. Assim, analogamente a definicao de variavel ale-
atéria, define-se um processo estocdstico como um mapeamento Z(+,t) que associa
a cada evento elementar w € {2 uma funcao real do tempo

w E) E(w7t) - £t

Na teoria de probabilidade, um processo estocastico é um conjunto de valores
aleatorios usado para representar a evolucao de uma variavel aleatéria durante um
certo intervalo de tempo. Ao invés de descrever um processo de forma deterministica,
em um processo estocastico existe algum elemento do sistema que possui alguma
variavel indeterminada. Uma classe de processos estocdsticos muito estudada na
literatura sao os processos estocasticos Markovianos, ou simplesmente Processos
Markovianos

Definicao 2.3.1. Processo Markoviano
Um processo estocdstico de tempo discreto é um processo Markoviano se

p(€t+1|€17 SRR 7575) = p(€t+1|£t) (2-12)

o

Isto quer dizer que, a realizacao do processo no instante de tempo ¢ contém toda
informacao sobre o passado, a qual é necessaria para calcular o comportamento
futuro do processo. Desde modo, o valor da realizacao no tempo ¢t + 1 pode ser
estimado a partir do conhecimento do valor da realizacao no tempo ¢

€t+1 ~ p0(€t+1|€17 &, 7€t> = pﬂ(ét—l—l‘gt)? (2‘13)

onde a notagao pe(-) é utilizada para descrever a familia de fungoes densidade de
probabilidade parametrizadas pelo vetor de parametros 0, e £ ~ p(§) significa que
¢ tem uma distribui¢do de probabilidade dada pela pdf p(§). A pdf pe(&,.:11&;)
descreve a evolucao da variavel estocastica em funcao do tempo. Assume-se que a
condicao inicial £, da varidvel &,tem uma pdf pe(&,), chamada de prior.

Se o parametro @ for desconhecido, este pode ser estimado. O problema de
estimar este parametro é chamado de identificacao de sistemas. Esse problema sera
apresentado na Segao 4.2.

Se assumirmos que o processo {£,} nao é observado, e toda informagao sobre
este processo é obtida indiretamente através de observagoes (medidas) 7, de acordo
a um modelo de observagoes onde

Ve ~ po(7:1€s), (2.14)

dizemos que (2.13) e (2.14) sdo um modelo oculto de Markov (Hidden Markov model
HMM) (DOUCET; GODSILL; ANDRIEU, 2000).
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Defini¢ao 2.3.2. Modelo Oculto de Markov (HMM)
Um modelo oculto de Markov € definido como

g~ p0(£t+1‘€t)7 (2.15a)
Ye ~ po(Vil&s), (2.15Db)

onde assume-se que o processo {7,} € condicionalmente independente do processo

{&,}, i.e.,
Po(Vil€1, &2+ &) = po(vi|&), Vt, 1<t <T.

E ainda, assume-se que as observacoes sao mutuamente independentes

T
Pl vl &) = [T polvilén-- &) (216)
z;t
= Hp9<7i’£i)a Vi, 1<t<T. (2.17)
o

Na Definigao 2.3.2 introduzimos a notagao & ~ pg(-) que significa que a varidvel
& tem uma distribuigdo de probabilidade dada por pg(-) parametrizada pelo vetor
de parametros 6.

2.4 Consideracgoes Finais

Modelos ocultos de Markov podem ser representados como modelos na represen-
tacao por espago de estados, onde o estado é a varidvel estocastica. O problema de
estimar &, ; dado toda informagao até o tempo ¢ é chamado de filtragem ou estima-
cao de estado. Este problema serd tratado e formalmente apresentado no Capitulo
4. No préximo Capitulo apresentaremos os modelos no espaco de estado e também
como estes modelos se relacionam com os HMMs.
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3 MODELOS EM ESPACO DE ESTADOS

Um modelo no espaco de estados é um modelo onde a relagao entre o sinal de
entrada, sinal de saida e as perturbagoes/ruidos é dada por um sistema de equagoes
diferenciais de primeira ordem, no caso continuo, e um sistema de equagoes de
diferengas para sistemas de tempo discreto. Este tipo de modelo é composto por
dois conjuntos de equagoes chamados equacoes de estado e equacgao de saida. O
vetor de estados x; contém toda informacao disponivel sobre o sistema até o tempo
t, a qual é utilizada para determinar o comportamento futuro do sistema através da
equacao de estado. A equacao de saida determina a relacao entre o sinal medido y;
e o estado do sistema.

O resto deste capitulo ird apresentar as diferentes classes de modelos no espaco
de estado em tempo discreto, comecando pelo modelo mais geral. Sera apresentada
também a relagao entre modelos no espaco de estados e os HMMs apresentados na
secao anterior.

3.1 Modelos nao lineares

A equacao de estado e equacgao de saida para modelos nao lineares sao dadas por

Xt41 = f(Xt,ut,wt,O,t), (313)

Y = h(Xt,ut,I/t,O,t), (31b)

onde x; = [[X¢]1, -+, [Xt]n,|T € R™ representa o estado do sistema, u; € R™, y(t) =
[y, [yeln,]T € R™ sdo, respectivamente, os sinais de entrada e saida medidos,
0 =101, .07 € R™ é o vetor de parametros usados para descrever o sistema.

O estado no instante de tempo inicial tem uma distribuigdo x; ~ p(x;); {w: €

R™|1 <t <T}e{v, € R|1 <t < T} sdo processos estocasticos mutuamente

independentes e representam, respectivamente, o ruido do estado e ruido da medida.
O modelo ¢ dito nao linear com ruido aditivo se

X1 = f(Xt, U, 0, t) + Wy, (323)
ye =h(x,w,0,t) + v (3.2b)

O modelo (3.2) pode ser colocado na forma de um modelo oculto de Markov
(Definigao 2.3.2). Devido as componentes aleatérias w; e v, podemos considerar
cada componente do vetor de estado como uma variavel estocdstica e escrever um
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modelo probabilistico de (3.2) como

X1 ~ pe(X1), (3.3a)
X1 ~ Po(Xet1]xe), (3.3b)
yi ~ Po(yi|Xt), (3.3¢)

onde uma distribuigao inicial fornece a distribuigao a priori pe(x;) do estado x; no
instante inicial de tempo ¢ = 1.

A pdf pe(x¢4+1|x:) descreve a dinamica do sistema e suas incertezas como um
processo de Markov e py(y:|x;) descreve como a medida y, se relaciona com o estado
atual x;. Ou seja, desempenham um papel similar as das fungdes f(-) e h(:) de

(3.2). Assumindo que w; e v, tém pdfs conhecidas dadas por p,(+) e p,(-), podemos
reescrever (3.3) como (NINNESS; WILLS; SCHON, 2010)

Pe(Xt+1|Xt) = pw(Xt+1 - f(Xt, u, 0, t))» (3-43)
Po(yelxe) = po(yr — h(x4, 14, 0,1)). (3.4b)

Caso w; e v; sejam ruido Gaussiano mutuamente independentes, (3.2) é um
modelo nao linear Gaussiano. Neste caso

wi ~ N (o, X))

Vg~ N(ll’w EU))
onde ) .
N D) = e (—§<x T (x m) (3.5)

denota distribuicdo Gaussiana com média p € R™ e covariancia ¥, e |X| é o deter-
minante da matriz 3. Deste modo, (3.4a) e (3.4b) podem ser reescritos utilizando
(3.5) como

(Xp1|x¢) = 1
Po\Xe+11Xt) = 2oy
X exp (—%(Xtﬂ — £(xs, 0, 0,1) — pg,) T80, (Xep1 — £(x, 0y, 0,1) — l%)) )
(3.6a)
(i) = — =
v s,
X exp (—%(yt —h(x;,u,0,t) — p,) S (y, — h(x;,u,,0,t) — ,u,,)) :
(3.6b)

3.1.1 Modelos Lineares Gaussianos

A classe de modelos mais importante dentro da representacao por variaveis de
estado é, sem duividas, o caso linear e Gaussiano. Isto é, quando as fungoes f(-) e
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h(-) sdo fungoes lineares sujeitas a perturbagoes Gaussianas. O modelo de tempo
discreto para o modelo linear Gaussiano é dado por

X1 = Axt + But + Wy, (373)
ye = Cx¢ + vy, (3.7b)

onde A € R™*" & a matriz de transicao de estado, B € R™*™ & a matriz do sinal
de entrada, C' € R™*™ ¢ a matriz de saida, pg(x1) ~ N (Xo, o), ¢ wy ~ N(0,Q) e
v ~ N (0, R) sao ruido branco Gaussiano mutuamente independentes.

Neste caso, podemos escrever as pdfs pg(x¢41]X:) € po(ye|x:) como

! ! TQO N (x.1 — (Ax u,
Polia ) = e (—§<xt+1 (A + Bu))Q (e — (Ax, + B >>> |
(3.8a)
1 1 e Ox
po(yilx:) = W exp (—5(}% —Cx)TR (y.— C t)) 5 (3.8b)

onde Q! ¢ a inversa da matriz Q.

3.2 Modelos Afins por Partes

Chamados na literatura de Piecewise affine state-space models PWASS, os mode-
los afins por partes sao compostos por N, submodelos que compartilham um mesmo
vetor de estado. As trocas entre cada submodelo sao indexadas por uma varidvel
discreta ry (ANDREA, 2012)

X1 = Ar‘txt + Bmut + b’f't + wy, (393)
Yt = C?“tXt + Uy, (39b)
onde b,, € R™ e a varidvel r, € {1,2,--- , N,.} define o submodelo que esta ativo no

tempo ¢t. Em geral, a variavel r; pode ser funcao das varidveis de entrada u; e/ou
do estado x;. Este tipo de modelo é utilizado em diversas areas. Uma utilizacao
bastante comum é a de aproximar modelos nao lineares, onde a funcao nao linear
é aproximada por um conjunto de retas. A Figura 3.1 apresenta a aproximagao
de uma parabola por uma funcao afim por partes com N, = 4, ou seja, a fungao
¢ aproximada por quatro retas. Quando maior o nimero de particoes utilizadas
melhor serd a aproximacao da funcao nao linear.

Neste trabalho iremos considerar um caso particular de (3.9), que é a seguinte
classe de modelos afins por partes

X1 = F(x¢) + Bu; + wy, (3.10a)
Y = OXt -+ Uy, (310b)

onde x; € R™ ¢ particionado em duas variaveis escalares 7, e (; assim como pelo
vetor x, € R =2 tal que

Xt £ [ﬁnCnXHT-
A funcado F(-) é dada por

(DTXt

F(xe) & | f(ne) + @7z | (3.11)
Fx,
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AT,

Figura 3.1: Aproximagao de uma fungao f(x) (curva em preto) por uma fungao afim
por partes com N, =4 (curva em azul)

onde z; = [Q,xHT, ¢ € R & c R, F € RW2x". ¢ 5 funcio afim por
partes f(n;) é dada por

flzamt—l—bl 1fl1<77t§l2
f2 = aone + bs iflp <my <3
f) =97, (3.12)
fN'r = a'Nrnt + bNr lf ZN’!‘ < nt < ZNT+17
com [} = —00 e Iy, 41 = +00. Assim, para uma regidgo R; = {x;:l; <n < lip1}
podemos reescrever (3.11) utilizando (3.12) como
(DTXt
F(xt) = amy+ b+ @'z (3.13)
| FXt
Ay b;
- ~ =
o7 0
= [G,i ¢T] X + bz (314)
| 0
= A;x; +b;. (3.15)
Deste modo, condicionado a regiao R;, o modelo (3.10) serd
Xt41 = Aixt + But -+ bl + wy, (3163)
Yt = Cxt + Vy, (316b)
onde A; e b; sao definidas em (3.14) e o indice ¢ € {1,---, N,} determina em qual

dinamica afim o sistema se encontra no instante de tempo ¢, i.e., qual submodelo
estd ativo no tempo t. Observe que, (3.16) é um modelo Gaussiano afim para uma
dada regiao.

Essa classe de modelos pode ser utilizada para modelar uma série de sistemas
reais, como por exemplo, a dinamica da direcao longitudinal do jato Gripen, onde
a dinamica do angulo de pitch da aeronave é funcao de uma funcao afim por partes
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que, por sua vez, depende to angulo de ataque da aeronave (LARSSON, 2013).
Outro exemplo de sistema que pode ser modelado por esta classe de modelos é o
modelo nao linear para vibragoes causadas por folgas (MAHFOUZ; BADRAKHAN,
1990). Neste caso a dinamica da velocidade da vibragao é dada por uma fungao fim
por partes. Estes dois modelos serao utilizados neste trabalho e serao apresentados
nas secoes 7 e 6 respectivamente.

3.3 Consideracoes Finais

Neste trabalho propomos um algoritmo de estimacao de estados e um algoritmo
de estimac@o de parametros para os modelos afim por partes como (3.10). Como
vimos este tipo de modelo é nao linear, e a nao linearidade é dada por uma fungao
afim por partes. Vale observar que se a regiao em que o estado se encontra for conhe-
cida, o modelo se torna um modelo afim. No préoximo capitulo serao apresentados os
problemas de estimacao de estados e identificacao de parametros, e ainda a solugao
para estes dois problemas para o caso linear Gaussiano como o em (3.7).
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4 INTRODUCAO A ESTIMACAO BAYESIANA

Neste capitulo iremos tratar do problema de estimacao de estados e estimacao
de parametros utilizando a abordagem Bayesiana (BAYES; PRICE, 1763), a qual
considera qualquer variavel desconhecida como uma variavel estocastica. Estes dois
problemas, estimagao de estados e estimacao de parametros, sao tratados separada-
mente. Na estimacao de estados Bayesiana a solucao do problema é apresentada em
termos da fungao densidade de probabilidade pg(x;|y1.x) do vetor de estados x;. J& o
problema de estimacao de parametros é solucionado através do método da Maxima
Verossimilhanga. Neste método procura-se um valor para o vetor de parametros @
que maximize a probabilidade dos dados medidos, i.e., procura-se 8 que maximize
a funcgao likelihood

A
po(y11) = po(¥y1,¥2,-- - ¥1)-

Nesta se¢ao iremos introduzir estes dois problemas, e ainda apresentar a solucao
destes problemas para sistemas lineares Gaussianos.

4.1 Estimacao de Estados

Na estimacao de estados Bayesiana, estamos interessados na funcao densidade
de probabilidade pg(x;|y1.x). Isto é, a distribuigao do estado x; dada toda a infor-

macao disponivel através das medidas até o instante de tempo k, yi.x 2 {yi}fzo.
Dependendo da relagao entre t e k em pg(X;|y1.x) temos trés problemas diferentes
de estimagao

t = k, Estimagao de estado recursiva (Filtragem)
t > k, Predicao
t < k, Suavizagdo (Smoothing).

Como veremos no decorrer desta secao, somente em alguns casos o problema de
estimacao de estados tem solucao analitica. O principal exemplo onde isto acontece
sao os casos que o modelo é linear e os ruidos do sistema sao Gaussianos.

4.1.1 Estimacao de Estado Recursiva

Como mencionado anteriormente, o objetivo da estimacao Bayesiana é utilizar a
informacao obtida através de observagoes de uma certa varidvel (medida da saida)
com o objetivo de inferir uma outra varidvel desconhecida (estado). No problema
de estimagao de estado recursiva ou filtragem, a estimativa do estado no tempo t é
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calculada a partir da estimativa do estado no instante anterior e a medida atual y; de
forma recursiva. Assumimos que o vetor de estados x; possui uma funcao densidade
a priori, pe(X¢|y14—1) que contém toda informagao do estado anterior a realizacao
da medida do sistema. Quando a medida é realizada, precisamos relacionar esta
nova informacao com o estado estimado para entao obter a funcao densidade a
posteriori do estado x; denotada por pg(x:|y1.:). Esta relagdo ¢é feita através da
fungao likelihood das medidas pg(y:|x;), que determina quao provéavel a medida é
dada uma estimativa a priori do estado.

O estimador Bayesiano calcula a pdf condicional de x; baseado no conjunto de
medidas de yy.;. A pdf condicional no instante de tempo ¢ sera

p(X¢|y1.¢) — pdf de x; condicionada as medidas y1.; = {y1,y2,-.-,¥:¢}-
Considere o modelo néo linear com ruido aditivo (3.2)

Xi41 = £(x¢, 0, 0,1) + wy, (4.1a)

Yt = h(Xt,ut,07t) +Vt7 (41b)

onde a pdf dos ruidos do estado e da saida sao conhecidas e a primeira medida do
sistema ¢ obtida em ¢ = 1, assim a condigao inicial do estimador ¢ a pdf pe(xy).

Como vimos em (3.3), podemos reescrever o modelo (4.1) na forma probabilis-

tica (3.3). Devido a propriedade Markoviana do estado (Defini¢ao 2.3.1), podemos
escrever a funcao densidade de probabilidades conjunta do estado

A
pG(Xl:t> - pe(xlv LI th)

e a funcao densidade de probabilidade condicional

A
p@(y1:t|xlst) = PG(YIa ce 7Yt|X17 cee 7Xt>

como
t
p(X1:t) = po(x1) Hpe(Xk|Xk—1) (4.2a)
k=2
P(Y1:t]x1:4) = Hpa Y&|Xr), (4.2b)
onde Xi. 2 {x1,%2,...,%x:}. No contexto Bayesiano, a estimacao da trajetéria x;.;

dado o conjunto de medidas y;.; depende da distribuicao a posteriori

p@(xlzty y1:t)

Ti4lvi.) = 4.3
pe( 1.tb’1.t) p(}’u) ( )
onde
Pe(le yl:t) = Do (Xlzt)pe (y1:t’X1:t) (44)
e, da lei de probabilidade total (Teorema 4),
p(y1:t) 2 / (Xl t)pe(Y1 t|X1 t)dxl it (4-5)

:/ Po(X1:)pe(Y14[X1:)dxy - - - dx. (4.6)
R"e R"e
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Podemog mostrar que a distribuicao a posteriori pg(z1.¢|y1.+) satisfaz a seguinte
recursao (SARKKA, 2013)

Po(X¢|%:—1)po (Ye|X¢)
Pe()’t|}’1:t—1)

Po(T1:4|y1:4) = Po(T1:4-1]Y1:6-1) , (4.7)

onde pg(y:|y1.+—1) é uma constante de normalizagao e pode ser calculada por

p@(Ytb’l:tfl) = /pe(xl:t1|YI:t1>p0(Xt’Xt1)p0(Yt’Xt>dXt1:t-

No problema de estimacao de estados estamos interessados em encontrar a dis-
tribuicao pe(x:|y1.). Esta distribuigao pode ser obtida através da marginalizacao da
distribuigao (4.7), ou seja, precisamos integrar em X;.;—1 a distribuigao (4.7)

pB(xt|y1:t) é /p@(xlztb’l:t)dxlzt—l (48)

= / ce / Po(X1y .oy X1, Xe|y14)dXy ... dxyq (4.9)
Rne Rna

A marginalizagao (4.9) significa tomar a média sobre todas as trajetérias possiveis
do estado até o tempo ¢t — 1. Uma vez computado pg(x;|y1.;) é possivel estimar x;
de diferentes formas, por exemplo, através da média

~ A
Xt = E[Xt‘YI:t] = / tie(Xt|Y1:t)dXt,
Rna

onde X; é a estimativa do vetor de estados e E[:] é o operador valor esperado.

O objetivo entao é encontrar uma forma recursiva de calcular a pdf condicional
po(X¢|y1+). Para isto iremos, primeiramente, encontrar a pdf pe(x¢|y1.¢—1), isto é, a
pdf de x; dadas as medidas a priori do tempo t. Utilizando o teorema da probabi-
lidade total (Teorema 2), pode-se mostrar que a pdf pg(x;|y1.+—1) pode ser escrita
como (SIMON;, 2006):

Po(Xe|y1:-1) = /Pe(Xt,XtJYLthth
= /pe(Xt|Xt—1,Y1:t—1)Pe(Xt—1|Y1:t—1)dXt—1'
Devido a propriedade Markoviana do estado (Defini¢ao 2.3.1),
Po(X¢|Xi—1,Y1:-1) = Po(Xe|Xe-1),
isto é, x; é inteiramente determinado dado x;_;. Assim,
polxlyras) = [ polxlxi-i)paCily i )dxic (4.10)
A segunda pdf do lado direito da equagao (4.10) ndo estd definida ainda, por
outro lado, a primeira pdf, pg(x;|x;_1), é a pdf do estado no tempo t dado o estado

no tempo t — 1. Esta pdf é conhecida (equagao (3.4a)) ja que a pdf do ruido e a
fungao de transicao de estado f(+) sao conhecidas. Agora considere a pdf condicional
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a posteriori de x¢, pe(x¢|y1.+). Utilizando o Teorema de Bayes (Teorema 4) e como
Vit = {¥¢, Y141} temos que

pe(Xt|Y1:t) = p@(xt|Yt7 Y1:t—1)
_ pe(}’t|Xt7Y1:t—1)pe(th’1:t—1) (4‘11)
pe(}’t|}’1:t—1)

No caso em que o ruido de medida é fraco, temos que pg(y1..—1|Xt, Y1) = Po(¥1.0-1|%t),
deste modo obtemos
po(ye|Xt)po(Xe|y1:i-1)
Po(yily1:t-1)

po(Xe|y1:) = (4.12)

A equagao (4.12) relaciona como a probabilidade a priori do estado pe(x;|y1.4—1)
se modifica ap6s obtida a medida y,. Todos os termos a direita de (4.12) estao
disponiveis:

e A pdf pg(y:|x;) é obtida a partir da equagao de saida do estado h(-) e da pdf
do ruido da medida v, através de (3.4b);

e A pdf pg(x¢]y1.1—1) é a obtida em (4.10) utilizando (3.4a);

e A pdf pg(yi|y1..—1) é obtida de forma similar a (4.10):
Po(yily1i-1) = /p@(}’t7xt|y1:t—1)dxt

= /pe(yt’XtaYI:t—l)pG(Xt|Y1:t—l)dXt>

como y; ¢ completamente determinado a partir de x; pela equagao de saida
(3.4b)

pe(}’tb’l:t—l) = /pe(}’t|Xt)pe(Xt|Y1:t—1)dXt- (4-13)

O problema de estimacao de estados consiste de dois estdgios: predicao e atuali-
zagao. No estagio de predigao, a distribuicao pg(x;_1|y1.¢—1) obtida no tempo t —1 é
propagada no tempo utilizando a equacao de estados obtendo a distribuicao a prior:
po(X¢|y14-1). Na atualizacao, a distribuigdo a priori é atualizada considerando a
medida obtida no instante t utilizando o teorema de Bayes. A Figura 4.1 apresenta
um esquematico de uma iteracao dos estagios envolvidos na estimagao de estados
recursiva.

Assim, as equagoes (4.13), (4.12) e (4.10) fornecem uma maneira recursiva de
encontrar as pdfs do estado. Porém, as integrais multidimensionais envolvidas sé
possuem solugoes analiticas em alguns casos especiais. O caso mais conhecido é
quando o sistema é linear e o ruido e as pdfs das condicoes iniciais sao ambos
normalmente distribuidas, como modelo (3.7b). A solugao encontrada, neste caso, é
dada pelo filtro de Kalman.

Teorema 5. (Filtro de Kalman)
Considere o sistema de tempo discreto descrito por
Xi11 = AXy + Biug + wy

4.14
yi =COx + vy ( )



Ruido do Wi—1
Processo

’ I/t
Ru1d.o da
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Equacao de Transigao
Po(x¢|x¢—1)

Equacao de Saida

Y
Nova Medida =——————

po (ye|xt)

Teorema de Bayes

l

pe(Xt|Y1:t)
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> Predicao

> Atualizagao

Figura 4.1: Esquemadtico dos estégios da estimagao recursiva.
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e assuma que 0s ruidos e o_estado inicial sio Gaussianos, i.e., w; ~ N(0,Q;),
ve ~N(0,Ry) e xg ~ N(Xo, ). Entao,

p(xelyie) = N (x5 Xepe, Pye) (4.15a)
p(Xt+1|Y1:t) = N(Xt+1; §t+1|t, Pt+1|t), (4-15b)

onde N (x;X, P) € a distribui¢io normal de x; com média X e variancia P,

Xije = Xefr—1 + Ki(ye — CiXee—1), (4.16a)
Ky = Py C7 S, (4.16b)
Sy = CyPyy_1C] + Ry, (4.16¢)

Pye = Py = P aCL ST Cy Py, (4.164)

Xepp = AiXye + Bouy, (4.16¢)
Py = APy Al 4 Qy, (4.16f)

com QO‘_l = Xo, -1 = Py. Temos ainda que §t+1|t € uma estimativa a priori
(estimativa do estado no tempo t + 1 dada medida da saida no tempo t), Xy, € a
estimativa a posteriori (estimativa do estado no tempo t dada medida da saida no
tempo t), Py, € a matriz de covariancia da distribuicdo a posteriori e Py € a
matriz de covariancia da distribuicao a priori.

Prova. Prova pode ser encontrada no Apéndice A.

O prova apresentada no Apéndice A é a prova Bayesiana no filtro de Kalman,
ou seja, em termos das funcoes de probabilidade. Esta prova sera 1til para entender
a derivacao do estimador de estado proposto na Secao 6. Os lemas a seguir serao
utilizados para simplificar demonstracoes futuras (SARKKA, 2013) e podem ser
derivados utilizando as mesmas relagoes utilizadas no Apéndice A.

Lema 4.1. Distribuicio conjunta de varidveis aleatorias Gaussianas.
Sejam x ey varidveis aleatorias com distribuicoes de probabilidades Gaussianas

p(x) = N(x;X, P) (4.17a)
p(ylx) = N(y; Hx + p, R) (4.17h)

entao a distribuicao conjunta de x ey e a distribuicao marginal de'y sao dadas por

pixy) =N (@ ; {Hﬁi ,u} ! {;P JLJPIZII_T[TJr RD (4.182)

p(y) = N(y; Hx + p, HPHT + R) (4.18D)



Prova. Utilizando o Teoremas de Bayes temos que

p(x,y) = p(y[x)p(x) = p(x|y)p(y).
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(4.19)

Como todas pdfs sao Gaussianas, expandindo a relacao acima da mesma forma que

em (A.4) obtemos (4.18a). Para encontrar (4.18b) basta calcular

Lema 4.2. Distribuicao condicional de varidveis aleatorias Gaussianas.

p(y) = / p(x,y)dx.

Sejam x ey variqveis aleatorias com distribuicao de probabilidades conjunta

Prova. Temos que

e pelo Teorema de Bayes /

v (5[4 5

entao a distribuicao marginal e a distribuicao condicional de X ey sao

_p(xy)
p(X|Y) - p(}’)
~p(x,y)

(4.20)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Como todas pdfs sio Gaussianas, expandindo as rela¢oes acima da mesma forma
que em (A.4) obtemos as relagoes desejadas.
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4.1.2 Predicao

O problema de predicao consiste em estimar o estado no tempo ¢t dada medida
até o instante de tempo k < t. O preditor um passo a frente é o preditor que estima
o estado no instante de tempo ¢t 4+ 1 dada informagao até o instante de tempo ¢.
Partindo da densidade de probabilidades conjunta

pe(XtH, Xt|y1:t) = pO(Xt+1‘Xt)p0(Xt|Y1:t)a (4-27)

onde utilizamos o Teorema de Bayes para encontrar (4.27), para encontrar a pdf
Po(Xi11|y1:¢) do preditor um passo a frente precisamos marginalizar pg(X;y1,X¢|y1:)
em X, ou seja

pO(Xt+1|y1:t> = /pG(Xt+17Xt|Y1:t)dXt (4-28)

= /p9(xt+1‘Xt)pB(Xt|y1:t)dXt- (4.29)

Marginalizar em X; significa que somamos sobre todos os valores possiveis da va-
ridvel desconhecida x;. A expressao para o preditor k-passos a frente segue o
mesmo raciocinio usado para encontrar (4.29). Neste caso é necessario margina-

lizar pg(X¢ik, -+ ,X¢|y1.4) com respeito a dxy,--- ,dXp 51
R k
Po(Xiskly1:e) = /Hpe(xt+ilxt+il)p0 (Xe|y 1) dXppr—1 (4.30)
i=1

k
:/"‘/Hpe(xt-i-z‘|Xt+i—1)p0(xt|y1:t)dxt"'dXt+k—1- (4.31)
i=1

4.1.3 Smoother

A diferenga entre o estimador de estados recursivo e o estimador suavizado (smo-
other) é que o primeiro calcula a estimativa do estado utilizando somente medidas do
sistema até o instante de tempo atual, enquanto o smoother utiliza medidas futuras.
O objetivo do smoother é encontrar a funcao distribuicao a posteriori marginalizada
do estado x; tendo medidas do sistema até o tempo T com T > t, i.e.,

po(Xe|y1r).
Para encontrar o estimador suavizado partimos da distribuicao conjunta do estado
Xy € X41 dado yi.7
Po(Xe, Xe11|y1:r) = Po(Xe|Xe11, Yiur)Po (Xe11|y1:T) (4.32)

Como dado x;11, x; nao depende de y;1.77 temos

Do (Xt‘XtJrla Y1:T) = Do (Xt‘XtJrla yl:t)7

ou seja

Po (X, Xe1|y1:7) = Po(Xe|Xes1, Y1t )Po(Xeg1 [y1:7)
_ Po(Xe11 X, y1:)p(Xe|y1:t)
B p(Xet1]y14)
Po(Xet1/X¢)Po (XY 1:0)

) Xe1|Y1:7); 433
po(Xtr1|yi:e) Po(X41[y1r) ( )

pe(Xt+1|Y1:T)
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onde pg(x¢41]y1.7) € a distribui¢do suavizada do estado em ¢ 4 1. Assim, para obter-
mos p(x;|y1.7) basta marginalizarmos (4.33), ou seja, integrar com respeito a X;;1
(4.33)

X X
PolxunlXe) o ). (434)
pe(XtH ’}’1:t)

po(xilyir) = pallyra) [

O estimador suavizado obtém uma estimativa para o estado muito mais pre-
cisa que o estimador recursivo ja que todo o conjunto de dados obtidos esta sendo
utilizado para estimar o estado. Somente em alguns casos teremos uma expressao
analitica para (4.34). Do mesmo modo que para o estimador de estados recursivo,
se o sistema for linear e Gaussiano o Filtro de Kalman Suavizado ou Rauch-Tung-

Striebel smoother (RAUCH; STRIEBEL; TUNG, 1965) pode ser utilizado.

Teorema 6. Rauch-Tung-Striebel smoother
Considere o sistema de tempo discreto descrito por

Xi11 = AXy + Biug + wy (4.35)
yi = 0% + vy .

e assuma que os ruidos e o estado inicial sao Gaussianos, i.e, w; ~ N(0,Q;),

Vi~ N(O, Rt) € Xqg N()_((), po) Entdo,

po(X¢|y1r) = N (xy; §t|1:T, pt\l:T)a

onde
Xip1)e = AXee + Brug (4.36a)
Py = AP A] + Qy, (4.36D)
Gy = PyAf [P ™ (4.36¢)
Xt = Xepp + Go(Xpppr — Xegape)s (4.36d)
Pyr = Py + Go(Pryajr — Pivn) G, (4.36¢)

e, Xyp e Py s@o a média e a covariancia calculadas pelo filtro de Kalman (Teorema

5).

o
Prova. Como mostrado no Teorema 5,

Po(Xe, Xep1|Y1:e) = Po(Xew1]Xe)po(Xe|y1:e) (4.37)

= N (%115 Axy + Buy, Q)N (%45 Xyt Pipe) (4.38)

Como x; e Xy11|X; sao varidveis aleatorias com distribui¢cao Gaussina, podemos uti-
lizar o Lema 4.1

_ X . X Py P AT
Po(Xt, Xialyra) =N ([XHJ ’ lAﬁ - BuJ ! [AP“ Apgar+q) ) (439

Devido a propriedade Markoviana do estado (Defini¢ao 2.3.1) temos que

po(Xe|Xe41, Y1.1) = Po(Xe|Xtt1, Y1:t) (4.40)



38

e entdo, utilizando o Lema 4.2 em (4.39) obtemos a sequinte funcao distribuicdo
condicional

Po(X¢|Xti1,Y1.1) = Po(Xe|Xey1, Y1) (4.41)
= N (x4;mg, Py), (4.42)
onde
Gy 2 PpAT(APR AT + Q)™ (4.43)
iy 2 Ry, + Gy(xi11 — ARy — Buy) (4.44)
Py 2 Py — G(AP AT + Q)G (4.45)

Assumindo que pg(Xi+1|y1:r) = N (Xeg1; Xes1j7, Pev1yr), @ distribuicdo conjunta
de xX; € X;41 dado yy.7 serd

po(Xt|Xt+1, Y1:T) = po(Xt|Xt+1, Y1:T)p9(Xt+1 |Y1:T) (4-46)
= N(Xt; m,, p2)N(Xt+1; §t+1|1:T7 pt+1|1:T) (4-47)
N Xt . §t+1\1:T ptj-1|1:T Apt—l—l\l:TG;tr _
Xep1] | (Xepp + Ge(Xeapir — AXye — Bwy) | 7 |GT Pinr GiPryinrGl + Po) )
(4.48)

Por fim, utilizando Lema 4.2 com (4.48) obtemos

po(Xt|Y1:T) = N(Xt; §t|1:T, pt\l:T)a

onde
Xor = X + Ge(Xeppr — Xepape), (4.49)
pt|1:T = By + Gi(Prapr — Piiap)Gl. (4.50)
[ ]

4.2 Estimacao de parametros

Utilizando a abordagem Bayesiana podemos separar o problema de estimagao de
estados do problema de estimacgao de parametros. Para lidar com o problema de es-
timagao dos parametros do sistema, o método da méxima verossimilhanga (LJUNG,
1999) fornece uma estimativa do vetor de parametros 0 a partir do valor que maxi-
miza a fun¢ao densidade de probabilidade conjunta (likelihood) pe(y1.7) das obser-
vagoes.

4.2.1 Estimativa por Maxima Verossimilhanga

A fungao likelihood pe(y1.7) avalia como a probabilidade em obter um certo
conjunto de dados varia dado 6. Assim, procuramos

~

0 = arg max Po(y1.1)

= arg HlBaX pﬂ(yla yo,... 7yT>7 (451>
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onde pg(y1.7) 2 pe(y1,y2,--.,yr). Ou seja, queremos um valor para o vetor de
parametros @ que maximize a probabilidade dos dados medidos. Para encontrar
a solucao deste problema podemos utilizar o Teorema 3 (teorema de Bayes) para
decompor a funcao likelihood

po(yir) = po(y1,¥2: -, ¥7) (4.52)
= po(y1) | [ po(y:lyre)- (4.53)

Como a fungao logaritmo é uma fung¢ao monotonica, o problema de maximizacao
(4.51) é equivalente ao problema de minimizagao

0,1, = arg min —Lg(y1.7), (4.54)

onde Lg(y1.7) é a funcao log-likelihood definida como:

T

Lo(y1.7) = log pa(yr.r) = log pe(y1) + D log pe(yilyi-1)- (4.55)
t=2

Para o caso de um modelo linear com ruido e condic¢oes iniciais Gaussianas, como
em (4.14), a fungao log-likelihood tem uma forma fechada (A.11), assim a funcao log-
likelihood para o sistema linear Lle (y1.7) serd

Ly(yir) = __Zny In 27 + In | Kot | + (yi — CRye—1) Kk_|li—1(yk — CXyjp—1)
=1

(4.56)
onde

K- = CrPyp-1Cf + R,

Pyjk—1 € X¢p—1 sao dados pelo Filtro de Kalman (Teorema 5).

Tipicamente, a funcao (4.55) é diferencidvel, e o problema de otimizagao (4.54)
pode ser resolvido através de métodos de procura baseados no gradiente da funcao
log-likelihood (SCHON; WILLS; NINNESS, 2011). O problema surge quando que-
remos encontrar a estimativa (4.51) para modelos nao lineares, quando nao existe
forma analitica para a funcao likelihood. A inexisténcia de uma solugao analitica
para a funcao likelihood vem do fato que a trajetéria do estado xy.7 é desconhecida.
Assim, para calcular pg(y;.r) precisamos tomar a média sobre todas as possiveis
trajetorias do estado. Mais precisamente, a funcao likelthood é dada através da
marginalizacao de xi.r da fungao likelihood conjunta

pe(yrr) = /pB(X1:T7Y1:T)dX1:T (4.57)

Utilizando a propriedade Markoviana (Definigao 2.3.1) do sistema, podemos re-
escrever funcao likelihood conjunta como

T-1

Po(yi|x:) H Do (Xe+1|xt), (4.58)

t=1

Pe(XLT, Y T Pe X1

IISH
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ou ainda sem perda de generalidade, a funcao log-likelthood conjunta

LO(Xl:Ta Y1:T) 2 10gp0(X1;T7 Y1:T)- (4~59)

Como, na maioria dos casos, nao existe solu¢ao analitica para a integral (4.57),
métodos numéricos devem ser utilizados. A existéncia de uma variavel desconhecida
x1.7 sugere a utilizagdo do método chamado data augmentation (TANNER; WONG,
1987). Esse método se baseia na ideia de que se o estado x;.r fosse conhecido,
inferéncia de @ seria simples. O algoritmo EM utiliza este método para criar uma
fungao substituta para pg(y1.r), de modo que resolver o problema para esta fun¢ao
substituta equivale a resolver (4.51).

4.2.2 Algoritmo EM

O algoritmo EM combina a estimagao de estados Bayesiana, introduzida na
Secao 4.1, com a identificacao de parametros utilizando o estimador de maxima
verossimilhanga (Se¢ao 4.2). A ideia principal do algoritmo é considerar a fungao
log-likelihood conjunta (4.58), ao invés de considerar apenas a funcao log-likelihood
Leo(y1.1). Esta estratégia pressupoe que maximizar a fungao log-likelihood “completa”
Lo(x1.7,y1.7) é mais facil que a “incompleta” Lg(y1.r) devido a informagao que o
conjunto xi.7 pode fornecer (SCHON; WILLS; NINNESS, 2011). Por exemplo, se a
estrutura do modelo for linear e invariante no tempo

Xt+1 = AXt —|— But —l— Wi
y: = Cxy + vy

entao o conhecimento do vetor de estados x; nos permite estimar as matrizes A, B e
C' através de uma simples regressao linear (LJUNG, 1999). Como ndo conhecemos
o conjunto X;.7, o algoritmo procura uma estimativa para este conjunto e considera
uma aproximagao Q(0,60y) da funcdo Le(x1.7,y1.7). A aproximagao utilizada é a
de minima variancia de Lg(x1.7,y1.7) dado o conjunto de dados observados yi.r
e a hipdtese de que ék ¢ o valor para o vetor de parametros na k-ésima iteracao
do algoritmo. Este estimador de minima variancia é dado pelo valor esperado da
funcao log-likelihood completa Lg(x1.7,y1.7) com respeito ao estado x;.r condicio-
nado as medidas y;.r e a estimativa ék obtida na k-ésima iteragao do algoritmo EM
(MCLACHLAN; KRISHNAN, 2007)

Q(8,6) £ E[Lg(x1.7, y1.7) Y17, 0] (4.60)

= /LB(XlzTa Y1;T)P9k (X1:T|Y1:T)dX1:Ta (4-61)

onde 0, em Da, (x1.7|y1.7) significa que pg(x1.7|y1.7) € a pdf de x;.7 dados o conjunto
de medidas y.7 calculada utilizando a estimativa 6, obtida na k-ésima iteracao do
algoritmo EM. A chave para entender o significado da fungao Q(6, 9k) é notar que
YiT € ék sao conhecidos, e o estado x;.7 ¢ uma variavel aleatoria governada pela
distribuicao pg(X1.7|y1.7)-

O céleulo de Q(8, 6;) é chamado de passo E (expectation step) do algoritmo. O
segundo passo do algoritmo, chamado passo M (mazimization step), é maximizar a
fungao (4.61) com respeito a 8, i.e.,

~

9k+1 = arg max Q(0,0y). (4.62)
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Le, ., (y11)
1(Or+16k)

Lo, (y11) = 1(0k|0k)

Lo(y1.1)

Le(y11) 1(0|6)

~ 0
P

Figura 4.2: Interpretagao gréfica de uma iteragao do algoritmo EM. A funcao 1(0|60y)
é limitada acima pela fungao likelihood Lg(y1.1). As funcoes s@o iguais em 6 =
0. O algoritmo procura o valor 6,1 como o valor que maximiza [(6|6y). Como
Lo(y1.1) > 1(6|6), aumentando [(0|6)) garante que o valor da fungao likelihood
Lg(y1.7) aumenta em cada iteracao.

Estes dois passos sao repetidos até que um critério de parada pré-determinado
seja atingido. Para cada iteracao do algoritmo, pode-se mostrar que maximizar
(4.62) significa maximizar Lg(X1.7, y1.7) € que o algoritmo converge para um maximo
local de Lg (y1.7)- Isto vem da relacao que existe entre Lg(y1.7) com a aproximagao

Q(0, Ok) da funcao log-likelthood. Pode-se mostrar a seguinte relacao de desigualdade
(SCHON; WILLS; NINNESS, 2011)

Lo(y11r) — Lo, (y11) > Q(8,6:) — Q(6y, 6;) (4.63)
ou ainda
l(@fk)
Le(Y1:T) > ,Lgk (Y1:T) + Q(H, ék) - Q(ék, ék; (4-64)

O objetivo é encontrar os valores de @ que maximizem Lg(yi.7), ou seja o valor
do vetor de parametros que maximize a probabilidade dos dados medidos. A de-
sigualdade (4.64) mostra que a fun¢ao Lg(y1.r) ¢ um limite superior para 1(6]6},).
Ou seja, dado 6 tal que Q(6, ék) > Q(ék, ék) a fungao log-likelihood Lg(y1.7) tam-
bém aumenta de modo a satisfazer a desigualdade (4.64). A Figura 4.2 ilustra este
processo. Com o objetivo de alcancar o maior aumento no valor de Lg(yi.1), 0
algoritmo EM procura o valor de @ que maximiza Q(0, 9k) Chamamos este valor
de 9k+1. O algoritmo EM explora esta desigualdade retornando uma sequéncia de
valores ék, k = 1,2,... que cada vez mais se aproxima do estimador de maxima
verossimilhanca (4.55).

O primeiro desafio na implementacao do algoritmo EM é computar a funcao
log-likelihood aproximada Q(8,0}) a partir da sua definicdo (4.61). Utilizando o
Teorema 3 temos
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Lo(x1.7, y1.7) = log pe(yi:r|X1:1) + log pe(y1.7) (4.65)
Ly Ly
F= > 5 \
=logpe(x1) + > _ log pe(xi1lx:) + > log pe(yilx) (4.66)

t=1 t=1

Como vimos, Q(6, 9k) ¢ o valor esperado de Lg(x1.7,y1.7) condicionado as me-
didas yi.r e a estimativa 6. Assim, aplicando o operador valor esperado em cada
termo de (4.66) obtemos

L 2 EB(Lyrr, 0] = / log po(x1)pg, (x1[y1.7) dxy (4.67a)

N-1
I 2 E[Lgly1r, ék] = Z //logpf)(XtJrllXt)pék (X415 Xe|y1er) dxp dxp1 (4.67b)
t=1

N
I 2 E[Lly1r, 04 = Z/logpe(yt!xt)pgk (x¢|y1r) dx; (4.67c)
t=1

Assim,

Q(0.6,) =1, + L+ I. (4.68)

Como pode ser observado em (4.68), para calcular a funcao (0, 9k) precisamos
conhecer as pdfs p,, (x¢|y1.7) € Da, (X441, X¢|y1.7) associadas ao problema de suavi-
zagao (Secao 4.1.3).

4.3 Consideragoes Finais

Para modelos nao lineares e/ou com ruidos ndo Gaussianos nao existe solucao
analitica para os problemas de estimacao de estado ou identificacao de parametros.
Assim, precisamos utilizar algum método numérico de aproximagao como por exem-
plo o filtro de Kalman estendido, unscented Kalman filter (RAWLINGS; BAKSHI,
2006), point of mass filter , filtro de particulas (GUSTAFSSON, 2010) para o pro-
blema de estimacao de estados, e algoritmo EM (Ezpectation Mazimization algo-
rithm) (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1977), (MCLACHLAN; KRISHNAN, 2007)
para o problema de identificacao de parametros. Na proxima se¢ao trataremos do
problema de estimagcao de estados de modelos nao lineares utilizando filtro de par-
ticulas.
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5 FILTRO DE PARTICULAS

O método sequencial de Monte Carlo (SMC) ou filtro de particulas foi introduzido
em (GORDON; SALMOND; SMITH, 1993) como uma aproximagao numérica para
o problema de estimagao de estados nao linear. Os filtros de particulas utilizam o
método chamado Sequential Importance Sampling (SIS) para aproximar de forma
sequencial uma determinada distribuicao do estado, sem restri¢oes sobre o modelo
do estado. O modelo pode ser nao-linear e os estados iniciais e sinais de ruido podem
ter qualquer distribuicao, desde que conhecidas.

De modo geral, o filtro de particulas amostra de forma sequencial realizagoes de
uma certa distribuigao alvo m;(x1.), onde cada distribuigao é definida como

T (X1:0)

T (X14) = —Z (5.1)

Zy = /wt(xlzt)dxlzt, (5.2)

onde Ty(x14) : R™ — R, Z; é uma constante de normaliza¢ao que pode ser desco-
nhecida. Chamamos de distribuicao alvo a distribuicao que desejamos aproximar.
O filtro de particulas fornece uma aproximacao de 7 (x;) e uma estimativa de Z; no
tempo ¢t = 1, entdo uma aproximagao de my(X1.2) € uma estimativa de Zs em t = 2 e
assim sucessivamente. No contexto do problema de estimacao de estado como o de
(4.12), a distribuicao alvo é a distribuicao m;(xX1.1) = pe(x¢|y1.:) dada por

X X g
pe(Xt|Y1;t) _ pG(Yt| t)pe( t|}’1.t 1)' (5'3)
pe(}’t|}’1:t—1)

Deste modo, podemos definir 7;(x1.4) = po(ye|Xe)po(Xe|y1:e-1) € Zi = po(¥e|y1:e-1)-
Como apresentado na Secao 4.1.1, apenas para alguns casos é possivel determinar
uma forma analitica para a distribuigao pg(x;|y1.¢). O filtro de particulas fornece
uma aproximacao numérica para esta pdf.

Nesta se¢ao iremos apresentar duas implementacoes do filtro de particulas que
foram utilizadas neste trabalho. Primeiramente, iremos introduzir o método de
Monte Carlo e entao apresentar o método Sequential Importance Sampling (SIS)
que é a base para todos os filtros de particulas, e por fim, apresentar os filtros de
particulas utilizados neste trabalho.

5.1 Método de Monte Carlo

Inicialmente, considere o problema genérico de aproximar a pdf m(x;,) para

M
0 tal que

1=

algum ¢ fixo. Se gerarmos M trajetorias de x;.;, denotado como {xgl)}
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xgzi ~ my(X14), entao o Método de Monte Carlo aproxima m;(x1.) pelo estimador

T(X1.4) 25 (xlt — X, t) (5.4)
:%;6<x1—xg)>...5<xt—xg)> (5.5)

(5.6)

onde §(-) é a delta de Dirac. Assim, baseado nesta aproximagcao, podemos aproximar
qualquer distribui¢cdo marginal, como por exemplo m;(x;), utilizando

T(x¢) = /Wt(xu) dxi.—1 (5.7)
~ /%(X1:t> dxy:p—1 (5.8)
= %ié (%= x"). (5.9)

Do mesmo modo, podemos estimar o valor esperado de qualquer funcao teste ¢(x.¢)
(e.g., média, variancia)

aMC(Xltt) SE [P(x1:¢)] = o A1) (X14) dXp (5.10)
~ G(X1:0)7 (X1:¢) dX1 (5.11)
R
1 & .
= e ¢(Xl:t)M ; ) (Xl:t - ng) Xm:t (512)
L)
=7 2 o(x1) (5.13)
i=1

onde E[-] denota o operador valor esperado. O estimador (5.13) é o estimador

de Monte Carlo gMc(Xlzt) da funcao teste ¢(xi.). Este estimador possui diversas
propriedades importantes (DOUCET; GODSILL; ANDRIEU, 2000)

1. Estimador nao tendencioso, o valor esperado da estimativa ¢yro(X1.¢) € igual
ao valor real do parametro

Elprre(x1.4)] = E[p(x1.0)]

2. Estimador consistente, a estimativa tende ao valor real quando o nimero de
amostras tende a infinito, ¢pro(x1.4) = E[p(x14)] quando M — oo;

3. Se a variancia de ¢(x;.;) for finita, U;(Xl:t) 2 Var[¢p(x1.1)] < oo, entdo, pelo
teorema do limite central

VM (aMcoqzt) _ E[gzﬁ(xl;t)]) Dy N0, 1), M — oo,

D . e~ ,
onde — representa a convergéencia para a distribuicao, [,, € R™ X" ¢é a
matriz identidade e 0 € R™ ¢é o vetor nulo.
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5.2 Importance Sampling (IS)

Para que possamos utilizar o estimador de Monte Carlo precisamos gerar amos-
tras independentes da distribui¢ao alvo my(xy.;). Porém dificilmente serd possivel
gerar amostras com a distribuicao desejada devido a dois problemas. Primeiro, nor-
malmente, ndo se conhece a constante de normaliza¢ao Z; (5.2). Segundo, mesmo
se Z; for conhecida, existem poucas distribuicoes para as quais é simples de obter
amostras, principalmente em dimensoes elevadas.

No filtro de particulas utilizamos o método chamado Importance Sampling (KKAHN;
HARRIS, 1951) para amostrar da distribui¢ao alvo m(x;.+). Propomos uma distri-
buicao ¢ (z1.¢) para a qual seja simples de gerar amostras; cada amostra gerada é
chamada de particula !. Para cada uma das particulas geradas atribui-se um peso
dependendo de quao bem a particula descreve a funcao alvo. Ou seja, a partir de
(5.1) e (5.2) e utilizando g(z1+) temos que

T (X1:) = Wt(XLZtQt(XM), (5.14a)
Wi(x1:4) = Z((::;, (5.14b)
Zy :/Wt(xl:t)Qt(Xlzt)dxlzta (5.14c)

onde Wy(x1.4) sdo os pesos nao normalizados que ponderam cada amostra gerada. A
figura 5.1 apresenta um exemplo ilustrativo. Imagine que desejamos obter amostrar
da distribuicao

(K1) = 7_Tt(;(tl:t) (5.15)
= %exp(O.él(:p —0.4)% — 0.082%). (5.16)

Para tal funcao é facil calcular o valor da funcao para um dado um valor z, a
Figura 5.1 apresenta o grafico de tal fungao. Porém, isso nao significa que possamos
amostrar tal distribuigcao, ou seja, nao significa que exista uma fungao analitica que
forneca amostras segundo essa distribuicao. No importance sampling, escolhemos
q:(x1.1) que seja facil de amostrar. Na Figura 5.1 apresentamos uma proposta de
distribui¢ao para a fungao alvo (5.16) dada por

@ (x1:4) = N (x5 —1.3,3).

Para a i-ésima trajetoria xﬁ’i podemos calcular

a(x\)) = N(x{"; -1.3,3)

m(x\)) = exp(0.4(x1) — 0.4)% — 0.08(x{))")

INa literatura, esta distribuicio é chamada de proposal distribution. J4 a distribuicdo alvo é
chamada de target distribution
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— Te(X1:)
- Qt(Xl:t)

Figura 5.1: Funcao 7;(x1,/) = exp(0.4(x—0.4)%>—0.082*) e funcao proposta q;(x1.;) =
N (x14; —1.3,3) para a fungao alvo 7(x.)

Estes dois pontos estao marcados na Figura 5.1. O peso W, (X%) da i-ésima particula
pode ser entao calculado por

— (1)
W( (Z)) _ ﬂ-t(xlt)

X1t) =

PEON

q(x. t)
De modo geral, assumindo que foram amostradas independentemente M trajeto-
rias xﬁ, i,...,M, tal que xii ~ q;(X1.t), entao utilizando a aproximagcao de q;(X1.;)

m (5.14) temos

+(X1.4) Zwt )s (Xlt ) (5.17a)

Z, =Y Wix\), (5.17h)

onde

= —M . -
23:1 Wt(ngz)
(i) ()

sao os pesos relativos normalizados. Observe que o conjunto {wt ,Xlt} define
=1

uma distribui¢do empirica da distribui¢ao alvo mi(x1.). Se estivermos interessados
em calcular o valor esperado de qualquer fungao teste ¢(x;.;) temos

QEIS(XI:t) = /Qb(xlzt)%(xlzt) dxy. (5.18)
= Zwt’ (x\). (5.19)

Diferentemente do estimador de Monte Carlo (5.13), o estimador $15(X1;t) é tenden-
cioso para M finito, porém é consistente. Isto é, a estimativa converge assintotica-
mente para o valor real quando M — oo (MERWE et al.; 2000),(Doucet, Arnaud
Freitas, Nando de Gordon, 2001).
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5.3 Filtro de Particulas

O filtro de particulas implementa o método IS de forma sequencial. Na esti-
macao de estados recursiva, queremos obter uma aproximacao para a distribuicao
po(X¢|y14),t = 1,...,T de forma sequencial. Para isso, aplicamos o método apre-
sentado anteriormente para a sequéncia de distribuigoes alvo m;(X1.1) = po(T1.4|y1:t)-

Utilizando a propriedade Markoviana do estado (Defini¢ao 2.3.1), podemos en-
contrar a seguinte recursao

Po(X1:4|y1:t) o po(yelXi:t, Yi:—1)Po (X1 1:6-1)
= pe(Yt|Xt)po(Xt|X1:t—1, Y1:t—1)p9(X1:t—1 |Y1:t—1)
= po(ye|xe)po(Xe|X1:—1)Po (X1:—1]Y1:0-1)- (5.20)
Vale observar que o se o modelo for Markoviano pe(x:|x1.41-1) = pe(x¢|xi—1)
devido a propriedade Markoviana do estado (Defingao 2.3.1). Porém o filtro de
particulas pode ser utilizado para modelos mais gerais. Por esse motivo iremos

derivar o filtro de particulas para o caso mais geral. Utilizando IS, podemos amostrar
particulas de forma que x@ ~ q(x1.4|y1.), obtendo os pesos

po(ye|x)pa(x 1%\ )pe (x\)_1 |y 1)

W o . (5.21)
(X1 1)
No SIS, assume-se que
q(xl:t’y1:t) - q(xt|X1:t—17 Y1:t)Q(X1:t—1‘Y1:t—1)7
entao (5.21) pode ser escrita como
0 o Po P s 1) Py 31-1) (5.22)

gy g yea)

. M
Assumindo que em ¢t —1 ja existam um conjunto de trajetérias {X%_l} amos-

=1
tradas da distribuicdo ¢(x1.4—1|y1.+—1) com os respectivos pesos Wt(i)l, entao em ¢,
podemos amostrar xgli da distribui¢ao q(x1.¢|y1.+) amostrando as novas particulas
no tempo ¢t como xﬁ") ~ q(xt|x§2_1, y1). Os pesos no tempo ¢ — 1 sdo proporcionais
ao termo mais a direita de (5.22)

Peo (X(&—l |Y1:t—1)

Wt(i)l o o) .
q(X15 4 |YI:t—1)

Assim obtemos a seguinte recursao

o o Peelx e X ) )

t D1 G Wi_1, (5.23)
q(XIE )|X§:2‘717 Y1:t>

onde wf_)l sao os pesos relativos normalizados,
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Por fim, o conjunto {wt( ),ngl} é uma aproximacao da pdf pg(x1.|y1:), assim

como {wt( ), x;" } forma uma aproximagao para a pdf pg(x;|y1.;). Uma estimativa

para o estado em ¢ é

X" = /tie(xtb’u)dxt (5.24)
M . .

~ /xt Z w§ <Xt — Xﬁ”) dx; (5.25)

= Zwtz . (5.26)

A forma geral do filtro de particulas para estimacao de estados recursiva é apresen-
tada no Algoritmo 5.1.

Algoritmo 5.1 Filtro de Particulas recursivo

Inicializacao das particulas: ¢t =0

@M
1: {Xo }’71 ~ po(xo)

@\ M 1
2: — =
{ul’} <4

3: fort =1tot do

Amostrar sequndo proposta
4: Xiz) ~ q(Xe|xt-1,¥1:4)

Cdlculo dos pesos relativos
pe(yt|x“>>pe(x D) ()

@ Wy~
Q( |X1 t—1Y1: t)
(i) <”
6: wtz <— W
M

Estimativa do estado '
7: xPE Zf‘il w,gl)xgl)
8: end for

9: Retorna: {wgl),xgl)} e xXPF
i=1

5: W <

Existe, no entanto, um problema inerente ao método do filtro de particulas. A
qualidade do pesos wlf obtidos, e por consequéncia a qualidade da distribuigao
estimada, se deteriora com o tempo. De fato, pode-se mostrar que a variancia dos
pesos wf) aumenta com o tempo, fazendo com que a estimativa divirja (SCHON,
2003), (DOUCET; GODSILL; ANDRIEU, 2000). Como resultado, os pesos relativos
de cada particula ou tendem a zero ou a um apds algumas iteragdes (GORDON;
SALMOND; SMITH, 1993). Este processo é chamado de “degeneragao ou deplecao
da particula”.

5.3.1 Reamostragem

A reamostragem ¢ utilizada para contornar o problema da qualidade das estimati-
vas obtidas pelo filtro de particulas. A ideia da reamostragem é eliminar as particulas
que tenham pesos relativos pequenos (baixa probabilidade) e clonar particulas com
pesos relativos altos (alta probabilidade). A Figura 5.2 ilustra a operacao de reamos-
tragem, onde as particulas com baixa probabilidade sao eliminadas e as particulas
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com alta probabilidade sao clonadas. Vale observar que apds a reamostragem todas
as particulas tem pesos relativos iguais. Reamostrar as particulas introduz uma in-
formacao a mais sobre a observacao, assim as particulas que representam melhor a
trajetoria real do estado irao se propagar. Existem diversos métodos de realizar a
reamostragem das particulas (GORDON; SALMOND; SMITH, 1993), (DOUCET;
GODSILL; ANDRIEU, 2000), (GUSTAFSSON, 2010). Um exemplo é o apresentado
em (GORDON; SALMOND; SMITH, 1993) e pode ser resumido no Algoritmo 5.2.

Como mencionado anteriormente, sem a reamostragem pode ocorrer a degene-
racao das particulas, isto significa que apds um tempo a maioria das particulas tera
pesos nulos. A reamostragem corrige este problema, porém cria um outro problema.
Inevitavelmente ela correlaciona as particulas, aumentando a correlacao entre as
amostras perdemos informacao sobre o sistema resultando no aumento da variancia
das estimativas (GUSTAFSSON, 2010). Assim, é de interesse iniciar o processo de
reamostragem apenas quando for realmente necessario. Em (GUSTAFSSON, 2010)
podemos encontrar duas opgoes de quando utilizar a reamostragem. O método mais
comum ¢ utilizando o nimero de particulas efetivas N.¢; definido por

1
N2
M g
Zi:l (wrg )>

Neste método, se Nss for menor que um certo valor predeterminado realizamos a
reamostragem.

Nepy =

f- T cls o cl, =) 9 —
‘ T I
| V.- R,
L AN : !
i !/_,4 i N | X | Atualizacdo
. | | L ' \\i S 3 N
P(Xt|Yt) i D A e S |
T I T R S
i
wy . ? ’ ® . !
AW Predicio
TR pTY Y v ¢
o .G("?UU" fli'? 0 1
B ALY
v\
| _f. ]
v v
S/ \ ™

Figura 5.2: As particulas sao propagadas cada uma com sua probabilidade w!. O
tamanho do circulo indica a probabilidade da particula. Na reamostragem as par-
ticulas com maior probabilidade sao “clonadas” e as com menor sao eliminadas.
Imagem retirada de (FREITAS et al., 2000)

5.3.2 Escolha da Proposta

A distribuigao proposta q(x¢|x14-1,y1:) € 0 que, na maioria das vezes, diferencia
as diferentes implementacoes do filtro de particula. Nesta secao iremos apresentar
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Algoritmo 5.2 Reamostragem
(M)

1: Entrada: {wp,xg)}

2: fori=1to M do

Geramos um nimero aleatorio uniformemente distribuido entre [0, 1]
r ~U[0,1]

4: k < j tal que

i=1

w

Jj—1 J
Z w™ <7 mas Z w!™ >y
m=1 m=1

A O S
6 wgl) — 3
7: end for
() <01
8: Retorna: {wt ) X, }
i=1

duas propostas diferentes. A proposta classica, que utiliza a equacao de estados, e
a proposta calculada utilizando o filtro de Kalman estendido. O filtro de particulas
classico apresentado por (GORDON; SALMOND; SMITH, 1993) conhecido como
bootstrap particle filter assume que q(x¢|X1.4-1,¥1.t) = Po(X¢|X¢—1), i-e., é dada pela
probabilidade de transi¢ao de estado, que como apresentado em (3.4a), depende
da funcao de transicao do estado f(x;,u;, 0,t) e da distribui¢ao do ruido wy, e.g.,
(3.4a). Assim, para q(X¢|X1.t-1,¥1:t) = Po(X¢|x¢—1), reescrevendo (5.23) em fungao
da proposta pg(x;|x;—1) temos

Wt(i) X pg(yt]xgi))wf_)l. (5.27)

Estd é a implementagao mais simples do filtro de particulas. Porém, quando
utilizamos pg(x¢|x;—1) como proposta para amostrar XEZ nao estamos considerando
a informacao contida na medida mais recente do sistema yy, resultando em poucas
particulas com pesos relativos significativos quando calculamos pg (ytlxt ). Ou seja,
as particulas irao degenerar rapidamente. Por este motivo se utiliza a reamostragem
em todas as iteracoes do algoritmo. O bootstrap particle filter é apresentado no
Algoritmo 5.3 para o modelo

X1 = f(x¢, 4,0, 1) + wy, (5.28a)
ye = h(x,w, 0,t) + v (5.28b)

onde p,(+) e pu(-) sao as pdfs dos ruidos w; e vy.
Uma maneira de diminuir a variancia dos pesos relativos é escolhendo uma pro-
posta para a distribuicao alvo de forma a minimizar a variancia dos pesos wﬁz) con-

dicionado a trajetéria das particulas Xg_l e as medidas y.;. Podemos mostrar que

a proposta de distribuicao que minimiza tal variancia dos pesos w§i) é (DOUCET;
GODSILL; ANDRIEU, 2000)

Q(Xt|X1:t—1aY1:t) = p@(xt|X1:t—17YI:t) (5-29)

onde explicitamente mostramos que a distribuicao ¢ condicionada a x1.; 1 € y1.4,. Na
maioria dos casos, nao ¢ possivel amostrar da distribuicao 6tima acima. Existem
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Algoritmo 5.3 Bootstrap particle filter

Inicializacao das particulas: ¢t =0
N M
1: {x(()z)}’ X ~ pe(Xo)

1=

VM 1
w — &
('},
3: fort =1to T do .
Amostrar sequndo proposta x\" ~ p(Xe|Xs-1)
4: wggl ~ pw(f) A
5: x\ f(xl(tz_)l, w_1,0,t—1)+ wgz_)
Cdlculo dos pesos relativos ‘
6: wgl) < Do (yt‘x§l)) =DPv (yt - h(XEZ)a Uy, 07 t))
(4) '
moow e
Estimativa do estado
g  XPF M %"
Reamostragem
9: Algoritmo 5.2

10: end for
@ M <pr
11: Retorna: {wt , X, } e X,
i=1

N

diferentes métodos na literatura para projetar propostas de distribuigoes “eficientes”
para aproximar pO(Xt’X%ifla}’l:t)- Em particular, os estimadores de estado sub-
6timos como o Filtro de Kalman estendido ou o unscented Kalman filter sao muito
utilizados (MERWE et al., 2000), (ARULAMPALAM et al., 2002). Estes métodos
aproximam localmente as pdfs pg(x;|x;—1) € pa(y:|x:) e assumem que os ruidos sao
Gaussianos.

O filtro de Kalman estendido, como o nome sugere, é uma extensao do filtro de
Kalman (Teorema 5) para modelos nao lineares como

X1 = f(Xt,ut,wt,H,t), (530&)
Yt = h(Xt7 Uy, Vy, 07 t) (530b)

apresentados em (3.1b). As fungdes f(-) e h(-) s@o expandidas em série de Taylor no
entorno da estimativa it_1|t_1 e §t|t_1 respectivamente. A ideia entao é aproximar
a pdf pe(x¢|y1.) por distribuigdes Gaussianas tal que

Po(Xe|y1e) = N(Xt; §t|ta Pt\t)-

Utilizando apenas os termos lineares da expansao, podemos mostrar que (SARKKA,
2013)

Xt = Xee—1 + Ki(ye — h(Xpp1p, 1, 0,0, 1)), (5.31a)
Ky = Py H/ S, (5.31Db)
Si = HyPyu1H + U,RU/, (5.31c)

Py = Pyy—1 — Pt|t71HtTSt_1HtPt|t71, (5.31d)

X1t = F(Xye, 1y, 0,6, 1), (5.31e)
Py = Fth|tFtT + GQGY, (5.31f)
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onde K; é o ganho do filtro de Kalman, () e R sao as variancias dos ruidos de estado e
de saida, respectivamente, que assume-se serem Gaussianos com média zero; F, G, H
e U sao as matrizes Jacobinas tal que

of(+)
F = .32
! aXt R (53 )
Xi—1]t—1,U¢—1,w¢-1=0
of ()
Gy = ——= :
=0 | (5.33)
Xi—1)¢—1,0¢—1,wt—1=0
oh(+)
H, = .
= | (5.34)
Xt|t—1,Ut—1,V¢—1=0
oh(+)
U, = .
= | (5.35)
X¢|¢—1,Ut—1,V4—1=0

A vantagem de utilizar o filtro de Kalman estendido frente a outros métodos de
estimacao de estados para modelos nao lineares como o filtro de particulas é a sua
simplicidade. A linearizacao é uma forma muito comum de aproximar sistemas nao
lineares, porém a aproximacao do comportamento do sistema por linearizagao local
pode ser pouco precisa.

Por sua simplicidade de implementacao, muitos filtros de particulas utilizam a
aproximagao da pdf pg(x¢|y1.) encontrada no filtro de Kalman estendido como uma
proposta de distribuigao q(x;|x1.4—1, y1.t). Como esta aproximacao é uma aproxima-
¢ao local da pdf pe(x¢|y1.) e agrega a informacdo da medida no instante de tempo
t, ela é uma excelente aproximacao para a proposta 6tima (5.29). O Algoritmo 5.4
apresenta o algoritmo para o filtro de particulas onde a distribuicao proposta é dada

utilizando o filtro de Kalman estendido. Este filtro de particulas sera chamado de
Eztended Kalman Particle Filter (EKPF).

5.4 Filtro de Particulas Marginalizado

Como apresentado anteriormente, o filtro de particulas fornece uma aproximacao
numérica para o problema da estimacao de estados. Esta estimativa tende a solugao
4tima quando o nimero de particulas tende ao infinito (DOUCET; GODSILL; AN-
DRIEU, 2000),(Doucet, Arnaud Freitas, Nando de Gordon, 2001). Um problema
inerente ao filtro de particulas é o seu custo computacional. Quanto maior a dimen-
sao do estado, maior o nimero de particulas necessarias para a obtencao de uma
boa estimativa do estado. Porém, para uma grande gama de problemas ¢é possi-
vel particionar o modelo em uma parte linear e uma parte nao linear. Assim, na
parte do modelo com dinamica linear utilizamos o filtro de Kalman para encontrar
a solugao 6tima do problema, enquanto o filtro de particulas é utilizado na particao
com dinamica nao linear. Esta é a ideia do filtro de particulas marginalizado, ou
ainda Rao-Blackwellised particle filter apresentado por (DOUCET et al., 2000) e
(SCHON; GUSTAFSSON; NORDLUND, 2005).

A ideia bésica do filtro de particulas marginalizado é particionar a equacao de
estado do modelo em parte linear e parte nao linear (SCHON; GUSTAFSSON;



93

NORDLUND, 2005)

Xy = (x)) + AP (xP)x) + G (x))w) (5.36a)
Xy = B (x}7) + ALx})x] + Gy(x))w) (5.36b)
ye = h(x7) + Ci(x})x; + vy, (5.36¢)

onde l
X
_ T
o — [ n} | (5.37)
X:
x. sdo as componentes do estado que apresentam dinamica linear e x sao as com-
ponentes do estado com dinamica nao linear. Assumimos que o ruido do estado e o
ruido da saida sao ruidos brancos Gaussianos
!

l
w; = L“j} ~N(0,Q), Q= [% 5} ,

Vi~ N(O, R)

E ainda, x|, ~ N(X}, ), e x? pode ser arbitrdrio. Vale ressaltar que a notacio
AP (x}) em (5.36) significa que a matriz depende da varidvel x}' explicitamente.
Para simplificar a notacao iremos utilizar A} ao invés de A} (x}).

Um exemplo de modelo que pode ser escrito desta maneira sao os modelos afins
por partes como o (3.10) dado por

q)TXt

Xep1 = | f(m) + @'z | + Buy + wy, (5.38a)
FXt

ye = Ox + vy, (5.38b)

Neste caso temos que X} = 1, Xy = 2y, ff' = [®T]1, A} = [®T]ou,, £ = [f(0a) [FI[1,, 51
e AL = (@7 [F)(1:ny—2.2n,)|T, onde a [F|,1.5)] significa a submatriz de F formada
pelas linhas 1 até a i-ésima linha de F' e pelas colunas 1 até a j-ésima coluna de F.

Analogamente ao que foi feito para derivar a distribuicao do estimador de estado
para o modelo nao linear (3.2), é possivel mostrar que para o modelo (5.37) a dis-
tribuicdo a posteriori pg(x|y1.) pode ser escrita como (SCHON; GUSTAFSSON;
NORDLUND, 2005)

p9<Xt|y1:t) = p9<Xff’ X;rlL:t|y1:t) (539)
= po (XX, y1:)Po (XT:4 |y 1:0), (5.40)

onde pg(x|x?,,y1.4) é obtida de forma analitica através do filtro de Kalman com
t1<>1:t

PB(X“X?;ta Y1:t) = N(ng illqt, Pt|t) (5.413)
pe(xi+1|x?+1,y1:t) = N(Xft-}—l; §i+1|t7 Piiage), (5.41Db)
onde
ifi\t = §i|t—1 + Ki(y: — hy(x}) — Ctilqt_l) (5.42a
Pt‘t — Pt|t—1 - KtSthT (542b

St = CtPt‘tflctT + R (542C
Ky = Py, C75; (5.42d
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e
zy = x4 — (7)) (5.43a)
Xt+1|t = Alxt|t + ff("?) + Li(zy — A"Xt|t) (5.43b)
P = AP AT + GLQLUGYHT — LN, L] (5.43c)
Ny = AP Py [AY]T + GYQY[GYTT (5.43d)
Ly = APy [A7TTN (5.43e)
pe(xn |y1t) — pG(Yt|X§L:t’y1:t—1)p9(X?|X?;t—1vYI:t—l)p(Xn |y1t 1)
T Po(Ye|yr:e—1) L= ’
onde
pB(Yt|X711;ta Y1:t—1) = N(Yt; ht(X?) + Ctﬁat 15 CtPt|t—1Cg + R) (544&)

Po (X X0 Y1) = N B0 + AR, AP Py A7) + GRQUIGTT).  (5.44b)

A proposta de distribuicao para o filtro de particulas marginalizado sera
q(xe|xTy, Vo) = po(xi/[xTy, Y2).

Pode-se mostrar que se utilizarmos o mesmo nimero de particulas no filtro de par-
ticulas convencional e no filtro de particulas marginalizado, o marginalizado ird
resultar em estimativas com menor variancia (DOUCET; GORDON; KROSHNA-
MURTHY, 2001), principalmente para sistemas com dimensao elevadas (DOUCET
et al., 2000). O custo computacional também é reduzido, ja que a dimensao da pdf
p(x?|y1:¢) serd menor que a dimensdo do problema completo p(x;|yi.) (SCHON;
GUSTAFSSON; NORDLUND, 2005). Este método vem sendo amplamente utili-
zado para a estimacgao de estados em sistema de dimensao elevada como em sistemas
de navegacdo e rastreamento como os apresentados em (SCHON; GUSTAFSSON;
NORDLUND, 2005) e (OZKAN et al., 2013). O algoritmo 5.5 apresenta uma im-
plementacao do filtro de particulas marginalizado (MPF).

5.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo apresentamos trés implementacoes do filtro de particulas. Iremos
utilizar o bootstrap particle filter e o filtro de particulas marginalizado como referén-
cia para avaliar o estimador de estado proposto neste trabalho, visto que quando o
numero de particulas tende a infinito o filtro de particulas obtém a solucao 6tima
para o problema de estimacao de estados. No proximo capitulo sera apresentado
o estimador de estado proposto para a estimacao de estados para modelos PWASS
como (3.9).



Algoritmo 5.4 Extended Kalman Particle Filter - EKPF

Inicializacao das particulas: ¢t =0
N M
1: {X((f)}'_l ~ po(xo)

2: {w( )}M — L
3: fort—ltono
Calcular as matrizes Jacobianas

, (1) . of()

4: Ft — Oxt |§§|2 1,ut,wt=0

, (@) . 3£()

5' Gt 60.) |§§T2 lut,wt =0

, (i) 5h(

0: Ht <— | ilg =0

. D)

U, {Atbt -

Atua%z)za@ao das articulas com o filtro de Kalman estendido

8: it‘ltlFf( =1 ]t— l,ut 1,0075-1)

O AR ’”t[ ] +aVQIaT
0: K Py 1[H(’)}T[S,E’)]—l

11: S()<—H(’>P(|) [Hi]T+U§">R[U<">]T
122 %0 =)+ K (v —h(E) | u,0,0,1))

tlt tt—1
(4) (4) (1) (1) (1) p(3)
13: Pt\t = Pt|t 1 Pt\t 1[H ] [S n tHy Pt|t 1

AmO?tmr da roposta 0
14: it\lt ~ (X t\tb’l 1) =N(x t|t7Pt|:€)
Cdlculo dos pesas relativos

15: wgi) pe(}’t|xt‘t)pe( m\A,(g )1\t71)
q(x t|t‘y1.t)
) (@) w!”)

16: Wy —Zjniiwij)

Estimativa do estado

REKPF

17: A Ez 1 wt t|t

Reamostragem
18: Algoritmo 5.2
19: end for

20: Retorna: {w,@, zE|Zt)} e XEKPE
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Algoritmo 5.5 Filtro de particulas marginalizado (MPF)

3:
4:

10:
11:
12:

13:

14:

15:
16:

17:

18:
19:
20:
21:

Inicializacao das particulas: ¢t =0

——
e
S

<
T

o~ Po(X()

Y M
L)

M
() -
=1
fort =1to T do
Cdlculo dos pesos relativos

wg’i) — P(yt\x?;tvm:t—l)i’sx?|X5L:t7173’1:t—1)w§?1
g(xelxTyy1e)
(i) wi!)
Ay v w@)
Jj=1 Wy _ ~ .

Estimativa do estado — Partzgao nao linear

An MPF (%) o (2)

— Z —1 W Xy

Reamostmgem

Algoritmo 5.2
Filtro de Kalman — Atualizacao

St — Ctpt‘t,lcq + R

Kt $— Pt|tflcht_1

(i ~ Al
th(t) = X7lt|t—1 + Kt<Yt hy(x} Xpt— 1) X Xyt )1>

Py < Py — K5 K
Estimativa do estado — Partigdo linear

ol MPF 1) on, (e

Xy A Z =1 Wt Dz

Xt
Amostrar da proposta

Ry~ P Y1) = N )+ ATRY, AT Py A7)+ G (GYT)

t41)t
Filtro de Kalman — Predicao
Ni A?Ptn[A?]T + GG
Lt < A Pt|t[An] N_l

() <n,(1) n (o (1)
<_Xt+1\t ' (X )

Al 1,2 ~n,(i) 7 ~1(
Xt+1\t Al t\t) + fl( ) + Lt(zt) A tlt )

Pt-i—l\t < A .Pt+1|t[Al] + GlQi [Gi]T - LtNtLT

end for
. SMPF _ [gn,MPF Sl MPF
Retorna: x,""" = [X] . X, ]
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6 ESTIMACAO DE ESTADOS DE MODELOS AFINS
POR PARTES

Neste capitulo propomos um estimador de estado recursivo para os modelos afins
por partes como (3.10) dado por

X1 = F(Xt) + But + Wy, (613)
ye = Ox + vy, (6.1b)
onde
PT 0
./—"(Xt) = [ai ¢T] Xt + bz (62)
F 0

Xy = [TM Gt XHTa Po(Xo) ~ N(X07 Fy). Parauma dadaregidao R; = {x; : [; < n < li1}
temos o seguinte submodelo de (6.1)

X1 = AiXt + But + bl + Wi, (648,)
ye = Ox¢ + vy (6.4Db)

O objetivo do problema de estimacao de estado é encontrar a pdf a posteriori
p(xX¢|y1:) de forma recursiva. Como veremos, a solugdo exata deste problema ¢ a
soma de distribuicoes Gaussianas truncadas, onde o quantidade de componentes
cresce exponencialmente com o tempo. O modelo 6.1 é nao linear, porém condicio-
nado a uma regiao, i.e., para uma dada regiao, ele se torna afim (6.4). Deste modo,
uma alternativa simples seria utilizar o filtro de Kalman estendido para estimar o
estado localmente, ou seja, para cada submodelo. Porém, quando utilizamos o filtro
de Kalman nestes modelos, a funcao afim é aproximada por uma tnica reta, como
mostrado na Figura 6.1. Isto se torna um problema quando o estado estd proximo
aos limites das regioes, ou ainda, o ruido do estado é alto quando comparado ao
tamanho das regides que formam a funcao, isto é, a incerteza na posicao do estado ¢é
maior ou da mesma ordem de magnitude do dominio de cada submodelo. Propomos
um algoritmo que utiliza o filtro de Kalman para cada regiao, evitando o problema
da linearizacao. No estimador proposto, utilizamos a distribuicao cumulativa para
calcular a distribuicao a posterior: do estado, assim como a probabilidade do estado
estar em cada regiao (area sombreada em Fig. 6.1).
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\ \ \ L

—@— Funcao afim por partes f(n:) .
snnmr Aproximacao EKF g
B Média da distribuicao g

—— Distribuigdo a posteriori p(n:)

Probabilidade da Regiao

. @
Nt

Figura 6.1: A funcao afim f(;) é localmente aproximada por uma reta (linha ponti-
lhada) na regiao definida pela média da distribuicdo. A drea sombreada representa
a probabilidade do estado estar em uma certa regiao do dominio da fungao.

6.1 Algoritmo Proposto

Primeiramente assumimos que no instante de tempo t a seguinte funcao distri-
buicao de x; esta disponivel

P(xe|y1e) = N (xe; Xy, Py, (6.5)

ou seja, ¢ Gaussiana com média Xy, e covariancia Py;. O objetivo é propagar p(x|y1.)
de forma a encontrar p(x;y1|y1..+1). Podemos reescrever (6.5) utilizando a funcao
indicadora como

N,
p(th’Lt) = Z 1z, (Xt)N(Xt; §t|t7 Pt|t>a (6-6)
i=1

onde N, é o numero de regioes e,

A |1 sexe A,
1 2 6.7
AR) {0 se x ¢ A. (6.7)
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Apés obtida a medida y;1, queremos propagar p(x;|yi.) de forma a encontrar a
pdf p(x¢4+1|y1.441). Para isso, partimos da distribuigdo conjunta

P(Xe, X1, Vi1 |Y1:e) = D(Ver %o X1, Y1) D(Xe, Xe1|Y1t) (6.8)
= P(Yer1[Xe1)p(Xe, X1y 1:0) (6.9)
= P(Yet1 X 1)P(Xe1 [Xe, Y1:0 )P (Xe [y 1:¢) (6.10)
= P(Yea1]Xeq1)P(Xeg1 [ %) P (Xe | Y1) (6.11)

Utilizando (6.1), a fungao densidade de transi¢ao de estado p(x;11|x;) e a funcao
likelihood de saida p(yy1|%s+1) podem ser escritas como

p(Xt+1|Xt) = N(Xt+1; A;x; + Bu; + by, Q)? (6-123)
P(Yis1lXe41) = N(yir1; Cxiq1, R). (6.12b)

Vale observar que (6.12a) é condicionada a regiao i que o estado se encontra. Deste
modo, utilizando (6.12) e (6.6) podemos reescrever (6.11) como

p(Xn X1, Yir1 |Y1:t)

N,
= Z 1z, (Xt)N(Xt; ﬁt\n Pt|t)-/\/(Xt+1; A;x; + Bu; + by, Q)N(Yt+1; CXiy1, R)'
i=1

(6.13)
Expandindo as fungoes N () encontramos a seguinte forma matricial para (6.13)
Nr
P(Xe; Xei1, Ve |Y1) = Z I, (xe) N (X], X 15 Yl s Be s Sei), (6.14)
i=1
onde
Al o, Xy
Ky = = AiXy + Bu, + b, (6.15)
Mo, CAXy + C(Buy + b;)
e
Yaui | Lz
S 2 R 6.16
b Yoori | Yogi 1 (6.16)
Pt|t Pt\tAzT (Pt\tA;TF)CT
= Ai Py AP Al + Q (A, P Al + Q)TCT ) (6.17)

Utilizando o Teorema de Bayes (Teorema 4) em (6.14)

p(Xt, Xt+1, Yit1 b’ht) = p(xt7 Xit+1 ‘YtJrla Y1:t)p(Yt+1 b’ht) (6-18)
= P(Xt> Xt+1 |Y1:t+1)p(}’t+1 |Y1:t) (6-19)

ou seja, a distribuicao condicional de probabilidades de x; e x;,1 dado y;;1 sera

P(Xt> Xi4+1; Yt+1 |}’1:t)

X, X : - 6.20
P(Xe, Xeg1|Y1:41) Yo yra) ( )
p(Xt> Xi+1) Yir1 ’}’1:t)
— 6.21
5 (6.21)
N,
1 T
= Z Z 1Ri (Xt)N([X;rv XI—H? y;fr—f—l]T; Hi i Et,i)’ (6'22)
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Algoritmo 6.1 Moment Matching

1: Entrada: w;, u;, P;
_ N
2 b4 Zzﬁl Wi
3 P> wi(PijL (; — ) (p; — )7)
4: Retorna: g e P

onde Z, 2 p(Yir1]y1¢) € a constante de normalizacao. Utilizando o Lema 4.1 em
(6.14) e substituindo em (6.22) temos

P(Xe, Xe41|Y1441) Zt Z L, (xe)N (7, XLy, i ]Ts s i) (6.23)

p(yt_H‘xt,xt_H,yl t) p(xtyxtl—tlb’l:t)

Z 17%1 Xt Yt+1a Mo Z22i) N([ng XI—«—l]T; [l’ia 21)7 (624)

onde
~ A [ i _
K = [Z;} = oy + 25,50 (Vi1 — M), (6.25)
S A i i i i
Ei = |: H -2 :| = E11z 221122212211 (626)
Yioti | Lo

A distribui¢ao do estimador de estado p(X;41|y1.4+1) pode ser encontrada margi-
nalizando p(xy, X¢41|y1.441) em X, i.e., através da integral

1
p(Xt+1|}’1:t+1) = ? /p(Xt,Xt+1aYt+1’}’1:t) dx, (6‘27)
t
1 N -
= > Ny N2i7222i)/ Lr, (k)N (] x40 ]Ts £y, 24) dxq.
b1 i

(6.28)

A integral em (6.28) é uma “doubly truncated multivariate normal distribution”
(DTMND), ou seja, uma distribuigdo normal multivaridvel, onde uma das componen-
tes é truncada em ambos os lados. Deste modo p(xy11|y1.4+1) é a soma de DTMNDs,
i.e., uma mizture de DTMNDs. A Figura 6.2 apresenta a pdf p(xy, X;+1|y1.4+1) para
o caso unidimensional, onde a distribuicao é truncada na origem. Neste caso a pdf
P(Xt, X¢41|Y1:041) é composta por duas DTMND, representadas pelas superficies em
laranja (regido 1) e verde (regiao 2). As linhas tracejadas na projegao sao os dois
termos que formam a soma em (6.28). A curva em preto é a soma destes termos, ou
seja, é a pdf p(x4+1|y1.441) exata.

De forma a obter um algoritmo recursivo, iremos aproximar (6.28) por uma
distribui¢ao normal de média X; 11441 e covariancia Pyi111. Como mostrado acima,
a distribuicao a posteriori (6.28) é uma mizture de DTMNDs. A média e covariancia
de uma mixture distribution pode ser calculada utilizando a média e covariancia das
componentes que a formam utilizando o método de moment matching (RUNNALLS,
2007). O Algoritmo 6.1 apresenta como calcular a média fi e covariancia P de uma
mixture distribution definida por

N

sz [.l,l, ', Zw,:1

i=1
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a partir da média p, e covariancia P; de cada componente que formam a distribuigao.
No caso de modelos PWASS temos

wi X N (Y15 o Bo2i), i=1,..., N,

Assim, o problema se resume em calcular a média E[x;,x;,1] e covariancia
Vix¢, x¢41] da DTMND (RUI et al., 2016). Para a regido i, temos que a média
E[x;, x;11] e a covariancia V[x;, x;41] da DTMND em (6.28) serao

Efxt, x011] = / / L, (¢0) [E X0 TN T s £) oy ey (6.20)
Ri

V] = [ 00 (6T Xl = Bl ) (X Bl )

X N ([, x[ s 1, 20) dxi dxeq (6.30)
Na Figura 6.2, a curva em azul apresenta a aproximagao da pdf p(x;41|y1.441) uti-

lizando Moment Matching. Propomos uma maneira alternativa para calcular analiti-
camente (6.29) e (6.30) para cada uma das DTMND que formam a pdf p(x;41|y1.041)-

Lema 6.1. Média e Covariancia de uma DTMND.
Seja x € R™ uma varidvel aleatoria cuja pdf é

p(X) X N<X; 22 2) ) 1[l1,l2]([x]1)7 (631>

onde 1y, 1,1 € a fungdo indicadora, [X]y € a primeira componente do vetor x, p € R”,
Y € R™™ € uma matriz quadrada definida positiva, e ly,ls € R sao os limites da
DTMND (6.31). Além disso, seja A a matriz triangular inferior tal que ¥ = AAT e
cuja diagonal é estritamente positiva *.

Entdo, o valor esperado e a covariancia de X sao

Efx] = A {Om* ] + (6.32)
n—1
* OT
Vx| =A |:0i—1 I::ll] AT (6.33)
onde

e NOw0,1) ;N(A%Oa D) (6.34)
Fo14 MN(A0,1) ; AN (A;0,1) (m*)?, (6.35)

I — ()
N 6.36
Y Ay o

Iy — (1)
N 6.37
T ANy o

z_ erf(%) _ erf(%) (6.38)

'Este tipo de matriz pode ser obtida utilizando a decomposicdo de Cholesky (BJORCK, 1996,
Ch. 2.2.2)
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<<\ DTMND

_p(ﬂtbﬁ:tﬂ)
— p(Ne+1]y1:441) exata
—— p(Me41]y1:¢+1) via Moment

0.4

0.3

0.2

p(Tlt, Me+1 |Y1:t+1)

0.1

Figura 6.2: Doubly truncated multivariate normal distributions (DTMND).

onde erf(-) € a fungao erro

2 T e
erflx) = —/ e Udt.
VT Jo
Prova. Sejay € R" uma DTMND com pdf

py(y) < N(y;0,1,,) - 1pp, 2ol ([¥]1),

onde I, € a matriz identidade. As componentes de y sdo independentes, entdo a
média e covariancia de'y sao obtidas utilizando as formulas padrao de uma distri-
buicao normal truncada

(JOHNSON; KOTZ; BALAKRISHNAN, 1994, Ch. 10.1)

Elyl = {OT;} : (6.39)
Viyl = {Oi: %}_j : (6.40)

onde m* e s* foram definidos em (6.34) e (6.35), respectivamente. Consideremos
agora, z = Ny + p. A pdf de z serd (PAPOULIS; PILLAI 2002)

pa(2) = py (A (z — p)) - det (5) . (6.41)
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Como A € triangular inferior,

— 1
A 1am = [m 02_1] :

assim

Reescrevendo (6.43),

pu(2) o N(A Mz — 5); 0, 1) - 1, g (%) () (6.42)

= N(z; 1, %) - 1, 151 ([2]1) 5 (6.43)

onde utilizamos o fato que ANT =3, l; = [A]qAi + [p]1 para k € {1,2} e [A]la
¢ positivo. De (6.43) podemos dizer que z tem a mesma distribuicio que X, entao o
valor esperado e a covariancia de X sao

E[x] = E[z] = AEly] + p (6.44)
Vx| = V]z] = AV[y]AT. (6.45)

Substituindo (6.39) e (6.40) em (6.44) e (6.45), respectivamente, encontramos (6.32)
e (6.33).

O Lema 6.1 fornece uma maneira de calcular a média e covariancia de cada termo
da distribuicao (6.28). Entao, utilizando o Algoritmo 6.1 podemos calcular a média
e covariancia da mizture distribution, onde os pesos que ponderam cada elemento
da distribuicao sao

w; = N (Yeg1; Hos So2i), i=1,...,N,

e ainda, podemos calcular Pr(x; € R;|y1.+41) para ¢ = 1--- N, assim como a cons-
tante Z; através da integral de p(xy, X¢41|¥1:441)

1
PI"(Xt S Ri|y1:t+l) = —N(Yt+1; Ho;s E221') / p<XtaXt+1|Y1:t+l) dx, dXt+1
Ri

Zy -
1 -
= ?N(YtJrl; Ho;s 2222‘)/ N (x¢; g, Y114) dxy (6.46)
t R
1 ~ ~
B 7N(y”1; Hais E2%)/ N (e [y 1, [Baa ) doe (6.47)
¢ li<ne<lita
1 1 l’b — [y 1 ll — |t i
= — N (Yes1s Hhos, Sozi) | Serf [ o | “erf b~ [ilasy ’
Zt 2 2

2[2111](1,1) 2[2111'](1,1)

(6.48)
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Figura 6.3: Modelo de um sistema massa mola com um grau de liberdade.

onde erf(-) é a fungao erro, [¥](; ;) é o elemento da linha 7 e coluna j da matriz X, e

Ny
Zy = ZN(}’tHS Mo, 222,-) p(Xt, Xt+1|y1:t+1) dx; dx¢11 (6-49)
i=1 Rre IR
N, - N
= Z N (Yis15 Bois X22i) ierf = ~[F’Iu](1,1) - éerf [fh sy
i=1 2[X 113l a1 2[Z11i 1)
(6.50)

A probabilidade Pr(x; € R;|y1..+1) representa a probabilidade que o estado esteja na
regiao R; no tempo t dada toda informacao disponivel até o tempo ¢ + 1. A Figura
6.1 apresenta a probabilidade do estado estar na segunda regiao de um modelo
afim por partes particionado por trés regioes. O filtro proposto serda chamado de
PAKF (Piecewise Affine Kalman Filter). O algoritmo 6.2 apresenta uma iteragao
do algoritmo proposto.

6.2 Exemplos Ilustrativos

Para avaliar o estimador de estado proposto foram realizadas simulagoes, onde
comparamos o PAKF ao filtro de Kalman estendido EKF, filtro de particulas boots-
trap (PF — Algoritmo 5.3) e o filtro de particulas marginalizado (MPF — Algoritmo
5.5). No estimador utilizando o filtro de Kalman estendido utilizamos as expressoes
do filtro de Kalman, linhas 3-9 do Algoritmo 6.2, onde estas sao utilizadas apenas
para a regido em que Xy; se encontra, ou seja, aproximacao local do modelo. Os
filtros de particulas sao utilizados para encontrar a solucao “6tima” do problema
de estimacao, visto que quando o nimero de particulas tende a infinito a solugao
encontrada utilizando este método tende a solucao 6tima. Todas a simulagoes foram
realizadas utilizando o MATLAB em um notebook Core 7 3.2GHz com 8GB de
memoria RAM.

O modelo utilizado para avaliar o estimador proposto é o modelo nao linear para
vibragoes causadas por folgas. Este problema pode ser modelado por um sistema
massa-mola com um grau de liberdade, onde a constante elastica da mola é modelada
por uma fun¢ao afim por partes (MAHFOUZ; BADRAKHAN, 1990). A Figura 6.3
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Algoritmo 6.2 Um passo do estimador de estado proposto para modelos afins por
partes.

1:
2:

*

10:

11:

12:
13:

14:

15:

16:
17:
18:
19:
20:

21:
22:

23:
24:
25:
26:
27:

Entrada: Aiabialiv 1=1.. ‘7N7’7 B? C? Q7 R7 Uy, yt—i—laﬁt]tapt\t

for:=1to N, do
Filtro de Kalman — predi¢cao

X¢|
My < [Ai;’it‘t—i-tBtut-l-bi}

Y Py Py AT
111 Ai Py AiPt|tAI+Q

EQli < [C(AiPt\t) C(AiPﬂtAlT-i-Q)]
Filtro de Kalman — atualizacao

B < py; + Eglizg;i(yﬂrl — Hoy;)

i X1 — EgTuzg_glizm
Calculando integral (6.48)

1 !

w; §erf PRI 5

Wi = N (Yiy15 Pogs Yioai) X W
Média e covariancia de um DTMND

A < chol(%;," lower”)

A ‘lqiiil]y(;;l)

)\2 . li+1[[:][(l?f;1,1)

Z %erf (\’\/—%) — %erf <%)

« N(/\l,o,l)—./\/’()\z,o,l)

mi1 Z
AN (A1,0,1) = AaN (A2,0,1) (m ,1)2
1

si1+— 1+ =
m; < A [0277?;1—1] + 1y
S Al g0 e | AT

02y —1 I2ng—1
end for
Constante de normalizacao (6.50)
Ny

Zy = 3 i w;

W;
W; <— Z, ‘
Moment matching
~ N,
my < 21\1}21 w; 1Mmy
Py >0 wi (S + (m; — my)(my;
Xit1)t+1 < [0, 41220,
Pt+1\t+1 — [Pt]nz—&-l:an,nm—i—l:an
Retorna: X; 1411 € Priyjep

~

— mt)T)

i1— oy | le f< Li—[f1:] 1,1

V2[E1ila,

)

> (Decomposigao de Cholesky)
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Figura 6.4: Caracteristica nao linear da mola do sistema da Fig. 6.3 .

apresenta o sistema fisico do modelo e a Figura 6.4 apresenta a caracteristica elastica
da mola. O modelo afim por partes para este sistema pode ser escrito como

A | Th+1| U + Atct 0
Xir1 = |:<t+1:| = [_% (77t) 1 G- AtDCt:| [_} uy + wy, (6'513)
ye=Cx + vy, (6.51b)

onde 7; e (; sdo a posigdo em [mm] e a velocidade em [mm/s] da massa M, res-
pectivamente, At é o tempo de amostragem, D é o coeficiente de amortecimento,
e

fi=am+b if —co<ny <l

f(nt) = f2 = a9 + bQ if ll <My < lg (652)

Ja=asn +bs if Iy <m < oo
com az = ay, by = li(az — ay),by = 0 e by = ly(ay — ag). Os coeficientes a; e b; sdo os
coeficientes eldsticos da mola. Para avaliar como a estimativa depende da medida da

saida, iremos utilizar dois valores para a matriz de saida C, C; = [1 0] e Cy = [0 1].
Para a regido i, podemos reescrever (6.51) como

A

V= A ~ /_/\
1 t 0 0
Xe+1 = [Ztﬂ} = |:_ai_At 1 — At_D] Xt + [E} u; + |:_bi_At:| +wy, (6.53a)
t+1 i i o 2
Yt = Cxt + V. (653b)

Utilizaremos o erro médio quadratico (RMSE) entre o estado simulado e o esti-
mado para cada um dos estimadores de estado:

T
RMSEG?) = [ =57 (00 a2 + (@@ - &97). 659

t=1



67

Tabela 6.1: Parametros do modelo SDOFS

Param. At (s) D (N-s/mm) M (t) a (N/mm) [yl (mm)
Valor  0.01 1 1 [505 50] 1

Tabela 6.2: Média (ARMSE), desvio padrao (STD) do RMSE para os filtros de
particulas utilizando diferentes nimero de particulas. Caso Cy = [1 0]

MPF PF
Particulas | ARMSE STD | ARMSE STD
500 0.84204 0.28042 | 0.84421 0.27824
2000 0.83799 0.27679 | 0.83737 0.27485
5000 0.83609 0.27577 | 0.83592 0.27466
10 000 0.83556  0.27546 | 0.83554 0.27435
50 000 0.83539 0.27548 | 0.83509 0.27402

onde iift) = [ﬁt(ft) ¢ t(ﬂ ! e ng ) = [nﬁj ) t(j )] ! sao a média estimada para o estado x; e
seu valor simulado na j-ésima simulagao, respectivamente.

Primeiramente comparamos o PAKF com os dois filtros de particulas e o filtro de
Kalman estendido utilizando C; = [1 0] como matriz de saida. Simulamos o modelo
(6.51) para T" = 400 passos de tempo. Os parametros utilizados sdo os da Tabela
6.1. Assumimos que x; ~ N (0, 1), vy ~ N(0,1), w; ~ N ([0 0], diag[0.01,0.01]) e
u; ~ N(0,5%). Realizamos N, = 5000 simulagoes diferentes para garantir diferentes
comportamentos do sistema. Para cada filtro de particulas realizamos a estimacao de
estado utilizando 500, 2 000, 5 000, 10 000, 50 000 particulas. A Tabela 6.2 apresenta
a média (ARMSE) e desvio padrao (STD) do RMSE sobre as N simulages do
sistema para os filtros de particulas. Como esperado, o RMSE diminui conforme o
nimero de particulas aumenta para ambos os filtros de particulas. Podemos observar
que a diferenca entre o MPF e o PF é minima quando o nimero de particulas é maior
que 2 000.

A Tabela 6.3 apresenta o RMSE para o PAKF, EKF e o MPF com 50 000
particulas, assim como o menor e maior RMSE encontrado nas diferentes simulagoes.
Observamos que o valor médio do RMSE (ARMSE) para o PAKF ¢ 5.02% menor
que o ARMSE para o EKF, e ainda, o ARMSE para o MPF é 0.17% menor que
o encontrado para PAKF. Observamos também que, o EKF obteve o maior desvio
entre o menor e maior valores para o RMSE, resultando em uma maior dispersao
dos valores. A Figura 6.5 apresenta a média do RMSE entre o estado simulado e o
estimado para o PAKF, EKF e MPF (50 000 particulas) em funcao do tempo para
cada componente do estado, ou seja

N,
_ N0 a0
ARMSE(1) = \ N, < <77t - 77t|t> g (6.55a)
N,
1 <= 2
ARMSE((,) = \~ (g‘” - C’fﬁ)) . (6.55b)
s i1

Observe que o ARMSE em fungao do tempo para a componente 7, (Figura superior)
¢é praticamente o mesmo para os trés filtros, porém como podemos observar na figura
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Tabela 6.3: Média (ARMSE), desvio padrao (STD) do RMSE para EKF, PAKF e
MPF com 50 000 particulas, assim como o menor e maior valor RMSE dentre as
5000 simulagoes. Caso Cy = [1 0]

Estimador | ARMSE ~ STD | min. RMSE max. RMSE

EKF 0.88075 0.30199 0.3053 2.5513
PAKF 0.83649  0.27552 0.3018 2.4726
MPF (50k) | 0.83539 0.27548 0.2978 2.4847

ampliada a curva para o EKF esta sempre acima das curvas do MPF e PAKF. Por
outro lado, na figura inferior, referente ao ARMSE da componente (; do estado,
observamos que a diferenca entre EKF e o PAKF é bastante acentuada. A pequena
diferenca no RMSE para a componente 7, aparece ja que esta componente apresenta
uma dinamica linear no modelo (6.51), ou seja, o filtro de Kalman é a solugao 6tima
para o problema de estimagao, e ainda, neste caso, estamos considerando a medida
direta de n, i.e., C; = [1 0].

Para verificar como a medida influencia na estimativa de cada estimador de es-
tado iremos realizar o mesmo estudo acima, porém assumindo C' = [0 1] em (6.51b),
ou seja medica do estado com dinamica afim por partes. Foram realizadas 5 000 si-
mulacoes, para o0 mesmo conjunto de parametros utilizados no exemplo anterior, isto
é, mesmo sinal de entrada, mesmas condigoes iniciais e mesma realizacao do ruido.
A Tabela 6.4 apresenta o comparativo do ARMSE entre os filtros de particulas para
diferentes niimero de particulas. Ja a Tabela 6.5 apresenta o RMSE para o PAKF,
EKF e o MPF com 50000 particulas, assim como o menor e maior RMSE encontrado
nas diferentes simulacoes. Observamos que, neste caso, o PAKF obteve em média
RMSE 4.32% menor que o EKF e o MPF obteve em média RMSE 0.44% menor
que o PAKF. Vale notar que o ARMSE para todas as estimativas diminuiram pela
metade quando comparadas ao caso anterior. Neste caso, o estado foi estimado uti-
lizando a medida da velocidade da massa (componente (; do estado). A velocidade
da massa é o estado com dinamica afim por partes no modelo (6.51). Assim muito
mais informacao sobre a dinamica nao linear do sistema é obtida através da medida,
fazendo com que o erro final na estimativa diminua. No caso anterior, a componente
do estado medido ¢ a posicao da massa, ou seja, componente com dinamica linear.
Esta medida nao traz informagao sobre a dinamica afim por partes do sistema, por
isso o RMSE para este caso é maior.

A Figura 6.6 apresenta a média do RMSE entre o estado simulado e o estimado
para o PAKF, EKF e MPF (50 000 particulas) em fungao do tempo para cada com-
ponente do estado. Neste caso, com a medida direta de (;, Co = [0 1], observamos
que o ARMSE em fungao do tempo do estado 7, para o EKF tem uma diferenca
significativa comparado com o ARMSE do PAKF (Figura 6.6 superior). Diferente-
mente do caso apresentado na Figura 6.5. Isto ja era esperado visto que neste caso
a estimativa de 7, é obtida indiretamente a partir da medida de (;.

6.3 Consideracoes Finais

O estimador proposto (PAKF) obteve erros na estimativa préximos aos da so-
lugao 6tima (MPF) para a classe de modelos PWASS como (6.1). Observamos que
mesmo quando mediamos diretamente o estado com a dinamica afim o estimador
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Figura 6.5: Média do RMSE em funcao do tempo para cada estimador de estado,
caso C7 = [1 0]. Figura superior componente 17, inferior ¢;.
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Tabela 6.4: Comparacao entre os filtros de particulas para diferentes nimero de
particulas. Caso Cy = [0 1].

MPF PF
Particulas | ARMSE STD | ARMSE STD
500 0.42789  0.0411 | 0.43014 0.04297
2000 0.42653  0.04031 | 0.42695 0.04074
5000 0.42631 0.04014 | 0.42634 0.04030
10 000 0.42618 0.04009 | 0.42615 0.04017
50 000 0.42611  0.04005 | 0.42598 0.04008

Tabela 6.5: Média, desvio padrao do RMSE para EKF, PAKF e MPF com 50 000
particulas, assim como o menor e maior valor RMSE dentre as 5000 simulagoes.
Caso Cy = [0 1].

Estimador | ARMSE ~ STD | min. RMSE max. RMSE

EKF 0.44731 0.05038 0.2948 0.6934
PAKF 0.42799  0.04090 0.2867 0.6151
MPF (50k) | 0.42611 0.04005 0.2902 0.5980

proposto obteve resultados melhores que o EKF e similares ao estimador 6timo MPF.
Vale observar que mesmo utilizando o filtro de particulas marginalizado o custo com-
putacional para este filtro é bastante elevado comparado ao estimador proposto e ao
filtro de Kalman estendidos. O filtro de Kalman estendido apresenta o menor custo
computacional dentre os trés estimadores. Neste filtro, a regiao em que o estado
se encontra é aproximada utilizando a estimativa a posteriori do estado no tempo
t (p(x¢t|y1+)) e o filtro de Kalman é utilizado para aproximar (p(x¢41|y1:441))- O
filtro proposto, basicamente, utiliza um filtro de Kalman para cada regiao do espaco
de estados para propagar a estimativa no instante de tempo ¢ para o instante de
tempo t + 1, e entao, colapsa as estimativas (uma para cada regido) por uma unica
distribuicao utilizando a probabilidade do estado estar em cada uma dessas regioes.
O filtro de particulas por sua vez, simula o sistema intimeras vezes, uma para cada
particulas. Em uma implementagao paralela do filtro de particulas marginalizado
rodando em uma maquina quad-core, o MPF (50 000 particulas) leva cerca de 23 ve-
zes mais tempo que o PAKF para completar uma tnica simulagao como apresentada
acima.
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Figura 6.6: Média do RMSE em funcao do tempo para cada estimador de estado,
caso Cy = [0 1]. Figura superior componente 17, inferior ¢;.
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7 ALGORITMO EM PARA MODELQOS AFINS POR PAR-
TES

Neste capitulo sera apresentada uma proposta para a identificagdo de modelos
PWASS como (3.10) utilizando o algoritmo EM (RUI; ARDESHIRI; BAZANELLA,
2016). O problema de identificagao tratado aqui consiste em estimar os parametros

62 {{a} (b)Y, F 0,6, 5} (7.1)

de (3.16) com base nas medidas y.7 (e uy.r), onde y1.7 é a colegao de T' observagoes.
No problema de identificacdo de parametros de modelos PWASS podemos ainda
identificar os limites de cada regiao que formam a funcao afim, porém neste trabalho
assumiremos que os limites de cada regiao sao conhecidos, ou seja l;,7 = 1,..., N,
sao conhecidos. No algoritmo EM proposto, utilizamos a distribuicao cumulativa
para calcular a probabilidade de ocorréncia de cada submodelo do sistema, dada a
medida. Deste modo, dado o submodelo os estados sao estimados utilizando o filtro
de Kalman suavizado. Por fim, os parametros sao estimados utilizando uma fungao
substituta para a fungao likelihood.

Vale observar que se a funcao afim f(7;) for continua, como a da Figura 7.1, os
parametros a; e b; serao correlacionados. Ou seja, para garantir a continuidade da
fungao temos que:

ailivy +0;i = aipalipn + b, =1, N, — 1,

onde [; é o limite da i-ésima regiao. Desta forma, podemos escrever cada f; como

fi = ain + by, (7.2
fi=am+bi, 1=2,...,N,, (7.3)

onde -
bi = —a;l; + by + a1ly + Z aj(ljv1 — 1), (7.4)

j=1

ou seja, uma funcao afim continua pode ser parametrizada por N, + 1 parame-
tros ({ai}f.vzrl ,b1), enquanto para uma fungao afim descontinua sdo necesséarios 2N,
({ai}fy:rl : {bl}i\f:rl) Assim, para o caso em que a func¢ao afim é continua o problema
de identificacao consiste em identificar

02 {{a,.}j.iq by, F.®, ¢} . (7.5)
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| |
—e— Funcgao afim
e Medida y;
p(xtlyt)
p(re = 3y¢)

f(ne)
p(Xely:)

Tt

Figura 7.1: A area sombreada representa a probabilidade do sistema estar em uma
determinada regiao delimitada pela funcao afim.

7.1 Algoritmo Proposto

Como vimos na Sec¢ao 4.2.2, o algoritmo EM é um algoritmo iterativo que pode
ser utilizado para obter uma aproximacao do estimador de maxima verossimilhanca
(4.54) definido por A

0y = argmax pe(yi.71)- (7.6)

6co

A ideia principal do algoritmo EM é calcular uma funcao substituta Q(O,@k) da
fungao likelihood pe(yi1.7). Como apresentado anteriormente, essa funcao substituta
é funcao da fungao likelihood “completa” pg(x1.7, y1.7). Para o modelo (3.10) nao
existe forma analitica para Q(@, ék) devido as nao linearidades na equacao de estado
do modelo. Porém, como o modelo é afim quando a regiao R; é conhecida, iremos
utilizar uma variavel discreta r; para representar o submodelo ativo no instante de
tempo t. Ou seja, podemos reescrever o submodelo (3.16) utilizando esta variavel
como

X1 = Artxt + But + bT‘t + Wi (77&)
yr = Cx¢ + vy, (7.7b)

onde r, € {1,2,--- | N,.} tal que
L, lhh<m <y
27 l2 <M S l3

Ty =

NT, lN7-<77t<lNT+1-
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A pdf de r; pode ser escrita como

o) = [ / plox) dy (75)

onde x; = [n; z/]T. Assim, r, é uma varidvel aleatéria categérica (categorical random
variable), ou seja, é uma variavel aleatdria que pode assumir apenas um valor entre
um certo conjunto finito de valores. Definimos 71, = {ry,...,r:} como a trajetéria
dos submodelos até o tempo t, ou seja, qual submodelo esta ativo para cada instante
de tempo.

Ao invés de utilizar uma fungao substituta que seja funcao de pg(X1.7,y1.7),
propomos utilizar a seguinte fungao

Q(60,0,) = E[Lo(X1.r, Y17, 1) [yir, 0] (7.9)

= // Inge(X1:T>Y1:T,7“1:T)pék (Xl:T7T1:T|y1:T) Xm:T drl:Ta (710)

onde
A
LO(XlzTa Yuir, rl:T) = lOg p@(xl:T7 Yuir, 7’1:T)- (711)

Neste caso, (7.9) é o valor esperado da funcao Lg(X1.7, Y1.1, '1.77) COmM respeito a Xy
e 1.7 condicionado as medidas yi.7 e a estimativa ék obtida na k-ésima iteracao do
algoritmo EM. Podemos calcular a distribuicao a posteriori de r; dada as medidas
y: através da seguinte marginalizacao

pirv) o [ plvdx)pioe) dn e (7.12)

Iremos fazer duas hipéteses para calcular (7.12):

1. a distribuicao a priori x; nao acrescenta nenhuma informacao dada a medida
Yi, 1. €.,

p(rely:) OC// p(ye|x:) dne dz,. (7.13)
mER;

2. n; € diretamente medido, onde a medida correspondente é denotada por ;.

Como o ruido de medida é Gaussiano e devido as duas suposi¢oes podemos escrever
a seguinte distribuicao a posterior: de ry:

p(rye) = p(re = ily), i=1,---,N,
= N (3 yis [R]1,1)) o, i=1,---,N, (7.14)

mER;

onde [R](1,1) € o elemento da primeira linha e primeira coluna de R. A Figura 7.1
apresenta a pdf p(x;|y:) e uma funcdo afim por partes com 4 regides. A drea som-
breada representa a probabilidade que o estado se encontre na regiao trés dada
a medida y,, i.e., p(r; = 3|y;). Como mencionado anteriormente, iremos utilizar
a distribui¢do pe(x1.7, y1.7,1.7) a0 invés da pe(xi.7,y1.7) para calcular a funcao
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substituta Q(8, @k) Assim, utilizando o Teorema de Bayes (Teorema 3) podemos
escrever p9<X1:T7 yur, 7”1:T) €omo:

Do (XI:T; Y, 7”1:T) = Do (Y1;T, X1:T)p9 (7”1:T ’y1:T7 XI:T)

= Do (XI:T)pO (y1:T ’X1:T)p0 (rlzT‘ytT? Xl:T) . (7 15)

Como assumimos que dada a medida o estado x; nao traz nenhuma informagcao nova
para o sistema (hipGtese 1) temos que

pG(TI:T’}’l:Ty XI:T) ~ pe(T1:T|Y1:T)-

Reescrevendo (7.15) utilizando a aproximacao acima e ainda como o sistema é Mar-
koviano (Defini¢ao 2.3.1) obtemos

po(X1.7, Y11, T1:7) = Do(X1.7)Po (Y17 |X1:7)po (117 |y 1:7) (7.16)
T

= p(x1)po(y1|x1)po(rily1) | [ po(xilxi1)po(relyi)po(yilx), — (7.17)
b2

onde pg(y:|x:) = N (yi; Cxy, R) e, utilizando (7.7) para uma dada regiao,
Po(Xelxi—1) = N (x¢; Ay, Xe—1 + Buyy + by, Q).

Vale observar que o tnico termo que depende do parametro 6 em (7.17) é
po(x¢|x:—1). Como estamos interessados em encontrar @ que maximize (8, 6y) ire-
mos omitir termos constantes e que nao dependam de 0 em Lg(Xy, X1, y1.7,T1.7)-
Assim, podemos reescrever (7.11) omitindo termos independentes de 6 (denotado

+ 1
por =) como

T
Lo(Xt,Xt—l, Yur, 7"1:T) == Z lOgN(Xt|Am_1Xt—l + Bu;_ + b?“t_la Q) (7-18)

t=2

= Z <\Pm L S(X¢, X¢—1 >+ Zr_.(0), (7.19)

onde (a, b) 2 tr(a™h) = aT - b denota produto interno e

AT Q7!
v, (0) 2 (B_“g;tg’:): Aci s (7.20)
—(Bu; +b,)TQ A,
[ X, 1%]
s(xp, Xp_q) 2 Xt’l‘it 1 (7.21)
| X{

Temos que VU, (0) e s(x;,x¢—1) sdo chamados de natural parameter e sufficient sta-
tistic (OZKAN et al., 2015), respectivamente. Além disso,

1
=,.(0) 2 —5ul L BTQ  Bu,y —ul ,BTQ by, — Lyt “Ib,, (7.22)

2"

Derivagao de (7.19) pode ser encontrada no Apéndice B
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denota a chamada log-partition function (OZKAN et al., 2015). Para poder calcular
Q(0, 0;), precisamos calcular o valor esperado (7.9). Observe que (7.19) s6 depende
do estado em ¢ e t — 1, deste modo, o valor esperado de Lg(X;,X;—1,¥1.7, '1.7) com
respeito a xy.7 e ri.p pode ser calculado por

Q(6.6)) /// ( m19>,s<xt,xt_1>>+zm<e>>

X P, (Xt X1, rrr|yrr) dxg dxe—1 drig. (7.23)

Entao, precisamos calcular Do, (x¢, %1, m1.7|y1.7). Utilizando o teorema de Bayes
obtemos a seguinte relacao

Py, (Xt X¢—1, 17|y 1) = Dy, (Xt X¢—1|yrr, 17)P0 (117 | Y10T) (7.24)
T

~ Do, (Xt7 Xt—l|Y1:T> 7”1:T)Hp9(7’t|Yt), (7-25)
t=1

onde assumimos que
po(rirlyir) = Hpe rily). (7.26)

Assim, reescrevendo (7.23) utilizando (7.25) temos

///( Wy, 4 (0), s(xt,x1-1)) +En_1(0)>

T

X g, (x4, X 1|y, 7”1:T)Hpe(7"t|)’t) dx; dx;_q dri.p, (7.27)
t=1

onde pg(1¢|y:) foi calculado em (7.14). Observe que, como ry, -+ ,rp € {1,2,--- , N, },
o nimero de trajetérias possiveis até o tempo T'é NI, i.e., para cada instante de
tempo o estado pode estar em uma das N, regioes. Isso significa que o niimero de ele-
mentos a direita de (7.25) cresce exponencialmente com o tempo, consequentemente
o numero de elementos da integral (7.27) cresce exponencialmente com o tempo.
Calcular a integral para todas as trajetérias possiveis se torna inviavel devido ao seu
crescimento exponencial, por isso, para calcular a integral na variavel ri.; em (7.27)
iremos utilizar o método de Monte Carlo, de modo que nao seja necessario calcular
a integral para todas as NI trajetérias. No método de Monte Carlo, as amostras

sao geradas a partir da pdf p(r|y:) que neste caso é conhecida (7.14);

Tgi) ~ p(r|ye)- (7.28)

Para cada instante de tempo amostramos M particulas formando ao final M traje-
torias da variavel r; que denotamos como

rgz)T, 1=1,..., M.

Assim, a integral em dry.z em (7.27) pode ser aproximada por

Q(6.6,) ~ %ij ] (w000 s0xx00) + 2,0, (6)

X pg, (Xt; X¢—1]y1.Ts ri) dx, dx_i, (7.29)
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ou seja, a média sobre todas as trajetérias amostradas. Os termos = ¢ (@) e RO )
t—1 t—1

em (7.29) nao dependem de x; e x;_1, assim para a i-ésima trajetéria temos

// Ergi)l(G)pgk(XtaXt 1y T,7’1 T) dx; dx;—1 == (z //pgk X¢, Xt 1|y Tﬂ”l T) dx; dx;—1
== () (7.30)

Tt—1

// (z Xth 1)>p9k (Xt,Xt—1|Y1:T;7’§f)T) dx; dx; 4

= <\Ifrt 1 // 8(X¢, Xe—1)Pg, (Xt5 Xe—1]¥1. T>7“1 T) dx; dx;_ 1> (7.31)
Observe que pp, (xt,xt_1|y1:T,r§f)T) é a distribuicao suavizada de x; e x;_;. Como
condicionado & trajetéria o modelo é linear, dado por (7.7), esta pdf serd Gaussiana

e pode ser obtida utilizando o filtro de Kalman Suavizado apresentado na secao
4.1.3, onde

i X ~ (i), pi
pék(xtaxt—1|Y1:T77ﬂ§;)T> =N ([Xttl] ;M( ): P )) , (7.32)
(1)
u(z) — o t|1:T 0
X -1t Gt 1( t\lT — A X, =1 — b,,_, — Bu;_)
H (i) (@) )
Pt = (])Dtll?) (4) PtuT[G U (1) (i) ]
G- PtuT P t—1[t— 1+Gt 1( t|1T Ptlt DG

e ig‘? - t‘l T e G sao dados pelo filtro de Kalman suavizado (Teorema 6). Assim,
podemos reescrever a integral em (7.31) utilizando (7.32) e (7.21) como

// 5<Xtaxt71>pék (Xtaxt71|YI:T>r§z;)T) dx; dx;—;

— / / s(xt,xt_l)/\/qx’:tl] ;p“);P@) dx; dx,_, (7.33)

X¢— 1Xt

L PO dx, d 7.34
// X lxt ) (|:Xt1:| TS ) Xy X1 ( )

x]_
A integral (7.34) tem solugdo analitica (SARKKA, 2013) dada por

% e (&) + B

tLT tt—1|1:T
, <\
SO o e | (7.35)
X, 1|1T( t—%[)l:T)T_FPJHIT
Xyt

Para finalizar, substituindo (7.30) e (7.34) em (7.29) obtemos a expressdo final
para Q(6,0)

T

e Zi« 0(0).57) +2,6,(6)). (7.36)

t=2 j=1
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Figura 7.2: Jato JAS 39 Gripen, (LARSSON, 2013)

O passo M consiste em maximizar a fungao (7.36). Podemos calcular analiti-
camente o gradiente e a Hessiana de (7.36) com relacao a @ e utiliza-los com, por
exemplo, método de Newton para encontrar o méximo de Q(#, ék) O Algoritmo 7.1
presenta uma iteracao do algoritmo EM proposto.

7.2 Exemplos Ilustrativos

Para testar o algoritmo EM proposto iremos identificar o modelo simplificado
da dinamica longitudinal do jato Gripen JAS 39 e ainda modelo nao linear para
vibragoes causadas por folgas (6.51) apresentado na segao 6.

7.2.1 Identificagao do Jato Gripen JAS 39
Este modelo é um modelo afim por partes dado por (LARSSON, 2013)

Mt+1 e + Athm + AtZQQ } {25 Z6<:| |:5et]
N At 7.37
|:Ct+1:| [Atf(nt) + AtMCCt —|— Ct + M5e M5c 5ct + Wy, ( a)

ye = [(1) (1)] m + v, (7.37b)

onde At é o periodo de amostragem, o ruido de processo w; e o ruido de medida
v, sao Gaussianos com média e variancia conhecidas, n; é o angulo de ataque, (;
o angulo de pitch, d.; e 6. s@o os controles do elevator e canard da aeronave. A
Figura 7.2 ilustra estas varidveis. A funcdo f(7;) é uma funcdo afim continua, onde
os limites de cada regiao sao conhecidos

[ = [ll,...,lg)]
[—1°,4°,7°,12°,16°]. (7.38)

Assim, para uma dada regiao r; podemos reescrever (7.37) como

Ap, by, B

A\

x |1 nt ¢At 0 de de
bl CLTtAt IVngt -+ 1:| Xt |:brtAt:| Al |:M5 M :| W b (739)

e c

onde b, é dado por (7.4), x; = [ (;]T € wp = [dey dy]T. O sistema é simulado para
T = 1800 e o tempo de amostragem é At = 1/60s. Vale ressaltar que o modelo é
instavel, assim um controlador linear quadratico LQR. é utilizado. Este controlador
ird correlacionar o sinal de medida com o ruido de processo e o ruido de estado. Vale
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Figura 7.3: Funcao afim por partes Gripen.

Tabela 7.1: Parametros do modelo

Param. Z77 ZC Mc de ch Mge M(;c
Valor —0.9759 1.174 —1.2616 0.3043 0.0289 —31.0898 8.2557

observar que o sinal u; em (7.39) é o sinal proveniente do controlador LQR. O sinal
de referéncia do controlador é projetado de forma que todos os submodelos sejam
excitados.

Primeiramente, iremos tentar identificar

0= [{fu)y" 2, Zc M Zs, Zs, Ms, Ms,]

onde
Nr
[{f(li)}i:fl] = [-0.3240 0.0300 0.1260 0.9660 1.3800]

sao os valores da funcao afim por partes calculados nos limites de cada regiao. A
Figura 7.3 apresenta a funcao afim que queremos identificar. Os demais parametros
sao apresentados na Tabela 7.1.

Utilizamos (7.28) para amostrar M = 300 trajetdrias r1.r e entao calcular (7.36).
Para maximizar esta funcao utilizamos a fun¢ao fminunc do MATLAB. As Figuras
7.4 e 7.5 apresentam a identificacdo do modelo (7.37) para 240 realizagoes do sistema
e para 100 iteracoes do algoritmo EM proposto. Ou seja, simulamos o sistema
240 vezes e para cada simulacao rodamos 100 iteracoes do algoritmo EM proposto.
O palpite inicial do vetor de parametros @ é tal que cada componente do vetor
pertenca ao intervalo de +40% do valor correspondente do vetor de parametros
utilizado para simular o sistema. Temos ainda que w; ~ N(0,diag[0.06°,0.06°]),
v, ~ N(0,diag[0.6°,0.6°]) e x; ~ N (0, diag[0.06°,0.06°]).

Na Figura 7.4 sao apresentados os resultados da identificacao dos parametros
{f(li)}ﬁv:’"frl , Zn, Zc € M, para as 240 realizagoes do sistema. A linha tracejada é
o valor utilizado para simular o sistema e a linha cheia é a média da estimativa em
fungao das iteragoes do algoritmo EM proposto. A Figura 7.5 apresenta o mesmo que
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Tabela 7.2: Erro em % entre o valor real do parametro e a média da estimativa na
centésima iteracao do algoritmo EM.

Param. Erro % || Param Erro % | Param Erro %
f(lh) 1.57 f(ls) 0.18 Zs,  Divergiu
f(ls) 27.35 Z, 1.27 Zs.  Divergiu
fls) 1351 | Zo 180 | M; o 1.36
f(l) 140 | M. 020 | M o 12.06

Tabela 7.3: Erro em % entre o valor real do parametro e a média da estimativa na
centésima iteracao do algoritmo EM.

Param. Erro % || Param Erro % | Param  Erro %
f(l) 1.44 fls) 0.02 Zs,  Conhecido
f(l2) 25.97 Z, 0.29 Zs,  Conhecido
fls) 1371 | Z 039 | M, 0.47
fl) 130 | M. 007 | M 1.25

a Figura 7.4 para os parametros Zs_, Zs,, M5, e Ms,. Observe que as estimativas dos
parametros f(l2),f(l3) e Ms, sao polarizadas, e ainda que nao foi possivel identificar
os parametros Zs, e Zs,. A Tabela 7.2 apresenta o erro entre o valor real e a média
do valor encontrada na ultima iteragao do algoritmo EM para todos os parametros
do modelo.

Iremos considerar agora que os parametros que nao convergiram Zs, € Zs, Sao
conhecidos e tentaremos identificar os demais parametros. Neste caso realizamos 240
identificagoes diferentes utilizando a mesma configuracao utilizada no caso anterior.
Na Figura 7.6 sio apresentados os parametros { f(I;)}~t' | Z,, Zc e M, e na Figura
7.7 sao os parametros Ms, e Ms,. A linha tracejada é o valor utilizado para simular o
sistema e a linha cheia é a média dos parametros estimados em funcao das iteragoes
do algoritmo EM. A Tabela 7.3 apresenta o erro entre o valor real e a média do
valor encontrada na ultima iteracao do algoritmo EM. Observe que neste caso o erro
na estimativa do parametro Ms, é quase 10 vezes menor que o encontrado no caso
anterior (Tabela 7.2). Em geral, todas as estimativas apresentaram uma melhora,
porém as estimativas dos parametros f(ly) e f(l3) continuam polarizadas. A figura
7.8 apresenta uma identificagao dentre as 240 da funcdo afim f(7,). Neste caso, os
erros entre os valores reais e os estimados para os parametros f(ly) e f(l3) sao de
35.91% e 13.60% respectivamente. Observe que, mesmo com estes erros podemos
observar que a funcao afim estimada consegue descrever a funcao real.

O modelo (7.37) é instavel, por isso utilizamos um controlador LQR para esta-
bilizar o sistema. A utilizacao de um controlador pode fazer com que algum dos
parametros do modelo nao sejam identificaveis. Para verificar se a polarizacao e e a
nao convergencia da estimativa é proveniente do controlador LQR utilizado, iremos
realizar a identificacdo do modelo massa-mola apresentado na secao anterior que é
estavel.



81

Algoritmo 7.1 Uma iteracao do algoritmo EM proposto.

1: Entrada: Ai,bi,li, 1=1.. .,NT s B, C, Q, R, u.r, y11T7§1|0aP1\07ék
Passo E

2: for j =1to M do
3: 21‘1 < §1|0
4: Pl\l — Pl\O
5: fort=1toT —1do
Amostmr tmjetorza T1.T
6: Tt( 7 f’+1N(77t,yt,[R] 1’1)) di, 1= 1,...,Nr
Filtro de Kalman — Predicao
7 Xt+1|t — AT?)XW + Bu; + bTij)
8: Priap < Arij)PﬂtAI(j) +@Q
Filtro de Kalman — Atualz’ztagdo
9: Et+1 — CPt+1|tCT + R
10: Kip1 « Py CTSY
11: Xep1jt41 < Xeprpe + Kep1 (Vi1 — CXeqape)
12: Pi1jgp1 < Py — Pt+1|tCTZt_+11CPt+l\t
13: end for
Filtro de Kalman Suavizado
14: PT|1:T — PT|T
15: §T|1:T < QT\T
16: fort=T—1to1do
17: Gy + Pt\tArt [PtJrl‘t] 1
18: Pt(i) T — Pt+1|TG
19: 7E|J1)T — Xy + Ge(Xep1j1r — Xeype)
20: Pt(‘l)T — Pt|t + Gt<Pt+1|1 T — Pt+1|t)G
ij)1|1 rx §|J1> )7 +Pt(Jt) 1|1:T
21: S ¢ K
' ! ’A(zu—)lu;T( z( >1\1 )7 +Pt(i)1|1;T
L 1(5J)1\1 T
22: end for
Cdlculo dos natural parameters e log-partition function
A:@Q_l
23. U@ <But+b “))TQ1
: e (0) ‘lATw Q74 G)
(BUt+b u)) Q™ AW

—_ 1 - _ 1 _
24: 2,0 (0) « —3ul_BTQ"'Bu, — u]BTQ 1bT§j) - §bl(j)Q 1br§j)
t

25: rﬁ{}e{rﬁj)},tzl,...,T
26: end for
Passo M
27: Q41 — arg maxgcq ﬁ ZZ;Q Zj‘il (<\Ilr§j)<0)’ St(j)> + Ergj)(9)>

28: Retorna: 9k+1
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Figura 7.4: Estimativa dos parametros em funcao das iteracoes do algoritmo EM. A
linha cheia é a média sobre 240 realizagoes do modelo (7.37) e a linha tracejada é o
valor real do parametros. A area sombreada representa os limites superior e inferior
sobre as 240 realizacoes diferentes.
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Figura 7.5: Estimativa dos parametros em func¢ao das iteragoes do algoritmo EM. A
linha cheia é a média sobre 240 realizagdes do modelo (7.37) e a linha tracejada é o
valor real do parametros. A drea sombreada representa os limites superior e inferior
sobre as 240 realizagoes diferentes.
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Figura 7.6: Estimativa dos parametros em funcao das iteracoes do algoritmo EM. A
linha cheia é a média sobre 240 realizagoes do sistema e a linha tracejada é o valor
real do parametros. A area sombreada representa os limites superior e inferior sobre
as 240 realizacoes diferentes.
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Figura 7.7: Estimativa dos parametros em funcao das iteracoes do algoritmo EM. A
linha cheia é a média sobre 240 realizagoes do sistema e a linha tracejada é o valor
real do parametros. A drea sombreada representa os limites superior e inferior sobre
as 240 realizacoes diferentes.
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Figura 7.8: Estimativa da funcao afim para uma das 240 realizagoes. A linha trase-
jada é representa a fungao afim por partes utilizada para inicializar o algoritmo EM,
a linha laranja ¢ a estimativa final encontrada apés 100 iteracoes do algoritmo EM.
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Tabela 7.4: Parametros do modelo SDOFS

Param. At (s) D (N-s/mm) M (t) a (N/mm) [yl (mm)
Valor  0.01 0.5 1 [50550] 1

Tabela 7.5: Erro médio das estimativas, média sobre 300 realizacoes.

Param. ay as D M
Valor médio 44.6820 8.6374 0.5061 1.0013
Erro médio %  10.64 72.75 1.22 0.13

7.2.2 Identificagao do Sistema Massa-Mola

O problema consiste em identificar
0= [al a9 D M}

do modelo (6.51) introduzido na Secao 6. Os valores utilizados para simular o sis-
tema s@o apresentados na Tabela 7.4. Utilizamos (7.28) para amostrar M = 600
trajetorias ri.p e entao calcular (7.36). Para maximizar esta funcao utilizamos a fun-
¢ao fminunc do MATLAB. A Figura 7.9 apresenta a identificagdo do modelo (6.51)
para 300 realizagoes do sistema e para 100 iteragoes do algoritmo EM proposto.
Para cada realizagao o valor inicial do parametro 6 ¢é tal que cada componente do
vetor pertenca ao intervalo de +40% do valor correspondente do vetor de parame-
tros utilizado para simular o sistema. Temos ainda que w; ~ N (0, diag[0.01,0.01}),
vy ~ N(0,diag[0.1,0.1]), x; ~ N(0,diag[1,1]) e a matriz C' em (6.51) é a matriz
identidade.

Na Figura 7.9 é apresentada a identificagao dos parametros ay, as, D e M, onde a
linha tracejada é o valor utilizado para simular o sistema e a linha cheia ¢ a média dos
parametros estimados em funcao das iteracoes do algoritmo EM proposto. Observe
que as estimativas dos parametros a; e as sao polarizadas. A Tabela 7.5 apresenta o
erro entre o valor real e a média do valor encontrado na tltima iteracao do algoritmo
EM assim como o valor médio estimado.

A polarizacao nos parametros encontrada pode ser devido ao nimero de tra-
jetérias amostradas. O método de integragao utilizado no algoritmo proposto se
assemelha ao algoritmo de Importance Sampling apresentado na Secao 5.2. Como
apresentado, este estimador é tendencioso, porém consistente, i.e., a estimativa con-
verge assintoticamente para o valor real quando, neste caso, o nimero de trajetérias
amostradas tende a infinito. Uma maneira de testar se a polarizacao é resultado do
numero de trajetorias amostradas seria aumentando o ntimero de trajetérias amos-
tradas. Porém, o custo computacional para isso cresce rapidamente. Assim, para
contornar este problema realizamos a identificagao assumindo que a trajetoria ri.p é
conhecida, ou seja, assumimos que para cada instante de tempo o submodelo ativo
é conhecido.

A Figura 7.10 apresenta a identificacdo dos parametros ai,as, D e M para 350
realizacoes do sistema e para 100 iteracoes do algoritmo EM considerando a traje-
toria r1.r conhecida. Para cada realizacao o valor inicial do parametro 0 é tal que
cada componente do vetor pertenca ao intervalo de £40% do valor correspondente
do vetor de parametros utilizado para simular o sistema. A linha tracejada é o valor
utilizado para simular o sistema e a linha cheia é a média dos parametros estimados
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Figura 7.9: Estimativa dos parametros em funcao das iteragoes do algoritmo EM,
M = 600 trajetorias r1.7. A linha cheia é a média sobre 300 realizacoes do sistema,
a linha pontilhada é média + desvio padrao e a linha tracejada é o valor real do
parametros. A drea sombreada representa os limites superior e inferior sobre as 300
realizagoes diferentes.
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Figura 7.10: Estimativa dos parametros em funcao das iteragoes do algoritmo EM
assumindo que a trajetoria real é conhecida. A linha cheia é a média sobre 350
realizacoes do sistema, a linha pontilhada é média + desvio padrao e a linha tracejada
é o valor real do parametros. A area sombreada representa os limites superior e
inferior sobre as 350 realizagoes diferentes.

em fungao das iteragoes do algoritmo EM. A Tabela 7.6 apresenta o erro entre o
valor real e a média do valor encontrada na ultima iteracao do algoritmo EM assim
como o valor médio estimado. Observe que o erro na estimativa do parametros a;
passou de 10.64% no caso anterior para 0.99% quando utilizamos a trajetéria real.
Ja para parametro as, o erro passa de 72.75% para o primeiro caso para 11.30%.
Apesar do erro na estimativa para o parametros a, ter diminuido, este continua
polarizado. Esta polarizacao pode ser intrinseca do algoritmo EM. Podemos obser-
var que na maioria dos trabalhos que utilizam o algoritmo EM para a identificagao
de sistemas nao lineares apresentam alguma polarizagdo nos parametros (OZKAN
et al., 2015),(HARTMANN; VINGA; LEMOS, 2013),(WILLS; SCHON; NINNESS,
2008),(OLSSON; WESTERBORN, 2015). Tal polarizagdo pode ser resultado de
alguma aproximacao utilizada no algoritmo EM, assim como da convergéncia das
estimativas dos parametros para um minimo local da funcao likelihood.

Tabela 7.6: Erro médio das estimativas, trajetoria conhecida. Média sobre 350
realizagoes.

Param. aq as D M
Valor médio  49.5052 5.5648 0.5098 1.0033
Erro médio % 0.99 11.30 1.96 0.33




89

8 CONCLUSOES GERAIS

Neste trabalho apresentamos um estimador de estados recursivo e um algoritmo
de identificacao de parametros para uma classe de modelos afins por partes.

No estimador de estado proposto, calculamos a distribuicao a postertor: do estado
de forma analitica. O numero de elementos desta distribuicao cresce exponencial-
mente com o tempo. Para contornar este problema, aproximamos a distribuicao a
posteriort por uma unica distribuicao Gaussiana utilizando Moment Matching. Ob-
tivemos resultados similares aos do filtro de particulas marginalizado que fornece a
solucao 6tima para o problema. A vantagem do algoritmo proposto frente ao filtro de
particulas é que ele exige muito menos poder computacional e ainda é de facil imple-
mentacao. O filtro de particulas depende, também, de uma série de parametros de
projeto a serem escolhidos pelo usuario, como por exemplo, o niimero de particulas,
proposta a ser utilizada, algoritmo de reamostragem, quando realizar a reamostra-
gem. Por outro lado, o estimador proposto apresenta uma solucao simples e de facil
implementagao. Enquanto o filtro de particulas simula o sistema intimeras vezes, o
filtro proposto consiste, essencialmente, em executar um filtro de Kalman para cada
regiao do espaco de estados e calcular a funcao distribuicao de probabilidades para
cada regiao.

Comparamos ainda o estimador proposto com o muito utilizado filtro de Kalman
estendido. Com o estimador proposto, obtivemos resultados que superaram o filtro
de Kalman estendido. O filtro de Kalman estendido utiliza uma aproximacao local
da equacao de estado, o que afeta a estimativa quando o estado esta préximo aos
limites que formam cada regiao da fungao afim por partes, ou ainda se a incerteza
na posicao do estado é maior ou da mesma ordem de magnitude do dominio de cada
submodelo.

A partir dos resultados obtidos, uma extensao direta a este trabalho seria estudar
um estimador de estado suavizado para a classe de modelos afins utilizadas neste
trabalho. O estimador de estado suavizado é o estimador que considera toda in-
formacao disponivel do sistema para calcular a estimativa e pode ser utilizado com
o algoritmo EM cléssico para realizar a identificacao dos parametros do modelo.
Uma extensao nao tao direta, mas de grande relevancia é generalizar o estimador
de estados para abranger diferentes classes de modelos afins por partes, tais como
modelos onde mais de um estado, a saida, ou ainda, o ruido, possuam dinamica
afim que dependam do estado. Nestes casos, o problema estd em calcular a distri-
buigao a posteriori (6.28) cuja a solugao analitica nao existe e por isso teria que ser
aproximada.

Quanto ao algoritmo de identificagao proposto, utilizamos a funcao distribuicao
cumulativa para calcular a probabilidade do estado estar em cada regiao que delimita
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a funcao afim e entao amostrar regioes provaveis para o estado para todo tempo. Os
resultados de identificagao apresentaram um erro de estimagao pequeno, porém a
estimativa de alguns parametros da funcao afim eram polarizadas. Vale ressaltar que
o algoritmo EM pode resultar em estimativas polarizadas como pode ser observado
em diversos trabalhos encontrados na literatura.

Consideramos que as regioes da funcao afim por partes que descrevem a dina-
mica do estado eram conhecidas. Um complemento a este trabalho seria realizar
a identificacao destas regides, assim como o numero de regioes da funcao afim por
partes. Como consideramos a medida direta do estado com dinamica afim, uma
maneira para identificar as regioes e também o nimero de regioes seria, primei-
ramente, identificar as regioes utilizando a medida através de algum algoritmo de
classificagao, e entao utilizar o algoritmo EM proposto para identificar os demais
parametros. A identificacao de classes de modelos afim por partes mais genéricas
também é um trabalho bastante relevante e que para a representagao por variaveis
de estados apresenta muitos pontos ainda a serem estudados.
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APENDICE A FILTRO DE KALMAN

A.1 Prova Bayesiana para o Filtro de Kalman

Suponha que

pe(th’l:t—l) = N(Xt; §t|t—17 Pt|t—1)7 (A-l)

onde a média ﬁt‘t,l e covariancia P;_; sao conhecidos. Isto ¢ verdade parat=1¢e
sera mostrado por inducao que serd valido para todo t.
A pdf a posteriori (4.12) é obtida por

Po(yelxi)pe (%i[y1:1) (A.2)

Po Xty
( t| lt) fpe yt|Xt)p9(Xt|y1t 1)dXt

onde o denominador é uma constante de normalizacao. Como o modelo é linear
Gaussiano temos que

1 1 — COx
Po(ye|x:) = Wexp (—5(% —Ox)TR(y: = C t)) . (A.3)

assim podemos reescrever o numerador de (A.2) utilizando (A.1) e (A.3)

pe(Yt|Xt)p0(Xt|Y1:t—1) = N(yt|oxta R)N(Xt§ ﬁt\zt—la Pt\t—l)
= [(27.‘.)”1+ny ‘R’ ‘Pt\tfl |:| -

1 1 ~ ~
X €Xp (_5 (y: — CXt)T R (y: — Cxy) — 2 (Xt - Xt|t71) Pt‘t 1 ( Xt|t1)>

=

-

Nag+No 5 1 ~ T
= [(27.‘.) z+Ny R’ ‘Pt‘t—1|:| 2 exp (—5 (Xt — Xt|t) t|t tht )
1 _ ~ 1 -
X €Xp (_5 (YtTR 'y + th—lpﬂtl—lxtlt 1= Xt|t e R ) (A.4)

onde
A
Pt = (CTRTIC+ PyLY)

tlt

~ A _ ~ ~
X¢jt = (Pt|tOTR "y — CXyje—1) + Xt|t—1)
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Rescrevendo (A.4) em termos da distribui¢ao normal

2

1
-1
Py

pG(Ytlxt)po(Xt|Y1:t—1) = N(Xt§§t|t, Pt|t)

(2m)™ [B] | Py |

1 _ - 1 - AT Hle
X exp (—5 <ytTR by, + th—1Pt|t1_1Xt|t—1 — Xatpttlxtﬁ)) (A.5)

utilizando a identidade | X + AB| = |X||I + BX'A| na definicio de P,,' obtemos

tlt

1
pt ‘ ‘]+ CPt|t—1OT| |R| ‘Pﬂt*l}

tlt—1

N(Yt’CXta R)N(Xt; it\tfla Pt|t71) =
(2m)"™

1 _ ~ 1 o~ AT 1~ ~
X exp (—5 <ytTR lYt + Xz|1t—1Pt|t1,1Xt|t71 - Xz[tpttlxﬂt)) N(Xt; Xi|ts Pt|t)

1 2
N [(2#)"?’ IR+ Cau_lCT\]
1 B N PN R PN ~
X exp (—5 (YtTR e+ Xz[t—lpﬂtl_lxﬂt—l - Xﬁtpttlxtu)) N (x4 Xeje, Fige) (A.6)

Reescrevendo o expoente da exponencial em (A.6) utilizando a definicdo de Xy,
e Pt

tt

T p—1 T -1 5 T o
y: Ry + Xt|t_1Pt|t_1Xt|t—1 - Xt|tpt|tXt\t

= (yt — Ciﬂt,l)T(R_l — R_lcpt|tCTR_1)(yt — C%t‘tfl) (A?)

Utilizando a identidade de Woodbury, (A + UCV) ™' = A1 =AU (C1 + VAIU) 'V A~!
em (A.7)

(¥~ CRy) (R = R CPuC Ry — CRypo)
= (Yt — C§t|t71)T(R + CPt\t—lcT)_l(Yt - Cﬁt\tfl) (A,8)

Por fim, o numerador de (A.2) serd, substituindo (A.8) em (A.6),

po(Yi|xt)po(Xt|y1:i-1) (A.9)
1 ? _1 —_O% “1(y;,—OCx% ~
B [(%)n |R+CP, CT‘] e~ 5[ rt=CRej ) (R+CPyy 1 CT) 7 (ye—C t|t*1)]N(Xt§Xt|t7Pt|t)
Y tjt—1
= N(Yt% C§t|t—1, R+ OPt|t—1CT)N(Xt; §1t|t, Ptlt) (A.lO)

O denominador de (A.2) ¢ a integral de (A.10) com respeito a x;

pG(Ytb’l:tfl) :/ pO(Yt|Xt)p0(Xt|y1:t71)dxt
Rna

= N(Yt§ C§t|t—1, R+ CPt\t—lcT) N(Xt; §t|t, Pt\t)dxt

Rna

= N(ys; CXye—1, R + CPt\t—lCT), (A.11)
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Assim, dividindo (A.6) por (A.11)
pB(th’l:t) = N(Xt; §t|t> Pt|t) (A-12)

Deste modo, a posterior de x, é Gaussiana com média X;; e covariancia Py,. A
distribuicao a priori da medida y; é (A.11) Para finalizar, precisamos mostrar que
Po(%¢|y1:4-1) = N(X¢; Xyi—1, Pi—1), completando a recursao

Po(Xet1|y1:e) = /pH(Xt7Xt+1|YI:t)dxt
= /pB(Xt+1|Xtay1:t)p0(xt|y1:t)dxt
= /pe(XtH\Xt)pe(xt\y”)dxt (A.13)
Como o modelo é linear e Gaussiano tempos que

Po(Xey1|xt) = N (Xp41; A%y + Buy, Q),

assim
yor:) (Xt+1 b’u,) = N(Xt+1; AXt -+ But, Q)N(Xt, it\ta Pt|t)dXt (A14)
Rrz

Expandindo os termos a direita de (A.14), onde X! = ATQ1A + Ptﬁl e M 2

Xt + BATQ (%441 — (AXy + Buy)) obtemos

pe(Xt+1|Y1:t) = /

exp (—1 (x, — M) 271 (x, — M))
- 2
X exp (—% (Xt+1 — (Axy + Bu))T [Qfl — QilAEATQfl} (Xt+1 — (Axy + Bu)))dxt

(A.15)

Utilizando a identidade de Woodbury

1 TA—14) "
. (Pﬂ; +ATQ A)
= Py — Pt|tAT(Q + APt|tAT)_1APt|t7
Py = (P, +CTRT'O)™

= BPyj—1 — Pt|t—1CT(R + CB|t—ICT>_ICPt\t—1

Q' —Q ' AZATQ ™) ' = Q + AP, A"
Desta forma,

1
2
N (%441; AXys + Bu, Q + APt\tAT) N (x5 M, X)dx,
Rne

(A.16)

[3]]Q + APy A”|
Q| | P

po(Xt+1|Y1:t) = [



Temos que
2] |Q + AP AT| |Q + AP, AT

|Q||Pt|t‘ a |271||Q|‘Pt\t|’
utilizando a relagao | X + AB| = |X||[ + BX'A| em |27

2| =

-1
By

|1+ AP ATQ |
que significa
tlt

tlt t|t

‘Q+AP*1AT’ ‘Q+AP*1AT’ ‘Q +AP*1AT‘

SQIR]  [ry

t|t

Por fim,

po(Xt+1|Y1:t) = N(Xt+1§ A§t|t + Bu;, Q + Apt\tAT) N(Xt; M, E)dxt

Rn T

= N (x¢41; AXyy + Buy, Q + APt\tAT)

|I + APt|tATQ_1‘ Q| }f)ﬂt‘ ‘Q + AP_IAT‘ a
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(A.17)
(A.18)

O que significa que a distribuicao a posteriori de x;41 dado y;; é Gaussiana com

média AX,; + Bu, e covariancia @ + APt|tAT.
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APENDICE B ALGORITMO EM

B.1 Derivacao de Lg(x¢,X¢-1,¥1.7,71.7)

Retomando (7.19),

T
Lo(x¢, X¢—1, Y17, T1.77) = ZIOgN(XﬂAn,lXt—l + Bu_1 + b, ,,Q). (B.1)

t=2
Para dado ¢ temos
logN(Xt|A7‘t—1Xt—1 + Bu;1 + brtfu Q) (BQ)
1
—tog [ ———— (B.3)
(2m)= Q2
1
- §(Xt - Art_lxtfl — Buy_; — bn_l)TQ_l(Xt - Art_lxtfl — Bu;_; — brt_l) (B-4)
Definindo
1
£ 2 —§(xt—A,«t71Xt_1—But_1—bnfl)TQ’l(xt—Amlxt_l—But_l—b,.H) (B.5)

e expandindo (B.5) temos

1
T —1 T —1 T —1
—=xi AL QA xe 1 —x) AL QT Buy . —x{ (Al Qb

2 TE—1 Tt—1 Tt—1
1

1
- 5ug_lBTQ-lBut_l —u] ,B'Q'b,, , — §b;’; Q7' (B.6)

Note que todos os termo em (B.6) sdo escalares. Como o traco de uma variavel
escalar é ela mesma temos que (omitindo os termos que nao dependem de 8 definido

por =)

L, S tr (Q’IA,«tflxt,lxtT) + tr (Q’lBut,lxtT) + tr (Q’lbnflxl)
- %tr (AL Q7'4,,_xi1x] ;) —tr (AT Q@ 'Bu1x] ;) —tr (AT_ Q 'b,,_,x]_))

Tt—1 Tt—1 Tt—1

1 1
—gtr (B'Q7'Bu,_qu] ;) — tr (B'Q 'b,,_,u ;) — §bT Q™ 'b,, ,

Tt—1
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onde utilizamos a propriedade tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB). Escrevendo na

forma (a, b) 2 tr(a™) = a7 - b obtemos

El ; <\I/7't71(0)’ S(Xt7 Xt—1)> + Enq(@)a

onde
) (QlArtl ) Xt,1XI
A Q" (Bui-1+b,,_ A x]
U, . (0)= 14 , s(xg, X4_1) = t
t—l( ) _%A{t_lQ 1Art,1 ( ty A 1) Xt—lxz_l
—Al Q™ (But,l + brt—l) X, 4
e

- A 1 _ _ 1 _
2., .(0)= —§utllBTQ 'Bu, ; —u] ,B"Q'b,, , — EbeQ 'b,,_, (B.7)
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