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Revisao Historica

A Origem do Problema

O problema de Kakeya foi proposto pela primeira vez por Soichi Kakeya [Kak17][FK17], em 1917, e consiste da seguinte questao:

Problema 1. Qual o conjunto do plano com menor drea no qual pode ser rotado completa e continuamente, em seu interior, um
segmento de reta unitdrio?

Kakeya conjectura que a solucao € o deltoide gerado por um circulo de raio i rolando (sem deslizamento) sobre o interior de um

7’ . 3 e 7 T
circulo de raio %, que possui area 3.

Figura 1: Deltoide

Em 1919, Abraham S. Besicovitch [Bes19] propoe um problema similar, no contexto do estudo de problemas de integragao sobre
retas no plano:

Problema 2. Existe um conjunto que contém segmentos unitdrios em todas as direcoes e tem medida de Jordan (ou, equivalente-
mente, medida de Lebesgue) (0?

Tal pergunta da origem a seguinte definicao:

Definicao. X' C R" é dito um conjunto de Kakeya em R" (ou conjunto de Besicovitch em R") se cumpre a seguinte condicdo:

Vec S" '3acRWte[0,1]:a+tec K

Besicovitch di a resposta para essa pergunta, apresentando a constru¢cdo de um conjunto que satisfaz essas condig¢oes.

Figura 2: Uma iteracdo na constru¢ao de um conjunto de Besicovitch, utilizando o método das arvores de Perron

Resultados e a Conjectura de Kakeya

Ao longo do século XX foram descobertas diversas propriedades dos conjuntos de Kakeya. Um breve compilado € apresentado a
seguir:

e (1920) J. P4l [Pal20] prova que a resposta para o problema 1 com a hipotese extra de convexidade sobre o conjunto € o triangulo
equilatero de altura 1.
e (1942) H. J. van Alphen [Alp42] demonstra a existéncia de conjuntos de Kakeya limitados pelo disco de raio 2 + ¢, Ve > 0.

e (1971) F. Cunningham [Cun71] mostra a existéncia de conjuntos de Kakeya conexos de medida ¢, Ve > 0, no qual a rotagdo
do segmento pode ser executada continuamente € da um limite inferior ndo nulo para a medida de um conjunto de Kakeya
star-shaped.

e (1971) R. Davies [Dav71] prova que todo conjunto de Kakeya em R? tem dimensio de Hausdorff 2.

O resultado de Davies, contraintuitivo e contrastante com a existéncia de conjuntos de Kakeya de medida zero, leva a questao
conhecida como a Conjectura de Kakeya [Wol99|[Fur0O8].

Problema (Conjectura de Kakeya). Todo conjunto de Kakeya em R" deve ter medida de Hausdorff igual a n?

O estudo dessa conjectura levou a resultados interessantes no campo da Andlise Harmonica e progressos na direcdo da sua prova,
sumarizados no que segue:

e (1971) C. Fefferman [Fef71] da uma solu¢ao para o problema dos multiplicadores no disco.
e (1977) A. Cordoba [Cor77] e J. Bourgain [Bour94] (na década de 1990) provam resultados relacionados a integrais oscilatorias.

e (1991) J. Bourgain [Bour91] introduz o argumento dos “bushes” e T. Wolff [Wol95] (em 1995) introduz o argumento dos “hair-
brushes” para a determinacdo da dimensionalidade de conjuntos de Kakeya.

e (1995) T. Wolff [Wol95] prova o limite inferior de "T” para a medida de Hausdorff.
e (2002) N. H. Katz e T. Tao [KT02] demonstram o limite inferior de (2 — \/5) (n — 4) + 3 para a medida de Hausdorff.

e (2008) T. Tao [Tao08] prova que nao € possivel executar a rotagdo do segmento continuamente em um conjunto de Kakeya em
R? de 4rea nula.

A Conjectura em Corpos Finitos

A Proposta

Em 1996, Thomas Wolff [Wol99] propde uma conjectura analoga, em corpos finitos.
Seja If;; um espago vetorial de dimensao n sobre I, um corpo com ¢ € N elementos. Entéo, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao. ' C ¥/ ¢ dito conjunto de Kakeya em I/ se cumpre a seguinte condigdo:

VeclF, —{0}JdacFVicF,:at+tec K

Essa condicdo pode ser visualizada se construirmos um reticulado com ¢" elementos em que identificamos o hiperplano x; = q
com o hiperplano x; = 0.
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Figura 3: Reticulado representando [FZ, com as retas #(1, 1) (em vermelho), (0,1) + #(1,2) (em azul) e (1,1) + (2, 3) (em laranja).
O seguinte problema €, entao, proposto:

Problema (Conjectura de Kakeya em Corpos Finitos). Todo conjunto de Kakeya em I deve ter cardinalidade maior ou igual a

C.q", onde C,, depende n mas ndo de q?
Wolff prova, utilizando argumentos similares ao do caso em R", o limite inferior | K| > C’nq%.

A Solucao

Em 2008, Zeev Dvir [Dvi09] apresenta a prova do resultado que da um limite inferior de |K| > C,q¢" ¢, Ve > 0, utilizando um
método polinomial surpreendentemente simples. Uma pequena modificagao de seu argumento, devida a Terance Tao e Nagoa Alon
(encontrada na ultima se¢ao do artigo de Dvir [Dvi09]), € suficiente para provar a conjectura.

Na prova sera utilizado o seguinte lema [Zip79][Sch80]:

Lema (Schwartz-Zippel). Seja F, |x1, ..., x,] o espaco dos polindomios sobre F, e f € F,|xy,...,x,] um polindmio ndo nulo de
grau menor que d. Entdo:

[{z € Fy o flx) = 0} < dg" .

Também sera utilizado um simples resultado de combinatoéria acerca da dimensionalidade do espaco vetorial de polindmios de n
. . d .
variaveis e de grau d, “F, [x1,...,x,] CF,[z1,...,2,):

d
dim (dIFq Ty, .. 1)) = ( i n)
n
Teorema (Dvir). Seja K C IF; um conjunto de Kakeya. Entdo
¢g+tn—1\ ¢ 0
Kz (TN =00,

Demonstragcdo. Suponha, por contradi¢do, que

+n—1
K| < (q " ) .
n
Entdo, existe um polindmio ndo-nulo g € F, [z1,...,2,), de grau d < g — 1 tal que g(x) = 0 para todo x € K, devido a cardina-
lidade de K. Seja g € F,[z1,...,x,| a parte homogénea de grau d de g. Claramente, g é ndo-nula. Para cada e € Iy, fixo, existe

a € F} tal que a linha {a + te : ¢ € I} estd contida em K. Definimos %, € [, |t| da seguinte forma:

Pao(t) = gla + te)

Entdo, paratodo t € F,, P ,(t) = 0. Como F,, é um polindmio univariado, pelo Lema de de Schwartz-Zippel, P, , ¢ identica-
mente nulo, pois € nulo em ¢ pontos. Portanto, o coeficiente do mondémio t? é nulo. Esse coeficiente é, entretanto, g(e). Visto que
esse argumento € valido para todo e € [¥”, g € identicamente nula. Assim, temos uma contradi¢do, visto que assumimos g nao-nulo

e de grau d.
[]
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