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RESUMO

Neste trabalho, apresenta-se um estudo preliminar sobre problemas in-
versos com aplicacao na identificacao de parametros em biorreatores e transferén-
cia radiativa. A identificacdo se baseia na busca de solucoes aproximadas a partir
do critério dos minimos quadrados. Para tal, métodos deterministicos implicitos
sao analisados e posteriormente utilizados, destacando-se o método de Levenberg-
Marquardt. No caso do biorreator anaerobico, discute-se brevemente a teoria acerca
dos processos internos e, a partir da implementacao do modelo matemético de An-
tonelli, considerada a solucao exata do problema direto, procede-se com a adicao
de diferentes niveis de ruidos gaussianos e andlise de seus efeitos na reconstrucao
dos parametros do modelo. Iniciando a estimacao sempre pelos parametros corre-
tos, conhecidos a priori, pode-se perceber que ¢ possivel proceder com a estimacao
destes quando a magnitude do erro é da ordem de 1%. No caso de perturbacoes
maiores nos dados de saida do modelo, contudo, embora nao seja possivel estimar
os parametros, a simulagdo continua confidveis. No que tange a transferéncia radi-
ativa, usa-se a solucao em forma fechada em relacao & variavel espacial da equacao
integro-diferencial linear de Boltzmann pelo método das Ordenadas Discretas Anali-
ticas como solucao exata do problema direto. Investiga-se a eficiéncia do método de
Levenberg-Marquardt na estimacao dos parametros de albedo e grau de anisotropia
em problemas de transporte de radiacdo. E possivel concluir que bons resultados
sao obtidos na identificacdo do parametro de albedo, mas que o grau de anisotropia

é mais suscetivel as perturbacoes.
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ABSTRACT

In this report, a preliminary study on the application of inverse pro-
blems in parameter estimation problems in transport of radiation and anaerobic
bioreactors is presented. This estimation is based on the search of approximate
solution to the inverse problem by the least squares criterion. Implicit determinis-
tic methods are analyzed and subsequently used, mainly the Levenberg-Marquardt
method. The anaerobic bioreactor theory is discussed and the mathematical mo-
del of Antonelli is considered the exact solution of the direct problem. After, the
effects of the addition of different levels of Gaussian noise on the reconstruction of
the model parameters is analysed. Starting the estimation always by the correct
parameters, known a priori, it is possible to verify that the correct estimation can
be achieved when the magnitude of the error is 1%. In the case of larger errors in
the model output data, however, although it is not possible to correctly estimate
the parameters, the simulation remains reliable. In the case of transport of neutral
particles, the closed solution of the linear integral-differential Boltzmann equation
obtained by the Analytic Discrete Ordinates method is considered as the exact so-
lution of the direct problem. The efficiency of Levenberg-Marquardt method for
estimating the albedo and degree of anisotropy is then investigated. It is possible
to conclude that good results are obtained for the reconstruction of albedo, even
with larger orders of error, but the degree of anisotropy is more susceptible to the

perturbations.



1 INTRODUCAO

Uma questao de importancia sempre atual e de interesse mundial é a
prospeccao de petrdleo. Para a otimizagao de processos e obtencao de progressos
nas pesquisas, ¢ um procedimento natural que, por exemplo, a partir da analise de
dados obtidos por medigoes de sondas nucleares, antes da perfuracao de pocos, ou
mesmo, apos perfurados, para monitoramento de suas condicoes, se busque estimar
as caracteristicas das rochas [28]. Por outro lado, o crescimento industrial e agricola
das iltimas décadas trouxe consigo o problema do aumento da poluicao e geracao
de lixo, com graves consequéncias ao meio ambiente, o que conduziu a criagao, pe-
los orgaos ambientais, de normas cada vez mais rigidas em relacao a quantidade
de matéria organica despejada no meio ambiente pelos efluentes industriais e mu-
nicipais [11]. Busca-se hoje desenvolver uma nocao de economia verde, que alie o
desenvolvimento tecnolégico e econdémico ao desenvolvimento sustentavel, a fim de
reduzir os impactos ambientais decorrentes das atividades produtivas. Nesse sentido,
o tratamento de residuos organicos por biorreatores passa a desempenhar papel im-
portante, ja que alia o tratamento de efluentes a producao de combustivel renovéavel
na forma de biogas. Estudar, portanto, meios de identificar os parametros internos
de biorreatores, de modo a otimizar a producao de gas metano e, portanto, energia

gerada, se torna fundamental [11,12,22].

Os dois processos descritos envolvem aspectos que caracterizam uma
classe de problemas chamados problemas inversos. De fato, esta classe de proble-
mas esta relacionada a diversas areas da ciéncia, dentre as quais pode-se citar, além
dos problemas apresentados, a reconstrucao de imagens médicas, como tomogra-
fias |10, 38|, eletrocardiogramas e ultrassom |24, 32|; exploragoes sismicas |39, 58|,
calibragao de modelos economicos [23], determinagao da intensidade de fontes de

radiacao, em problemas de seguranca, propriedades radiativas do meio ou os co-



eficientes de absor¢ao e de espalhamento em tomografia [54, 55|, determinagdo de
parametros atmosféricos, a partir da intensidade de radiagao medida [16], entre
outras. Além disso, ha problemas em engenharia nos quais, devido a dificuldade
de medir determinados parametros, é usual proceder com a estimacao destes [43].
Desse modo, sao problemas de ordem multidisciplinar que tém atraido interesse de
pesquisadores por suas implicagoes em fatores sociais e econémicos e também por

propiciarem desenvolvimento de novas tecnologias.

Neste trabalho, tem-se como objetivo realizar um estudo preliminar
sobre problemas inversos com aplicacao na identificacao de parametros em biorrea-
tores e transferéncia radiativa. Para tal, apresenta-se a formulagao geral de proble-
mas inversos e procede com a estimacao de parametros pelo critério dos minimos
quadrados. Para tal, métodos deterministicos implicitos sao analisados e posteri-
ormente utilizados, destacando-se o método de Levenberg-Marquardt e métodos do

tipo Trust-Region.

Dessa forma, o texto esta estruturado em seis capitulos. Neste primeiro
capitulo, apresenta-se uma visao geral do trabalho que sera desenvolvido, bem como
as motivacoes e objetivos do estudo conduzido. No segundo capitulo, apresenta-se
um conjunto de definicoes e caracterizagoes importantes a respeito dos problemas
inversos, bem como as dificuldades associadas a solucao deste tipo de problema. No
terceiro capitulo, define-se a abordagem utilizada para a busca de uma solucao apro-
ximada para os problemas inversos, o critério dos minimos quadrados, que se baseia
na minimizacao dos residuos quadraticos entre os dados observados e os modelos
considerados para os problemas diretos associados. Os casos linear e nao-linear sao
abordados, apresentando-se métodos deterministicos implicitos para a minimizacao
no caso nao-linear. Além disso, a analise da qualidade das estimativas a partir dessa
metodologia nos casos lineares ¢ observada do ponto de vista estatistico. No quarto

capitulo, ap6s breve caracterizacao e descricao dos processos bioquimicos internos



em um biorreator, define-se 0 modelo considerado como problema direto, onde se
escolhe utilizar o modelo de Antonelli, um modelo de média complexidade obtido
a partir de um balanco de massa. Discute-se, entao, a implementacao do modelo
em tempo discreto a partir do método de Runge-Kutta de quarta ordem. Sobre a
saida do modelo discreto, sao adicionadas perturbacoes gaussianas de ordem conhe-
cida e, apos a repeticao do experimento diversas vezes, a fim de coletar informacoes
estatisticamente relevantes, procede-se com a anéalise dos resultados da estimacao
dos parametros do biorreator a partir dos dados perturbados. Para a estimacao,
usa-se como vetor inicializador sempre o conjunto de parametros que, conhecida-
mente, leva a saida nao-perturbada do modelo e, como resultado, observa-se que, no
caso de pequenas perturbacoes, é possivel estimar os parametros do modelo pois as
estimativas se aproximam, em média, dos valores corretos. No caso de perturbacoes
de ordem maior, as estimativas nao sao confidveis, mas, mesmo assim, a simula-
cao condiz com o resultado esperado. No quinto capitulo, introduz-se a teoria de
transporte de particulas neutras de forma breve. Apos, apresenta-se o modelo con-
siderado como problema direto, a equacao integro-diferencial de transporte linear,
que é a versao linear da equacao de Ludwig Boltzmann. A equacao de Boltzmann
foi derivada, originalmente, para aplicacao em teoria cinética dos gases, a fim de tra-
tar fendmenos em dinamica de gases rarefeitos [25], sendo posteriormente aplicada
para o tratamento de problemas de transferéncia radiativa e transporte de particulas
neutras, sendo hoje usada como modelo mateméatico em diversas aplicacoes, desde
tomografias [3,5| até caracterizagdo de vegetagoes [14]. Uma solugdo por ordenadas
discretas para a equacao de transporte é determinada, usando o método ADO, e
passa a ser considerada a solucao fechada exata do problema. De modo anélogo ao
capitulo anterior, sobre a saida do modelo sao adicionadas perturbacoes gaussianas
de ordem conhecida e deseja-se, entao, investigar a qualidade das estimativas para o
albedo e grau de anisotropia para diferentes niveis de ruido. A determinacao desses

parametros é importante em problemas inversos onde a caracterizacao do meio é



importante, como em problemas de tomografia ou sensoriamento. Conclui-se que
o parametro de albedo pode ser estimado com boa precisao mesmo nos casos em
que hé consideravel quantidade de ruido nos dados mas que o mesmo nao pode ser
afirmado na estimacgao do grau de anisotropia. O ultimo capitulo trata das con-
sideragoes finais a respeito dos resultados encontrados e apresenta perspectivas de

estudo futuras dentro dos topicos apresentados.



2  PROBLEMAS INVERSOS: ASPECTOS
FUNDAMENTAIS

Neste capitulo, trata-se de topicos fundamentais relativos aos proble-
mas inversos, tal como a conceituacao e classificacoes, ressaltando as dificuldades
de solucao. Antes, contudo, faz-se necessario tratar e caracterizar aquele que se

denomina problema direto.

Conforme aponta Tarantola [56], “cientistas e engenheiros desejam, fre-
quentemente, relacionar um determinado conjunto de parametros fisicos, P, que
caracterizam um modelo, a observacoes coletadas, que constituem um conjunto de
dados, Y. Assumindo que se compreenda adequadamente a fisica aplicada ao sis-
tema em estudo, é possivel considerar uma determinada relagao mathcal A entre o

conjunto de parametros e os dados coletados. Ou seja,
AP)=Y, (2.1)

onde Y pode depender continuamente do tempo/espaco ou se referir a uma cole¢do

discreta de observacoes.

Quando P e Y sao funcoes, é usual referir-se a A como um opera-
dor. O operador A, por sua vez, pode se apresentar de diversas maneiras, como,
por exemplo, uma equacao diferencial ordinaria ou parcial ou, ainda, uma equacao
integral. Quando esse operador é capaz de representar com suficiente exatidao o
comportamento do sistema em estudo, ¢ comum chama-lo de modelo matematico

do sistema em estudo.

Define-se, entao, problema direto (PD) como aquele em que se deseja
encontrar Y a partir de P dado. Em outras palavras, se deseja encontrar a saida ou
efeitos de um sistema, conhecidos os parametros de entrada e considerado um deter-

minado modelo matematico que descreva o comportamento interno do mesmo. Um



problema inverso (PI), por sua vez, é aquele em que, conhecido um determinado
conjunto de dados Y, deseja-se determinar o conjunto de parametros P, ou parte
deste, que, aplicado ao modelo, conduz aos dados observados. Pode-se entender
ainda como aquele problema em que, conhecido o efeito de saida de um determi-
nado sistema, deseja-se encontrar os parametros ou, ainda, o comportamento que
conduziu a essa resposta [15]. A Figura 2.1 procura caracterizar, de forma sucinta,

as definicoes de problemas direto e inverso.

PROBLEMA DIRETO

ENTRADA E MODELO CONHECIDOS, DESEJA-SE DETERMINAR O EFEITO a

PROCESSO
ENTRADA MODELO MATEMATICO EFEITO

E EFEITO CONHECIDO, DESEJA-SE DETERMINAR A ENTRADA OU O MODELO

PROBLEMA INVERSO

Figura 2.1: Caracterizacao de problemas diretos e inversos

2.1 Classificagao dos problemas inversos

Deve-se considerar que, por haver mais de uma maneira de formular e
resolver problemas inversos, haja vista que a propria “causa” a determinar pode ser
usada para sua distin¢ao [13|, estes podem ser, também, classificados de diversas
formas [15,54-56]. Campos Velho [13], por exemplo, indica que algumas das cate-

gorias de classificacdo possiveis sao em relacao & natureza da solucao, em relacao a



natureza matematica ou estatistica do método empregado para a solu¢ao ou mesmo

em relacao a natureza da propriedade estimada.

Beck e colaboradores [8] classificam os problemas inversos em relagao
a natureza de sua solucao. Essa caracterizacao, separa os problemas inversos ba-
sicamente em dois grupos: discretos ou continuos. O problema inverso discreto,
ou problema de estimacao de parametros, ¢ aquele em que se faz necessario
determinar apenas um numero finito n de parametros que definem o modelo. Estes
parametros podem estar relacionados diretamente a alguma entidade fisica relevante
para o problema fisico estudado ou entao serem coeficientes ou outras constantes em
uma relagao funcional que descreva o processo em estudo [56]. Nesse caso, o con-
junto de parametros P pode ser expresso como um vetor de dimensao n e, de modo
analogo, se houver um niimero finito m de dados experimentais a disposi¢dao, Y pode
ser representado como um vetor de dimensao m. O problema inverso continuo, ou
problema de estimacgao de funcgoes, por sua vez, se dd quando temos parametros
que representam funcoes dependentes de tempo e espaco, ou seja, que dependem de
dados continuos. Esse tipo de problema inverso costuma ser mais complicado que
o de estimacao de parametros e, por esse motivo, tende a ser aproximado por uma

discretizac¢ao do problema original |56].

Levando em consideracao a natureza dos métodos mateméticos usados
na soluc¢ao dos problemas inversos, Colaco et al. [18] indicam que os mesmos podem
ser classificados segundo duas abordagens: métodos inversos puros e métodos base-
ados em otimizacdo. Com base nessa classificacao, Silva Neto e Campos Velho [54]

se referem as formulacoes implicitas e explicitas para os problemas inversos.

Nesse contexto, a formulacao explicita de um problema inverso refere-
se & manipulacao direta das equacoes usadas na modelagem do problema direto, de
modo a obter-se uma expressao analitica na qual as incognitas a determinar apa-

recam de forma explicita [54]. A formulac¢ao implicita, por sua vez, consiste na



“minimiza¢do de uma fungdao objetivo, também denominada fungao custo (...). O
ponto focal da busca da solucao do problema inverso passa entao a ser o emprego
de métodos deterministicos, métodos estocasticos e/ou métodos hibridos para a mi-

nimizac¢ao da fungio objetivo” |54].

2.2 Dificuldades na solucao de problemas inversos

Deve-se considerar que, em geral, o conjunto completo de dados reais,
Y, ¢é desconhecido, tendo-se acesso apenas a um conjunto de observagoes experi-
mentais, Yopservado, SUcetivel a presenca de ruidos, que podem estar relacionados a
fatores externos como erro na leitura dos dados ou erros de arredondamento numé-
rico [56]. As medidas experimentais, portanto, consistem geralmente de um “con-
junto de observacoes de um experimento ‘perfeito’ acrescidos de um componente de

erro” [56]. Ou seja, considerando-se
Y = A(Py), 22)

em que Y satisfaz de modo exato ao modelo proposto para um conjunto de pari-
metros, Py, considerada a solugao exata do problema inverso, implicando que os

dados experimentais sejam dados por
Yobse'rvado =Y + €, (23)

onde € representa uma perturbacao nos dados reais. Um outro conjunto de para-
metros, Popservado, Passa entao a satisfazer os dados experimentais com o modelo
proposto, ou seja,

Yobservado = A(Pobse'rvado)a (24)

de modo que Pypservado representa a solucao observada do problema inverso. E
importante ressaltar que nem sempre existe, contudo, um conjunto Pppservado qUE

atenda 2.4.



Uma série de dificuldades no tratamento dos problemas inversos advém,
contudo, justamente dos ruidos presentes nas observacoes. Uma caracteristica im-
portante que diferencia os problemas diretos dos inversos é que o segundo, em geral,
¢ mal-posto no sentido de Hadamard. Citando Cézaro [15], um problema de qual-
quer natureza “é dito bem-posto no sentido de Hadamard se satisfaz as condicoes de
existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados iniciais.” Quando
qualquer uma dessas condicoes nao é satisfeita, o problema é entao dito mal-posto
nesse sentido. Ao proceder com uma andlise dos problemas inversos em relagao a

estas condicoes, percebe-se que:

1. Existéncia: um problema inverso nem sempre admite uma solucao ob-
servada, ou seja, nem sempre serd possivel determinar um conjunto de
parametros P que, aplicado ao modelo considerado, conduza as observa-
¢oes experimentais, o que pode decorrer das perturbagoes presentes nos
mesmos ou da imprecisao do modelo utilizado para explicar o fen6meno,
entre outros. Nesse caso, faz-se necessério flexibilizar a ideia de solucao,
procurando-se uma aproximacao da solucao observada. Define-se so-
lucao aproximada, 15, como aquela que, quando aplicada no modelo

considerado, retorna um conjunto Ygprozimado, OU S€ja,
Yapromimado = A(P)a (25)
que é o mais proximo possivel de Yopservado, de modo que

}/obser'uado = Yaproa:imado + 67 (26)
onde § representa um residuo.

2. Unicidade: mesmo no caso em que o problema inverso apresente so-
lugdo, contudo, esta geralmente ndo é nica |55,56|. Isso significa que

pode existir uma infinidade de conjuntos de parametros diferentes de
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Py que, quando aplicados ao modelo, estimem perfeitamente as obser-
vacoes experimentais Yopservado |96]- Nesse caso, Silva Neto [55] aponta
que ¢é necessario buscar restricoes adicionais que obriguem a unicidade
da solucao, ja que a falta de unicidade, em geral, estd relacionada a

falta de informacao.

3. Dependéncia continua dos dados iniciais: a tdltima condicao estéa
relacionada a dependéncia da solucao do problema inverso aos da-
dos.Isso significa que, em muitos problemas inversos, o nivel de ruidos €
presente nas observacoes, mesmo quando de pequena magnitude, pode
conduzir a uma solucao observada do problema inverso, Pypservado, qUe
apresenta pouca ou nenhuma correspondéncia com a solucao exata, Py.
No caso de sistemas lineares, essa condicao ¢ traduzida pelo condicio-
namento do operador A. Um exemplo simples desse tipo de problema
¢ dado pelo sistema linear

1 1 2
P
1 1,001 2
mal-condicionado. A solucdo exata do problema inverso é dada por
P, = (2,0)T. Supondo, contudo, que os dados tenham sido obtidos
experimentalmente, sendo expressos por Yopservado = (2;2,001)7. Ao
resolver o problema inverso e estimar os parametros, temos, entao uma
solucao observada Pppservado = (1, 1)T, pouco relacionada a solucao

exata.

Percebe-se, entao, que tanto os ruidos nos dados quanto a propria na-
tureza dos problemas inversos levam a dificuldades matematicas e numéricas para

sua solucao.

Ao longo desse trabalho, consideradas as caracterizagoes acima apresen-

tadas, serao tratados problemas inversos discretos, formulados implicitamente como
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problemas de minimizacao, cuja funcao objetivo a minimizar é dada pela soma dos
residuos quadraticos entre os dados observados e predicoes tedricas dadas pelo pro-
blema direto. Esta estratégia, capaz de fornecer uma solucao aproximada para o
problema inverso, é conhecida como aproximacao por Minimos Quadrados, e serd

abordada no préximo capitulo.
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3 APROXIMACAO POR MINIMOS
QUADRADOS

Considere um modelo no qual determinado efeito de saida Y é dado em

funcao de um conjunto de parametros Fy, ou seja,
Y = A(PRy), (3.1)

e que estejam disponiveis m dados experimentais na forma

T
Y=l o ow o o (3.2)

deseja-se estimar o vetor de parametros P € R", dado por

T
P = [pl P2 p3 ... pn} ) (3-3)

com n < m, tal que (3.1) seja satisfeito. Em outras palavras, deseja-se encontrar a

solucao de um problema inverso discreto.

Caso o problema inverso apresente solucao exata, tem-se que

Sabe-se, contudo, que este problema inverso pode nao apresentar uma solucao exata.
Supondo entao que se deseje encontrar a melhor solucao aproximada possivel. Neste
capitulo, apresenta-se uma metodologia, referenciada na literatura como aproxima-
¢ao pelo critério dos minimos quadrados [56], para a determinacao desta solucao

aproximada.
Seja o vetor de residuos
T
R(P) = [1(P) r2(P) rs(P) ... ru(P)| . (3.5)

em que

R(P) =Y — A(P), (3.6)
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onde Y representa o vetor contendo os dados disponiveis e A(P) a solugao do
problema direto para um determinado vetor de parametros P. Define-se a fungao
objetivo dos minimos quadrados, ou, ainda, funcional dos minimos quadrados

como

m

S(P) = SIR(P)IE = 53 r4(P). (3.7

A solucao aproximada por minimos quadrados para o problema
inverso proposto, é, entao, aquela que gera um vetor de parametros P capaz de
minimizar (3.7), ou seja

P = arg;nin[S(P)]. (3.8)

Ha diversas maneiras de encontrar esse argumento minimo, que de-
pendem exclusivamente da natureza do problema estudado. Conforme citado an-
teriormente, pode-se utilizar métodos deterministicos ou, entao, métodos de cunho
estocéstico, como os métodos de Monte Carlo ou Algoritmos Genéticos. Este traba-
lho, contudo, se atém a estudar apenas métodos deterministicos. Nesse caso, sabe-se

que o minimo ocorre quando o gradiente de S(P), definido como

Y

T
_ losp) os(p) os(P) aS(P)
VS(P) = dp1 Op2 ops "7 Opn (3.9)

é nulo, ou seja, quando

=0,j=1,...,n. 3.10
dp; (3.10)

Embora este trabalho se preocupe, sobretudo, com a aplicagao do mé-
todo em operadores nao-lineares, devido a importancia e quantidade de resultados
interessantes encontrados na literatura para os problemas em que A(P) é linear,

ambos 0s casos serao tratados nas proximas segoes.
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3.1 O caso linear e as equagoes normais

Uma classe de modelos matematicos para a qual uma série de resultados
tteis estao disponiveis sdo os sistemas lineares em relagao aos parametros [56]. Esses

sistemas sao aqueles que obedecem as propriedades

AP, + Py) = A(Py) + A(Py), (3.11)

A(aP) = o A(P), (3.12)

onde « é escalar. No caso de um problema inverso linear discreto, é sempre possivel
escrever (3.1) como um sistema linear de equagoes algébricas [56], de modo que se

pode escrever

AP)=AP =Y. (3.13)

O caso linear dos minimos quadrados ¢ de interesse devido a grande
quantidade de problemas na literatura que sao lineares ou podem, entao, ser linea-

rizados.

Além disso, uma propriedade interessante que se observa no caso linear
é que, a aplicagao da condi¢ao dada por (3.10) conduz sempre a um sistema de n
equacoes algébricas que dependem de P, de modo que é possivel estabelecer uma

solucao aproximada deterministica.

Considere o modelo (3.1) linear em relagdo aos parametros, ou seja,
aquele que pode ser escrito como (3.13) e, substituindo essa definicao em (3.7),

tem-se

S(P)=]Y —AP)'lY —A(P) =Y — AP]'[Y — AP] (3.14)

ou, ainda,

S(P)=PTATAP — (PTATY +YAP)+YTY (3.15)
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onde S(P) ¢ uma fungiao quadratica. Tem-se que AT A é simétrica e, quando for,
também, positiva definida, entao a funcao objetivo admite um minimo global tnico.
Deseja-se, entao, determinar qual o vetor de parametros capaz de minimiza-lo ou,
ainda, encontrar P tal que

VS(P) = 0. (3.16)

Aplicando-se essa condicao, pode-se facilmente encontrar que
0=2ATAP - (ATY + ATY) +0, (3.17)

e, por fim,

ATAP - ATY =0, (3.18)

que pode ser escrito como o sistema de equagoes lineares dado por

ATAP = ATY. (3.19)

As equacgoes dadas por (3.19) sdo chamadas de equagGes normais
do sistema. Esse sistema sempre admite solucoes e, quando AT A for inversivel, é

possivel determinar uma solucao aproximada tinica via minimos quadrados na forma

P=(ATA)'ATY. (3.20)

Com isso demonstra-se que, quando o sistema é linear em relacao aos
parametros, é possivel determinar uma solucao analitica em relagao aos mesmos. A
solucao por Equacoes Normais, contudo, nao é recomendada em aplicacoes compu-
tacionais, visto que o condicionamento de AT A sera ampliado quando o condici-
onamento do operador A for alto. Da-se preferéncia, nesse caso, a solugoes como
a obtida via Fatoracao QR ou entao por Decomposicao SVD. Mais informacoes a

respeito dessas metodologias de resolu¢ao podem ser encontradas na literatura [19].

Ressalta-se ainda que, no caso de a matriz A do sistema ser quadrada e

inversivel, a solucao do sistema de equacoes normais naturalmente equivale a solucao
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do problema AP =Y, ji que é possivel estabelecer a relacao
Al =(ATA)1AT, (3.21)

onde a expressao do lado direito da igualdade recebe o nome de pseudo-inversa
da matriz ou, ainda, inversa generalizada de Moore-Penrose [19] e existe mesmo no

caso de A nao ser quadrada.

3.2 C(Caso nao-linear e os métodos iterativos deterministicos

No caso de sistemas nao-lineares, ¢ comum que nao seja possivel encon-
trar uma solucao diretamente do gradiente da funcao custo. Isso se deve ao fato de

as derivadas

87}
8pj ’
que surgem em (3.10) serem dadas por funcoes nas quais nao ¢ possivel isolar P.

(3.22)

Nesses casos, portanto, a solucao aproximada por minimos quadrados
ou, ainda, o conjunto de parametros que satisfaz (3.8), passa a ser encontrado de
forma iterativa, sendo refinado a cada passo. De modo genérico, temos que, dado

um vetor inicializador, proceder-se-a com o processo iterativo

em que k indica o numero da iteracao e o vetor de incrementos AP, chamado
na literatura de shift vector [56|, deve ser escolhido de modo que, a cada passo, Py

se aproxime mais daquele que minimiza a funcao objetivo.

H4 mais de uma maneira de determinar o vetor de incrementos a cada
iteracao. Trés formas muito utilizadas sao os métodos conhecidos como o método
do Gradiente, os métodos de Newton e os métodos de Trust-Region. Nas proximas
secoes descreve-se as ideias que fundamentam a escolha do shift vector em cada um

desses métodos, apontando as vantagens e desvantagens de cada um deles.
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3.2.1 Meétodo do Gradiente

Um dos modos mais simples de determinar a atualizacao do vetor de
parametros, de forma que este se aproxime cada vez mais daquele que minimiza
(3.7) ¢ o método do gradiente ou da descida méxima. A ideia é, a partir de uma
escolha inicial livre, criar um processo iterativo no qual cada nova estimativa para
o minimo da func¢ao seja dada por um passo na direcao de maior decrescimento
da fun¢ao na estimativa atual [40]. Nesse sentido, como o gradiente de S, ou seja,
VS(P), representa a maxima variagdo no ponto aplicado, considera-se que um passo
na direcao oposta serd, também, uma “descida maxima” em direcao ao minimo da

funcao [27].

Um passo de magnitude do gradiente, contudo, pode ser exagerado e
levar 0 método nao convergir. Define-se, portanto, uma variavel de damping, ou
fator de amortecimento, A > 0, cujo papel é regular o tamanho do passo dado na
direcao desse gradiente. Desse modo, a atualizacao do parametro passa a ser dada

pelo processo iterativo

que poderd, eventualmente, convergir para P que minimiza a funcao objetivo.

O comportamento do método do gradiente fica, portanto, atrelado a
correta escolha do fator de amortecimento, ja que é este que regula o tamanho dos
passos no algoritmo, de forma que sejam pequenos o suficiente para garantir sua
estabilidade. A escolha dessa varidavel pode ser fixa ou entao variar dinamicamente
a cada iteracao, sendo que varias regras de atualizacao estao disponiveis na literatura

[27,40,41].
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Em linhas gerais, tem-se que o método do gradiente é simples, cada
iteracao ¢ computada de forma menos complexa, em relacao a outros métodos apre-
sentados na literatura, e que, do ponto de vista tedrico, existe uma sequéncia de
passos que converge, caso exista, ao menos para um minimo local - desde que A seja
suficientemente pequeno - ja que cada atualizacao deverd caminhar em direcao ao

minimo [19].

O maior problema relacionado ao método do gradiente esta no niimero
de iteragOes necessérias para que se atinja a convergéncia. Considerando um A fixo
pequeno o suficiente para garantir a convergéncia, é possivel que um niimero con-
sideravel de iteracoes sejam necessarias até que o método convirja para o minimo
local. Desse modo, o método, quando usado isoladamente, ¢ considerado “uma mé
escolha para problemas de otimizagdo” [27| mas, quando usado em conjunto com
outras ferramentas, aumenta as chances de se encontrar a melhor solucao aproxi-
mada para o problema. Embora o método do gradiente nao seja, neste trabalho,
aplicado diretamente para a solucao de problemas inversos, ele ajuda a compreender

o comportamento do método de Levenberg-Marquardt, tratado na préxima secao.

3.2.2 Meétodos de Newton

No caso dos métodos de Newton, a funcao objetivo é expandida em série
truncada de Taylor e a direcao de atualizacao do vetor passa a representar, entao,
a direcao 6tima em relacao ao minimo dessa aproximacao em cada passo. Antes de
proceder com uma descricao mais formal do método de Newton, é importante que

algumas informacoes sejam reforcadas e novas defini¢oes sejam estabelecidas.

Considerando novamente a fungao objetivo dos minimos quadrados,
dada por

S(P) = S| — A(P)3 = S| R(P)I (3.25)
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tem-se que o gradiente de S é dado por

VS, (P) = Zriw)&;‘f) =1 .n (3.26)
Seja
Ai(P) = yi, (3.27)

define-se a matriz jacobiana, J, como aquela cujos elementos sao tais que

0A;(P)
Jij = ; 3.28
J ap] < )
comi=1,....mej=1,....,n, ou seja,
[0A(P) O0A(P)  OA(P)]
Ipi Ips O
OA(P)  0A(P)  0A(P)
J=| 9m Op2 Ipn | . (3.29)
OAW(P) 0AL(P)  O0AL(P)
L 8p1 8p2 apn i

Entao é possivel escrever o gradiente da funcao objetivo na forma vetorial como

VS(P)=—JTR(P). (3.30)
Além disso, considere que
OVS(P)
2 —
V*S(P) = 5 (3.31)

representa a matriz Hessiana, H, de S(P), cujos elementos sdo dados por

_ 9*S(P)
apiapj '

1,

As defini¢oes acima apresentadas serao utilizadas no desenvolvimento

dos métodos de Newton nas proximas subsecoes.
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3.2.2.1 Método de Newton Cldssico

Considere que a fungao objetivo S(P) seja aproximada, a cada iteragao,
por uma série de Taylor truncada nos termos de segunda ordem em torno de Pj.

Tem-se

S(Pit1) = S(Py) + VS (Pie) (Pry1 — Pre) + %(Pk-l-l — B,)'V2S(P)(Pyt1 — P)

(3.32)
e derivando essa expressao em relagdo a Pgy1, além de presumir que S(Pgy1) € 0
minimo, tem-se

0=0+VS(P,) + V3S(P,)(Piy1 — P). (3.33)
Manipulando a expressao acima, tem-se que
V3S(P,)Pii1 = V3S(P,) P, — VS(P). (3.34)

Substituindo-se, finalmente, as defini¢des vetoriais do gradiente de S(P) e da Hessi-

ana, tem-se que o passo 6timo para P é aquele dado pela solucao do sistema linear

HPyy1 = H,P, — J'R(P) (3.35)

e, portanto, o passo AP, na k-ésima iteracao, passa a ser dado por
AP, = (Hy) " Ju" R(Py), (3.36)
sempre que Hj, for inversivel.

O Método de Newton, embora bem fundamentado e, geralmente, efici-
ente quando aplicado a uma condicao inicial de qualidade, traz consigo dificuldades
computacionais. A mais imediata dessas dificuldades reside na necessidade de, além
de computar a Jacobiana, também a Hessiana associadas ao problema direto A(P),
bem como sua inversa, a cada passo, o que acaba tornando o método computacio-

nalmente oneroso. Na sequéncia, serao apresentadas sugestoes feitas na literatura
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que amenizam o custo computacional do método de Newton por evitar computacao
direta da Hessiana, dando preferéncia a aproximacoes da mesma. A estas da-se o

nome de Métodos Quasi-Newton.

Outro problema enfrentado pelos métodos do tipo Newton se refere a
escolha do vetor de chute inicial Py. Numa grande gama de aplicagoes, uma escolha
inapropriada do vetor inicial pode conduzir a solucoes que nao se referem aquelas de
“norma minima”. Ou seja, o método eventualmente convergird para minimos locais

e nao para o minimo global do funcional de residuos quadraticos.

3.2.2.2 Método de Gauss-Newton

O método de Gauss-Newton se trata de uma adaptacao do método de
Newton, que considera uma aproximacao de primeira ordem para a computacao da

Hessiana.

Retornando a definicao da Hessiana, tem-se que cada um de seus ele-

mentos é dado por

_S(P)] _ 9[VS(P)] _ z":(a[n(P)] Olr;(P)] +Tj(P)52[7’j(P)])_

4

OpiOp; Ip; =\ 9pi  Op; IpiOp;
(3.37)
Levando-se em consideracao, ainda, que

Op; p; Op;

é possivel reescrever a Hessiana, na forma matricial, como

H=J%J+ Z_; {TJ(P)%(;Z”} . (3.39)
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Desconsiderando-se, finalmente, os termos de segunda ordem, tem-se

uma aproximacgao da Hessiana dada por
H=~J"J, (3.40)
usualmente chamada de matriz de informagées de Fischer [2].

O método de Gauss-Newton se baseia na substituigao, em (3.35), da

Hessiana por essa aproximacao [4], de modo a obter o sistema

JL AP, = —-J'R(P,). (3.41)

no qual a matriz de informacgoes de Fischer é simétrica e positiva semidefinida [4].

Desse modo, o processo de atualizagao de P passa a ser dado por

Peyr = Py — [JT T YITR(Py). (3.42)

Embora a convergéncia de Gauss-Newton exija um nimero, em geral,
maior de iteragoes do que o método original, ela costuma ser mais rapida, ja que o
custo de cada iteracao ¢ minimizado pelo fato de nao mais ser necessario computar a
Hessiana. Os problemas de convergéncia do método anterior sao, contudo, replicados
aqui. O fato de a matriz de Fischer ser positiva semidefinida, contudo, impede que a
atualizacao se dé em sentido "oposto"ao do minimo, resultando em mais estabilidade

na convergéncia, dada uma estimativa inicial de qualidade.

3.2.2.8 Meétodo de Levenberg-Marquart

Visando permitir a convergéncia do método de Gauss-Newton para uma
gama mais ampla de estimativas iniciais, Levenberg propds a introdugao de um

fator de amortecimento, de modo semelhante ao método do Gradiente, na diagonal
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da matriz de informagoes de Fischer, em (3.41). Na pratica, isso garante que o
gradiente tenha maior peso na atualizacao de Py. Nessa perspectiva, o passo APy

passa, entdo, a ser dado como solugao do sistema [47|

[JEJe + MIAP, = —JF R(P) (3.43)

E facil de perceber que, quando esse fator de amortecimento é muito
pequeno, a atualizacao obtida é muito proxima da que se obtém por Gauss-Newton,

enquanto que, quando ¢ muito grande, tem-se
JET 4+ NI = M\ T, (3.44)
e o passo de atualizacao é dada por
1 o 1
AP, ~——J, R(P,) = —VS8(P), (3.45)
Ak Ak
uma aproximacao do tipo Gradiente.

O maior desafio associado ao método de Levenberg envolve a determi-
nacao de um valor 6timo para A em cada iteragao. Na literatura, é possivel encontrar
uma série de sugestoes a respeito de como essa atualizagao pode ser controlada. Uma
delas é controlar esse valor de A\, de acordo com o comportamento da ultima itera-
¢ao. Nesse caso, atribui-se, inicialmente, um valor relativamente grande a A;picial,
de modo que a diagonal tenha um peso maior na primeira iteracao e se obtenha
um passo do tipo Gradiente, cuja convergéncia tende a ser estavel para uma gama
maior de valores inicializadores. Ao longo das itera¢oes, quando um passo se mostrar
eficiente, indicando que o método esté funcionando bem, ou seja, que o moédulo da
funcao objetivo esta reduzindo, procede-se com uma atualizacao que reduza também
o valor de A\. De modo analogo, quando o método estiver funcionando mal, ou seja,
quando o médulo da funcao objetivo aumentar, descarta-se a atualizacao do shift

vector e se procede com a ampliacao do fator .
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Desse modo, quando o método estiver funcionando bem, tenta-se impor
uma atualizacdo mais proxima da de Gauss-Newton, cuja convergéncia é rapida e
estavel préoximo do minimo e, quando estiver funcionando mal, forca-se uma atua-
lizacao do tipo Gradiente, que é lenta, mas mais estdvel. Com isso, espera-se que
o método conduza Py para a vizinhanca de P, dentro do raio de convergéncia dos
métodos de Newton e que, consequentemente, A seja reduzido de tal modo que seja

quase nulo quando houver a convergéncia [26,33|.

Uma desvantagem do algoritmo proposto por Levenberg é que, nos ca-
sos em que A é muito grande, como na primeira iteracao, a matriz de informagcoes
de Fischer, calculada, nao apresenta relevancia alguma para a solucao do sistema, e
pode-se acabar direcionando a préoxima estimativa a alguma area de baixa conver-
géncia. Uma solugdo para o problema foi introduzida por Marquardt, que sugeriu
a substituicao da matriz identidade, no passo de atualizacao, pela matriz com os
elementos da diagonal da matriz de informacoes de Fischer. Assim, o passo AP

fica dado pela solugao do seguinte sistema de equagoes [47],
[JiE Ty + \e D] AP, = —JF R(Py) (3.46)

onde

Dy, = diag(JF Jy), (3.47)

de modo que cada iteracao produz uma nova aproximagao na forma,

Pit1 = Po+ [Ji Ji — M Di] ' IER(Py). (3.48)

O método descrito acima é conhecido como método de Levenberg-
Marquardt e é um dos mais importantes na solucao de problemas de otimizacao,
j& que, em comparacao com o de Newton, aumenta a gama de chutes iniciais que

levam a convergéncia, dispensando a necessidade de calcular a Hessiana.
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3.2.3 Meétodos Trust-Region

A classe de métodos do tipo Trust-Region é relativamente nova e se
baseia em limitar a uma regiao de confianca, as atualizacoes de passo dadas pelo
vetor de incrementos AP. Essa ideia é razoavel, considerando que os modelos
nao-lineares, quando aproximados linear ou quadraticamente, como nos métodos

anteriores, s6 sdo capazes de coincidir com o modelo real localmente [60].

Supondo que uma determinada iteracao k gere a estimativa Py para
o vetor de parametros que minimiza a fungao objetivo, a regiao de confianga (ou
trust-region) é definida, nesse passo, como um circulo em torno da estimativa atual

de raio [,.

A ideia é iniciar com um raio pequeno e, quando a proxima aproxima-
cao é calculada, verifica-se, entao, se ha indicativos de que essa regiao do modelo
aproximado representa bem o modelo real, caso no qual, a regido de confianga pode
ser ampliada, aumentando-se o raio l;. No caso, contudo, em que uma nova iteracao
indique que a regiao nao mais representa de forma adequada o modelo real, o raio

l;, ¢ diminuido [60].

De modo geral, define-se entao um método do tipo trust-region para
minimos quadrados como aquele que visa encontrar
P = argmin[S(P)]
P

a partir de um processo iterativo

APz < . (3.50)
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Ha, na literatura, uma série de sugestoes a respeito de como a regiao
de confianca pode ser testada e atualizada a cada passo, a fim de verificar se a nova
iteracao deve ser aceita ou rejeitada. Uma discussao mais aprofundada sobre o tema

pode ser encontrada no artigo de Ya-xiang Yuan [60] e foge do escopo desse trabalho.

Por conta de a regiao de confianca ser limitada, esse tipo de método
se comporta bem mesmo quando a funcao objetivo considerada nao é convexa ou
quando aplicados a problemas altamente mal-condicionados, conservando fortes pro-
priedades de convergéncia [60]. Neste trabalho, sera utilizada a implementagao do

Matlab de um método do tipo trust-region, chamado pelo comando LSQNONLIN.

3.3 Anailise estocastica do método para o caso linear

Nesta secao, procede-se com a introducao de conceitos fundamentais
em probabilidade e estatistica, posteriormente utilizados para a execucao de analise
mais aprofundada da qualidade esperada para a solucao aproximada por minimos

quadrados de problemas inversos discretos lineares.

Define-se erro como toda discrepancia entre os valores reais e observa-
dos para uma determinada grandeza. Em geral, nao é possivel conhecer o erro real
nos dados, mas sim um erro aparente, que é a diferenga entre os valores observa-
dos e o valor mais provavel. Em relacao a sua natureza, pode-se classificar os erros

dentro de trés categorias:

1. Grosseiro: em geral de ordem humana, como, por exemplo, o erro
na leitura de uma medida, ou entao por defeitos advindos do equipa-
mento de medicao. Esse tipo de erro, comumente chamado de outlier,
pode ser detectado e corrigido antes mesmo da aplicagao do método dos

minimos quadrados.
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2. Sistematico: proveninente de uma causa permanente, conhecida ou
nao. Ocorre sempre no mesmo sentido, ou seja, é polarizado, podendo
ter causa fisica. Ocorrem, geralmente, devido a falta de calibracao do
equipamento de medi¢ao ou acabam sendo introduzidos pelo observa-
dor. Esse tipo de erro costuma se acumular, polarizando, ou seja,
desviando em um determinado sentido, os parametros aproximados por

minimos quadrados.

3. Estocéastico: erros de ordem aleatéria. Sao, em geral, pequenos e
inevitaveis e causam discrepancias que, a principio nao contém confor-
midade mateméatica. Sua influéncia sobre as observacoes é aleatoria
e, como tendem a se apresentar em todas as direcoes, acabam por se

anular quando uma grande quantidade de dados esta disponivel.

Antes mesmo de aplicar o método dos minimos quadrados, faz-se essen-
cial proceder com uma andlise inicial das observacoes, de modo a eliminar os erros

grosseiros e corrigir os erros sistematicos.

Considere-se X' uma variavel aleatéria continua, considerando f(z) a
funcao de densidade de probabilidade, define-se valor esperado de X como
[e.e]
BlX] = / v f(x)dz. (3.51)
—0o0
Considerando-se ainda um vetor T de dimensao m, onde cada uma de suas compo-
nentes sejam variaveis aleatorias,7;, tem-se

T

BT} = |E[T) E[T BT - E[T.)] - (3.52)

A precis@o ou acurédcia aparente entre os dados aponta para o grau de
refinamento da medigao, ou seja, o quanto os valores medidos estao proximos uns

dos outros. Esta é, em geral, representada pela variancia, que, para uma variavel
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aleatoria X é definida como

o2(X) = var(X) = E[(X — E[X))2]. (3.53)

Pode-se, ainda, definir a covariincia entre duas varidveis aleatorias
X e Z. Essa relacao indica a tendéncia e forca da relacao linear entre essas duas

variaveis e é dada por

oo(X, Z) = cov(X, Z) = E[(X — E[X])(Z — E|Z])]. (3.54)

Quando apenas um conjunto de n observagoes de uma variavel aleatéria
X estiver disponivel, contudo, nao é possivel encontrar o valor esperado exato. Nesse
caso, quando n for suficientemente grande, considera-se que a média das observacoes
representa uma boa aproximacao do valor esperado. Define-se média das n

observacoes de X' na forma {z;}!" , como

X =

S|

ix (3.55)

Na mesma situacao, define-se, a aproximacao da variancia de deter-

minada variavel aleatéria como

n

0" (X) = V(¥) = - ! DRI (3.56)

onde g representa o nimero de graus de liberdade na aproximacgao. De modo
analogo, a aproximacao da covariincia entre duas varidveis aleatorias ¢ dada

por

o(X,2) = > (= X)(z - 2). (3.57)

3.3.1 Qualidade da solugao aproximada por minimos quadrados

Suponha-se que as observacoes em Y possam ser descritas por

Y = A(P)+ W. (3.58)
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onde A(P) é deterministica e W representa um vetor de perturbagoes de varidveis
aleatorias com média zero e variancia individual o2, representado por

T

W — [Wl Wo Wy o W | . (3.59)
Pelas caracteristicas de W, sabe-se que
EW]=0 (3.60)
e, portanto,
cov(W, W) = E[[W — E(W)|[W — EW)]T| = EWWT] = L. (3.61)

Se o problema em questao for linear em relacao aos parametros, sabe-se
ainda que sua solucao aproximada por minimos quadrados é aquela que atende as

equacoes normais, ou seja, com P tal que
P =[ATA]'ATY (3.62)

conforme anteriormente demonstrado. Considerando-se Fj a solucao exata do pro-

blema inverso, de modo que

Y = AP, + W (3.63)

e substituindo essa formulac¢ao na equagao(3.62), tem-se

P=[ATA|'AT(AP, + W) = [ATA] 1 [ATA|P, + [ATA] T ATW =
=Py + [ATA]'ATW (3.64)

e, por (3.60), segue que
E[P] = E[P, + [ATA]TYATW| = E[Py] + [ATA| ' ATE[W] = E[P,], (3.65)

ou seja, que

E[P] = Py, (3.66)
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donde pode-se concluir que P é nao polarizada no caso em que uma descricao

verdadeira do sistema esteja disponivel.

Considerando-se entao as equagoes (3.58), (3.65) e (3.62), ¢ possivel

concluir que
cov(P, P) = E[(P — E[P))(P — E[P))T] = E[(P — Py)(P — Py)"]  (3.67)
e, por (3.64), tem-se que
P—_pPy,=[ATA]'ATW, (3.68)
de modo que, levando-se em consideragao (3.61), conclui-se que

cov(P, P) = BE(([ATA]T'ATW)(WT A[AT A] 7)) = ([ATA] T AT)L(A[AT A]TY)
(3.69)
que independe da forma de A(P), desde que [AT A]™! exista.

Caso a variancia do ruido seja igual para todas as amostras, e dada por

o5, e estas sejam independentes entre si tem-se, ainda, que L = o3I [31], e, nesse

caso, a matriz de covariancia das solucoes aproximadas é dada por
C =o[ATA]7 . (3.70)
Em relacao a sua distribuicao, as estimativas P e Py sao variaveis
aleatorias, visto que foram construidas a partir de varidveis aleatorias Y. Assumindo

que o vetor W das perturbacoes tenha distribuicao gaussiana, pode-se concluir que

Y também tenha distribuicao gaussiana, com média A(P) e variancia L, ou seja
Y ~N(A(P),L). (3.71)
Como P é dada por uma combinacao linear de Y, sera, também, gaussiana

P~ N(P, C), (3.72)
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onde C é a matriz de covariancia dos dados.

Mesmo no caso em que as observacoes nao estejam distribuidas normal-
mente, “é¢ comum que a distribuicao de P se aproxime de uma distribuicao normal
conforme n — 00, 0 que segue da aplicacao do teorema central do limite para a soma
das varidveis aleatorias” que constituem as estimativas [31]. E possivel verificar na
literatura [31], também, que a variancia real, 02, ¢ uma varidvel aleatoria e segue
uma distribuicao qui-quadrada com n graus de liberdade, ou seja

LV (o) ~ X3 (n). (3.73)

09
3.3.2 Elipses de erro para as solugoes aproximadas

Considerando-se, novamente, o caso linear dado por
A(Py) = AP, (3.74)

onde o parametro Py correto existe, os resultados anteriores permitem inferir que a

diferenca entre P e Py esta distribuida normalmente, de modo que

P — Py~ N(0,C). (3.75)

Como C' é matriz de covariancia da distribuicao do vetor P, pode-se
obter informagoes uteis a respeito da covariancia e correlacao entre as diferentes

componentes de P. A partir da equacio (3.75), é possivel determinar que [31]:

A~ A~

(P — Py)"C™(P = Py) ~ \*(d) (3.76)

e, por aplicacao direta da definicao da distribuicao qui-quadrada, segue que a pro-

babilidade de

A~

(P~ P)'C™H (P~ Py) 21 (3.77)
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é aquela de nivel n em uma distribuicao qui-quadrada com d graus de liberdade.
Essa expressdo nos permite determinar elipséides em R?, cuja forma é determinada

por C.

Quando o7 for conhecida, verificou-se que é possivel determinar essa
matriz pela relagao

C=a]ATA] . (3.78)

Nos casos em que op for desconhecida, é importante que a variancia seja estimada

a partir dos dados.

Neste capitulo, o critério dos minimos quadrados foi apresentado como
uma forma eficiente para a determinacao de uma solugao aproximada para problemas
inversos. Demonstrou-se que, ao menos no caso linear, a solucao aproximada P tende
a representar uma boa estimativa do conjunto de parametros Py quando apenas
ruidos gaussianos de média zero estiverem presentes nos dados experimentais. Além
disso, ferramentas para a andalise da qualidade das estimativas foram apresentadas
e serao posteriormente utilizadas para a verificacao dos resultados numéricos deste

trabalho.
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4 BIORREATORES ANAEROBICOS

Um biorreator, ou reator biologico, trata-se de um equipamento em
que se da o crescimento de biomassa de um ou mais microorganismos, resultando na
criacdo de algum produto. O biorreator contém um inéculo, ou seja, um ambiente
com alta concentracao de microorganismos e substrato, que é um meio fermentativo

com os ingredientes necessarios para o crescimento desses microorganismos.

Entende-se como biomassa "qualquer matéria organica que possa ser
transformada em energia mecénica, térmica ou elétrica" [45]. Esta é, em geral,
classificada de acordo com sua origem, podendo ser florestal, agricola ou de rejeitos
urbanos e industriais. H& diversas técnicas utilizadas para transformar matéria-
prima em energético, sendo que cada uma da origem a determinado derivado. A
fermentagao microbial, no interior do biorreator, é um processo no qual uma
populacao de micro-organismos, como bactérias, sao cultivadas usando elementos
nutritivos especificos em condicoes favoraveis - como temperatura, pH, agitacao,
aeracao, entre outros. Esquematicamente corresponde “a transformacao de subs-
tancias (geralmente substratos carbonéceos) em produtos, resultantes da atividade
metabolica das células” [20]. Os principais componentes desse tipo de reagao sao
os substratos, “necessarios para o crescimento de micro-organismos, ou mesmo pre-
cursores de um composto a ser produzido”’, a biomassa microbiana e os produtos

finais [20].

Em relacao ao tipo de digestao bacteriana, os biorreatores podem ser
classificados em aerébicos ou anaerébicos, ou seja, com ou sem a presenca de
ar [12]. A digestao anaerdbica, contudo, apresenta uma série de vantagens em re-
lacao & aerdbica. Além de possuir “alta capacidade de degradacao de substratos
concentrados e complexos (residuos de plantas, dejetos animais, residuos da indus-

tria de alimentos, entre outros), produz poucos residuos, requer pouca energia e, em
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alguns casos, ainda é possivel recuperar energia usando a combustao de metano” [9].
Nesse sentido, se justificam os estudos feitos na area nos ultimos anos, no sentido de
desenvolver e analisar modelos para o processo de digestao anaerdbica considerando

a concepgao, operagao e otimizacdo de biorreatores anaerdbicos [11].

Ja em relacao ao modo de operacao, os biorreatores sao em geral ca-
racterizados pelo método de alimentacao de substratos. Nesse sentido, ¢ possivel
caracterizé-los dentro de trés categorias: biorreatores descontinuos (ou batelada),

semi-continuos ou continuos.

No caso dos biorreatores batelada, todos os elementos nutritivos
necessarios para o crescimento biolégico sao introduzidos no inicio da reagao, nao
havendo alimentacao de influentes ou remocao de residuos apos o inicio do processo,
de modo que a reacao ocorre com volume constante. FEste tipo de biorreator é
de facil implementagao e ha a garantia da pureza das culturas inseridas, ja que hé
pouco risco de contaminacao. Isso acarreta, contudo, na dificuldade de operar o meio
fermentador a fim de otimizar o uso dos micro-organismos, além de reduzir a duragao
do processo, ja que a introducao de uma grande quantidade de substrato inicial, em
geral, acaba por inibir o crescimento dos micro-organismos que o consomem [20]. Ja
no caso dos biorreatores semi-continuos, é possivel alimentar o sistema, apos o
inicio da reacao, com os elementos nutritivos necessarios no meio fermentativo. Com
isso, é possivel eliminar os problemas de inibicao presentes nos modelos batelada,
podendo otimizar as taxas de crescimento biologico. Os biorreatores continuos,
por sua vez, sao caracterizados por um circuito aberto de alimentacao, com volume
constante de reagao, onde a taxa de saida do meio é igual a de entrada de nutrientes.
Isso permite producoes significativas mesmo em reatores de dimensoes pequenas e,
por isso mesmo, sio largamente utilizados. E possivel encontrar, no livro de Dochain
[20], uma ilustragao que evidencia a diferenga entre os trés tipos de biorreatores, que

é reproduzida na Figura 4.1.
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Batch Semi-continuous Continuous

Fonte: Dochain [20] (2008)

Figura 4.1: Diferentes tipos de biorreatores, de acordo com seu modo de operacao

Por fim, em relacdo ao processo interno do reator, apds a introducao
de moléculas organicas complexas, como polissacarideos e gorduras, ha quatro es-
tagios de decomposicao que conduzem aos produtos finais: hidroélise, acidogénese,
acetogénese e metanogénese. Apos a alimentacao, procede-se com a adi¢ao de dgua.
Passa entao a ocorrer um processo de hidrolise, no qual ocorre uma primeira quebra
de ligacdo quimica das moléculas. A molécula de dgua é, também, quebrada em
ions de hidrogénio e hidroxila, que se ligam as moléculas resultantes da quebra das
moléculas poliméricas. Esse processo se da devido a alteracao do pH do meio. Apos
essa primeira reagao, estarao presentes no interior do biorreator monoémeros, como
a glicose, aminoécidos e acidos graxos. Nesse momento, h4 a acao das bactérias
acidogénicas, que passam a decompor esses materiais em acidos organicos, alcoois e
cetonas, em um processo que recebe o nome de acidogénese. Em paralelo, as bacté-
rias acetogénicas decompoem esses matérias em acetato, dioxido de carbono (CO,) e
gas hidrogénio (H,). Apos a acetogénese, as bactérias metanogénicas decompoem os
acetatos, produzindo gas metano (CH,). Todo o processo pode ser visualizado, de
forma resumida em diagrama encontrado em material de Pedroso [46], reproduzido

na Figura 4.2.
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CH4

Fonte: Pedroso [46] (2012)

Figura 4.2: Diagrama do processo de decomposicao de matéria organica em um bi-

orreator descontinuo

Ao final do processo, a matéria originalmente introduzida é, entao, de-
composta em produtos como gas metano, diéxido de carbono, hidrogénio, nitrogénio,
oxigénio e outros. Um quadro do percentual estimado de saida de cada um destes

produtos [46] pode ser visualizado na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Distribuigao estimada dos produtos finais em um biorreator descontinuo

Produto Porcentagem
Metano 50 a 75
Diéxido de Carbono 25 a 40

Hidrogénio la3

Nitrogénio 0,5a2,5
Oxigénio 0,1a1,0
Acido Sulfidrico 0,1a0,5
Amonia 0,1 a 0,5
Agua variavel

O objetivo deste trabalho é avaliar a qualidade das estimativas para
os estagios de decomposicao em um reator, sendo conhecida apenas da saida de
gas metano do mesmo. Para tal, se faz necessario, contudo, definir primeiro qual
serd o modelo matematico que se considera suficientemente preciso para explicar os

processos internos do mesmo, ou seja, o problema direto.

4.1 Descri¢cao do modelo matematico considerado

E possivel encontrar na literatura modelos capazes de descrever o fun-
cionamento de um biorreator anaerébico em diferentes graus de complexidade. Um
modelo simples, por exemplo, é o proposto por ANDREWS (1968), que descreve os
processos internos do reator com apenas uma populacao de bactérias. Um modelo
mais complexo, capaz de representar tanto as reacoes bioquimicas quanto as reacoes
fisico-quimicas envolvidas na digestao anaerdbica foi proposto pelo grupo IWA Ana-

erobic Digestion Modelling Task Group e é chamado de ADM1 [12]. Esse modelo
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é composto por 32 variaveis de estado e, embora teoricamente represente o sistema
de forma mais acurada, a identificagao de um grande ntmero de parametros com
desejada precisao se torna uma tarefa dificil [12], além de computacionalmente one-
rosa [11]. Considerando-se que, para a otimizagao e, sobretudo, controle desejados
do biorreator, além de nao ser possivel ou necessario conhecer todos esses estados, o
tempo necessario para a idenficacao passa a desempenhar papel importante. Nesse
sentido, vé-se larga aceita¢ao nos artigos mais recentes [1,22] de um modelo de média
complexidade, com quatro a seis variaveis de estado, representando as reacoes de
acidogénese, metanogénese e balanco de fons do biorreator, ou seja, desconsiderando

o processo de acetogénese.

Esses modelos sao capazes de descrever a dinamica do processo com
precisdo suficiente [11] em menos tempo e com menor complexidade computacio-
nal. Neste trabalho, considera-se o modelo proposto por Antonelli [1], baseado em

balanco de massa e composto por quatro estados e uma saida, descrito por

2i(t) = [vi(Si(t) — aDla(t) (4.1)
zy(t) = [v2(S2(t)) — aDlaa(t) (4.2)
Si(t) = DIST"(t) = Si(t)] = kw1 (Si(t))a (t) (4.3)
Sy(t) = D[S3"(t) — Sa(t)] + kovr(S1(t))a1(t) — kava(Sa(t))a(t),  (4.4)

onde x4 (t) representa a concentracao de bactérias acidogénicas (mg/L), z5(t) a con-
centracao de bactérias metanogénicas (mg/L), Si(t) ¢ a concentragdo de demanda
quimica de oxigénio, ou COD (mg/L), Sa(t) é a concentracao de acidos graxos vo-
lateis (mmol/L), Si"(t) e Si"(t) representam, respectivamente, as concentragoes de
influentes, ou seja, de entrada de Sy(t) e Sa(t), D, por sua vez, é a taxa de dilui¢do
dos influentes (dia™') enquanto que a € (0, 1] ¢ um parametro de proporcionalidade
determinado experimentalmente. Tem-se, ainda k;, o coeficiente de degradacao

de COD (mgCOD/mg de x1), ks o coeficiente de producao de acidos graxos vola-
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teis (mmolVFA /mg de z3) e k3 o coeficiente de consumo de acidos graxos volateis

(mmolVFA /mg de x9).

Por fim, v1(S1) e v2(S2) representam as taxas de crescimento especifico
das duas bactérias, e sao responséaveis pela nao-linearidade do processo. Ha mais
de uma forma de representar esse crescimento especifico, dentre as quais as mais
utilizadas sao a lei de Monod e a lei de Haldane [12]. Neste trabalho, considera-se
que sejam expressas pela lei de Monod, de tal modo que

Si(t)

vilSi6)) = Hmi e

Li=1,2 (4.5)

onde i1 € fma (dz’a‘l) representam, respectivamente, as taxas de crescimento ma-
ximas de biomassa acidogénica e metanogénica e Kg; é o parametro de saturagao

associado a S;(t) correspondente.

Essse modelo pode representar biorreatores continuos, semi-continuos ou
batelada |22]. No caso de biorreatores do tipo batelada, que seré alvo deste trabalho,
visto que a alimentacao se da apenas no inicio do processo, é possivel proceder com
uma série de simplificacoes. Primeiro, considerando a auséncia de influentes dos

substratos, tem-se que, para todo t,
Sy(t) = 83" (t) =0

Além disso, se nao ha influentes, tampouco é necessario considerar a diluicao dos
mesmos no meio, de tal modo que D = 0. Considerando essas simplificagoes, o

modelo, no caso batelada, se reduz a

=
>

ZE/I t = vl(Sl(t))xl(t)
.73/2 t = U2(SQ(t>>x2(t>

)
)

Si(t) = =k (Si(t)w(2)
)

A~~~ /N~
=
[© SN |
' S e

=
©

Sé t = k’Q’Ul(Sl(t))fﬂl(t) — k‘gUg(Sg(t))$2(t),



40

cujo tratamento é mais simples. A medida experimental disponivel é a saida da taxa
de fluxo de gés, onde

Qgas(t) = qo(t) + qu(t) (4.10)
dada pela soma da taxa de fluxo de didxido de carbono ¢ (t) e pela taxa de fluxo
de metano qy/(t) produzidos pelo reator. Em particular, conhece-se a taxa de fluxo

de gis metano que sai do sistema, expressa por

qu (t) = kevo(Sa(t))z2(1), (4.11)

onde kg representa a taxa de saida de gas.

4.2 Solugao aproximada do problema direto pelo método de

Runge-Kutta

Uma maneira de implementar a solucao do problema direto, a partir
do modelo definido anteriormente, é através dos métodos de Runge-Kutta. Estes
podem ser vistos como um desenvolvimento do método de Euler [21] e se baseia na
solucao de um problema de valor inicial a partir da integracao da equacao diferencial

envolvida e de um procedimento iterativo.

Considere um problema de valor inicial dado na forma
y' = f(u,y) (4.12)

y(uo) = yo (4.13)
e considere que y(u) seja continua e diferenciavel no intervalo (a,b), entdo (4.12)

pode ser integrada no intervalo [u;, u;41] € (a,b) como

Uil Ui1
/ y'du = / f(u,y)du (4.14)

dando origem ao procedimento iterativo

Yir1 = Yi + Y5, (4.15)
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no qual

Y, = /uz.+1 f(u,y)du. (4.16)

i

O método de Euler se baseia na aproximacao da integral dada por Y; a partir da

regra do retangulo, tomando um passo h e considerando
onde u; ¢ o nodo do inicio do intervalo [u;, u;11].

Um modo de melhorar essa estimativa ¢ usar, para a aproximacao da
integral em questao, é usar um polinémio interpolador de primeiro grau entre o nodo

do inicio e fim do intervalo, obtendo-se

bi = f(uiyi) (4.18)

by = f(ui+ h,yi + bih) (4.19)
1

Yir1 = Yi + 5(51 + by)h. (4.20)

Esse método é conhecido na literatura como método de Runge-Kutta de ordem 2.
Nesse caso, by representa o valor exato de f(u,y) em u; enquanto que by da uma

estimativa para f em w;;q.

Uma estimativa ainda melhor é encontrada quando Y; é aproximada

usando-se
bi = f(ui yi) (4.21)
bo = flu; + g Y + blg) (4.22)
by = f(u; + g Yi + bgg) (4.23)
by = f(u; + h,y; + bsh) (4.24)
Yirl = Yi + é(bl + 2Dy + 2b3 + by )P, (4.25)

Esse modo de aproximar os resultados do problema de valor inicial ¢, em geral,

conhecido como método de Runge-Kutta de ordem 4. Nesse caso, b; representa



42

o valor exato de f(u,y) em w;, by e by ddo uma estimativa para f na metade do

intervalo e by da uma estivativa para f no fim do intervalo.

Assim sendo, considerando o modelo de biorreator anaerdbico dado

acima na forma vetorial, tem-se

4 () v1(S1(t))w1(t)
J = w(t)| _ U2(Sa(t))x2(1) _ ey, (4.26)
Si(t) —kyv1 (S1(t)) 1 ()
So(t) | [Reoa(S1(8)) 2 (t) — ksva(Sa(t))2a(t)
onde _ :
T (t)
Yy = za(t) (4.27)
S1(t)
| Sa(t)
e, por fim, encontra-se a saida de metano a partir da expressao
qum (t) = kevo(Sa(t))xa(t). (4.28)

4.3 Resultados Numeéricos

Pretende-se, nesta secao, investigar a eficiéncia dos métodos de Levenberg-
Marquardt e Trust-Region na identificacao de parametros de um biorreator do tipo
batelada, a partir do Modelo de Antonelli, quando conhecida apenas a saida de gas
metano. Se considerara a implementacgao discreta do modelo com Runge-Kutta de
quarta ordem, conforme definida na secao anterior, como a solucao real do problema
direto associado. Sobre essa solugao, serao inseridas perturbacoes gaussianas de or-
dem controlada e, entao, proceder-se-4 com a aplicacao de problemas inversos para
a estimativa dos parametros reais, com posterior analise das solucoes aproximadas

via minimos quadrados em relagao a sua qualidade.
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4.3.1 Implementacao do problema direto

O modelo apresentado neste capitulo foi implementado, com periodo de
amostragem fixo, usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, que, conforme
se observa na literatura [12,22] é suficientemente preciso para a solu¢ao do problema
direto. Descreve-se, nos proximos passos, brevemente o modo como o problema foi

implementado, bem como verifica-se a qualidade da implementacao.

Considere-se que o modelo dado por (4.6)-(4.9), cujos estados sao re-

presentados por (4.27) esteja parametrizado pelo vetor
T
0= |fm1 Kgi pime Kso ki ko ks kﬁ] : (4.29)

A saida do modelo, dada pela quantidade de gas metano, depende portanto dos
parametros em 6. Para melhor representar essa situa¢ao, denomine-se por gy (T)
os dados experimentais coletados e por ¢y (T, 0) os valores de saida do modelo
discretizado, onde T representa o conjunto de valores discretos de tempo nos quais

o modelo foi aplicado.

Neste trabalho, considerar-se-a4 o problema exemplo encontrado na li-

teratura |11,12,22] em que os parametros reais do sistema sao dados por

T
6o = |0,42912 13,065 2,6493 571,27 0,31204 0,062776 3,1473 278,62]

(4.30)
e no qual as condigoes iniciais sao dadas por
0,2
0,8
y(0) = . (4.31)
74
93

A fim de verificar a eficacia da estratégia, compara-se a saida do modelo

com as amostras experimentais disponiveis. Como estao disponiveis 120 amostras
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qu(T), referentes a coletas feitas trés vezes ao dia pelo periodo de 40 dias, usa-se
T
T — [0 12 40]

para a simulagdo numérica. Considerando esse conjunto de dados inicializadores,
obtém-se, a partir do método de Runge-Kutta de 4* ordem o grafico apresentado

na Figura 4.3, que, percebe-se, esta de acordo com os resultados encontrados na

literatura [11,12,22].

900 T T T T T T T

saida em tempo continuo
800 [ %  saida nos pontos considerados

700

600

500

400

300

volume de CH4 em mL

200

100 &F

dias

Figura 4.3: Grafico da simulacao da saida de metano no biorreator anaerébico
4.3.2 Analise das estimativas de  pela solucao de problemas inversos

Considere-se o vetor solucao da simulacao numérica realizada anterior-
mente como a solucao real do problema direto associado e ¢y; o conjunto de dados
experimentais coletados. Deseja-se, entao, determinar os parametros do sistema que
minimizam o funcional dos minimos quadrados dado por

N

S(0) = Z[QM(ti) — G (ti, 0)]%. (4.32)

i=1
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Sabe-se que, devido a alta nao-linearidade do sistema, esta fungao ob-
jetivo é nao-convexa e, portanto, pequenas alteragoes nas condicoes iniciais podem
conduzir a estimacao de minimos locais, resultando em parametros que nao explicam
de forma adequada a dinamica interna do reator. Por esse motivo, neste trabalho,
a estimativa inicial dada serd sempre o vetor Oy, ou seja, pela solucao exata do
problema inverso, desejando-se observar qual o reflexo da adicao de perturbacoes

apenas na saida do modelo para a reconstrucao deste conjunto.

Sobre a saida do sistema, adiciona-se ruido gaussiano com média zero
e desvio padrao dado por uma porcentagem (i € (0,1)) do maior valor dentre os
qum(T). Apos a execucdo de cem estimagoes, a partir da solu¢do exata acrescida de
erros distintos mas de mesma ordem, a analise estocastica da qualidade dos parame-
tros estimados se baseara na analise da média e variancia dos resultados encontrados,
bem como pela construcao de elipses de erros entre pares de parametros. Deseja-se
verificar se, em média, os resultados sao satisfatorios ou se as solucoes se desviam
do valor original do problema, mesmo quando a média dos erros agregados é nula.
Este modo de operacao para a anélise caracteriza o que se convenciona chamar de
métodos de Monte Carlo. Para tal, serao utilizados dois dos métodos apresenta-
dos anteriormente, 0 método de Levenberg-Marquardt, implementado pelo autor, e
o Método do tipo Trust-Region pré-implementado na biblioteca do Matlab 2015 e
chamado pelo comando LSQNONLIN. Os critérios utilizados nos dois métodos sao

um um residuo da ordem de 10712 ou entdo um maximo de dez mil iteracoes.

Para compreensao das tabelas abaixo, considerar-se-a que @y e @LSQ
representam as médias das iteragoes utilizando-se o método de Levenberg-Marquardt
e LSQNONLIN, respectivamente. De modo andlogo, 07, e 0}g, representam as
variancias de cada um dos parametros a partir de cada método e errelpys e errelpsg

os erros relativos em relagao ao valor real, dado por #y. Para tal, define-se erro
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relativo como
xro— T

: (4.33)

errel(z,xy) =

Zo
onde x( refere-se ao valor real do parametro e T representa o valor médio encon-
trado. Em todos os testes, utilizar-se-4 estimativa inicial coincidente com o vetor de

parametros real, ;.

Considerando-se, inicialmente, a adicao de perturbacao gaussiana da
ordem de 1% (i = 0.01) - ou seja, com média zero e desvio padrao de 1% do maior
dentre os valores de saida de gas metano do problema direto associado - nos dados
de saida do modelo discreto e apos a repeticao de cem estimagoes, observa-se o

resultado apresentado na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Média, variancia e erro relativo das estimativas para chute inicial exato
e perturbacao gaussiana com desvio padrao de 1% do valor méaximo da

saida do modelo
Levenberg-Marquardt LSQNONLIN

0 2 ) 2
90 GLM O M errelLM 9LSQ GLSQ BTTEZLSQ

pmi 042912 || 042719 000070  0451% | 042718  0,00070  0,451%
Ksi 13,065 | 12,99404 242595  0,543% || 12,99398 242588  0,544%
m2  2,6493 2,65385  0,03976  0,172% || 2,65385  0,03976  0,172%
Kgy 571,27 | 572,44107 225366896 0,205% || 572,44005 2253,67204  0,205%
ki 031204 || 033678  0,01108  7,927% || 0,33678  0,01108  7,929%
ks 0062776 | 006839  0,00053  8,949% || 0,06839 000053  8951%
ks 3,1473 || 3,15167  0,00141  0,139% || 3,15167  0,00141  0,139%
ke 278,62 || 278,90019 846762  0,101% || 278,90021 846768  0,101%

E possivel perceber, nesse caso, que alguns parametros sao estimados,
em média, com maior precisdao que outros. Na Figura 4.4, é possivel verificar a matriz
de covariancia, representada por Cr s, dos resultados obtidos nas cem aproximacoes

usando o método de Levenberg-Marquardt.
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[7,02.10—% 3,79.10 2 2,52.103 6,14.10 1
3,79.10"2 2,426 7,51.102 1,83.10!
2,52.1073 7,51.10 2 3,97.10"2 9,463
Cpas = 6,14.10" 1 1,83.10" 9,463 2,25.103
—2,65.107% —1,20.10"% —1,13.10"2 —2,756
—5,72.10"% —2,77.1072 -2,53.1073% —6,16.10" !
—3,91.107% —1,23.1072 —6,85.10"3 —1,617
l—1,44.1072 —2,83.10°1 —4,67.10" 1 —1,09.102

—2,65.1073%  —5,72.107%  —3,91.107% —1,44.10" 2]
—1,20.10"Y  —2,77.1072 -1,23.10°2 —2,83.10°!
—1,13.10"2 —2,53.1073 —6,85.10"°% —4,67.10" !
—2,756 —6,16.10"t —1,617 —1,09.102
1,10.10~2 2,41.1073 1,71.1073 6,42.10 2
2,41.10~3 5,27.10~% 3,84.10~% 1,46.10~2
1,71.1073 3,84.10~% 1,41.1073 1,05.10~ 1
6,42.10"2 1,46.10~2 1,05.10~ 1 8,468

Figura 4.4: Matriz de covariancia das estimativas para chute inicial exato e pertur-

bacdo gaussiana com desvio padrao de 1% do valor maximo da saida do

modelo usando LM

E possivel verificar que, embora a variancia que Kgs seja grande, em mé-

dia o valor estimado nao se distancia muito do valor real. Na Figura 4.5, apresenta-se

o grafico da saida do problema direto (em azul), da comparacao entre esta saida e

uma das perturbacoes agregadas (em vermelho), da comparacao entre esta saida e a

simulacao quando se utiliza o conjunto de parametros estimado cujo residuo com a

solugdo exata do problema direto é o menor entre as execugoes (laranja) e, por fim,

da comparacao no caso em que se utiliza o conjunto de parametros estimado cujo

residuo com a solugao exata do problema direto é o maior entre as execugoes (roxo),

onde se percebe que, mesmo no ultimo caso, as saidas praticamente coincidem.
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Figura 4.5: Graficos do modelo usando parametros corretos, aquele que gera o menor
e aquele que gera o maior residuos, na reconstrucao com perturbacao
gaussiana com desvio padrao de 1% do valor maximo da saida do modelo

direto usando LM

Com o auxilio da matriz de covariancia, apresentada anteriormente, foi
possivel proceder com a construcao de elipses de erros para os pares de parametros
[m1 € fme, Ks1 e Kgo, k1e kg e kse kg. Conforme verificado anteriormente, mesmo
Nnos casos em que a variancia entre essas estimativas foi alta, os resultados tenderam a
se concentrar no entorno da média (ponto preto), levando ao resultado anteriormente

observado, conforme se observa na Figura 4.6.
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Figura 4.6: Elipses de erro das estimativas para chute inicial exato e perturbacao
gaussiana com desvio padrao de 1% do valor méximo da saida do modelo

usando LM

Conclui-se, portanto, que para perturbagoes gaussianas da ordem 1%
do valor maximo do modelo, os dois métodos se mostram eficientes tanto para a

estimacao dos parametros do sistema, quanto para a simulacao numérica.

Considera-se, entao, a adicao de perturbacoes gaussianas da ordem de
10% (¢ = 0.1) nos dados de saida do modelo discreto e apos a repeticdo de cem

estimacoes, é possivel observar o resultado apresentado na Tabela 4.3.
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Tabela 4.3: Média, variancia e erro relativo das estimativas para chute inicial exato

e perturbacao gaussiana com desvio padrao de 10% do valor maximo da

saida do modelo

Levenberg-Marquardt LSQNONLIN
) 070 U%M errelr éLgQ J%SQ errelrsQ

tm1  0,42912 4,530 1612,74 956% 0,939 20,789 119%
Kgs1 13,065 312,887 8527921 2295% 51,818 109275,9 297%
Hm2  2,6493 1598,646 129470232  60242% 211,413 1111577 7880%
Kgo 571,27 381213,190 7,36E+12  66631% || 50408,446 63154112057  8724%

k1 0,31204 8,217 800,398 2533% 10,885 1317,97 3388%

ke 0,062776 3,939 290,391 6175% 5,537 483,049 8721%

ks 3,1473 3,329 0,1843 6% 3,337 0,2357 6%

ke 278,62 286,513 766,7048 3% 286,110 926,821 3%

E possivel perceber, nesse caso, que as estimativas, além de apresenta-

rem grande variancia, ampliam o ruido nos dados, conduzindo a resultados desviados

em relacao ao valor esperado para os parametros. Ou seja, ja nao ha confianca sufi-

ciente nos resultados obtidos a partir de problemas inversos quando o erro na saida

¢ de maior magnitude. Na Figura 4.7, por sua vez, é possivel verificar a matriz de

covariancia, representada por Cpas, dos resultados obtidos nas cem aproximagcoes

usando o método de Levenberg-Marquardt.

Crm =

[1,61.10°
1,17.10°
—5,59.103
—1,33.10°
—3,66.101
—1,77.101
—1,93.10°
-8, 46.10!

1,17.10°
8,53.100

—4,

Figura 4.7: Matriz de

20.10°

,00.108
,57.10°
,24.10°
,38.102
,11.103
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covariancia das estimativas para chute inicial exato e pertur-

bacdo gaussiana com desvio padrao de 10% do valor maximo da saida

do modelo usando LM
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Na Figura 4.8, apresenta-se, de modo analogo ao feito na Figua 4.5, a si-
mulacao usando os parametros corretos, uma das perturbagoes agregadas sobre este
e a comparacao entre as simulacoes nos casos em que se utiliza os parametros esti-
mados que geram, com a solugao exata do problema direto, o menor e maior residuo.
E interessante verificar que, novamente, mesmo no caso em que se obtém o maior
residuo quadratico, com um conjunto estimado de parametros pouco relacionados
com 0y, a simulagao numérica obtida é consideravelmente boa. Pode-se reparar, na
Figura 4.8, que, mesmo nesse caso, os graficos da simulacao real e aproximada quase

coincidem.
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Figura 4.8: Graficos do modelo usando parametros corretos, aquele que gera o me-
nor e aquele que gera o maior residuos, na reconstru¢ao com perturbacao
gaussiana com desvio padrao de 10% do valor méximo da saida do mo-

delo direto usando LSQNONLIN
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Com o auxilio da matriz de covariancia, uma investigagdo mais apurada
pode ser feita com a construcao de elipses de erros para os pares de parametros fi,,;

e lm2, Kg1 e Kgo, ki€ kg, k3 e, por fim, k.

4 7
10 £20 T : : : : 2510
8 oL * Elipse
*  Monte Carlo
*
6 1 15f * *  Real
Média
o 4+t o 1t
2 X 05t
0 * of *
2 05F
-4 - - - - - -1
-100 0 100 200 300 400 500 -1 0 1 2 3
Hy KS1 x10%
150 1 % 400 1
*
100 | 350 1
*
*k
< sot Q300
%
or 250 F
-50 200
-100 0 100 200 300 2 3 4 5 6
k1 k3

Figura 4.9: Elipses de erro das estimativas para chute inicial exato e perturbacao

gaussiana com desvio padrao de 10% do valor maximo da saida do mo-

delo usando LSQNONLIN

A partir das elipses de erro, é possivel verificar que a maioria dos va-
lores concentra-se, também, em torno da média, havendo, contudo, polarizacao das

estimativas. E possivel verificar, ainda, que algumas das execucoes conduziram a
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minimos locais distantes dos valores esperados, o que pode explicar os resultados

obtidos na Tabela 4.3.

Deve-se observar que, mesmo usando-se a solucao exata do problema
inverso, quando a saida nao é perturbada, 6y, como chute inicial para a reconstrucao
de parametros, minimos locais foram encontrados, nos dois niveis de erros, o que
mostra a alta nao-linearidade do modelo ou, entao, a caracteristica de nao-unicidade
da solucao quando nao se tém acesso aos dados nao perturbados de saida do pro-
blema direto. A partir das observacoes pode-se concluir, contudo, que quando a
perturbacao sobre os valores observados é suficientemente pequena, é possivel esti-
mar com boa precisao os parametros do sistema, ja nos casos em que a perturbacao
nos dados ¢ mais significativa, os resultados das estimativas nao sao suficientemente
confidveis mas, ainda assim, podem ser utilizados para o estudo do comportamento

do reator via simulacoes numeéricas.
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5 TRANSPORTE DE PARTICULAS

O transporte de particulas e radiacao ¢, em geral, modelado pela versao
linear da Equacao de Boltzmann, esta que foi derivada, inicialmente, para o trata-
mento de fenémenos em dinamica de gases rarefeitos [14]. Um dado de interesse nas
aplicacoes é a estimativa do fluxo de radiagdo ou intensidade radiativa. A inten-
sidade radiativa ¢ a quantidade de radiacao recebida por um objeto desde uma

determinada fonte, podendo se apresentar, por exemplo, na forma de particulas.

A composicao dos materiais nos quais ocorre o transporte ou, entao, a
estimacao das fontes de radiagao representam problemas de interesse com aplicacoes
tanto na solucao do problema direto, quanto de problemas inversos em transporte.
No que se refere aos problemas inversos em radiacao, muito ja foi feito desde a
década de oitenta. Cita-se, como exemplos, a determinagao de radiacao incidente
nos contornos de uma barra [30], em radiacao de calor, a estimagao de propriedades
radiativas e termofisicas em materias a altas temperaturas [34|, a identificagao de
perfis de temperatura em um meio [43], estimacao da lei de espalhamento em fissdo
em termos do fluxo radiativo [35,36,52,53] e do albedo em radiacao atmosférica [51],
a reconstrugao de fontes externas de radiagdo [44| e a determinagao do meio em

tomografias computadorizadas |3, 5|.

Neste trabalho, considera-se a possibilidade de identificar sobretudo
dois parametros a partir do fluxo de radiacao conhecido: o albedo e o grau de
anisotropia, em tranferéncia radiativa. Estes coeficientes, relacionados ao modelo
considerado, descrevem o meio material em relacao a quanto absorvedor este é ou,
entao, como se da o espalhamento de radiacao, sendo de vital importancia no estudo

de tomografias [3].
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Ainda em 1917, Johann Radon [49] atentou para a possibilidade de
reconstruir imagens a partir de diversas projecoes. Sua abordagem levou, mais
tarde, ao desenvolvimento de procedimentos médicos para diagnéstico, como é o
caso da tomografia computadorizada. Esta foi desenvolvida durante as décadas
de sessenta e setenta, sobretudo por Cormack e Hounisfield, em um estudo que
lhes rendeu o Nobel em 1979. Neste procedimento, “a absorcao ¢ o mecanismo
dominante e medidas experimentais da radiacao atenuada pelo meio sob anélise
permitem identificar estruturas do mesmo [57]. Em outro tipo de tomografia, mais
recente, do tipo Near Infrared Optical Tomography, o espalhamento também passa
a ser levado em consideracao, “estando entao no mesmo contexto de transferéncia
de calor por radiacao térmica em meios participantes e transporte de néutrons em

reatores nucleares” [57].

Para a descricao do transporte tridimensional de particulas em um meio
material, em particular o néutron, considera-se o mesmo como uma particula pon-
tual. Isso significa que, nesse contexto, uma particula pode ser caracterizada por sua
posicao e velocidade. Dessa forma, além da variavel temporal, o chamado espacgo
de fase, no qual se considera o balanco de particulas, inclui ainda trés variaveis
espaciais e trés referentes ao vetor de velocidade, totalizando sete varidveis. Sejam,

entao

X = [331 o) $3]T7 (5-1)

U= [Ul (%) Ug]T (5.2)

e o instante de tempo ¢ considerado e caracterize-se a velocidade por
v = v,

onde v = |v| e € & um vetor unitario de dire¢do. Levando-se em conta, ainda, a
energia cinética descrita por

E= §m1)2, (5.3)
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onde m é a massa da particula, conclui-se que é possivel, também, substituir a

magnitude da velocidade das particulas por sua energia.

O fenomeno fisico considerado é a migracao dessas particulas pontuais
no interior do meio material, com a probabilidade de interagao com os nicleos dos
atomos do meio. Uma das formas de interagao é a colisao, definida como o choque
dos néutrons com nicleos, seguida pela absorcao ou emissao de energia ou outras
particulas [25]. Algumas das reagoes esperadas sao a captura radiativa, ou absorcao,
o espalhamento e a fissdo. A absorcao ¢ uma reacao na qual um néutron incidente é
absorvido pelo nucleo-alvo, deixando-o em um estado excitado. O espalhamento,
por sua vez, que pode ser elastico ou inelastico, é aquele onde o néutron atinge o
nicleo e é desviado. No espalhamento eléstico, o niicleo nao tem seu estado alterado,
j& no espalhamento inelastico, o nicleo é excitado, decaindo posteriormente [44].
Nessas reacoes, uma particula costuma ser considerada um projétil que atinge outra

particula-alvo.

Ao tratar de particulas neutras, é necessario compreender sua natureza
randomica, o que implica na impossibilidade de determinar um ndmero exato de
particulas em uma certa regiao, mas sim trabalhar com uma distribuicao de proba-
bilidades e prever um nimero esperado de particulas nessa. Define-se a funcao de
distribuicao

f(X,E Q) (5.4)
como aquela que descreve a distribuicao de particulas em um meio material em

relacao a seu espaco, direcao e energia. A densidade angular de néutrons
N(X,E,Q,t) (5.5)

representa, por sua vez, o nimero provavel de néutrons presente numa esfera de
volume dV ao redor de X que viajam em direcoes df2 ao redor de €2 com energias
no intervalo dE ao redor de ' em um determinado instante t. Assim, considerando-

se a caracterizacao pontual, a taxa de variacao do niimero esperado de particulas em
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torno de X e, portanto, na regiao delimitada pela bola de volume dV', com energia
no intervalo [E, E+dFE]| no angulo solido df2 e no instante ¢ pode ser representada [25]
por

d
[%N(X, E,Q, t)} dVdEdQ. (5.6)

A probabilidade de interacdo de um néutron por unidade de compri-
mento de sua trajetoria ¢ chamada de secao de choque macroscépica e depende
da posicao e da energia da particula. Esta costuma ser representada por uma letra
sigma maiuscula (), mas é comum, nos trabalhos sobre teoria de transporte, ver
a representacdo por uma letra sigma minuascula (o) [25], notacdo que seré adotada

doravante. A se¢do de choque macroscopica total é definida [6,25] como
0(X,E)=0,X,E) 4+ 05(X,E) + 0,p(X, E), (5.7)

onde, X representa o vetor de posigao, E a energia, 0,(X, E) a se¢ao de choque ma-
croscopia de absor¢ao, o4(X, E) a segdo de choque macroscopica de espalhamento
e 0p( X, E) esta associada a se¢ao de choque que leva em conta outros processos de
interacao do néutron com o niicleo, menos importantes que a absorcao e espalha-

mento [25]. Estas se¢oes de choque podem, ainda, ser decompostas como

0o(X,E)=0,(X,E)+0/X,E) (5.8)
0s(X,E)=0,(X,E) + 0, (X, E), (5.9)

onde os subindices de o representam, respectivamente, as secoes de choque de cap-
tura radiativa (cr), de fissdo (f), de espalhamento elastico (n) e de espalhamento

inelastico (n').
Hé4 ainda a chamada secao de choque diferencial, dada por

o(X,E - EQ —-Q)=0c(X,E"f(X,E — E,Q —Q), (5.10)
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que depende da secao de choque macroscopica e da fungao probabilidade de trans-
feréncia, dada por

f(X,E'— E.Q — Q) (5.11)

que representa a probabilidade de um néutron com direcao 2’ e energia E’, ao sofrer
reacao com um nicleo, causar a emissao de néutrons no intervalo com direcoes df2 em
torno de Q e energias no intervalo dE em torno de E [50]. Essa reagao é normalizada
sobre todas as energias finais e a probabilidade total passa a ser definida sobre todas
as reagoes [25] que produzem néutrons na forma

o(X.ENf(X,E' - EQ Q) => oX,E)f(X,F-EQ —-Q). (512
X

O fluxo angular de néutrons, ¥(X,Q, E,t), por sua vez, ¢ dado por
U(X,Q FEt)=uvN(X,Q, E 1), (5.13)

ou seja, sua unidade ¢ dada em quantidade de néutrons por unidade de area, por

unidade de tempo, por unidade de angulo sélido e por unidade de energia.

5.1 Descricao do modelo considerado

A deducao da equacao de transporte pode ser encontrada em diversas
referéncias na literatura [6,17,25,37,42| e nao sera detalhada aqui. No entanto,
considerando-se as definicoes anteriores, pode-se introduzir uma ideia geral do ba-
lanco de particulas. Conside-se v' 0 modulo da velocidade do néutron com energia

FE’; a taxa de produgao de néutrons é dada [25| por

{/ / o X,Ef(X,¥ - QF — E)U’N(X,Q',E’,t)dQ’dE’—i—S(X,Q,E)} dVdQdFE,
(5.14)
onde o primeiro termo representa os néutrons que sao transferidos a outras direcoes

e energias apos colidirem em dV, cuja integral se da em todas as diregoes e energias,
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e o segundo termo representa néutrons produzidos por fontes externas localizadas

no interior do meio material, enquanto que a taxa de perda de néutrons é dada por
Q. VN(X,Q, E t)+0(X,E)oN(X,Q,E t)|dVdQdE (5.15)

onde o primeiro termo, chamado de termo de fuga, representa a fuga liquida de
néutrons do volume angular considerado, enquanto que o segundo termo corresponde
aos néutrons que deixam os intervalos angulares e energéticos considerados devido
a intera¢oes no volume espacial considerado [25,50]. Assim, considerando que a
taxa de variagdo do nimero mais provavel de néutrons em dV, dada por (5.6) e
procedendo com a substitui¢ao pelo fluxo angular de néutrons, dado por (5.13), é

possivel encontrar a forma mais geral da equacao de transporte, dada por

1
—%\I/(X, QEH)+Q.VU(X,QEt)+0(X,E)V(X,Q E,1t) =
v

_/ / o(X, EVf(X, = Q F — E)U(X,, B, 1)ddE + S(X,Q, E).
E/ 4

(5.16)

Pode-se observar que, nesta forma de escrita, todos os termos que se encontram
no lado esquerdo da igualdade representam perdas enquanto que, os termos do lado

direto da igualdade, representam producao de novos néutrons na regiao considerada.

Deve-se ressaltar que, nesta equacao, considera-se que as particulas
descrevam trajetoria retilinea entre colisoes e se desconsidera qualquer espécie de
interacao entre as mesmas. Considera-se, ainda, que as propriedades do material
independam do tempo e que as colisoes entre as mesmas sejam instantaneas [44].
No caso da equagao linearizada, negligencia-se ainda a interacao entre particulas e
se considera que as colisoes sao instantaneas, ou seja, que as particulas sao emitidas

exatamente apos as colisoes [25].

Neste trabalho, considera-se apenas problemas em estado estacionério,
ou seja, aqueles nos quais os néutrons atingiram o equilibrio em relagao a variével

de tempo, de modo que a equacao geral pode ser reduzida a
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Q.VU(X,Q, E)+0(X,E)U(X,Q,E) —
:/ / o(X,E)[(X,Q = O, E — EYU(X,Q, E)dVdE + S(X,Q, E).
(5.17)

Além disso, sabe-se que o termo de fuga é o Gnico na equacao que depende explici-
tamente da geometria do problema [25]. Tomando o problema em geometria plana

com simetria axial, tem-se

0
Q.V=pu— 1
V=pg (5.18)
com
p=Q.k=cosb, (5.19)

onde k representa o versor na direcao do eixo z. Considerando-se ainda simetria
azimutal, nos casos em que as secoes de choque forem independentes de energia ou,
de modo equivalente, em que todas as particulas neutras tenham a mesma energia,

pode-se escrever a equagao como

a ! / !/ /
e Uz m) +ol(zp) =oc [ fu' = p)¥(z, pW)du’ + 5z, ), (5.20)
—1

onde c¢ representa o nimero médio de néutrons produzido pela interagao

néutron-ntcleo e estd associado ao nimero médio de néutrons no espalhamento.

Definindo-se, por fim, a variavel otica = oz, adimensional [25], é

possivel reescrever a equagao como

o)+ W) = [ T W+ Q) (521)
onde
Qz, p) = S(‘Z’ 4 (5.22)

Por fim, é comum que se expresse a probabilidade de transferéncia

f(i — p) através de uma expansao truncada de polinomios de Legendre [6,25],
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na forma

Fu = ) Z/am (5.23)

onde L representa o grau de anisotropia do sistema, os coeficientes {/;} sao tais que
Bo=1e|B] <1lparal <[ < Le P(u)representa o polinomio de Legendre de ordem
[ computado em p. H&4 ao menos duas formas de descrever a lei de espalhamento
da funcao de transferéncia, uma delas é a forma binomial, na qual os coeficientes [,

sao calculados a partir de uma formula de recursao dada [6] por

A+ 1\ (L+1—1
hi= <21—1> (L+1+l)ﬁl_1’ (5:24)

paral=1,2,...,L, com By = 1.

A equacao de transporte é, entdo, finalmente escrita como

0
vy i —
has (z, ) + W (, )

= %Zﬂzﬂ(u) /1 PO (x, 1 )dp' + Q(z, 1), (5.25)

sujeita as condicoes de contorno

(0, p) = Fi(p) (5.26)

U(a, —p) = Fa(p), (5.27)

onde z € (0,a), p € [—1,1] e Fi(u) e Fo(u) sao fungoes conhecidas que descrevem
a incidéncia externa de particulas nos contornos da placa. Além disso, (5.25) é
chamada de homogénea quando Q(z,u) = 0. Esta equagao representa o problema
de transporte unidimensional com simetria azimutal, que sera objeto de estudo deste

trabalho.

Deve-se observar que esta mesma equacao modela o problema em que

se considera a propagacao de um feixe de radiagao com um determinado intervalo
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de comprimento de onda transportado em um elemento de area dA em todas as
direcoes de um elemento de angulo sélido df2. A deducao da equacao, nesse caso,
pode ser encontrada na literatura [6]. Destaca-se que o coeficiente ¢, o ntimero médio
de néutrons na interacao, representa entao o albedo do espalhamento simples do
problema de radiacao, dado pela razao entre o coeficiente de espalhamento e o
coeficiente de extingao [6], enquanto que x € (0, a) representa a variavel 6tica, com

a representando a espessura do meio plano-paralelo.

5.2 Solucao em forma fechada para problema direto usando

o método ADO

Considere a equacdo de transporte dada pela equagao (5.25) para x €
(0,a), p € [-1,1], com as condi¢oes de contorno (5.26) e (5.27) e ¢ < 1, ou seja, um

meio nao-multiplicador e nao-conservativo.

Diversas técnicas analiticas, estocasticas e numeéricas foram propostas
para a solucao da equacao de transporte. Cita-se, como exemplos, o método de
Case, a expansao em harmonicos esféricos, também conhecido como método Py, o
método das ordenadas discretas, ou método Sy, métodos estocasticos como os de

Monte Carlo [6,25,48].

O método de ordenadas discretas, originalmente desenvolvido por Wick
[59] e Chandrasekhar [17], foi proposto pelo segundo em seu trabalho sobre trans-
feréncia radiativa na atmosfera e se baseia na discretizagao da varidvel angular da
intensidade radiativa (u). A solugdo por ordenadas discretas para o problema de
transporte é encontrada, entao, em direcoes discretas ao longo da esfera unitaria.
O método de ordenadas discretas considera portanto, a aproximacao da integral

angular no termo de espalhamento por uma formula de quadraturas [25].
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O método ADQO, uma modificagao do método das ordenadas discretas
proposto por Chandrasekhar, e desenvolvido por Barichello e Siewert [6,7] apresenta
uma série de contribuicoes positivas em relacao a proposta original. Além de manter
as solucoes analiticas em relacao a variavel espacial, os problemas de autovalores as-
sociados a determinacao das constantes de separacao na solucao tém ordem menor,
em geral da metade do tamanho do problema original. Além disso, por trabalhar
com o mapeamento das dire¢oes no intervalo p € [0, 1], é possivel utilizar esquemas
arbitrarios de quadratura, o que torna o método viavel para a aplicacao em diver-
sas areas. Recentemente, problemas inversos de reconstrucao de fontes [44] foram

apresentados usando-se como solucao do problema direto o método ADO.

O primeiro passo para encontrar a solu¢ao por este método se baseia

em reescrever o termo integral da equagio (5.25) em um semi-intervalo, obtendo-se

B, ) + W, 1) =
= 53 GG [ PO )+ (<1 ¥~ + Q). (528)
1=0 0

Apos, procede-se com a definicdo da quadratura a ser utilizada na aproximacao da
integral. Sabe-se que a aproximacao da integral de uma funcao por quadraturas

numéricas, usando-se a quadratura de Gauss-Legendre, segue a rela¢do [6]

/_1 flx)de = Z w; f(x;) (5.29)

onde os chamados nos {z;} sdo os zeros do polinémio de Legendre de ordem m e
{w;} sdo pesos associados, com a aproximagao se tornando exata quando f(z) for
um polinémio de grau

grau(f) <2m — 1. (5.30)

Quando o intervalo de integracao é um segmento finito arbitrario [a, b],

é possivel estabelecer um mapeamento linear que relacione a integral original com
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uma integral definida sobre o intervalo [—1, 1], como na relagao anterior [25]. Con-
forme citado anteriormente, uma das contribui¢oes do método ADO é o mapeamento
do intervalo [—1, 1] no intervalo [0, 1], o que permite a utilizacao nao apenas da qua-

dratura de Gauss-Legendre |6], mas também outros esquemas arbitrarios.

Embora existam tabelas, na literatura [29], apontando os pontos e pesos
dessa quadratura para diversos valores de m, é possivel derivar um método eficiente
para computar esses n6s [6|, que se baseia na férmula de recorréncia dos polinémios
de Legendre. Do mesmo modo, os pesos podem ser computados a partir de relagoes
j& encontradas na literatura [29]. O mapeamento dos nos e pesos para o intervalo

de interesse é dado, entao, por [6,25]

yr + 1 1
- 5.31
9 YR T 9, (5.31)

i, =

Apos definida a quadratura {yu;, w;}™,, pode-se derivar as equagoes das

ordenadas discretas da equacao de transporte na forma

0
Mza—x\P(I wi) + Y (x, 1) ZBZPI 1 Zwkpl () [¥ (0, ) + (1) (2, —pa)]

(5.32)

0 !
—pig W (w, —p)+ 0 (@ ZBIPZ i Zkaz p) [ (2, =) (= 1)1 (2, )]
(5.33)
que compdem um sistema de 2m equagoes diferenciais ordinarias [6,25|. Esse con-
junto de equagbes certamente admite solugoes exponenciais [25]. Propde-se, entdo,

pelo método ADO, a hipotese de solugao [6]
U(z, ;) = O(v, 2u;)e™ ", (5.34)

onde v representa uma constante de separagao e ®(v, £y;) é uma funcao cujo com-

portamento é, por hora, desconhecido.
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Apos essa substituicao, obtém-se [6]

0
—[®(v, £p)e "] + B(v, £p)e ™" =

iﬂia

B gz 14 Zkal ) [ (v, £ )e ™Y + (=1)'@(v, Fur)e "], (5.35)

Operando essa expressao, ¢ possivel obter

0
[Fpi=—[e™ "] + e /M ®(v, £ ;) =

8x[
- e‘x/yg ; BiPi(p) z:: wi Py () [@(v, ) + (= 1)@ (v, Fp)] (5.36)

que pode ser simplificada, apos aplicacao da derivada, para

jEda ] v, h) = Zﬁlpl i Zwkpl 1) [®(v, p) +(=1)' (v, Fpag)]- (5.37)

Introduz-se, entao, notagao matricial. Sejam os vetores m x 1

b (v) = [P(v, £u1), ®(v, £ p2), ..., P(v, £un)]" (5.38)

(1) = [P(mn), Pipa), - - Po(p)]" (5.39)
e as matrizes N x N

M = diag{:ulu M2, - 7/1’N} (540)

W = diag(wy,ws, ..., wy}, (5.41)

é possivel reescrever as equagoes dadas por (5.37) na forma de duas equagoes ma-

triciais, que podem ser expressas por [6]

(I~ LM)®, () = 5" AT (OW[R, () + (-1)/S_(1)]  (5.42)



66

(I LM)®_(1) = 53 BT OW[B_(0) + (~1)/B4 ()], (5.43)

=0

onde I,, representa a matriz identidade de ordem m.

Por questao de simplicidade de notacao, defina-se, também a matriz
m X m dada por

Y () = IOt (Ow (5.44)

de modo que as equagoes (5.42) e (5.43) podem ser reescritas como

1 c L

(Im F ~M)®+(v) = 5 D YW[@r(v) + (D) @x(v)]. (5.45)

=0

Somando as duas equagoes anteriormente apresentadas, tem-se

(I~ LM)®, () + (I + - M)®_ (1) =

- % S XD)[@4 () + (—1)'@_(v) + B_(v) + (—1)' @4 (v)] (5.46)

ou, ainda
L
1 & !
[@+(V) +@_(v)] - ~M[®4 —2_(v)] = 5 DI EDIYD[@4(v) + @-(v)):
1=0
(5.47)
Definindo, entao, os vetores
U=®,(v)+P_(v) (5.48)
e
V=&,(v)—®_(v), (5.49)
a expressao pode ser ainda reescrita como
1 ¢ &
U-—-MV =) [1+(-D)Y)U :
- 5 2 1+ (=1 (5.50)
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donde se tem

I, — giu + (=D))TOIM MU = %MV. (5.51)

=0

De modo anélogo, subtraindo as duas equagdes dadas por (5.42) e
(5.43), obtém-se a expressao [6]

L
Cc

I — ;[1 — (=D r()M*MV = %MU. (5.52)

Defina-se, entao, as matrizes

E=1I, - g 2[1 +(—)))r ()M (5.53)
B=1I, - ggu — (—DY ()M (5.54)
e 0s vetores
X = MU (5.55)
Y = MV, (5.56)

¢ possivel reescrever (5.51) e (5.52) como [6]

1
EX =-Y (5.57)
14
e
1
BY =-X (5.58)
1%

que podem ser combinadas de forma a obter o problema de autovalores [6,7|

(BE)X = ;X (5.59)

de onde se pode obter as constantes de separacao v; usadas na suposicao de solugao

dada pela equagao(5.34), que sempre aparecem em pares +v; [6].

Escrevendo entao

vEX =Y
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e somando X nos dois termos dessa expressao, tem-se

Im+vE) X =X4+Y =MU+YV) (5.60)
ou, ainda,
de onde se obtém [6]
R
®, (v;) = M YL, + v, E)X (v)). (5.62)

De modo analogo, subtraindo-se X dos dois lados da expressao, é pos-
sivel obter [6]
1

®_(v)) = GM (I — ;E)X (v)). (5.63)

Assim, com as constantes de separacao dadas pelo problema de auto-
valores (5.59) e as solugdes elementares de dadas pelas equagoes (5.62) e (5.63),
pode-se escrever as solucoes por ordenadas discretas do problema dado, na forma

vetorial 6], como

Wy () = [W(z, £u1), Yz, £ps), ..., U(z, £uy)]" (5.64)

na forma N
Wy (x)= Z[aj@i(yj)e_z/”j + b @ (vy)e” om0/ (5.65)

j=1

onde {a;} e {b;} sdo coeficientes a determinar e a segunda exponencial é escrita dessa
maneira a fim de evitar problemas de overflow durante o calculo computacional [6,7],

0 que representa outra vantagem do método ADO.

A fim de determinar os coeficientes {a;} e {b;}, substitui-se (5.65) nas
condigoes iniciais W(0, u;) = Fi(pi) € ¥(xo, —p;) = Fa(p;) , com i = 1,2,...,m,
obtendo o sistema linear de tamanho 2m dado pelas equacoes

> ;@ (v) + b @ (v)e /] = Fi (1) (5.66)

j=1



69

N
S lay () "+ b,B ()] = Falp). (5.67)

j=1
A partir dos passos anteriores, é possivel determinar a solucao da equa-
cao de transporte pelo método das ordenadas discretas, mas mantendo essa solucao
analitica em termos da variavel espacial. Este tipo de solugcao costuma ser chamada
de solucao por ordenadas discretas em forma fechada para a variavel espacial da

equacao de transporte considerada.

Considere-se, entao, que a intensidade em todas as direcoes nao esta
disponivel, mas que se tem a informacao relativa a densidade radiativa em alguns
pontos no intervalo xz € [0,x¢]. A densidade radiativa ¢ definida em termos
das intensidades de radiagao em todas as dire¢oes. Considerando o esquema de

quadratura escolhido [6], pode-se escrever

p(z) = / O (o, )+ T, — )], (5.68)

que, em termos da solugdo em ordenadas discretas, é dada |6, 25| por

N
= laze™ 4 be Do (1) (5.69)
j=1
onde
sz (v, i) + @ (v, —pa)]. (5.70)

5.3 Resultados Numéricos

Discute-se, nessa secao, a eficiéncia de métodos numéricos na identifi-
cacao do parametro de albedo e deteccao do grau de anisotropia em um problema
inverso de transporte de radiacao. Esses parametros identificam o meio e o pro-
blema inverso associado pode ser relacionado com reconstrugoes, por exemplo, em

problemas de tomografia ética [3,5].
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A metodologia consiste na solu¢ao de problema direto usando o método
ADO e posterior identificacao dos parametros fixados com técnicas inversas. Usa-
se como conjunto de dados experimentais a informacao relativa & intensidade de
radiacdo (p(x)) em diferentes pontos de uma barra de comprimento xy. Pretende-se
concluir a respeito da qualidade das estimativas para o parametro de albedo (c)
e grau de anisotropia (L) apds a introducao de perturbac¢ao gaussiana aos dados

experimentais, estes que serao gerados de forma sintética.

5.3.1 Geracao de dados sintéticos a partir implementacao do problema
direto

A solucao do problema apresentado neste capitulo foi derivada segundo
o método das Ordenadas Discretas Analiticas, apresentado anteriormente. A fim
de verificar a correta implementacao do método, considera-se inicialmente o pro-
blema teste de transporte unidimensional homogéneo com simetria azimutal e sem

dependéncia energética, dado pela equacao

1
o ) + 0, ) = Z@Pz ) [ PGOve e G

com grau de anisotropia L = 6, constante de albedo ¢ = 0.99, e quadratura de ordem
m = 10. Além disso, considera-se que as condi¢bes de contorno sejam conhecidas e
dadas por

v(0,p) =1 (5.72)

U(xg,—p) =0 (5.73)

e que o comprimento da barra seja dado por o = 1. Compara-se os resultados da

densidade de radiagdo com aqueles apresentados na literatura [6].
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Tabela 5.1: Comparacao dos resultados numéricos com os apresentados na literatura

x  literatura implementagao

0.0  1,29320 1,29320
0.1  1,20038 1,20037
0.2  1,13796 1,13796
0.3  1,08352 1,08352
0.4  1,03279 1,03279
0.5 0,983728 0,983728
0.6  0,934947 0,934947
0.7  0,885085 0,885085
0.8 0,832215 0,832215
0.9  0,772365 0,772365
1.0 0,684710 0,684710

Percebe-se, na Tabela 5.1, que os resultados encontrados via implemen-
tagao estao de acordo com aqueles disponiveis na literatura, o que permite concluir
que a mesma pode ser utilizada como solugao do problema direto considerado neste

trabalho.

Nesse sentido, passa-se a considerar um problema alternativo, que sera
utilizado como problema teste neste trabalho. Neste, o grau de anisotropia é dado
por L = 8 e o albedo por ¢ = 0.8. Mantém-se as condi¢oes de contorno idénticas ao
problema anterior e comprimento da barra zq = 2. A densidade de néutrons (p) é

tomada para os pontos
T
r=10,1 0,5 0,9 1,3 1,7] . (5.74)

Além disso, a variadvel angular é discretizada com m = 10. A saida do modelo é

apresentada na Figura 5.1.
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Figura 5.1: Gréafico da densidade radiativa p(z) sobre a barra

Este problema seréd utilizado na geracao dos primeiros resultados nu-
méricos a respeito da identificacao dos parametros de albedo e grau de anisotropia.
Mais tarde, outros problemas serao considerados a fim de verificar os resultados

obtidos.

Considere a saida da simula¢do numeérica realizada, denotada por py(x),
como a solucao exata do problema direto associado. Sejam os parametros a identi-
ficar dados por

P= [c Lr. (5.75)

com dados experimentais sintéticos gerados a partir de uma perturbagao gaussiana
sobre a saida do modelo com os parametros definidos nos problemas, com média zero
e desvio padrao dado por uma porcentagem (i) do maior valor do fluxo de radiacao
em cada caso. Deseja-se, determinar o conjunto P de parametros que minimize a

funcao objetivo dada por

S(P) = [p(z) — p(x, P)|" [p(x) — p(z, P)], (5.76)
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onde p(x, P) representa a densidade de néutrons calculada para o vetor de parame-

tros P e nos pontos & dados anteriormente.

5.3.2 Analise do comportamento da funcao objetivo em relacao ao
albedo

Antes de proceder com a identificacao dos parametros a partir de mé-
todos numeéricos, uma breve andlise da confiabilidade esperada para os resultados,
a partir da andlise dos graficos da funcao objetivo, como problema direto, para

diferentes valores de albedo, foi estabelecida.

Considerando, inicialmente, que o grau de anisotropia do problema
(L = 8) seja conhecido, procede-se com a anélise do caso em que nao ha per-
turbacdo nos dados. E natural esperar que o minimo exista e seja nulo exatamente
no valor do albedo, dado no problema teste. Na Figura 5.2, que representa o grafico
da fung¢ao objetivo para ¢ continuo, pode-se verificar que o comportamento esta de
acordo com o esperado, ou seja, que o minimo ocorre em ¢ = 0, 8 e que, nesse ponto,

o residuo é nulo.

residuo

) L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

albedo

Figura 5.2: Grafico da fungao objetivo S(x, P) para L conhecido, dados nao per-

turbados e ¢ continuo
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Pode-se notar, além disso, a suavidade da curva que caracteriza a fungao
objetivo, fator positivo no processo de identificagao de parametros quando se utiliza

processos iterativos de refinamento, como neste trabalho.

Em sequéncia, consideram-se perturbacoes da ordem de 1% e 10% com
distribuicao gaussiana aplicada sobre a saida do problema direto. Sabe-se que o
minimo obtido nao serd necessariamente nulo, mas deseja-se observar se, nesses
casos, o parametro associado ao menor residuo se mantém ou se ha a tendéncia de

algum desvio do valor correto.

Com base na Tabela 5.2, conclui-se que, no caso de de perturbacoes de
baixa magnitude, é possivel identificar o albedo obtendo residuo na ordem de 107°.
No caso de perturbagoes de maior magnitude, fica clara a tendéncia de um desvio
em relagao ao valor correto. Em ambos os casos, contudo, o erro relativo, conforme

definido em (4.33), é menor que o nivel de perturbagao agregado aos dados.

Tabela 5.2: Valores de ¢ que minimizam S(x, P) quando o grau de anisotropia é

conhecido
grau da perturbacgao c erro relativo residuo
1% 0,80167 0,21% 2,025.107°
10% 0,73685 7,8932% 2,307.1072

A Figura 5.3 apresenta o grafico que relaciona os diferentes valores de
¢ ao residuo encontrado na identificacao do albedo, que permite verificar o compor-

tamento observado na Tabela 5.2.
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Dados Reais
Perturbagéo 1%
Perturbagéo 10%

08

07 b

06 [

05 b

residuo

03 r b

02 4

01 b

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
albedo
Figura 5.3: Gréaficos da fun¢ao objetivo S(z, P) para grau de anisotropia conhecido
e ruidos da ordem de 0% (azul), 1% (verde) e 10% (vermelho) na saida

do modelo

5.3.3 Resultados numéricos para a identificagao do albedo

A identificacdo do parametro é efetuada, neste trabalho, a partir do
método de Levenberg-Marquardt, fixando-se como critérios de parada, o maximo de
15 iteragdes ou a obtencdo de residuo de magnitude inferior a 10715, A estimativa
inicial é dada por valores aleatorios dentro do intervalo ¢ € (0,1). Ao efetuar os
testes iniciais, sem perturbacao nos dados, foi possivel obter o valor exato para o
parametro de albedo, ¢ = 0,8, a partir de estimativas iniciais em, na média, cinco

iteracoes.

Ao introduzir perturbacoes da ordem de 1% na saida do modelo e,
assim como realizado no caso do biorreator, estimar o parametro de albedo um total
de cem vezes, foi possivel encontrar uma distribuicdao aproximadamente normal dos
resultados, com média muito proxima do valor real e baixa variancia. Um histograma

desses resultados pode ser observado na Figura 5.4.
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12
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frequéncia absoluta
()]
I

0.785 0.79 VOA795 7 0.8 7 0.865 0.81
estimativa para ¢
Figura 5.4: Histograma dos valores obtidos para o parametro de albedo a partir de

dados perturbados em 1%

Levando em consideracao que o ruido agregado é da ordem de 1% e que
o valor encontrado apresenta erro relativo, em média, inferior a 0, 1% ao parametro
real, é possivel concluir que esse tipo de abordagem se mostra eficiente para a iden-
tificacao do parametro de albedo quando se puder garantir que os erros nos dados

sejam suficientemente pequenos, conforme se observa na Tabela 5.3.

Tabela 5.3: Resultados médios para a identificacao da constante de albedo com da-

dos perturbados em 1%

média variancia erro relativo

c 0,79983 1,35047.107° 0,021446%

Além disso, ao tomar intervalos de confianca de 95% em relacdo a mé-
dia dos resultados é possivel, ainda, verificar que as estimativas encontradas se
distribuem de acordo com o esperado na teoria. Pode-se observar, na Figura 5.5, o
conjunto de estimativas (em vermelho), bem como o valor real do parametro (em

verde) e a média e limites do intervalo de confianca (em azul).
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Figura 5.5: Intervalos de confianga para as estimativas na determinacao do parame-

tro de albedo a partir de dados perturbados em 1%

Repetindo o experimento para perturbac¢ées maiores, da ordem de 10%,
é possivel verificar, no histograma apresentado na Figura 5.6, que a variancia dos
resultados é ampliada. Além disso, diversas estimativas se distanciam do valor real

do parametro para o problema considerado.

frequéncia absoluta

0.65 0.7 075 0.8 0.85 0.9
S estimativa para ¢

Figura 5.6: Histograma dos valores obtidos para o parametro de albedo a partir de

dados perturbados em 10%
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Em média, contudo, o método consegue estimar o parametro de albedo

de forma adequada, com erro relativo médio inferior a 1%, como se verifica na Tabela

5.4.

Tabela 5.4: Resultados médios para a identificacao da constante de albedo com da-

dos perturbados em 10%

média variancia erro relativo

c 0,79417  0,00128 0,7281%

Além disso, é possivel verificar, comparando-se com o resultado anterior,
que a variancia esta relacionada ao quadrado do nivel de perturbacao agregada as
saidas, conforme esperado. Ao construir o intervalo de confianga de 95% em relacéo
ao valor esperado, verifica-se, na Figura 5.7, novamente, que as estimativas estao de

acordo com a teoria.

0.9

estimativa obtida

0.65 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

numero do experimento

Figura 5.7: Intervalos de confianga para as estimativas na determinacao do parame-

tro de albedo a partir de dados perturbados em 10%
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5.3.3.1 Andlise da média e varidncia quando da alteracao do nimero de
estimacoes consideradas

A fim de complementar o estudo conduzido nessa secao, foram construi-
dos intervalos de confianca para os resultados obtidos parcialmente, ou seja, para
parte dos experimentos realizados. A ideia ¢é verificar se o nimero de estimativas

realizadas exerce grande influéncia sobre a qualidade da estimativa média obtida.

Ao proceder com a anéalise dos resultados parciais na insercao de per-
turbacoes da ordem de 1% nos dados de saida do modelo, pode-se verificar que,
mesmo com um numero inferior de estimativas, a teoria dos intervalos de confianca
é satisfeita. Além disso, é possivel perceber pela Figura 5.8 e Tabela 5.5, que a
média dos resultados tende a se aproximar do valor real quanto mais estimativas
sao executadas, bem como a variancia tem uma tendéncia de reducao conforme se

aumenta o niimero de testes, conforme esperado.
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Figura 5.8: Intervalos de Confianga para perturbagoes da ordem de 1% e 10, 20, 50

e 100 estimativas

Tabela 5.5: Resultados médios com diferentes ntiimeros de estimativas na determi-

nacao do albedo com perturbacoes da ordem de 1%

estimativas média varidncia erro relativo

10 0,80241 2,77-107° 0,30%
20 0,80107 2,33-1075 0,134%
50 0,79999 1,58 1075 0,001%
100 0,79983 1,35-107° 0,02%

De modo analogo, no caso em que a perturbacao agregada ¢ da ordem
de 10%, a teoria dos intervalos de confianca ¢é satisfeita, mas a variancia se mostra
menos sensivel ao aumento nimero de estimativas tomadas, conforme se observa na

Figura 5.9 e Tabela 5.6.
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Figura 5.9: Intervalos de Confianca para perturbagoes da ordem de 10% e 10, 20,

50 e 100 estimativas

Tabela 5.6: Resultados médios com diferentes ntiimeros de estimativas na determi-

nacao do albedo com perturbacoes da ordem de 10%

estimativas média varidncia erro relativo

10 0,79502 1,51-1073 0,620%
20 0,79077 1,4-1073 1,154%
50 0,79163 1,46 1073 1,046%
100 0,79417 1,28-1073 0,729%

E possivel concluir, portanto, que o ntmero de experimentos nao é
determinante na identificacdo do parametro de albedo. Ou seja, boas estimativas

podem ser obtidas mesmo sem a realizacao elevado niimero de experimentos.
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5.3.4 Resultados numéricos para a identificacao do albedo e grau de
anisotropia

Nesta segao, investiga-se a possibilidade estimar, em conjunto, o para-
metro de albedo e o grau de anisotropia, a partir dos dados sintéticos gerados para
o problema teste, usando-se o método de Levenberg-Marquardt. O grau de ani-
sotropia, relacionado a discretizacao da funcao de probabilidade de distribuicao de
particulas, d4 uma ideia do termo a partir do qual a série de polinomios de Legendre,

dada por
L
f — )= % > BB P(p), (5.77)
=0

foi truncada, e explica como é dado o espalhamento da radiacao no meio material.

Cabe ressaltar que o método de Levenberg-Marquardt foi concebido
para a estimacao de parametros continuos, e nao discretos. Além disso, as cons-
tantes (3, na equagao anterior, dependem (5.24) diretamente do valor inteiro desse
parametro. Desse modo, a cada passo iterativo do método, toma-se os valores de
L. arredondados para o ntimero inteiro mais proximo, de acordo com a convencao,

como nova estimativa.

Apos a introducao de perturbacoes da ordem de 1% na saida do modelo,
e da realizacao de cem estimagoes, usando o método de Levenberg-Marquardt com
0s mesmos critérios de parada definidos anterioremente e chute inicial aleatorio no
intervalo ¢ € (0,1), é possivel observar, na Figura 5.10, a seguinte distribui¢ao de

resultados.
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Figura 5.10: Histograma de estimativas para o grau de anisotropia na identificacao

conjunta com dados perturbados em 1%

Destaca-se que, embora a reconstrucao nem sempre tenha conduzido ao
valor real do grau de anisotropia (L=8), a maior parte dos resultados se concentra-
ram em uma vizinhanca aceitavel, ja que nao se faz necessario estimar exatamente
L, mas sim determinar um valor para o qual o modelo discreto represente bem o
modelo continuo e os dados experimentais. O parametro de albedo, por sua vez,
apresenta distribuicao semelhante & encontrada quando estimado isoladamente. Os

resultados se distribuiram conforme histograma apresentado na Figura 5.11.
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Figura 5.11: Histograma de estimativas para a constante de albedo na identificacao

conjunta com dados perturbados em 1%

Ao proceder com uma andlise mais aprofundada, é possivel perceber,
na Tabela 5.7, que, em média, as estimativas de ambos os parametros sao precisas,
apresentando erros relativos baixos em relacao aos valores reais dos parametros do

problema.

Tabela 5.7: Resultados médios para a identificacao da constante de albedo e grau

de anisotropia com dados perturbados em 1%

média variancia erro relativo

c 0,79996 1,41246-10° 0,04125%

L 833~8  1,961~2 4,12%

Na Figura 5.12, apresentada abaixo, é possivel observar a comparagao
entre as saidas do problema direto computado com o conjunto correto de parametros
do problema e com uma das estimativas encontradas com o método de Levenberg-
Marquardt com dados experimentais perturbados em 1%, onde se verifica uma boa

concordancia entre as simulagoes.
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Figura 5.12: Comparacgao entre a saida do problema direto com os parametros cor-
retos e com um dos conjuntos de parametros estimados no caso de uma

perturbacao de 1%

Ao proceder com a andlise das estimativas no caso de uma saida pertur-
bada em 5%, contudo, é possivel perceber uma tendéncia de que o grau de anisotropia
passe a nao ser estimado de forma correta, como pode se observar no histograma

presente na Figura 5.13.
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Figura 5.13: Histograma de estimativas para o grau de anisotropia na identificacao

conjunta com dados perturbados em 5%

A constante de albedo, contudo, apresenta uma boa distribuicao de
estimativas e, embora se verifique uma dispersao maior de resultados, verifica-se
que, em média, tende a ser estimada de forma suficientemente precisa, com erro
relativo reduzido em relacao aos ruidos agregados, conforme se verifica na Figura

0.14.
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Figura 5.14: Histograma de estimativas para a constante de albedo na identificacao

conjunta com dados perturbados em 5%

Estes resultados podem ser confirmados na Tabela 5.8, apresentada

abaixo.

Tabela 5.8: Resultados médios para a identificacao da constante de albedo e grau

de anisotropia com dados perturbados em 5%

média variancia erro relativo

c 0,79879  3,317199-10"%  0,15057%

L 13,614 227,37 = 227 70%

De modo anélogo ao anterior, é possivel observar, na Figura 5.15, a
comparacao entre as saidas do problema direto computado com o conjunto correto
de parametros do problema e com uma das estimativas encontradas com o método
de Levenberg-Marquardt com dados experimentais perturbados em 5%. Nesse caso,
embora o resultado continue satisfatorio, com uma boa concordancia entre as si-
mulacoes, é possivel notar uma maior discrepancia que no caso anterior, devido a

estimagao incorreta do grau de anisotropia.
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Figura 5.15: Comparacgao entre a saida do problema direto com os parametros cor-
retos e com um dos conjuntos de parametros estimados no caso de uma

perturbacao de 5%

5.3.5 Resultados numéricos adicionais

Nesta subsecao, resultados para casos teste adicionais sao apresenta-
dos. Em um primeiro momento, considera-se o mesmo problema, investigando, no
entanto, os efeitos da disponibilidade de diferentes quantidades de dados experimen-
tais para a estimacao do albedo e grau de anisotropia. Posteriormente, verifica-se
se os resultados obtidos na identificacao do albedo em casos limite na solucao do

problema direto, conforme implementada nesse trabalho.

Considere-se o problema, inicial, com os fluxos conhecidos apenas sobre

os pontos dados por
T

r=0,4 0,8 1,4 - (5.78)
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E possivel obter, apds a repeticao de cinquenta experimentos e identifi-
cacao dos parametros de albedo e grau de anisotropia, com o método de Levenberg-
Marquardt, com os mesmos critérios definidos na se¢ao anterior, os resultados médios

apresentados na Tabela 5.9.

Tabela 5.9: Resultados médios para a identificacao da constante de albedo e grau
de anisotropia no primeiro problema, considerando apenas trés pontos

e perturbacao da ordem de 1%

perturbagcao média variancia erro relativo

c 0,8005  1,9-107° 0,06%

L 8,5951 4,7882 7,44%

Pode-se perceber que, no caso de perturbacoes da ordem de 1%, foi
possivel identificar com suficiente precisao a constante de albedo. O grau de ani-
sotropia, em média, também pode ser encontrado, mas com maior variancia nos

resultados obtidos.

Tabela 5.10: Resultados médios para a identificagao da constante de albedo e grau
de anisotropia no primeiro problema, considerando apenas trés pontos

e perturbacdo da ordem de 5%

perturbacao média variancia erro relativo

c 0,7807  2,1.1072 2,41%

L 132,36 9,96-10% > 1000%

Quando perturbagoes maiores, da ordem de 5%, sao adicionadas a saida,
verifica-se, na Tabela 5.10, a impossibilidade de identificar, corretamente, ambos os

parametros. Em testes anteriores, nos quais mais informacgao estava disponivel, o
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grau de anisotropia tampouco havia sido estimado corretamente, mas a constante

de albedo havia sido identificada.

Pode-se concluir, portanto, que quando niveis maiores de ruido estao
presentes nos dados experimentais e ha menos informacao disponivel, a estimacao

dos parametros considerados nesta tarefa é comprometida.

Em seguida, deseja-se investigar se uma maior quantidade de informa-
cao a respeito da saida do sistema tende a melhorar as estimativas encontradas.
Considerando o problema inicial, com os fluxos conhecidos sobre os pontos dados
por

T
w:[0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9] : (5.79)

e procedendo com cinquenta estimacoes pelo método de Levenberg-Marquardt, é

possivel encontrar os resultados médios apresentados na Tabela 5.11.

Tabela 5.11: Resultados médios para a identificagao da constante de albedo e grau
de anisotropia no primeiro problema, considerando nove pontos e per-

turbacao da ordem de 1%

perturbagcao média variancia erro relativo

c 0,7995 5,82:1076 0,06%

L 8,2379  6,94.101 2,97%

Percebe-s que, nesse caso, ambos os parametros podem ser identificados,
em média, de forma correta, ou seja, com baixo erro relativo. Vale notar, também,

que a variancia entre as diferentes estimacoes é baixa.

Comparando-se com os resultados anteriormente obtidos, contudo, nao
é possivel afirmar que o maior nimero de informagoes disponiveis a priori resulte

em melhor estimacao dos parametros considerados.
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Tabela 5.12: Resultados médios para a identificagao da constante de albedo e grau
de anisotropia no primeiro problema, considerando nove pontos e per-

turbacao da ordem de 5%

perturbacao média variancia erro relativo

c 0,7936  1,1.1073 0,8%

L 16,0059 819,15 100%

No caso em que perturbagdes da magnitude de 5% sao adicionadas aos
dados experimentais, é possivel verificar, na Tabela 5.12, que, mesmo com mais
informacoes disponiveis, o grau de anisotropia continua nao sendo identificado de
forma correta, apresentando erro relativo de 100% em relacao ao valor no problema
original (L = 8) e grande variancia nos resultados obtidos. Conclui-se, novamente,
que o método utilizado nao é eficaz na determinacgao do grau de anisotropia quando

perturbacoes dessa magnitude estao presentes nos dados experimentais.

Por fim, levando em consideracao que neste trabalho estamos consi-
derando apenas os casos em que ¢ < 1, verifica-se, a seguir, a possibilidade de

identificar o albedo em caso limite, ou seja, quando ¢ = 1.

Para tal, considera-se, como segundo problema, aquele em que o albedo
¢ dado por ¢ = 0,99. Todos os demais parametros sao mantidos em relacao ao
problema anterior e as medidas experimentais continuam sendo tomadas sobre os

pontos
T
CU:[O,l 0,3 0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9] . (5.80)

Apos a adi¢ao de perturbagoes da ordem de 1% e 10% nos dados e posterior execugao
do algoritmo num total de cinquenta vezes, pode-se perceber que o parametro de
albedo pode ser estimado no caso em que a perturbacao nos dados era da ordem

de 1%. No segundo caso, embora o parametro estimado nao seja exato, o erro em
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relacdo ao valor real ¢ da ordem de 0,25%, ou seja, inferior a perturbagao agregada
nos dados experimentais. Estes resultados podem ser observados na Tabela 5.13,

apresentada abaixo.

Tabela 5.13: Resultados médios para a identificacao da constante de albedo no se-

gundo problema considerado

perturbacao média variancia erro relativo

1% 0,9906  2,24-10°¢ 0,06%

10% 0,925 1271074 0,25%

Considera-se, ainda, um terceiro problema teste, onde o albedo tem
valor dado por ¢ = 0,05. Verifica-se, a possibilidade de identificagao do albedo no
caso em que ¢ ~ 0. Apos a adicdo de perturbacoes da ordem de 1% e 10% nos dados
e da repeticao de cinquenta estimacoes, os resultados presentes na Tabela 5.14 foram

obtidos, na identificagao.

Tabela 5.14: Resultados médios para a identificacao da constante de albedo no ter-

ceiro problema considerado

perturbagcao média variancia erro relativo

1% 0,0474  9,66-10~° 5,19%

10% 0,0470  1,45-1072 5,93%

No caso do terceiro problema considerado, é possivel perceber que o
albedo nao pode ser estimado com boa precisao mesmo no caso em que perturbacoes
da ordem de 1% foram adicionadas sobre os dados experimentais. Em casos limites
nos quais ¢ =~ 0, portanto, pode-se concluir que o método de Levenberg-Marquardt

nao produz resultados tao eficientes na identificagao do albedo.
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Nesta tltima secao, os resultados encontrados para o problema teste
considerado anteriormente foram confirmados nos casos em que menos e mais da-
dos experimentais estavam disponiveis. Além disso, verificou-se a possibilidade de

estimar o albedo em problemas limite.

Em suma, foi possivel concluir que o albedo é um parametro identi-
ficavel por Levenberg-Marquardt mesmo quando ruidos de maior magnitude estao
presentes nos dados, exceto quando ¢ ~ 0. O grau de anisotropia, por sua vez, se
mostra mais sensivel as perturbacoes nos dados, deixando de ser identificdvel quando

ruidos de maior magnitude estao presentes.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, problemas inversos foram estudados através da identi-
ficacdo de parametros em biorreatores e problemas unidimensionais de transporte
de particulas. No caso dos biorreatores anaerobicos, os problemas diretos foram
tratados com a utilizagao de esquemas numéricos. No caso de transporte de parti-
culas, uma solucao em forma fechada foi determinada, usando o método ADO. Os
problemas inversos de identificacao se basearam no critério dos minimos quadra-
dos, a partir da implementacao de métodos iterativos deterministicos, dos quais se
destaca o método de Levenberg-Marquardt. Foi possivel concluir que os parame-
tros do biorreator sao identificiveis apenas quando ruidos de baixa magnitude estao
presentes nos dados. Observou-se, contudo, que mesmo os parametros incorretos,
encontrados nos casos em que maiores perturbacoes estao presentes nos dados, po-
dem ser utilizados para a simulagao numérica da saida de gis metano do biorreator.
No caso analisado em transferéncia radiativa, o parametro de albedo pode ser iden-
tificado, usando Levenberg-Marquardt, mesmo quando ruidos de maior magnitude
foram introduzidos nos dados e foi possivel perceber que a qualidade da estimativa
encontrada nao depende diretamente do nimero de experimentos realizados. O grau
de anisotropia, por sua vez, se mostrou mais sucetivel a erros experimentais e, em-
bora identificavel quando os ruidos sao de baixa magnitude, nao pode ser estimado
de forma correta quando perturbagoes maiores foram adicionadas nos dados de saida

do modelo considerado.

Este estudo apresentou, contudo, apenas resultados preliminares, que
devem ser investigados com mais atencao na continuidade dessa pesquisa. Nesse

sentido, destacam-se alguns topicos que fazem parte das perspectivas de estudo:

1. A identificacao dos parametros do biorreator é obtida, na literatura,

sempre a partir dos dados de saida de gias metano do sistema. Outros
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dados experimentais, contudo, como a saida de gis carbonico, estao
disponiveis. Levando em consideragao que mais informacao possibilita
a conduzir a melhores estimativas, pretende-se revisitar a identificacao
dos parametros com métodos que permitam a estimacao dos mesmos

simultaneamente para ambos os conjuntos de dados.

No caso do transporte de particulas, mais resultados devem ser analisa-
dos a fim de confirmar as conclusoes obtidas neste trabalho. Além disso,
deseja-se verificar a aplicabilidade dos métodos citados na identificacao

das condigoes de contorno e fontes externas de radiacao.
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