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Resumo

Fundando-se em argumentos de equilibrio e estabilidade termodinamica, a solubi-
lidade de soluto em um solvente é definida pelo limiar de existéncia da mistura como
sistema homogéneo. De fato, entende-se tal grandeza sobre a coexisténcia de fases.
A nocao de solubilidade apresentada é desenvolvida através de modelos simples, que
incluem resultados na rede bem como a extensao do modelo de van der Waals ao
caso de duas componentes. Desta extrai-se uma condicao genérica & observacao de
minimos na solubilidade incidente sobre a topologia de seu diagrama de fases e de
evidente correspondéncia fisica.

Palavras-chave: termodinamica. mecanica estatistica. solubilidade. equilibrio

de fases. topologia. diagrama de fases.



Abstract

Concerning the equilibrium and stability in thermodynamics, the solubility of
solute in a solvent is defined as the threshold of the mixture existing as a homogeneous
system. Indeed, such quantity meets its meaning when understood on the coexistence
surface. The idea of solubility presented is developed following the discussion of simple
models, including results on the lattice as well as the van der Waals model extended
to include two components. From these results we extract a general condition which
connects the occurence of a minimum in solubility to the topological structure of the
phase diagram.

Keywords: thermodynamics. statistical mechanics. solubility. phase equili-

brium. topology. phase diagram.
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Capitulo 1

Introducao

A solubilidade de um soluto em seu estado solido, liquido ou gasoso constitui uma
informacao importante tanto do ponto de vista de aplicagoes biologicas ou industriais
como sob o olhar da ciéncia fundamental. Em geral, concebemos solubilidade [1, 2]
como a quantidade méaxima de soluto dissolvido em solvente até a ocorréncia de al-
guma forma de desagregacao ou precipitacao. Intuitivamente, em grandes escalas, tal
medida depende da pressao e da temperatura do sistema como intuimos de nossa ex-
periéncia diaria; no ambito microscopico, contudo, vincula-se aos detalhes da em geral
complexa interagao entre soluto e solvente [3-6]. A fim de melhor compreendé-la, o
texto, em sua esséncia, busca conciliar tais visoes com o auxilio da termodinamica e
mecanica estatistica de equilibrio.

Sob a perspectiva macroscopica da termodinamica de equilibrio, podemos en-
tender esse conceito partindo-se do seguinte exercicio imaginario. Comecamos com
um sistema puro em equilibrio termodinamico, o qual serd tratado como solvente,
a temperatura e pressao bem definidos; procedemos adicionando particulas de outra
espécie (assumindo papel de soluto) até que o sistema entre novamente em equilibrio,
produzindo uma mistura homogénea nessas condi¢goes. Continuamos o procedimento
até que a adigao de soluto seja capaz de gerar dominios caracterizados pela agregagao
local soluto em concentracoes distintas a escalas globais; a mistura, até entao homo-
génea, torna-se instavel nessas circunstancias, sendo favoravel energeticamente a sua

separacao em diferentes modificacoes. Nesse momento, o sistema particiona-se entao
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T*

S(T* P =5

8

Separacao de Fases

Estado Nao Estavel Coexisténcia de Fases

Figura 1-1: No detalhe, representamos uma porgao do diagrama de fases de um mistura binaria
para a composicdo x versus temperatura 1" & pressao fixa P*. De fato, este codifica justamente
os dominios de estabilidade do sistema caros & nossa analise. A regido sombreada compreende os
estados de equilibrio nao estavel, e a linha continua que a delimita corresponde a uma seccao da
superficie de coexisténcia. Em uma temperatura fixa 7™, comecamos com um sistema puro. Em
A ilustramos o inicio do processo de adi¢do de soluto ao sistema puro. Repetimos o processo em
B. Em C, a adi¢ao de soluto torna o sistema instavel, o qual particiona-se em fases de composi¢oes
2’ e 2”. Mensuramos a solubilidade definida nesse limiar, sobre a coexisténcia de fases, conforme
E(T*7 P*) _ a

— 7"
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em fases, em geral de diferentes composicoes: uma com baixa concentracao de soluto
e outra na qual o soluto ¢ a espécie predominante. E justamente essa ideia que pre-
tendemos incorporar a solubilidade, enquanto limiar de existéncia da mistura como
uma unica fase; para isso é necesséario, como vimos, defini-la sobre a coexisténcia das
fases em equilibrio. Justamente porque esta determina a fronteira entre a estabilidade
do sistema, onde a mistura existe como um sistema homogéneo, e os demais estados
instaveis termodinamicamente. Ilustramos esse experimento mental na Figura 1-1.
O raciocinio que desenvolvemos até entao contempla a solubilidade de maneira
qualitativa. Mas quantitativamente falando, como proceder? Poderiamos cogitar
atribuir & medida da solubilidade a composicao da fase pobre em soluto, pois deno-
taria a fracdo maxima de soluto até que a transicao de fase ocorra. De fato é uma
forma vélida de mensura-la que, contudo, ignora a presenca da outra fase coexistente.
Podemos desenvolver uma ideia mais sensivel e completa do conceito contemplando
a importancia de cada fase, simplesmente considerando a composicao na fase pobre
em soluto relativamente & composicao da fase rica em soluto. Assim, um aumento da
concentracao de soluto na fase em que este é predominante implica reducao de solubi-
lidade uma vez que diminuimos a capacidade do soluto se dissolver. Traduzindo tais
nogoes em termos precisos [7], definimos a medida da solubilidade como uma fun¢ao
Y = X(T, P) da temperatura T" e pressdo P avaliada sobre estados coexistentes em

equilibrio termodinamico conforme

/

S(T, P) = ;C— . (1.1)
Trata-se do conhecido coeficiente de Ostwald [8] para composi¢oes, usado na quantifi-
cagao da solubilidade de farmacos no sangue, em especial de anestésicos gasosos como
o 6xido nitroso [9]. Uma compilacao de dados experimentais encontra-se disponivel na
pagina da TUPAC [10], a qual, em mais de cem volumes, inclui diferentes medidas da
solubilidade em tabelas, reunindo descri¢oes de método e aparatos e organizando-as
de acordo com a natureza de soluto e solvente.

Além de sua aplicabilidade experimental, tal conceito se estende a concentracoes
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arbitrarias, para as quais a interacao de soluto e solvente pode tornar-se significa-
tivamente forte, uma situacao nao tao simples em que inclusive novas fases podem
surgir. Ainda, constitui uma grandeza adimensional, conectando-se continuamente a
unidade nos estado criticos a partir dos quais a solubilidade é localmente completa.
Mostraremos que nesse limite de diluicao infinita a definicao reduz-se justamente a
avaliagao preconizada pelo método de inser¢ao de Widom [11], de grande apelo com-
putacional e caro as simulagoes [12-14].

Nesse interim, queremos responder quais informacoes fisicas extraem-se dessa sim-
ples defini¢ao, assim como mapear sua dependéncia com a temperatura e pressao, cuja
importancia pratica revela-se premente. Inserido nesse contexto, buscaremos melhor
compreender a ocorréncia de minimos na solubilidade em relacao a temperatura, re-
portados experimentalmente para diferentes sistemas como gases nobres dissolvidos
em solugdes aquosas [15] e oxigénio em agua [16]. De fato, verificaremos uma condi-
cao geral incidente sobre a geometria do diagrama de fases, bem como esbocaremos
uma interpretacao intuitiva para o fato. Esta tem em vista contemplar a resisténcia
do sistema em existir uma fase s6 como uma mistura homogénea. Com o intuito
de conceber intui¢oes primordiais estudaremos alguns modelos para misturas biné-
rias [17], cuja simplicidade permite o calculo exato do diagrama de fase sem restrigoes
a sua acessibilidade. Antes, como definimos a medida X sobre a variedade de coe-
xisténcia, a fronteira de estabilidade de uma fase, é prudente comegarmos estudando
a estabilidade de um sistema no contexto da mecanica estatistica e termodinamica
de equilibrio aplicando-a ao universo das misturas. Uma analise completa requer,
contudo, que pensemos tais teorias de uma forma distinta da usual: esse é o nosso

primeiro passo.
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Capitulo 2

Teoria de Estabilidade e Flutuacoes

Revisitamos, neste capitulo, as condicoes de estabilidade satisfeitas por um sis-
tema termodinamico cldssico cuja descricao baseia-se na informacao contida em uma
equagao fundamental [18]. De maneira geral, estes critérios incidem sobre a estrutura
geométrica da variedade [19,20] determinada por tal relagdo [21]. A instabilidade,
nesse contexto, manifesta-se mediante o particionamento do sistema em diferentes
fases (modificagoes da mesma substancia), cada uma das quais individualmente es-
taveis e descritas por equagoes fundamentais proprias. O problema referido pode
ser tratado em analogia a estabilidade de sistemas mecénicos (desde modos vibraci-
onais [22,23| até a anéalise estrutural de sistemas [24] em que o moédulo de rigidez
determina os deslocamentos sofridos em resposta ao estresse aplicado), promovendo-
se deslocamentos virtuais relativos a estados de equilibrio e analisando-se a resposta
do sistema a tais perturbacgoes. Esse raciocinio simples associado & estrutura logica
da termodinamica classica e da mecanica estatistica [25] serdo explorados ao longo
das secoes subsequentes.

Como definimos solubilidade macroscopicamente através de seus dominios de es-
tabilidade, o primeiro passo é nos perguntarmos como testamos a estabilidade de um
sistema termodinamico. Basicamente, afastamos o sistema do estado de equilibrio e
analisamos sua resposta. No contexto da termodindmica, a propria teoria é fundada e
construida em caracterizar estados de equilibrio através de um principio extremante.

Este provém da segunda Lei da Termodinamica, cuja a origem remonta as maquinas
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e engenhos térmicos e assinala a impossibilidade de ocorréncia de certos processos,
sO6 que reformulada transferindo-se a parametrizacao as variaveis internas do sistema
estudado. Isso é possivel aplicando-se o Teorema de Carnot [26] (consequéncia da Se-
gunda Lei) a ciclos infinitesimais de forma a chegarmos ao Teorema de Clausius [27]
que assinala a existéncia de uma fungao de estado (dependente de parametros internos
do sistema) que, para o universo, nunca decresce a partir do equilibrio, a chamada
entropia. O ponto crucial, portanto, consiste em analisar esse principio variacional
em detalhes (seja como méaximo na entropia o ou minimo da energia, com vinculos

adequadamente identificados) .

2.1 O Procedimento Variacional

Como ponto de partida, considere um sistema termodinamico o composto e iso-
lado!, formado por uma colecdo de subsistemas simples {o(®}, cujos estados de equili-
brio? sdo parametrizados por um sistema de coordenadas de m-1 variaveis extensivas®
X = (Xfa), o ,X,(,f‘ll> e cujas fronteiras sao permeaveis ou nao ao fluxo de tais
quantidades. O conjunto total de parametros {X(“)} especifica, por sua vez, o estado

do sistema composto; cada quantidade X; é aditiva sobre seus subsistemas, além de

conservada em decorréncia do isolamento de o . Disso, segue que
X =) X, (2.1)

onde a soma é efetuada sobre os subsistemas. As paredes ou envoltorias referidas
anteriormente constituem os chamados vinculos internos do sistema composto, re-
presentados por relacdes da forma w;({X¥}) = 0 que, em particular, satisfazem as
equagoes (2.1) . Simbolizamos, por simplicidade, esse conjunto de equagoes de w.

Entre outras defini¢bes e axiomas [28, 29|, a Termodinamica Classica é essen-

'ndo interage com sua vizinhanca, envolto por paredes restritivas ao fluxo de qualquer quantidade.

20 conceito de equilibrio alude & vaga ideia de um estégio quiescente e assint6tico, no qual as
variaveis de estado assumem valores constantes.

3No caso de um fluido simples, os pardmetros sdo energia U, volume V e ntimero de particulas
N, com X = (U, V,N).
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cialmente desenvolvida a partir de um principio variacional, algo comum a outros
contextos da Fisica [30,31]. Esta ideia é construida supondo-se que cada subsistema

seja descrito por uma fungio entropia [32]
pl@ — yl@ (X(a)) 7 (2.2)

definida para todos os estados de equilibrio, dotada de certa regularidade (em ge-
ral, continua e com derivadas de ordem superior continuas por partes) bem como
homogénea de primeira ordem (escala com o tamanho do sistema). A entropia total
\AI}, relativa ao sistema composto, é introduzida como uma funcao aditiva sobre seus
componentes em decorréncia de as interagoes estabelecidas serem supostamente de
alcance limitado. A ocorréncia de processos termodinamicos, definidos pelo fluxo de
quantidades extensivas entre os subsistemas, ¢ mediada pela modificacao de certos
vinculos internos, simbolizada pela transformacao w —— . Nesse momento, o prin-
cipio extremante entra em cena: o novo estado de equilibrio atingido, representado
por {X(()a)}, ¢ tal que maximiza a entropia total restrita a variedade de novos vinculos
internos. Em outros termos, dentre todos os estados virtuais obedecendo as restri-
¢oes 0;({X¥}) =0, o estado de equilibrio {Xéa)} é aquele que corresponde a maior

entropia total [33]:

T ({Xﬁﬁ}) — max {Z p (@) (X<a>)} . (2.3)

Dessa forma, a descricao de um sistema nesse interim baseia-se nao s6 na definicao
de seus subsistemas, através das respectivas equacoes fundamentais, mas também na
identificacao de seus vinculos internos, cuja manipulacao é responsavel por diferentes
processos termodinamicos.

Na representacao de entropia exposta, destaca-se, dentre as demais variaveis, a
energia interna ® (intrinseca a caracterizacdo de qualquer sistema fisico), a qual

acompanha o fluxo das outras quantidades extensivas. A positividade da tempera-
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tura, campo conjugado A energia interna?, indica a possibilidade de se inverter a
relagdo (2.3), dando origem a uma equagao fundamental na representagao de energia.
Realmente, o principio de maximizacao da entropia pode ser reformulado em termos
da variavel destacada energia interna. Mediante acoplamento com fonte de trabalho

reversivel, o postulado é equivalente & minimizacao da energia

ci({xgﬂ}) —min{ 3 @(X®) 1 (2.4)

respeitando-se os vinculos analogos.

Acontece que tanto energia interna ® como entropia U ndo sio observéveis dire-
tos da teoria enquanto equacoes fundmaentais, mas em decorréncia de o estado de
equilibrio ser um extremo local sobre tais relacoes é de se esperar que suas variagoes
primeiras locais o sejam. O passo menos ambicioso &, pois, tentar olhar o equilibrio
sob essa perspectiva local (os raciocinios desenvolvidos ao longo do capitulo farao uso
da anéalise das variagoes de ordens superiores [34]). Justamente, a simples condi¢ao

de extremo local
5 =0 (2.5)

prové a igualdade das derivadas primeiras do potencial termodinamico relativamente

a cada subsistema

Pj(a) — Pj(ﬁ) ’ (26)
V a,fej=1,...,m, onde definimos os campos conjugados & variavel X;, parame-
tros intensivos, por
o 00
pj( ) — e (2.7)
X;

4Localmente a temperatura é dada pela primeira variacio, o fator integrante % = g—g .
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As relagoes da forma (2.7) determinam as chamadas equagoes de estado em um ambito

local. Na representagao entropica adotamos a designagao

(@ Oy (™)

@) 22 2.8
Tox™ 28)

De fato, essas primeiras variacoes constituem os campos, parametros intensivos como
pressao e temperatura. Para tornar a descricao tangivel a realidade, a ideia é sim-
plesmente transferir a informacao embutida na equacao fundamental as relacoes de
tais parametros intensivos com as quantidades extensivas, as quais configuram, por
sua vez, as chamadas equagcoes de estado (dotados de apelo fisico imediato e respaldo
experimental).

Note que as formulacoes expostas nao incluem a possibilidade do fluxo de quan-
tidades extensivas através de interagoes com a vizinhanca. Ainda, como menciona-
mos, a propria equacao fundamental carece de apelo fisico destoando da realidade
experimental. Tal conexao é estabelecida justamente pelas mencionadas equacoes de
estado. Ressalta-se, de imediato, o seguinte questionamento: qual seria o significado
fisico atrelado & obtencao de tais relagoes?

Se quisermos, digamos, estimar a relacao de dependéncia entre a temperatura
de um sistema com sua energia interna é necessario que se avalie a variacao de um
parametro relativamente ao outro. Para isso é imprescindivel que se rompa tal iso-
lamento justamente pela remocao dos vinculos adiabaticos existentes. Permitem-se,
pois, flutuagoes de energia via sua interacdo com outro sistema (de carater auxiliar,
pertencente a vizinhanga) mediada por uma parede diatérmica. Note que os dois sis-
temas quando postos em contato térmico trocarao energia até que suas temperaturas
sejam iguais, quando atingem o equilibrio termodinamico referido. Visamos, contudo,
nao introduzir dificuldades adicionais ao problema concentrando nossas atengoes ao
sistema original em si. Um procedimento razoavel consiste em escolher o sistema au-
xiliar como um reservatorio de energia de temperatura fixa (completamente descrito
pelo parametro intensivo, insensivel ao fluxo de energia). Dessa forma o equilibrio

¢ alcancado quando o sistema atinge a temperatura caracteristica do reservatorio.
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Se repetirmos o procedimento para uma colecao de reservatorios, representados por
diferentes valores de temperatura, obtemos sua relacao com a energia interna da qual
extrai-se o contetido calorifico do sistema, ou seu calor especifico. De fato, a obtencao
da equacao de estado pode ser construida fisicamente dessa maneira, dando maior
vigor & simples atribuicao pela derivada de seu potencial.

Fisicamente, como geramos tais equagoes de estado sob uma perspectiva ampla da
teoria? Colocamos o sistema de interesse em contato com outro auxiliar e permitimos
o fluxo, flutuacoes de uma dada quantidade extensiva. Para fazé-lo sem dificuldades
adicionais (queremos focar atengdes no sistema original), tomamos o sistema auxiliar
como um reservatorio de tal quantidade, caracterizada univocamente pelo parametro
intensivo conjugado. Aplicamos o principio extremante ao sistema composto para um
colecao de reservatorios de forma que as solugoes configuram tais equacoes de estado
desejadas. Essa observacao fornece motivacao para aplicar o principio extremante
ao sistema composto (associado ao reservatorio, com o qual interage) e reformula-lo
segundo as funcoes de estado do sistema, mesmo que este nao esteja isolado. Tal
adaptacao do procedimento variacional conduz naturalmente as transformacoes de
Legendre [35-37|, as quais constituem de fato um principio extremante, mais do que
a dualidade entre uma funcao e sua envelope convexa. Justamente, as transforma-
coes de Legendre sao geradoras de equacoes de estado; no processo estabelecem-se
flutuagoes de quantidades extensivas, aquelas tao caras ao teste de estabilidade de
um estado de equilibrio. De fato, como provaremos, elas surgem de forma natural
na descricao das condicoes de estabilidade. Apesar de temas extensivamente aborda-
dos, veremos que através de uma visao menos viciada podemos enxergar os conceitos
expostos de uma forma mais unificada vislumbrando suas conexdes com a mecanica
estatistica e enfatizando a caracterizacao da estabilidade, constituinte do cerne de

nossos estudos vindouros.
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2.2 A Transformada de Legendre como Principio Ex-

tremante e sua Geometria

As transformacoes de Legendre serao introduzidas como resposta aos questiona-
mento supracitados, na forma de geradores de equacoes de estado. Contudo sao
comumente abordados pela dualidade [38] entre a avaliagdo de um elemento da vari-

edade de Gibbs 90 e seu respectivo espago tangente T, (9)
x —d®, , (2.9)

de forma que associa-se a funcao a sua envelope convexa, conforme a Figura 2-1. A
questao é que a maneira pela qual é feita essa associacao codifica a nocao de processo
extremante®. Para explorar tal sentido latente conduziremos, a seguir, um raciocinio
alternativo que generaliza o experimento mental sugerido na se¢ao anterior; por con-
veniéncia trabalhamos segundo a representagao de energia.

Consideremos um sistema composto (este sim isolado), por simplicidade depen-
dente de uma quantidade extensiva X, formado pelo sistema de interesse ¢ e por um
reservatorio oft. Este tltimo caracteriza-se pelo parametro intensivo P® conjugado a
X% e ambos interagem entre si por uma parede permeavel ao fluxo da variavel X. A

sua energia total é aditiva sobre os subsistemas
(X, X)) = d(X) + dH(XT) . (2.10)

Conforme o postulado (2.4), o estado de equilibrio {Xp, X} atingido mediante o in-
tercambio de X sera tal que ®(Xo, X&) < ®(X, X?), para qualquer estado {X, X%}

condizente com os vinculos descritos. Isso implica que a variacao do potencial relati-

®Razdo pela qual a aparicdo de transformadas de Legendre é recorrente na Fisica, cujas ramifi-
cagoes sao, em geral, fundadas sobre um principio variacional. Em seus trabalhos pouco ambicio-
sos [39,40], David Hilbert coloca a inversdo de transformagoes de Legendre como equagoes de fonte
a teorias, desde a mecénica analitica classica as equagoes de campo de Einstein.
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vamente ao estado de equilibrio
Ad = (X, XT) — &(Xy, X >0 (2.11)

sera positivamente definida. Decompomos tal variacao, através de (2.10), segundo a

contribui¢ao dos dois subsistemas
AD = Ad + APF (2.12)
Do vinculo referente ao isolamento do sistema total
X=X+X" (2.13)
extraimos que os fluxos da quantidade extensiva de interesse variam de maneira oposta
AXT = —AX (2.14)

de forma a garantir sua conservagao total. A simplicidade mencionada anteriormente
trazida pela utilizagao de um reservatoério para se mediar as interagcoes com o sistema
estudado reside na forma particular da variacao total de seu potencial. De fato, esta

resume-se a
A® = PEAXTE (2.15)

dado que as derivadas superiores associadas ao potencial de um reservatorio sao des-

preziveis. Mediante (2.14) e (2.15), reescrevemos (2.12) por
AP = Ad — PEAX | (2.16)
Como P* ¢ fixo, a mudanca em P expressa-se por
Ad=A (- PRX)>0. (2.17)
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q) ( 1) l|

Xo X

Figura 2-1: A figura ressalta a transformada de Legendre de uma func¢ao ® mediante a construgio
de sua envelope convexa. A razao pela qual atribuimos a transformada aos interceptos da envoltoéria
encontra seu significado pleno entendo-a enquanto um processo variacional.

[sso conduz ao resultado almejado: reexpressar o principio extremante original per-
mitindo flutuacoes ao sistema estudado, o que sera vital a analise de sua estabilidade.
Esse é, pois, o ponto crucial de uma transformacao de Legendre: a preservagao do pro-
cedimento variacional, readequado a vinculos distintos. Nesse contexto, desejamos

minimizar a funcao
M (PEIX) = d(X) — PRX | (2.18)
com a transformada de Legendre ®(V)( P®) sendo a solucdo de tal procedimento
oM (Pl = min{®(X) — PAX} = min oW (PEIX) (2.19)

ara cada valor de P%. conforme variamos os reservatorios. A solucdo construida
b

Xo = Xo(PE) constitui uma equacgio de estado, com

oM (PR) = oM (PR X,) , (2.20)
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Xo

X

Figura 2-2: Ilustragiao da transformada de Legendre sob a perspectiva dos multiplicadores de
Lagrange: a otimizacio de @) (PR|®, X) = & — PEX restrita ao vinculo ® = ®(X). Apresentamos
algumas curvas de nivel de oW (o conjunto de retas paralelas) e sinalizamos a solucdo X, pela
coincidéncia em diregdo de seus vetores gradientes com os da curva h = ® — &(X). Dela extrai-se a
transformacio de Legendre ®(!) para tal valor especifico de campo P = PE.
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W (PRIX) = ®(X) — PRX

pDe

Xo X

Figura 2-3: Em (a), ilustramos a obtengao de &™) construido a partir de ® e a familia de retas
tangentes cujas inclinagoes sao iguais a~PR. Detalhamos o procedimento salientando alguns de seus
pontos. Dada uma reta da forma ® = &) + PR X a funcio construida assumira este valor @) no
ponto de intersecgdo entre a reta e a equagao fundamental. Em (b), ressaltamos o resultado de (a):
potencial a ser extremizado ®)(PE|X) = &(X) — PEX | com destaque ao seu minimo &) (PR)
(a transformada de Legendre de fato) assumido no estado de equilibrio Xy, para o mesmo valor de
campo fixado P = P.
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de sorte que a variacdo (2.11) transporta-se & obtencgao da transformada de Legendre
AP = M (PRIX) — W (PE|IX,) > 0. (2.21)

Como é tipico nessas circunstancias, tratamos o problema de otimizacao restrito a
vinculos através do método dos Multiplicadores de Lagrange [41,42]. De fato, no plano
X @ , observamos que a minimizagao de &)(1)(PR]X ) é equivalente a encontrarmos o

valor minimo da funcao
D (PR|D, X) = — PEX (2.22)
restrito a variedade
d=d(X), (2.23)

para um dado P®. As curvas de nivel de oW correspondem a uma familia de retas
de inclinacao P%. Os valores por elas assumidos dizem respeito aos seus interceptos
no eixo X = 0. Definindo-se a fun¢io h(®, X) = & — ¢(X) , identicamente nula, a
solugao (a qual corresponde a um estado de equilibrio Xy) para o problema satisfaz

a condicao
VoM = A\Vh (2.24)

a qual geometricamente codifica o paralelismo dos gradientes das curvas considera-
das. Ou seja, o minimo dos interceptos das retas referidas vinculados a & = ®(X)
ocorre para a reta que é tangente a curva, conforme a Figura 2-2. Precisamente, as

componentes de (2.24) fornecem

opM) B )\@
ob T od

— A=1, (2.25)
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bem como

=A== — PR=)— (2.26)

as quais combinadas geram

09

PR=_—
0X

(2.27)

Isso acarreta a esperada condicao de equilibrio termodinamico (2.6) entre o sistema

de interesse e o reservatorio
PE=p (2.28)

bem como corrobora a equivaléncia entre a construcao de planos tangentes e o prin-
cipio extremante adaptado ao contato e interacao com o reservatorio. A Figura 2-3
ilustra e reforca esse conceito sob uma perspectiva geométrica. Apenas para ge-
neralizar a discussao, no caso multivariavel, definimos recursivamente as sucessivas

transformadas de Legendre segundo a extremizacao de
W (Py| Xp) = 2% V(X)) — PuX, (2.29)
por
M (p,) = min W (P | X) (2.30)
cuja solucao, a equacao de estado
X0 = Xio(Pr) (2.31)
é tal que
P (Py) = M (Pl X ) - (2:32)
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Salientamos apenas a dependéncia dos parametros envolvidos na transformacao®.

A discussao proposta corrobora, veementemente, a nocao exposta de que as trans-
formacoes de Legendre geram equacoes de estados como solugoes ao procedimento
variacional; este refere-se ao fluxo de determinadas quantidades extensivas mediadas
por reservatorios. O caminho que conduz ao teste da estabilidade parece, de fato, en-
volver tais conceitos ja que as flutuagdes (a partir de estados de equilibrio) desejadas

sao estabelecidas naturalmente e em consonéncia com a estrutura da teoria descrita.

2.3 Estabilidade

Ao longo das secOes prévias, nos detivemos a caracterizacao de estados de equili-
brio no contexto de uma teoria termodinamica fundada sobre a formulacao de alguma
espécie de principio extremante. A questao que emerge, de imediato, concerne & es-
tabilidade de tal estado. Podemos tracar um paralelo com um problema de maior
simplicidade e familiaridade. Consideremos a seguinte analogia com a mecanica New-
toniana: tomamos uma particula submetida a um campo de forca conservativo em
uma dimensao, parametrizado por uma coordenada z. Ou seja, a forca resultante
é proveniente do gradiente de um potencial ¢ = ¢(x), como a Figura 2-4 ilustra
em exemplo arbitrario. Nesse contexto, os pontos de equilibrio, denotados por z,
caracterizam-se pelas posicoes nas quais a particula dotada de velocidade inicial nula
permanece em repouso conforme o tempo evolui. Em outros termos, nesses estados
a forga F' (ou —P para dar respaldo a notagao prévia) sobre a particula é nula de
forma que

99

=0. 2.33
ox 20 ( )

Tratam-se, logo, de extremos locais do potencial ¢. Suponhamos que a particula
localiza-se em um de tais pontos. Para testarmos a estabilidade de seu equilibrio

simplesmente a afastamos de sua posicao original, por uma distancia dx = x — xq, €

6A notagdo completa lé-se como &) = &K (P, ... Py Xpi1,...,Xmse1). Por consisténcia,
podemos definir ®(©) = &,
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T

Figura 2-4: Uma representagio para o potencial ¢ destacando os estados de equilibrio local A, B
e C. Estes se desdobram em estavel A, instavel B e metaestéavel C.

verificamos sua resposta ao deslocamento, determinada pela atuacao do campo. Co-
mecemos, entdo, por uma analise no ambito local (para um dx infinitesimal). Se em
decorréncia do processo descrito houver uma tendéncia de retorno ao ponto original
é razoavel defini-lo por estavel; a forca restauradora tende a se opor ao afastamento
impingido. Mais precisamente quando o gradiente da forca 6 F' estiver anticorrelacio-
nado ao afastamento dx que o produz (de forma a devolvé-la ao estado de partida),

co1m

§Fox <0, (2.34)

classificaremos o equilibrio como localmente estavel. Em notacao alternativa, a con-

dicdo expressa-se por

§Psxz >0 . (2.35)
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Mas

9%

~ o2

_or

6P_8_x

o dx (2.36)

Zo o

implica a forma quadratica ser positivamente definida de acordo com

&¢

o §x2 > 0. (2.37)

Z0

Em contrapartida, havendo afastamento da posicao original designamos o ponto de

equilibrio por instavel. Nessa situacao a forca acompanha seu deslocamento
0Fdx >0, (2.38)

de maneria que a forma quadréitica torna-se entao negativamente definida:

2
% d2% < 0. (2.39)

H& ainda o caso critico para o qual os deslocamentos infinitesimais nao o afastam
tampouco aproximam do estado deslocado; a curva é localmente plana. Nos tés ca-
sos, obtém-se informacao a respeito da estabilidade local estudando-se a curvatura
(convexidade) do potencial.

Na escala global, distinguimos o minimo absoluto do potencial dos demais mini-
mos locais. Designamos estes por estados metaestaveis, pois fornecendo uma certa
quantidade de energia a particula esta ¢ capaz de visitar o estado de menor energia
potencial. Ao passo que partindo-se do minimo global e fornecendo-se a mesma quan-
tidade de energia, a particula ndo é capaz de atingir este ponto de equilibrio. E nesse
sentido que atribui-se maior estabilidade ao minimo de fato.

Fundamentalmente note que, tanto local como globalmente, o que fizemos foi

analisar a variacao do potencial

A¢(x;20) = ¢(x) — ¢(0) (2.40)
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e estudar o seu sinal em decorréncia de tal procedimento . Supondo analiticidade em

torno de z(, desenvolvemo-la em série de poténcias conforme

Ap(z;m9) = 6o+ %P+ ...

0¢ 19%¢
= | dr+ | P+ 2.41
x|, I+28x2 20 v (2.41)
Mas em z cumpre-se (2.33) ; isso acarreta
Ad(z;10) = 16% Sx* + (2.42)
T To = 2 912 . x .

Observe que para deslocamentos pequenos obtemos a mesma condicao prévia.
Apenas para salientar a anélise, notemos que o movimento da particula em uma
dimensao pode ser visualizado imaginando-a movendo-se sob a acao da gravidade em

uma trajetéria h = h(x) no plano = y cuja forma é a mesma do potencial ¢.

¢(x) — mgh(x) . (2.43)

Sob a perspectiva de tal interpretacao, a particula estard sujeita nao sé a forca gra-
vitacional —mgy mas também & reacao normal N da superficie, a qual restringe sua
trajetoria ao caminho descrito; sua velocidade sera, portanto, sempre tangente (com

dire¢do ) a curva. A equagao de movimento é descrita por

mi = —mgy + N (2.44)
de forma que
mi-t=-mgy -r+N-T (2.45)
a condi¢ao N - I = 0 implica
mi -t =—mgy-T. (2.46)
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’//////////////////////////////
Figura 2-5: As figuras representam cada um dos tipos de estados de equilibrio local segundo a

analogia gravitacional exposta e a curvatura do potencial. Em (a), temos o caso estavel; em (b)
manifesta-se a instabilidade; (¢) assinala o caso critico.

34



Integrando-se no tempo, segue que
| R
§m|r| +mgh(z) = F (2.47)

onde a energia total é a constante de integracao. Tal relacdo de conservacao apesenta

a mesma forma de

%mth +o(x)=FE, (2.48)

o que justifica tracarmos o paralelo ao potencial unidimensional e a bola que desliza
por uma rampa do formato do potencial. Tlustramos a estabilidade local dentro dessa
analogia segundo a Figura 2-5.

A ideia fundamental proveniente desta secao foi dar uma passo além da assercao
concernente ao teste de estabilidade mediante o conhecimento da resposta do sistema
a perturbacoes. Para isso, é necessario verificar o cumprimento das condicoes com-
pletas de maximo ou minimo incutidas no principio extremante, tanto local quanto
globalmente. Precisamente, inspirado nessa discussao, a analise da estabilidade deve
de alguma forma incidir sobre os sinais das varia¢oes (relativamente ao estado equili-
brio alvo) da equagao fundamental ou possivelmente de suas formulagoes alternativas,

conforme ja deparamos naturalmente em (2.11) bem como (2.21).

Estabilidade Local

Queremos julgar, nesse contexto, a estabilidade relativa a um estado de equilibrio
arbitrario X, de um sistema homogéneo simples o. Para tal, visitamos estados vir-
tuais compativeis com os vinculos que trouxeram o sistema a tal estado de equilibrio
termodinamico (por uma questao de consisténcia). Vimos, ao longo do raciocinio pre-
viamente desenvolvido, que o ingrediente fundamental & promogao de tais variagoes ou
fluxo de quantidades extensivas sao as transformacoes de Legendre. Fisicamente sao
realizadas, por sua vez, pela interacao do sistema com reservatorios adequados. Surge,

contudo, um empecilho inerente a formulagao termodinamica apresentada: tratamos

35



de uma sistema isolado, ao passo que desejamos visitar estados virtuais mediante o
contato com reservatorios, violando os vinculos impostos originalmente, como teste a
estabilidade. Visando contorna-lo, podemos destacar deste um subsistema o, o qual

R

apresenta uma fronteira ficticia com seu sistema complementar ¢’ (em analogia a

teoria de conjuntos escrevemos ¢ = o U o%). Tal procedimento permite pensarmos
em flutuacoes ainda que o sistema esteja isolado. Associando a cada subsistema uma

equacgao fundamental propria, a entropia total assume a forma
U(X, X% = u(X) + R (2.49)

com X = X + X" O subsistema como réplica do sistema original em decorréncia de
sua homogeneidade.

Submetemos o sistema ¢ a um processo virtual em torno do estado de equilibrio
(X, X{). Dado que a entropia total assume um valor maximo no estado de equilibrio,
segue que AV = \T/(X, XH) — \T/(XO, X&) <0, qualquer que seja (X, X™), compativel

com os vinculos. A variacao’ da entropia total corresponde a

AV = AU+ ATF (2.50)

= (U 4V + .. )+ (00 45208 ). (2.51)

"Dada uma funcio f analitica em uma regido  contendo xg, podemos expressa-la através de sua
série de Taylor centrada sobre este ponto

f(x) = f(x0) + 0f(x0;%) + 6 f(x0; %) + -+ + 6" f(x0: %) + ...,

para qualquer x € ). Nessa soma, as variagoes locais de f em ordem n sdo representadas por

1 O o
0" f(x0;%) = o Z ﬁ(xo) 0xiy ...0x;,

. - Xy,
U1 yeeeyln=1 n

onde §x = x — x¢. Definido-se §"f = §™ f(x0;X), sua variagdo global Af = Af(xg;x) assume a
forma

Af=f(x)— f(xo) =6f+2f 4+ +0"f+...
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Ainda, a condicao de a entropia total assumir um valor extremo no estado de equilibrio

implica que SU = §U + §UR = 0. Os termos restantes fornecem
AV = (82U 46T+ .. )+ (20 + 520 4 ). (2.52)

Podemos ir além em nossa andlise e fixarmos um parametro de escala (ndo subme-
tida a variagbes em virtude de uma parede impermeavel a tal quantidade) referente
ao sistema o dentre os que o caracterizam (comumente o nimero de particulas ou
volume). Digamos que este seja a variavel X,, ;. Valendo-se da extensividade da

funcao entropia, é conveniente definirmos as densidades de o

v X;
Y = e x; = ; 2.53
Xont1 Xm+1 ( )
para todo 2 = 1,...,m; bem como as respectivas quantidades para o sistema comple-
mentar o%
yhk XE
Pt = e = ——. (2.54)
X X

Note que ambos os subsistemas sao partes constituintes de um mesmo; logo como

resultado da condicao de homogeneidade [43] ressaltada cumpre-se

o _ Su” (2.55)
Or;0x;  Oxfoul '
Como consequéncia, estabelecemos que
oAV X 0*U
+ (2.56)

OXFOXE — X[E., 0X0X; "

As restricoes atribuidas ao sistema total isolado )?Z = X;+ X[ implicam que os fluxos
das quantidades extensivas devam se compensar de sorte que (5)?2- = 0 ; cumprem-se,

pois,

60X, =—0XE, Vi=1,....m. (2.57)

)

37



Concluimos que as variacoes de segunda ordem concernentes ao sistema o* relacionam-

se a 0 a mesma proporcao dos fatores de escala previamente fixados segundo

Xm+1

St = St
X

52 . (2.58)

As variacoes de demais ordens®, por sua vez, obedecem a relacoes analogas

X k—1
ﬁwR:@JV( g“) §F (2.59)
Xm+1
No limite
Xm—l—l
— 0, (2.60)
Xon

em que os fatores de escalam tornam-se discrepantes, o sistema complementar pode
ser visto como um reservatorio se comparado ao subsistema eleito o (desempenha o

papel de uma replica em escala reduzida do sistema original), o que acarreta
AV — U460 4., (2.61)

A Figura 2-6 ilustra o procedimento descrito algebricamente. Cabe aqui uma pequena
reflexao: note que estamos convergindo com as ideias expostas nas secoes anteriores
acerca da promocao de flutuacoes pelo contato com reservatorios como sendo tutil
ao teste de estabilidade. Nesse sentido, as intuigoes fisicas sobre a teoria e sua es-
trutura matematica caminham lado a lado conforme avangamos a discussao (porque
afinal tantas pessoas insistem em distingui-las?). Restringindo-nos a deslocamentos
infinitesimais, podemos considerar apenas os termos nao nulos de menor ordem da

expansao anterior, com

AV =~ 50 . (2.62)

8Note que para k = 1 obtemos a condicdo de extremo local de onde extrai-se e garante-se a
igualdade dos campos ou forgas generalizadas.
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0X;
lz o
Figura 2-6: A figura explicita o artificio mental necessario a andlise de flutuagoes das quantidades
extensivas dx;, muito embora o sistema de interesse encontre-se isolado. A esquerda destacamos um
subsistema o caracterizado por um pardmetro de escala fixo X,,4+1. A direita, ilustramos o limite
Xmil 5 () em que se estabelece a réplica do sistema estudado interagindo com reservatorios R(P;).

R
X1n+ 1

Xm
Xk —0
m—+1

Desejamos, portanto, estudar o sinal da forma quadratica §%s, a qual deve ser

negativamente definida para estados de equilibrio estaveis, dada explicitamente por

> 62—w(xo) 5x;01; . (2.63)

2 . _
0 ?/J(Xoax) - 8xlax]

DN | —

=1 j=1

Como o mesmo raciocinio aplica-se & representacao de energia (a estabilidade local
demanda, por sua vez, positividade de sua segunda variagao) desenvolveremos nossa
discussao segundo tal notacao, mantendo-se em mente a independéncia dos resultados
com a representagao empregada °. Denotemos entao por ¢ = ¢(z1,...,2,,) a fungao
cuja segunda variagao

m

=1 j=1

N —

52 (x5 x) =

queremos submeter a anélise de sinal. Trata-se de um polindomio de grau 2 em m

varidveis cujos coeficientes ¢;;

%

Pij = M(X(J) (2.65)

transitaremos entre as representacdes, pois estas oferecem visdes distintas. Aplicaremos tal
flexibilidade para contextualizar o processo de diagonalizacao dentro da mecinica estatistica.
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sao elementos da matriz hessiana de ¢ avaliados no estado de equilibrio x3. Em

notagao matricial, expressamo-la por
2 Lo r
(5gb:§5x Q ox , (2.66)

onde ) = Q(xq) é a matriz hessiana de ¢ no ponto xg:

¢11 92512 s gblm
_(bml ¢m2 cee ¢mm_

Nesse contexto, testar a estabilidade do sistema localmente requer o estudo de sinal
de tal forma bilinear |[44]; para isso, é conveniente que a simplifiquemos representando-
a, se possivel, em uma forma diagonal. De fato, toda forma quadrética simétrica
real ou complexa pode ser expressa em uma representacao diagonal mediante uma
transformacao linear de coordenadas [45]. Precisamente, é possivel conceber uma

mudanca de base L : 0x — 0y apropriada
o0y = L ox , (2.68)
tal que a forma quadratica seja diagonal
6 = li A Oy (2.69)
22 i Oy X
Por uma visualizacao mais imediata, adotamos uma representagao alternativa

1
8¢ = 3 Sy A by, (2.70)

40



com A a matriz diagonal

MO0
0 X ... O

A= T T (2.71)
0 0 A

Portanto, esta tltima e a Hessiana sao transformacdes equivalentes A ~ (@) ; estao

vinculadas por uma transformacao de conjugacao do tipo
Q= LTAL . (2.72)

Com isso, a analise recai simplesmente sobre os sinais dos coeficientes {\;}. Em ge-
ral, a transformacao de coordenadas referida nao é unica [46,47|. Contudo, o niimero
de termos positivos, negativos e nulos dentre os coeficientes supracitados é sempre o
mesmo. Tal enunciado é resultado da conhecida Lei da Inércia de Sylvester [48,49];
o nome alude, coerentemente, a uma propriedade inerente a forma quadratica a qual
resiste as mencionadas mudancas de base. Em um ambito geométrico, a dimensao
dos subespacos maximais em que as restricoes da forma quadratica sao positiva ou
negativamente definidas permanecem invariantes nessas condicoes. Tal resultado é de
crucial importancia, uma vez que estabelece as propriedades de sinal como de cara-
ter intrinseco a forma bilinear; ou seja, um ponto eliptico, hiperbolico ou parabélico
(ponto de sela) continua o sendo apos a transformagao linear das coordenadas.

Retomamos a questao da nao unicidade associada a transformacao de @, pois,
como de praxe, devemos buscar aquela carregada de significado fisico (a despeito das
propriedades intrinsecas observadas). Por exemplo, podemos optar por diagonalizar
a Hessiana através de uma transformacao ortogonal. De fato, um dos grandes resul-
tados da algebra linear, o teorema espectral [50], atesta que toda matriz simétrica é
diagonalizavel por uma transformacao ortogonal, a qual preserva a métrica euclidi-
ana; entretanto, como veremos a seguir, tal procedimento nao encontra o respaldo de

uma interpretacdo fisica [51] em nossa discussao na variedade definida pela equacdo
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fundamental (espago de Gibbs 9t). Por outro lado, encontra utilidade no contexto
de vibragoes e de estabilidade de estruturas no campo da Engenharia, uma vez que o
espago fisico de interesse ¢ munido naturalmente de uma métrica euclidiana [52, 53].
Além disso, ha nao unicidade na ordem; isso nao oferece empecilhos visto que os
conjuntos de solucbes sao equivalentes entre si. Alternativamente, procedemos sim-
plesmente completando quadrados (ndo & toa chamado de método de Lagrange), uma
vez que se evidencia a conexao com a estrutura termodinamica e mecanica estatistica
através de flutuacoes macroscopicas de quantidades extensivas.

Supomos, inicialmente, que a forma quadratica seja nao-degenerada, com det(Q) #

0. Coletamos entao os termos relativos a variavel x; em

1 - -
8¢ = 5 {gbn 6r] + 2 Z ¢15 0x1075 + Z Gij 5%‘5%} : (2.73)

j=2 1,j=2

Para ¢1; # 0, podemos isola-lo em tais termos

P¢ = %{(bn Sx3 42 (Z ¢1] 595]) 0y

+ Z Gij 0; (51’]}

,j=2

L b1 611 0 b1: 0
— §{¢11_5$f+2(;¢—i5$]~> 1+Z 1 1;5 oz, Z 1 135 5z ]

’] =2 ,] =2

+ Z Qbij (51‘25113]}

1,j=2

e, em seguida, completar o quadrado que se evidencia

2
1 “ o1 . O1i P1j
52¢ = 5 ¢11 (51’1 + jz:; ¢—il 5$]> + Z (Qb” - 1¢111 ) 5IZ(51’J . (275)

1,j=2

Naturalmente, sobressaem-se novos parametros devido ao procedimento; definimo-los

por

oy =0z + Y Z” Sz (2.76)
9 11
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bem como

) = gy, — L1 (2.77)
P11
para 7,7 = 2,...,m. Podemos, portanto, reescrever a forma quadratica
1 m
P = 3 {qsuéyf + 3 o maxj} (2.78)
i,j=2
1
onde
1 «— ¢
5200 = 5 > ¢ s . (2.80)
i,j=2
Logo, o primeiro coeficiente da representacao diagonal é simplesmente
Al = ¢11 > 0. (281)

Estamos no estégio de avaliar tais coeficientes obtidos, cuja notagdo ji se insinua
bastante sugestiva de maneira a encaixa-los a estrutura logica da teoria macroscopica
da matéria. Como demonstrado no Apéndice A (rico em importantes aspectos, mas
realocado ao final visando racionar o tédio do leitor), é facil verificar que os coeficientes
<b§;) sao derivadas segundas da transformada de Legendre de ¢ expressas em termos

de sua dependéncia em z, com

52 (1)
o) = TO (2.82)
J 81'18{13’]
onde a derivada é calculada em termos de suas varidveis naturais P, xo,...,T,,.

Ainda, a mudanga da coordenada assume o formato

i—9 1/ P

J]=
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Note que estamos na mesma situagao em que comecamos o processo de diagona-

lizacao, de maneira que é possivel conduzi-lo indutivamente. Para ¢§12) # (0, obtemos

)
Syp = by — > (a%) 5z,
J/ P1,P>

Jj=3
bem como

(1) (1)

@ 1) D Py

¢ij _¢ij - 1
22

cujo elemento diagonal é
)\2 == ¢§12) > O .

A segunda variagao simplifica-se a

1 1
¢ = 5oy + 5 8oy + 80

com

52¢(2) —

N | —

,j=3
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Indutivamente, o processo completo, no caso nao singular, resulta!’ em

— by = Do _ 0P
/\1—¢11—8x%—3x1>0

_ () 92¢® _ (aP
Ap = 92522 = o2 <_2>P1 >0

Oxo

_ 4(k=1) _ 929D _ (op,
M= b = oz = \om, >0
Pr,.. P

_ (m-1) _ 82 p(m—1) P,

A = ) = 2650 — (9 >0, (2.92)

>P17---7Pm—1

cuja mudanca de base assume a forma

o a&:k
j=k+1 1y K
parak=1,....m—1e
Y = 0y (2.94)

10 Da positividade da forma quadratica, na representacio representacio de energia, extraimos o

principio de Le Chatelier

oP,
e >0, (2.89)
or, > or >0, (2.90)
8:102 8952 P,
P P, P P
Ob: (M> oS <M> - (M) 50, (2.01)
axk 8£Uk P, 8xk Pi,....,Py_s al'k Pi,....,Py_1

segundo o qual ao deslocamento promovido dx corresponde um gradiente de forca generalizada 6 Py,.
Tal resposta é maior se as quantidades extensivas sdo mantidas fixas e progressivamente menor se
seu fluxo é permitido mediante a fixacdo dos campos. Para um fluido simples, desprende-se que
cp > cy e kp > kg. Em linhas gerais, o calor especifico representa a quantidade de energia que
deve ser fornecida ao sistema para provocar uma determinada variagao de temperatura; para tal é
necessario menos energia a volume constante ja que, se permitirmos sua variagao, uma porc¢ao dessa
é destinada & realizacao de trabalho mecanico.
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Matricialmente a transformacao de base expressa-se por

(), -&), o -,
Oz P, Oxs P, OTm P,
oo () ()
O3 P1,Py Owm P1,Py
L = |o 0 1 —(% . (2.95)
Owm Py,P,Ps
0 0 0 1 |

Tais transformacoes configuram um subgrupo, equiafim restrito, do grupo geral das
transformacoes lineares (afins) inversiveis. Caracteriza-se por preservar volumes mesmo
sob a restricao de cada subespago; ou seja, preserva-se paralelismo e nao ortogona-
lidade como j& enfatizamos. A importancia do paralelismo ja se destacava quando
analisivamos a obtencao das transformacoes de Legendre segundo o método de muliti-
plicadores de Lagrange através de familias de retas tangentes paralelas representantes
das interacoes com reservatorios. Consequentemente, a estrutra geométrica do espaco
de Gibbs associada a tais grupos de transformacao parece ser contemplada pela geo-
metria diferencial afim [54], qual conserva, essencialmente, formas de volume.

A diagonalizagao de fato encontra correspondéncia fisica em cada etapa (e por
isso o esfor¢o em visualizar a teoria sob um outro angulo) desde o raciocinio segundo
o qual decompusemos o sistema em sua copia em escala reduzida e outro semelhante
a um reservatorio, passando por cada coeficiente diagonal e até mesmo na mudanca
de coordenadas deduzida. Podemos conceber, nesses moldes, uma interpretacao pre-
cisa conforme descreveremos em sequéncia. Note que come¢amos analisando a va-
riavel x1 pela qual iniciamos o completamento de quadrados. Para estabelecermos
suas flutuagdes 0z, observamos sua intera¢ao com o reservatorio R(P;) (precisamente
a por¢ao complementar do sistema, como frisamos) mantendo-se as demais quan-
tidades extensivas zo,...,x,, fixas. O estado de equilibrio provém justamente da

minimizagao da equacao fundamental reformulada ao contato com o reservatoério,
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5(1)(P1|$1) = ¢(x1) — Pixy, segundo
oV (Pr) = min{g (1) - P1, 1} (2.96)

Logo, as variagoes com respeito ao minimo x; o (cuja avaliagao resulta na transformada

de Legendre) obedecem a
A = g (Prfay) — ¢ (Pilz10) > 0, (2.97)

conforme (2.21). Nas imediacoes de tal ponto de equilibrio essa variacdo expressa-se

por

AV = 560 45260 4

= &o+..., (2.98)

uma vez que (5(/;(1) = 0 (extremo local) e (5"5(1) = "¢ para r > 2. Mas, considerando
que os demais parametros extensivos sao mantidos constantes, a segunda variagao

reduz-se a

&¢ 6x? . (2.99)

2 1
Oxy

1
2—_
5¢—2

O processo de minimizacao s6 é possivel localmente caso o potencial apresente a

curvatura correta assinalada por

o _om,

= — >0 2.100
YT o2 om ( )

uma condi¢ao genuina de minimo local. Cumprindo-se a condicao é possivel, por
conseguinte, efetuarmos a transformacao de Legendre com respeito a tal variavel.

Efetivando-a obtemos uma equacao de estado, a solugao da extremizacgao

T :Il(Pl,ZEQ,...,(L’m) > (2101)
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cuja varia¢ao infinitesimal (0x1)p, (de x1 a P; constante) é dada por

8:1:1) (8x1> (6271)
0r)p=(=—] Oxa+|=— ) Odxs+ -+ |(5— ] Ooxm. 2.102
( l)P (81'2 P, 2 81'3 P, 3 8xm P, ( )

Portanto, a nova transformacao de coordenadas mede o quao discrepantes sao varia-

coes arbitrarias relativamente aquelas solugoes do procedimento variacional:

5?}1 = 5$1—Z (%) (Sl’j
Py

= Ox;
(5;13131
= 5[)31 — (51‘1)]31 . (2103)

Observe, ainda, que a escolha de dz; = (dz1)p, acarreta simplesmente dy; = 0. Isto &,
uma vez que fazemos a passagem da transformacao de Legendre e caminhamos sobre
suas solucoes, que determinam as equacoes de estado, eliminamos a necessidade de
analisar o fluxo de x; (no que concerne ao sinal da forma quadratica). Em decorréncia

disso, na forma diagonal que vamos construindo
1

a possibilidade de se completar a transformacao de Legendre relativamente a x; é
suficiente na avaliacao de sua importancia a estabilidade; voltamos nossa atencao,

entao, ao termos restantes:
1
8¢ = 5{ + X2 0ys 44 A Oy} (2.105)

Isso sugere que podemos nos preocupar apenas com a forma quadratica §%¢()
aplicando o mesmo raciocinio ao fluxo de demais varidveis como teste ao equilibrio
(explica-se a recursividade do processo). Observamos, agora, o fluxo da quantidade
mediada por reservatorios R(Py, Py), com Pj, P, assim como z3, ..., x, constantes.

A reexpressao do principio extremante & nova situacao conduz a minimizacao de
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0 (Py|z3) = ¢V (x5) — Powa, com
PP (Py) = rr;iQn{ng(l)(xg) — Py} . (2.106)
Variagoes relativas ao minimo assumem a forma
A = 6O (Py|as) — 6P (Pa|wag) > 0 (2.107)

e indicam possibilidade de se aplicar o principio variacional localmente desde que a

curvatura do potencial 5(2), dada por

~ 1 920
(52¢(2) _ (52¢(1) =5 —a(iQ 5x§ (2.108)
2
seja adequada. Ou seja, contanto que
02 oP,
Ay = 012 = (8352)13 >0 (2.109)

é possivel minimizar a fun¢ao desejada encontrando como solugao equagoes de estado
332:(132<P1,P2,l'3,...,$m) . (2110)

A mudanca de base, por sua vez, exprime-se por

J]=
.

- aZI}Q
0y = Oxo — (—) ox;
Zg Ox; Pi,P» !

J

(6z2) Py, P,

= (51’2 — (5[E2)p17p2 s (2111)

evidenciando a distancia as solucoes apresentadas. De fato, caminhando-se sobre elas,

com dzy = (0x2)p, p,, SEGUE qUE

1
8¢ = 5{ + o A Oy ) (2.112)
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e podemos repetir indutivamente o procedimento até que o fluxo de todas as variaveis
seja considerado. Como o processo fisico sugere, ao checarmos as flutuacoes referen-
tes a zy fixamos os campos Py, Py, ..., Py (relativos aos fluxos das quantidades ja
estudadas) pelos reservatorios R(Py, Ps, ..., Py) e as densidades zy,1, ..., x,, restan-
tes. O principio variacional adaptado & nova condicao expressa-se via minimizacao

de ¢®)(Py|zy) = ¢*=Y(x),) — Py, com
¢(k)(Pk) — H;in{qﬁ(k—l)(%) _ Pkﬂﬁk} _ (2.113)
Visitando estados virtuais relativos ao minimo wy,
AGW = 30 (P |ay) — ¢F (Pylay0) > 0, (2.114)
representamos sua variacao por
Ag® = 5p®) 4 526" 4 (2.115)
Examinando tais variacoes termo a termo, a condicao de equilibrio local acarreta
o) =0, k=1,....m. (2.116)

Ainda, observe que as variagoes locais de ordem superiores simplificam-se, seguindo

a definicao da transformacao de Legendre, a
5" k) = gD | (2.117)
para r > 2 e incluindo ambas as conclusoes chegamos a
AP® = 2D 4 (2.118)

Extraimos, entao, uma condi¢ao que incide sobre sua segunda variacao e que indica

possibilidade de se aplicar o principio variacional localmente desde que a curvatura
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do potencial ¢*), dada por

~ 1 32¢(k—1)
52" = 52D = = = a2 2.119
seja apropriada; desprendemos coeficiente diagonal
o= (0P
o= 29 — = ( k) >0 (2.120)
oz; Ory ) . b,
para k = 1,...,m conforme preconiza (2.92). Ou seja, contanto que se cumpra

obtemos é possivel minimizar a funcao desejada encontrando como solu¢ao equacgoes

de estado
CCkIlL’k<P1,PQ,...,Pk,.%'kJrl,...,CL'm) . (2121)

A transformacao de coordenadas

i (‘3xk
5yk N drk_ Z (a_‘rj)P P P &Ej
1,020,

kit
(52?1@)1;,;2 ,,,,, P
= 0z — (0Tk) Py, Py, Py (2.122)

denota a distancia de variacoes quaisquer relativamente as que se procedem sobre as
equagoOes de estado geradas. Caminhando-se sobre elas, com dzy = (dz%)p, p,... P,

vale que
1
0’6 = 5§ + o+ o A Oyt - (2.123)

Sumaria e grosseiramente, substituimos a analise do sinal da variacao relativa a

equacao fundamental

Ap >0, (2.124)
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por sua reformulacao adaptada ao fluxo das variaveis xy,...,x, ..., T, progressiva-
mente, mediante as interacoes com os respectivos reservatorios. Voltam-se atencoes,

em contrapartida, as variagoes

Ap) >0

Ap? >0

Ap*) >0

Agm > 0 (2.125)

de suas transformagoes de Legendre, a chave para a verificacao da estabilidade tanto
local quanto globalmente, segundo exploraremos ainda neste capitulo.

Nesse contexto, a transformada de Legendre preserva a ideia de extremizacao da
entropia a transferindo para o sistema nao isolado, interagindo com reservatorio. Pode
ser concebida nao s6 como uma correspondéncia biunivoca entre uma funcao e seus
planos tangentes (e sua envelope convexa), mas também como um principio extre-
mante sujeito a vinculos especificos. Eis o ponto crucial: para estudarmos flutuacgoes a
partir do equilibrio (determinado pelo principio de maximizagao da entropia ou mini-
mizagao da energia) ¢ necessario tirar o sistema do isolamento (conferindo um carater
de variavel aleatoria ao parametro de teste) e permitir a o fluxo das quantidades ex-
tensivas mediante interacao com reservatorios. A anélise da resposta do sistema a tal
flutuacao transfere-se & curvatura do potencial obtido via reformulacao do principio
extremante a nova situagao descrita, nocao englobada pela respectiva transformada
de Legendre. O procedimento se desenrola até que verifiquemos os fluxos de cada
quantidade extensiva. Unificamos, pois a nocao de teste a estabilidade mediada por
reservatorios, cuja repercussao teorica se faz via transformacoes de Legendre e suas
curvaturas. Intuitivamente, para avaliarmos a curvatura de uma superficie selecio-
namos caminhos especificos e simplesmente andamos sobre eles como insinuamos em

nossa analogia mecéanica no espaco real; na variedade de Gibbs, especificamente, de-
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vemos percorrer o caminho determinado pelas equacoes de estado, solugoes geradas
pelo procedimento variacional através de transformacoes de Legendre.
Como mencionamos, as mesmas conclusoes se estendem ao caso da representacao

de entropia; nela, a estabilidade local requer que seus elementos diagonais

% _ oH
,0121/11123—:6%:3111<0

_ ) 02 (9H,
P2 = wQQ - 8x% - Oxo H, < 0

_ (k=1 92pt- <8Hk,>
= =2v - — (2 <0
Pr ek Oz Oz Hi,....Hp_1
_ o m=1) _ §2pm-D (o
P = Ymm " =gz = Gamr ) . <0 (2.126)
m 17---7Hm71

sejam negativos (maximos locais). Voltaremos & essa descrigdo ao contexto da me-
canica estatistica. Partamos, em seguida, ao caso degenerado para o qual temos
det(Q) = 0 e que é precursor de criticalidade. A forma bilinear () nao é inversivel
localmente e herda tal carater da nocao de nao inversibilidade trazida pela multipli-

cidade de solugoes que ao longo da coexisténcia coalescem em um estado critico.

Estados Criticos

Segundo uma perspectiva intuitiva, os estados criticos constituem a fronteira entre
a estabilidade e a instabilidade intrinseca, uma vez que sao precursores de possiveis
bifurcagoes de algum potencial termodinamico (surgimento de mais de um possivel
extremo, assinalando a ocorréncia de transicdes de fase). E plausivel defini-los pelo
carater semi definido (positiva ou negativamente) da forma quadratica exaustivamente
analisada. Para que isso acontega basta que um de seus elementos diagonais, digamos
Ar, seja nulo no estado de equilibrio estudado e, portanto, tenha-se det(Q) = 0. Como
h& uma dependéncia na ordem das variaveis escolhidas, tomamos r de maneira que

este seja o menor possivel. Distinguimos duas possibilidades: » = m e r < m . No
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caso de r =m , com
= pm-1) = (2.127)

o procedimento de diagonalizacao pode ser concluido sem problemas. Trata-se, de
fato, do caso mais usual. Ja que a variacao de ordem quadrética é nula, a positividade

local da variacao ¢ garantida se

o3 (m—1)

27 =0 (2.128)
assim como

84 (m—1)

27 >0, (2.129)

No outro caso (responsavel pela azeotropia critica em sistemas binérios), o pro-

cesso de diagonalizacao é interrompido quando chegamos & variavel x,

\3
._\

Noy? + 82l (2.130)

1

N | —

%0 =

7

de sorte que
T— 1 & r—1
mﬁ0252@ﬂwmj

1 « -
= = Vsa? + Z (,b(r b dx.0x; + 5 Z qbg Y oz;dx; .

] T’+1 Z,j:’l”Jrl

Mas note que se
A = plr ) (2.131)
a forma quadrética serd semi definida contanto que

o7 V=0, (2.132)

)
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para j =r 4+ 1,...,m. Justamente, arbitrando-se deslocamentos

oy; =0 (2.133)
para 1 <i <r —1, bem como
dz; =0 (2.134)
para r+ 1 < j < m, & excecao de
0x, #0 e dxp #0 (2.135)
vemos que a forma quadratica
3% = "V §x,67;, + % o) da? (2.136)

pode assumir valores positivos e negativos conforme aqueles arbitrados a dx, e dx.
Desenvolve-se o processo de diagonalizacao mantendo-se a coordenada z, fixa, sem
submeté-la & transformacao de Legendre. Existe portanto um desacoplamento entre
os conjuntos de variaveis {xy,..., 2,1} e {,41,..., 2y} Reunindo-se as conclusoes

prévias, em geral o ponto critico [55-57] é caracterizado por

a3¢(r—1) .
a3¢(r—1) 04¢(7*—1)
H2 (r—1)

jOLr

Descrevemos, a seguir, um exemplo usual, de aparicao recorrente. Dentro das
limitagoes e simplificacoes da teoria termodinamica, um sistema fluido de um compo-
nente pode ser descrito por uma equagao fundamental U = U(S,V, N) que envolve a

energia interna como fun¢ao da entropia volume e niimero de particulas. Definindo-se
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as densidades
v
- 2.140
e v=r:, (2.140)

a diagonalizacao da forma quadratica representada por

9%u 0%u
952 0sov
Q= |5 (2.141)
ovds o2
fornece as conhecidas condigoes
0? T
A = 8—7“; == >0 (2.142)
s Co
0*f 1
Ay = = >0 2.143
? (81}2 ) r  vkr ( )

para a positividade do calor especifico e compressibilidade isotérmica.

Até entao, abordamos a estabilidade em escala local, onde os deslocamentos virtu-
ais relativos ao equilibrio eram infinitesimais; de forma complementar, resta conside-
rarmos as implicagoes de variagoes finitas a partir dos estado de equilibrio. Conforme
descreveremos, os mesmos pensamentos aplicados a anélise local alicercados em inte-
racoes com reservatorios podem ser estendidos ao ambito global. Conduz-se a uma

reformulacao e um entendimento mais profundo acerca da conhecida construcao de

Maxwell.

Estabilidade Global

Estendemos nossa analise ao ambito global, incluindo a relagao entre o surgimento
dos diferentes estados de minimos locais previamente discutidos. A ideia é condicionar
a analogia anterior ao contexto dos potenciais termodindmicos e suas formulagoes

alternativas. Localmente salientamos as possiveis condicoes
520" > 0 (2.144)
520 = o (2.145)
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520" < 0 (2.146)
e globalmente ressaltamos
AP > (2.147)

para k = 1,...,m. Nesse ambito, o equilibrio é dito estavel caso verifiquem-se as
condicoes (2.144) e (2.147) para todo deslocamento relativo a posi¢ao de equilibrio;
no caso critico, satisfaz-se a (2.145). O cumprimento local de (2.144), violando-se
(2.147) para algum deslocamento, implica o dito equilibrio metaestavel. Observando-
se (2.146) para algum deslocamento local entdo o equilibrio é dito instavel.
Ilustremos tais ideias estudando as flutuacoes de uma quantidade X, partindo-
se da relagdo fundamental & = ®(X), mediante transformacoes de Legendre via
interagdo com reservatorios R(P) correspondentes. Sua obtencao através do método
dos multiplicadores de Lagrange é sumarizada nas Figuras 2-7 e 2-8; tomamos, para
tal, trés valores do campo conjugado P, > P3 > P,. De fato, o caso P = P, assinala o
surgimento de uma nova solugao local X a extremizacao, a qual acompanha o minimo
global X,. A area destacada corresponde & barreira energética [58| que separa tais
estados de equilibrio. Precisamente, isso é facilmente verificAvel porque as regioes

demarcadas sao avaliadas segundo

/XOO (P ‘%) dX = P(Xo = Xg) = [2(Xo) — ®(Xp)]
= [2(X5) — PXg] — [2(Xo) — PX]

= AW (2.148)

Note que para valores de P > P, obtemos uma tnica solucao de equilibro. Em
P = P3, temos uma nova fase de carater metaestavel, a solugao X{. Conforme in-
tuitivamente discorremos no inicio do capitulo, a energia livre disponivel & passagem
deste estado ao méaximo local nao é suficiente para se realizar o mesmo processo

partindo-se do minimo global, uma vez que AD"D) > APV | Para P = P,, justa-
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P P
(a.1) (a.2)
- X; Xy " X, X; Xy
(6-.1) BV(P,|X) = ®(X) — PX V(P X) = B(X) — PsX (0.2)
St
(1)
APV
Ad) (1)
APD)
o)
dM
* ! *
” X; Xo X . X X; X, X
X X
(c.1) (c.2)
P, _/
: : AP
AP Pi | ; A .
ApM)
X5 Xo e X X5 X X

Figura 2-7: As imagens (a.1) e (a.2) sinalizam a familia de retas tangentes de inclinagoes P, e Pg
cujos interceptos {®} devem ser minimizados restritos & equacio fundamental. Em (b.1) e (b.2)
temos o potencial a ser explicitamente extremizado. Destacamos neles as barreiras de energia livre.
As ilustragoes (c.1) e (¢.2) exibem a derivada do potencial em funcdo da quantidade X. Salientamos
o valore de campo escolhido e as areas entre tais valores fixados e a curva. Os pontos destacados
nos diagramas correspondem a extremos locais enquanto ao minimo global.
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o
(a.3)
©=304PX
H+(1)
(I)/(l) — (I)//(l)
X} X; Xy x
X0
(b.3) _
dM(P,|X) = (X) — P,X
H*(1)
Aq)/(l) — A(P”(])
q)/(l) — <I>//(1)
X X; Xy X
@
0X
(c3)
A/
PW r [ 4 1% hd
AP(D)
X} X; Xy x

Figura 2-8: O mesmo procedimento o reservatorio de P = P,. Destacam-se dois minimos globais,
duas solugoes ao problema variacional que assinalam a coexisténcia de fases. As referidas areas

reduzem-se, pois, & construcao de Maxwell.
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0P
ax P

Py o /j Py
Fs o o} J Py
P, » < 54 P, b d b
X X

Figura 2-9: Na parte (a), sumarizamos as solugdes obtidas na Figura 2-7 e 2-8 através da repre-
sentacao da derivada g—; em funcao de X. Em (b), destacamos apenas as solugdes de minimo global;
a curva obtida representa a real equagao de estado X = X (P).

mente quando obtemos duas solugoes globais, X e X[/, tais valores se igualam, com
AD"D) = AP | Tsso assinala que nao ha distingao de custo energético adicional
para se passar de uma fase a outra; equivale pois a conhecida construcao de Maxwell.

De fato, a construcao de Maxwell trata-se de um artificio, o qual transporta para
a equacao de estado uma ideia mais fundamental: de que os estados de equilibrio
devem ser encontrados mediante a extremizacao de algum potencial termodinamico.
Este procedimento variacional, por sua vez, é o que determina as equacoes de estado,

e nao simplesmente a atribuicao

0P
P—— 2.149
0X ( )
a qual, na realidade, gera uma equacao de estado incorreta devendo ser corrigida
conforme discutido''. Do procedimento completo de extremizacdo desprende-se a

equacao de estado para os demais parametros fixos. Justamente, conforme sinalizamos

na Figura 2-9, a minimizagao do potencial

oM = min{®(X) — PX} (2.150)

11O proprio argumento acerca da igualdade requer tal interpretacdo para ser entendido correta-
mente, uma vez que se promove uma integracao ao longo de estados de nao equilibrio termodinamico.
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fornece diretamente as solucdes corretas para Xo = Xo(P) , com @M (P) = oM (P|X,) .
Fundamentalmente, essa visao da transformacgao de Legendre como gerador de extre-
mos'? prové uma visdo completa tanto do aspecto local como globalmente; resta

conecté-la & mecanica estatistica, o que ocorre de forma bastante natural.

2.4 Conexao com a Mecanica Estatistica

A ideia é transportar a nocao transformacao de Legendre como uma reformulacao
do principio extremante ao nivel microscopico através da transformacao da funcao
de particao [61]. Conforme frisado anteriormente, ao permitirmos a interagao do sis-
tema com um reservatorio de um parametro extensivo, estabelece-se a ocorréncia de
flutuagoes. Note, portanto, que lhe conferimos o status de variavel aleatéria. Dessa
forma, se partirmos do ensemble microcanénico 2 = Q(Xy,...,X,,), caracterizado
pelo isolamento total do sistema, o contato com um reservatorio de X; (determinado
pelo campo H;p) possibilitara ao sistema acessar novos microestados condizentes com
vinculos estabelecidos. A contagem de todas as configuracoes embute-se na nova fun-
cio de particao Q) = Q(l)(Hl7 Xa, ..., Xmn); condizente com o procedimento descrito,

esta desempenha o papel de uma funcao geradora de momentos
QW (H,) = /dX1 Q(X1) exp[—H X1 . (2.151)

Justamente, a transformada de Laplace decompde uma distribuicao em seus momen-

tos [62-64]. Seu logaritmo é, por sua vez, uma funcao geradora de cumulantes,
T = log QW (2.152)

da qual desprendemos quantidades como a média e varidncia referentes & variavel

aleatoria. Realmente, observe que suas derivadas tornam-se valores esperados

d1og QW

X,) = —
(X OH,

(2.153)

12Conecta-se natural e intimamente & teoria de Landau para transi¢oes de fase [59,60].
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bem como

0% log QM) 0X, 1 1
Var(Xy) = ((6X,)3) = 2082 S 2,154
R T

e sucessivamente por os cumulantes de mais alta ordem. Esta fungao geradora de
cumulantes assume, no limite termodinamico adequadamente estabelecido, a forma
do seu correspondente potencial termodinamico. Ou seja, hd uma razao em definirmos
as quantidades tal qual sao comumente apresentadas. Em geral, conduzimos o mesmo
raciocinio a transformacoes sucessivas das fungoes de particao em diferentes ensembles

com

QY = QEU(H, . He, Xiy o Xt (2.155)
e sua transformacao de Laplace

QW (H,) = / QX)) exp [~ Hp X3] , dXy . (2.156)

No limite termodindmico, podemos identificar a média pela derivada primeira do

potencial
ow®)
Xi) = — 2.157
(Xi) = —Z5 (2.157)
e sua variancia por meio de sua segunda derivada
O*u®) X, 1 1
Var(X,) = (6X)%) = =— = — = ——. 2.158
or(Xe) = (00)") = T = =5t =~ = (2.138)

A estabilidade deduzida pelo processo de diagonalizacao repercute, pois, na espe-
rada positividade da variancia; quando a criticalidade se manifesta, as flutuagoes
sao significativos e nao desaparecem com o limite termodinamico, com p;, — 0 —
((6X%)?) — 00 .

Precisamente, observe que tal relacdo com a termodinamica é efetivamente esta-
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belecida ao substituirmos a soma
QW (H,) = / dX; exp [UEV (X)) — H X, (2.159)

pelo seu termo méaximo ja que sua contribuicao é dominante no limite termodinamico,

conforme preconizado pelo método de Laplace |65]:
) = max {YZ(’“)(Hkyxk)} : (2.160)
onde
O (Hylzy) = v* Y (2y) — Hyay . (2.161)

Sua expansdo em série de Taylor (tal qual as segbes anteriores) em torno do méaximo

Tro = %o (0 estado de equilibro termodinamico) desenrola-se em

- - oy k) 152®
®)(H = o) ) | Szl 2.162
VO (Hlew) = x0+ oxy, Tkt 2 0} Tt ( )
X0 xo
Por ser extremo, sua primeira variacao local é nula
o)
(;ik =0. (2.163)
xo
Mas veja que das defini¢coes prévias deduzimos
. % (k) o° (k—1)
o =y aﬁs _ Z’xs L s>2. (2.164)
x k k
de forma que
~ 1 9%ptk=1)
xk te)
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Transformada de Legendre

max{V — H1 X1} max{¥V) — HyX5}
v — O ) o)
?v 22w
ax2 <0 X3 0

((6X1)%) < 00 ((6X2)?%) < o0
0 — 6 o  — 6 )
[QX1) e 1 ¥rgx, JOW(X2) e H2X24X,

Transformada de Laplace

Figura 2-10: Representagao esquemética do papel das flutuagoes em termodinamica e mecanica
estatistica.

Logo, a condicao de maximo

aZw(k—l)

LA <0 (2.166)
ox?

Zo
conduz a uma densidade de probabilidade [66]

Q=D (21.) exp [~ Hyay]

w® (Hylzy) = T (2.167)
_exp WD (1) — Hyay)
_ o0 () (2.168)

que assume a forma de distribuicdo Gaussiana [67—69]

1
w® (Hylzy) ~ ”2,0_7]{; exp [—ipkéxﬂ . (2.169)

Percebe-se que as nocoes de estabilidade encontram-se entranhadas a estrutura

termodinamica, conectadas a construcao dos fundamentos (ainda que rudimentares)
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da mecanica estatistica de equilibrio e sua analiticidade [70-72]. A Figura 2-10 su-
mariza ambas as perspectivas esquematicamente. A analise da criticalidade disseca
tais teorias ao seus limites; essas de fato nao capturam sua esséncia, trazida ape-
nas com o desenvolvimento da hipotese de escala [73-75] e a teoria de grupos de

renormalizagao [76].
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Capitulo 3

A Estabilidade em Misturas Binarias

Aplicamos nossa discussao prévia acerca da estabilidade local e global ao estudo
de misturas binarias [77,78]. Ressaltamos alguns aspectos relevantes da coexisténcia
de fases, a qual se desenrola em uma superficie (cuja dimensionalidade depende do
niimero de fases em equilibrio) em um espago tridimensional (em geral, envolvendo a
temperatura 7', pressao P e composi¢ao x). Como queremos nao so entender a solubi-
lidade avaliada sobre tal variedade mas também sua dependéncia com a temperatura

destacamos seccoes de tal superficie através de diagramas & pressao constante.

3.1 A Estabilidade Local

No caso de um sistema binéario, parametrizamos macroscopicamente a mistura
por sua energia interna U = U(S,V, N1, N3) em fungao da entropia, do volume e do
ntimero de particulas de cada espécie. Valendo-se de sua homogeneidade definimos

as densidade conforme anteriormente bem como a composicao por

N.
szZ, com N =N; + N, . (3.1)
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de forma que u = u(s,v,z). As sucessivas transformagoes de Legendre da energia

interna fornecem as energias livres de Helmholtz f e Gibbs ¢

f(T,v,z) = mvin{u(s,v,a:) —Ts}, (3.2)

g(T,P,x) = mvin{f(T, v,z) + Pv} (3.3)
e o potencial ¢

o(T,P,0) = mxin{g(T, P, z) — Oz} (3.4)

onde ©® = puy — py, a diferenca entre os potenciais quimicos, campo conjugado a
composicao. Por conseguinte, a diagonalizacao da forma quadratica na representagao

de energia fornece os elementos diagonais

0%u
o*f
Ay = <W>T >0 (36)
(’929)
N = <— >0 (3.7)
’ 2% ) 1 p

cuja positividade garante a estabilidade local do sistema. No caso usual, a agora linha

critica (temos mais um grau de liberdade) constitui os estados para os quais

2 3 4
(a_g> =0, (a_g) —0, <a—i) >0. (3.8)
O TP Ox T.P Ox TP

Entretanto, é importante destacar a possibilidade excepcional

2f\ Pr\ AN
(w)T_O7 (axav)T_()’ (%)T_O7 39

que configura o referido fenémeno da azeotropia critica; trata-se, de fato, de um ponto

sobre a linha critica. Sobre este desemboca uma curva pertencente a superficie de
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coexisténcia! (em espago tridimensional de parametros intensivos, digamos T, P, ©)
caracterizada por transicoes de fase que se processam sem mudanca na composicao.
Seria como se a mistura se comportasse como uma substancia simples, corroborando

a nocao de independéncia referida entre o conjunto de varaveis {s, v} e a composicao

{z}.

3.2 O Equilibrio de Fases

Como mencionamos, as composicoes de equilibrio sao fruto da extremizacao do

potencial termodinamico ¢. Observe que este pode ser escrito na forma
b=U-T5S+ PV —-0ON,;. (3.12)
Mas a homogeneidade das equacoes fundamentais implica
U=TS— PV + u1 Ny + pioNs . (3.13)
Logo, a combinagao de (3.12) e (3.13) gera

=N, (3.14)

lcuja dimensionalidade ¢ determinada pela regra de fases de Gibbs [79]. Se temos um sistema ter-
modinamico parametrizado por m+1 quantidades extensivas e definido por uma relacao fundamental
homogénea de primeira ordem, a dimensao da variedade de coexisténcia de o fases sera

dmI'=m+1—-0. (3.10)

Dentro do contexto exposto, trata-se de uma simples consequéncia da igualdade do potencial extremi-
zado ¢(™) = ¢(m) (Py, Py, ..., Pp,) para cada fase presente. Para um sistema fluido de n componentes
temos que m =n + 1 com

dimT=n+2—0. (3.11)

Em especial, para um sistema binario, duas fases coexistem ao longo de uma superficie, trés fases
ao longo de uma curva e quatro em um ponto.
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de sorte que sua forma especifica (molar) representa simplesmente o potencial quimico

relativo a especie 1

b= . (3.15)

A minimizacdo em (3.4), conforme explicitado no Capitulo 2, nos fornece a de-

pendéncia da composi¢ao com os campos, uma equacao de estado do tipo

x=uxz(T,P0O). (3.16)

No caso de uma coexisténcia de fases teremos mais de uma solugao para o procedi-

mento, identificadas por

¥ =2(T,P0O) e 2/=2"(T,P0O), (3.17)

no caso de duas fases coexistentes, digamos. Note que a igualdade 2 do potencial

referido em tais estados de equilibrio

¢ (T, P,0) = ¢ (T, P,0) (3.21)

reduz o namero de graus de liberdade de (3.17), raciocinio que evoca a relagdo de
Gibbs-Duhem, a qual aplicada a coexisténcia, gera a regra de fase de Gibbs. Obtemos,

como consequéncia, superficies de coexisténcia definidas por

' =2(T, P) (3.22)

2Assim como a igualdade dos demais parametros intensivos [80] em ambas as fases

T=T'=T, (3.18)
P =pP'=P, (3.19)
0=0"=0. (3.20)
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" =2"(T, P) (3.23)

as quais serao exploradas vastamente ao longo da analise de diferentes modelos. Delas
obtemos as desejadas informagoes acerca da dependéncia da composi¢ao com a tem-
peratura, a pressao fixa. Tal parametrizacao é ttil, pois, em tltima analise, buscamos
compreender o comportamento da solubilidade com a temperatura nessas condicgoes.
Aprofundando a discussao acerca da superficie de coexisténcia, avaliemos suas carac-
teristicas na imediacoes de estados criticos os quais apontam miscibilidade completa

no diagrama de fases.

3.3 A vizinhanca de estados criticos

Analisemos a superficie de coexisténcia nas proximidades da linha critica [81].
Consideremos a pressao fixa (de sorte que 6 P = 0), condigdo tipica em nossas expla-
nacoes, e que, partindo-se da temperatura e composicao criticas T° e x¢, visitemos

estados de equilibrio de composicoes

' =z + o2 (3.24)
e

2" =2+ 2" (3.25)
coexistentes a uma temperatura

T=T°40T. (3.26)

Cumprem-se, ademais, via inversao da solucao extremante

o' (T, P,2') = ©"(T, P, ") (3.27)
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assim como a igualdade dessa solucoes para cada modificacao

&' (T, P,x") = ¢"(T, P,z") . (3.28)

Nesse interim, a variacao do campo 0O deve ser restrita também a igualdade
do potencial termodinamico extremizado em ambas as fases; garantimos assim que
percorremos de fato a superficie de coexisténcia nas imediagoes da linha critica. Tra-
duzimos a ideia explorada através da Figura 3-1.

Dado que ¢ = u; = g — Ox sobre estados de equilibrio, reescrevemos (3.28) como

g/ _ @,l'/ — g// _ @Hﬂf// . (329)

Usando a igualdade dos campos (3.27), segue que

g—g -0l —-2") = 0 (3.30)

— ¢ —¢"— 00" —02") = 0. (3.31)

Feitas tais consideragoes, os vinculos (3.28) e (3.27) sdo equivalentes, respectivamente,

a

o'(T, P,a') = ©"(T, P,z") (3.32)

assim como

g —g" =02 —0z")=0. (3.33)

Comecemos a explorar tais condicoes nas vizinhancgas do estado critico conside-
rado. Expandimos, pois, a energia livre de Gibbs g = ¢(T, P,z) em uma série de

poténcias em torno da regiao critica, a pressao constante, relativamente a cada com-
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0P =0

50, 6T

¢t
¢ =9¢" #(T° + 6T, P,O° + 60)
l./ J:'C x// a;-
ox’ ox"”
T Ax
TC L
T L

z T

Figura 3-1: Esquematicamente, ilustramos a obtencio da curva de coexisténcia (representada no
plano x T) através da minimizagdo do potencial ¢ nas imediagoes de um ponto pertencente & linha
critica. Ressaltamos a variagdo das composigOes coexistentes com a temperatura (P constante)
mediante variacoes locais 67T e 00 condizentes com os vinculos requeridos ao equilibrio de fases.
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posicao coexistente. Obtemos para fase de composicao z':

99\ 09\ 1 /0%g\° )
"=¢g(T,P,2) = ¢° - ox' — 0T + = | == oT
g =g(T, P2 9° + <3$)T,p z’ + (0T)T,P +35 (aTQ o +

829 ‘ ;o1 839 ‘ )
+ (8T3x>T’P oTox + 3 <—8T85E2)T7P oTox"” +

1 (0*%\° ,
+ @(@) (5134 (334)

T,P

e, de maneira anéaloga, para a fase de composicao x”

99\ ¢ 9g\° 1/ 0%g\° )
"=¢q(T,P,x") = ¢° — Sz — ol + - [ —= oT
=9 Ba’) =g *(aw)T,p ! *(8T>T,P T3 (8T2 o

829 ‘ " 1 agg ‘ "2
+ <3T8x)T7P 0Tox" + 3 (8T€)x2)T’P 0Tox"™ +

4 c
+ 1(8 g) sz (3.35)

n\ 9.4
41\ Oz T.p

Desprezamos, de fato, termos de ordem superiores & quartica em composi¢ao; além
disso assumimos que 07 tenha pelo menos uma dependéncia quadrética com dz (o
que se provara consistente conforme o resultado que se sucede). Aplicamos, ainda, as

condicoes criticas discutidas no Capitulo 2. Suas derivadas fornecem para cada fase

, (0gY 9g\* 9”9 \° g \° ,
© (8$)T,P (am)np i (8T895 T,P(S " \oros T,P(S ot

19\

T,P

_|_

v (09" 99\ ° 0%g \° g \° y
© (ax)ﬂp (ax)”*(amx)wé +((')Ta:ﬁ T
1
6

—4> 5.’]}”3 . (337)
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De imediato, usando-as em (3.32) obtemos

039 ‘ / " 1 849 ‘ 13 "3\ __

T,P 6 T,P

Voltando as atencgoes a outra restricao, temos que

99\ 0%g \°
o vy Sz’ — 5" ST(52 — 52"
g (a:c>T,p( Foom)t (aTax)T,P a = oalt
1/ &g \° 1 [(9%\°
- (5T 5 2 5 "2 I = 5 4 (5 "4
T3 <8T8x2)T7P AT (0$4>T,P< 2" = o)

(3.38)

/ " 59 ¢ 529 ‘ 1 539 ‘ / "
— _ =l z
(0x (536){( ) +< ) (52—1—2( z), 0T (0z" + 0x")+

4 c
+ ! (8 g> (62" + 02"*) (02" + (5:6”)} :

TR
41\ Oz T.p

(3.39)

Substituimos tal resultado em (3.33); por hipotese dz’ # dz”, entao a dividimos por

0z’ — 62" de maneira a obter
(@)C +( Gl ) 5T+1( Py ) 5T (82 + 62) +
ox T.p 0T O0x T.p 2 \ 0T 0x? T.p

1 849 ‘ 2 "2 / " 89 ‘

T,P

829 c 839 c 1 849 c
0T+ (s ) 6T62'+ - (=) 627 =0.
* (GT(%U)T’P * (8T@x2>T7P v 6 (8$4)T,P ’ !

Com o auxilio de (3.38), simplificamo-la segundo

4 C
(%) {62 + 62" — 62/62" (62" 4 62")} =0 .
TP

Contudo, perceba que

51,/3 +5xll3 — (5x/+5x//>(5x/2 —5$’5$”+(5:L‘”2)

5

(3.40)

(3.41)

(3.42)



acarreta

4 c
(8 g> (62" 4 62") (62" — 62")* =0 . (3.43)

A estabilidade do estado critico, assinalada por
g\ ¢
(—“Z) >0, (3.44)
ox T.p

implica que (3.43) é obedecida caso cumpra-se

1
oz = —ox' = EAx : (3.45)

Revela, portanto, a simetria das composicoes coexistentes relativamente ao seu valor

critico nesse regime de proximidade. Essa observagio introduzida em (3.38) fornece

Pg \° 1 [0%\°
T=—|—-— 2 4
(8T8x2)T,P ’ 6 (ax4>T,P o (349
ou simplesmente
4 c 2 c
E (a—Z) 5z = (a—“‘;) 5T . (3.47)
6 \ Ox T.p ox T.p

[sso corrobora a relacao quadratica entre temperatura e composicoes coexistentes
inicialmente reivindicada.
Finalmente, por simples diferenciacao, obtemos os limites das seguintes derivadas

nas proximidades do estados critico:

ox, 655
= ——== 3.48
(57), = s 345
bem como
a 1 6 C
(a?) - CSQAI . (3.49)
P G4z T
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Como consequéncia direta desses resultados, os pontos criticos constituem extre-

mos locais ® da curva de coexisténcia nos diagramas x T

(g—Z); —0. (3.51)

A reciproca, curiosamente, nao é verdadeira; nem todo extremo constitui um estado
critico a exemplo da azeotropia como verificaremos em breve.
Tal carater de extremo local pode ser observado sob um olhar mais pragmaético e

menos doloroso. A condicao

2
(%) =0, (3.52)
=) rp

define a fronteira entre os estados de metaestabilidade e aqueles intrinsecamente ins-

taveis, codificando uma relacao da forma
Ry(T,P,x) =0. (3.53)

Dela extraimos como se procede a dependéncia da temperatura com a pressao e

composicao ao longo de tais estados
T=T(Pz). (3.54)
Sendo definida implicitamente através de

Ro(T(P,z),P,z) =0, (3.55)

3Uma conclusdo similar procede para as secoes da superficie de coexisténcia no diagrama zP a

temperatura constante, com
IP\°
() =0. (3.50)
o )
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0P =0 P =0

Sop < 0 2 = ZL'/(T, P) 2 = iL'N(T, P)
TL' .

V) P
I—T(TP) I_I(TP> Sor >0

Figura 3-2: Representamos as possibilidades de curvatura para coexisténcia de fases nas imediagoes
de um estado critico. Em (a) ilustramos o caso concavo para sq, < 0, enquanto que em (b), sa, > 0
implica sua convexidade. Observe que também podemos escrever tal condicdo incidente sobre a

curvatura como Sg, = hTi?.

desprendemos que

OR; OR, or\
(%)T,P ’ (a—T)P,Z (%)p =0 (3.56)

a qual se resume a

ory  (5)re @_ig)m
(5)1: ST T @ . (3.57)

Aplicando-se a condicao de criticalidade sobre a derivada terceira de g, obtemos a
condicao de extremo local prevista, mas de forma mais sucinta.

Ainda, como ambos g5, e Ax sao positivos, o sinal da derivada da composicao
determina a concavidade ou convexidade do diagrama de fases no ponto critico, ex-
tremo local como demonstrado. Se s5, > 0 entdo o diagrama é convexo (como em
U); para s5, < 0 a curva de coexisténcia é concava (como em N). Abordamos tais

possibilidades na Figura 3-2.
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3.4 A Azeotropia e sua Geometria

Como sugere seu proprio nome, a azeotropia compreende a transicao de fase que se
processa sem mudanca de composi¢ao [82], uma heranga de um comportamento tipico
de substancia pura atrelada, contudo, & mistura. Tais estados azeotropicos constituem
uma curva ao longo da superficie de coexisténcia (digamos, no espaco = T' P) a qual
pode desembocar na linha critica, configurando a chamada azeotropia critica . Como
consequéncia, neles a mistura se comporta como uma substancia simples. Conforme
mencionado em nossa discussao acerca das condicoes de estabilidade, isso resulta em
um desacoplamento entre os conjuntos de variaveis {s,v} e {x}. Em termos precisos,
na coexisténcia de duas fases cumprem-se as igualdades dos campos conjugados as

variaveis flutuantes

T =T1" (3.58)

P =P (3.59)

0 =0 (3.60)
com a condicao adicional

' =a" (3.61)

a qual denotaremos por z,..
Conforme vastamente exploramos, a superficie (no espago dos campos T, P e O)
referente & coexisténcia de duas fases provém das solucées & minimizagao do potencial

termodinamico ¢

o' (T, P,O) =¢"(T, P,O) (3.62)

De fato, caminhar ao longo da coexisténcia significa respeitar o vinculo descrito,

mediante variacoes dos campos. Em particular, promovendo-se variagoes locais sobre

79



tal variedade deve-se verificar

) (35,7 (56)
) dar+ (=) dP+ (=) dO =
(8T o OP ) 1o 90 ) 1 p

a¢// a¢// aqsll
(8T>P7@dT+(3P)T’@dp+<8@>ﬂpd@ (3.63)
Mas as derivadas de ¢ representam as densidades

0¢ B
(0_T) o == S (364)

0] B
(8_]3) o = v (3.65)

0¢ B
(%)T’P = — (3.66)

as quais, quando inseridas em (3.63), fornecem

—s'dT +v'dP — 2/d® = —s"dT + v"dP — 2"d©
— (8" —§)dT — (v —v)dP + (2" — 2')d® =0 (3.67)

, . . o~ . o~ 1"
No caso azeotropico, a transigao se processa sem mudan¢a na composicao, com r =

z'. Nessas condicoes, desprende-se que
(s —s)dT — (v —v)dP =0. (3.68)

Trata-se de um resultado analogo a relagao de Clausius-Clapeyron [83], no plano T' P,

ao longo da coexisténcia de uma substancia simples

’

dP_s/—s/_As

T v —v " A’ (3.69)

o que de fato corrobora a nocao previamente sustentada .

No que concerne & analise dos digramas de fase no plano x T" mantendo-se pressao
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Figura 3-3: Ilustramos a sec¢io de uma superficie de coexisténcia no qual a azeotropia se manifesta.
Evidenciamos, no detalhe, a discrepancia de quantidades extensivas como o volume v # v’ (bem
como s” # s’ ) a despeito da igualdade das composi¢oes em cada fase.

P fixa, observe que de (3.67) extraimos também

(8" —&)dT + (2" — 2")d® =0 (3.70)

Mas, para um estado azeotropico z”/ = a/,

oT
"= =0 3.71
=) (55) 3.71)
Como em geral s” # s, deve-se cumprir

(%)P =0 (3.72)

Ou seja, apesar de ser extremo local nao constitui um estado critico, conforme alerta-
mos. Topologicamente, o efeito da azeotropia implica que a superficie de coexisténcia

grude-se sobre si, conforme representamos na Figura 3-3.
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Capitulo 4

Modelos de Rede

Analisemos, primeiramente, um modelo de rede [84] para sistemas de mais de um
componente com o intuito de estabelecer alguns conceitos fundamentais ao estudo de
misturas. Sob a perspectiva de descrevé-las por uma teoria termodinamica fundada
na mecanica estatistica classica de equilibrio, buscamos melhor compreender os me-
canismos inerentes & estabilidade de uma mistura perante flutuacdes em composicao
e como é possivel extrair de tal analise informacoes valiosas acerca da solubilidade
de uma espécie em outra. Para tal, serd primordial o conhecimento de seu diagrama
de fases,em cuja superficie de coexisténcia faz sentido definir tais conceitos. O passo
fundamental é a possibilidade de se vincular a propria solubilidade aos parametros
microscopicos os quais definem o sistema. Avalia-se, para tal, o trabalho configuraci-
onal necessario a troca de particulas entre as fase coexistentes, no contexto anélogo
ao descrito por Widom. Em especial, devotaremos atencao especial papel da intera-
¢cao entre soluto e solvente e seus efeitos competitivos para com a entropia. Como
ponto de partida, analisaremos a seguir um modelo que remete ao familiar modelo de
[sing para o magnetismo. De fato, sao isomorfos quando passamos ao ensemble grao

canonico [85].
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4.1 Solucoes Estritamente Regulares

Tratamos de uma mistura binaria [86-88] de N4 particulas A e Ny particulas B
dispostas em uma rede caracterizada por um namero de coordenagao z (primeiros
vizinhos). Consideramos tal rede como rigida e sem sitios vacantes de forma que

12 Reduz-se, portanto, o

o modelo omite os efeitos associados a pressao e volume
nimero de varidveis termodindmicas necessarias a sua descricdo. Ainda, cada posi-
cao da rede, formada por N sitios, é ocupada por uma tnica particula de forma que
N = N4+ Np. A ideia por tras de tais hipoteses (as quais configuram uma solu¢do
estritamente regular) nao é s6 tornar o modelo ameno & analise teérica mas também
direcionar atencao aos efeitos de energia configuracional e entropia em suas contri-
bui¢oes para a minimizacao energia livre. De fato é adequado a descricao de cristais,
aproximando liquidos condensados [89].

Suponhamos que o alcance das interacoes de cada particula seja restrito a seus pri-
meiros vizinhos. Os possiveis % pares de primeiros vizinhos estao distribuidos entre
trés formas: AA, BB e AB. Cada par possui uma energia de ligacao associada —e4 4,
—epp € —€4p, as quais independem da temperatura. Portanto, é til parametrizar o
problema em funcao dos niimeros de tais pares Na4, Ngp ¢ Nag. Em contrapartida,
observe que, dados N4 e Np, tais quantidades nao sao independentes entre si; estes
satisfazem a relagoes de vinculos. Somando-se sobre os primeiros vizinhos de cada
particula A, obtemos contribuicoes dos pares AB e uma contribuicao dupla de AA,

resultando em
ZNAZQNAA—l-NAB. (41)
Analogamente para particulas B vale que

zNp =2Npp + Nap . (4.2)

'Podemos incorporar a ideia de volume, ainda que de forma restrita, no caso deste modelo:
assumimos que A e B sejam suficientemente similares em tamanho de forma que ndo exista mudanca
de volume apos o processo de mistura. Ainda, poderiamos incorporar de maneria trivial contribuicoes
oriundas de graus de liberdade internos desde que desacoplados de sua parte configuracional.

ZNessas condicoes, a energia interna torna-se equivalente & entalpia.
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Cﬁ Cf o
Figura 4-1: A estrutura do modelo de rede, com destaque aos possiveis pares de primeiros vizinhos,

AA, BB e AB. As particulas dos tipos A e B sao representados por circulos brancos e pretos,
respectivamente.

Nessas condicoes, podemos expressar a energia do sistema conforme tal parametriza-

Gao

E(Naa,Npp,Nap) = —€aaNaa — eggNpp — €apNap . (4.3)

Observe que o Hamiltoniano apresenta uma simetria relevante: sua forma é invariante
perante as transformacoes A — B e B — A. Tal fato de natureza microscopica tera
repercussoes no ambito macroscopico em nossa descricao termodinamica. Utilizando
as restri¢oes (4.1) e (4.2) para eliminar Nag bem como Npp, reescrevemos (4.3) na

seguinte forma

E(N4, Ny, Nag) = _262“ Ny — ’“53 Ny — Nag (4.4)
onde definimos o parametro € como
e:eAB—%, (4.5)

o qual mede o desvio da energia de ligacao entre espécies distintas em relacao a mé-
dia aritmética das interacoes entre espécies iguais. Mais precisamente, representa a

energia associada a formagao de um par AB, vinculando-se ao processo de solvata-
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BB AB

o O @ O

+ _—

Q@ Q @ O
AA AB

Figura 4-2: A energia necessaria ao desmanche de um par AA é €44, assim como para um par
BB temos egp. Quando deles formam-se dois pares AB ha uma liberacao de energia igual a —2€e 4.
No processo inteiro, computamos o balango energético: €44 + €ap — 2e4p = —2¢. Dessa forma,
podemos atribuir —e & energia associada & geracao de um par misto AB.

¢ao ou diluigdo. Examinemos mais atentamente o significado dos termos em (4.4) .

Identificando os dois primeiros como as energias de puros A e B

REAA Z€EBB
GO = — NA [§] GO = —

segue que a energia do sistema composto previamente & formacao da mistura é dada

por

G'=G%+GY . (4.7)

A energia total envolve o processo descrito anteriormente bem como o de mistura,
no qual as interacoes entre espécies diferentes entram em cena. Sua contribuicao,
—eN g, contempla a formagao pares AB cada um dos quais associado a energia —e.

Portanto, reescrevemos (4.4) como
E(NA,NB,NAB):GO—ENAB . (48)

Nesse contexto, note que Nyp nao é suficiente a especificacao de um microestado
do sistema, existindo uma degenerescéncia 2 = Q(N4, Np, N4p) inerente a parame-

trizacao escolhida. Segundo a medida de probabilidade atribuida a um microestado
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no ensemble candnico [90] podemos entao construir a fun¢ao de particao segundo

Q(B,Na,Ng) = Y Q(Na,Np, Nap) e PENaNo:Nar) (4.9)
Nagp
= 7% 3" O(Na, Np, Nag) e"Nar (4.10)
Nap

E conveniente & discussao seguinte definirmos a distribuicao w como o fator de

degenerescéncia {2 normalizado:

Q(NA7NB7NAB)
W(N4, Ng, Nag) = . 411
(Na, Ne, Nas) > Nap SUNa, Np, Nag) (4.11)

Observe que a soma de €2 sobre N4 corresponde simplesmente ao niimero de maneiras

de se distribuir V4 particulas A e particulas B em Ny + Np sitios

Na+ Np)!
> " Q(Nu, Np, Nap) = (N + No)! : (4.12)
Na!Np!
Nap
e usando (4.11)bem como (4.12) em (4.10) obtemos
Nj+ Np)!
QB Na, Np) = eoo" Mat No)! > " wW(Na, Np, Nag) e”Naz - (4.13)

N4!INp!

Nap

O 1ltimo fator, o qual contempla a variagao do ntimero de pares hibridos, configura-se
como o valor esperado do peso de Boltzmann segundo a distribuicao de probabilidade
w. Podemos embutir tais efeitos em uma funcao Y = Y (3, N4, Ng) dependente da
temperatura e do nimero de particulas de cada espécie, desempenhando ou simulando

o papel de um nimero de pares mistos efetivo
" =" w(Na, N, Nap) e*Nav . (4.14)
Nag

Incluindo essa observacao a funcao de particao, reescrevemo-la como

eiﬁGO (NA + NB)' BeY .

Na, N =
Q(ﬁ7 A B) NA'NB‘

(4.15)

87



A equacao fundamental é definida no limite termodinamico, estabelecendo-se N4,

Np — oo (e, por conseguinte, N — oo ) de tal forma que as composigoes x4 = Na o

Na
N
TR = % permanecam finitas. Ainda, de forma a evidenciar o vinculo x4 +xzp=1¢€
simplificar a notacgao, escolhemos r = xp e 1 — x = x4. Dessa forma, a energia livre

de Gibbs é obtida através de

g(B,x) = —% lim % logQ(B, Na, Np) . (4.16)

NA%OO

NB—>OO
Discernimos nela duas contribuicoes distintas, ¢° e Ag. O termo ¢° representa a
energia livre anterior a formagcao da mistura a partir da unidao de dois sistemas puros

isolados, sendo portanto, de carater aditivo sobre tais sistemas.

9° = (1 — )y +apy (4.17)
onde
iy = == (4.18)
bem como
= == (4.19)

representam as energias livres parciais, ou potenciais quimicos, dos sistemas puros
correspondentes. A porcao Ag alude, por sua vez, ao estabelecimento da mistura &
temperatura constante, contemplando as parcelas de origem entropica e energética

mediante a permissao da interagao mutua entre os subsistemas iniciais:

1

. 1 (NA‘I'NB)! BeY
Np—o0
NB%OO
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Usando a formula de Stirling e aplicando o limite termodinamico adequadamente [91],

(4.20) assume a forma explicita
Ag=kgT{(1—2)log(l —z)+zlogz} —ey,

onde y representa
_ Y
y= lim —.
NA—>OO

NB—)OO

O potencial de Gibbs completo segue conforme

_ _ZG;A(l —33) _ ZEBB

Ainda, cabe ressaltar as parcelas de cunho entrépico e energético

~ 0Ag dy
As——a—T——k:B{(l—x)log(l—x)+3:logx}+ea—T,
dy
Au=Ag+TAs = — -T— .
U g+ s e( 8T>

Em especial, relacionamos a energia em termos do parametro (3

Dy

_ 9B dy
- ~<(r-T5rz)

o)
d By

ou em um formato extensivo
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r+ kgT{(1—2)log(l —z)+zlogz} —ey .

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)



Por outro lado, potenciais termodinamicos estao vinculados a médias de certos ob-

servaveis; no caso da energia, a média térmica sobre o Hamiltoniano segundo
AU = (E - G°) = —e (Nap) . (4.28)

Ao compararmos (4.27) e (4.28) , concluimos diretamente que

opBY
% - <NAB> 5 (429)
ou na forma integral ,
1 /
Y =-— / (Nap) dps . (4.30)
B Jo

Tal conexao também é imediata se recorrermos a propria definicdo do parametro
Y, segundo a relagdo (4.14). Analisado sob essa perspectiva, substituimos o conheci-
mento da funcao de particao pela avaliacao do valor médio do niimero de pares mistos
enquanto funcao dependente da temperatura e composicao. Tal transformacao torna
as aproximagoes empregadas na se¢oes sequentes mais palpaveis e aptas a visualizagao
de seu significado fisico. Note que as dificuldades inerentes a resolu¢ao do problema
exatamente nao se alteram a luz de tais interpretacoes. A complexidade atrelada a
anélise de todas configuracoes, imputadas na funcao de particao, transforma-se em
determinar a distribuicao w, a qual é altamente dependente da dimensionalidade e da
geometria do modelo. Comecemos analisando um caso especial, que concerne as so-
lucoes ideais. Todavia, fagamos antes algumas consideracoes acerca de outra possivel
parametrizacao adequada ao sistema, de grande utilidade as explanagoes subsequen-
tes.

Podemos parametrizar o mesmo problema de uma forma alternativa [92], evi-
denciando a especificacdo direta de um dado microestado (conforme ressaltado pre-
viamente, incumbéncia do fator de degenerescéncia). Uma configuragdo particular
do sistema pode ser univocamente especificada pelos conjuntos de variaveis {n} =
{m,...,nn} bem como {p} = {p1,...,pn} referentes a ocupagido dos N sitios da

rede por particulas A e B, respectivamente. Cada variavel assume os valores 1 ou 0,
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dependendo da ocupacao ou nao do sitio pela particula correspondente. Dado que
nao ha sitios vacantes, os conjuntos ndo sao independentes entre si (sendo suficiente a

adocao de apenas um deles a especificagdo de um microestado) satisfazendo a relac¢do

ni+pi=1, (4.31)
Vi=1,...,N. Reescrevemos, nesse espirito, o nimero de pares AA, BB e AB
segundo
1
Naa= 5 Z ninj (4.32)
(@ 7)
1
Npp = 3 Z Pi Pj (4.33)
(i 3)
assim como
Nap = Z i Pj 5 (4.34)

respectivamente. A soma é avaliada entre primeiros vizinhos de maneira que a notacao
empregada corresponde a
N
i 5) i=1 j=1
onde \;; assume o valor 1 se ¢ e j sao primeiros vizinhos e 0 caso contréario. Portanto,

para cada célula j vale que

d A=z (4.36)

=1

O Hamiltoniano (4.3) segundo tal parametrizacao assume a forma

1
E({n}Ar}) = =5 > {eanning + e pipj+2eannip; }- (4.37)

(i 3)

Empregando-se (4.31) de forma conveniente, verificamos que

B(m {0) = —5 S Aeann (1= p)) +eos (1= n) oy +2eanminy )
(i 4)
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1
] Z{EAAni+€BBpj+2€ABmpj}
(i )
€EAA €BB
= -5 m—Tij—EZmPJ

N N
Z €AA Z €BB
- T E T E Pj_ei i Pj - (4.38)
J=1 (@ 7)

i=1

Como

Na=)_m e Ng=)>_ pi, (4.39)

e usando (4.34) obtemos, de fato, o resultado anterior (4.4). A despeito da menor
simplicidade e objetividade, tal parametrizacao permite escrever explicita e operaci-
onalmente valores esperados de grandezas de interesse. Nesse interim, é possivel a
obtencao de maior informacao acerca distribuicao das particulas no sistema e, por
conseguinte , avaliarmos as aproximacoes aplicadas nas subsegoes posteriores.
Assumindo homogeneidade do sistema, relacionamos certos valores esperados a
parametros ja conhecidos. As médias sobre as variaveis de ocupacgao n;, performadas

segundo a medida de probabilidade candnica, sao determinadas notando-se que
(Na) = Ny, (4.40)

pois tanto N4 quanto N nao variam em tal ensemble. De (4.35), deduz-se que
N N
o =(3 ) =3 =V (1)
i=1

i=1

onde (n;) refere-se, na tultima igualde, a um sitio arbitrario dada a homogeneidade

assumida (ou seja, escolhemos um sitio representante qualquer). A igualdade entre

(4.40) e (4.41) implica

() =~ =2a. (4.42)
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Semelhante raciocinio aplica-se a B, para o qual obtemos

(pi) = % =15 . (4.43)

Dando um passo além, vinculamos a média sobre os possiveis pares adjacentes com

suas varidveis de ocupagao, procedendo de forma andloga a analise prévia:
1 1 zN
(Naa) = <§ Z Ti 77j> =5 Z (min;) = o (mi mj) (4.44)
(i) (i4)

com i e j sitios adjacentes, onde fizemos uso das relagoes (4.32) bem como (4.36).

Desprende-se disso

(nimj) = —x5— - (4.45)

(pi ps) = <N£B> : (4.46)
(Nas)
(i ps) =~ (4.47)

desde que, novamente, 7 e j sejam primeiros vizinhos. Podemos ainda relacionar essas

médias avaliadas entre si. Pelas restrigoes (4.1) e (4.2), segue que

1
NAAzi(ZNA_NAB) y (448)
1
NBB = 5 (ZNB — NAB) s (449)
de onde extraimos
1 2N (Nag)
N =—(2N4— (N = -1 4.
(Naa) = 5 (oNa = (Nagh) = 5 (a— (4.50)
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(Npg) = % (2Np — (Nag)) = g (xB - @ﬁ’)) . (4.51)

Mas, pela igualdade deduzida em (4.41), temos

(Nas) = 2 (24— (nes)) (4.52)
(Nos) = 2% (wn— 0 py)) - (1.53)

Escrevemos, por conseguinte, as relacoes desejadas

(mimy) =za — (Mipj) (4.54)

(pi pj) = x5 — (Ni pj) , (4.55)

validas para ¢ e j vizinhos adjacentes.

Aproveitando o ensejo trazido pela estimativa de tais médias, fixemos outros con-
ceitos e notagoes que serao explorados nas proximos paragrafos. Comecgamos por
analisar as fungbes de correlagao entre dois pontos (sitios) as quais em principio sdo
diferentes para cada par. De maneira geral, a funcao de correlacao entre dois pontos
referente a uma variavel o; descreve o quanto os efeitos de sua flutuacao em torno do
valor médio repercutem nas demais localidades do sistema. Com o intuito de abranger

tais ideias, é conveniente defini-la por

C(i,7) = ((0: = () (0, = (0))) (4.56)

a qual simplifica-se a

C(i, ) = (0:05) = {o:)( 7)) - (4.57)

Aplicado a misturas binarias, temos trés possibilidade de tipos de pares; logo, compreendem-

se trés formas distintas de fungoes de correlacao:

Canli,3) = (mimg) — m:)(ny) (4.58)
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Cpp(i,j) = (pip;) — (pi){ps) (4.59)
Cas(i,7) = (nip;) — () pj) - (4.60)

4.2 Solucoes Ideais

Restringindo-nos as hipoteses do modelo estudado, definimos uma solu¢ao ideal [93]
como aquela em que a energia configuracional do sistema é a mesma para todo micro-
estado acessivel. Em outras palavras, sua energia total é insensivel a permutagoes de
quaisquer particulas da mistura. Conforme a parametrizacao discutida, a mudanca
na posicao de determinados constituintes envolve, no méximo, a modificacao do nu-
mero de pares Nyp. Em decorréncia dessa observagao e da expressao (4.8), deduzimos
que uma condicao suficiente para a idealidade é, nesse contexto, obtida tomando-se
€ = 0, nao havendo custo energético na criagao ou destruicao de pares. Tal simples
conclusao carrega informacao além da intuicao inicial que sugere a estrita igualdade
entre as interacgoes, a saber, e4p = €44 = €gp . Entao, de forma ingénua, a solugao
comporta-se como ideal quando a interagao entre os componentes distintos é similar
a afinidade entre as particulas de mesma espécie.

Em particular, extraimos dessa discussao que o trabalho necessario a permutacao
de uma particula A, inicialmente cercada por particulas A, por uma a particula B,
originalmente rodeada por particulas B, é nulo. Nao é necessario, pois, despender-
se energia para dissolver uma particula e conforme verificaremos a seguir, teremos
miscibilidade em todo a extensao do diagrama de fases. Com essa escolha, a fungao

geradora (4.13) simplifica-se a

:eiﬁGO (NA+NB)'

Ny, N
Q<ﬁ7 Ay B) NA'NB'

(4.61)

No limite termodinamico e valendo-se da formula de Stirling, obtemos a energia livre

de Gibbs

_ _ZEAA(l _ x) _ *€BB

5 z+ kgT{(1 —z)log(l —z)+ zlogz}, (4.62)
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ou em sua forma extensiva

G (T,Na,Np) = -— ZZAANA — ZG;BBNB +

Npg Npg
+ kT { Nylog——— + Nplog ——— 7 ,
B { AogNA-i-NB BogNA—l-NB}

em conformidade com a equacao (4.23). Identificamos, com isso, a fun¢ao de mistura
Ag = kgT{(1 —z)log(l —z) + zlogx} (4.63)

cuja origem é puramente entropica, relativa a permutagao de particulas de espécies

diferentes, uma vez que

As = (%)x = —kp{(1 —2)log(l —z) + zlogz} . (4.64)

Como consequéncia

Ag = —-TAs, (4.65)

o que implica a entalpia de mistura ser nula
Ah=Au=0. (4.66)

Nao ha custo energético na criacao de um par misto, conforme ressaltamos. De fato,
a convexidade da energia livre, ver Figura 4-3, como funcao da composi¢ao para toda

temperatura, assinalada por

2
(a g) _ kT (4.67)

o2 s 2(l—x)

garante a estabilidade do sistema em uma tnica fase. Isso acarreta a miscibilidade
de uma espécie em outra através de toda extensao de composicoes e temperaturas,

conforme sugerimos por argumentos alternativos. Ainda, da equacao fundamental
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obtemos os potenciais parciais

pa = po 4+ ETlog(l —z) (4.68)

pp = Wy +kTlogx (4.69)
e suas respectivas fugacidades

Moo= M1 —-2), (4.70)

Mg = Ao (4.71)

em conformidade com a Lei de Raoult, a qual refere-se ao familiar resultado pressao
total ser a soma da pressoes parciais relativa cada constituinte da mistura.

No que concerne as solugoes ideais, cabe ainda responder a um tultimo questio-
namento. Qual seria o valor médio do ntimero de vizinhos adjacentes do tipo AB?
Note que com o parametro ¢ anulado, nao nos preocupamos com a contribuicao de
Nap & energia configuracional total descrita por (4.8). Para avalid-lo, observe que
a condicao de idealidade implica nao haver correlagao entre particulas de quaisquer
espécies independentemente das células ¢ e j ocupadas. Como consequéncia temos,

em consonancia com as defini¢oes (4.59)

Caa(i,j) =0, Cgpp(i,j) =0 bem como Cyup(i,j)=0. (4.72)

Naturalmente, tais consideracoes resultam em

(mimg) = ma){m) (4.73)
(pipj) = (pi)(ps), (4.74)
mips) = ){ps) (4.75)
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19
1%
9" = (1 — ) py +x py
T As
0
Ah=Au=0
Ag=-T As
19
1%
g=9"+Ag
0 1
A z B

Figura 4-3: Os graficos referem-se a uma solugao ideal a uma temperatura fixa arbitréria, para a
qual temos € = 0. (a) A energia livre de Gibbs do sistema antes do processo de mistura, formada
pela adicdo das energias livre de seus subsistemas puros. (b) As contribuicoes de mistura a energia
livre, cujas origens sdo basicamente entropicas. (¢) A energia livre de Gibbs total, contemplando
ambas as etapas; note sua convexidade para toda a composi¢ao.
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para todo ¢ e j . Em particular, tomando-se i e j como primeiros vizinhos, de acordo

com (4.45), (4.46) e (4.47), concluimos que

zN
(Naa) = 5 x5 (4.76)
zN
(Npp) = - x5 (4.77)
(Nap) = zNzazp. (4.78)

Em especial, destacamos o resultado desejado em (4.78)

ZNANB

Nyp) = ——A%B
(Nas) N4+ Ng

(4.79)

e que serd explorado mais profundamente na secao seguinte. Retomando a discussao
geral, podemos identificar nas contribuigcbes de mistura em (4.20),(4.24) e (4.25) as
propriedades de excesso, uma vez que ja esclarecemos a energia livre de uma solucao

ideal. Comparando-as com os resultados em (4.21),(4.64) e (4.66) , deduzimos

AgP = —ey | (4.80)
dy
E _
As” = o7 (4.81)
dy
E P — — —
Au” = —e (y T@T) . (4.82)

O proximo passo é analisar o problema para € nao nulo inclusive [94], levando-se em

consideracao as parcelas de excesso.

4.3 Aproximacao de Bragg-Williams

Como primeira aproximagcao, assumimos a auséncia de correlacao entre as formas

de se ocupar quaisquer dois sitios por particulas de quaisquer espécies, a despeito de
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um valor nao nulo para e. Consideramos, pois, 0 mesmo termo para o valor esperado
de Nyp obtido pela andlise do modelo ideal mesmo havendo custo energético em
sua formagao. Trata-se de uma aproximacao de campo médio, a qual negligencia a
contribui¢ao das flutuagoes locais em composicao, segundo (4.74), (4.75) e (4.79), a
energia livre do sistema. As restri¢oes de Brag-Williams [95] sdo bastante familiares,
anédlogas as de Curie-Weiss no contexto do magnetismo e as de van der Waals para

fluidos continuos. Dessa forma, assumimos

ZNANB

Nap) = AN
< AB> Nis+ Np

(4.83)

o qual é independente da temperatura de modo que Y = (N4p). Transportando tal

resultado a expressao geral para o potencial de Gibbs obtemos

g(Ta) = =S4 (1—a)- a4
+ KT{(1—2)log(l —x)+zloga} —zex(l—x), (4.84)

ou valendo-se de sua extensividade

G(T,Nu,Np) = — ZZ“ANA _ZBB Ny
Ny N NN
4+ kgT4Nilog ——B 4+ Nplog ——8 \_ _2YalB
B { AE N TN, P gNA+NB} “Nat Ny

De seu contetddo informacional extraimos as equacoes de estados de interesse: os

potenciais quimicos de cada espécie

g = _ZE;A — ze 2 + kpTlog(1 — ), (4.85)
Z€EBB 2
Up = — —ze(1 —2)* + kgTlogx , (4.86)
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Ah

—T As

(a) Ag (b)

0 1 0
A T B A T

Figura 4-4: Os diagramas referem-se ao caso ¢ > 0. O potencial de Gibbs em (a) é acompanhado
da discriminagdo de suas contribui¢bes energética e entropica em (b) , para uma dada temperatura
T. Nessa situacgdo, o comportamento qualitativo da energia livre de Gibbs sera essencialmente o
mesmo para todas as temperaturas.

bem como sua diferenca

@:<@) :_Z(EAB—GAA)+2zex+kBT10g( <
or . 11—z

) . (4.87)

Discernimos os casos € > 0 e € < 0, ja que ¢ = 0 foi investigado previamente.
Para ¢ > 0, ha um favorecimento energético na formacao de pares AB, uma vez que
€AB > % ; isso manifesta-se, do ponto de visto da distribuicao de particulas na
rede, como uma tendéncia de as particulas de uma dada espécie encontrarem-se cir-
cundadas por aquelas de outra (o que alude, precisamente, ao processo de solvatacao).
Tal mecanismo é acompanhado por um favorecimento entrépico pois a possibilidade
de formacao de pares mistos assinala a ocorréncia de um maior ntimero de permuta-
¢oes entre os componentes, partindo-se do estagio inicial de dois subsistemas puros.
Ambos os efeitos, tanto entropicos quanto energéticos, convergem, na formacgao da
energia livre, ao favorecimento da miscibilidade do sistema em toda a extensao do
diagrama de fases, o que é evidenciado pela Figura 4-4.

Para € < 0, a despeito das interacoes mutuas entre A e B nao favoraveis ener-
geticamente, j4 que eap < % , 0 processo de diluicao é possivel desde que as

temperaturas sejam altas o suficiente para que os efeitos entropicos predominem. O
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(a) (0)

0 1 0
B A

Figura 4-5: Para ¢ < 0, a energia livre de Gibbs é representada em (a) e suas contribuigoes
energética e entropica em (b), para temperatura suficientemente alta (superior & temperatura critica
T¢) de sorte a haver a miscibilidade completa entre soluto e solvente. Note o comportamento
conflitante entre energia de mistura e entropia (a qual, em decorréncia da elevada agitacdo térmica,
apresenta carater dominante sobre a ordem configuracional).

comportamento referido é ilustrado na Figura 4-5. Contudo, para temperaturas su-
ficientemente baixas, a preferéncia energética na formacao de pares AA e BB em
detrimento de AB serd de tamanho importancia que, para manter-se estavel, o sis-
tema particiona-se em duas fases: uma rica e outra pobre em composicao de uma
dada espécie (tal opgao contempla, de fato, a minimizacao do nimero de pares mis-
tos). Vé-se que nesse caso os papéis antagonicos e competitivos das contribuicoes de
energia configuracional e entropia sao essenciais & ocorréncia de estados de imiscibi-
lidade, conforme assinala a Figura 4-6.

Das consideracoes anteriores desprendemos conceitos fundamentais ao estudo de
misturas. Tais argumentos qualitativos sugerem que dependendo dos parametros de
interacao e da temperatura, o sistema pode nao ser estavel para uma dada compo-
sicao, separando-se em diferentes fases cada uma das quais individualmente estéveis.
Ou seja, para entendermos, sob o ponto de vista termodindmico, como se processa
a solubilidade entre soluto e solvente dependemos da anélise dos dominios de estabi-
lidade do sistema em uma ou mais fases em termos da convexidade da energia livre
tanto global quanto localmente. Mapeando-se tal dominio, através da construcao

do diagrama de fases, poderemos inferir para quais composi¢oes e temperaturas en-
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(a) (0)

0 1 0
A €T B A x

Figura 4-6: Para ¢ < 0, a energia livre de Gibbs ¢ representada em (a) e suas contribuigoes
energética e entropica em (b), para uma temperatura suficientemente baixa (inferior & temperatura
critica T¢) de forma que ocorra uma transicdo de fase descontinua. A imiscibilidade dela conse-
quente observa-se em virtude da preferéncia energética pela formacao de pares de igual espécie em
detrimento da baixa excitacao térmica.

contraremos sistema em uma tunica fase, ou seja, obteremos informacao acerca da
miscibilidade de uma espécie em outra.

A transigao referida é descontinua (de primeira ordem) entre fases de diferentes
composicoes, as quais coalescem em um ponto critico, a partir do qual transita-se
continuamente de uma fase a outra. Tal ponto critico exibido é obtido por uma con-
dicao sobre a curvatura da energia livre, localmente plana nesse estado. Conforme

nossa analise, cumprem-se no ponto critico as condicoes:

329)
— =0, (4.88)
(axQ T
839)
— =0, (4.89)
(8953 T
bem como
849)
— 1 >0. (4.90)
(89&4 T
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A condigao (4.88) determina tao somente a fronteira entre as regioes de instabilidade
intrinseca e metaestabilidade [58]. Trata-se da curva espinodal, local geométrico do

diagrama de fases assinalando a mudanca de concavidade do potencial termodinamico.

Como
829 kaT
— =2 — 4.91
(6x2)T Z€+m(1—x) ’ (491)
obtemos de imediato
kT = —2zex(1 — x) . (4.92)

Juntamente com

() -l ety

aplicado a (4.89), tal equacao fornece a composigao critica
= - (4.94)
compativel com simetria entre A e B. Este resultado em (4.92) acarreta para a

temperatura critica

kpT® = —% , (4.95)

como fruto da igual importancia entre energia térmica e a energia configuracional
relativa a formagao de pares (o que ratifica a ideia exposta de possibilidade de imis-
cibilidade para ¢ < 0). Ainda, satisfaz-se a relacdo (4.90) globalmente, uma vez

que

g 1 1
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para todo z e T" > 0.

Para T' < T, a regiao de coexisténcia de fases é determinada através da constru-
¢ao de Maxwell sobre cada isoterma, conforme a Figura 4-7(a) explicita. Enquanto
subsistemas permissiveis a trocas de energia e particulas mutuamente, o equilibrio
termodinamico estabelecido entre ambas as fases requer a igualdade dos campos T e

© como

T = T (4.97)

o = 0. (4.98)

Como a diferenca dos potencias quimicos estabelecida em (4.87), desprendemos das

igualdades prévias

/
—2(€ap — €aa) + 2zex’y + kT log <i—lB)
A

x//
= —z(€ap — €aa) + 2zex’y, + kgT"log (x—f)
A

x/ I,//
<= kgTlog (ié) = 2ze(zl — 1) . (4.99)

Em decorréncia da simetria entre particulas A e B exibida pelo modelo, segue que as

composicoes coexistentes estao vinculadas de acordo com

¥y = 2% (4.100)

¥y = 27, (4.101)
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acarretando para ambas as fases

/
kgT log (i—,]f) = ze(alh — ap), (4.102)
B

ou termos de uma tnica delas
x/
kgT log (I—IB) = ze(2y —aly) . (4.103)
A
Reexpressamos a composicao
rp = —— (4.104)

com —1 < m < 1 em alusao & magnetizacao, o parametro de ordem no modelo de

Ising. Simplificamos (4.103) a

1
kpT log (1—i—_m) = —zem, (4.105)

colocando-a em sua conhecida forma

ze
= h{— 4.1
m tan ( T m) (4.106)
TC
m = tanh (? m) : (4.107)

cujas solucoes nao nulas correspondem as composicoes coexistentes para cada tempe-
ratura 1" < T°. Construimos, valendo-se de tais resultados, o diagrama de fases para
a mistura conforme a Figura 4-8.

Facamos uma anélise mais cuidadosa dessa transicao. Como os potenciais ¢,
os quais configuram a transformacao de Legendre da energia de Gibbs com respeito
a composicdo, de ambas as fases coexistentes devem ser iguais (de fato, temos que
¢ = pa)

¢ (T,0)=¢"(T,0) (4.108)
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0 4 2/ 10 x¢ 10
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Figura 4-7: Representamos a energia livre de Gibbs, a diferenga de potenciais quimicos e o potencial
¢ para temperatura inferior (71), igual (T¢) e superior (T3) & temperatura critica.
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Figura 4-8: . A linha continua representa a curva de coexisténcia a qual especifica as composigoes
em equilibrio ao longo da transi¢do. Em particular, destacamos as composi¢des =’ e x'/ coexistem
a temperatura 77 < T°¢. Acima da temperatura critica temos miscibilidade completa para qualquer
composicao, conforme 75 exemplifica . A linha tracejada assinala, por sua vez, a curva espinodal, cuja
regido interior assinala estados intrinsecamente instaveis enquanto que a zona hachurada exterior
designa os possiveis estados de equilibrio metaestavel.

a diferenca de potenciais quimicos © na coexisténcia é tal que areas das regioes
hachuradas 1 e 2 assumem o mesmo valor. Tal procedimento garante a convexidade
da energia livre de Gibbs como fungao da composigao conforme Figura 4-7(b) mostra.

Isso é apresentado na Figura 4-7(c), onde a minimizacao do potencial
¢(T,0) = min {g(T, ) - Oz} (4.109)

fornece a solugéo correta para xo = 2¢(7,0) , com ¢(7,0) = g(T, z¢) — Oxy .
Buscando uma justificativa heuristica e intuitiva [96| para as aproximagoes refe-
ridas no inicio desta se¢do, procuramos atribuir uma probabilidade uniforme P(A) a
ocupacao de um dado sitio por uma particula A, independentemente da configuracao
das demais. Em decorréncia disso, esse parametro assume carater global. Tal proba-

bilidade pode ser vinculada simplesmente & concentracao da espécie A, conforme

Ny

P(A) = ——4  —
W =53~

T4 (4.110)
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E o raciocinio aplica-se analogamente as particulas B

Np
P(B)= ————— =up. 4.111

(B) = 55 = (1111)
De fato, cumprem-se as condi¢bes de normalizacao P(A) + P(B) = x4 +ap = 1 e
positividade caros as probabilidades. Em contrapartida, definimos, no ambito local, as
probabilidades referentes a ocorréncia de vizinhos adjacentes AA, BB e AB conforme

suas respectivas fragoes

Naa
zN

2
NBB
zN 7

2
Nap

P(AA) = (4.112)

P(BB) = (4.113)

P(AB) =

(4.114)

IS
ol

Tais parametros mensuram a configuracao do sistema localmente. Aplicando-se a hi-
potese relativa a descorrelacao local, podemos expressa-los em termos dos parametros

de ordem global segundo

P(AA) = P(A)P(A) = 2% |, (4.115)
P(BB) = P(B)P(B) = 1% , (4.116)
P(AB) = P(A)P(B) + P(B)P(A) =2 x4 z55 . (4.117)

Ou seja, na auséncia de correlacao local, os parametros locais tornam-se depen-
dentes de parametros de ordem global. Novamente, perceba que P(AA) + P(BB) +

P(AB) = 1. Observe que (N4p) é obtida condicionando o ntimero total de pares de

zIN

vizinhos adjacentes, % , a probabilidade de ocorréncia de um par AB; logo

2N 2N 2N4Np 2 NaNg
Wap) = 5 PAB) = e =N N, (4.118)

conforme obtivemos anteriormente em (4.79). Valendo-se das interpretagdes prévias,

escrevemos a energia configuracional total U ponderando a energia relativa a cada
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par por sua respectiva probabilidade de ocorréncia multiplicada pelo namero total de

pares

N
U = == f{ean P(AA) + epp P(BB) + eap P(AB)}

N z
= ——5 {eandh+eppap+2eapza vp}. (4.119)

Manipulamos o resultado anterior

N z
U = —T{EAAZUA(1—IB)—l—EBB:L‘B(1—xA)—|—2eABmAxB}
N z
= _T{GAAxA‘i‘GBBxB‘F(QEAB—EAA—EBB)$A$B} (4.120)

de forma que a energia por particula simplifique-se a

u:—Z;AA :L'A—ZEQBB TR — Z€TA LR . (4.121)

Dada uma distribui¢ao de probabilidades, é possivel associd-la a uma entropia [97|
s=—kp Y PlogP; (4.122)
a qual, aplicada ao caso de interesse, origina

s = —ks{P(A)log P(A) + P(B)log P(B)}

= —kp{zalogzs+ xplogrp} . (4.123)

Reunindo ambas as contribuicoes, energética e entropica, formamos a energia livre

g = U—TS
— _ZGQAA Ta— ZGQBB rp —zexy xp+ kpT{rslogrs + vplogrp}

condizente com a expressido prévia (4.84).

Conforme a interpretacao da solubilidade relatada no capitulo anterior, sua ava-
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Figura 4-9: A solubilidade ¥ como funcido da temperatura e sua tendéncia monétona; acima da
temperatura critica a miscibilidade é irrestrita.

liagao ocorre sobre a linha de coexisténcia; partindo-se do diagrama de fases calcu-
lado previamente extraimos, de imediato, a curva de solubilidade como funcao da
temperatura reportada na Figura 4-9. Note que seu aumento ¢ monotonico com a
temperatura e acima do ponto critico temos miscibilidade completa. Retornando a

expressao (4.102), identificamos a solubilidade no limite de dilui¢do infinita como

S = exp (kj:f’) . (4.124)

Sobressai-se, pois, a seguinte questao: como dar significado fisico a tal resultado?
A relacdo para a solubilidade provém da porcao entrépica da diferenca de potenciais
quimicos ©. E crucial, portanto, entender precisamente as diferentes contribuicoes
sobre a variacao da energia livre com a composi¢ao aos potenciais quimicos, que
juntamente com a temperatura nivelam o equilibrio de fases. A ideia é valer-se do
método de inser¢ao de Widom aplicado a © = pug — 4. Devemos adapta-lo, contudo,
a0 caso discreto o qual introduz um empecilho adicional. Como uma rede é dotada de
certa estrutura a introducao de uma particula nova ao sistema carece de sentido fisico;
a natureza do campo O sugere, em contrapartida, que substituamos particulas de uma

espécie por outra de maneira a conservarmos seu carater de rede e o nimero total
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de sitios. Logo, dividimos o processo em duas etapas: a retirada de uma particula A
seguida da introducao de uma particula B & temperatura constante. A contribuigao

a energia livre devido a retirada de A é

/J,A:G<T,NA,NB)—G(T,NA—1,NB) R (4125)

enquanto que a contribuicao a energia livre devido a insercao de B

,uB:G(T,NA—l,NB+1)—G(T,NA—LNB), (4126)

contanto que tomemos o limite termodinamico apropriadamente. Reunindo ambos

escrevemos

@:MB—MA:G(T,NA—1,NB+1)—G(T,NA,NB), (4127)

relacionando-a diretamente com a funcao de particao

exp|—00] = exp{—pB[G(T,Ns—1,Ng+1)— G(T, N4, Np)|}

Q(B, N4, Np)

Reexpressamos a funcao de particao segundo a parametrizacao via varidveis de ocu-

pacao

Q(B,Na,Ng) = > exp{—BE(m,....nn)}. (4.129)

{m,.nn}

N
> ni=Na
i=1

A ideia acerca da troca de uma particula por outra nos impele a examinar o
sistema sob a perspectiva de uma particula situada em um dado sitio k. Recorremos,
entao, a decomposicao do Hamiltoniano

(k)

EA(771; e 777N> = (I)<7717 co =15 Mk+15 - - - ,TIN) + ‘I’A (771; coe sy Me—15 Tke+15 - - - 777N)
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EB(7717 . 777N) = ‘I)(Uh ey Me—15 Mke+15 - - - ,UN) + ‘Pg)(m, e =15 M1 - - - 777N)

onde ® exclui os termos da energia referentes a k e U considera as interacoes da
particula sitiada em k com as demais (no caso particular, seus primeiros vizinhos)
dependendo da espécie fixada. Reescrevemos a fun¢ao geradora (4.129) de acordo

com o novo referencial, dentro da persectiva de uma particula A

Q(B, Na, Np) = % > exp[—B(TW + @) . (4.130)

{Mm M= 1Mk 415NN }

N
ni=Na—1
=1
Aplicado a etapa seguinte, caracterizada pela inser¢ao de uma particula B:

(N4 + Np)!
(Na— DI(Ng + 1)

Q(B,Na—1,Ng+1)=

x 3 exp[—B(VF + @) . (4.131)

{T]ll7"'77];@_1777;_'_17"‘77]}\[}

N
> mi=Na—1

i=1

Perceba que para cada microestado {n;,...,ny} da etapa inicial existe um outro
microestado final correspondente {77/1, e ,77;\,} tal que sejam distintos apenas pelo sitio
k, este originalmente ocupado por A e posteriormente por B. Ou seja, cumprem-se

tanto
n=mn, V i#k (4.132)
quanto

pe=1, m=1. (4.133)
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Inserindo a identidade
exp[BUY] exp[-pUY] = 1 (4.134)

e aplicando as observacoes (4.132) e (4.133), expressamos (4.131) por

(Ns + Np)!

QB Na = LN U= G i + 1)

X Z exp[—ﬁllfg)] exp[ﬁllfff)] exp[—ﬂlllff)] exp[—p®] ,
{1 mk—1,Mk 415N }
N
> mi=Na—1

1=1
onde um rearranjo de termos proveée

(N4 + Np)!

QU Na—LNp+1) = =i, T 1)

X Z exp[—ﬁ(\llg) — \I/(:))] exp[—[E4] .

{5 M= 1M 155 NN}

N
> ni=Na—1
i=1

Transportando tais conclusoes a (4.128), obtemos

> exp [-B(Y — U] exp [-BE4]
{150 M= 1,Mke15--MN }
N
QB,Na1—1,Ng+1) Ny &, m=Na-l
Q(B,Na, Np) Np+1 > exp [—(E4]

{M15e s e 1M 15+ IN }

N
> mi=Na-1
i=1

Note que as somas representam um média sobre N — 1 particulas (N4 — 1 particulas
do tipo A e Np particulas do tipo B) levando-se em conta que o sitio k foi ocupado
originalmente por uma particula A; denotemo-la por (...),. A quantidade alvo da

média trata da diferenca entre a energia de ligacao de particulas B e A com o restante
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do sistema em um ponto fixo da rede (avaliada mediante seu peso de Boltzmann).

Ainda, no limite termodinamico é valido N‘?VH — —]\][f = xp de sorte que
Q(B,Na—1,Ng+1) x4 < (k) (k)
= — —B(Vy — W > ) 4.1
Q(B, N4, Np) TR P [=A(V ), (4.135)

Revisitamos a diferenca de potenciais quimicos (4.87) de forma a expressa-la em um

formato que contemple seu significado em maior plenitude:

© = —kgT log < exp [-B(TH — w®)) >k + kpT log (1 °

— X

> . (4.136)

Podemos interpretar a média performada como o trabalho configuracional para se
substituir uma particula A por outra do tipo B em uma célula fixa assinalado por
W(—A,+B;x). O segundo termo, por sua vez, vincula-se a energia de liberacao
do sitio k; isto é, traduz a possibilidade de se escolher outras células, aludindo a
acessibilidade aos demais pontos da rede. Como consequéncia da homogeneidade do
sistema, tal procedimento independe da célula k.

No caso do modelo estudado, a porcao do Hamiltoniano concernente a posicao k

N N
v = —eas D My —€ean D b (4.137)
j=1 J=1
bem como
N N
U WIS S 139
j=1 Jj=1

segundo (4.38). A hipotese de auséncia de correlagio local, a qual constitui o cerne

da aproximacao de Bragg-Williams, implica uma grande simplificacao

(exp[-B0H — W) ) = exp([-pf —wP)]) . (4139)
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onde empregamos as hipoteses (4.42) e (4.43). Reunindo-se (4.137) e (4.138) em
(4.139), extraimos

W(—A,+B;x) = —2z€ppXTp — 2€EABTA + 2€4ATA + 2€ABTR

= —z(€ap — €aa) + 2zex | (4.140)

compativel com a expressao (4.87).

Alternativamente, é conveniente desenvolvemos uma descricao intuitiva de tais
procedimentos baseada nas consideragoes prévias deste capitulo. O trabalho configu-
racional [98| necessario a remoc¢ao de uma particula A em um dado sitio do sistema,
caraterizado por uma composicao z, é simplesmente igual ao negativo das energias de
ligagao ponderada por suas respectivas probabilidades de ocorréncia e pelo nimero de

primeiros vizinhos; denotando-o por W (—A; ) explicitamos seu significado conforme

W(—A;ZE) = +Z[€AAP(A)+€ABP(B)]

= +Z(€AA~Z'A+€AB$B) . (4.141)

A mesma ideia aplica-se a adicao de uma particula B na mesma posicao agora vacante:

W<+B,$) = —Z[EABP(A) +€BBP(B>]

= —Z(EABQ?A—FGBB.CEB) . (4142)

O trabalho configuracional total W(—A, +B;z) é a soma algébrica das contribuicoes

de cada etapa, totalizando

W(—A,+B;z) = W(—A;z)+ W(+B;x)

= —Z (EAB — GAA) + 2zex | (4.143)

em consonancia com (4.140). Retornamos a condi¢ao

o =0 (4.144)
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agora sob a perspectiva trazida por (4.136). Dela extraimos

/
W(—A,+B;z") + k:BTlog( ’ ):

1—a
" .ZJ/
= W(—A,+B;z") + kgT log <1 — x”) : (4.145)
Mas a simetria manifesta em seu Hamiltoniano implica
W(—A,+B;z) = —-W(+A,—-B;x), (4.146)
de forma que
x W(—=A,+B;2') + W(+A,—B;z")
— = — . 4.14
P { 2kpT (4.147)

No limite de dilui¢do infinita, para o qual se tem 2’ — 0 bem como z” — 1, tal

resultado reduz-se a

(4.148)

W(—A,+B)+W(+A,-B
Z—exp{— ( 2)kBT( )}7

onde W(—A,+B) designa o trabalho configuracional vinculado a retirada de uma
particula A de uma fase rica em A e a colocacao de uma particula B na posicao
vacante; tal particula B é oriunda da outra fase rica em B a qual recebe a parti-
cula desprendida no processo anterior (W (+A, —B) denota a contribuigio energética
desse processo). Nesse contexto, a solubilidade pode ser entendida como uma taxa
de transicao referente a transferéncia de particulas de espécies distintas ente fases
coexistentes puras. A Figura 4-10 ilustra o processo descrito em etapas.

Para finalizarmos, note que o valor médio assumido para Np em (4.83) é exato no
sentido ideal e também no correspondente limite de altas temperaturas, de forma que
podemos pensar nele como assinalando aleatoriedade na mistura (random mixing).
Perceba que chegamos ao mesmo resultado através de uma hipdtese aparentemente
menos restritiva [99] e que de fato corrobora a sentido de capturar os efeitos de dis-

tribuicao aleatoria. Para tal assumimos que as correlagoes sejam insensiveis ao tipo
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eadien

Figura 4-10: Em (a) temos a vizinhanga de duas particulas: uma pertencente a uma fase rica em
B e outra a uma rica em A. A seguir, em (b) ilustramos a remocao delas sob um custo energético
de zepp e zeaq, respectivamente. O item (c) apenas sinaliza os sitios vacantes em decorréncia
do processo anterior. Em (d) tais particulas sdo trocadas entre as fases coexistentes com ganho
energético de —zep em ambos os casos. A soma sobre cada etapa fornece W(+A, —B) = —z(eap —
epp) bem como W(—A,+B) = —z(eap — €44). Aplicando (4.148), obtemos o resultado desejado

z€
kT

Ez(ﬂxp(
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de par examinado, com
CAA(LJ) - CBB(ivj) - CAB(i7j) (4149)

V i,7. Em especial, analisemos as possiveis igualdades em (4.149) para primeiros

vizinhos.

Cap(i,j) = Caali,j)

= (nip;) —zazp = () —a7. (4.150)

Rearranjando termos e usando (4.55)

(mip;) = wazp—xh+ (miny)
— (ipj) = waxzp—ay+xa—(nip;)
= 2 pj) = TaTp — T3 +TA
< 2(nipj) = xaxp+xa(l—1x4)
< (nipj) = xaTp. (4.151)

As demais igualdades juntamente com os vinculos fornecem as relagoes (4.77) e (4.78),

validas para ¢ e j células adjacentes.

4.4 Analise das Aproximacoes

Inspirado na ideia de a funcao de particao ser essencialmente uma fungao geradora
de momentos, analisemos o termo de excesso sob tal perspectiva. No ensemble cano-
nico, segundo o qual fazemos essa andlise, a energia do sistema é permitida flutuar
mediante a interagao térmica com um reservatério, mantendo-se o numero de parti-
culas de cada componente fixo. Observe que, em decorréncia de (4.13), a variagao da
energia ocorre mediante a alteracao do numero de pares mistos N, . Nesse contexto,

tal parametro assume o carater de variavel aleatoria. Perceba que a fungao M (q) atua
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de fato como uma funcao geradora de momentos relativamente a distribuicao w. Uma

funcao geradora de momentos M (q) fornece a partir de seus coeficientes de Taylor os

momentos da variavel aleatéria para toda ordem. Definimos o valor esperado de um

observavel ¥ com respeito a densidade w por

(U)o=) w0

NaB

e, portanto,

M(q) — Z wedNap — <eqNAB >0 )

Nap

Sua expansao em série de poténcias fornece

M(q) = (), = <Z o >

0 n=0

com coeficientes
B oM
MTL - aqn

= < ;}LB >0-
q=0

A média canonica de um observavel é, por sua vez, denotada por

DN, YO e PE
- ZNAB Qe BE

()

Mas, usando (4.13), reescrevemo-la como

Z U ePeNas
_ Nap

B BeN 4
DN,y welNas

()

00 i "
Z<NAB>OH>

(4.152)

(4.153)

(4.154)

(4.155)

(4.156)

(4.157)

de forma que ao avaliarmos a média candnica para ¢ = e = 0 obtemos a média

segundo a distribuicao w

(W )g=0=(¥)o,
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0 que justifica a notacdo empregada. A funcao geradora de cumulantes, a qual é

precursora da energia livre de excesso, é simplesmente

K(q) = log M(q) (4.159)

com coeficientes, os cumulantes, definidos segundo sua expansao em série de poténcias

=> (Nig)i—, (4.160)
n=0
conforme
O"K
Kn = = (Nig)s - 4.161)
an 0 < AB >0 (

Basicamente, sua relagdo com o potencial termodinamico, exposta em (4.23), reside

na relacao
K(q) = qY(q) - (4.162)

Aplicando a expansao do logaritmo da fungao geradora de momentos

h? h?
log(1+h)=h— §+§+ (4.163)

desprende-se a funcao geradora de cumulantes explicitamente

2 3
K(q) = log(1+<NAB>0q+<NﬁB>O%+<NjB>0—+ )

= <NAB>0(]+(<N§!B>O— <N;B>g) @+

.\ (<N§!B o {Nap >02<N313 Jo <N§B >3) S (4.164)

Arranjando os termos na forma

5 (N3 b0 = (Nan ) o +

+ 5 ((Nig)o—3(Nap)o{ Nig)o+2(Nap)p) ¢’ +... (4.165)
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destacamos diretamente seus coeficientes, os cumulantes em cada ordem

(Nag)o = (Nag)o (4.166)
(Nip)s = (Niplo—(Nan)j (4.167)
(Nip)s = (Nip)o—3(Nap )o{ Nip o +2( Nap )§ (4.168)

Dessa forma, o termo em ordem zero fornece a aproximacao de Bragg-Williams;
até primeira ordem a aproximagcao de Bethe [100,101], por sua vez, concorda com a
expansao em cumulantes formulada (incorpora dependéncia da média do numero de
pares com a temperatura [102]). A solugao completa corresponde, no caso bidimensi-
onal (rede quadrada) & solugao de Onsager [103], sem que altere a forma qualitativa do
diagrama de fases. A etapa seguinte em nosso estudo seria incluir os efeitos do volume
e pressao até entao suprimidos; para tal, prosseguimos com a ideia da aproximacao
de Bragg-Williams desenvolvida transportando-a ao espaco continuo. Em detrimento
de uma possivel analise discreta através da inclusao de sitios vacantes, escolhemos
incluir a importancia do volume diretamente no continuo pois as aproximacoes efe-
tiva para as interacoes desembocam no modelo de van der Waals para misturas (uma
extensao do modelo de van der Waals para substancia simples, cujos resultados sao
de conhecimento geral). Nesse caso veremos que a topologia do diagrama de fases
assume maior complexidade e riqueza, o que afetard a dependéncia da solubilidade

com 0s parametros macroscOpicos como pressao € temperatura.
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Capitulo 5

Modelo de van der Waals

Usamos nesta secao o modelo de van der Waals estendido ao caso de misturas para
ilustrar a complexidade topolégica dos diagramas de fase e a consequente possibili-
dade de minimos na solubilidade (em rela¢ao & sua variagdo com a temperatura ou
pressdo) a partir da variacao de parametros que mensuram a interacao entre as espé-
cies. E importante conceder atencao a complicactes inerentes a presenca de um maior
niimero de graus de liberdade [104-106|, como o surgimento de novas fases e a possibi-
lidade da ja referida azeotropia. De fato, mostramos um minimo na solubilidade, suas
implicacoes fisicas exibidas pelas fungoes de estado, bem como geométricas, latentes

em seu diagrama de fases cuja generalidade nao se restringe ao presente modelo.

5.1 Uma breve descricao do modelo

Historicamente, foi também proposto por van der Waals [107-111] como uma
forma simples de se interpolar seu modelo original ao caso de misturas binarias [112,
113]. A complexidade do diagramas de fases impediu, & época, a condugdo de sua
analise exata. A funcdo de particio para uma mistura [114] (a qual pode ser obtida
por uma expansao em clusters [115], passando ao ensemble grao-canénico) podemos

atribuir a seguinte forma

1 1 N
Q(T,V, N1, Ny) = NLIN | ATV A3 (V — Nb)" exp [

(5.1)

N(N — 1)a]
kpTV
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onde consideramos a interacao efetiva e o efeito de volume excluido [116] como fun¢oes

quadréticas na composi¢do (ou numero de particulas de cada espécie) com

a(xy,xo) = allmf + 2a1971T9 + a22x§ (5.2)

b(.fl?l, QEQ) = bll.f% + lez.flxg + bggﬂ?% . (53)

Tal solugao é exata quando consideramos o problema anilogo em uma dimensao [117-
119]. Intuitivamente, para a = 0 e b = 0 a fungdo de parti¢do reduz-se a descri¢ao de
uma mistura de gases ideais. De (5.1) extraimos a energia livre tomando-se adequa-

damente o limite termodinamico

—b
I Viwy, @) = —kpTn {1 + log {LW} } _
.TlAl
v— b(‘rh x2) a(l’l’ ]}2)
— kpTa9d1+log |— =24 L b o2/ -
B :Ez{ +og{ sz% ]} ; ( )

Ou incorporando-se o vinculo x1 + x5 = 1, definimos x = x5 e reescrevemo-la como

f(T,v,2) = —kBT(l—x){1+log [U_—b(m)?)”_

(1 —xz)Ay
— kT {1 +log {” xféx)h - “(f) . (5.5)

De tal relagao fundamental seguem as equacoes de estado, entre as quais a entropia

por particula s

s=— (%’i) = ks {g +(1—z)log {%} +zlog [“;—gw)” . (5.6)

a pressao P
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e a diferenca de potenciais quimicos © = po — g

o= (@) — kgTlog (—x ) 3 kT log <@> i
ox T 1—x 2 my

[(b11 + b1z — 2b19)x — (D12 — b11)]

2ksT -
t chp v —b(x)
2[(a + a1z — 2a12)r — (a12 — an)] (5.8)
v

As energias livres concernentes as composigoes puras dadas por f)(T,v) = f(T,v,0)

e fA(T,v) = f(T,v,1) assumem o formato

o _ U—bll _%
fi = kBT{1+log( A )} ” (5.9)
bem como
—-b
£ = _k;BT{Hlog(” A322)}—%~ (5.10)
2

Com isso, a energia livre de Helmholtz associada ao processo de mistura, dada por

Af = f(T,v,2) = (1—a)f) —afy (5.11)
asume a forma
Af = —kgT {—(1 — 2)log(l — z) — zlogz + (1 — ) log (“U__blfi))
+alog (UU__bb(:;)) } Gt ‘;“ Z2) gy (5.12)

Tomando-se particulas de mesmo volume excluido, b1y = bys = bjs = b, temos que

b(x) = b. Logo, simplificamos a expressao prévia para

9 _ _
(CL12 ai a22)x(

Af =—kgT{—(1—2)log(l —x) —zlogz} — »

1—2z). (5.13)
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Note a semelhanca com a energia livre referente ao modelo de Bragg-Williams
analisado na secao anterior, com destaque inclusive ao termo que estima a discre-
pancia da interagao entre espécies distintas com a média das interagoes entre iguais.
Isso é esperado uma vez que ambas se enquadram em uma teoria de campo médio, a
qual trata interagoes como efetivas [120]. Além disso, a rede sem espagos vacantes
nao captura a diferenca entre o volume das particulas; o volume do sistema, contudo,
continua a desempenhar papel importante uma vez que regula a intensidade com que
as interacoes sao percebidas pela particulas. A seguir, verifiquemos mais detalhada-
mente como tal modelo se reduz ao caso de Bragg-Williams em uma situacao limite

especifica e que servird como guia a analise dos diagramas de fase.

5.2 O Limite de Pressao Infinita

Tomamos o caso de particulas de mesmo volume excluido a despeito da espécie.
Considerando o sistema em seu estado de empacotamento méaximo, temos que P — oo
implica v — b. Logo, a por¢do de mistura da energia livre de Helmholtz (5.13)

simplifica-se a

(26L12 —ail — G22)

b

Afw=—kgT {—(1 —x)log(l —x) —xlogz} — z(l —x).(5.14)

Ainda, em decorréncia da hipotese supracitada, a variacao do volume em decorréncia

da mistura é simplesmente Av,, = 0. Isso acarreta

Agss = Afs + PAvuy
= Afy. (5.15)

Notamos que nesse regime o modelo aproxima-se ao de Bragg-Williams discutido
no Capitulo 4. Analogamente, é possivel a separacao em fases desde que haja uma

preferéncia de as particulas de uma mesma espécie estarem proximas umas as outras.
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Tal condicao é assinalada precisamente por

< % . (5.16)

Estas fases, por sua vez, coalescem um um ponto critico determinado pelas condigoes

2
09\ _j (5.17)
0x? T.p

3
N (5.18)
Ox® T.P

das quais extraimos a temperatura

kpT® = _% (2012 — (2” — ) , (5.19)

e composi¢ao criticas
(5.20)

Tal resultado esta, de fato, em consonancia com as andlise prévias. De fato, temos

uma referéncia para a qual o caso de pressoes elevadas deve convergir.

5.3 Variaveis adimensionais

Por conveniéncia, definimos pressao, temperatura e volume adimensionais segundo

as coordenadas do ponto critico de um sistema puramente composto por 1, conforme

v
P—— T — — — 5.21
g T e v (5.21)
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com

c a11 c 8aii

_ 41 _ ot ¢ — 3hys . 5.22
Vom0 T T 27hy ¢ U 1 (5.22)

Os resultados numéricos sdo trazidos de acordo com essa convencao. Além disso,

assumimos volumes de exclusao iguais em nossos cdlculos, com by; = by = b2 = D.

5.4 Diagramas de Fase

Perceba que desenvolvemos a discussao do modelo de van der Waals em termos
de sua energia livre de Helmholtz (no ensemble candnico) ao passo que as condigoes
de estabilidade local estao definidas, por sua vez, em termos da energia de Gibbs,
sua transformada de Legendre. Devemos, entao, reexpressa-las de acordo com as

derivadas de f e suas variaveis naturais (um caso particular de ) mediante as relagoes

02 02 0> ) 0> v\ >
(5:),, = (55),. 2 G ), (), (G), L ()., 629
ox T.p ox Tow o0xov T ox T.p ov T ox T.p

bem como

> g *f f v
(&), - ), G=),. (),
TP Tw Tw TP
0 f w\ (BF\ (o)
v 9°f ov 24
+ 3(8358112)1% <8$)T7P+(3US)T7U (8$>T,P 24

lembrando que implicitamente temos

— v o 2
e (5.25)

(av) (), (5%)..,

Uma anélise minuciosa da mirfade de diagramas de fases referentes ao presente
modelo pode ser encontrada em [121]. Calculamos alguns casos de interesse, alicer-
cados na discussoes desenvolvidas no Capitulo 2, do quais podemos extrair alguma

intuicao para ilustrarmos caracteristicas que mostraremos ter apelo geral.
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Um caso de € > 0

Comecgamos nosso estudo com uma escolha para a,o superior, ainda que ligeira-

mente, & média das interagoes entre particulas semelhantes

a1 > % . (5.26)

I[sso porque buscamos alguma novidade em relagao aos modelos prévios, visualizando
transicoes de fase, ainda que sem o surgimento de mais fases fluidas ou azeotropia.
Tomamos, entao, a seguinte escolha de parametros: ay; = 1, ass =3 € a;p = 2.1 .

Segundo tal escolha, obtemos o diagrama de fases representado no espago de com-
posicao, temperatura e pressao x T° P. Este origina uma projecao no plano pressao
temperatura da linha critica' (pontilhada) conectando as curvas de coexisténcia para
puros 1 e 2 conforme exibido na Figura 5-1. Para facilitar sua analise apresentamos
uma serie de cortes (segundo a Figura 5-2) a pressao constante, contemplando valores
progressivamente menores, revelando o comportamento da coexisténcia relativamente
a composicao, omitida pela projecao bidimensional referida. Para cada fatia do dia-
grama a solubilidade, definida sobre a coexisténcia exibida, foi calculada em funcao
da temperatura referente & mesma pressao fixada.

Quantitativamente, para pressoes superiores a P; = 3.23, constatamos completa
miscibilidade com a temperatura e ao longo de todas as composicoes de mistura. En-
tretanto, para pressoes entre P = 3 e P, = 3.23 , temos a solubilidade limitada por
dois pontos criticos, um superior e outro inferior. Se P, =1 e P; = 3, a solubilidade
serd parcial para temperaturas entre a critica inferior e a temperatura de coexisténcia
de puro 2 a pressao dada. Considerando, por fim, pressoes inferiores a P; = 1, misci-
bilidade serd incompleta para temperaturas entre aquelas que assinalam as transicoes
de fase em puros 1 e 2.

Mas o que, de maneira grosseira, estes diagramas nos informam? Intuitivamente,

para baixas temperaturas esperamos completa miscibilidade uma vez que a atracao

! Como consta no Apéndice B ¢ possivel extrair informacoes acerca de sua declividade, em analogia
a relacao de Clausius-Clapeyron.
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entre espécies distintas é dominante (em decorréncia da escolha de parametros), a des-
peito da pressao considerada. Contudo, conforme a temperatura aumenta os efeitos
decorrentes do aumento da distancia média entre as particulas (a qual é mensurada
pelo volume controlado pela pressao, ausente no modelo de rede analisado; por isso
nao a observavamos) sdo capazes de amenizar a for¢a do parametro de interacao
misto. Permite-se, com isso, o surgimento de dominios constituidos majoritariamente
por uma espécie em detrimento da outra . Dependendo da concentracao que ca-
racteriza a mistura a existéncia de um sistema homogéneo torna-se energeticamente
inviavel. Este torna-se, por conseguinte, instavel termodinamicamente de maneira
que a minimizagao de sua energia livre s é possivel por via de sua separagao em fases
de diferentes composicoes, conforme observamos. Podemos designar tais fases como
uma liquida de mais alta densidade, e outra gasosa, de baixa densidade, para fins
apenas de nomenclatura ja que analise termodinamica nao fornece informagao acerca
da distribui¢ao local das particulas ( jA que nao damos status de campo a varidveis

de estado), apenas quantidades médias [122].
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Figura 5-1: Uma representagao tridimensional do diagrama de fases, ressaltando sec¢oes de pressio
constante, para os parametros a;; = 1, age = 3 e a2 = 2.1. Extrai-se dela a projecao da linha critica
(os circulos brancos O designam pontos criticos a ela pertencentes) no plano TP representada pelo
caminho pontilhado; as curvas de coexisténcia de composi¢cdes puras sao representadas por linhas

continuas e terminam em dois pontos criticos salientados (circulos pretos @ ).
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Figura 5-2: A esquerda, os diagramas de fase em diferentes pressdes; os pontos destacados re-
presentam estados criticos (sdo necessariamente extremos em tais diagramas de fase) e a regido
hachurada refere-se a estados de equilibrio nao estéavel. No detalhe destacamos a pressao escolhida
no plano TP, tendo em vista contemplar a tridimensionalidade do diagrama de fases completo. A
direita, dispomos a solubilidade referente & respectiva pressao, a qual exibe minimos, avaliada sobre

as respectivas superficies de fases coexistentes.

Destacam-se, nesse contexto, a ocorréncia de minimos na solubilidade, os quais
mostram-se associados a presenca de um ponto critico inferior, dependendo da pressao
considerada (se superior a P, = 1). Em virtude da defini¢do sugerida, enquanto
grandeza avaliada sobre as composicoes coexistentes, ¢ natural esperarmos que sua
mudanca com a temperatura dependa da variacao das composicoes coexistentes com
a mesma. Tal informacao ¢ codificada pela derivada ao longo da curva representada
no diagrama x 7T'. Isso nos motiva a tracar a envelope de planos ou retas tangentes
as referidas superficies de coexisténcia. Selecionamos, em particular, uma pressao
especifica para analisarmos o que ocorre em maior minucia, ver Figura 5-3(a) e (b),
dando énfase as retas tangentes as referidas curvas de coexisténcia para diferentes
temperaturas, conforme a Figura 5-3(c). Partindo-se de temperaturas mais elevadas,
note que os interceptos do eixo T' (para x = 0) se aproximam até que coincidem na
temperatura onde o minimo é alcancado. O surgimento de um minimo na solubilidade

encontra, nesse caso, respaldo na estrutura geométrica do diagrama de fases.
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Figura 5-3: Com P = 2.5, exploramos a vari¢ao da solubilidade com a temperatura evidenciando
também a correspondente secdo da curva de equilibrio de fases ; reunimos tais informacoes em um
unico diagrama tridimensional apresentado em (a). Selecionamos dele trés temperaturas Ts, T} e
T, na qual a solubilidade assume seu menor valor. Analisamos em (c), o comportamento das retas
tangentes & curva de coexisténcia para as temperaturas escolhidas. As composi¢des em equilibrio a
temperatura C' sao assinaladas por D e E. Note que os interceptos A e B das retas tangentes se

aproximam até coincidirem em T;,.
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Por fim, para que nao esquecamos o papel das densidades (estavamos focalizando
atencOes apenas as composicoes), note que tais diagramas nao contemplam o com-
portamento do volume e em especial sua a descontinuidade ao longo da coexisténcia.
[lustramos, para tal, sua dependéncia com a composicao para um valor de pressao
fixo ao longo de diferentes isotermas conforme a Figura 5-4, de forma a complementar

nossa anéalise.

2.8

T 2.3

Figura 5-4: Para P = 3.15, apresentamos novamente o diagrama temperatura versus composi¢ao
e mostramos sua correspondente descontinuidade em volume ao longo da coexisténcia ; ressaltam-se,
também, trés isotermas, duas das quais sao criticas. A fronteira entre a instabilidade intrinseca e a

metastabilidade [123] é representada pela curva tracejada.
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Um caso de e < 0

Em seguida, consideremos um caso para o qual o parametro de interagao misto é
inferior & média
Q12 + Qg2

2 < ——5— (5.27)

ainda que sutilmente. Definimos, entao, a seguinte escolha de parametros: a;; = 1,
age = 2.8 e ajp = 1.7. Representamos o diagrama no espago z1T'P através da Figura 5-
5; por conveniéncia o estudamos tomando-lhe secoes a pressao constante, associadas
as projecoes no plano T'P. De fato, observamos a coexisténcia referida pelo limite de
pressao infinita; envolve, digamos, o equilibrio de duas fases liquidas de alta densi-
dade ([; rica na espécie 1 e Il com a espécie 2 predominante) . Essa ndo se restringe
ao limite proposto, mas apresenta mesma forma qualitativa ao longo de todo o do-
minio de pressoes. Além disso, para temperatura mais elevadas e pressoes inferiores
a Py = 3.24, observamos o comportamento reportado anteriormente pela influéncia
do volume nas interacoes entre particulas; culmina em transicoes entre fases liquida
e gasosa.

As duas superficies de coexisténcia descritas podem, de fato, se encontrar; marca-
se, pois, o inicio de uma curva de coexisténcia de trés fases?, a temperaturas mais
baixas. A linha critica ~; , a qual se estende a pressoes infinitas, emerge do descola-
mento entre as duas superficie de coexisténcia referidas.

Ainda, para trés valores de pressao selecionados na Figura 5-7, destacamos o cal-
culo da solubilidade segundo o qual observamos novamente a presenca de minimos.
Verificamos, em detalhes, a relacao que se processa entre a solubilidade e o diagrama
de fases quando variamos a temperatura para uma pressao fixada. Segundo a Fi-
gura 5-8. Observamos entao alguns representantes da envelope de retas tangentes
as superficies de coexisténcia. Ao nos aproximarmos da temperatura de minimo 7,,

superiormente, os interceptos das retas tangentes em cada composicao de equilibrio

2Conforme a regra de fases de Gibbs mencionada, trés fases coexistem em uma linha para misturas
binarias.
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na transicao se aproximam relativamente até coincidirem. Buscaremos nos capitulos
seguintes generalizar tal resultado, compreendendo essa observagao sob uma perspec-
tiva mais fundamental.

Caracterizamos, na proxima subsecao, como a azeotropia se manifesta no modelo

explorado; destaquemos, para tal, um caso especial como ilustracao.

Figura 5-5: Uma representacao tridimensional do diagrama de fases, ressaltando segoes de pressio
constante, segundo a escolha de parametros a1; = 1, ase = 2.8 e a12 = 1.7. Extrai-se dela a projecao
das linhas criticas 1 e 72, cujos pontos sao sinalizados por O, no plano TP representada pelo
caminho pontilhado; as curvas de coexisténcia de composi¢coes puras sao representadas por linhas
continuas designadas por 1 e 2, coalescendo em dois pontos criticos salientados (circulos pretos @).
A curva de coexisténcia de trés fases também é representada por uma linha continua lylog; esta

coalesce em um ponto, simbolizado por (X), na linha critica ~;.
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Figura 5-6: A figura ilustra a evolugdo do diagrama de fases para pressdes progressivamente
menores. Conforme frisado, as transi¢oes no limite de pressao infinita persistem ao longo de todo o
seu dominio; para pressoes inferiores a Py = 3.24, contudo, surge uma nova superficie de coexisténcia,
a qual incorpora os efeitos do volume e por isso dependem tao sensivelmente da pressao aplicada.
As superficies se interceptam em P* = P, = 0.553, T* = 0.911 e 2* = 0.424, segundo o ponto
() assinala. A partir de tal encontro, estabelece-se a linha de coexisténcia entre trés fases, a qual

ilustramos pelo representante P; = 0.35 (observe que as fases ndo ocupam mais de 180° [124]).
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Figura 5-7: A esquerda, os diagramas de fase para trés diferentes pressoes (Ps = 1.6, Py =
1.3 e P, = 1) acompanhados pelas respectivas curvas de solubilidade. Destacamos, novamente o

surgimento de minimos assim com no caso previamente estudado.
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Figura 5-8: Com P = 1.6, exploramos a vari¢do da solubilidade com a temperatura evidenci-
ando também a correspondente secao da curva de equilibrio de fases; reunimos tais informagoes em
um Unico diagrama tridimensional apresentado (a). Analisamos, em particular, regido amplificada.
Selecionamos dela trés temperaturas T, 17 e T,,, na qual a solubilidade assume seu menor valor.
Analisamos em (c), o comportamento das retas tangentes a curva de coexisténcia para as tempera-
turas escolhidas. As composi¢bes em equilibrio & temperatura C sdo assinaladas por D e E. Note

que os interceptos A e B das retas tangentes se aproximam até coincidirem em T,,.
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Azeotropia

Verifiquemos quais condicoes sao necessarias, em termos dos parametro livres de
interacao e volume, a ocorréncia de azeotropia ao longo da coexisténcia, ja enderecada
com certa generalizada no capitulo prévio. Nela, cumprem-se as igualdades dos cam-
pos (3.58), (3.59) e (3.60) bem como de composi¢oes (3.61). Em etapas, aplicamos
os vinculos (3.58) e (3.61) em (3.60) e extraimos

1 1 1 1
a:b az kT - — Uz az) | =5, T —,| - 2
0ub(zaz) ki L}’ —b(xy,) V' — b(xaz)} Det(a:) L}’ v”} (5:28)
De forma andaloga, aplicando-se (3.58) e (3.61) em (3.59) segue que
1 1 1 1
kgT — =a(xe) |— — —| . 2
B L}’ —b(x,,) v — b(xaz)} o(7az) [U’Q v”Q] (5:29)
Combinando-se ambas conforme seus lados esquerdos, obtemos
1 1 1 1
8:cb(xaz) a(xaz) |:ﬁ - ﬁ:| = &Ea(xaz) [J — W:| . (530)
Em geral, tem-se v’ # v”; logo
1 1
0:b(x4) a(xyy) i + | = Opa(x,,) (5.31)

a qual constitui a relacao satisfeita pelos estados azeotrépicos ao longo da superficie
de coexisténcia. Em especial, se as particulas tém mesmo volume de exclusao by =

bae = b1p vale que 9,b = 0. Portanto, (5.31) reduz-se a

Opa(z,,) =0 (5.32)

cuja solucao acarreta

ail — a2

(5.33)

Loy = 5 .
Q12 — Q11 — A22
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A manifestacao da azeotropia é, pois, vidvel desde que os parametros escolhidos
impliquem 0 < z,, < 1 (aliada as condi¢oes de extremizagao). Note que isso depende
unicamente de o quao intensa ¢ a discrepancia da interacao mista relativamente a
cada um dos parametros de energia puros, isto é, a1, — a2 bem como ase — ajs. Tais
estados azeotropicos constituem uma curva ao longo da superficie de coexisténcia
(digamos, no espaco x T' P) a qual pode desembocar na linha critica, configurando
a chamada azeotropia critica . Como consequéncia, neles a mistura se comporta
como uma substancia simples. Conforme mencionado em nossa discussao acerca das
condicoes de estabilidade, isso resulta em um desacoplamento entre os conjuntos de
variaveis s,v e x. No caso do modelo de van der Waals tal observacao é patente;
de fato, tal indiferenca com respeito a variavel composi¢do (a qual e o parametro

precursor da mistura) incide diretamente sobre a energia livre, pois

0% f kpTdb  O,a  Osa

S g = 34
ovox (v—"0)2 2 v? (5:34)
Mas (5.32) acarreta
O f
55 =0, (5.35)

o que assinala o frisado desacoplamento do potencial em relacao a tais variaveis. Per-
ceba que x,, independe dos valores de pressao e temperatura, apenas dos parametros
que regulam a interacao efetiva; ao longo da coexisténcia, a relacao entre pressao e
temperatura para tais estados azeotropicos é obtida simplesmente avaliando (5.7) em

tal composicao segundo

kT a(x,,)
P = — 5.36
v —b(x,,) v2 (5.36)

com

2
a719 — Q11022
)
2a15 — (a1 + ags)

a(Tqz) = (5.37)
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e performando-se a construcao de Maxwell. Em tais estados a definicao de solubili-
dade deve ser entendida a luz de seu diagrama completo, notando que a mistura é
homogénea em composicao a despeito do volume.

Estabelecemos, visando ilustrar o fenémeno, parametros a3 = 1, as = 1.22 e
a2 = 1.66. Tal escolha de parametros de interacao acarreta a existéncia de azeotro-
pia para x,, = 0.6 juntamente com a(z,,) = 1.4 explicitamos seu diagrama de fases,

juntamente com as projecoes tipicamente analisadas.
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Figura 5-9: Seguindo a escolha ai; = 1, ass = 1.22 e ajo = 1.66 para os parametros de interagao,
a figura apresenta uma representagio tridimensional do diagrama de fases, ressaltando seccoes a
pressdo constante. Segue-se, ainda, a usual projecdo da linha critica (os circulos brancos O designam
pontos criticos a ela pertencentes) no plano TP representada pelo caminho pontilhado; as curvas
de coexisténcia de composicoes puras sao representadas por linhas continuas e terminam em dois
pontos criticos salientados (circulos pretos @ ). Representamos também a projecdo da curva de

estados azeotropicos, a linha nomeada Az no plano TP, a qual termina na linha critica em um

ponto .
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Figura 5-10: Tlustramos diferentes se¢oes do diagrama de fases completo. O estados azeotrépicos
sdo designados pela cruz x e culminam no ponto critico ) . De fato, a superficie cola-se em tais

pontos sobre si mesma, de forma que transi¢do ocorra sem mudanca de composicao.
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Figura 5-11: Para P; = 1.22, ilustramos em detalhes a curva de coexisténcia, e sua tradugio
em termos do volume v em sua variagdo com a composi¢do x. A area hachurada compreende esta-
dos termodinamicamente nao estaveis; esta contém a regiao preenchida correspondente aos estados
intrinsecamente instaveis. A fronteira entre a instabilidade intrinseca e a metastabilidade é repre-
sentada pela curva tracejada. Salientamos, ainda, quatro isotermas; em especial, para T, = 1.35 e

T4, = 0.6, temos um estado azeotrépico.
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Capitulo 6

Os Minimos na Solubilidade

Observamos e destacamos, no modelo de van der Waals previamente analisado, os
minimos encontrados para a solubilidade. Surge, de imediato o seguinte questiona-
mento: é possivel entendermos tais resultados sob um aspecto fundamental a despeito
de qualquer modelo especifico? Ou seja qual a generalidade de tais observacoes. De
fato, exibiremos uma resposta, abordando tal questao sob duas perspectivas distintas
mas complementares. Tanto geométrica, incidente sobre a topologia do diagrama de
fases sobre o qual a solubilidade é definida, quanto em termos de funcoes de estado

conhecidas.

6.1 A Solubilidade e a Geometria do Diagrama de

Fases

Primeiramente, concedemos atencao aos aspectos geométricos. De fato, note que

ao longo de tal variedade definimos a solubilidade (relativa a especie 2 em 1) por

ZE/

(T, P) = = | (6.1)

l.//
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de forma que sua derivada com respeito & temperatura mantendo-se a pressao fixa

(o), = |(r), - (or). |- 62

Ou seja, a variacao da solubilidade com a temperatura depende do comportamento

assume a forma

da composi¢oes coexistentes com a mesma, como na Figura 6-1(a) e (b). Logo, em

um extremo local satisfaz-se a seguinte relacao

/

(82) o — 7 (&F)p (6.3)

8_T P B " (%)P 7

onde as derivadas sao tomadas sobre a coexisténcia a uma certa temperatura e pressao
conforme a Figura 6-1(c) ilustra.

Ainda, parametrizamos as declividades de tais retas tangentes & superficie de
coexisténcia segundo sua inclinagao «a relativamente ao eixo T' no diagrama x T', de

acordo com

bem como

. ox"
tana’ = (a_T)P . (65)

Ao passo que extraimos da Figura 6-1 (d.2) tanto

/

AT’

tana’ =

quanto

tan o =

AT” )
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Empregando-se no lado direito da condigao (6.3) as equagdes (6.4) e (6.5), e, no lado

esquerdo, (6.6) e (6.7), concebemos a seguinte relagio

AT tan o _ tan o
AT tana”  tana '

(6.8)

a qual implica

AT" = AT (6.9)

Obtemos, portanto, uma resposta geral aos resultados observados: um extremo
na solubilidade ocorrerd se os interceptos do eixo 1" das retas tangentes as composi-
¢oes coexistentes (a temperatura e pressao estabelecidas) coincidirem de acordo com
Figura 6-1(d.1). Uma conclusao anédloga pode ser extraida, seguindo-se os mesmos
passos, para o comportamento da solubilidade com a variagao da pressao mantendo-se

a temperatura constante.

6.2 A Solubilidade e a Termodinamica

Desejamos, por conseguinte, estabelecer um vinculo entre a derivada composicao
com a temperatura (a qual, como vimos, codifica a variacdo da solubilidade com a
mesma) e quantidades termodinamicas de interesse, das quais pretendemos extrair os
atributos fisicos e intuitivos que permeiam tais resultados. Dedicamos esta seccao a
busca de tal conexao.

As composicoes de equilibrio provém da extremizacao do potencial termodina-
mico ¢ cujas solucoes determinam (no caso de duas fases) superficies de coexisténcia

definidas por

o =2(T,P), (6.10)
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P =P

AT" = AT’

AT "

Figura 6-1: Todos os diagramas sdo construidos mantendo-se um valor fixo de pressdo. Na figura
(a), salientamos a construcdo da solubilidade em funcdo da temperatura (apresentada em detalhes
através de (b)) partindo-se de sua definigdo sobre a coexisténcia. Em (c¢) evidenciamos a anélise
proposta das retas tangentes para duas temperaturas: 7T; e T, na qual a solubilidade atinge seu
menor valor. Os pontos D e E representam as composi¢oes coexistentes & temperatura considerada
(assinalada em C'). Os interceptos sobre o eixo T das retas tangentes as curvas de coexisténcia nesses
pontos sdo identificados por B e A respectivamente. Em (d) detalhamos a regido determinada por
tais pontos, onde BD eAFE representam as retas tangentes a superficie de coexisténcia a temperatura

e pressao escolhidas. A coincidéncia dos interceptos A = B marca o extremo na solubilidade.



" =2"(T,P) . (6.11)

Tais aspectos foram explorados e explicitados nos calculos anteriores para os modelos
de rede e o familiar modelo de van der Waals. Deles obtemos as desejadas informa-
coes acerca da dependéncia da composicao com a temperatura, & pressao fixa. Mais
precisamente, tais relagoes sdo descritas (onde ja usamos as condigbes de equivalén-
cia de campos (3.18) e (3.19), pois constituem as variaveis dependentes de interesse)

implicitamente por

(T, P,2'(T,P)) =0"(T, P,z"(T, P)) , (6.12)
obtida via inversao da relagoes provenientes da extremizacao de ¢, bem como

&' (T, P, (T,P)) = ¢"(T,P,z" (T, P)) . (6.13)

Intuitivamente o procedimento descrito entende-se pela seguinte construcao, de
mesma natureza daquela desenvolvida no Capitulo 3: fixamos a pressao e promo-
vemos variagoes infinitesimais de temperatura 07 e potenciais quimicos 0© a partir
de dois estado coexistentes. A variacao 00 , contudo, nao pode ser arbitraria; deve
conduzir a uma nova estado de fases coexistentes de composicoes discrepantes por dx’
e 0x” em relacao aos estados originais. Tlustramos essa ideia por meio da Figura 6-2.
Dentro desse contexto, analisamos a dependéncia das variagoes em composicao com
a temperatura mantendo-se a pressao fixa, obedecendo-se tanto a restrigao (6.12)

(aplicando-se o teorema da funcdo implicita via regra da cadeia), da qual extraimos

00’ N 00’ o'\ (09" N 00" ox" (6.14)
T ) po 01’ ) p \OT ) p \ T ) p o 9z" )y p \OT ) p '
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0P =0

50, 6T

o(T, P,0©)

&(T + 8T, P,© + §0)

X
T
T L
T+0T
' =2'(T, P) " =2"(T,P)
x/ _|_ 51,/ x/ x// :,E” + 5:,8” x

Figura 6-2: Uma representagio da obtengdo da curva de coexisténcia através da minimizagio do
potencial ¢. Ressaltamos a variagdo das composigdes coexistentes com a temperatura (P constante)
mediante variacoes locais 67T e 00 condizentes com os vinculos requeridos ao equilibrio de fases.
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quanto ao vinculo (6.13) , da qual procede

o), ), (o), = (o), (o)., (or)
+ — = + . 6.15
( T ) p o ' ) p \OT ) p T ) pon 0x" ) p \OT ) p (6.15)

Somando-se (6.14) e (6.15), verifica-se que

Opy Opy O Oy Opy 9z
= 1
( 6T ) Pz’ " ( ax/ T,P aT P aT P! + al’” TP aT P (6 6>

de forma que temos condigoes (6.15) e (6.16) dotadas de alguma simetria. Sobressaem-

se, pois, as quantidade molares parciais *

oG OH 0S8
ON; T,P,{N;} ON; T,P{N;} ON; T,P{N;}

e suas derivadas. Em geral, considerando uma funcao homogénea de primeiro grau

Z =Z(T,P,{N;}), a conexao entre quantidades molares médias z = % e quantidades

molares parciais z; = ({%) ) é tracada simplesmente por
i) T,P{N;
07
zi =2z — ij (W) . (6.21)
j;’ﬁ’t J T7P7{Nk}

Especificamente, aplicando-a as funcoes de interesse verificamos que

dg
— .22
H1 =g — X2 (axQ)T,P ) (6 )

'Note que da energia livre de Gibbs
G=H-TS (6.17)
desprendemos, segundo sua variacao com o nimero de particulas da espécie i, a equacao
Wi =h; —Ts; (6.18)

com

O . _
<8T>p7m =—3;. (6.19)
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e, consequentemente, sua derivada relativamente & composi¢ao resume-se a

2
(%) = (5_3) . (6.23)
92 ) 1 p 923 ) 1p

(resgatamos e destacamos 7 e xo em decorréncia das simetrias flagrantes). Empre-

gando ambas (6.19) e (6.23) em (6.15), segue a relacao

82 / a / 82 1 a y
—s) — <—€2) ( xZ) = —s — (—%2) ( IQ) . (6.24)
x5 ) p \OT ) p 0x5° ) rp \OT ) p
Organizamo-la, entdao, no seguinte formato
8x/ ax//
AN, 2 n_n 2
ToGoy ( ) — ToGa, <_) = Asy (6.25)
oT ) p oT ) »

onde definimos 2

Asy =s] — s . (6.27)

Analogamente, escrevendo-se o potencial quimico da espécie 2 segundo a energia

livre molar

Z
=g— —_— 6.28
M2 =g —T1 (3I1)T,p ) ( )
concebemos sua derivada por
0 0?
( uz) ~ 2 (_92> . (6.29)
02 TP O3 TP

2as variacbes aludidas serdo nesse presente contexto tratados como a diferenca entre o valor de

quantidade em cada uma das fase, como em

Az=2"-2". (6.26)
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Empregando-a em (6.16) juntamente com (6.19), vale que

/ / 029, ax/Q ! 1 829,/ axg
—s o (%@)T,P (a—T>P B <—axg2)T,p (aT )P - (630

Reescrevendo-a, por fim, temos

o, ozl
—l’,g,g; (_2) + 17”9”;5 (_2) =s" ¢ = ASQ (631)
192 oT - 292 oT » 2 2

Combinando os resultados (6.25) e (6.31), através de suas multiplicagoes por x} e x

respectivamente, extraimos

ol _ _ Asyay 4+ Asyrg _ Az 4+ Ahyy (6.32)

oT ) » Gy Ao Gh, TAxo '
Perceba que nos valemos de
que, associada a p; = p! = Ap; =0, conduz a relagdo

Ah;
As; = T (6.34)

Podemos expressa-la por

81:’2’ _ _ASll’/l + ASQLU/z _ _Ahl.flfll + AhQZL’IQ (6 35)

or P gngxQ gngAmQ ' .

Note que, para estados azeotropicos Ax = 0, cumpre-se

(Z—DP =0 (6.36)

uma condigao de extremo local em tais diagramas.
Vamos retornar aos resultados prévios, concernentes as condigOes necessarias a

existéncia de um minimo na solubilidade. Substituindo-se (6.32) e (6.35) em (6.3),
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sobressai-se a relacao satisfeita por composicoes que coexistindo definem um extremo

local da solubilidade em func¢ao da temperatura

i B Ahyz + Ahgxl
ggx moe Ahlfﬂll + Ahgmé '

(6.37)

Observe que a derivada segunda expressa a resisténcia do sistema & mudanca da
energia livre frente a variagoes em composicao. Note, ademais, que comportamento

esperado para a solubilidade com a temperatura

(%)P >0 (6.38)

implica que

/ Ah 7 Ah 2
Tor 3 < AT L2 (6.30)

Por simplicidade, analisemos o limite de diluicao infinita, para o qual o lado direito

simplifica-se a

Ahll'/l/ -+ Ahgl’g ~ AhQ
Ahlx’l -+ Ath'/Q - Ahl

(6.40)

No lado esquerdo, temos a resisténcia relativa Z%z atenuada pela capacidade do sis-
tema em dissolver o soluto, a solubilidade ¥. A energia que favorece o processo de
solubilidade Q—Zf é suficiente para vencer a resisténcia relativa do sistema em variar a
composi¢ao entre as fases por uma mudanca em temperatura. E justamente no estado
de minimo que a relevancia do termo de resisténcia equipara-se a tal favorecimento
energético. Tem-se, portanto, nessa igualdade o precursor da menor solubilidade.
De fato, tal resultado é coerente com a explanacao quando analisamos a depen-
déncia da composicao com a temperatura na vizinhanca de um estado critico. A fim

de verificarmos tal limite, primeiramente, note que de (6.32) escrevemos

Ahyx, + Ahozy = Ah — Ay (%, ) . (6.41)
Ol TP
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Logo, em geral, reexpressamos a variacao das composi¢oes (ao longo da superficie de

coexisténcia) com a temperatura a pressao constante na forma alternativa

ory\ 1 on' _ Ah
r ) p  gb, T |\ O} rp AT

Em especifico, no limite para o qual qual nos aproximamos de um ponto critico

(6.42)

transformamos as diferencas finitas em infinitesimais; nessas condicoes, arbitramos
¥ = x°—eea” = x°+ e onde carregamos a simetria demonstrada em (3.45). A

entalpia em cada porcao do equilibrio de fases é

oh\* 9*h\°
W= W) = B¢ i e 2 3 4
=) - (ax)ﬂpe—'_ (8552>T,PE +0) (6:43)
e
oh\* 9*h\ ¢
W="n@a)=h—+ — 2 5. 44
@) <ax):r,PeJr (aaCZ)T,P6 +OE) (644)

Combinando-as obtemos a variacao da entalpia molar entre as fase coexistentes

Ah =1"(z") = W (z) =2 <8—h> e+ O(e%) (6.45)

Ox TP

Logo, como Ax = 2¢, segue que

A _ <ah)c +O(e?) . (6.46)

A \ae),,

Por outro lado, a expansao da derivada em série de potenciais fornece

/ c 2 c
(5e) = () -~ (52) evow. (6.47)
' ) 1. p 0 ) 1p 2% ) 1. p

Por conseguinte, nesse limite é vilido que

oh' Ah 9?h\ ¢

CANE A .
0xy ) pp  Axy 0x* ) 1 p
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1 (0?h\°

T,P

Ainda, expandimos também sua curvatura, a qual consta no denominador de

(6.42), conforme

82g/ 829 c 839 c 639 c
- (&Y IV s (22 ) o
(a:r) (a>+ (axg)T,P v (@Tax2>T,P "

4 c
! (a g) 52 + ... (6.50)

2 \ Ozt T.p

Todavia no ponto critico satisfazem-se as condicoes

99\ ° Pg\°
<_g) ~0, (—i) = 0. (6.51)
ox T.p ox T.p
Portanto, a aproximagao (6.50) simplifica-se a
32 ! 83 ¢ 1 84 ¢
I 0T+ (22} 622+ (6.52)
0z ) 1 p 0T0x? ) 1 p 2\0z' ) 1 p
Recorremos, nesse ponto, a relagao (3.46)
P3g >C 1 (84g)c
—I 0 = —— | == 5 (6.53)
(8T@x2 T.p 6 \ Ozt T.p
a qual substituida em (6.52) fornece
2/ 1 4 c
09N _L(09Y) s (6.54)
ox'? rp 3 oxt TP
Reunindo-se (6.54) e (6.49) em (6.42) obtemos, de fato, o resultado esperado
oxl, 655
= — . 6.55
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

Enquanto grandeza macroscopica, a definicao de solubilidade sobre a superficie de
coexisténcia de fases tem o intuito de capturar sua associacao ao limiar de estabili-
dade da mistura enquanto um sistema homogéneo. Para tal, estudamos como avaliar
a estabilidade de um sistema termodinamico, a partir da intuitiva ideia de testar sua
resposta perante deslocamentos virtuais relativamente ao estado de equilibrio, tanto
local como globalmente. Esse questionamento é entendido com maior plenitude ao
apreciarmos e explorarmos a estrutura fundamental subjacente & mecanica estatistica
e a termodinamica de equilibrio. Simplesmente observamos que o estabelecimento de
flutuacoes das quantidades extensivas mediado por reservatorios implica uma refor-
mulagao do principio variacional em termos das transformacoes de Legendre. A ideia
é que ao enxerga-las como um principio extremante torna-se natural atribuirmos a
estabilidade a sua curvatura, conforme o processo de diagonalizacao demonstra. Por
ouro lado, aos olhos da mecanica estatistica, confere-se carater de variavel aleatoria
as quantidades extensivas analisadas. A passagem de ensembles traduz-se por trans-
formacoes de Laplace que basicamente decompoem a funcao de particao em seus
momentos. A positividade da variancia traduz a estabilidade e a criticalidade torna-
se evidente quando esta resiste ao limite termodinamico. Analisamos tal problema
em total generalidade para em seguida aplicd-lo ao caso de interesse, ciente das difi-
culdades trazidas pelo aumento da dimensionalidade .

Do ponto de vista pratico, estudar a solubilidade requer o conhecimento do di-
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agrama de fases no dominio de temperaturas e pressoes de interesse. Inicialmente,
exploramos um modelo de rede para contornarmos a mencionada dificuldade, ja que
sua construcao permite que omitamos os efeitos de volume, reduzindo o niimero de
graus de liberdade em nossa descricao. Na aproximacao de Bragg-Williams, distin-
guimos dois casos relativos & importancia da interacao entre soluto e solvente. No
caso em que hé preferéncia energética na formacao de pares de espécies distintas, a
miscibilidade é completa, como esperado. Caso contrario, h& a possibilidade de imis-
cibilidade desde que a energia térmica seja incapaz de suplantar a desfavorecimento
energético da interagao entre soluto e solvente. Nesse contexto, para a solubilidade ve-
rificamos um comportamento monotonico com a temperatura, até que a miscibilidade
seja completa a partir da temperatura critica. Sinalizamos, ainda, a possibilidade de
vincula-la ao método de insercao de Widom no limite de dilui¢ao infinita.

Dentro do mesmo espirito de aproximagoes de campo médio, recorremos ao modelo
de van der Waals estendido ao estudo de misturas para assinalarmos a possibilidade
de minimos na solubilidade. De fato, a complexidade do problema aumenta: depende
de quais fases se considera, do regime pressoes, da intera¢ao particular entre as espe-
cies e, ainda, ha a possibilidade de coincidéncias no diagrama de fases manifestando
a azeotropia. Os minimos na solubilidade observados requerem uma mudanca forte
na curvatura do diagrama de fases, podendo estar associado ao surgimento de novas
novas fases e pontos criticos inferiores. Uma anéalise minuciosa permitiu que genera-
lizassemos a ideia subjacente a tal comportamento, a despeito do modelo utilizado.
Para tal, descrevemos a construcao de retas tangentes ao diagrama que codificam a
variacao das composi¢oes em equilibrio com a temperatura identificando o extremo
pela coincidéncia dos interceptos ao eixo das temperaturas. Isso é interessante pois
fornece uma maneira simples de se desprender informacoes do diagrama de fases. Nao
obstante, as condicoes topologicas referidas encontram correspondéncia fisica. Atre-
lamos a0 minimo da solubilidade a maxima resisténcia na tentativa de se aumentar
a quantidade de soluto dissolvido, o que confere alguma a razoabilidade ao conceito
estudado. Curiosamente, comecamos o trabalho dispensando a ideia de uma trans-

formada de Legendre via construgao de retas tangentes em detrimento de seu aspecto
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mais fundamental, alusivo a um procedimento variacional genuino; posteriormente
recorremos, justamente, a construcao da envelope de planos tangentes as superficies
de coexistentes no afa de melhor entender a medida de solubilidade. Coincidéncias
a parte, querfamos apenas jogar luz a um problema em um ambito geral que deve,
no futuro, ser considerado com mais detalhes englobando a importancia dos detalhes

microscopicos e da estruturacao do sistema na formacgao de cada fase.
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Apéndice A

Coeficientes da Forma Quadratica

Tomemos uma fungao o : R™ — R, da forma o = a(Py, 23, ..., x,). Considerando-
a segundo a mudanca de variaveis x; = x1(Py, xa, . .., Z;,) em seu dominio, a derivada

de tal composicao relativamente a variavel x;
a(P, o, ... o) = a(x1 (P, Xe, ..oy Tn), T2y e ooy Tiy) (A.1)
segue conforme a regra da cadeia
(32,), =+ (@) 42

Para avalid-la, desejamos inverter a relagao

Pl(fEl,.I'Q,...,fﬂm)—)xl(P1,$2,...,xm) (Ag)

o que é factivel contanto que

o,

A4
8:61 0 ’ ( )
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conforme preconiza o teorema da fungao implicita [125,126] e em consonancia com as

hipo6teses no Capitulo 2. Definimos a variedade
(P, xy, 20, &) = Pi(z1,29, ..., 20) — PL =0 (A.5)
a qual determina implicitamente (A.3) via
(P, (Pryxoy .oy T), T2y ooy T) =0 (A.6)
A derivada ao longo de tal variedade com respeito a uma direcao x; lé-se como

or Oy or B
(a_x]) * (8_1’]) N (8_961) =0, (A7)

o conduz a
Py

axl) ox;
gny 05 (A.8)
(8%‘ P g_fll

Tal conclusao ¢ tratada, em geral, como regra, a despeito de provir simplesmente
da anélise de mudanca de coordenadas, ponto central em nossa analise. Em especial,
para uma transformagcao de Legendre, digamos de um potencial ¢, a equagao de estado
P, = Pi(x1,29,...,2,) é fruto do processo de extremizagao descrito no Capitulo 2

do qual se extrai localmente

99

P=—. A9
= o (A.9)
Substituindo-a na expressao (A.8), segue que
82¢
8:1}1) Ox;0x1 ¢1j
el — %% =_1 A.10
<axj b y o (A.10)
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Nessas condicoes, se a mudanca de coordenadas provém de uma transformacao de

Legendre, (A.2) resume-se a

Oa _ Oa ¢y da (A11)
Ox; ) p, Oy ¢nOxy .
Portanto, para o = ¢(1:
04 _ b¢ (A12)
al‘j N al‘j ’ '
Ademais, atribuindo-se para o = ag’;l_) e usando a conclusao prévia:
92 B 9% B b1, &% (A13)
Or;0r;  Ox;0x; ¢y 01,01, '
ou, segundo a notacao compacta, escrevemos
0%t P15 Pui
= ¢ij — . A14
8%6% Qb J ¢11 ( )
Isso ratifica sentido & notacao anteriormente estabelecida
241)
1) _ 9ot A15
% 0z;0x; (4.15)
dada aos coeficientes oriundos da diagonalizacao
P15 Pui
925@(]1-) = ¢ij — 1;5111 (A.16)
Por fim , a mudanca de base (2.76) pode ser reescrita na forma
" 8ZE1
Oy =61 — Y o) 0T (A.17)
Jj=2 I/ P

usando-se (A.10).

De forma mais direta, conduz-se o mesmo procedimento simplesmente usando o
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jacobiano da mudanca de variaveis

a2¢(1) o (%) o a(PlaxZa"'7$i—1aPi>xi+1"'axm)

81‘1'811]' 827]' P 8(P1,a72,...,xi_1,xi,xi+1...,xm)
. a(Pl,ZIZQ,...,IEj_l,Pj,C(]j+1...7$m)/a(P1,l’2,...,ZEj_17ZL'j,[Ej+1...,l‘m)
a(.fl,xg,...,.Tj_1,$j,$j+1...,ﬂfm) 8(I1,x2,...,xj_1,xj,xj+1...,:z:m)

| ler en

Ox; oz
9B lop o
axl ij Bxl

_ 1 Gij  Pi
on P15 P11
0%
= ¢y rat (A.18)

conforme demonstramos. Em especial, o termo diagonal expressa-se por

Ay

G 22 — M = L (¢22¢11 - Qﬁz) = A_1 :

2 b ou (4.19)

Torna-se patente o resultado geral em &algebra linear acerca do sinal dos menores

principais lideres

Al — ¢11 5 (AQO)
AQ _ ¢11 ¢12 ’ (A21)
¢21 ¢22
¢11 ¢12 s ¢lm
¢m1 ¢m2 s qum
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na determinacao do sinal de uma forma quadratica nao degenerada, pois conseguimos
expressar os elementos diagonais em termos de tais menores conforme descrevemos
abaixo [127]. O ponto é que tais menores relacionam-se as transformagoes de Legen-
dre, o que é natural, pois esta conduz as mudancas de coordenadas embutidas nos
jacobianos via o procedimento variacional abordado. Realmente, perceba que a forma

quadratica é simplesmente o jacobiano da transformacao

P
P, = g— 0x;
j=1 9t
895](%Z
Z Gij 0 (A.23)
j=1
Em notacao vetorial, temos a relacao
0P =Q ox (A.24)
a qual se traduz explicitamente por
0P b1 P12 oo Pim | | 071
0P _ ¢.21 ¢.22 . ¢2.m 53.132 ' (A.25)
_5Pm_ _gbm,l ¢m2 s ¢mm_ _5xm_
Fixando os seguintes campos
0Pb=0,..., 0P,1=0 (A.26)
bem como restringindo-se o fluxo de tais quantidades extensivas
0xpy1=0,..., 62, =0 (A.27)
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obtemos o conjunto de equacgoes

0 92511 ¢12 - ¢1k 5$1
0 o ¢21 ¢22 - ¢2/€ 55132
_5Pk_ (Pk1 Pk2 oo Okk _5$m_

A regra de Cramer fornece a solucao do sistema linear

Ag—y
Ay

a qual pode ser traduzida em termos de variacoes infinitesimais por

De fato, o determinante da Hessiana de torna-se simplesmente

det@Q =AM X - X\, = A,

segundo intuimos.
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Apéndice B
Projecao da Linha Critica

Embora nao contenha as informacoes completas acerca do equilibrio de fases,
a projecao da superficie de coexisténcia (representada no espago = 7' P) no plano
TP fornece caracteristicas tuteis acerca da mistura estudada [128]. Em particular,
analisemos a projecao da linha critica no diagrama temperatura versus pressao. De

fato, como exploramos anteriormente, a condicao

2
<%) ~0 (B.1)
=) T p

define um relacao da forma
Ry(T,P,x)=0. (B.2)
Por sua vez, a condicao critica adicional

3
(%) ~0 (B.3)
)T p

determina outra relagao

Ry(T,P,z) =0 (B.4)
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Perceba que a interseccao das superficies Ry = 0 e R3 = 0 determina a linha critica.
Analisemos tal observagdo cuidadosamente em etapas. De (B.4), extraimos uma

relagao do tipo

x=ux(T,P). (B.5)

Avaliando-a em

Ro(T, P, (T, P)) =0, (B.6)

define-se implicitamente a linha !

P=P(T). (B.9)

Enxergando (B.2) através dessa curva

Ro(T, P(T),z(T, P(T))) = 0 (B.10)

avaliamos sua variacao com a temperatura segundo

hiahe) i il bl - — | — [ =0. (B.11
(aT)P,x+<aP>T,w dT+<8x )T,P {(8T>P+(8P)TdT:| ( )
Em contrapartida, temos que

3
<@) _ (@) _0. (B.12)
ox T.p ox3 T.p

! Mais precisamente, obtemos a representacio paramétrica relativamente a T

P = P(T)
x = z(T)=z(T,P(T))

—~
@ T
o
= —
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Como

OB\ _( P9 \ __(&s\  __,
or )p, \0T0x2),  \0a%),., °*

OB (P \ ()
OP ), \oPox?). \0a?),,

a equacao simplifica-se a

dP . Sor

d_T_UQx’

em alusao clara a equacao de Clausius-Clapeyron.
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