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Resumo

Essa tese foi inspirada no artigo [10]| de Lindenstrauss et al. e remete ao traba-
lho fundamental de Furstenberg [5]. Sejam (Z/pZ)N o produto cartesiano unlilateral de
infinitas copias de Z/pZ e o a funcao shift em (Z/pZ)N. Tal espago é grupo topolo-
gico compacto e espaco mensuravel quando munido da operagao de soma coordenada-
a-coordenada. Nossos principais resultados consistem em apresentar condigoes suficien-
tes que garantam que uma sequéncia de medidas c-invariantes, (7),)nen, N0 espaco de
Bernoulli de p simbolos (p primo), convirja em convolu¢ao para a medida de Bernoulli

uniforme (denotada por (%, cee é)), na topologia fraca®. Ou seja, condigbes que garan-

tam o seguinte: 7, * ...*n — (i, cee i) . Provamos também que tais condi¢oes nao
sao suficientes para nenhum p nao primo. Ainda, conseguimos relacionar essa teoria de

convergéncia na topologia fraca®™ com diagonalizacao de certas matrizes.

i



Abstract

This thesis was inspired by the Lindenstrauss’ article [10] and the fundamental work
of Furstenberg [5]. Let (Z/pZ)N be the compact group which is the cartesian product of
infinite copies of the finite group Z/pZ and o be the shift function on (Z/pZ)N. Our main
results consist in presenting enough conditions to guarantee convergence in convolution
of a sequence of shift invariant probability measures, (1, ).en, in the Bernoulli space of

p symbols (p prime) to the uniform Bernoulli measure (denoted by <%, . %)), in the

1 1
weak™ topology, i.e., conditions that guarantee the following: 7, *...*n; — (—, ey —> :

p p
We also proved that such conditions are not enough if p is not a prime. And even more,
we could see that this theory of convergence in the weak™ topology and diagonalization

of some matrices are related.
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Introducao

Dado um grupo abeliano compacto G, podemos considerar o conjunto das medidas de
probabilidade M(G) e muni-lo de uma operagao, chamada de convolugdo, cuja definigao
pode ser assim apresentada: sendo S : G x G — G a operagao de soma em G, S(g,h) =
g+h,en, pne M(G) duas medidas de probabilidade, denotamos a medida de convolugao

de n e p por n* p e a definimos como sendo:

n* p(A) =1 x u(SH(A)),

em que A é subconjunto mensuravel de GG. Observe que 7 * p ¢ ainda uma medida de
probabilidade de M(G).

Nas ultimas décadas, as pesquisas relativas a essa operacao no espaco de medidas
variaram muito quanto a generalidade dos resultados obtidos. Por exemplo, Berg em
[2], provou que dado qualquer T : G — G automorfismo continuo, em que G é grupo
abeliano compacto, a fungao entropia, h, no espaco das medidas de G, assume seu valor
méaximo (podendo ser infinito) na medida de Haar m de G. Mais ainda, se T for ergodica
com respeito a m e h(m) < oo, entdo m ¢ unicamente caracterizada como a medida que
maximiza a entropia. Ainda nesse artigo, o autor obteve resultados relativos a entro-
pia da convolucao de medidas T-invariantes e mostrou que, sob certas circustancias, a
convolucao de duas medidas T-invariantes e ergodicas é, ainda, ergodica. Ja Cohen, em
[3], caracterizou, para qualquer grupo abeliano, as medidas p que satisfazem a equacao
p* = u, (chamadas de idempotentes) mostrando que as tinicas medidas idempotentes
em G, grupo abeliano, sdao as medidas de Haar (normalizadas) de subgrupos compactos e

as de forma v := odp, pxn, p+n—pu*xned—p, em que e n sao medidas idempotentes



tais que pxn =mnx*pu, 6 é a unidade da &lgebra das medidas de G e ¢ um homomorfismo
continuo do grupo G em C. Outra prova desse fato encontra-se também em [7]. Ainda,
Rider, em [14], tece alguns comentarios a respeito desse teorema de Cohen e afirma que
omitindo a hipdtese de o grupo ser abeliano, tal teorema ja nao é verdadeiro.

Por outro lado, sendo mais especificos, Lindenstrauss, Meiri e Peres, em [10], consi-
deraram G = S', o circulo unitario, e, grosso modo, provaram que se (ji,)neny for uma
sequéncia de medidas ergédicas em relagao a transformacao o, do circulo nele mesmo
op(x) = pxr mod 1 cujas entropias h,,(0,) formam uma sequéncia de ntimeros reais que
nao decresce muito rapido para zero, entao, a sequéncia hy, .. ., (0,) converge para log(p).

Ainda no contexto abordado por Lindenstrauss, o resultado sobre convolucao e cresci-
mento de entropia liga varios topicos que a primeira vista nao estariam necessiariamente
relacionados. Como a convolugao de duas medidas o,-invariantes resulta em uma medida
op-invariante, faz sentido calcular a entropia de uma medida resultante da convolucao
de outras duas. A convergéncia para log(p), como Lindenstrauss conclui no Teorema
1.1 do artigo [10], diz algo mais forte do que convergéncia fraca*: a sequéncia de medi-
das ju, * ... * f11 estd se aproximando da medida de Lebesgue relativamente a métrica d,

definida, por exemplo, em [6, p. 137] por Glasner, do seguinte modo:

d(p,n) = inf ){J(Uisﬁj[i] x [7D)},

JeT (1,

em que 4 e 1) sao medidas de probabilidade o-invariantes no espago simbolico de Bernoulli
de p-simbolos, [i] representa o conjunto aberto das sequéncias cuja primeira entrada é i
e J(u,m) é o espaco dos joinings de p e 7. Isso nos mostra que apesar de a operagao
de convolucao depender somente da estrutura de grupo de GG para ser definida, ela traz
consequéncias marcantes para o conjunto das medidas o,-invariantes no que se refere aos
limites de sequéncias do tipo i1, g * 1, i3 * fo * 41 € etc. e ao modo como ocorre de tal
convergéncia: em d, ndo somente na topologia fraca*. Rudolph, em [16, p. 137], afirma
que a topologia gerada por d é muito mais rica do que a gerada pela topologia fraca*.

Por exemplo, o espago das medidas de probabilidade o,-invariantes é fraco™ compacto



(ver [18, p.40],[19, p.152] e [16, p. 130]) porém nio o & segundo a métrica d ([16, p.137]);
outro fato é que enquanto o conjunto das medidas ergodicas é denso no espago das medidas
invariantes na topologia fraca® ( [18, p.121]), Rudolph, com o Teorema 7.8 de [16], mostrou
que oconjunto das medidas ergodicas é d-fechado.

Por abordar dinamicas no circulo, interagao de medidas o,-invariantes com a medida
de probabilidade de Lebesgue e outros assuntos relacionados, a pesquisa de Lindenstrauss
[10] e a de muitos outros dinamicistas remetem ao trabalho fundamental [5] de Fursten-
berg e de sua conjectura. Grosso modo, Fursntenberg conjecturou que nao ha muitas
medidas (ergodicas) que sao simultaneamente invariantes por o, e o,, (em que p e g sdo
multiplicativamente independentes, ou seja, log(p)/log(q) ¢ Q). Apenas a medida de
Lebesgue e as medidas atomicas suportadas em orbitas periddicas seriam os exemplares.
Isso tudo no contexto do circulo G = S!'. Tal conjectura estd ainda em aberto. Até o
momento, apenas resultados parciais foram provados. Por exemplo, Lyons em [13]| e D.
Rudolph em [15] trataram do caso p = 2 e ¢ = 3 com hipdteses adicionais sob as medidas
e o resultado mais expressivo na direcao de resolver tal conjectura é devido a D. Rudo-
plh e A. Jhonson ([8]). Tal resultado garante que a tnica medida ergdodica em relagao a
ambas as transformacoes o, e 0, com entropia positiva em relagao a 0, é a medida de
Lebesgue no circulo. Segundo [10], a conjectura de Furstenberg no contexto de medidas
com entropia nula, aparentemente, vai exigir novos métodos para solugao e, em geral, vem
inspirando a maior parte das pesquisas relacionadas as dinamicas de (0, S'). Para mais
detalhes sobre tal conjectura, consultar a introdugao do artigo [1], de Assaf Katz.

Nosso trabalho foi inspirado no Teorema 1.1 de Lindenstrauss [10], e, entao, indire-
tamente, remete também ao trabalho de Furstenberg [5]. Ao invés de considerarmos o
grupo do circulo S, vamos fixar p € N e considerar G = (Z/pZ)N, ou seja, o grupo do
cartesiano (enumeravel) infinito de copias de Z/pZ" com estrutura de grupo dada pela
soma coordenada-a-coordenada. Ao tomarmos a transformacao shift (ou deslocamento),
o : G — G, podemos considerar as medidas de probabilidade o-invariantes e a operacao
de convolucao também preserva tais medidas nesse contexto. Assim, faz sentido fazer

as mesmas perguntas que Lindenstrauss fez: serd que podemos impor alguma condicao



razoavel a uma sequéncia de medidas o-invariantes (pi, )neny em G = (Z/pZ)"N garantindo
convergéncia na topologia fraca™ da sequéncia u, * ... * u; para a medida de Bernoulli
uniforme, (%, e %)?

Essa questao foi tratada no capitulo 2, que é a parte central dessa tese. Ali descrevemos
com detalhes que o médulo da integral de caracteres nao triviais tende a ser pequeno para
medidas que possuem entropia positiva e explicitamos essa dependéncia na Proposicao
2.22, utilizada para obtermos o Teorema 2.27, o qual é parecido com Teorema 1.1 de
[10]. A diferenca é que os grupos considerados sdo distintos, enquanto Lindenstrauss et
al. tratou do circulo S', tratamos de (Z/pZ)".

Finalmente, apresentamos um roteiro de leitura para o presente trabalho. O primeiro
capitulo foi reservado para as nocoes de Teoria da Medida, Topologia e Teoria da Informa-
¢ao necessarias para o entendimento dessa tese. As princiapais referéncias que serviram
de base para as preliminares foram [18] e [19]. Inclusive, nessas obras encontram-se as
demonstragoes dos resultados que eventualmente enunciamos no capitulo primeiro.

No capitulo 2, encontram-se tanto nosso principal resultado (Teorema 2.27) quanto os
preparativos para tal, que inicia na secao 2.1, com a caracterizacao da topologia fraca™ no
espaco das probabilidades do grupo (Z/pZ)" via utiliza¢ao de caracteres de tal grupo, com
o Teorema 2.8, Proposicao 2.13 e Corolério 2.14. Ja na secao 2.2, introduzimos a nocao de
caracter especial (Definicdo 2.17) e trabalhamos com tais caracteres na Proposi¢ao 2.18
e Corolario 2.19, o que permitiu-nos provar a Proposicao 2.22, que, dentre outras coisas,
diz que entropia positiva implica moédulo da integral de caracteres nao triviais pequeno.
Assim, sendo feitos mais uns detalhes técnicos com os lemas 2.24, 2.25 e Corolario 2.26,
o Teorema 2.27 segue suavemente. Nesse sentido, exortamos ao leitor afoito, avido por
simplesmente compreender nosso Teorema 2.27, que, tendo conhecimento prévio de Teoria
da Medida e Teoria da Informacao, podera iniciar a leitura no segundo capitulo e fixar-se
nele, sem perda substancial de entendimento.

J& no terceiro capitulo, abordamos algumas propriedades da convolucao de probabili-
dades em (Z/pZ)" em diversos contextos. Cada segao (da 3.1 a 3.3) aborda um contexto

especifico. Assim, na 3.1, provamos que a convolucao por uma medida 7 é uma contracao



fraca tanto na topologia fraca* (Teorema 3.1) quanto na topologia gerada pela métrica d
(Teorema 3.10) e que a entropia da convolugao de duas medidas o-invariantes tem valor,
pelo menos, igual ao da maior das duas prévias entropias (Teorema 3.6). Na 3.2, falamos
que as medidas de Bernoulli sdo um “laboratorio” para conjecturar e/ou verificar resul-
tados relacionados a convolucao de medidas. Por exemplo, o Corolario 3.11 ilustra esse
ponto relacionando topologia fraca*, métrica d e convergéncia em convolugio (Definicdo
2.15) no contexto de sequéncias formadas por medidas de Bernoulli. Nesse sentido, na
1 1

—) (nas variaveis n e p)

secao 3.3, discorremos sobre equacao do tipo n * u = <1—9, o p

apresentando solugoes em situacoes especificas que abrangem, principalmente, medidas
de Bernoulli (Proposicao 3.12, Observagao 3.13 e Teorema 3.14).

Prosseguindo, reservamos o quarto capitulo para relacionar o ato de convoluir medidas
de probabilidade em (Z/pZ)N com o de multiplicar certas matrizes e/ou aplicar tais matri-
zes em vetores especificos. E mais ainda, provamos que essas matrizes sao diagonalizaveis,
cujos autovalores sdo integrais dos caracteres de (Z/pZ)N. Tais fatos sdo conclusdes da
Proposicao 4.1 e do Teorema 4.4.

Finalmente, no quinto e tltimo capitulo, elencamos uma série de projetos futuros e

conjecturas devido aos resultados obtidos nesse trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoria da Medida para (Z/pZ)Y

Nesta secao desenvolveremos os conceitos necessarios relacionados a Teoria da Medida,
de forma geral, e posteriormente, particularizaremos para o conjunto (Z/pZ)Y, que para
nos, sera tanto um espaco mensuravel quanto um grupo topologico compacto. A referéncia
basica para essa parte é [19].

Dado um conjunto G qualquer, uma o-algebra G de G é um subconjunto do conjunto

das partes de G que satisfaz as seguintes propriedades:
1) G pertence a A;
2) Se A pertencer a G entdo A° também pertencera;

3) Se {A,}nen € uma colegdo enumerdvel de conjuntos que pertencem a G entao

U,en An pertence a G.

Chamaremos o par (G,G) de espago mensurdvel e os conjuntos pertencentes a o-
algebra G serao os conjuntos s conjuntos mensurdveis, ou seja, os conjuntos "possiveis de
serem medidos".

Finalmente, definimos medida como sendo uma funcao n : G — R satisfazendo:



2) n(U,—, An) = >07 n(A,), sempre que {A,},en for uma sequéncia de conjuntos

mensuraveis dois-a-dois disjuntos. Essa propriedade é denominada de o-aditiva.

E por medida de probabilidade n (ou simplesmente probabilidade) entendemos uma
medida com a hipdtese adcional de que n(G) = 1. Denotaremos por M(G) o espaco das
medidas de probabilidades do espaco G.

Agora, sejam R : G x G — G uma transformacado mensuravel e n e ;1 medidas em G.

O proximo resultado fala da existéncia de outra medida em G, proveniente de n, i e R.

Proposicao 1.1. Sejam n e p medidas de um espaco mensurdvel X e R: G x G — G

uma transformacao mensurdvel qualquer. Entdo a igualdade:

g p(A) =1 x p(R7(A)),
para todo mensurdvel A de G define uma medida em G, que serd de probabilidade sempre

que n e p também o forem.

Demonstracao. De fato, seja (A;);en uma sequéncia de conjuntos disjuntos e mensuraveis

em G. Entao, temos:

nxr (U2 Ai) = 1 x p(RHUZA;))
= nx (Ui R (A)
= Y xR (A))

= Z %R p(Ai),
=1

e todas as outras propriedades que uma medida deve satisfazer seguem de forma similar.

]

Com a nocao de espaco mensuravel, podemos introduzir os Espacos de Bernoulli. Para

cada i € N, tome (G;,G;) espaco mensuravel e considere o produto cartesiano infinito



G = [l,enGi- Assim, um ponto de G é uma sequéncia unilateral infinita {z;};>0, com
x; € G;, para cada i. Definamos agora a chamada o-dlgebra produto G do espaco G. Fixe

um natural n e tome mensuraveis A; € G;. Considere, entao, o seguinte conjunto:

HAi X H Gi = {(2)2, € Gl|z; € A; para i < n}.
i=0

i=n-+1

Tal conjunto serd chamado de cilindro e a colecao de tais subconjuntos de G formam
uma semi-algebra, digamos, A. Finalmente, a o-algebra G serd aquela gerada por A e
(G, G) seré, para nos, um Espaco de Bernoulli. Para mais detalhes, consultar as primeiras
paginas de [19] e o apéndice de [18].

Em nosso trabalho, estamos particularmente interessados no caso mais simples em
que G; = {0,1,...,p — 1} para todo i € N em que p é um natural previamente fixado.
Como trata-se de um conjunto finito, a o-algebra sera o conjunto das partes para cada ¢

e podemos ver que nesse caso, a o-algebra G de GG serd aquela gerada pelos conjuntos do

tipo:
[0, Z1, ..., Tm-1] = {g € G|g; = x; parai < m — 1}.
E, finalmente, utilizaremos, também, a seguinte notagao: G = {0,1,...,p — 1}".
Tendo tratado da nogao de mensurabilidade para G = {0,1,...,p— 1}, vamos munir

tal espago de uma meétrica. Defina a aplicagdo d : G x G — [0, 1] por:

1 Nzy
= , se x
d(z,y) := () #y,

0, se r=y

em que [V, ¢ o menor natural ¢ tal que x; # ;. Note que d define uma métrica em G tal

B (:U (%)NH) ~B|a, (%)N] — o, 71, .., n],

em que B (x, (l)NH) e B [x, (1)N} sao, respectivamente, bolas aberta e fechada com

que

2 2

N e ()N . Assim, os cilindros, em G, sdo

centro em x e raios, também respectivos, (
conjuntos mensuraveis, abertos e fechados, que geram tanto uma topologia quanto uma

o-algebra para G.



Note ainda que {0,1,...,p — 1} é um espago compacto (por ser finito) e o produto
cartesiano infinito de compactos com a topologia produto é um espago compacto (Teorema,
de Tychonov). Mas, tal topologia é a mesma gerada pela métrica que acabamos de
definir. Como conclusao, obtemos que G é um espago métrico compacto e a o-algebra
que definimos é gerada pelos abertos do espaco. Para mais detalhes, consultar o exercicio
A.1.11 de [18] e para uma demonstracdo do Teorema de Tychonov, ver [4].

Finalmente, vamos munir nosso espaco G' de mais uma estrutura: a de grupo. Para
isso, vamos considerar, com certo abuso de notacdo, que Z/pZ = {0,1,...,p — 1}, ou
seja, G sera o produto cartesiano infinito unilateral do grupo dos inteiros modulo-p, cuja

estrutura de grupo sera dada por:

r+y=(xo+ Yo, 1+ y1,...) = (T; + Yi)ien

em que, novamente com certo abuso de notagao, x; +y; = x; + y;( mod p). Observe que
com essa nova estrutura, G' torna-se um grupo (abeliano) topoldgico compacto, visto que
as operacoes de inversao (r — —z) e de soma ((z,y) — = + y) s@o continuas. O seguinte

teorema elenca todas as propriedades de G que discutimos até entao:

Teorema 1.2. Seja p > 2 um natural qualquer. Entao o Espaco de Bernoulli G =
(Z/pZ)N ¢ um grupo topoldgico compacto e espagco mensurdvel, quando munido da o-

dlgebra gerada pelos abertos da métrica d.

Observagao 1.3. Quando G for o Espago de Bernoulli (Z/pZ)N e R : (Z/pZ)N x
(Z/pZ)N — (Z/pZ)N for a fungio

R(z,y) =z +y,

entao n xp i serd chamada medida de convolu¢ao das medidas n e pu, sendo denotada,

simplesmente, por 7 * u.



1.2 Estendendo medidas

Trataremos nessa secao sobre o processo de extensao de medidas definidas numa alge-
bra A para medidas definidas na o-algebra B gerada por A, principalmente no contexto
em que o espaco mensuravel em questao G for compacto. Com esse intuito, enunciamos

os teoremas A.1.14 e A.1.13 de [18] na sequéncia.

Teorema 1.4. (Continuidade no vazio) Seja A uma dlgebra de subconjuntos de G e seja
po : A — [0,400] uma fungdo o-aditiva com p(X) < oco. Entao p € o-aditiva se e
somente se

lim p(A,) =0,
para toda sequéncia Ay C --- C A; C -+ de elementos de A com N2, A; = 0.

Teorema 1.5. Seja A uma dlgebra de subconjuntos de G e seja py : A — [0, +00] uma
fungao o-aditiva com po(X) < 0o. Entao existe uma unica medida v definida na o-dlgebra

B gerada por A que € uma extensdo de g, ou seja, tal que p(A) = po(A) para todo A € A.

Como esses dois resultados podem nos ajudar? Consideremos G = (Z/pZ)"N o espaco
de Bernoulli e A a &algebra das unioes finitas de cilindros. Como cada cilindro é um
compacto, todos os elementos algebra A sao compactos. E toda sequéncia decrescente
A D Ay D ... D A, ... de conjuntos compactos possui intersecao N,A, nao vazia.
Entao, por vacuidade, o Teorema 1.4 juntamente com o Teorema 1.5 garantem-nos que
toda funcao aditiva pg : A — [0, 00) na algebra A dos cilindros que satisfaz po(X) = 1
é o-aditiva e estende-se unicamente para uma medida de probabilidade p na o-algebra B

gerada por A .

Exemplo 1.6. Seja v = (vg,v1,...,0,_1) um vetor de probabilidade, ou seja, um vetor
com entradas nao negativas tais que Zf:_ol v; = 1. Dizemos que n é uma medida de

Bernoulli em (Z/pZ)YN (associada ao vetor v) se nos cilindros, satisfaz:

Nioy i1y -y imo1] = Vig " Viy = -+ " Vi, -

10



Observe que para tal medida n, temos

(77[0]777[1]7 <. ,77[17 - 1]) = (0077}17 SR 7Up—1) =,

e ainda, n é a Gnica medida que, nos cilindros, satisfaz a formula acima. Para essa questao
da unicidade e extensao, ver os teoremas 1.4 e 1.5.
No caso em que v = (%, %, e %) denominaremos a medida 7 associada a v de medida

de Bernoulli uniforme.

1.3 A topologia fraca™

Iniciemos essa parte um tanto generalistas. Sejam X um espaco métrico compacto e X
a o-algebra gerada pelos abertos. Seja C1(X) o espago das fungdes complexas continuas
de norma unitaria. Por [9], Ci(X) possui um conjunto enumerdvel denso de fungdes
continuas F = {f;}3°,. Assim, podemos definir, de acordo com [19, p. 148|, a seguinte

distancia em M(X):

df(n,u)ZZ% /szdn—/Xfidu’ (1.1)

A seguir, expomos um teorema que caracteriza a topologia fraca™ tal como precisamos

e cuja demonstracao encontra-se em [19]:

Teorema 1.7. Seja X um espaco métrico compacto. Entao a Equagao (1.1) define uma
distancia em M(X), tornando-o um espago métrico compacto. Mais ainda, dada uma

sequéncia n, em M(X), sio equivalentes:
o dr(1n,n) — 0;
b |fX fidn, — fX f¢d77| — 0, para todo 1;

o |fX fdn, — [y fdn‘ — 0, para toda f € C1(X).

A distancia dr definida anteriormente gera a chamada topologia fraca-* em M(X) e

o teorema acima apresentou trés formas equivalentes de se obter a convergéncia de uma
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sequéncia de medidas de probabilidade 7, para uma medida de probabilidade 7 nessa
topologia. Agora, vamos particularizar. Tome X = (Z/pZ)Y. Assim, o Teorema 1.7
sera vélido para M((Z/pZ)Y) se pudermos explicitar um conjunto F. Note que dado

um cilindro [z1,...,x,] temos que a func¢do indicadora It . 2, € continua justamente

n]
por [z1,...,x,] ser simultaneamente aberto e fechado. Mas, combinacoes lineares de
tais fungdes (com coeficientes racionais) aproximam qualquer fun¢ao continua em norma.
Portanto, podemos escolher para F o conjunto das combinagoes lineares de func¢oes indi-
cadoras de cilindros de norma unitaria e coeficientes racionais.

Observe agora algo ainda mais fundamental: se garantirmos que uma sequéncia 7, em

M((Z/pZ)V) satisfizer:

nn[zma C ,7;0] — H[Zm, C ,7;0],

qualquer que seja o cilindro, entao 7, converge para n na topologia fraca*. E assim,

acabamos de esbocar a demonstracao de um resultado ja conhecido e importante:

Teorema 1.8. Uma sequéncian, em M((Z/pZ)Y) converge na topologia fraca™ para uma

medida de probabilidade n € M((Z/pZ)N) se e somente se:

nn([im il» s 7im,]) — 7]([20, il? B 7Z.m])7 (12)
para todo cilindro [ig, i1, ..., in]

Demonstracao. Se n, for uma sequéncia de medidas de probabilidade convergente & me-
dida de probabilidade 7 na topologia fraca®, entao, como a func¢ao indicadora I

i07il7"‘7im]

de um cilindro [ig, i1, . .., 15| € continua, segue que:

Nn(lio, 41 -« i) = /[[ig,il.“,im}dnn — /I[z‘o,z‘l...,z’m]dﬁ = ([0, 91 - - m))-

Por outro lado, supondo que a sequéncia 7, de medidas de probabilidade satisfaz a
equacao 1.2, entao dada qualquer funcao f que seja combinacao linear finita de funcoes
indicadoras de cilindros, temos f o, — f fdn. Mas, o conjunto das combinacoes lineares

de funcoes indicadoras de cilindros ¢ denso em norma no conjunto das funcoes continuas,

12



0 que garante a convergéncia na topologia fraca®, como queriamos. O

Observagao 1.9. O Teorema 6.2 de [19]| diz que, para um espago métrico compacto X
e o-algebra de Borel, duas medidas de probabilidade n e p sao a mesma medida se e
somente se [ fdn = [ fdu para toda f : X — R continua. Contudo, novamente por
[19] (Teorema 6.4), podemos simplesmente trocar o conjunto das fungbes continuas por
qualquer subconjunto denso (em norma) de fungbes continuas (reais ou complexas) de
norma unitaria. O fato de podermos determinar uma medida sabendo apenas como ela
integra um subconjunto denso de fungoes continuas foi a chave para podermos definir a
métrica dr acima. E mais ainda, no caso em que X = (Z/pZ)Y, combinacdes lineares
de fungoes caracteristicas de cilindros (ou fungoes indicadoras de cilindros) sao fungoes
continuas e ainda formam um subconjunto denso. Novamente, por linearidade da integral,
as funcgoes caracteristicas de cilindros ja nos bastam para determinarmos a topologia
fraca™, o que permitiu-nos escrever o Teorema 1.8 e ainda concluir que duas medidas 7 e

pem M(Z/pZ)N sdo iguais se e somente se

n(lio, i1, -y im]) = p(lio, 315 - - -y im]),

para todo cilindro [ig, i1, ..., %,]. E finalmente, utilizando a notagao

dn(n, 1) = Y In(P) = p(P)],

pPcpn

outra possivel distancia em M(G), para G = (Z/pZ)", compativel com a topologia fraca*

é dada por:
= dn )
n=1 p
em que P = {[0],[1],...,[p— 1]}, P" =P V...Vo ""(P) e a fun¢io o : (Z/pZ)" —

(Z/pZ)N & a funcao shift (ou “deslocamento”), a ser definida na proxima segao.
Note que d define uma distancia apenas porque toda medida de probabilidade fica

determinada quando se conhece o peso que a mesma da aos cilindros e a compatibilidade
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com a topologia fraca™ segue do Teorema 1.8.

1.4 Teoria da Informacao

Dado p € N, definimos a transformacao shift, (ou "deslocamento", conforme o capitulo

4 de [18]), o : (Z/pZ)N — (Z/pZ)N, como sendo a aplicagao continua:

o(xy, 9, x3,...) = (T2, x3,...).

Em Teoria da Informacgao e Teoria Ergddica, interessa-nos as chamadas medidas o-invariantes
e a entropia das mesmas. Veremos que a convolucao de duas medidas o-invariantes resulta
numa medida o-invariante e que a entropia da convolucao de duas medidas é, pelo menos,

o maximo das duas entropias anteriores.

Definigao 1.10. Para G = (Z/pZ)Y uma medida n é dita o-invariante se, para todo

mensuravel A de G, satisfizer:

O Lema 1.3.1 de [18] diz algo melhor para noés: n ¢ o-invariante se e somente se

U(J_l([x1? ce >xn])) = n([mb SR ’xn])

para todo cilindro [xy,...,2,]. A partir dessa constatacdo e do fato de M(G) ser um

espaco métrico compacto com a topologia fraca™, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.11. O conjunto das medidas de probabilidade o-invariantes, denotado por

M, (Q), é um conjunto fechado (portanto compacto) em M(G) na topologia fraca*.

Demonstragio. Seja 7, uma sequéncia de medidas o-invariantes em G = (Z/pZ)" tal
que 7, — 1 na topologia fraca®*, com n € M(G). Para provarmos o teorema, basta

mostrarmos que 7 é o-invariante. Tome [xq, ..., z,] um cilindro qualquer. Entao:
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(e ([ay,..., 1)) = liinnn(a_l([xl,...,xn]))
= lirrlnnn([xl,...,xn])

- 77([%7 s ,ZEn]),

e n é de fato uma medida o-invariante, como queriamos. O
A relacdo entre medidas invariantes e convolucao sera dada pelo resultado abaixo.

Proposicao 1.12. Sejam n e p probabilidades o-invariantes e R : G x G — G uma
transformacao que satisfaz

Ro(o xo)=00R.

Entao a medida 1 xg pu, definida na Proposicao 1.1, é uma probabilidade o-invariante.

Demonstracao. Que n g ¢ uma medida de probabilidade em G isso segue diretamente

do fato de n e pu o serem. Para a invariancia, seja A um conjunto em G. Entao:

nxppc ' (A) = nxp(R ' (c7'(A)))
= nxpu((ox o) H(RT(A)))
= nx u(R™'(A))

= nxgp(A)

e provamos a invariancia. L]

Observacao 1.13. Como ja vimos, a convolugao é a operagao associada a fungao R(z,y) =
x + y e tal funcao satisfaz a hipotese da proposicao acima. Assim, a convolucao de duas
medidas de probabilidade o-invariantes é ainda uma medida de probabilidade o-invariante.

Dizemos que uma medida n é misturadora com respeito & transformagdo o (ou sim-

plesmente medida misturadora) se

lim (o~ (4) N B) = n(A)n(B)
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quaisquer que sejam os mensuraveis A e B. Analogamente, dizemos que uma medida
n & fracamente misturadora com respeito a transformac¢do o (ou simplesmente medida

fracamente misturadora) se

para todos os mensuraveis A e B. Toda medida misturadora é fracamente misturadora.
Mais ainda, a operagao de convolucao preserva ambas as classes de medidas. Isso se
deve pelo simples fato de a medida produto de duas medidas misturadoras/fracamente
misturadoras ser ainda uma medida misturadora/fracamente misturadora. Para mais
detalhes, consultar o sétimo capitulo de [18].

Por outro lado, dizemos que n é uma medida ergodica com respeito a transformacao o
(ou simplesmente ergddica) se toda vez que 1 se exprimir como a combinagao convexa de
duas medidas invariantes 7y, 1o, digamos n = am + (1 — a)ng entdo n =n; ou n = 1. E
a convolucao nao preserva as medidas ergodicas. Por exemplo, escolha n := %50*1 + %51*0 a
tinida medida ergodica suportada na oérbita periodica do ponto 01 = (0,1,0,1,0,1,0,...)
em (Z/27)N. Entao, nesse caso, temos 7> = n*n = %(55+ %51, que nao é uma medida ergo-
dica, ja que se exprime como a combinacao convexa de duas medidas ergddicas distintas.

Para mais detalhes sobre ergodicidade, consultar a pagina 119 de [18].

Definiremos, agora, um ntimero associado as medidas o-invariantes, chamado de entro-
pia. Para falar a verdade, é possivel definir tal nimero para contextos mais gerais, como
se vé no capitulo 9 de [18] e no capitulo 4 de [19]. Contudo, como o presente trabalho nao
visa tal generalidade, elencaremos somente o necessario.

Dadas uma medida de probabilidade 1 em (Z/pZ)N e as particoes finitas Q; e Qs de

tal espaco, definimos a entropia da particao Q, como sendo o seguinte valor

Hy(Q1) = — ) n(Q)logn(Q)

Qe

16



e, analogamente, a entropia condicional da particio Q1 sendo dada a particio Qs como

Hy(Qi]Q2) = Z n(Q1 N Q2)log (M)

Q1€91,Q02€92 77(@1 N QQ)

Agora, seja Py = {[0],[1], ..., [p—1]} a parti¢io em cilindros de tamanho 1. Para qual-
quer patigao P, usaremos a seguinte notagao P" := PV...Vo "T(P) para o refinamento
das parti¢oes {P, o~ (P),...,c "t (P)}. Observe que, nesse caso, P} é justamente a par-

ticao em cilindros de tamanho n. Feitas essas consideracoes, obtemos o seguinte teorema:

Teorema 1.14. Sejam n uma medida de probabilidade o-invariante em G = (Z/pZ)N
e Q uma particio. Entdo, as sequéncias limitadas H,(Q") e H,(Q| Vi, 07(Q)) sdo,
respectivamente, sub-aditiva e decrescente. Em particular, para a, = H,(P§) e b, =
H,(Po| Vi_y 074(Py)), existem os limites inf, La,, lim, b, e eles ainda satisfazem as se-

guintes igualdades:

1 1 1
lim —a,, = inf —a, =: h = limb, = —lim H,(Q") | .
im —an, = inf ~a (o) im sgp (n im 2 (Q ))
Demonstra¢ao. Ver quarto capitulo [19] e o nono capitulo [18|. ]

Observacao 1.15. Dadas uma particao P e uma medida de probabilidade o-invariante

1, chamamos de entropia da particio P o ntimero h,(P) := lim,, = H,(P") e o valor h,(o)

¢ chamado de entropia da medida n (ou também entropia métrica). E possivel provar

que h,(0) <logp e que a tnica medida que atinge entropia log p é a chamada medida de
1

Bernoulli uniforme <]—3, cee %) Para tais informagoes, consultar o quarto capitulo [19] e

o nono capitulo de [18].

1.5 Uma nova topologia para M ((Z/pZ)N)

Um questionamento natural que se faz é sobre a relacdo entre a topologia com a
qual o espaco das probabilidades o-invariantes estd munido e a entropia métrica de tais

medidas. Por exemplo, é fato conhecido (ver de [19, p.184] e/ou pagina [18, p.263]) que se
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uma sequéncia 7,, de medidas de probabilidade o-invariantes converge na topologia fraca™

para uma medida de probabilidade 7, entao, temos a seguinte relagao:
h, (o) > limsup h,, (o). (1.3)

Assim, é de se esperar, em muitos casos, que a medida limite tenha entropia maior do
que as medidas da sequéncia convergente. Alids, muito pior, em [18, p.239|, o autor
apresenta uma sequéncia de medidas probabilidade invariantes suportadas em Orbitas
periodicas (portanto todas com entropia nula) que converge para a medida de maxima
entropia. Contudo, serd que existem topologias que evitam esse possivel salto entre a
entropia da medida limite e as entropias das medidas da sequéncia? E ainda, sera possivel
obter alguma relacdo entre a convolu¢ao (que depende apenas da operacdo de grupo do
espaco mensuravel para ser definida) e tais novas topologias? A resposta é sim. Nessa
secao apresentaremos uma topologia metrizavel mais forte do que a topologia fraca®, cuja
distancia sera denotada por d. Sua principal propriedade para nés é que a funcdo entropia
é d continua, ou seja, se 7, for uma sequéncia de medidas de probabilidade o-invariantes
em (Z/pZ)N que converge para outra probabilidade invariante 7 em d, entdo a sequéncia

das entropias h,, (o) converge para h, (o). De forma resumida, se

d(1n,m) — 0

entao

hp (@) = Ty (0).

Convém destacar que apesar deste ja ser um resultado conhecido (ver [6]), a prova
detalhada dessa continuidade é um tanto delicada e trabalhosa. Portanto, nesta secao,
apresentaremos as primeiras definicoes concernentes a teoria e em seguida trabalharemos
alguns pontos da demonstragao encontrada no décimo quinto capitulo de [6] dessa relagao
de continuidade entre entropia e d.

Para os preparativos, comecemos com uma nocao de “oinings” de probabilidades
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o-invariantes.

Definicao 1.16. Sejam 7 e u probabilidades o-invariantes. Um joining J de n e u é
uma probabilidade em (Z/pZ)N x (Z/pZ)N que ¢ (o X o)-invariante e satisfaz as seguintes

igualdades para todo mensuravel A C (Z/pZ)":
J(A % (Z/pZ)") = n(A),

(@ /)" x A) = p(A)
Denotamos o espac¢o dos joinings de n e p por J(n, p).

Exemplo 1.17. Dadas 1 e u medidas de probabilidade o-invariantes em (Z/pZ)Y, temos
que J,(A x B) :=n(AN B) e J :=n x u definem probabilidades em (Z/pZ)" x (Z/pZ)"
tais que J, € J(n,n) e (n x p) € J(n, ).

No caso em que n e u sao ambas medidas de Bernoulli, existe o seguinte joining

Jou € T (0, p):

n

Tou(lin, i) % [0, - ga)) = [ lin el

k=1

que Glasner, em [6], chama-o de joining independente.

Proposicao 1.18. A fungio d : (Z/pZ)N x (Z/pZ)N — [0, 00) dada por
d(n,p) == inf J 1] x 7)) |,
()= int (gjm m>>
define uma métrica no espaco das medidas de probabilidade invariantes. Mais ainda, tal
infimo é sempre atingido.

Demonstragao. Ver o Lema 7.6 de [16]. O

Tendo nos familiarizado com joinings, vamos agora trilhar um caminho que mostrara
que a entropia é d continua. Convém salientar que estamos trabalhando com o espaco
simbolico de Bernoulli de p simbolos, as medidas sao sempre o-invariantes e Py denota a

partigdo em cilindros de tamanho de 1, Py = {[0],[1],...,[p — 1]}
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Proposicao 1.19. As funcoes

dgnt(P’ Q) = HM(P|Q) + HM(QWD)

l 1 l

(P, Q) = 5 S (PO = 5 37 (PN @) + ul(PL Q).

i=1 i=1

sao métricas no conjunto das particoes de | elementos.
Demonstragao. Consultar 6], paginas 274 e 275. ]

Observacao 1.20. Quando a medida u estiver subentendida, podemos usar de,.(P, Q)
e dpert(P, Q) para nos referirmos as distancias definidas na proposi¢ao acima. Ainda, na
pagina 274 de [6], ha outra notacdo que convém destacar: u(PAQ) := d,,,,(P, Q). Por

exemplo, dado J € J(n, u) um joining de n e p, temos:

J(Po x G)A(G x Py)) = d;art((Po x G), (G x Py))

l
1
= §ZJ((P,~ X G) N (G x Ui P) U (G X B) N (Ui Py X G))
i=1

= I X VP + (P, % P)

1
= 52D JulPix B)
i#]

= > Juullil < D
i#]

Assim, a d, por meio dessa notacao, fica assim escrita:

din,u)= inf J((Pyx G)A(G x Py)).
JeT (n,m)

Para prosseguirmos, precisaremos do resultado técnico abaixo.

Lema 1.21. Dado € > 0, existe 6(¢) > 0 tal que para todo x € [0,1] e todo 0 < § < d(¢)

(:c—l—é)
x log <e.
x
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Demonstracao. Dé € > 0. Primeiramente, tome 0 < §; < % que satifaz

max{—d; log 4y, log(l —d;), —log(l —4d1)} <e.

Agora, vai existir 6(¢) > 0 tal que log (1 + &f)) < e. Assim, para z € [0, 0;), obtemos:

;
zlog (%‘S(SU zlog G)

f; ——(51 1()§§ (51

IN

A

E.

Analogamente, para x € [y, 1], conseguimos:

xlog (%5(5)) < log (ﬂ

Finalmente, dado 6 > 0 satisfazendo ¢ < d(¢), obtemos, para todo z € [0, 1]:

Xz T

o que finaliza a demonstracao do lema. O]

Proposicao 1.22. Fizel > 2. Dadoe > 0, existe 0 = 6(g,1) > 0 tal que todas as parti¢ioes

a e f (del elementos) que satisfizerem dpg,i(cr, ) < 9, também satisfazem dent(ar, B) < €.

4(e)

Demonstragao. Dado € > 0, tome § = ==, em que d(¢) é dado na Proposicao 1.21. Assim,

se P e Q forem particoes de [ elementos tais que d,q¢(P, Q) < J, vamos obter para i # j:
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e também

Entao:

Para final

wPiNQ;) < p(Pngys)

A

(=%
—~

™
S~—

pPiN Qi) = Qi) — pu(Qi N FPY)
Z M(Qz) - 2dpart(7)7 Q)
> (@) —d(e).

H,(PV Q) — Hu(Q)
) Q) ‘ Vo 1(Q;)
;U(Pi N Q;)log (u(?% - Qj)> + ;MR N Qi) log (—u(% - Q@-))
1 (PN Qi) +4(e)
;M(P@- N Q;)log (u(ﬂ - Qj)> + ;/L(Pi N Q;)log ( PO )
(I = De+1e

%,

izarmos a proposicao, basta observar que

dent(P> Q) = 2HH(P \4 Q) - Hu(P> - HM(Q)
< [H,(PVQ)—HuP)|+ |H,(PV Q) — Hu(Q)]

< 2%
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A Proposicao 1.22 acima mostrou que parti¢oes proximas segundo dpq,+ tendem a ser
proximas segundo de,;. Assim, como a Proposi¢ao 1.23 vai nos mostrar que a fungao que
leva cada parti¢ao a sua entropia € d.,; continua, tal funcao serd, também, d,,,, continua,

conforme consta no Teorema 1.24.
Proposicao 1.23. |h,(P) — h,(Q)| < deui(P, Q).

Demonstracao. Primeiramente, temos a seguinte constatacao, para quaisquer particoes

P e Q finitas (de mesma quantidade de elementos):

|Hu(7)) - Hu<Q>| = |Hu(7)) - Hu<P v Q) + Hu(P v Q) - H#(Q)]
< [Hu(P)—H.(PV Q)|+ [H.(PV Q) — H,(Q)|
= Hu(P|Q) + H.(Q|P) = dert(P, Q).

Prosseguindo, a ideia da demonstracao ¢ a seguinte: mostraremos que

’HN<PH) - HM(QnN S dent(Pna Qn) S ndent(,])a Q),

para todo n natural. Apoés, multiplicando por % e tomando o limite em n, obtemos a

desigualde desejada.
Note que, por definicao de d.,:, basta verificarmos que H,(P"|Q") < nH,(P|Q), para
todo n natural. Facamos por inducgao.

Para n =1 é trivial. Para n = 2, temos

H,(PVo '(P)QVo Q) = Hu(PIQVo Q)+ Hio '(P)PVQVae'(Q)
< H,(P|Q) + HL(P|Q) = 2H,(P|Q)

Agora suponha o problema resolvido para algum n € N. Entao, obtemos
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H,(P™HQ™) = Hu(P"Vo "(P)|Q"Vo"(Q))

IA

H,(P"Q"V o ™(Q)) + Hu(o"(P)|P" Vv Q" Vo (Q))

IA

H,(P*1Q") + Hu(o™"(P)lo™"(Q))

H,(P"1Q") + Hu(P|Q)

IN

(n+ 1 H,(P|Q).

Pelo principio da inducao, nosso problema esta resolvido. O

Teorema 1.24. A entropia P +— h,(P) € uma funcio dpe continua: para todo € > 0

existe 6 > 0 tal que
dpart(P, Q) < 6 = |h,(P) — h,(Q)| <e.

Demonstracao. Dé e > 0 e P uma particao com [ elementos. Entao, pela Proposicao 1.22,

existe > 0 tal que

dpart(P, Q) < 0 = det(P, Q) < ¢,
assim, o teorema segue pela Proposicao 1.23. O

Agora estamos prontos, finalmente, para mostrar que a funcao que leva cada medida

o-invariante a sua entropia ¢ continua relativamente a métrica d.
Teorema 1.25. A entropia p+— h,(0) € d continua.

Demonstragdo. Lembre que d(n,pu) = J((Po x G)A(G x Py)) (para algum joining J)

também pode ser entendida assim:

d(n, 1) = ds(Po x G, G X Py).

Agora, pela Proposicao 1.22, existe 6 > 0 tal que

d;a”(,Po X G, G x P(]) <= deJnt(PO X G,G X 7)0) <eg,
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também, pela Proposicao 1.23, sabemos que

|hg(Po x G) — hy(G x Py)| < d2,(Py x G,G x Py). (1.4)

ent

Analisemos mais de perto. Note que para quaisquer transformacoes mensuraveis 17,15,

temos:
n n

\/(T1 x Ty) (Py x G) = \/(Tl)‘i(Po) x G,

i=1 i=1

e vale também

Hy(Pyx G) =) —J(PxG)log(J(P x G)) =Y —n(P)log(n(P)) = H,(Py).

P

Célculos todos anédlogos para u. Agora, a inequagao 1.4 pode ser reescrita assim:

|y (Po) = hu(Po)| < dy(Po x G, G x Po) <e.

ent

Para finalizar, lembre que h,(c) = h,(Po) para toda medida invariante u. Isso garante

que g+ h,(0) é d continua, como queriamos. O
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Capitulo 2

Convoluir para convergir

Conforme ja trabalhamos no capitulo anterior, dizemos que uma sequéncia de medidas
de probabilidade {n, }neny em M((Z/pZ)N) converge na topologia fraca® para a medida
de probabilidade n (e denotamos n,, — 1) se [ fn, — [ fdn para toda fun¢do continua

[ (Z/pZ)N — C. Agora, atentemos para uma definigao fundamental.

Definicao 2.1. Sejam C ((Z/pZ)N) o espaco das funcoes continuas f : (Z/pZ)N — C e
D um subcontjunto de C ((Z/pZ)"). Dizemos que D determina a topologia fraca* em
M(Z/pZ)Y) se a condi¢ao [ gdn, — [ gdn para toda fun¢ao g € D garantir que 7,

converge na tologia fraca®™ para 7, quaisquer que sejam a sequéncia 7, e o limite 7.

A luz dessa definicio, o Teorema 1.8 garante que o conjunto das combinacoes line-
ares de funcoes indicadoras de cilindros determina a topologia fraca®™. Nesse capitulo,
falaremos sobre outro conjunto de fungoes continuas que também a determina: o grupo
dos caracteres de (Z/pZ)"N. Nesse embalo, apresentaremos os resultados mais importantes
deste trabalho, o Teorema 2.27, que é similar ao Teorema 1.1 de [10] quanto as sequéncias
de medidas de probabilidade que convergem na topologia fraca™ para a medida de Haar
do grupo em questdo ((Z/pZ)N no nosso caso e o circulo S! no caso de Lindenstrauss) e
o Corolario 2.29, que discute as discrepancias entre o caso p primo e nao primo quanto a
convergéncia de tais sequéncias.

Inicialmente, a Proposicao 2.2 adiante diz que o peso que a convolugao de duas medidas

d4 aos cilindros depende apenas do peso que as medidas previamente davam a eles.
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Proposigao 2.2. Sejam G = (Z/pZ)N e n e u medidas de probabilidade em M(G).
Entao:
p—1
n*u[ah"'aan]: Z n[ih"'uin]:u[al_ilu"'7an_in]

ilv---virLZO

Demonstracao. A proposicao segue das seguintes igualdades:

nxplay, ..., a,] = nx (S ar,...,a)))

= nx U(Uif;}.,in:o[ila N I [ R AP e

p—1
= Z X (i, .. in) X lar — i1, ..., an — iy))

7;17---7in:0
p—1

= Z Nli1, ..y inlplar — i1, ... an — iy

i1 5eeyin=0

2.1 O grupo dos caracteres de (Z/pZ)"

Definicao 2.3. Seja G um grupo. Um caracter de G é um homomorfismo de G no grupo
multiplicativo dos ntimeros complexos. Ou seja, € uma funcao xy : G — C* que satisfaz
x(gh) = x(g9)x(h) para todos g,h € G. O espago dos caracteres de G sera denotado
por G. No caso em que G for um grupo topologico, exigir-se-a que y seja homomorfismo

continuo.

Dados dois caracteres x, Y’ € G , 0 produto pontual dessas funcoes define outro caracter
XX G — C* xxX'(9) = x(9)X'(g). Assim, G ¢ um grupo (abeliano) quando munido do
produto pontual, cuja identidade é o caracter trivial 15 = 1.

Restrinjamos um pouco para tratarmos do grupo finito (Z/pZ)™. Para conforto do
leitor, apresentamos na sequéncia a Proposicao 2.4 e o Teorema 2.5, que caracterizam
0 grupo (mm E, apos, enunciaremos o Teorema 2.7, que induz uma relacao de

ortogonalidade entre caracteres, ttil em contas vindouras. Uma referéncia bésica para

caracteres de grupos finitos (principalmente abelianos) é [12].
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Proposicao 2.4. Se (ly—1,lm—2,...,l) € (Z/pZ)™ entio a funcio x; : (Z/pZ)™ — C

dada por
: T
Xi(Jm=1s---5J0) = e »
k=0
é um caracter de (Z/pZ)™ e ainda mais: todos os caracteres de (Z/pZ)™ sio dessa forma.

Na igualdade acima, | é dado porl —1 = Z:()l Lpk.

Demonstracao. Iniciemos verificando que y; define um caracter de fato:

Xl((jm—la e 7j0) + (rm—la cee vTU))

- Xl(jm—l + m—1,--- 7j0 + TU)

m—1
2ﬂi(lk(jk+rk))
- pee
k=0
m—1
2mi(lg i) 2mi(lgrg)
= (& P - e P
k=0
m—1 o .om—1 )
2mi(lgig) 2mi(lg )
= e »r H e »
k=0 k=0
= Xt(Jm-1,---,J0)  Xt(Tm—1,---,70).

27l
Para finalizarmos, note que dado x caracter de (Z/pZ)™, se tivermos x(ex) = e v

entdo x = x; para e = (0,0,...,0,1,0,...,0). ]
——
k—1
Na verdade, a Proposi¢ao 2.4 acima d& margens para escrevermos o seguinte isomor-

fismo.

—

Teorema 2.5. A aplica¢ao ¢ : (Z/pZ)™ — (Z/pZ)™ definida por

O((Gm—1,---,10)) = X,

é um isomorfismo de grupos, com i —1 =" " i;p".

Demonstracao. Que ¢ é uma aplicacao sobrejetora, isso foi feito na Proposicao 2.4. Falta-

nos ver que ¢ é um homomorfismo de grupos injetivo. Note que ¢((im_1,...,%)) =
2mi(iy —j)
&((Jm—1,---,Jo)) se e somente se e =1 para todo k € {0,1,...,m—1}. Eisso ¢ o
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mesmo que dizer que ix — ji € multiplo de p para todo k € {0,1,...,m — 1}. Mas, como

0 <'ig,jr < p—1entdo |iy — jx| < p e a tnica op¢ao que nos resta é termos iy, — ji = 0,

para todo k € {0,1,...,m—1}, e ¢ é, entdo, injetora. Finalmente, para I' = (I} ... I})
el*=(I%_4,...,[12) temos:

¢(l1+l2)<jm717"'7j0> = Xl1+12(jm*17""j0>

2mi(l} +12)jg,

m—1
— Heﬁ
k=0
m—1 2mil} iy, m—1 2mil3 jp,
= He P He P
k=0 k

=0
= X0 (Jm—15-- - Jo) - Xez(Jm—1, - - - Jo)

= (1)) - (%)) (Gim-15 - - - Jo),

o que garante que ¢(I' +1%) = ¢(I') - ¢(I?) e mostramos que ¢ é homomorfismo de grupos,

finalizando a demonstracao. O

Observacao 2.6. O Teorema 2.5 e a Proposi¢ao 2.4 acima levam-nos a concluir uma

formula ainda mais interessante e sugestiva para um caracter y; qualquer (com i — 1 =
> ko ikp"):
m—1
Xi(Jm—1,---,J0) = H Xix (Jk)-
k=0
A igualdade acima diz-nos que todo caracter de (Z/pZ)™ se escreve como uma espécie

de produtorio de m caracteres de (Z/pZ).

Finalmente, apresentamos uma relacao de ortognalidade para carcteres de grupos abe-

lianos finitos.

Teorema 2.7. Sejam G um grupo abeliano finito x € G. Entdo

#G, se x for o carcter trivial x = 1¢g;
> xlg) = |
ged 0, caso contrdrio,
Demonstragao. Ver o Teorema 3.2.1 de [12]. O
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O principal motivo de termos abordado caracteres de grupos finitos abelianos é que
—_—

tais fun¢oes relacionam-se com o grupo (Z/pZ)N, que sera caracterizado com o Teorema

2.8 na sequéncia, cujo enunciado e demonstracao elaboramos. Os resultados béasicos sobre

grupos abelianos finitos, que necessitamos no decorrer da demonstra¢ao, encontram-se em

12].

Teorema 2.8. Dado p € N, uma funcio continua x : (Z/pZ)N — C € um caracter nao

trivial se e somente se satisfaz as sequintes propriedades:

2mikj

1. Im(x) = {e r k=0,1,....,p— 1} para algum j # p que divide p;

2. x(z +y) = x(x) - x(y), para todos x,y € (Z/pZ)N;

2mikj

3. Eriste um natural m tal que ™! ({6 P }) ¢ a uniao de

pm . .
py ey o) cilindros de tama

nho m, para todo k=10,1,...,p— 1.
Demonstracao. Por definicao, toda funcao continua que satisfaz a propriedade 2 acima é,

de fato, um caracter. Vejamos agora a outra parte.

Seja x um caracter. Como para todo z € (Z/pZ)"N temos

e assim,

E, finalmente

27wik

]m(X)C{e Z :k:O,l,...,p—l}.

Agora, pelo Teorema 1.1.2 de [12], como Im(x) é um subgrupo do grupo finito ciclico

das raizes p-ésimas da unidade, segue que Im(x) também serd um grupo finito ciclico.

Dessa forma, vai existir g = e¥7 com j € {0,1,...,p— 1}, que gera o subgrupo Im(y),
ou seja, tal que Im(x) ={g" :n€0,1,...,p—1}. Sem perda de generalidade, podemos

2mik
» gera Im(x)}. Nesse caso, j necessariamente divide p e

assumir que j = min {k: >0:e¢
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obtemos a primeira propriedade do teorema. J4 a segunda propriedade segue diretamente
do fato de x ser caracter.
Partamos para a terceira propriedade. Como y é fungio continua e (Z/pZ)N é com-

2mikj

pacto, Y <{e » }) também serd compacto para todo kK =0,1,...,p — 1. Novamente,

wikj
pela continuidade de y e por Im(y) ser um grupo discreto, para cada z € x ™ ({e% })

2mikj

existe um cilindro [z1,...,%,,] tal que = € [z1,...,2,,] C x ! ({e Z }) . Portanto,

obtemos a seguinte cobertura aberta:

AN U )

{r: @)= T }

Por compacidade, para cada k& = 0,1,...,p — 1, podemos extrair uma subcober-

2mikj
tura finita, obtendo, assim, um conjunto A, C (Z/pZ)™ tal que: x~* ({eTJ}) =

U [k, ... ,xﬁlk] No entanto, podemos definir m = max{mo, ..., m,_1}, encon-
trar outros subconjuntos Aj C (Z/pZ)™ e assim reescrever, para todo k € {0,1,...,p—1}

Y s U e

(zh,....xk ) e Al

Observe que acabamos de escrever os conjuntos {)(1 <{e%;kj }) ck=0,1...,p— 1}
como unioes disjuntas de cilindros de mesmo tamanho m, o que nos aproxima de findar a
terceira propriedade. Agora, s6 falta mostrar que a quantidade de cilindros independe de
k, ou seja, que # Ay, = # Ak, quaisquer que sejam ki, ky € {0,1,...,p — 1}. Mas, dado

k k

qualquer cilindro [z7, ..., 2} ] conforme notagio acima, temos a seguinte igualdade:

2mikj _
) = bk () (2.1)
Agora, tomando dois cilindros Cy e Dy de tamanho m que estao em x ' ({1}), temos:

Co+[2h,... 28] = Do+ [2},... 2k] & Co = Dy,
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Como somas de cilindros de tamanho m produzem cilindros de tamanho m, segue que
o lado direito da igualdade (2.1) exprime-se como uma uniao finita de cilindros e com a
mesma quantidade de cilindros que x~'({1}) possui. Como k era qualquer, obtemos a

terceira propriedade. O

Observagao 2.9. O Teorema 2.8 afirma que x *({1}) ¢ um subgrupo de (Z/pZ)" e
todo caracter de (Z/pZ)"N é uma combinagao linear de fungdes indicadoras de cilindros de

mesmo tamanho cujos coeficientes sao raizes p-ésimas da unidade.

Observacao 2.10. Quando p for primo e y um caracter nao trivial, o Teorema 2.8 diz-
2mig
nos que Im(y) = {e . :j=0,1,....,p— 1} e que val existir um natural m tal que

X! ({GQT }) ¢ a unido de p™! cilindros de tamanho m, para todo j =0,1,...,p — 1.

Convém destacarmos, como conclusao do Teorema 2.8 e Observacao 2.9, que o grupo
dos caracteres de (Z/pZ)"N ¢ fundamentalmente uma “uniao” dos caracteres de (Z/pZ)™
para todo m natural, haja vista que para cada caracter de (Z/pZ)" existe m tal que
X é constante nos cilindros de tamanho m. E por essa razdo que, apesar de (mN
nao ser um grupo abelino finito, também obteremos uma relacao de ortogonalidade entre
caracteres com ajuda do Teorema 2.7, dada no Lema 2.12 adiante. Antes, contudo, vamos

associar a cada caracter um vetor complexo, com a definicao seguinte.

Definigao 2.11. Seja y um caracter de (Z/pZ)" constante em cilindros de tamanho m.

Definimos o vetor v, € CP" associado ao caracter x e a m € N por
(vx)i = Xlim—1,im—2, - - -, i0], (2.2)

em que i — 1 =>"" ipp".

Lema 2.12. Sejam x1, X2 : (Z/pZ)Y — C* caracteres distintos constantes em cilindros
de tamanho my e m, respectivamente, com my < m. Entao x1 € também constante em
cilindros de tamanho m e (vy,,vy,) = 0, em que vy, € vy, sdo 0s respectivos vetores de

CP" associados aos caracteres x1 € X2, dados pela Equacao 2.2. Em particular, o conjunto

Vi = {vy 1 x € caracter de (Z/pZ)Y constante em cilindros de tamanho m}
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. ~ m .
é, também, uma base para CP", como queriamos.

Demonstracao. Dados x; e xo conforme hipotese, como cada cilindro de tamanho m;
expressa-se como a uniao finita disjunta de cilindros de tamanho m, segue que x; é
também constante em cilindros de tamanho m.

Considere, agora, o seguinte caracter Yz(g) := XQ—@ Como 1 # X2, temos que x1X2
¢ caracter nao trivial, ou seja, x1X2 # lz/pzn- Agora, interpretando xiYz como um
caracter de (Z/pZ)™, obtemos, pelo Teorema 2.7, que

p—1

<UX17UX2> = Z X?[im—la e 7i0] =0,

10,y tm—1=0
o que garante V,, é um conjunto formado por exatamente #(Z/pZ)™ vetores ortogonais
entre si. Mas, o Corolario 3.1.2 de [12] diz que todo grupo abeliano finito é isomorfo ao seu

grupo de caracteres. Em particular, eles possuem a mesma cardinalidade. Assim, V,, é,

de fato, uma base para CP" formada por vetores ortogonais entre si, como queriamos. [J

Finalmente, com a Proposicao 2.13 e Coroléario 2.14, vamos caracterizar a topologia

fraca® de (Z/pZ)" via utilizagdo de caracteres.

Proposigao 2.13. Sejam 1 e u medidas de probabilidade em M((Z/pZ)N). Entaon = u

se e somente se [ xdn = [ xdu para todo caracter x : (Z/pZ)N — C.

Demonstracao. E claro que se duas medidas coincidem, elas devem dar a mesma integral

para todas as funcdes integraveis. Assuma, entao, que 1 e p satisfacam

/ xdn = / xdp (2.3)

para todo x caracter. Seja {xi,...,Xpm} uma enumeracdo para os caracteres constantes

em cilindros de tamanho m. A condicdo (2.3) acima implica a seguinte igualdade matricial:

Xl[oavo] Xl[p_lvap_l] 77[0’70]
x2[0,...,0] ... xelp—1,...,p—1] B
Xpm[0,..,0] oo xpm[p—1,...,p—1] np-—1,...,p—1]
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[ xadp
J xadp

J xpmdp

Conforme o Lema 2.12, a matriz quadrada do lado esquerdo possui linhas que sao
ortogonais entre si e portanto ela é uma matriz invertivel. Como a seguinte igualdade

também é valida:

Xl[oavo] Xl[p_laap_l] M[0770]
x2[0,...,0] ... xelp—1,...,p—1] B
Xpm[0,...,0] ... xpmlp—1,....p—1] up—1,...,p—1]
[ xadp
| S xedw
prmdM

concluimos, assim, que 7 e p coincidem nos cilindros de tamanho m. Sendo m geral,

usando os teoremas 1.4 e 1.5, segue que 1 = u, como queriamos demonstrar. O

Corolario 2.14. Uma sequéncia de medidas de probabilidade u, em M (Z/pZ)N) con-

verge pra uma medida p na topologia fraca™® se e somente se

/ Xdptn — / xdp, (2.4)

para todo caracter x : (Z/pZ)N — C*.

Demonstra¢ao. Suponha que p, — p na topologia fraca™ e seja x um caracter. Como y
é fungao continua, a convergéncia (2.4) é satisfeita.
Agora, suponha que a condi¢do (2.4) ocorra para todo caracter x. Pela Proposi¢ao

2.13 e usando a mesma notagao que usamos nela, se {xi,..., X~} for uma enumeracao
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para os caracteres de (Z/pZ)N constantes em cilindros de tamanho m, obtemos que a

sequéncia de vetores

x1[0,...,0] ... xilp—1,...,p—1] tnl0, ..., 0]
x2[0,...,0] ... xelp—1,...,p—1]

Wy, =
Xpm[0,...,0] ... xpm[p—1,...,p—1] pnlp—1,...,p—1]

converge para o vetor

x1[0,...,0] ... xilp—1,...,p—1] ©lo, ..., 0]
x2[0,...,0] ... xe[p—1,...,p—1]
w = ,
Xpm[0,...,0] ... xpmlp—1,...,p—1] pp—1,...,p—1]
e iss0 garante que fi,[i1, . .., iy, — pli, ..., i, para todo cilindro [iy, . .., 4, de tamanho
m. Logo, u, converge para u na topologia fraca*, como queriamos. O

2.2 Entropia e convergéncia em convolucao

Iniciemos com um conceito de convergéncia que permeia toda essa secao.

Definigao 2.15. Seja 7, uma sequéncia de probabilidades em M ((Z/pZ)Y). Dizemos

que 1, converge em convolugao para a probabilidade 7 se

Mp ¥ ...k *nN — 1,

na topologia fraca™.

O objetivo dessa secao é apresentar uma condicao suficiente sobre as entropias de uma
sequéncia de medidas de probabilidade o-invariantes de modo a garantir a convergéncia

em convolucao para a medida de Bernoulli uniforme, no caso do espago de Bernoulli com
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p simbolos, p primo. Faremos isso demonstrando nosso principal resultado, o Teorema
2.27, que como ja dissemos na introducao desse trabalho, guarda algumas similaridades
com o Teorema 1.1 de [10]. Para a demonstragao, precisamos entender as relacoes en-
tre invariancia, caracteres e entropia de medidas invariantes. E também, mais adiante,
explicaremos essa distingao entre primos e nao-primos para o trato da convergéncia em
convolucgao.

Em prol de nosso intento, elaboramos os trés resultados que seguem (Proposigao 2.16,
Proposigao 2.18 e Coroléario 2.19) que permitir-nos-ao nao so6 detalhar propriedades de
caracteres nao triviais mas, também, relacionar a entropia de medidas de probabilidade
invariantes com o modulo da integral desses caracteres nao triviais. Grosso modo, entropia
positiva implica modulo da integral dos caracteres nao muito grande. F a convergéncia
em convolucao de uma dada sequéncia de medidas para a Bernoulli uniforme dependera

dessa relacao, conforme veremos adiante, com a Proposicao 2.22 e Teorema 2.27.

Proposi¢ao 2.16. Sejam p primo e x um caracter de (Z/pZ)Y constante nos cilindros

de tamanho 1. Entao x serd o caracter trivial se e somente existir j # 0 tal que x[j] = 1.

Demonstracao. Se x for o caracter trivial, entao x[j] = 1 para todo j € Z/pZ. Por outro
lado, suponha que exista j € Z/pZ nao nulo, tal que x[j] = 1. Seja k um elemento
de Z/pZ. Como p é primo, vai existir n € {0,1,...,p — 1} tal que & = nj. Assim,

xlk] = x[njg] = (x[J])™ = 1 e x é o caracter trivial, como queriamos. O

Definigao 2.17. Sejam p primo e x : (Z/pZ)Y — C* um caracter constante em cilindros
de tamanho m > 2. Fixe j € {0,1,...,p — 1}. Chamamos de propriedade especial a
propriedade seguinte:

Para toda (m — 1)-upla (ig, ... i) € (Z/pZ)™ ', eziste tinico iy € Z/pZ tal que

o . L 2w
[i1,42, - yim] C X e )

Dizemos também que  é caracter especial se x (e » ) satisfaz a propriedade especial

para todo j € {0,1,...,p—1}.

Proposigao 2.18. Sejam p um nimero primo e x : (Z/pZ)N — C* um caracter constante

nos cilindros de tamanho m > 2.
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1. Assim, [1,0,...,0] € x"1(1) se e somente se x for um caracter especial (Definigdio
m—1

2.17).

2. Agora, se [1,0,...,0] C x~Y(1), entdo vai ewistir um caracter x, : (Z/pZ)Y — C*

m—1
constante nos cilindros de tamanho m — 1 e satisfazendo a sequinte igualdade para

todo j €{0,1,...,p—1}:

V() =0 (e ). (2:5)

Em particular,

/ xdn = / Xodn

para toda medida de probabilidade o-invariante n.

Demonstracao. Tome y caracter constante nos cilindros de tamanho m. Assuma, primei-

ramente, que [1,0,...,0] € x'(1). Agora, fixe j € {0,1,...,p — 1} e suponha:
m—1

i1sd2s il [ 2, € X (€75
Portanto
[iv —i5,0,0,...,0] = ([i1, 92, - -+ s i) — [, 02, - - -y dm]) € x (1),
e isso garante-nos que i; = i}, ji que caso contrario, por x~!(1) ser um grupo, concluirfa-

mos que

e noés estamos supondo justamente o oposto disso. Isso nos diz que a quantidade de
- 1y 2man o, Lot —1 :
cilindros de tamanho m em y~'(e # ) &, no maximo, p™~!, pois, em outras palavras, aca-

bamos de mostrar que para cada (m —1)-upla (ig, . .., i) C (Z/pZ)™! existe no mdzimo
2mig

um iy € Z/pZ tal que [i1, 19, ..., 0, C x (e » ). E p™! & justamente a quantidade de

(m—1)-uplas distintas (s, . .., i,,) que podemos escrever com is, . .., i, € {0,1,...,p—1}.
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2mig
Porém, sabemos de antemao, pelo Teorema 2.8 e Observagao 2.10, que x (e v

) é for-

1

mado por ezatamente p™ ' cilindros de tamanho m, garantindo que y é um caracter

especial.

Por outro lado, supondo que o caracter x seja especial, como [0,0,...,0] C x~1(1),

m—1

segue que [1,0,...,0] € x"'(1). Com isso, findamos a primeira parte do teorema.
m—1
2mij
Agora, suponha que [1,0,...,0] € x~(1) e tome um cilindro [i1, 4, . . . , i) em x " 2(e 7 ),

m—1
J qualquer, porém fixo. Assim, se i} € Z/pZ, obtemos:

X([i/l,iz, ‘o ,ZmD = X([le - 7:1,0, ce ,O} + [’il,iQ, cen ,Zm])

= x([#} —41,0,...,0]) - x([t1, 92, - - -, im))

= x([1,0,...,0)"7" - x([i1, 42, . . . im])

m—1

= X([il,iz, e 72m])

. .. . _ 2mij
Logo, cada vez que encontrarmos um cilindro [i1, 4a, .. .,%,] em x"!(e » ), poderemos
-1
. P o ) i . .y, 2mii
garantir que U [71, %2, ..., 1) estard também em y~'(e » ). Mas, lembre que
J1=0
p—1
.o . R .
(71,82, -« sl = 0 igy - ooy i)
Jj1=0

Agora, defina a funcdo x, por Xs[iz, ..., im| = X[0, 2, ..., 4y), para toda (m — 1)-upla
(igy ..., im) € (Z/pZ)™ . Entdo

-/

Xo([tay -y im] + [ig, .. il ]) = Xollia + iy yim +1.,])
= x[0,42 +ig, ... 0+,
= x([0,49, ... dm] + 0,45, ...,7.])
= X([0,da, .y im]) - x([0, 4, - . i7,])

= XJ([i27 ce 7Zm]) ’ XU([ZJ% s ,Z'/m]),
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e X, trata-se de fato de um caracter constante nos cilindros de tamanho m — 1. Para

finalizar a parte 2. do teorema, temos as seguintes igualdades:

! <X;1(627;j)> _ ! U [ig, -y im]

. . . . 2mij
(125--s%m )Xo [125e-sim]=€ P

_ U o ([ig, .., im])

2mij
(i27~~'7im):Xa[i27'”7im]:e P

= U o M [ig, ... im))
2mig
(ig,...,im):X[O,iz,‘..,im]:e P
_q, 2mij
= X (er),

0 que termina a demonstragao. 0

Coroléario 2.19. Sejam p primo e x : (Z/pZ)N — C* um caracter nao trivial constante

em cilindros de tamanho m > 2. Entao ocorrerd somente uma das sequintes opcoes:
1. x € caracter especial (Defini¢ao 2.17) ou;

2. wai existir um caracter especial XY constante em cilindros de tamanho 1 < k < m

27ij 2mij

tal que x"'(e v ) = o7 ((x5) (e 7)) ou;

8. wai ewistir um caracter nao trivial constante em cilindros de tamanho 1, x!., que

também satisfaz X_l(eQij) = U_l((Xi>_l(e¥

Demonstragdo. Sejam p e x : (Z/pZ)N — C* conforme hipotese. Admita que y nao seja

especial. Assim, de acordo com a Proposigao 2.18, o cilindro [1,0,...,0] esta contido em

m—1
X 1(1) e podemos construir um caracter y, constante em cilindros de tamanho m — 1, tal

que satisfaz, para todo j € Z/pZ:

27ij

Se . for especial ou constante em cilindros de tamanho 1, o processo termina. Caso nao

se enquadre em nenhuma dessas categorias, utilizamos novamente a Proposi¢ao 2.18 para
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construir um caracter y,z que satisfaz para todo j € Z/pZ:

_ 2mij _ _ 2mij
X, (er ) =0 (x,s(e 7

Novamente, se Y,z for especial ou constante em cilindros de tamanho 1, terminamos.
Caso contrario, o processo continua. E terminara em, no maximo, m — 1 passos, com a

realizacdo de uma (e somente uma) das trés opgoes elencadas no corolario. ]

Observacao 2.20. Pela demonstragao do Corolario 2.19, dado um caracter nao trivial x
constante em cilindros de tamanho m > 2, existe um processo que vai criando, passo a
passo, novos caracteres, até que culmina com a producao ou de um caracter especial ou
de um caracter nao trivial constante em cilindros de tamanho 1. Sejam x’ um caracter
produzido em alguma das etapas do processo iniciado com x e n uma medida de probabili-
dade o-invariante. Da Equacio 2.5, concluimos que [ xdn = [ x'dn. Mais geralmente, se
1y, for uma sequéncia de medidas de probabilidade o-invariantes, entdo [ xdn, — [ xdn
se e somente existir um caracter y’ produzido com o Corolario 2.19 (tendo como ponto
de partida o proprio x) que satisfaz [ x'dn, — [ x'dn. Assim, quando falamos que “sem
perda de generalidade” podemos tomar ou um caracter especial ou um caracter nao tri-
vial constante em cilindros de tamanho 1, estamos nos referindo ao que foi exposto nessa

observacao.

Observacao 2.21. Antes de enunciarmos e provarmos Proposicao 2.22, é conveniente
uma prévia explicagao a respeito das igualdades e desigualdades que faremos uso. Usare-
mos a mesma notagao da referida proposicao nessa observacao.

Inicialmente, seja (g, := d(g)) o par obtido na Proposi¢ao 1.21 e suponha a existéncia
de uma medida de probabilidade o-invariante n e de um caracter especial x (Definigao
2.17), constante nos cilindros de tamanho m > 2, tal que para algum j € {0,1,...,p—1},
satisfacam 7 (X_l (eQT)) >1-6.

O primeiro fato a ser percebido é que se [iy,...,i,] é cilindro ndo pertencente a

X_l(e¥), entao nliy, ... 4, < 0 = d(e). Dessa afirmagio, da Proposi¢ao 1.21 e da

Observacao 2.10, segue a desigualdade:
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> nliv, - im] log (;) < (" —p" Ve

i Nlits .-, im)
(i1, im]Lx~1(e P )

. . . ~ _q, 2ri o1e
Agora, voltemo-nos para os cilindros [i,...,7, ] que estdao em x (e » ). Esses cilin-

dros sao, em geral, os mais “pesados” de acordo com a medida 7, visto que eles totalizam

2mig
uma medida de pelo menos 1 —4. Se um cilindro [}, . .., 7, ] estiver contido em y~!(e » : ),

entao, por Y ser especial, o primeiro item da Proposigao 2.18 fala-nos que a uniao dos cilin-

27ik
dros U 17,15, ...,i..] | estara toda contida em U (){1 (e P >), um conjunto medindo
G, k7j
no méximo 9, de acordo com a probabilidade 7. Todas essas informagdes, juntamente com

a o-invariancia de 7, fazem-nos obter o seguinte:

7][@/2772471] = n(ail([iéa"'vi;n]))

= nlit, a0 | U]

IN
=

=7
S
.
3
+

ks

e, finalmente, concluimos as desigualdades seguintes:

. . nlih, ... i,
nliy, ... i ]log <— <
Z 2mig ! n[?//17 A 77’;}1]

[#1 il Cx e P )

> nlit, .. ip,) log (”[2"17-:,~ Zin] _Jré(g))

2mig
[#1,- i ]Cx (e P )

< prle

IN

Feitas essas observagoes, podemos passar para a proposicao que segue.

Proposigao 2.22. Sejam p um nimero primo, o > 0 um nimero real e x : (Z/pZ)N —

C* um caracter nao trivial. Entao, existe 6 = §(eg,x) > 0 tal que, para todo j € Z/pZ,
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toda medida de probabilidade o-invariante n munida da propriedade h,(o) > €o satisfaz:

77<X_1(€ p)) <1l-4.

Demonstracdo. Sejam p um ntmero primo, €9 > 0 e x um caracter nao trivial. Assuma
que x seja constante nos cilindros de tamanho m.

Comecemos por selecionar 0 < & < =% e escolher d(o, x) = d(¢) da Proposicao 1.21.
Suponha que exista alguma medida de probabilidade o-invariante n que satisfaca, para

algum j € {0,1,...,p—1}

0 (X—1<62’5'")) >1-4. (2.6)

Mostraremos que h, (o) < €.
Para ganharmos intui¢ao, suponha primeiramente que m = 1, ou seja, que x seja ca-

racter nao trivial constante nos cilindros {[0], [1],...,[p—1]}. Nesse caso, pela Proposi¢ao

27r1]

2.16, existe tnico [; € {0,1,...,p—1} tal que x (e » ) = [I;]. Assim, pela equagao (2.6)

e por propriedades do § descritas na Proposicao 1.21, conseguimos:

ho(o) < = > nlljlognll]

te(Z/r2)

= =l lognl;] = > nlllog n[l]
11

< e+ (p—1)k

< £&o,

e terminamos a demonstragao para m = 1.

A partir de agora, suporemos m > 2. Pela Observacao 2.20, podemos assumir, sem
perda de generalidade, que ou x é nao trivial e constante em cilindros de tamanho 1 ou
trata-se de um caracter especial (Definigao 2.17). O caso do tamanho 1 foi recém feito

acima. Suponha, entao, que x seja especial. Entao, pelo Teorema 1.14 e Observacao 2.21,
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obtemos:

IA
=,
3.
S
o
7~ N\
=,
—_
\'s
3.
N————
+

2mig

[#1,sip]Cx (e P )

S (pm - pm—l)g +pm—1€
< &,
o que demonstra a proposicao. O

Estamos quase prontos para expor uma condi¢ao que, imposta a uma sequéncia de
medidas o-invariantes, garante que tal sequéncia convirja em convolugao (Definigao 2.15)
para a medida de Bernoulli uniforme. Precisamos, ainda, de algumas estimativas para o
modulo de combinacoes convexas de raizes p-ésimas da unidade, motivo pelo qual produ-

zimos os lemas 2.24, 2.25 e o Corolario 2.26 na sequéncia.

Definicao 2.23. Um vetor estocdstico é um vetor v = (vp, ..., Uy,_1) com entradas reais

ndo negativas tais que ), v; = 1.

Lema 2.24. Sejam ag, o, . . ., a,_1 nidmeros reais nao negativos e 0y, 0y, ... ,0,_1 € [0, 27|

angulos quaisquer. Entao

IA
< <
M

Q

<.
N——
no

(i a; cos(Qj)> + <i a; sin(Qj)>
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Demonstragao. Sejam {04]-}?;(]; e {Hj}];;(l) conforme hipotese. Entdo:
p—1 2 p—1 2
(Z a; Cos(Gj)> + (Z a; sin(@-))
=0 =0

p—1
= Z af cos®(0;) 4 2 Z ajoycos(bg) cos(6;) | +
=0

k<j

1<k<p—2
2<j<p—1
p—1
t Z aj sin®(6;) + 2 Z ajoy sin(fy) sin(6;)
J=0 k<j
1<k<p-2
2<j<p—1
p—1
- o (cos(6;) +sin®(0;)) +2 | D aay(cos(6) cos(6;) + sin(f;) sin(6;))
7=0 k<j
1<k<p—2
2<j<p—-1
p—1
= Z af +2 Z agaj(cos(O, — 0;))
Jj=0 k<j
1<k<p-2
2<j<p—1
p—1
S Z CVJQ- + 2 Z QRO
Jj=0 k<j
1<k<p-2
2<5<p-1
p—1 2
=0
O
Lema 2.25. Todo vetor p-dimensional com entradas nao negativas (g, 0, ..., 0p-1) (p

nao necessariamente primo) satisfaz:

<

b

p—1
2mig
E aje P
=0

2711
iy + (Z ozj> er

J#Jo
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qualquer que seja jo € {0,1,...,p—1}.

Em particular, se o vetor (ag, o, ..., a,_1) for estocdstico, obtemos:

2w

Qo + (1 - ajo) er |,

<

p—1
2mig
E ozje P
=0

27 (j+p—Jo)

Demonstragao. Fixe j, € {0,1,...,p — 1}. Usando o Lema 2.24 para 0; = 5 e
2mi(p—Jjg)
lembrando que |e” » = 1, obtemos:
2 2
p! 2migj p-1 2mig 2mi(p—jg) |2
ZO{]‘G P = Zaje P (& P
j=0 §=0
2
p! 2mi(j+p—jg)
— aje P
§=0
2
2mi(j+p—ig)
= |y, —i—Zozje o
J#jo
2 . . 2 . . 2
o S (o (2R (2 m0))
J#jo p p
2r(g+p—1J
= O‘?‘o + 2ay, [Z Qj Cos ( Utp ]0)) +
J#jo p
2 . . 2 2 . . 2
g +p— . mJ+p—
+ Zajcos( (J+p Jo)) + Zajsm< (J+p Jo))
— p — p
J#Jo J#jo
2
9 2m
< o, + 2a, Zaj cos| — | + ZO‘J
J#i0 P j#i0
2
27w
= |aj, + <Z oz]) er |,
J#jo
como queriamos demonstrar. O
Corolario 2.26. Fize p € N. Dados 0 < § < % e (ap, o, ..., 0p_1) um vetor estocdstico
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tal que 0 < a; <1 —0 para todo j € {0,1,...,p— 1}, entdo:

27

g‘&+ﬂ—6ﬁ7.

p—1
2mij
E aj e »
Jj=0

Demonstragao. Dado (ag, aq, ..., o,_1) um vetor estocéstico de acordo com as hipoteses,

val existir jo € {0,1,...,p— 1} tal que o, € [i, 1— (5}. Como a funcao

f:BJ—ﬂ—wau

271

dada por f(z) = ‘[L’ +(1—x)er

possui como méaximo o valor f(1—40) e f(z) = f(1—x)

para todo z e 1 — z no dominio, segue, pelo Lema 2.25, que

g 2mi
Z ajer | < o, + (1 —ay)er
=0

- f(ajo)

< f(1-9)

< F+ﬂ—®5$

?

terminando a demonstracao. O

A seguir, apresentamos o resultado mais importante desse trabalho. Conforme ja
dissemos, o Teorema 1.1 de [10] garante convergéncia de certas sequéncias de medidas
em M(S') para a medida de Lebesgue no circulo, enquanto no Teorema 2.27, garantimos
a convergeéncia de sequéncias de medidas em M ((Z/pZ)Y) para a medida de Bernoulli

uniforme.

Teorema 2.27. Se p for primo e (1n,)nen uma sequéncia de medidas de probabilidade

o-invariantes em M((Z/pZ)Y) satisfizer

inf{hy, (7)} >0, (2.7)
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entao

na topologia fraca™.

Demonstracio. Tome x : (Z/pZ)N — C um caracter nio trivial. Como a inequagao (2.7)
é valida por hipotese, vai existir g > 0 tal que h,, (0) > £ para todo n natural. Escolha
0 < min {]%, (o, X)}, em que 0(gg, x) é obtido na Proposi¢do 2.22. Assim, devemos ter,

quaisquer que sejam o natural n e j € (Z/pZ), que

2mig

M (X_l(e P )) <1-4.

27ij

Agora, escolhendo a; = n, (X_l(e Z )) para cada j € (Z/pZ), o Corolario 2.26

permite-nos escrever:

‘ / Xdn,

p—1 orii N amii
I G
j=0

27

’5+(1—5)e SK’::bX<1,

IA

e assim
n

11

=1

gb’;—>0.

/ xdn;

Como y era um caracter nao-trivial qualquer, pelo Corolario 2.14 (considerando p,, =

’/ann*nn_l*...*nl

Nn % ... % 1p), concluimos que

11 1
M *Mn—1%...%MN1 — | —, —,...,—
pp p

na topologia fraca™. O

No Teorema 2.27 acima assumimos que p fosse primo nao por acaso. Nossas mais
importantes contribui¢oes no caso de p nao primo sao o Teorema 2.28 e Corolario 2.29

na sequéncia. Com esses resultados, mostramos que dado p nao primo, sempre havera
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sequéncias de medidas de probabilidade o-invariantes que possuem suporte total e entro-
pias uniformemente afastadas de zero mas que nao convergem em convolugao (Defini¢ao

2.15) para a medida de Bernoulli uniforme.

Teorema 2.28. Sejam p um nidmero nao primo e p = dy - dy wma decomposi¢ao em

fatores nao triviais di,ds > 2. Entao, toda sequéncia n, de medidas de probabilidade em

M ((Z/pZ)N) que satisfaz:

_ an, sej=kdy, para algum k € {0,1,...,dy — 1};
Mlj] =
En, C€GSO contrdrio,

também satisfaz:

al, sej=kdy, para algum k € {0,1,...,dy — 1};

n

Mo % ..ok mp[f] = ,

€ caso contrdario.

E ainda, temos a sequinte estimativa:

n
5;1§ E Ei-
1=1

Demonstragao. Sejam (1, a,,€,)52, exatamente conforme hipotese. O primeiro passo
, . L / .,
serd provarmos que a medida 7y xn; tem a forma (9, *1;; aj, €5). Nesse caso, concluiriamos

que para todo n, a medida 7, * ... *n; serd também da forma (9, % ...*xn,a/,e)).

Para as igualdades abaixo, algumas explicagoes auxiliares. Um ndamero inteiro n é
miltiplo de d; se e somente se, em Z/pZ, ele pertencer a uma das seguintes classes
{0,dy,...,(dy — 1)d1} C Z/pZ. Em particular,se n € Z e l,lo € {1,...,d; — 1} C Z com
[ # lp, entdo nem (ly — [), nem (nd; + ly) pertencem a uma daquelas classes em Z/pZ.

Munidos dessas informacoes, tome primeiramente j = kod; +1o, com ko € {0,1,...,dy—1}

elpe{l,2,...,dy — 1} edefina A, ={1,2,...lp—1,lg+1,...,d; — 1}. Assim, temos:
p—1
nexmli] = Zn2[k]771[j — k]
k=0
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p—1
= Y mo[k]m[kods + lo — K]

k=0
da—1 do—1
= Y malkdim (ko — k)dy + o] + Y _ ma[kdy + lo}m|[(ko — k)] +
k=0 k=0
do—1
+ Z Z Molkdy + llm[(ko — k)dy + (lo — 1))
Iy, k=0

= d2a2€1 + d2€2a1 + (p — 2d2)€281

= 5/2

Para o caso j' = kod;, as contas sao similares. A primeira constatagao, conforme ja

anunciamos, é a seguinte:

/!
n?

al, se j = kdy, para algum k € {0,1,...,dy — 1}

M *...xmlj] = /

ns €aso contrario.

€

Usaremos de indugao para provarmos que &/, < Zgi. Para n = 2, tem-se:
i=1
€y = d2a2€1 + d282a1 + (p — 2d2)€2€1
= EQ(dQCLl + (p — 2d2)€1) + 51(d2a2)

< e+ e
Agora, supondo o resultado provado até para certo n € N, obtemos:

/ / /
Enp1 = daanqig, + dagnira;, + (p — 2da)en a6,

En+1 (dga/n + (p — 2d2)€;1) + 5%(d2an+1)

IA

/
En+1 + €n

IN

5n+1+5n+5n_1+--.+517

e terminamos a demonstracao. O]

Corolario 2.29. Dado p nao primo, existe uma sequéncia n, de medidas de probabilidade
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o-invariantes em My, ((Z/pZ)Y), todas de Bernoulli, possuindo suporte total e satisfazendo

i%f{hnn (o)} >0,

mas que nao convergem em convolucao para a medida de Bernoulli uniforme na topologia

fraca™.

Demonstracao. Dado p nao primo, escreva p = d; - do, uma fatoracao qualquer em que

dy,ds > 1. Para cada n natural, defina a seguinte medida de Bernoulli:

il = é — (dy — )&, =: apn, se j = kdy, para algum k € {0,1,...,dy — 1}
Ens caso contrario.

Suponha, adicionalmente, a seguinte estimativa para o somatorio infinito:

> 1
< -.

Como g, — 0, segue que

1 1
hy, (0) = —d <d_2 — (d1 — 1)€n> log (d_2 — (dy — 1)5n) — (p — da)ey log e, — log(dy),

garantindo que inf{h,, (o)} > 0.

Agora, usando o Teorema 2.28, obtemos para j # kdy:

N % ..okmfg] < Zei
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Desse modo, para j # kd;, concluimos que

. 1
nn*"-*nlb]_/_)_v
p

0 que garante que a sequéncia (i, := 1, * ... * 1, nao converge na topologia fraca™ para a

medida de Bernoulli uniforme.
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Capitulo 3

Generalidades sobre a convolucao em

(Z/pZ)N

A operacao de convolucao em M ((Z/pZ)N), apesar de depender apenas da estrutura
de grupo de (Z/pZ)N, traz propriedades marcantes para as novas medidas fabricadas.
Por exemplo, conforme vimos no Teorema 2.27, sequéncias de medidas da forma u, :=
Ny *. . .x7; convergem na topologia fraca™ para a medida de Bernoulli uniforme sempre que
(Mn)nen for sequéncia de medidas o-invariantes satisfazendo inf,{h,, (o)} > 0. Isso da-
nos indicios de que a convolucao interage tanto com a entropia de medidas o-invariantes
quanto com a proximidade em relacao a medida de Bernoulli uniforme considerando-se a

topologia fraca* ou, possivelmente, topologias mais fortes.

3.1 Encurtando distancias e aumentando a entropia

Nessa secao, vamos mostrar que a convolucao por uma medida o-invariante 7 é uma
contracao fraca tanto na topologia fraca™ quanto na topologia gerada por d, com o0s
respectivos teoremas 3.1 e 3.3. Mais adiante, com o Teorema 3.6, mostraremos que a

convolucao faz com que a entropia nao decresca e, com a Proposi¢ao 3.9, exibiremos um

contexto onde pode-se detectar aumento estrito da entropia devido a convolucao.

Teorema 3.1. Eriste uma distancia d em M ((Z/pZ)N), que gera a topologia fraca™ nesse
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espaco e ainda satisfaz, para quaisquer probabilidades n, p e v:

d(nxp,n*v) <dpv).

Em particular, escolhendo-se n = (i, e %), obtemos:

foom ) oo o )l (21

Demonstracao. Dadas 1, u e v medidas de probabilidade, fixe n € N e, tendo em vista a

notacao da Observacao 1.9, considere o seguinte valor:

du(n* pon*v) =Y |n*u(P)—n*v(P)|.

Pepn

Vamos mostrar que d,(n* u,n *v) < d,(u,v). De fato:

do(n* pnxv) = Y |n*p(P)—n*v(P)
pepn
= > D n@Qur-Q) - > n(Q)V(P—Q)‘
PePn |QepPn QeP™
= > 1) n(Q)(M(P—Q)—V(P—Q))‘
PePr |Qepn
< 3> n@uP-Q)—v(P-Q)
PePr Qepn
= (Z n(@)) > P —Q)—v(P - Q)
QePn Pepn
= (Z n(Q)) dn(p1, v)
Qepn
= dp(p,v).

Agora, retomando novamente a Observagao 1.9 e usando os calculos acima, segue que
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a distancia dada por:

é tal que

d(n*pnxv) = i(z '”*MP);W(P)!)
_ i(dnn*li:n*u)>
< 5.(4)

como queriamos. ]

Passemos para os preparativos da contracio fraca no contexto a métrica d. Lembre
que os joinings sao probabilidades de G' x G em que G = (Z/pZ)"N. Sendo G um grupo,
G x G também o serd, com operacao de soma coordenada-a-coordenada. Denotemos por
S (GXxG)x(GxG) — (GxQ) tal operacao de soma. Como vale a relagdo (0 x0)oS =
S((o x 0) x (0 x 7)), podemos concluir que a convolu¢io de probabilidades em G x G
preserva as medidas de probabilidade(o X o)-invariantes. Em particular, dadas as medidas
de probabilidade o-invariantes 7y, p1, 12 € pa, se J1 € J(n, 1) e Jo € T (02, p2) entdo
Jy * Jy € uma medida de probabilidade (¢ X o)-invariante e elaboramos a Proposi¢ao 3.2
adiante, que conta-nos mais sobre .J; x Js e é peca fundamental para provarmos o Teorema
3.3, com o qual concluimos que convoluir por uma medida n é uma contracao fraca em
relacdo a métrica d. Na Proposicdo 3.2, para evitar contas extensas, vamos usar notacao
ligeiramente diferente da que vinhamos utilizando até entao. Ao invés de escrevermos um
cilindro de tamanho n em (Z/pZ)Y da forma [ay, . .., a,], denotaremos A := (ay, ..., a,) €

(Z/pZ)" e, com certo abuso de notagao, escreveremos [A] := [ay, ..., ay,].

Proposicao 3.2. Sejam 1y, p1,m2 € o probabilidades o-invariantes. Se Jy € J(ny, 1) e

Jo € T (02, 12), entao (Jy * J2) € T (01 * na, pi1 * f2).
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Demonstracao. Seja [A] um cilindro em (Z/pZ)N, com A € (Z/pZ)". Entao:

Jix Jo ([A] x (Z/pZ)")

= Z Jl * JQ([A] X [B])

Be(z/pZ)"

= ) ST A x [K)R(A - 1) x [B - K))

Be(Z/pZ)* \I,Ke(Z/pZ)™

= > AIx[K]) Y. R(A-1x[B-K])

I,Ke(Z/pZ)" Be(Z/pZ)™

— Z Ji([I] x [K])na[A = 1]

I,Ke(Z/pZ)™

= Z m{]na[A — 1]

1ez/pz)"
= xne([4]).

Da mesma forma, prova-se que
Jix S((Z/pZ)" x [A]) = pu * pa([A)).

Portanto, Jy % Jo € J (1 * m2, pi1 * fia). O

Teorema 3.3. Sejam n, i e v probabilidades invariantes. Entao

d(n* p,m*v) < d(p,v).

Em particular, para v = <l, e l), a Bernoulli uniforme, obtemos
p p

e o)) 2 o)) (0 Go3))

Demonstragao. Seja J € J(p,v). Tome J, € J(n,n) o joining J,(A x B) = n(AN B).

Pela Proposicdo 3.2, sabemos que J, * J € J(n * p,n* v). Mas
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Sy xJ (U[a] x [b]> = > D Ll x [DJ(la—i] x [b—1])

aF#b a#b 1
S0 (Z Ia =1 x [b—z‘]))
1 a#b
= > (i) (Z J(la] x [H))
1 a#b

= J (U[G] x [b]>
a#b

Como J era qualquer, o teorema segue quando tomamos o infimo nas igualdades sobre

todos J € J (i, v), por definicio de d. H

Finalmente, vamos tratar da interacao entre convolucao de medidas o-invariantes e en-
tropia. Nesse sentido, formulamos os lemas 3.4 e 3.5 para provarmos o nao-decrescimento
de entropia de R-convolucoes especificas com o Teorema 3.6, que ¢ uma de nossas contri-
buigoes para estreitar ainda mais a relagao entre entropia e certas R-convolugoes. A titulo
de informagao, enquanto o Lema 3.4 é valido para qualquer espaco mensuravel, tanto o

Lema 3.5 quanto o Teorema 3.6 contempla apenas o grupo topologico (Z/pZ)".

Lema 3.4. Seja R : G x G — G uma transformacdao mensurdvel qualquer. Entdo temos:
1. Hypu(P1Q) = Hyu(R™H(P)|R7H(Q));
2. R (PVvQ)=RYP)VRQ),

para todas P e Q particoes finitas de G e n e p medidas de probabilidade o-invariantes.

Demonstracao. O primeiro item segue assim:

B . o n*RM(P)
Hypu(P|Q) = %n MP“@”%(MRM(N@)

— X -1 -1 0 hx N<R_1(P))
_ %n p(R™H(P)NR™Y(Q))log (77 > u(Rl(p)le(Q)))

= Hyxu(RH(P)|R7H(Q))-
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Nas igualdades acima, P representa um elemento genérico da particao P e (Q um elemento
genérico da particao Q. O segundo item é de dificuldade e raciocinio similares, por isso

omitimos a demonstracao. O]

Lema 3.5. Seja R : G X G — G uma transformacao com o sequinte padrao:

R(x,y) = (r(z1,91), (2, 42), - - ),

em que r: Z/pZL X L|pZ — Z/pZ é uma fung¢ao (nao necessariamente homomorfismo de
grupos) tal que para todo i € Z/pZ, as fungoes r(i,-) e r(-,i) sdo bijecoes em Z/pZ. Se

P =A{[0],...,[p— 1]}, entdo valem as sequintes igualdades entre parti¢oes:
1. R (P)V R (VIZ{o/(P)) V (P" x G) = P" x P";
2. R7 (VIZ{o ™ (P)) V (P" x G) =P" x (VIZ{o(P))

Demonstragdo. Para a parte 1, primeiro note que R™ (P)VR™ (ViZlo79(P)) = R™' (P")

e tal patigdo é constituida por conjuntos do tipo R~'([ki,...,k,]), para algum cilindro
[k1, ..., k,]). Também, todo conjunto de P" x G é da forma [iy,...,i,] X G para algum
cilindro [i1,...,i,]. Desse modo, concluimos as seguintes igualdades para um conjunto

genérico da particao R™! (P™) vV P" x G:

R ([kr, ko)) (Y[, - i) X G) =

_ 4U (s o) X [rGine) ™ ) Gnr) ™ Ra)]) (N[ - -y in] X G)

e acabamos de ver que (P" x P") = R~1(P") V (P™ x (), findando a parte 1.
A segunda parte segue de forma similar. Note que a particgo R™' (VIZ{o7/(P)) ¢
aquela formada por conjuntos do tipo R~'(o~!([ks,...,k,])). Tomando um conjunto

[i1,...,1,] X G de (P™ x G), obtemos:
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R Yo Y [ka, ..., ko)) N ([i1, ..., 00] X G) =

= U (G- dn) X a7 (G2) " (ka), () (R)]) (Y[, - -y n] X @)
= i, o] X Jla (i) 7 (Ra), (i) T (Ra)]

= [il,...,@'n]xO[a,kg,...,k;]

= [ir, i) X o (K. KL,

e acabamos de ver que R™' (VI'Z{o™/(P)) V (P" x G) = P" x (ViZ{o~(P)), provando a

segunda parte e terminando a demonstracao. O

Agora estamos prontos para provar que a entropia nao decresce quando consideramos

certas R-convolugoes. A convolugao usual é um exemplo dessas operagdes.

Teorema 3.6. Nas mesmas hipdteses do Lema 3.5, sao satisfeitas as segquintes desigual-

dades para quaisquer n e p medidas o-invariantes em G:

Sup{hn(‘j)a hu(U)} < hypsu(0) < hy(o) + Iy (o).

Demonstracdo. A primeira constatagao é que toda funcao R do estilo da hipotese satisfaz:

Ro(oc xo)=00R,

e, portanto, g u serd uma medida de probabilidade invariante sempre que 7 e p o forem.
Agora, escolhendo P = {[0],[1],...,[p — 1]} a particdo em cilindros de tamanho 1 e

usando o Teorema 1.14, obtemos:

hpeu(0) = lim Hy, o (P VI 077(P))  (Teorema 1.14)
= lim Hy (R (P)| Vi_y (6 00) (R (P))) (Lema 3.4)

< sgp{lirrln Hypy(Q| Vi, (00 0)(Q))}
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= hyxu(o) (Péagina 255 de [18])

= hy(o) + hu(o).

Nas desigualdades e igualdades acima, as particoes Q sao de G x G.

Finalmente, usando os lemas 3.4 e 3.5, obtemos:

HW*RP«(P‘ V?:l o’ (P))
Hypeu(R™H(P))|R™H (V077 (P)))
Hy (R (PRI (Vo7 (P)) VP x G))

Hyu (R (P)[P" x (ViZio ™ (P)))

nxXu U {le,...

a€(Z/pZ)

7211] X [a7j27"'7jn]

D nxullin, o in] X [, -, dn]) log

ik, Jk

ZM ([j1, - - -, jn]) log (M)

(15 - - -5 dnl)
u(P‘ vj:l o 1(7)));

n < alfir,

7Z.n] X [jh <o >]nD

e tomando o limite em n tendendo ao infinito, obtemos que Ay, (o) > h,(o). De forma

analoga também podemos mostrar que h,,,(c) > h,(c), o que termina a demonstracao.

[]

Exemplo 3.7. Consideremos a transformacao R : G x G — G dada por R(z,y) = x+y.

Conforme j& falamos, 1 %z pt = 1 % p € a convolugao usual das medidas 7 e p. Vejamos

alguns exemplos para ilustrar o Teorema 3.6.

Note que se h,(0) = 0 entdo h,., = h,(c). Ha ainda casos em que a entropia da

convolucao atinge exatamente o valor da soma das prévias entropias. Por exemplo, se

p =6, para n = ( 0,0,1,0, 0) ( ,0, 5,0 1 0) (medidas de Bernoulli), obtemos:

R )3

o= (L 11111y
M= 66666 6
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e assim:

hopip(0) = log(6) = log(2) + log(3) = hy(0) + h,(o).

Ainda, em outras situagoes, a convolucao de duas medidas com entropia positiva pode
nao gerar aumento estrito da entropia. Para p = 4, consideremos n = p = (%,O, %,O)

entao 7 * p =1 e segue que hy,,(0) = h,(o) = log(2).

3.2 Convolucao de medidas de Bernoulli

O conjunto das medidas de Bernoulli é fechado em M(Z/pZ)Y na topologia fraca*
e, por serem medidas de probabilidade mais simples, merecem atencao especial. Nessa
secao vamos demonstrar, por exemplo, que a convolucao de duas medidas de Bernoulli
resulta numa medida de Bernoulli, com a Proposicao 3.8. Esse resultado, aparentemente
desimportante, suporta resultados mais profundos, como a Proposi¢ao 3.9, em que mos-
tramos haver aumento estrito na entropia da convolucao de duas medidas de Bernoulli
com suporte total, usando fortemente que convolucao preserva as medidas de Bernoulli. E
também, para p primo, com o Teorema 3.10 e Corolario 3.11, mostramos que sequéncias do
tipo (ftn = Nn*. .. %M1 )nen, €m que 7, sdo medidas de Bernoulli tais que inf,,{h,, (o)} > 0,
satisfazem que a sequéncia das entropias das p, converge para log p, conclusao igual a do

Teorema 1.1 do trabalho [10] de Lindenstrauss, sendo respeitados os contextos.

Proposicao 3.8. Sejam R uma transformacao nos moldes do Teorema 3.6 en e u medidas

de Bernoulli quaisquer. Entao, nxg pu também serd uma medida de Bernoulls.

Demonstracao. Para checarmos a tese, basta vermos o comportamento de 7 xp 1 em

cilindros. Temos, assim, que:

g pliv.inl = )l dlalr () @) G ) ()
= Z (HU[]k]) (HM[T(Jk)l(Zk)]>



e concluimos que 7 *g pu ¢ medida de Bernoulli. [

O resultado anterior diz, também, que a convolucao de duas medidas de Bernoulli é
ainda uma medida de Bernoulli. Agora, é sabido que a func¢do ¢(z) = —zlogx é concava

e que
p—1 p—1
D o) < ¢ (Z ti$i> : (3.1)
=0 =0

sempre que x;,1y; > 0 com f;ol t; = 1, para todo i € {0,1,...,p — 1}. Tal afirmacao
consta na pagina 228 de [18]. A partir dessas verdades, conseguimos o seguinte resultado,
que é um melhoramento do obtido no Teorema 3.6, porém para uma classe menor de

medidas.

Proposicao 3.9. Sejam p um nimero natural qualquer, n e pu medidas de Bernoulli em
(Z)pZ)N com suporte total (ou seja, tais que n[i], pli] > 0 para todo i € {0,1,....p—1}) e

ambas distintas da medida de Bernoulli uniforme. Entdo, temos
hyeu(0) > max{hy(c), hyu(o)}-

Demonstracao. Considere as medidas n e u conforme hipdtese. A intencao aqui é usar o
argumento da desigualdade estrita (3.1). Assim, fixe j € {0,1,...,p — 1} e defina, para

todoi € {0,1,...,p— 1}, t; :== u[j — 7] e ; := n[i]. Por conseguinte:

rale) = (= ) ol < o)
-3 (Zu[j - i]n[@']) o (Zu[j - i]??[@'])
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= jzzaﬁ(gu[j—@]n[@])
> g(gub—dé(n[l])>
- 8 (80
= piqb(n[d)

— o)

]

Vamos agora discorrer sobre a relacio entre as medidas de Bernoulli, métrica d (cuja
defini¢ao encontra-se na Proposicao 1.18) e aumento estrito de entropia. Em geral, nao
se tem uma férmula explicita para se calcular a distancia d de duas medidas de probabili-
dade o-invariantes quaisquer. Em [11], o autor fala que apenas resultados parciais foram
alcancados quando se assume, por exemplo, que as medidas sao markovianas. Contudo,
utilizando o Teorema 3 de [11] e ideias do Lema 15.26 de [6], apresentamos, no teorema
que segue, a formula (talvez ja conhecida, aparentemente nio publicada) da distancia d

entre duas medidas de Bernoulli em (Z/pZ)".

Teorema 3.10. Sejam 1 e u medidas de Bernoulli em (Z/pZ)N. Entdo

N | —

don.m) = 5 3 Il ~ i)

Demonstragdo. Sejam n e p medidas de Bernoulli em (Z/pZ)N. O primeiro passo seré

escrever a formula da d convenientemente:

dnp) = ot (U(M . Lm)

i#]
= .2 (;Jm x [ﬂ))
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Também, todo J €

para todo 7 € {0,1,...

- Je\iﬁf]#) i=0 b J([l] : [Z]))
™ el M (D

J(n, ) satisfaz, por definicao:

J ([d] x [i]) < min{n[d], pli]},

,p — 1}. Portanto:

din,p) = Y nli] = min{nli], uli]}
S (s =0 ]l
e 2
= 23l - o)

Para finalizarmos com a igualdade, vamos encontrar um joining J,,, tal que:

I (U[Z] x [4]

i#]

)%Zw—mn.

Assim, é suficiente que tal joining satisfaga, para todo i € {0,1,...

T[] % [4]) = min{nld], u[il}.

P — 1}

Se p = 2 e n[0] < p[0], basta considerarmos o joining independente .J,,, (ver o Exemplo

1.17) dado por:
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em que Jy, (1) := Jnu([1] X [5]).

Prossigamos por inducao. Suponha verdadeiro o resultado até para certo p € N, ou
seja, suponha que dados p’ € {2,3,...,p} e/, i’ medidas de Bernoulli em (Z/p'Z)Y, sem-
pre existe um joining J,y,s tal que Jyy,([7] x [¢]) = min{n'[d], p/'[¢]} parai € {0,1,...,p'—1}.

Sejam, entao, ) e u medidas de Bernoulli em (Z/(p+1)Z)". Sem perda de generalidade,

podemos supor que existe k < p tal que

P nlil, sei<k
min{n|d], pli]} =
wli], sei>k.
No caso em que k = p, podemos obter o joining independente .J,, (ver o Exemplo

1.17) dado por:

nlil, sei=j<p-1
4 pljl —nlj), sei=pe0<j<p-—1
Tl % [7]) = !
ulpl, se i=j=p.
0, caso contrario

\

Para facilitar o entendimento, se toméassemos p + 1 = 3, teriamos:

Ju00) Ty (01) 1, (02) (o) 0 0
Jpu(10) (1) Jpu(12) | = 0 n([1]) 0
Ju(20)  Jyu(21)  Jp(22) 1([0]) —n([0])  p([1]) —n([1]) p([2])

Agora, consideremos o caso k < p e defina as seguintes medidas de Bernoulli " e 1/

em (Z/pZ)N:

W= Tl = 1)
0= 0L alt) ol = 2]l — 1]+ ) — ),

Pela hipétese de indugao, seja J,y,, um joining de n' e p' que satisfaga, para todo i €
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{0,1,...,p—1}
o ([1] % [8]) = min{n[¢], 1/ [i]}.
A partir de J,,, construiremos um joining J,, de n e u para finalizar o teorema. Para

a;; = (1 — plp))Jyw (i x [j]), 4,5 € {0,1,...,p — 1}, obtemos:

S ! seifp-1
7=0

nlp — 1] +nlp] — pulp], sei=p—1,

e, para todo j € {0,1,..., p—1},

7 aij = julj]
De fato, seja i # p — 1. Entao:
Dy = (L= plp)) Y Iyl < [1)
= (L — plp)n'[d]
o nld]
= - (=)
= 7.

h?
—_
"T
—_

<
Il
=)
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E, finalmente:

Sy = (1 plpl) 3 el L)

Note que n[p — 1] +n[p] — nlp] > n[p — 1]. Entao, escolha quaisquer niimeros reais nao

negativos x;, [ € {0,1,...,p — 2}, tais que satisfazem:
p—2
> w=mnlp] — plp)
1=0
e
Z < a(p_l)l

agj, se0<i<p—2e0<j<p—1;
ap-1); —Tj, seit=p—1e0<j<p-—2;
Ap—1p—1, sei=7=p—1;
Tl X [J]) = § =5, sei=pe0<j<p-2
0, seit=pej=p—1;
ulpl, se i =j = p;
L 0, se0<:1<p—-1lejg=p

Agora vamos ver que J,, ¢ de fato um joining de 1 e p que satisfaz

Sy ([d] x [d]) = min{nld], p[il}
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Para 0 <17 < p— 2, temos

Sl x ) = 3+ (] ¢ 9]
= 7li]

Se i = p — 1, vale o seguinte:

> aslp =% G = Yty = Y+ Sl =11

= nlp — 1] +nlp] — pulp] — (nlp] — plp))

= nlp—1].

E, para i = p, obtemos:

> ullp) x i) = ZJW 31) + Jyulp] % [p = 1]+ Ty lp] x [p]

= Z$j+0+u[p]
= nlp] — plp] + plp]

= nlp|.

Precisamos agora fazer todo o raciocinio para a medida p. Se j € {0,1,..., p— 2}, entao:

ZJW([z‘]x[j]) = ZJW 1)+ Inulp = 1 < 1) + Jou((p] > [7])

p—2

= E aij+ap,1j —iL'j+£L‘j
1=0

p—1
=0

= pljl-
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Similarmente, para j = p — 1 tem-se:

> (% o= 1) = 3 i o 1)+ ol x I~ 1)
= piaipl—l—()
— ulp-1)

Por ultimo, se j = p, as duas ultimas linhas da defini¢ao de J,, garantem-nos:

ZJW(M x[p]) = Jyullp] % [p])

JW(OO) Jnu<01) Jnu(02) Jnu(03) Qoo ao1 o2 0
Jw(lo) Jnﬂ(ll) Jﬁ#(12) Jnu(13) _ Q1o a1 a12 0
JWL(QO) ‘]77H<2]') J’?.U»<22) er(23> Aog — Lo Q21 — T1 A9 O
Jou(30)  Jpu(31) Jyu(32)  Jyu(33) Lo ! 0 pn([3])
Finalmente, vamos calcular J,,([i] x [i]) para todoi € {0,1,...,p}. Seja k da definicao
de Jy,. Se i <k, entao:
(i) X [i]) = ai
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Se k <1 < p, obtemos:

T[] X [1]) = au

1 pli]
= pl1]
= min{nli, pli]}

Agora, para i = p, tem-se:

Jou([p] X [p]) = plp]

como queriamos. ]

Corolario 3.11. Se p for primo e (n,)nen uma sequéncia de medidas de Bernoulli em
M ((Z/pZ)Y) satisfizer
inf{h,, (o)} > 0,

entao J<77n*...*771,<1—17,...,}—1))> — 0.

Em particular, hy, ., (0) = log p.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.27, obtemos

Mp*...%Mm = { —...,— ],
p b

na topologia fraca®. Em particular, para cada cilindro de tamanho 1, [i], conseguimos
. 1
Mo % . .oxmfi] = —.
p

Assim, segue pelo Teorema 3.10 que
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. 11 =1 1
dlmp*x...xm, | —,...,— = — M x..oxmt) ——| =5, 0.
(77 T (p p)) 22 Ui M [d] D

=0

Finalmente, lembrando que a entropia é d continua (conforme consta no décimo quinto
capitulo de [6] e também em nossa secdo 1.5), concluimos que hy, . .y, (0) — logp e

terminamos o corolario. ]

3.3 A equacao n* = (%,...,%)

Conforme ja escrevemos na introducao desse trabalho, a seguinte equagao envolvendo
convolugdo, n *xn = n, ja foi estudada por Cohen em [3|. Ali, ele caracterizou todas as
medidas n que satisfazem tal equacao, as chamadas medidas idempotentes. Muitos outros
trabalhos tratam dessas e de outras indagagoes similares, como por exemplo [7] e [14].
Assim, é um tanto frequente o estudo de equacoes envolvendo convolucao e cujas variaveis

sao as medidas.

Nesse sentido, fixando p € N, podemos nos perguntar quando que a equagao

n*uz<1,...,1), (3.2)

p p

nas variaveis n e u, é satisfeita. Ja sabemos, por exemplo, que nx* (%, . %) = (i, o %) ,
para toda medida de probabilidade n em (Z/pZ)Y. Chamaremos as solugoes do tipo
(77, (Il), . %)) de solugoes triviais. Assim, o objetivo dessa secdo é encontrar contextos
em que a equagao (3.2) possui solugdes ndo triviais, ou seja, solugbes do tipo (1, 1) em
que ambas as medidas sao distintas da Bernoulli uniforme.

Para aquecermos, apresentamos a Proposicao 3.12, que fala da relacao entre medidas

de Bernoulli e a equagdo (3.2).

Proposigao 3.12. Sejam p € {2,3} en e u medidas de Bernoulli em (Z/pZ)N. Se

1 1
nN*pu=1—----5—-1,
p p
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entao oun:(%,...,%) ouu:(%,...,%).

Demonstracao. Primeiramente, tomemos p = 2. Se 1 e p sao medidas de Bernoulli tais
que 7k p = (%, %) entdo, para Y o caracter nao trivial constante em cilindros de tamanho

1, xa([1]) = —1, temos

s = (fun) (f )

e assim, temos 7[0] = n[1] ou u[0] = w[1], ou seja, n ou p é a medida de Bernoulli uniforme
em (Z/27Z)N.

O caso p = 3 é similar. Se 1 e p sao medidas de Bernoulli tais que n * p = (%, %, %),
entdo, para 1 : (Z/3Z)N — C o caracter constante em cilindros de tamanho 1 tal que
x1([1]) = e%", devemos ter, sem perda de generalidade, que [ x1dn = 0. As informagoes

contidas nessa igualdade e no fato de 7 ser uma medida de probabilidade podem ser

traduzidas, matricialmente, da seguinte forma:

11 1 n[0] 1
1 cos (&) cos (%) n1] =10
1 sin (%) sin (%) n[2] 0

Agora, a inida possibilidade para 7 é termos:

n[0] 3
il | =135 |
n[2] 5
pois a matriz
1 1 1

N

1 COS(27T) coS (%)

1 sin(%) sin (?”)
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é invertivel, j4 que seu determinante é %ﬁ # 0. E assim, n é a medida de Bernoulli

uniforme, como queriamos. O

Observacao 3.13. A seguinte constatacao

1 2 2 1
V5 0 5% 5w 0 0 5
1 2 2 1
0 V5 0 5% 5 0 5
_2 0 1 0 2 _2 = 1
5+v5 V5 5+v5 5+v5 5 |7
2 2 0 1 0 1 1
5+v5  5+v5 VB V5 5
O 2 2 O 1 2 1
5+v5  5+v5 V5 5+V/5 5
diz que para o caso p = 5, a equacdo n*u = (3, 1,1, &, £) possui, por exemplo, a seguinte

solucao nao trivial:

(0. 1) (( 1 0 2 2 O) (0 0 2 1 2 ))

y = oY ; ’ ) S - R :

! VB 545 546 5+v5 V5 5+ V5

No caso, 1 e p sao as medidas de Bernoulli especificadas pelos vetores acima, conforme

notacao sugerida ja no Exemplo 1.6. E isso é uma constatacao muito diferente da que

ocorre com os primos p = 2 e p = 3, conforme mostramos na Proposicao 3.12.
O caso p nao primo é tratado no teorema que segue.

Teorema 3.14. Seja p € N nao primo. Entao a equacao

1 1
n*xp=1—---— 1/,
p p

nas varidveis n, u € M(Z/pZ)Y, apresenta uma solucio nao trivial (e portanto infinitas).

Demonstra¢ao. Sendo p nao primo, seja d > 2 um divisor de p e defina a seguinte medida

de Bernoulli:
d .
S, sej=kd k=0,1,...,5 -1

0, cc
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Agora, para pu, escolha alguma medida, também de Bernoulli, que satisfaca

-1

s

plkd 4] = -, (33

bl

=0

qualquer que seja j € {0,1,2,...,d — 1}.

Devido a estrutura de Z/pZ, a equagao (3.3) é automaticamente valida para qualquer
j € Z/pZ, nao somente para j € {0,1,2,...,d— 1} e também, como o inverso de kd
em Z/pZ é (% — k:) d para qualquer k € {0, L., B~ 1}, podemos escrever, para todo

j€{0,1,...,p—1}:

|
—
ks

-1

ulkd + j] = 3 ulj — kd].

=0

als

o

=0

o

Nessas condi¢oes, fixado jo € (Z/pZ), obtemos:

nepliol = > nliluljo— il
ie(Z/p2)

2_q

= 3 olkduljo — kd

p
B_1

d .

= = pljo — kd]
p k=0
d1

pd
1

p

1 1

D 1—)). Como hé varias medidas de Bernoulli que satisfazem

Segue, assim, que 1y = (

a equacao (3.3), terminamos a demonstracao do teorema. O
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Capitulo 4

Matrizes e caracteres

Reservamos esse capitulo para construir pontes entre dinamica simbolica, algebra li-
near e caracteres do grupo (Z/pZ)N. Considerando a operagio de convolugao de probabili-
dades (ndo necessariamente o-invariantes), construiremos matrizes associadas as medidas
que se relacionam tanto com a operacao de convolucao em si, quanto com os caracteres,
cilindros e topologia fraca* e ainda mostraremos, com Teorema 4.3, que tais matrizes sao
diagonalizaveis via uma linguagem de sistemas dinamicos e dinamica simbdlica. E final-
mente, estendemos os resultados sobre diagonalizacao para uma classe maior de matrizes,
nao somente aquelas associadas as medidas, com o Teorema 4.4.

Para inicio de conversa, nessa construcao retomaremos a Proposicao 2.2 bem como a
notacao ali utilizada. No que segue, 7 e j sao tais que 1 <4, <p™, ei—1= Z:ol ixp”
ej—1= ZZ:(} jrp® 530 as expansoes em base pdei—1e j— 1.

Dada uma medida de probabilidade 7 € M((Z/pZ)"), a matriz A" de ordem p*™

cujos elementos (A}");; sdo dados por:

(A7) = nl(jm-1 — im—1) modp,...,(jo—1ip) mod p] (4.1)

= n[jmfl - Z-mfla cee 7j0 - Z.OL (42)

é a matriz associada a n considerando cilindros de tamanho m. No caso, omitimos da
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segunda igualdade acima a escrita mod p para nao poluir as contas, mas ela continua
subentendida. E, de forma similar, definimos o vetor associado a n considerando cilindros
de tamanho m, v;', como sendo a primeira coluna da matriz A7, ou seja,

(Um>i = Ail-

n

A relacdo dessas matrizes com a operacao de convolucao de medidas de probabilidade

é explicada na proposicao abaixo.

-

Proposicdo 4.1. Sejam n e p medidas em M((Z/pZ)"). Entio para todo m € N, A7" ¢

biestocastica e vale a sequinte igualdade:

AMAT = AT

e

Demonstragio. Que a matriz A7' é biestocastica, isso segue das seguintes igualdades:

p—1 p—1
E nljo = ios -y Jm—1 — im—1] =1 = § nljo = @0y - - Jm—1 — tm—1]-
205:-4y Z"mflfo jO ----- jmflfo

Em relagao a segunda parte, para o calculo de (A;”AT)M, obtemos:

m

(AP Ay = > (AMa(AT)y,

=1

pm
= Zﬁ[lm—1 — -1, lo = dolptlim—1 — -1, -, Jo — lo]
=1

pm
= Zn[l;n—lv SR l{)]:u[]m—l - im—l - l;n—la s 7.j0 - Z'O - l[/)]

I'=1
= 7n* M[jm—l — 15+, J0 — 20]

= (AL

M+

e a proposi¢ao estd provada. O
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Observacao 4.2. Em particular, de acordo com a proposicao acima, obtemos também:

m,m __ ,.m
Anvu = Ui

para qualquer m natural e quaisquer medidas de probabilidade 7 e pu.

Teorema 4.3. Sejam n € M((Z/pZ)Y) uma medida de probabilidade e x um caracter
de (Z/pZ)N constante em cilindros de tamanho m. Se Al for a matriz associada a n
considerando cilindros de tamanho m e vy o vetor associado ao caracter x (definido em

2.2), entdo vale a igualdade vetorial:

Ajvy = (/ an) Uy

Em particular, para toda medida de probabilidade 1 e para todo m € N, a malriz A" €
diagonalizdvel e se {x1,...,xpm} forem os caracteres constantes em cilindros de tamanho
m e Vy = {vy,... ,vxpm} 0s respectivos vetores associados, entao V,, € uma base de

autovetores ortogonais para Agl cujos respectivos autovalores sao {f x1dn, ... ,fxpmdn}.

Demonstra¢ao. Sejam x um caracter constante em cilindros de tamanho m, 1 medida
de probabilidade em M((Z/pZ)"), A" e v, conforme hipotese. Lembrando que para

. 1.
i—1=>", ixp" temos

(vy)i = Xlim—1,-- -, 1,70,

portanto (fazendo i — 1= 37" Fipph, j — 1 =37 jipF e 1 — 1= 37" 1,p") obtemos:

)

p
( [ i ) - Mlire oo o]t Xl 0]
= Z n[lm—lw"alO]X[lm—l +Z.m—17"‘7l0 +ZO]

= Z n[jm—l _im—17"'7j0_Z.O]X[jm_h"wjo]

Jm—1,---,J0=0
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= (A;nvx)h

nas igualdades acima, fizemos uma troca de variaveis j = [+17. Assim, cada v, é autovetor
de A} associado ao autovelor [ xdn. Mas, como consequéncia do Teorema 3.2.1 de [12],
conforme ja discutimos nessa secao, V,, ¢ uma base ortogonal para CP", o que nos faz

findar o presente teorema. [

Agora, para finalizar a secao, vamos estender o Teorema 4.3 para uma classe maior de
matrizes a serem diagonalizadas pelos mesmos vetores v,. Em primeiro lugar, note que
as matrizes da forma A7 sdo diagonalizaveis nao por estarem associadas a uma medida
de probabilidade, mas sim, porque existe uma funcgao real (ou complexa) f, com dominio

em (Z/pZ)™ tal que
(A7)is = [a(Um—1s -5 Jo) = (im—-1,-- %)),
no caso, a fungao f, é definida por:
Jolim=1,---,%0) = NIm-1,%m—2, - - ., %)

Essas informacoes estao bem detalhadas no teorema que segue, que é o mais importante
desta secao (e nossa mais importante contribui¢ao) no que se refere a diagonalizacao de

uma classe especial de matrizes.

Teorema 4.4. Seja A uma matriz quadrada de ordem p™ tal que existe uma funcao

f:(Z/pZ)™ — C que satisfaz, parai—1 =37 igph e j—1 =37 jrph:
Aij - f((jm—la s ajO) - (im—la . ,ig)).

Entao A € diagonalizdvel, B = {vy,,...,vy ..} € uma base de autovetores ortogonais de
P
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A associados aos autovalores C = {(f, vy, ), (f,Vxs)s -+, ([, Vx,m )}, €m que

m

<f7 UX1‘> = Zf(jm*h cee 7j0) ’ Xi({jm*b s 7-j0])'

J=1

Demonstracao. A demonstracdo é praticamente uma mimetizacao daquela apresentada
no Teorema 4.3. De fato (usando mais uma vez que i —1=> ", iwp®, i —1= Yoo Jip”

el—1=>37",lp"), temos:

((fivy,) vy)i = (Z Fll1, - 10) - Xjllme1, - - - lo] .UX])
=1 i
= Zf(lm—h-”;lO)'Xj([lm—ly-"710])Xj{im—17-”;i0]
=1

pm
= Z f(lm—h P l()) . Xj([lm—l + im—l, ey l() + Zo])
=1

= Zf((lm—l — 1, .-, lo — 1p)) - Xj([lm—b -
=1

= (AUXj)iv

e isso mostra que Uy, € autovetor de A associado ao autovalor (f, vXj>, como queriamos

demonstrar. O]
Exemplo 4.5. Considere p = 3 e seja  a medida de Bernoulli associada ao vetor
(%, %, %) Assim, a matriz A}] associada a 7 considerando cilindros de tamanho 1 é

a matriz circulante dada por:

1 7 2

10 10 10

Al = 2 1 7
n 10 10 10
72 1

10 10 10

Observe que tal matriz ¢ associada a funcao f, : Z/3Z — C, (f1(0), f,(1), f1(2)) =

(172

157 10 E)? conforme com o Teorema 4.4. De acordo com esse mesmo teorema e também

com [17], sendo {xo, X1, X2} 0s caracteres constantes em cilindros de tamanho 1 (dados
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2migl

por x;([l]) = e™3" ), obtemos os autovalores { [ xodn, [ x1dn, [ x2dn} dessa matriz:

< $7UX0> = /Xodﬂ

(flvg) = /xldn
= Zn[j]xl[j]

2mi2

= (0] + n[1]e’s +p[2e’s

= oo+ aftfeos (57) 4 ofzlcos () (ultsin (57) + 2

_1+7 27T+2 47T+,7. 27T+2.
~ 10 10\ 3 10\ 3 ) T 10\ 3 10°™

<f$vvxz> = /X2d77

(%))

= (0] + n[1] cos (%) + n[2] cos (%ﬂ) +1i (77[1] sin (%ﬂ) + 7[2] sin <2§)>

LT i\, 2 2\ (T (Y2
= —+4+ — — — — —sin [ — — sin
10 " 10°°\ 3 10\ 3) T 10\ 3 10°

associados, respectivamente, aos autovetores {UXO,UXI,UX2}.

()

Agora, vamos considerar a matriz A?? associada a 7 relativa aos cilindros de tamanho

2 e perceber certas relacoes entre ela e a matriz A}I descrita anteriormente. Temos que

A,Q7 é a seguinte matriz bloco circulante:
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1 3 712 4 14|7 14 49
1 3114 2 4149 7 14
14 49 7

=N | w3
N
[
N
—
W
)

14 4911 3 72 4 14
3

100-A =149 7 147 1 14 2 4

14 49 713 7 1[4 14 2

2 4 14| 7 14 49,11 3

w

14 2 4149 7 1417 1

3 7 114 49 73 7 1

Dividimos a matriz em blocos para facilitar sua leitura. Nao calcularemos os nove

autovalores e autovetores dessa matriz, ja que fizemos isso no Teorema 4.4 para todos os

casos. Note, porém, que os autovalores

1 3! gt
{(Fnvxe)s (Fys v {Fys Oxad 3
da matriz A}7 também o sdo da matriz A%, simplesmente pelo fato de que todo carac-

ter constante em cilindros de tamanho 1 é automaticamente constante em cilindros de

tamanho 2.
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Conforme pudemos ver ao longo desse trabalho, apesar de a convolucao de duas me-
didas de probabilidade de (Z/pZ)N depender apenas da estrutura de grupo para ser de-
finida, as consequéncias e implicacoes dessa operagao transcendem o aspecto algébrico.
Por exemplo, no aspecto ergddico, vimos que a convolugao preserva as medidas de proba-
bilidade o-invariantes, as misturadoras e as fracamente misturadoras (Proposicao 1.12 e
Observagao 1.13). Podemos também citar Lindenstrauss, que em [10] mostrou que uma,
sequéncia 7, de medidas de probabilidade p-invariantes (e ergédicas) no circulo é tal que
Nn * ... % 1 converge, na topologia fraca* (e em d), para medida de Lebesgue no cir-
culo, sempre que a sequéncia satisfizer uma condigao especial em relagdo as entropias (em
particular, toda sequéncia 7, de medidas ergédicas que possuir entropia uniformemente
afastada de zero satisfaz tal condigao). Nosso Teorema 2.27 ¢ uma versao desse resultado
para o grupo (Z/pZ)N. Assim, a convolugao de medidas traz consequéncias algébricas,
dinamicas, topologicas, ergodicas e etc. que pudemos constatar ao longo desse trabalho
e elas, ainda, induzem-nos a fazer conjecturas. E é justamente de possiveis trabalhos
futuros que trataremos nos paragrafos que seguem.

Apesar de termos estabelecido convergéncia em nivel de topologia fraca* com o Te-
orema 2.27, nao obtivemos resultados expressivos sobre crescimento de entropia. No

Teorema 3.6 demonstramos apenas que a entropia da convolucao de duas medidas de

probabilidade o-invariantes em (Z/pZ)Y é maior ou igual ao maximo das duas prévias
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entropias. Nossa conjectura é que no caso em que p é primo e se tenha uma sequéncia de
medidas de probabilidade o-invariantes 7, de (Z/pZ)" tal que inf, h,,, (o) > 0, poderemos
concluir que A, . ., (0) = logp. Talvez um aprofundamento sobre a nocéo de joinings
(muito bem trabalhada, por exemplo, no sexto capitulo de [6]) venha a calhar nessas
questoes que tratam de aumento estrito da entropia.

Ha ainda questoes um pouco mais periféricas, porém nao desimportantes, que referem-
se as convolucoes. Por exemplo, iniciamos no capitulo terceiro um estudo sobre a equacao
Nk = (Il” ey %) e encontramos solucoes nao triviais para p = 5 e para qualquer p nao
primo (Proposigao 3.12, Observagao 3.13 e Teorema 3.14). No caso, solugao trivial é toda
solucao em que n = (1—17, e %) ou p = (%, e %) Apesar desses avancos, estamos longe
de caracterizar completamente as solugoes nao triviais desse tipo de equagao. Uma futura
investigacao poderia se dar no sentido de detalhar as diferencas entre as solugoes no caso
em que p é ou nao primo, de perceber como a entropia influencia e etc.

Em resumo, a convolucao de medidas ¢ uma operacao um tanto surpreendente, ja
que uma analise mais aprofundada de medidas resultantes da convolucao de outras duas
pode revelar, dentre outras consequéncias dinamicas e ergodicas, aumento de entropia

e encurtamento da distancia em relacao a medida de Bernoulli uniforme em algumas

métricas.
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