UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA PURA

Representacao de Inteiros por algumas
Formas Quadraticas Ternarias

por

Thayner Gomes De Bona

Trabalho submetido como requisito parcial
para a obtencao do grau de

Mestre em Matematica Pura

Prof. Dr. Eduardo Henrique de Mattos Brietzke
Orientador

Porto Alegre, novembro de 2016.



CIP - CATALOGACAO NA PUBLICACAO

De Bona, Thayner Gomes

Representagao de Inteiros por algumas Formas
Quadréticas Ternarias / Thayner Gomes De Bona.—Porto
Alegre: PPGMAT da UFRGS, 2016.

84 p.: il.

Dissertagdo (Mestrado) —Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, Programa de Pés-Graduagao em Matematica
Pura, Porto Alegre, 2016.

Orientador: Brietzke, Eduardo Henrique de Mattos

Dissertacao: Matemaética Pura,
Particoes, Ramanujan, Teoria dos Numeros, Formas
Quadraticas

i




Representacao de Inteiros por algumas

Formas Quadraticas Ternarias

por

Thayner Gomes De Bona

Trabalho submetido ao Programa de Pés-Graduagao em Matemaéatica
Pura do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio

Grande do Sul, como requisito parcial para a obtencao do grau de

Mestre em Matematica Pura

Linha de Pesquisa: Teoria dos Ntumeros
Orientador: Prof. Dr. Eduardo Henrique de Mattos Brietzke

Banca examinadora:

Prof. Dr. José Plinio de Oliveira Santos
IME-UNICAMP

Prof. Dr. Robson da Silva
ICT-UNIFESP

Prof. Dr. Samuel Volkweis Leite
Instituto de Matematica e Estatistica - UFRGS

Dissertagao apresentada e aprovada em
Novembro de 2016.

Rafael Rigao Souza
Coordenador

1l



Sumario

RESUMO . . . . . . e
ABSTRACT . . . . . e

1 INTRODUGCAO . . . . oot

2 BASE TEORICA . ... ... ... ... . ......
2.1 Simbolo de Kronecker . . . . . . .. .. ... .. .. .. ......
2.2 Formas quadraticas ternarias . . . . . . . . ... ... ... . ...
2.3 Funcgoes Theta ou Séries Theta . . . . . . . .. .. ... ... ...
2.4 A conexao entre fungoes hipergeométricas e fungoes theta

2.5 Equacgoes Modulares . . . .. ... ... .. ... ... .......

3 EQUAGOES . . . . .
3.1 Férmulas Basicas . . . . .. ... oo
3.2 Manipulagao de Séries . . . . . .. ... ...
3.3 Equacgoes Modulares . . .. .. ... ... ... ... ... ...

3.4 Ooperador P,g . . . ... ... ...

4 TEOREMAS . . . . s,
4.1 Primeiros resultados . . . . . . ...

4.2 Representacao de inteiros pelas formas 922+ 16y* 4 362> + 16y2 +

drz+8xy e 922 + 17y + 3222 —8yz+8xz2+6xy . . . . . . . ... ..
4.3 Representacao de inteiros pela forma 3z% + 49y +92% . . . . . ..
5 CONSIDERACOES FINAIS . . ... ... ... ...........

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . . . . . . ... ..........

vi

28
35
47
50

95

61

5



RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é descrever os niimeros inteiros que
podem ser representados nas formas 92°+16y*+362%+16yz+4xz+8xy e 92 +17y* +
3222 — 8yz + 8xz + 6xy. Para isso, utilizamos uma série de resultados envolvendo
funcoes theta, como a identidade do produto triplo de Jacobi e equacoes modulares.
Entao, provamos trés analogos do Teorema EYPHK A de Gauss e utilizamos um
deles para descrever os inteiros que podem ser representados nas formas em questao.
Como um bonus, determinamos ainda os inteiros que podem ser representados na
forma 3z% 4+ 4y* + 922, partindo dos inteiros que podem ser expressados na forma

2% + 3y* + 3622



ABSTRACT

The main goal of this work is to describe the integers which can be
written in the forms 922 + 16y* 4 362 + 16yz + 42 + 8xy and 9% + 17y* + 3222 —
8yz + 8rz 4+ 6xy. To do so, we use a series of results concerning theta functions,
such as the Jacobi triple product identity and modular equations. Then, we prove
three analogues of Gauss ETPH K A Theorem and use one of them to describe the
integers which can be written in the desired forms. As an extra, we also find the
integers which can be written in the form 32% +4y* +92%, making use of the integers

that can be expressed in the form z? + 3y* + 3622

vi



1 INTRODUCAO

Um tipo de problema recorrente em Teoria dos Niumeros é a questao
sobre quais nimeros inteiros podem ser representados de certa forma (qualitativo),
ou ainda, de quantas maneiras diferentes um ntimero inteiro pode ser representado
naquela forma (quantitativo). Um exemplo popular deste tipo de problema é a con-
jectura de Goldbach, que afirma que todo inteiro par maior que 2 pode ser expresso
como a soma de dois nimeros primos. Apesar de parecer um problema simples, e
datar de 1742, sua veracidade ainda se encontra em aberto.

Outro exemplo de problema deste tipo, no sentido quantitativo, é o
de calcular de quantas formas um inteiro positivo pode ser escrito como soma de
inteiros positivos (evidentemente, menores ou iguais ao préprio). Uma forma de re-
presentar um inteiro positivo n como soma de inteiros positivos é dita uma particao
de n e, neste caso, a ordem dos termos da soma nao importa. Em 1918, Hardy e
Ramanujan encontraram uma férmula assintética para o nimero de partigoes de um
inteiro n. Em 1937, Hans Rademacher melhorou a férmula encontrada por Hardy e
Ramanujan ao encontrar uma expressao para o nimero de parti¢oes de n em termos
de uma série convergente.

Em 1796, Gauss (1777-1855) provou que todo nimero natural é soma de
trés numeros triangulares, e comemorou o feito em seu diario escrevendo ” EY PH K Al
num = A+ A+ A”, e desde entao alguns se referem a este resultado como Teo-
rema FEureka de Gauss. A demonstracao final foi publicada em 1801, no celebrado
Disquisitiones Arithmeticae, de autoria do proprio Gauss. Para a prova, Gauss faz

uso do seguinte importante teorema:

Teorema 1.1 (Teorema dos Trés Quadrados). Um inteiro nao-negativo n pode ser
representado como a soma de trés quadrados perfeitos se, e somente se, n nao € da

forma 4°(8m + 7), quaisquer que sejam v,m € N.



Na linguagem da teoria de formas quadraticas, este teorema pode ser

escrito do seguinte modo:

Teorema 1.2 (Teorema dos Trés Quadrados). A forma z* + y* + 2% representa
exclusivamente todos os inteiros nao-negativos que nao sao do tipo n = 4°(8m +7),

com v, m € N,

Em 1907, Hurwitz propos que o ntimero de maneiras de representar n?
pela forma 2® + y* + 2% poderia ser expresso como uma funcao finita simples dos

divisores de n. De fato, se a fatoracao em primos de n é dada por

nZQGHpU

p>2

entdo o ntimero de maneiras de representar n”> como soma de trés quadrados é

STI(Lr ()
1—p p)1l=—p)’

onde <E> denota o simbolo de Jacobi.
n

exatamente

Neste trabalho, partiremos deste resultado quantitativo sobre a repre-
sentacao de n? pela forma 2% + y* 4 22, bem como dois resultados semelhantes sobre
a representacio de n? pelas formas 22 + y? + 22% e 2° + y* + 32%, para obter um
teorema qualitativo sobre os inteiros representados pelas formas 9% + 16y* + 3622 +
16yz + 4z + 8xy e 92° + 17y* + 322 — Syz + 8xz + 6xy.

Para tanto, no Capitulo 2, apresentamos todos os pré-requisitos basicos
para uma boa compreensao da matematica envolvida. Em seguida, no Capitulo 3,
direcionamos o interesse a exposicao de equagodes que nos serao tteis no desenvol-
vimento dos resultados, e cuja obtengao em meio ao desenvolvimento o tornaria
confuso e desgastante. Enfim, no Capitulo 4, apresentamos inicialmente trés teore-
mas que nos serao fundamentais, e entao os utilizamos para obter o desejado. Em
tal ponto, a estratégia é trabalharmos com as fungoes theta associadas as formas

em questao, obtendo para elas uma representacao em termos de func¢oes que nos



sao mais familiares, para enfim utilizar os teoremas que obtivemos e poder concluir

exatamente quais inteiros sao representados por tais formas.



2 BASE TEORICA

Neste capitulo, apresentaremos uma série de resultados necessarios para
o pré-desenvolvimento do trabalho. Na primeira se¢ao, introduzimos o simbolo
de Legendre para entao apresentar suas generalizagoes: o simbolo de Jacobi e o
simbolo de Kronecker. A segunda segao traz trés teoremas sobre formas quadraticas
ternarias, e a partir deles obtemos um corolério que nos sera util. Na terceira se¢ao
tratamos de funcoes theta, trazendo uma série de teoremas importantes e fixando
algumas notacgoes. As quarta e quinta secoes tratam de fungdes hipergeométricas e

equagoes modulares. A maioria das demonstracoes desse capitulo serao omitidas.

2.1 Simbolo de Kronecker

O objetivo desta segao é calcularmos alguns valores do simbolo de Kro-
necker, que é uma generalizacao do simbolo de Jacobi, que por sua vez é uma
extensao do simbolo de Legendre.

Comecamos entao definindo residuos quadraticos e o simbolo de Legendre.

Definicao 2.1. Sejam a um inteiro e p um niumero primo impar positivo tal que

p fa. Dizemos que a € um residuo quadrdtico médulo p se existe x € Z tal que
> =a (mod p).

Caso contrdrio, dizemos que a € um nao-residuo quadrdtico modulo p.

Definicao 2.2. Sejam a um inteiro e p um numero primo impar nao-negativo. O

simbolo de Legendre de a por p é definido por

1 , se a € residuo quadrdtico modulo p;

a
]—? =40 , sep|a;

—1 , sea € nao-residuo quadrdtico modulo p.

\



Expomos a seguir algumas propriedades basicas do simbolo de Legen-
dre, incluindo, em teorema separado dada a sua importancia, a Lei da Reciprocidade

Quadratica. As demonstragoes de tais propriedades podem ser encontradas em [8].

Teorema 2.1. Sejam a e b inteiros, e p um numero primo impar positivo. Entao:

st (3)-(2)
o)

i) () = 0% mod )

w (5)-6)G)

0 Q) ()

Teorema 2.2 (Lei da Reciprocidade Quadratica). Sejam p e q nimeros primos

(B

Em particular, os simbolos de Legendre de p sobre q e de q sobre p sao iguais se pelo

impares distintos. Entao

menos um dentre p ou q € congruente a 1 modulo 4, e sao reciprocos um do outro

se p e q sao ambos congruentes a 3 modulo 4.

Agora estendemos o simbolo de Legendre para n inteiro impar positivo

no lugar de p.

Definicao 2.3. Sejam a um inteiro e n um inteiro impar positivo. Se a fatoragao

em primos de n é dada por
(5] (e
n=py"---prr

entdo o simbolo de Jacobi de a por n € definido por

()-11(;) -



onde cada <3> € o simbolo de Legendre de a por p;.
Di

E facil ver que as propriedades (i), (i), () ¢ (v) do Teorema 2.1 sdo
validas também para o simbolo de Jacobi. Além disso, a Lei da Reciprocidade
Quadratica também ¢é valida para o simbolo de Jacobi, trocando p e ¢ primos dis-
tintos por m e n primos entre si, mas a demonstragao ¢ um pouco mais trabalhosa.
Por fim, generalizamos o simbolo de Legendre para qualquer inteiro a partir do

simbolo de Jacobi pela defini¢ao a seguir.

Definigao 2.4. Sejam a e n inteiros. Se n = u2n/, onde v € {~1,1} en’ é um

inteiro positivo impar, entao o simbolo de Kronecker de a por n é dado por

(=()G) )
onde
(i>_ 1 , sea > 0;
-1 -1 ,sea<0.

1 ,sea=+1 (mod8);

(E) =<0 ,sea=0 (mod 2);

—1 ,sea=+3 (mod 8).

\

e (%) € (%) sao simbolos de Jacobi. Enfim, no caso n =0, definimos
n

(a) 1 ,sea==£l1;

0 , caso contrario.

Novamente, é facil ver que as propriedades do Teorema 2.1 que sao
satisfeitas pelo simbolo de Jacobi sao também satisfeitas pelo simbolo de Kronecker.

No caso da Lei da Reciprocidade Quadratica, vale a seguinte versao.



Teorema 2.3. Sejam m e n inteiros primos entre si. Escrevam = 2'm’ en = an’,

/ /- . , ~

comm en inteiros impares. Entao
m n m/—1n/—1
_ — ) = (—1) 2 2.
n m

Agora, apresentamos alguns valores basicos do simbolo de Kronecker.

Teorema 2.4. Se n € um inteiro positivo impar, entao

(i) _ 1 ,sen=1 (mod4),

(_1> - mod 4 (21)

" —1 ,sen=-1 (mod 4).

(i1) 9 1 ,sen==+1 (mod8);
(_> _ (mod 8) (2.2)

" -1 ,sen=43 (mod 8).

(
(111) 1 ,sen=%41 (mod 12);
3

(E) =40 ,sen=43 (mod 12); (2.3)

-1 ,sen=45 (mod 12).

Demonstragao. (1) Comon > 0, temos (ﬁl) = 1, entao, pela Lei da Reciprocidade

Quadratica temos

n
<_1) (_—1> ,sen=1 (mod 4); 1 ,sen=1 (mod 4);
n _ (%) ,sen=—1 (mod 4). -1 ,sen=-1 (mod4).
(i1) Pela Lei da Reciprocidade Quadrética temos <—> = (5) qualquer
n

que seja n. Entao

(E)_<ﬁ>_ 1 ,sen==1 (mod 8);
—1 ,sen=43 (mod8).



(i1i) Pela Lei da Reciprocidade Quadratica temos

3) <E> ,sen =1 (mod 4);
<") _3@) ,sen=-1 (mod 4).

Agora, podemos calcular <g) diretamente pela classe de equivaléncia de n médulo
3, obtendo

1 ,sen=1 (mod 3);

-1 ,sen=-1 (mod 3).

e entao, juntando isso ao obtido anteriormente, basta notar que

n=1 (mod3)en=1 (mod4)
n=-1 (mod3)en=1 (mod4)
n=1 (mod3)en=-1 (mod4)
n=-1 (mod3)en=-1 (mod4)

n=1 (mod 12),
n=5 (mod 12),
n=7 (mod 12),
n=11 (mod 12),

(T

para entao concluir-se o desejado. O

Finalmente, encerramos a secao calculando alguns valores para o simbolo

de Kronecker que serao os que utilizaremos mais tarde.

Teorema 2.5. Seja n um inteiro positivo. Entao:

(i) 1 ,sen=1 (mod4);
(%4) =90 ,sen=0 (mod 2), (2.4)
\—1 ,sen=—1 (mod 4).
(ii) (1 ,sen=1,3 (mod 8);
(%2) =40 ,sen=0 (mod 2); (2.5)

-1 ,sen=5,7 (mod8).




(iii) 1 ,sen=1 (mod6);
(_712) =40 ,sen=0,23,4 (mod 6); (2.6)
-1 ,sen=5 (mod 6).
(i) (1 ,sen=1 (mod 3);
(_73) =30 sen=0 (mod3); (2.7)
\_1 ,sen=—1 (mod 3).

Demonstra¢ao. Comegamos observando que, se mdc(a,b) > 1 para a e b inteiros,
entao (%) = 0. Isso segue diretamente da multiplicatividade do simbolo de Kro-
necker em b juntamente a definicdo do simbolo de Legendre.

(i) Pela observagao acima, se n é par, temos <_—) = 0. Caso contrario,

n
a multiplicatividade do simbolo de Kronecker no numerador nos da

SRGIONE

donde segue o desejado por (2.1).

n

)-G)G)

Utilizando (2.1) e (2.2) juntamente com as implicacoes a seguir, estd feita a demons-

(i1) Se n é par, temos novamente <—) = 0. Entao, suponha n impar

€ escreva

tracao.
n=1 (mod8 = n=1 (mod4),
n=3 (mod8 = n=3 (mod4),
n=>5 (mod8 = n=1 (mod4),
n=7 (mod8 = n=3 (mod4).
(i7i) Se n é par e/ou miultiplo de 3, temos <_Tl2) = 0. Caso contrario,
eSCrevernos

S ROIGIONGIO!



Agora basta utilizarmos (2.1) e (2.3) juntamente as implicagoes a seguir

n=1 (mod12) = n=1 (mod4)
n=5 (mod12) = n=1 (mod4)
n=7 (mod12) = n=3 (mod4)
n=11 (mod 12) = n=3 (mod4)

para concluir que
<_12) 1 ,sen=1,7 (mod 12);
—1 ,sen=5,11 (mod 12).

Para concluir o que queremos, basta juntar isso aos casos n = 0,2,3,4,6,8,10,11
(mod 12), e entao reduzir ao médulo 6.

(iv) Se n é impar e nao é miltiplo de 3, temos do feito no item anterior

_ _ 1 ,sen=1 (mod6);
A A I

,sen =05

que

Agora faremos caso a caso médulo 12:

e Sen=0,3,6,9 (mod 12), entdo 3 | n, donde

()0

e sc n =2 (mod 12), entdo — =1 (mod 6), donde

(3)-())-con--

e se n = 8 (mod 12), entao D=y (mod 3). Ponha n’ = % e note que

-3 -3
<—) = <—,) Agora, se n’ é fmpar, entao n’ =5 (mod 6) e daf

e

10

|3



Por outro lado, se n’ é par, entao n’ = 2,8 (mod 12). Se n’ = 2

(mod 12), usamos o argumento do item anterior para concluir que

/ /
Ly (mod 3) e, pondo n" = nz,

-3 -3 -3 . ,
temos (| — | = | — | = | — ). Assim, repete-se o argumento até

n n/ n//

Por fim, se n’ = 8 (mod 12), entao

obter-se um n® congruente a 5 médulo 6 ou congruente a 2 médulo

12. Em qualquer caso, conclui-se

se n = 4 (mod 12), entao % = 1 (mod 3). Ponha n’ = % e note que

A/~
=14
~— Il

-3
= (—) Agora, se n’ é fmpar, entao n’ =1 (mod 6) e dai

n/
-3 -3
)-()
n n
Por outro lado, se n’ é par, entdao n’ = 4,10 (mod 12). Se n’ = 10

(mod 12), usamos o argumento do item anterior para concluir que

/ n/

Por fim, se n’ =4 (mod 12), entao "= (mod 3) e, pondo n" = —,

-3 -3 -3 . ,
temos (| — | = | — | = | — ). Assim, repete-se o argumento até

n n/ n//
obter-se um n® congruente a 1 médulo 6 ou congruente a 10 médulo

12. Em qualquer caso, conclui-se



Em suma, temos

;

1 ,sen=1,4,7,10 (mod 12);

-3
<—): 0 ,sen=0 (mod3);

-1 ,sen=2,5_8,11 (mod 12).

\

que é o mesmo que queriamos, bastando reduzir as congruéncias a modulo 3. O

2.2 Formas quadraticas ternarias

Comecamos com uma série de defini¢oes e notacoes sobre formas quadraticas

terndrias trazidas em [2].
Definigao 2.5. Uma forma quadrdtica terndria € um elemento de Z[x,y, z| da forma
az? 4+ by? + c2* + dyz + exz + fry.

Por brevidade, denotaremos um elemento deste tipo por (a,b,c,d,e, f). Uma forma

quadrdtica terndria € dita positiva se
4abe + def — ad® — be* — cf?* > 0.

Dado n € Z, o numero total de representagoes de n pela forma (a,b,c,d,e, f) € o

nimero de triplas ordenadas (x,y,2) € Z* tais que

n = ax® + by* + cz* + dyz + exz + fay,
e tal nimero de representagoes serd denotado por (a,b,c,d, e, f;n). Pode-se mostrar
que, se (a,b,c,d, e, f) € positiva, entdo (a,b,c,d,e, f;n) =0 sen <0, isto €, uma

forma terndria quadrdtica positiva so pode representar nimeros nao-negativos. Uma

demonstragao deste fato pode ser encontrada no inicio do capitulo 3 de [9].

O primeiro teorema que enunciamos ¢ um dos principais resultados em
Teoria dos Ntimeros e, segundo [2] e [9], é utilizado mais do que qualquer outro em

pesquisas nessa area.

12



Teorema 2.6 (Teorema dos trés quadrados). Seja n um inteiro nao-negativo. Entdo

(1,1,1,0,0,0;n) > 0, (2.8)
com igualdade se e somente se n = 4"(8m + 7), com v e m inteiros nao-negativos.

As demonstragoes deste teorema e dos dois teoremas a seguir podem

ser encontradas em [9].
Teorema 2.7. Seja n um inteiro nao-negativo. Entao

(1,1,2,0,0,0;n) >0 (2.9)
com igualdade se e somente sen =2-4°(8m+7), com v e m inteiros nio-negativos.
Teorema 2.8. Seja n um inteiro nao-negativo. Entao

(1,1,3,0,0,0;n) >0 (2.10)

com igualdade se e somente se n = 3-9(3m+2), com v e m inteiros nao-negativos.

A seguir, apresentamos quatro teoremas que calculam o valor de (a, b, ¢, d, e, f;n?)
para certas formas (a,b,c,d, e, f) a partir da fatoracdo em primos de n. Segundo
[2], os trés teoremas podem ser obtidos fazendo uso da férmula de Siegel, que pode

ser encontrada como a equagao (2.1) em [3].

Teorema 2.9. Se n é um inteiro positivo com a fatoragcao em primos dada por

n = QaHpv

p>2

(1,1,1,0,0,0;n2) L—pt =1\ 1—p"
; =[[{——-(— . (2.11)

RN b 2 p) l=p

entao

Teorema 2.10. Se n € um inteiro positivo com a fatoracdo em primos dada por

n = QaHpv

p>2

13



entao

(1,1,2,0,0,0;n%) _ F] <1—_p”+1 B (—_2) 1 —p”), (2.12)

4 s 1—p
onde f(0) =1 e f(a) =3 quando a > 1.

Teorema 2.11. Se n € um inteiro positivo com a fatora¢ao em primos dada por
n — 2a3bH p'u

entao

(1,1,3,0.0,0:0%) _ o0 _ il (1—_1’”“ _ (__3) ! _pv). (2.13)

4 e 1—0p P 1—p

Teorema 2.12. Se n é um inteiro positivo com a fatora¢ao em primos dada por
n — 2a3bH pv

entao

(1’ 37 367 07 07 07 /n'2) _l_ (37 4’ 97 07 07 O; n2)

; -0l (T (3) 78

onde g(0) =1 e g(b) =2 se b > 1.

Enfim, apresentamos quatro desigualdades obtidas diretamente destes

teoremas.

Corolario 2.1. Sejam M # 0 (mod 2), E # 0 (mod 2) e W £ 0 (mod 3) inteiros

positivos. Entao valem as sequintes desigualdades:

(1,1,1,0,0,0; M?)

(i) > M, (2.15)

com igualdade se e somente se p =1 (mod 4) para todo p divisor primo

de M ;

14




1,1,2 2
(ii) (1,1, ,01,10,0, >>E’ (2.16)

com igualdade se e somente se p = 1, 3 (mod 8) para todo p divisor

primo de E;

e ; 2

(ZZZ) (17 17370210’O’W ) > W; (217)
1 ;W2 4 W) w
(1,3,36,0,0,0; )2+<3, 19,0,0,0:W%) o, (2.18)

com igualdade (em ambas) se e somente se p =1 (mod 3) para todo p

divisor primo de W.

-1
Demonstragao. (i) Escreva M = Hp”. Entao, por (2.11) e do fato que (—> =
p

+1, temos e
(1,1,1,0,0,0; M?) 1—pott =1\ 1—p
6 :,1:[2< L—p _(7) 1—19)
1—pott 1
_g( l-p 1—29)
:Hpvl__p;+1 :HpU:M

-1
Por fim observe que, para valer a igualdade, devemos ter (—) = 1 para todo p
p

divisor primo de M, e isto vale se e s6 se p =1 (mod 4).

(i1) Escreva E = Hp”. Entao, por (2.12) com f(0) = 1 e do fato que

p>2
-2
(—) = +1, temos
p

(1,1,2,0,0,0; E?) _H 1—putt -2\ 1-p°
4 N 1 P 1—p

p>2 -D
- (1_pv+1_1_pv>
AN 2 l—p
v v+41
b —D . v __
S ICE | A
p>2 p>2
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Por fim observe que, para valer a igualdade, devemos ter | — ) = 1 para todo p
divisor primo de E, e isto vale se e s6 se p = 1,3 (mod 8).

(111) Escreva W = Z“H p". Entdo, por (2.13) e do fato que (2*7!' —1) =

p>3
(2742 —1)>2% (3-2°—2) = (2°+2*"1 —2) > 2% ¢ <_—3) = +1, temos
p
(171737()’070; WZ) _ (2a+1 . 1)H <1 _perl . (__3) 1 _p'u)
4 e 1—0p P 1—p
1 — v+1 1 —p?
»=3 -Dp -p
v _ o U+1
=2° p—l _p =2'[[p =W
p>3 p p>3
€
(1,3,36,0,0,0; W?) + (3,4,9,0,0,0,W?) _ oo (1—pv+1 - (—_3) 1—p?
2 s 1—p P 1—0p
vl Y
=3 -Pp -Dp
pv_pUJrl
=2 H—l—pv =2'[[p' =W
p>3 p>3

Por fim observe que, para valer a igualdade em ambas, devemos ter que 2 { W e
-3
(—) = 1 para todo p divisor primo de W, e isto vale se e sé se p = 1 (mod 3)

p
para todo divisor primo de W. O

2.3 Funcoes Theta ou Séries Theta

Comecaremos fixando notagoes. Ao longo desta se¢ao, a e ¢ denotam
nimeros complexos, e |g| < 1. Observamos que a notagao utilizada neste trabalho
nao é exatamente a mesma que a utilizada no livro [6] - ao invés disso, preferimos

utilizar as notacoes de Berkovich em [2] - mas é semelhante.

Definicao 2.6. Defina

o0

(a;q) :== [ [(1 - ag®) (2.19)

k=0
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e, sea=q,

E(q) = (¢:9)- (2.20)

Defini¢ao 2.7. Para a, b € C com |ab| < 1, a fun¢ao theta geral de Ramanujan
f(a,b) € definida por

oo

fla,b) = Z P e (2.21)

n=—oo

Dois casos especiais destas funcoes, na propria notacao de Ramanujan, sao

olq) == fla.0)= Y q", (2.22)

n=—0oo

W)= fla.d) = D " —% 3 (2.23)

n=—0oo n=—oo

A dltima igualdade em (2.23) ficard clara com a proposi¢ao a seguir,

que traz algumas propriedades basicas das fungoes theta.
Proposicao 2.1. Temos
(1) fla,b) = f(b,a);
(it) f(1,a) =2f(a,a’);
(i5i) f(—1,a) = 0;

m(m+1) m(m—1)

(iv) f(a,b)=a =2 bz  f(a(ab)™, blab)™™), m € Z.

Demonstragao. (i) Basta fazer n — —n, como segue

o0

f(a7 b) _ Z an(n2+1)bn(n2—1)

n=—oo
o0

—n(—n+1) —n(—n—1)
= g a 2 b 2

n=—oo

_ Z an(n2—l)bn(n2+1) _ f(b, a)

n=—0oo
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(1) Inicialmente separamos o indice da série que define f(1,a) em nega-

tivo e nao-negativo, e notamos que ambas as partes sao iguais fazendo n +— —n — 1.

f(1,a) = Z a5

n=—oo
-1 oo
n(n+1) n(n+1)
= E a 2 —+ E a 2
n—=——oo n=0

= (n+1)

n(n+1

:25 a 2 .
n=0

A seguir, separamos o indice da nova série em n par e impar. Fazendo as trocas

usuais n — 2n e n — 2n — 1, obtemos

> n(n+1) n(n+1) n(n+1)
2 g a2 =2 E a 2 + E a2
n=0

n>0 n>0
n=0 (mod 2) n=1 (mod 2)
-9 Z an(2n+1) + Z an(2n—1)
n=0 n=1

Por fim, basta notar que, fazendo n — —n na primeira soma, o indice passa a
percorrer os inteiros nao-positivos, e o somando torna-se o mesmo da segunda soma,
assim

2 (> anCr gy i) =2 Y ") = 9f(a, a®). (2.24)
n=0 n=1

n=—oo

(111) Similarmente a antes, vamos separar a série que define f(—1,a)
nos indices positivos e nao-positivos, e realizar a troca n — —n + 1 na soma onde

os Indices sao nao-positivos.

o= 5 e
_0 (n+1) (n—1) > (n+1) (n—1)
= S ()T Y ()T
n=-—00 n=1
_ i |:(_1>(n71)2(n72) _|_ (_1)n(n2+1)] a/n(n271)
n=1
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Agora, comon(n+1)=n*+n=n*-3n#n’-3n+2=(n—1)(n—2) (mod 4),
n(n+1) . (n—1)(n—2)
2 2

segue que tém paridades distintas, e dai f(—1,a) = 0.

m2+m m27'm

(iv) Comegamos fazendo n — n+m e evidenciando o termoa™ 2 b 2

que aparece naturalmente

i n2 n n27n
flab) =Y a™2"0"s

n=—oo

[e.e]
n2+2nm+m2+n+m n2+2nm+m27n7m
E a 2 b 2

n=—oo
2 2 * 2 2
n=—oo
2 2
n°+n n°—mn ..
Escrevendo n = 7 T3 nas poténcias de a™ e b™, obtemos
oo o
m2+m m2—m n2+n n2—n m2+m, m,2—m n2+n n2—n n2+n _ n2—n
a 2 b 2 g a2 a™mbz V"M =a 2 b 2 E a2 bz (ab)™ 2 (ab)™™ =
n=—oo n=—oo

m2+m

— " fla(ab)™, bab) ™).

]

Observe que no item (ii) é mostrada a igualdade das séries na definigao
de ¢ em (2.23).
O préximo resultado é, segundo Berndt, o resultado mais importante e ttil na
teoria de funcoes theta. Sua demonstracao, bem como as demonstracoes dos outros

resultados apresentados a seguir, pode ser encontrada no primeiro capitulo de [6].

Teorema 2.13 (Identidade do Produto Triplo de Jacobi). Se a, b € C satisfazem
lab| < 1, entao

f(a,b) = (—a; ab)(—b; ab)(ab; ab). (2.25)
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O seguinte teorema também é fundamental, sendo usado diversas vezes
em [6], e do qual também faremos uso para obter algumas equagoes ao longo do

trabalho.

Teorema 2.14 (Identidade de Jacobi).

N (=120 + g™ = (g59)° (2.26)

O ultimo teorema que trazemos nesta secao também é bastante 1til na
teoria de funcgoes theta, e possui dois corolarios que nos auxiliarao na obtencao de

duas equagoes no capitulo posterior.

Teorema 2.15 (Identidade do Produto Quintuplo). Para z € C, z # 0,

n2 n n _—on —on— n — —
D@ E T = ) = () 0z ) a2 ) a6 g,

n=—oo

(2.27)

Corolario 2.2.
> (6n+ e = (¢ ) (%0 (2.28)

Corolario 2.3.
> Bn+ 1™ = (¢ )@ 6 (¢4 ¢")? (2.29)

2.4 A conexao entre funcgoes hipergeométricas e funcoes

theta

Nesta secao apresentaremos os teoremas e defini¢oes principais do Capitulo
5 de [6]. E importante observar que, na verdade, este trabalho utiliza somente os
ultimos teoremas dessa secao. Apesar disso, pensamos que listar somente tais teo-
remas seria um desfavor as suas compreensoes.

Vamos comecar definindo séries hipergeométricas.
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Definicao 2.8. Sejam a, b, ¢ € C, tais que ¢ nao é um inteiro nao-positivo. Entao,

para |z| < 1, a fungdo hipergeométrica Gaussiana (ou ordindria) é definida por

o0

an nn
oFi(a,b;¢;2) = Z Ol © (2.30)

n=0
onde, para um nimero complexo a, (a), denota o fatorial crescente dado por

n—1
(@) = [Jla+j)=ala+ 1) (a+ (n— 1)) (2.31)
j=0
Em [6], o autor define integrais elipticas e mostra uma série de equagoes
uteis para mostrar o que chama de Teorema Principal. Aqui, por brevidade, vamos
omitir algumas dessas equagoes, dando énfase somente ao que é estritamente ne-

cessario. Primeiro, para 0 < x < 1 defina

F(z) = exp (— 2};1;?(; 21 11 ;)x)). (2.32)

Com isto, pode-se mostrar o seguinte teorema.

Teorema 2.16. Se |q| < 1, entdo

F <1 - i(s(_qg) —q (2.33)

E, enfim, temos o que Berndt chama de Teorema Principal.

Teorema 2.17. Para 0 <z < 1, tem-se

(F(z))? :2F1(%,%;1;x). (2.34)

Estes ultimos dois teoremas nos trazem uma importante relacao entre
um certo tipo de série hipergeométrica e a funcao ¢. Basicamente, dado ¢ com

lg| < 1, definindo

¢(—q)*
ri=1-— : 2.35
o(q)* (2:35)
Fi(d 11—
iy il -2) 230
2F1(5,5:1;m)
z:=9F(3,3;1; ), (2.37)



os tultimos dois teoremas nos garantem que ¢ = e ¥, e ainda, que

6q)? = = (2.38)

A ideia é que, se tivermos uma expressao envolvendo a fungao ¢(¢q), podemos usar
estas identidades para reescrever a expressao, e isso as vezes pode ser util para
manipuld-la, ou para obtermos outras expressoes semelhantes. O modo como isso
ocorre deve ficar mais claro com os teoremas que seguem.

Por um momento, vamos trabalhar com as varidveis z, y e z sem envolver ¢ ou ¢(q).
Seja 0 < x < 1, e suponha que y e z satisfazem, respectivamente, (2.36) e (2.37).
Do mesmo modo, seja 0 < 2’ < 1, e sejam y e 2’ definidos por (2.36) e (2.37) com

x,y e z trocados por 2, ¥’ e 2'. Suponha ainda que 2’ est4 relacionado a x por

2
r_ (1—— Vl_fc) . (2.39)
14++/1—2
Entao pode-se mostrar que 3 e 2’ estao relacionados a x, y e z por
y' =2y, (2.40)

1
2= 5(1 +V1—1x)z . (2.41)
Em outras palavras, temos o seguinte Teorema.

Teorema 2.18 (Principio da Duplicacao). Seja 0 <z < 1 e sejam y, z, o', y e 2’
satisfazendo, respectivamente, (2.36), (2.37), (2.39) e, (2.36) e (2.37) com x, y e z

trocados por ', y' e 2. Sea', y e 2 satisfazem uma equagdio da forma
Q' y',2) =0 (2.42)

entao x, y e z satisfazem

QO ((1;—\/_ Vi:z) 2y, %(1 +VI- x)z) = 0. (2.43)
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Por outro lado, escrevendo z, y e z em funcao de o', ¥’ e 2’ nas equacoes

anteriores, obtemos

4!

T = (l-l——\/x_’)Q’ (2.44)
y= %y’, (2.45)

2= (1+Va')2, (2.46)
e, com isso, temos outro Teorema analogo.

Teorema 2.19 (Principio da Dimidiacao). Seja 0 < 2’ <1 e sejam y, z, x, y' e 2
satisfazendo, respectivamente, (2.56), (2.37), (2.44) e, (2.36) e (2.37) com x, y e z

trocados por ', y' e 2'. Se x, y e z satisfazem uma equacdo da forma
Qz,y,2) =0 (2.47)

entao o', iy e 2 satisfazem

Q <(1jL\Z_,)2 %y’, (1+ \/E)z’> = 0. (2.48)

Utilizando os Principios de Duplicagao e Dimidiacao, podemos obter
uma série de expressoes em fungdo de z e z para ¢(¢") e para ¥(¢") com n par
positivo ou o inverso multiplicativo de um par positivo. E sao destas equacoes que

faremos uso de fato.

Teorema 2.20. Seja |q| < 1 e sejam x e z dados por (2.35) e (2.37), respectiva-

mente. Entao valem as sequintes equagoes



[SIE
[
I

¢(q ) : (2.54)
gb(—q%) =22 (1 - xéf . (2.55)

) 23 <1—|—x

Teorema 2.21. Seja |q| < 1 e sejam x e z dados por (2.35) e (2.37), respectiva-

mente. Entao valem as sequintes equagoes

blg) =2 52k (g ) (2.56)

b(-g) =2 223 {a(l - x)g '} (2.57)
W(@?) = 27425 (2q7)1 (2.58)

vg) =2 {[1- -0t 1) (2.59)
vigh) =272 {1-(-2)f g, (2.60)
W(gr) = 27123 <1+x%))‘1‘ (wq™1)™ | (2.61)
v(—gh) =24t (1-af) (g ) (262)

Teorema 2.22. Seja |q| < 1 e sejam x e z dados por (2.35) e (2.37), respectiva-

mente. Entao valem as sequintes equagoes

fla.—a%) = 27522 {a(1 —2)g 7'}, (2.63)
f(=q,—¢%) = 27823 (1 — 28 (wq )™, (2.64)
f=q% —¢") = 27522 {w(1 — x)q '} 72, (2.65)
F=gt %) = 27825 (1 — 1) (ag™)® (2.66)

Para encerrar esta secao, segue outra férmula que nos sera util mais

adiante.

Teorema 2.23. Seja 0 < x < 1 e sejam y e z dados por (2.36) e (2.37), respecti-

vamente. Entao
dy 1

de — x(l—x)2% (2:67)
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2.5 Equacoes Modulares

Nesta secao definiremos equagoes modulares, cujo uso serd extensivo
para a obtencao de algumas identidades no Capitulo seguinte. A definicao aqui
utilizada é uma adaptacao daquela exposta em [6], visto que nao definimos integrais

elipticas, mas é equivalente.

Definicao 2.9. Sejam 0 < o, f < 1. Suponha que

i i11-a il -
2F1(3 20 ) _2h( 20 B) (2.68)
2F1(5,5: 1 ) 2F1(5,5:1;8)

para algum inteiro positivo n. Uma relagdo entre o e 8 induzida por (2.68) € dita
uma equacao modular de grau n. Freqientemente, também dizemos que B tem grau

n sobre a.

Vamos ver como isso fica usando os Teoremas da se¢ao anterior. Dado

g com |g| < 1, e n um inteiro positivo, defina

¢*(—q)
=1 2.69
¢*(q)
Z1 = 2F1(%a%§1;04>, 2.70

o*(qn)
,5:1;8),
21

m:= —,
Zn

Zn 1= 2F1(%

(269
(270
fi=1— M (2.71)
27
(273

onde m é chamado multiplicador de grau n. Como na se¢ao anterior, podemos entao

concluir que

2 = ¢*(q), (2.74)
2 = ¢*(q"), (2.75)

e entao podemos utilizar todas as férmulas dos Teoremas 2.20 e 2.21 com «, g e 21

ou 3, q" e z, no lugar de x, q e z, respectivamente. A importancia disso esta ao
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notar que, pelo Teorema 2.16, temos
_ 2F1(% 11 @) 77F2F1( 11 B)

g=F(a)=ce RIS e "=Fp)=e¢ 5] i) : (2.76)
e destas duas equagoes segue que, definidos dessa forma, sempre temos S com grau
n sobre a. Assim, vemos que uma equac¢ao modular pode ser vista como uma
identidade de funcoes theta, fazendo as substituicoes acima. Neste ponto, Berndt
observa que, na verdade, usualmente primeiro provam-se identidades com funcgoes
theta e a partir delas que obtém-se equacoes modulares. Apesar disso, ele aponta que
nao ha um método comum para encontrar equacoes modulares, e em geral precisa-
se de muitas ferramentas e recursos para tal. Nesse sentido, o seguinte Teorema é
bastante 1til, pois obtém uma equacao modular a partir de outra equagao modular

de mesmo grau.

Teorema 2.24 (Método de Reciprocagao). Se trocarmos o por 1 — 3, B por 1 — a,
n

e m por — numa equacao modular de grau n, entao obtemos uma nova equacao
m

modular de grau n.

Em sequéncia, Berndt traz algumas identidades envolvendo funcoes
theta, para utilizar a seguir na obtencao de fungoes modulares. Encerramos este

capitulo listando as equagoes modulares que nos serao interessantes.

Teorema 2.25 (Equagoes Modulares de Grau 3). Seja 5 de grau 3 sobre «, e seja

m o multiplicador de grau 3. Entao

() () - () () e

(aB) + {11—a><1—ﬁ>}i:1 (2.78)
_1+2(%3)8 _1+2<<11 Og?’) , (2.79)

AC A
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(2.83)

(2.84)
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3 EQUACOES

Neste capitulo, apresentaremos uma série de equagoes necessarias para
provar os teoremas de interesse. Todas as equacoes serao acompanhadas de demons-
tragao e, possivelmente, referéncias de onde podem ser encontradas. As equacoes
foram agrupadas por semelhancas nas suas demonstragoes.

Na primeira secao, traremos equagoes basicas que decorrem quase diretamente do
Teorema do Produto Triplo de Jacobi, do Teorema do Produto Quintuplo, e de seus
corolarios, acompanhadas de algumas manipulacoes de produtos.

A segunda secao trata de equagbes cuja obtencao exige alguma manipulacao de
séries. As primeiras sao dissec¢oes das séries que definem alguns casos especiais de
funcoes theta, e entao passamos a manipulagoes mais complicadas.

Duas equagoes cuja demonstracao exige uso de equagoes modulares serao tratadas
na Secao 3.

Finalmente, na Secao 4 introduzimos o operador F,,, que associa a uma série de
poténcias de ¢ a série que leva em conta somente as poténcias de ¢ congruentes a s

modulo t. Em seguida, obtemos algumas equagoes envolvendo tal operador.

3.1 Férmulas Basicas

Nesta secao, utilizaremos algumas identidades do capitulo anterior para
escrever algumas fungoes theta utilizando os simbolos E(¢"). Comegaremos reescre-
vendo F(—q). Para tanto, usaremos algumas igualdades listadas a seguir, todas

explicitadas para leitores desacostumados com a notacao adotada:

(——¢) =[]0 = (=" =T+ ¢ ][0 =) = (—: )% ),
() @) =Ja+d) ][ - = ][0 =) = (¢ 4",
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o0 o0 [e.9]

() =]a-¢"][a -7 = [0 -d") = (¢ 9)-

n=0 n=0 n=0

Com estas igualdades, e utilizando também a tltima igualdade com g — ¢*, temos

B(—q) = (—4i—0) = (—a: )¢ ) = & ;qu?éz);q ) _ (Q'(Z);(Z‘*')q‘*)’ (3.1)

A partir daqui, as igualdades intermediarias nao serao mais explicitadas em cada

equacao, mas todas sao semelhantes as recém mostradas. Na Proposicao a seguir,

escreveremos uma série de fungdes theta em funcao de E(q").

Proposicao 3.1. Valem as sequintes igualdades:

(i) f(=a,~¢*) = E(q); (3:2)
i) 0) = o) (3.3
i) o) = 2L (3.4
(i) o) - 50T (35)
() o) - 205, (36)
() o) - SR 37)
" 1) = e 59

Demonstracao. Os itens (i), (i1), (iv), (vi) e (vii) decorrem do Produto Triplo de

Jacobi.

(i)
f(=0.—¢%) = (¢ )& )@’ ¢°) = (4:9).
(ii)
v a oy (@4 ()
o(q) = (—¢:¢") (¢ ¢°) = UYL
(¢*¢)° (%)

(4:¢*)%(¢%q*)?  (4:9)%(¢*q*)?*
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(i7i) Aplicamos ao item (ii) a equagao (3.1), como segue

E(¢®)°  _ E(@)°E@’E(d")? _ E()?
E(—q)*E(q*)? E(¢*)°E(q*)? E(q?)

(iv)
0l0) = (g (e ¢ a'sat) = L0

_ E(=q)(a"q") _ E(¢?)?

(4% ¢) E(q)
(v) Utilizando o item (iv) e a equagao (3.1), obtemos

_ B(@)? _ E(9E(d")

VD=5 T T B
(vi)
N (o Y Y (P o) = D@ )
4, ¢) = (~¢¢)(~a5¢)(q";q") =% )
_ (@) (@) (¢4 e)
(Ga)(=*a®) (9% ")
(vii)
5Y (e BB BY (6 4) — (—(I;QQ)(C]G;C]G)
6, ¢°) = (~4¢) (¢ ¢°)(d"; q") " )
_ (@*d)(¢% ) (% d°) _ (¢#aY) ()
(¢:4)(q% q'2) (¢:4°)(¢% ¢"*)
_ (@) (5e)(ea) (e e
(g% 4" (a4 ¢*)(¢% ¢*?) (:9) (g% q")(d%¢%)
O
Utilizando algumas dessas formulas, podemos provar o seguinte
Proposicao 3.2. Valem
(i) o(—¢*)*¥(¢%) = E(¢%)*; (3.9)
(ii) (=" (q) = d(q)¥(—q); (3.10)



(i) U(a)* = o(@)(a?). (3.11)

Demonstragdo. (i) Utilizando (3.4) e (3.5) com ¢° no lugar de g, temos

E(¢*) E(¢"°)?

BlgorB) ~ P

A(—¢*)¢(d") =

(i3) Aqui basta utilizar (3.4) com ¢* no lugar de ¢, junto de (3.5), (3.3)

e (3.6)
ooy E@PE@)?  E(?)
PEOVD = TEenE) T Ble)EW@
_ BE(@)E(@E(") B
= BrBEe) ~ YY)
(111) Das equagdes (3.5) e (3.3), temos
2 E(q2)4 o E(q2)5 E(q4)2 _ 2
U(g)” = E@? ~ EQPE@) E@) = o()¥(q)
O
Agora faremos uso da Identidade de Jacobi para obter outras duas
equacoes.

Proposicao 3.3. Se <%> denota o simbolo de Kronecker, entao

(i S () = o (5.12)
(i) > (‘72) ng™ = gE(—¢"). (3.13)

Demonstracao. A ideia de ambas as demonstracoes é calcular os simbolos de Kro-

necker e, apds algumas manipulacoes, aplicar a Identidade de Jacobi.

(i) Da equagao (2.4) temos

_4 2 > 2 2
- ne _ 4 1 (4n+1) — (4 3 (4n+3)
E(n>nq > (4n+1)q (4n +3)q

n>0 n=0
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— S 16n2+8n+1 16n2+24n+9
=) (4n+1)q (4n+3)q
=0
[ee]
e qZ([ln _|_ 1)q8n(2n+1) . (4n _'_ 3>q8(n+1)(2n+1)
N qz (2n) + D@5 — (220 +1) + 1)t

n(n+1)

_qz "2n+1)(¢) 7 =q(¢% %)’

onde a ultima igualdade segue da Identidade de Jacobi.

(11) Utilizando a equagao (2.5) segue que

_2 ) o0
Z(n>nq > (8n+1)q + (8n+3)q

n>0 n=0

— (8n +5)g "t — (8n + 7)g®

=) _(8n+1)g™" 10 4 (8n + 3)gHn TS
n=0

_ (Sn + 5>q64n2+80n+24 _ (8n + 7)q64n2+112n+48

= g (2(4n) + )g* >
n=0

+(2(4n + 1) + 1)g8Cn+Dn+L)
—(24n+2) + 1)q8(2”+1)(4n+3)

— (2(4n + 3) + 1)S@n+D(n3)

4n(4n 1)
—qz (4n) + 1)(—¢%) ™5

—(24n+1)+ 1)(_qs)w
(nt2)(4n+3)

+(2(4n +2) + 1)(=¢")

—(2(4n+3) + 1)(—¢")

(4n+4)(4n+3)
2

n(n+1)

- ‘12 "2n+1)(=¢") " = al=¢" ).
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Por fim, trataremos de duas identidades que seguem fazendo uso do

Teorema do Produto Quintuplo, mais especificamente de seus corolarios.

Proposicao 3.4. Valem

(i) > (_712) ng” = q%; (3.14)

n>0
. -3 2 E(q6>5
(i) e () e = (3.15)
;0 n E(¢*)?
Demonstracgao. (i) Aplicando (2.6), separando a série nos termos cujos

coeficientes de ¢" sdao nao-negativos e os que sao negativos, fazendo
n — —n — 1 na série cujos coeficientes sao negativos, e notando que

(—6n — 1)* = (6n + 1), obtemos

12 - " )
- ne _ 6 1 (6n+1) o 6 5 (6n+5)
z()q S (om0 + 3 (o3

-1
(6n + 1)q+D° 4 Z (6n + 1)g O+

n=—oo

hE

n

— Z (6n+ 1)q(6n+1)2

n=—oo

g L

Agora, abrimos os quadrados nas poténcias e, como na Proposicao an-

terior, evidenciamos ¢, para entao aplicar a equagao (2.28).

Z (6n + 1)g®+D* = Z (61 + 1)g 3o +12n+1
=q Y (6n+1)(¢"")**"

= q(¢* ) (¢* ¢®)?
et
BRCETRE

(i1) Como antes, separamos a série em duas, uma onde <—> > 0 e outra
n

-3
onde (—) < 0, fazendo uso de (2.7), e na segunda faremos a troca
n
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de indice n — —n — 1.

Z(—l)”+1 (_—3> ng" = Z((;n + 1)g® D (6 4 4)qOn+”

n
n>0 n=0

+ Z(Gn +2)¢ 42" — (61 4 5)¢(67+0)°
n=0

Z 6n + (6n+1)2 o (6n 4 4>q(6n+4)2
n=0

+ Z (6n 4 4)¢ @+ 4 (6n + 1)g O +V’°

n=—oo
o0

= Z (6n + 1)g @+ — (6n + 4)qO+9°,

n=-—00
Agora basta abrir os quadrados e manipular os termos da soma, para

entao aplicar 2.29, como segue

o0

D (64 1)q " — (6n + 4)g ot
_ - i (61 + 1)g* o+ — (G 4) g0 H4Sn 16
= q_i 3(2n) +1)(—q ) 3(2n)2+2(2n)
n__oo—l— (3(2n + 1) + 1)(—¢?)3CntD+22n+1)
=q f: (3n+1 )3n*+2n

= q(¢% ") (—¢* ¢°)* ("% ¢")”
q(q6;616)(616;6112)2(6112;(112)2 _ q(qﬁ;qﬁ)5
(4% ¢5)? (4% ¢%)?
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3.2 Manipulagao de Séries

Comecaremos esta secao introduzindo duas séries duplas que nos serao
essenciais ao longo do trabalho.

aq) =) ¢ty (3.16)

'T7y

lg) = 3 ey (3.17)
"E7y
Agora, apresentamos algumas dissecgoes e uma trisseccao de certas fungoes theta e

de c(q).

Proposicao 3.5. Valem

(i) #(a) = ¢(q") + 241 (¢%); (3.18)
(ii) ¢(q) = ¢(q°) +2af(a*,¢"); (3.19)
(iii) fla.a’) = f(d*,¢"°) + af(d", ¢*); (3.20)
(iv) c(q) =3) " P om sy, (3.21)

Demonstracao. (1) Aqui basta separar as poténcias pares e impares de ¢ na expansao

de ¢(q).

é(q) = i ¢ = i ¢ + i gD’

n2 n2 n
= > "™ +a ) ¢ =0(q*) + 2q(c?).

(11) Semelhantemente ao item anterior, separamos os termos da série
que define ¢(q) em poténcias multiplas de 3, congruentes a 1 médulo 3 e congruentes

a —1 mddulo 3. Entao, notamos que as duas tltimas sao iguais fazendo n — —n.

o(q) = i q(3n)2+ f: q(3”+1)2+ i q(3n_1)2

n=—00 n=—00 n=—o00
= > " +20 > T =0(0") + 201 (¢%, ¢").
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(171) Novamente, separamos a série nas poténcias pares e impares.

’Vl2 n n2 n n— 2 n—
f(q,q5)= Z q3 +2n _ Z q3(2)+2(2 )+ Z q3(2 1)2+2(2n—1)

n=—oo n=—oo n=—oo
o0 (o]
2 2_
— Z q12n +4n 4 q Z q12n 8n __ f(q8,q16) 4 qf(q4,q20).
n=—oo n=-—oo

(iv) Desta vez, separaremos a série em trés ao invés de duas, de acordo
com classe de equivaléncia de x — y mddulo 3. Fazendo a troca = <+ y na terceira

série, obtemos

= E a?+atry+y’+ E : 22 fa+ay+y>+
c(q) — q YTy Ty + q YTy Ty
z=y (mod 3) z=y+1 (mod 3)

+ Z qx2+x+a:y+y2 +y
z=y—1 (mod 3)

_ 2 +rtay+y?+y 2 ta+zy+y’+y
= > DI
z=y (mod 3) z=y+1 (mod 3)

+ § : q12+x+my+y2+y
y=z—1 (mod 3)

= E qﬂf2+m+ry+y2+y 49 } : qa:2+x+xy+y2+y_
z=y (mod 3) z=y+1 (mod 3)

Para z =y (mod 3), faga y — 3y+x, e para x = y+1 (mod 3) faca y — 3y+z—1.

C(q) _ Z qacQ+:L’+ac(3y+ac)+(3y+$)2+(3y+x) + 22 q:v2+ac+a:(3y+x—1)+(3y+ac—1)2+(3y+ac—1)

z,y T,y
_ 2 :q3x2+21+91y+9y2+3y + 2§ :q3127:1:+93:y+9y273y.
x,y T,y

Entao basta mostrar que

§ q3x2—x+9xy+9y2—3y — E q31’2+2x+9xy+9y2 +3y
Ty

-T’y
Para tanto, basta fazer a translacao y — y—x e em seguida a troca de sinal y — —y,

Ccomo segue

E q3x2—w+9$y+9y2—3y _ E q3x2—z+9z(y—$)+9(y—z)2—3(y—w)

T,y T,y
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_ E q3x2+2z—93:y+9y2—3y
z7y

— 2 q3x2+2x+9ry+9y2+3y
x7y

]

A préxima féormula pode ser facilmente obtida das férmulas da pagina 45
de [5]. Por completude, aqui traremos uma demonstragao que nao faz uso explicito

dessas férmulas, mas as usa implicitamente.

Proposicao 3.6.
#(a)* = o(q*)* + 4q¥(q")? (3.22)

Demonstragdo. Primeiro vamos avaliar a expressao ¢(q)*+¢(—¢)?. Comece notando
que a paridade de 22 4+y* e x4+ é a mesma. A seguir, note que, quando os indices
e y tém paridades distintas, os termos nas duas séries duplas se cancelam, e quando

a paridade é a mesma, eles somam-se, como segue

$(a) +d(—q)? =) g ) (—g) T =D g 4 (—nrtgt Y
z,y z,y

T,y T,y

=2 Z q12+y2 .

z=y (mod 2)

Agora, fazemos x — x4+ y e y — x — y, obtendo

2 Z qw2+y2 _ 22 q($+y)2+($*y)2 _ 22 q212+2y2
2=y (mod 2) T,y .Y
1‘2 2
=2) ") ¢ =26(¢%)
x y
E com isso concluimos que

0(q)” + o(—q)* = 2¢(¢°)>. (3.23)

Agora, de maneira semelhante, vamos analisar a expressio ¢(q)* — ¢(—¢q)*:

d(q)* — p(—q)* = Z g=ty — Z(_1>z+qu2+y2
zy

x?y
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=2 Z q12+y2 .

2y (mod 2)

Dessa vez, fazemos a troca de indices z — z +y + 1 e y — x — y, obtendo

9 Z q:v2+y2 — QZ q(:ﬁrzﬁr1)2+(fv—y)2
Y

2y (mod 2)

— 2(]2 q2x2+2x+2y2+2y
T,y

— QQZ q212+2xz q2y2+2y
x y

= 8qy(q")”.

E assim
¢(q)* — o(—q)* = 8qv(q")*. (3.24)

Finalmente, somando as equagoes (3.23) e (3.24), e dividindo toda a expressao por
2, segue que
#(a)* = o(q*)” + 4q(q")*. (3.25)

]

Na proposicao a seguir, trazemos mais trés equagoes que utilizaremos
mais tarde. A primeira delas é equivalente a equagao (1.34) em [10]. A segunda
equagao pode ser encontrada em [7], mais precisamente como o item (i)(a) do Lema
2.1. Finalmente, a terceira equagao é equivalente a equacao (4.9) encontrada em
[1]. Implicitamente, as demonstragdes que trazemos aqui sdo as mesmas trazidas
nos referidos textos, mas a relacao entre elas fica mais clara na forma como as

apresentamos aqui.

Proposicao 3.7. Se verificam as sequintes igualdades:
(i) a(q) = a(q") + 6y (¢*)1(¢°); (3.26)

(ii) o(Q)d(q°) = alq®) + 2qv(¢*)¥(¢%); (3.27)
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(iii) V(@)Y (q®) = (g o(®) + ad(a®) (™). (3.28)

Demonstragao. (i) Na série que define a(q), vamos separar os indices conforme suas

paridades, como segue

alg)= > gt (3.29)
+2 ) gt (3.30)

+ oy gt (3.31)

Agora analisaremos cada uma dessas séries independentemente. Na série (3.29)
basta fazer a troca de indice usual (z,y) — (2x,2y) para obter

E : :1: 2 pay+y? E q4m4+4xy+4y — a(q4)

=0 (mod 2)
y=0 (mod 2)

Em (3.30), fazemos primeiro a substitui¢ao usual (z,y) — (2x + 1,2y) para entao
fazer algumas manipulagoes e, novamente fazer uma substituicao de indices, desta
vez (r —y,z+y) — (u,v).

§ qx2+my+y2 — E q4$2+4x+1+4$y+2y+4y q§ q (x—y)2+(z—y)+3(z+y)2+3(z+y)

z=1 (mod 2) z,y
y=0 (mod 2)

=q Y gt (3.32)

u=v (mod 2)
Agora separamos esta série em quando u e v sao ambos pares e quando sao ambos
fmpares. Primeiro, note que u*+u+3v°+3v = (u+1)*— (u+1)+3(v+1)* = 3(v+1),
e portanto, fazendo (u,v) — (u—1,v—1) e entdo (u,v) — (—u, —v), a série em que
ambos os indices sao impares se reduz a série em que ambos os indices sao pares,

Ccomo segue

u?+u+3v2+3v u+1)2—(u v+1)2-3(v
Z g Tt Z gD = () +3(v+1)"=3(v+1)
u=1 (mod 2) u=1 (mod 2)
v=1 (mod 2) v=1 (mod 2)



_ u?—u+3v2—3v
= >
— E qu2 +u+3v2+3v

Assim, utilizando este fato em (3.32), e fazendo a substitui¢ao usual (u, v) — (2z, 2y)

obtemos
q Z qu2+u+3v2+3v = 2g Z qu2+u+3v2+3v
u=v (mod 2) u=0 (mod 2)
v=0 (mod 2)
2 2
= 2q) ¢RI — 20 (¢7)(¢°).
Z7y

Para analisar (3.31), vamos novamente iniciar com a substitui¢do usual (x,y) —
(2x 4+ 1,2y + 1) e, como antes, apds algumas manipulagdes, fazemos uma outra
substituigao de indices, a saber (z —y,z+y+ 1) — (u,v).

§ qx2+xy+y2 — E /‘q4x2+6z+4y2+6y+4:py+3 — 2 q3(z+y+1)2+(mfy)2
1 (mod 2) ,y Y
1

(mod 2)
= > (3.33)
uZv (mod 2)

T
Y

Note que, u # v (mod 2) é equivalente a u +v = £1 (mod 4), entdo podemos
separar esta ultima soma em quando w 4 v é congruente a 1 moédulo 4 e quando
u 4 v é congruente a —1 mddulo 4. Mas observe que, fazendo (u,v) — (—u,—v),

tem-se

uZ2+3v2 u?4-3v2
> @M=y

u+v=—1 (mod 4) u+v=1 (mod 4)

Agora, note que, pondo u = 3z +y + 1 e v = x — y, obtemos uma correspondéncia
biunivoca entre {(u,v) € Z*u+v =1 (mod 4)} e {(Bz+y+1,v—y) € Z* x,y € Z}.

Isso, junto a igualdade obtida acima, implica que

w2 4302 u2+302 - 2 z—1)2
Z q +30° _ 9 Z q +3 ZQZq(S +y+1)2+3(z—y)

uZv (mod 2) u+v=1 (mod 4) z,y
224Gt Aoy
=2q) _ q"" T = 200 () (¢°) (3.34)
Y

40



e portanto, substituindo os valores obtidos em (3.29), (3.30) e (3.31), estd mostrado
o desejado.

(i) Aqui, basta reescrevermos a poténcia de ¢ na defini¢ao de a(q),
separar a série em x par e impar utilizando as substituicoes usuais = — 2z e x —
2x + 1, e entao fazer a translagdo y — y — x em ambas as partes, como segue

§ : a2+ zy+y? § 22 fayty? 435
a q) —= q = q 4 4
z,y

T,y

— Zq(%+y>2+3(%)2
o Zq (+y)?+32% | Zq oty+1) +3 )
_qu+3x +qu+2 +3 (v+3 )

= 0(a)0(¢*) + qz gty e

z,y

= 0(0)0(¢*) + 4av(¢*)¥(d°). (3.35)
A seguir, basta usar o item (i) para concluirmos o desejado.
(i7i) Da equacgao (3.34) do item (i) temos

200( (e’ = > ¢

uZv (mod 2)

_ Z qu2+3v2 + Z qu2+3v2

u=1l (mod 2) u=0 (mod 2)
v=0 (mod 2) v=1 (mod 2)

_ 4z +4x+1+12y2 422 +12y% +12y+3
= E q + q
T,y T,y

= 240(q"*)0(a%) + 2¢°d(q* ) (¢™).
Agora basta simplificar o termo 2¢ que aparece em ambos os lados da equacao e,
entdo, substituir ¢> por ¢ para ter o que queriamos. ]
A seguir, vamos escrever ¢(q) em fungao dos simbolos E(¢"). A nossa
demonstragao ¢ uma adaptagao da demonstracao de (1.23) de [10] para z = 1.
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Proposicao 3.8.

(3.36)

Demonstra¢ao. A demonstragao é bastante técnica. A ideia é enxergar ¢(q) como o
termo independente de uma série de poténcias, entao trabalhar com a funcao defi-
nida por essa série para encontrar o valor de ¢(g). Para tanto, usaremos a notagao
CT,(h) para referir-nos ao termo constante da série h, onde h é uma Série de Lau-

rent cuja indeterminada ¢ a.
2 yr 2+ 2xy+y? x—(—x)

Comecamos escrevendo 22 +zy+y? + x4y = 5 + 5 + 5 + 5 +
o 2 2 (N2 o
Y 2( ) _ 7 ty A+ (T —y) 2+ vy - (oo y) Usando isso na série que de-

fine ¢(q) e pondo p = —x — y, temos

2,.2., 2
. x2+y2+xy+x+y . z“+y“+p txty—p
cg) =) q = > ’
Y z+y+p=0

(o) () (o)

Agora escrevemos as séries utilizando a notagao das fungoes theta, e entao utilizamos

=C1T,

o Teorema do Produto Triplo de Jacobi.

[z (&

y22+y ay) (Z qp22paz>]
Y p

Tulf(aq,a™")*f(a,a™ q)]

c(q) = CT,

T, {(1 +a) (—ag; q)*(—a™ "5 0) (a3 q)?’} : (3.37)

Com isso, defina h(a) := (—aq%;q)g(—&_lCI%QQ)S(q;C]P; para a € C. Claramente, h
pode ser escrita na forma de Série de Laurent, entdo suponha que h(a) = Z cna”.

Note que:

e h(a™') = h(a), donde c_,, = cy;
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1+ 1\’
o h(ag) = "

= | h(a) = a_3q_%h(a), donde ¢,13 = ¢
14 aq2

3
n—+ 2
CTL .

Com esta relagao de recorréncia, é facil mostrar, por indugao, as seguintes formulas

para ¢, em funcao de cg, de ¢; ou de c_1, dependendo da classe de equivaléncia de
n modulo 3:

M

3n

3n< 3n2+2n 3n2—2n
C3n = ¢ 2 Cop, C3nt1 =¢q 2 Cu, C3p—1=4¢ 2

C_1.
Aplicando estas férmulas na série de h(a), e lembrando que c¢_;

c1, usando a
notacao de fungoes theta para reescrever as séries obtidas, e entao aplicando como

antes o Teorema do Produto Triplo de Jacobi, obtém-se

h(a) = caa" = co g a + acy ¢ a ey ¢
= cof (a®q2,a7%q?) + arlaf(a®q?,a~2q2) + a~ fd®q?, a3 ¢?)]
= co(—d*¢2; %) (—a~%¢%; %) (% %)

5 31 _ 1 _
+a(q’ q)al(—=d’q?; ¢*) (—a7%¢2; %) + a7 (—d’q2; ¢*) (a7 ¢°)].
Agora podemos usar as duas férmulas que temos para h(a) para determinar ¢;. Para

tanto, basta calcular h(e’%q%) segundo as duas féormulas. Entao

s

(—€'3¢;9)*(—e "5;9)*(¢;9)* = h(e'

w3
wl=

q

)

= co(q* ¢*)*(1;¢°)

1 4z _ _1 =
+a(e®d)aze = (¢4 ) (a6 + a7 2e75 (6% ¢°) (4 6P)]
1-1

1 i -1 iz
=0+ ca(d’¢%) |gze 1_;(q;q3)(q2;q3)+q 275 (6% ¢%) (q; ¢°)

w3

=dq

=

(¢: 9)er (=5 +e7'5) = —VBig 2 (g: q)es
Observe que (1+ ¢/ X)3(1 + e 5 X)3(1 — X)? = (1 — X*)? ¢, portanto,
q2
Cl = —

( )
q

eI (B o) — é(q:s;qg)g
\/ﬁi(q;Q)(1+ P a) =800

43



Finalmente, retornamos a equagao (3.37) e obtemos

(14 a)
[(1+3)

c(q) =CT, (—aq; 0)*(—a~"50)%(q; 9)°

O

A dltima equacao desta secao também é um tanto trabalhosa. A de-
monstracao de um caso mais geral pode ser encontrada como o Teorema 2.1 de

[4].
Proposicao 3.9.

22 T 2 x? T 2
qu +12zy+y? an 602y +18y" — 90 F(¢'?)? (3.38)
Y

x7y

Demonstracao. Comecaremos trabalhando com cada série separadamente, dividindo-
as nas classes de equivaléncia de y médulo 12. Inicialmente, para a primeira série,
fixado j € Z, utilizamos a substituicao y — 12y+j, seguida da translagao z — x —1y,
para entao escrever a série que considera somente os inteiros y congruentes a j

modulo 12 na notacao das funcoes theta, como segue

7222 4+12zy+y% _ 7222 4+12zy+y>?
q = q
x x
y=j (mod 12) y=—j (mod 12)

_ 2 : q72x2+144y2+144:):y+12jz+24jy+j2

x?y
_ } :q72x2+72y2+12jx+12jy+j2

Z‘?y

2
-2 2 . ) o .
_ q] (Z q72a: +12]33> _ qg f(q12(6 ])7q12(6+]))2.
X
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Assim o primeiro somatoério fica

6
2 2 2 . .
E :q723: +12zy+y? _ E q] f(q12(6 ]),q12(6+]))2
’y

i=—5

5
N y |
= f(q™q7)? +2) 7 f(q"O, g 4 PO f(1, ),
j=1

(3.39)
Agora vamos ao segundo somatério. Como antes, para j fixado, vamos escrever a
série que considera somente os inteiros y congruentes a 7 modulo 12 na notacao de
funcoes theta. Para tanto, comecamos com a mesma substituicao y — 12y + j, e

entao fazemos x — = — 5y para eliminar o termo xy na poténcia de q.

Z q72x2+60xy+13y2 _ Z q72x2+60xy+13y2
x x
y=j (mod 12) y=—j (mod 12)

_ Z q7212+1872y2+720:1:y+60jz+312jy+13j2

:'E?y
_ Z q72:c2+72y2+60jaz+12jy+13j2

z,y

_ q13j2 <Z q72z2+60jz> (Z q72y2+12jy>
x Yy

= ¢ f(q"H07D) 264D f (200 12050,

Antes de aplicar isso no segundo somatério, vamos fazer algumas modificacées. No

item (iv) da Proposigao 2.1, fagam = 1,2, a+— ¢ e b — ¢® para obter
fla*,¢") = a"fla ), fla",¢") = T f(a7> 7", ),
e, com estas férmulas, podemos obter

fla*d%) =", fa ) =1,
a7 ¢ = (34, @ fla ) = F(d° 4,

q36f(q—24’q36) — f(l,q12).
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E importante notar que utilizaremos estas férmulas com ¢'? no lugar de ¢. Final-

mente, usando o feito até aqui, reescrevemos o segundo somatério como

6
Zq72$2+60$y+13y2 _ Z q13j2f(q12(6—j)’ q12(6+j))f<q12(6—5j)7 q12(6+5j))
T,y j=-5

5
_ f(q72, q72)2 i QZ q13j2f(q12(6—j)’ q12(6+j))f(q12(6—5j)’ q12(6+5j))
j=1

+ q13~36f(1’ q144)f(q—12~247 q12-36)

= f(a™ d®)? + 24" f(¢"*,¢"* ") F(¢"*°,¢"7)
4

.2 i .
+ Zq] f<q12(6 ])’q12(6+j)>2

Jj=2

+2¢°f(¢"7, 0T f(a a7 + ¢ F (1, ). (3.40)

Agora, subtraindo (3.40) de (3.39) podemos ver que os termos referentes a j = 0, 2,

3, 4 e 6 se cancelam e, entao,

Z q72w2+12my+y2 . Z q7212+60my+13y2
7y 7y

= 2[af (g%, )% + ¢ £ (g2, 2112 — 2¢ ("2, "2V f(¢'2, ¢12 7))

_ Qq[f(q12~57q12~7) o q12f(q127q12-11)]2.

Finalmente, para concluir o desejado, basta utilizar (3.2), separar a série que define
f(—q,—¢*) em quando o fndice n é par ou fmpar, e a seguir escrever cada série na

notagao de funcao theta.

n n(3n—1)
E(q) = f(-¢,—¢*) = Y_ (-=1)"¢" >
_ Z qn(anl)_ Z q(2n+1)(3n+1)
nzfn n2 n
= > =g Y =1 d) — af (g, q").
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3.3 Equacoes Modulares

Nesta secao apresentaremos duas equacoes modulares e, para isso, usa-
remos as féormulas apresentadas nas se¢oes 2.4 e 2.5 do Capitulo anterior.
A primeira equagao é trazida como a equagao (4.15) de [1]. Em tal artigo, o au-
tor utiliza-se de duas equagoes modulares de grau 3 demonstradas em [14]. Aqui,

fazemos uma demonstragao alternativa.

Proposicao 3.10.
#(a)' — ¢(a°)* = 84f(¢,4°)*d(¢’) (3.41)

Demonstragao. Comecamos utilizando (3.8) e (3.2) para escrever

gy = PCPE@PE@D [ —a) ' —a) (% =)
| R (A R R [ A

Entao, utilizando as equagoes (2.64), (2.65) e (2.66) do Teorema 2.22 com z =

a e z = z para calcular f(—q2n,—q2n+1), ecom x = 3 ez = z para calcular
f(_q3'2"7 _q3'2"+1)7 obtemos
sys _ 222zl - a)l2[B(1 - B)]Fq®
f(q’q ) o T 3 3 5 117
272223 o (1—00]5[5(1 Blia =
[B(1 —B)

3
8
1
8

:—1.
2qfa(1 —a)]

1 —
Agora, remanejamos a primeira equagao de (2.79), e a utilizamos em (2.77), para
1 1 1
B\s  m—1 (1—B)*\* B\E m+1
« 2 -« « 2

3 /23N & 3\ & 3
z (BN ((A=8) S_zmm—1lm+1
29 \ « 11—« 2qg 2 2

obter

donde

L Hmio1) (-2

8¢ 8¢z}

_ (=4 6 — ()
ngé 8q¢(q°)
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onde usamos a definigdo do multiplicador m, e a equacao (2.49). Desse modo, esté

provada a equagao. O

A préxima equagao segue dos itens (i) e (ii) da Entrada 3 no Capitulo
21 de [5], junto a algumas equagoes que ja obtivemos, mas nao é explicitada no
livro. Aqui, apresentaremos uma demonstracao mais direta ao invés de demonstrar

os itens separadamente.

Proposicao 3.11.
49(¢°)p(q)al(q?) — o(a)" = 3¢(¢*)* (3.43)

Demonstracao. Vamos mostrar a equagao equivalente

o(q") +30(q*)"
40(q)o(q®)

Partimos da equacao (3.35), e entao usamos as equagoes (2.49) e (2.58) com z = a e

a(q’) =

z = z; para calcular ¢(q) e ¥(¢%), e com x = B e z = 23 para calcular ¢(¢*) e ¥(¢°).

Multiplicando as duas equagoes em (2.81) e substituindo no que temos, ficamos com

e [ o] = oo 1o Do)

4dm
11 m—1 3(m-—1
:zfzg{l%— 1 + <4m )]
11
22 m—|—3+3(m—1)
2 2 2m '

Agora, utilizando as equagoes (2.77) e (2.79), podemos concluir que

o?\F (1—a)p\*  2-1 341
(F) _H(l—B) T 340
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entdo, utilizando isso e a primeira equacao em (2.79), seguido da defini¢ao do mul-

tiplicador m, concluimos que

11 1
22z ml—l—%_i_i(m—l):zf?f a_ 3_8
2 2 m 2 2 15} m

3

3230

1

Ll IS
Qo

e, finalmente, fazemos algumas manipulagoes para aplicar a equacao (2.56) com

r=aez=z ecomzx=[ez=z3 para obter a equagao

o) _
o o) Ha)ig

Nesta tltima equacdo, troque ¢ por ¢>. Entdo, use a férmula (2.58) com z = «

a(q): 21 glzlg(ljggq_g 3q2 2231ﬁ7 (q_l?’)g
gt 2idaled

’ 3q¢(61) _ (@)t +3q9(e)

) .

ez = z para ¥(¢?), e com x = B e z = 23 para ¥(¢°). A seguir, utilizamos a
definigao do multiplicador de grau 3, entdo novamente a primeira equagao de (2.79)
e a equagao em (3.44).

P(@*)* +3q¥(¢°) _ 27"2faq™! + 3¢27 25 8q°
(?)(df) 9-2,7 70k Big1

o3\ 1 33
() 2 ()]
12304454 B ma

zf z32 341 ? N 3 (m—1\"
= m [R— [ .
4 2 m 2
Observe que

<3+m)2+3<m—1)2 9—|—6m+m2+3m2—2m+1
N =m N
m

a(q?) =

1 1

2 2 2,2

zla+3z _ A
4

T 9m 9 2

2

2m 4dm m 4

94+6m+m? 3m>P—6m+3 4m?+12
p— + p—
4dm 4m 4m

3
=m+ —.
m

Substituindo isso no que tinhamos antes, utilizando novamente a definicao do mul-

tiplicador, e aplicando a equagao (2.49) comz =a ez =2z ecomz = f e z = z3,
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enfim temos

3.4 O operador P,

Nesta se¢ao, definiremos um operador no conjunto das séries de poténcias

de gq. Em seguida, apresentaremos algumas féormulas que envolvem tal operador.

Definigao 3.1. Sejam s,t inteiros nao-negativos tais que 0 < s < t. Entao, o

operador P, s € definido por

Fs: Clld - Cllg]]
Z qun — Z Ctn+sqtn+s

Basicamente, o operador P, ; nos permite enxergar numa série de poténcias
de g somente os termos cuja poténcia de ¢ deixe resto s na divisao inteira por t.

Agora apresentamos trés equagoes simples do artigo [2].

Proposicao 3.12. Valem as sequintes equagoes

(i) Pay [f(q,0°)0(q)] = qclq®); (3.45)
(ii) Py, {cb(g) } = qo(¢")* 0 (¢®); (3.46)
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p. 9(0)*0(¢”)

(iii) 51— = a(¢")d(d)(¢"). (3.47)

Demonstragao. (i) Primeiro note que
32 422+ =1 (mod2) e x+y=1 (mod?2) < x#y (mod?2)

e, entao, fazendo quando necessério a substituicao y — x + 2y + 1, temos

322 42x4y2
Dt

z,y
_ 3x2+2:1:+y2
= 2 1

2y (mod 2)

_ E q3x2+2x+(x+2y+1)2

Py [f(4,0°)¢(q)] = Paa

z,y

_ 4’4y’ +HAry+da+dy 4
= qz q = qc(q").
x’y

(ii) E claro que as séries de #(q") e ¥(q") possuem somente poténcias
de ¢ multiplas de n. Assim, para concluir a equagao desejada, basta utilizar (3.18)

para ver que
6()* = [o(a") + 200(¢")]”

= 0(q")’ + 6q(q")*¥(d") + 12¢°6(¢")(¢%)* + 8¢’ ("),

(i7i) Como no item anterior, utilizamos (3.18) para ver que

= [6(q") +2q0(™)]” (6(4") + 2¢*0 ("))

= (¢(q")? +4q¢(q")0(¢%) + 4°¢(¢°)?) (6(a”) + 2¢°¥(¢"°))

= 0(¢")¢(¢°) + 490(q")d(* )0 (¢°) + 4¢°6(¢") ()
+2¢°0(4")*0(q") + 8¢°¢(q")¥(a*)¥(a"°) + 8™ (¢%)*¥(¢").

Entao

P [ A R ot ola )]

e utilizando mais uma vez (3.18), concluimos

46(¢")o(d* ) (¢%) = ad(a) ¥ (a*)6(a"®) + 24°6(a™) ¥ (d*) ¥ (¢*)
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donde segue o desejado. O]

A préxima equagao também esta presente em [2], mas é mais trabalhosa
que as que acabamos de mostrar. Para prova-la, vamos antes mostrar uma outra

equacao utilizando algumas das que ja mostramos ao longo do capitulo.

Lema 3.1.
o Bl 3
N = g pep A

(3.48)

Demonstra¢ao. Comegamos multiplicando a equagao (3.41) por 3 e usando (3.43)

para escrever

30(q)" —3¢(¢°)" = 244 f(q,4°)°¢(q*)
= 30(q)* — 4¢(9)0(¢*)a(d®) + ¢(q)* = 244 f(q,¢°)*d(¢°)
= —46(q)(¢*)a(q®) = —40()* + 24¢f(q. 4°)*3(¢%).

Agora, utilizamos as equacoes (3.3) e (3.8) para escrever ¢(q)® na primeira parcela
e f(q,¢°) na segunda parcela em funcio de E(q). Em seguida, completamos com
0s termos necessarios para fazer aparecer um fator ¢(¢*) na primeira parcela e um

fator ¢(¢q) na segunda. Entao

~46(q)(q°)alg®) = —4¢(q)§—) %@;EE;;?E;@;
E(¢*)"™  E(¢°)?E(q")?
E(q)SE(q")®  E(¢5)5

7’)
¢*PE(¢5)?  E(¢?)°
(

e, eliminando o termo —4¢(q)é(q*), temos

o(q?) = E(¢*)"E(¢*)*E(¢")”
E(q)SE(q*)°E(q°)°
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Neste ponto, trocamos ¢ por —q e aplicamos a equagao (3.1) para obter

o E(@)PE(¢")E(=¢") E(¢*)E(¢")’E(=¢)
@) = TR BB T BN E@PE(—q)

_ E(@)PE(¢?)’E(¢°)°E(q)°E(q")° + 60 E(¢*)E(q"™)°E(¢°) E(9) E(q")
E(q")SE(¢S)E(q3)2E(q*?)2E(q*)® E(¢")E(¢°)E(¢®)E(¢"?)*E(q?)?
E(q)°E(¢%) . E(q)E(¢°)°
E(¢*)PE(q*)? E(¢*)*E(¢?)

A seguir, aplicamos a equacao (3.7) para obter fatores f(q,¢*), entdo utilizamos a

3°

equagdo (3.36) para obter um fator ¢(g?), e por fim fazemos uso de (3.5) para obter

um fator 1(¢*), como segue

E(9)°E(¢°) E(@QE(®)°®  E(9)° E(¢°)
E(¢*)E(¢?)? * 6QE(q2)2E(q3)3  flg, P E(¢?)? " 6qf(q,q2)E(q2)E(q3)
_ B, @B
f(g:¢*) E(g?)? fa, ) E()
__ Ber L, @B
f(q,¢*)E(g*)? f(a:¢*)E(¢?)
_ E(g c(Q)v(¢®)
T T AE@? T @)
O
Agora passamos a equagao de interesse.
Proposicao 3.13.
Pouy [60P6()] = 4L 1 1675 (¢™)e(®) (3.49)
’ E(q*)?
Demonstragao. Primeiro usamos (3.19) para ver que
3(0)*6(*) = (6(¢°) +2af(¢*,4"))” &)
= 0(¢*)o(¢")* + 440(¢*) 0 (") F (¢, 4"°) + 4¢°0(¢*) f (¢°, ¢"°)?
de onde concluimos que
Ps1 [0(0)*0(q°)] = 449(¢*)o(d°) f(¢®, ¢*). (3.50)
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Agora utilizamos as equagoes (3.20) e (3.27), seguidas de (3.26) e (3.28), para escre-

ver

4q0(q*)p(a°) f(d*, 4"°) = 4q (a(q"?) + 2> (¢®)¥(a"®)) (F(¢**,¢*) + (a2, ™))
= 4q(a(g™) + 64" (¢*)¥(¢"™)
+2¢° ()0 (a*) +2¢°0(¢"*)¥(¢"))
(f(&*,¢") + ¢ f(d",¢™))
= 4qa(¢") f(¢*, ¢*°) + 244" V()0 (d) f (@™, ¢*°)
+8¢"(¢*)o(a*) F(a*,4"°) + 8¢ °b(a"*)w(q"™) f (¢, 4™)
+4q'a(q") (4", ¢%) + 244" () (a™) f (a2, ¢%)

+ 8¢ U (¢*) o (™) f (a2, %) + 8¢ d(a")v(a™) f(d'*, ¢*).

Disso, juntamente com (3.50), temos

Py [¢(Q)2¢( )} Py [4C_If(Q37Q15)¢( )¢(q9)]
= 4qa( )f(q247 q48) + Py [8q13¢( 12)7»/1@ )f(qu, QGO)]
= 4qa( )f(q24’ q48) + 89131/1( 72)P24 12 [(b(q )f(q12 qﬁo)}
( )

= 4qa(q"®) f(¢**, ¢*) + 8¢%c(¢™) 1 (¢™)

onde a tltima igualdade segue de (3.45) com ¢'* no lugar de ¢q. Enfim, utilizando
(3.48) com ¢** no lugar de ¢, concluimos

24 48 25 . 48 72\ _ E(q24)5 25 ¢ 48 72
4qa(q*®) f(g*, 4"°) + 8¢%c(¢")¥(¢™) 4qE(q48)2+16q c(q)v(g").
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4 TEOREMAS

Neste capitulo, apresentaremos os principais resultados presentes em
[2]. A Sec@o 1 contém trés Teoremas sobre a representacdo de certos inteiros por
algumas formas, com dadas restrigoes em x, y e z. Mostraremos exatamente quando
inteiros do tipo 8n+ 1 podem ser representados pela forma (1,1,1,0,0,0) com = = 1
(mod 4) e y = z = 2 (mod 8), e também quando podem ser representados pela
forma (1,1,2,0,0,0) com z =1 (mod 4), y =4 (mod 16) e z par. Por fim, mostra-
remos exatamente quando inteiros da forma 24n + 1 podem ser representados pela
forma (1,4,12,0,0,0) com x =3 (mod 12), y = z (mod 6) e y + z =2 (mod 6).

Na segunda sec¢ao, utilizamos os resultados da Secao 1 para obter exa-
tamente quais inteiros podem ser representados pelas formas (9,16, 36,16,4,8) e
(9,17,32,—8,8,6). A seguir, na Segao 3, a partir dos inteiros representados pela
forma (1,3,36,0,0,0) e os resultados da Segao 1, encontramos todos os inteiros re-
presentados pela forma (3,4,9,0,0,0).

Ao longo deste capitulo, usaremos a notagao

[q"]F(q)

para denotar o coeficiente de ¢" extraido de F'(q), quando F'(q) estd escrito na forma
de Série de Maclaurin. Além disso, dada uma forma positiva (a,b,c,d, e, f), a série

de ¢ cujas poténcias sao dessa forma sera denotada por

I(a,b,c,de, foq) =Y g Wt dvtert i N g boe d,e, fin)q",

T,Y,2 n20

e esta serd chamada de série theta associada a forma (a,b,c,d, e, f).

4.1 Primeiros resultados

Para provar os teoremas desta segao, utilizaremos as trés primeiras

desigualdades do Coroario 2.1, além de vérias equacgoes dos capitulos anteriores.
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Teorema 4.1. Seja n um inteiro positivo. Entao

n IQ 2 Z2
ik I W A -} (4.1)

com iqualdade se e somente se 8n+1 = M? e para todo p divisor primo de M tem-se

p=1 (mod 4).

Demonstracao. Comecamos manipulando a série de interesse. Para tanto, fazemos
as substituicoes usuais x — 4dr + 1, y — 8y + 2 e 2z — 8z + 2, e entao usamos a

primeira das séries na defini¢do de 1) em (2.23) obtendo

Z qm2+y2+z2 _ Z q(4x+1)2+(8y+2)2+(82+2)2
(mod 4) z,Y,z

_ Z q16$2+8x+64y2+32y+64z2+323+9

Y,z
— q9w(q8)w(q32)2.
ASSim, precisamos mostrar que
[ g (¢%)y(¢*)? > 0, (4.2)

com a mesma restricao anterior para que valha a igualdade.

Tomando a equagao (3.22) com —g no lugar de ¢, e subtraindo da prépria equagao

(3.22), temos

0(q)* = 6(¢*)* + 4qo(¢*)?
o(—q)* = o(q°)* — 4q(¢*)?

e entdo, usando isso com ¢® no lugar de ¢, seguido de (3.9), concluimos

= ¢(q)* — ¢(—q)® = 8qyh(¢*)’

8¢°U(a") ¥ (q™)* = q(q") (6(¢°)* — &(—d")*) = av(q*)o(d")* — aE(q")".
Agora, de (3.46) e de (3.22) com ¢* no lugar de ¢, temos

{M

Paa | =

)

] = go(@) () = @) - APV (43)
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donde

@)

pa[26

| = autrorr

Com o que fizemos até aqui, e com (3.12) pode-se ver que

n>0

i > (?) mfﬂ] = q(*)9(¢*)? — 4B (¢®)® = 8¢°¢(¢*) v (¢)*,
o que implica
o) = [P (@ - (2 nq”2) .

Assim, se 8n + 1 nao é um quadrado perfeito, entao

(1,1,1,0,0,0;8n + 1)

0
18 -

[*" 1 q°0(q*)e(q%)? =

por (2.8), pois 8n + 1 claramente nao é da forma 4°(8m + 7). Por outro lado, se

8n + 1 = M? para certo M € N, entéo

[P = = ((1’ L1,0.0.0MY) (_—4> M)

8 6 M
. 2

por (2.15). Além disso, a tltima desigualdade torna-se igualdade se, e s6 se, para
—4
todo primo p que divide M, tem-se p =1 (mod 4) e, neste caso, tem-se (ﬁ) =1,

donde a primeira desigualdade também torna-se igualdade. O]

Teorema 4.2. Seja n um inteiro positivo. Entao

Y R >, (4.4)

z=1 (mod 4)
y=4 (mod 16)
z=0 (mod 2)

com igualdade se e somente se Sn+1 = E* e para todo p divisor primo de E tem-se

p=1,3 (mod 8).
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Demonstragao. Primeiro reescrevemos a série a ser trabalhada. Para isso, utilizamos
as substitui¢oes usuais z — 4z + 1, y — 16y + 4 e z — 2z, seguidas das definigoes

de ¢ e 1 em (2.22) e (2.23).

22424922 24+1)2 2 )2
Z q +yf+22% _ Z q(4 +1)2+(16y+4)%+2(22)

z=1 (mod 4) T,Y,2

_ Z q16x2+8x+256y2+128y+8z2+17

= q""o(¢*) (g (¢")
e portanto basta mostrarmos
[ Ma" o (¢*) ¥ (%) (a™®) > 0, (4.5)

com as mesmas condi¢oes anteriores para que valha a igualdade.
Semelhantemente ao que fizemos no Teorema anterior, subtraimos (3.18) com —gq

no lugar de ¢ da prépria equagao (3.18), obtendo

o(q) = ¢(q") + 2q¢(q°)

o(q) — d(—q) = 4q¥(¢®).
o(—q) = ¢(q") — q(¢®)

Utilizando isso com ¢'® no lugar de ¢, juntamente a (3.10), e (3.9) com —¢® no lugar

de ¢®, ficamos com

40" ¢(¢*) 0 (®) v (d"*®) = qo(®)(d®) (6(¢'%) — d(—¢'"?))
= qo(®*) (@) o(a"®) — q¢(¢°) 1 (—¢%)
= q(¢*)v(¢*)(¢'%) — aE(—¢%)*.

Com isso, usando (3.47) e (3.13), concluimos que

Pyq

$a)o(@*) _ > (_72> nq”2] = 40(0")¥(¢*)8(¢"°) — qB(—¢")?

4
n>0

= 4¢"(¢* )0 (¢*)(¢"®),
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e portanto

[¢"" g o(¢*) 0 (¢*) 0 (¢"*®) = [qs"“]1 <—¢(Q)2¢(QZ> - (%) nq"2> :

4 4
n>0

Assim, se 8n + 1 nao é um quadrado perfeito, entao

(1,1,2,0,0,0;8n + 1)

>0
16

[*" " ()0 (d®)(¢"®) =

por (2.9), pois 8n + 1 claramente nao é da forma 2 - 4°(8m + 7). Por outro lado, se

8n + 1 = E? para algum E € N, entéo

TSP = & ((1’ 1,2,0.0,0:5%) _ (‘_2) E)

4 4 E
1/(1,1,2,0,0,0; E2)
> = ~E)>0
_4( : )_

por (2.16). Além disso, a segunda desigualdade é uma igualdade se, e s6 se, p = 1,3

(mod 8) para todo p divisor primo de F e, neste caso, tem-se (f) =1, donde a

primeira desigualdade também seria uma igualdade. O]

Teorema 4.3. Seja n um inteiro positivo. Entao

[q24n+1] Z qx2+4y2+12z2 >0, (4.6)

z=3 (mod 12)
y=z (mod 6)
y+2=2 (mod 6)

com igualdade se e somente se 24n +1 = W? e para todo p divisor primo de W

tem-se p =1 (mod 3).

Demonstracao. Novamente vamos comecar modificando a série do enunciado. Note
que, de y = z (mod 6) e y + z = 2 (mod 6) podemos concluir que y = z = 1
(mod 3). Entao, fazendo as substituigoes = +— 12243, y — 3y+1e z — 62+3y+1,
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temos

E qa:2—i-4y2—|-12z2 — E qx2+4y2+1222

=3 (mod 12) =3 (mod 12)
y=z (mod 6) y=1 (mod 3)
y+2z=2 (mod 6) z=y (mod 6)

_ 2:q(12x+3)2+4(3y+1)2+12(6z+3y+1)2
‘z7y7z
_ § : q144272+72m+144y2+96y+43222+144z+432yz+25

xT,Y,z
1
= 307 (d")e(q™),

onde na udltima igualdade foram usados uma das séries da definicao de ¢ em (2.23)

e a trisseccao de ¢(q) dada em (3.21). Com isso, é suficiente mostrarmos

[q24"+1]q251/1(q72)c(q48) > 07 (4.7)

com as mesmas condi¢oes do enunciado para que valha a igualdade.

Diretamente de (3.49) e (3.14), temos

Pus |olaPote®) - 1Y (57 nq*] = 1607 )ela®),
donde
24n+17 .25 72 48 24n+1 1 2 3 —12 n?
[ g™ 0(q™)el(q™) = 6" 45 <¢(Q) #(q) — 4> <T) ng )

Assim, se 24n + 1 nao é um quadrado perfeito, entao

1,1,3,0,0,0;24 1
(777a1767 n+)>0

[*" q*(q")e(q™) =

por (2.10) pois 24n + 1 claramente nao é da forma 3 - 9Y(3m + 2). Por outro lado,
se 24n + 1 = W? para algum W € N, entao

§ 1 T ke
P96 eld™) = - (“’ 1,3,0,0,0;/7) 4( T ) W>

1
2 ((1,1,3,0,0,0; W?) — 4W) >0

por (2.17). Além disso, a segunda desigualdade é uma igualdade se, e s6 se, p = 1
—12
(mod 3) para todo p divisor primo de W e, neste caso, tem-se <W> =1, donde

a primeira desigualdade também seria uma igualdade. O]
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4.2 Representacao de inteiros pelas formas
922 + 16y° 4 3622 + 16yz + 42 + S8zy e
927 + 179> 4 322 — 8yz + 8xz + 6zy

Nesta segao, utilizaremos um dos Teoremas que acabamos de mos-
trar para encontrar todos os inteiros representados pelas formas (9, 16, 36, 16,4, 8)
e (9,17,32,—8,8,6). Para cada caso, primeiro reescreveremos a série theta associa-
da a forma como uma soma de funcoes theta de modo que possamos analisar os
numeros representados pela forma por meio de classes de equivaléncia modulo um

inteiro n. Comegamos com a forma (9, 16, 36, 16,4, 8).

Lema 4.1.

9(9,16,36,16,4,8,q) = ¢(¢™)* + 2¢" ¥ (¢"**)p(¢**)*

+8¢70(@*) (%) + 2¢°¢(¢*)(¢™)?  (4.8)
Demonstracao. Primeiro note que

92”2 + 16y° + 362% + 16y + 4z + 8vy = 2° + (4y)* + (22)* + 2(4y)(22) + 22(22)
+ 22 (4y) + 8% + 3227

= (v + 4y + 22)* + 827 + 322°.

Usando isso, separamos a série theta associada a forma (9, 16,36, 16,4, 8) primeiro
de acordo com a paridade de z, fazendo as substituicoes usuais x +— 2z e x — 2x+1,

e em seguida separamos ambas as séries obtidas de acordo com a paridade de x + z.

19(9, 16, 36, 16, 4, 8’ q) — Z q912+16y2+3622+16yz+4zz+81y

x7y7z
_ E q(x+4y+2z)2+8m2+3222

$7y7z
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§ : q(2x+4y+2z)2+32m2+3222
x?sz

+ 2 : q(2x+4y+2z+1)2+8(2x+1)2+32z2

xT,Y,z
_ Z (2223203227 (4.9)
T=z2 (ymod 2)
n Z 2oy +22) 3207 48227 (4.10)
TEz E/mod 2)
n Z q(2at4y+2+1) % +8(20+1)7 43222 (4.11)
T=z EJmod 2)
n Z 2Ty 241 48(204+1)7 48227 (4.12)

o#z E/mod 2)
Agora vamos trabalhar com cada uma das 4 séries obtidas separadamente. Em (4.9),
fazemos as substituicoes x +— x + z e z — x — 2z, em seguida fazemos a translagao
y — y — x e usamos a definicao de ¢. Por fim utilizamos a equagao (3.18) com
g q'S.

} : q(2;z+4y+2z)2+32m2+32z2 _ 2 :q16(a:+y)2+32(z+z)2+32(a:7z)2

x7y7z

_ 2: q16y2+64x2+6422

Clj7y72:

= ¢(¢"%)p(¢*)?

= 0(¢*)* +2¢"°¢(¢**)*¢(¢"*®).

Yy
z=z (mod 2)

Para a série em (4.10), basta fazer as substituigdes z — x+ 2+ 1e 2z — x — 2,

seguida da translacao y — y — z, e entao aplicar a segunda igualdade na definicao

de ¢ em (2.23).

Z q(2x+4y+22)2+32x2+32z2 _ Z q(4x+4y+2)2+32($+z+1)2+32(m—z)2

Yy T,Y,2
z#z (mod 2)

_ Z q(4y+2)2+32(33+z+1)2+32(x—z)2

:E’yiz
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_ Z q64z2+64z+16y2+16y+64z2+64z+36

m7y7z

= 8¢"p(q™)y(¢"*)*.

Na série em (4.11), fazemos novamente z — x + z e z — = — z, e depois y — y — .

Dai é s6 usar a definicao usual de 9.

} : q(2w+4y+2z+1)2+8(2x+1)2+32z2 _ } :q(4m+4y+1)2+8(2m+2z+1)2+32(x—z)2

Y T,Y,2
=z (mod 2)

_ 2 :q(4y+1)2+8(2m+2z+1)2+32(:p—z)2
z7y$'z
_ 2 : q64:c2+32:r:+16y2+8y+64z2+32z+9

a:7y7z

= P (®*)v(d*)*.

Enfim, em (4.12), faga a substitui¢do = — =+ z — 1 e z — x — z. Entao, fazendo
as trocas r — —x, y — —y e z — —z, e trocando o sinal dentro dos quadrados
nas poteéncias, observamos que obtemos a mesma série trabalhada acima, e portanto

tem o mesmo valor.

} : q(21+4y+2z+1)2+8(2z+1)2+32z2 _ 2 :q(4:c+4y—1)2+8(217+22—1)2+32(m—z)2

Y T,Y,2
z#z (mod 2)

_ } :q(4m+4y+1)2+8(2m+2z+1)2+32(x—z)2

I7y7z

= "Y(®)(¢*)*.

E isto encerra a demonstragao, bastando substituir os valores encontrados para cada

série. O

Agora utilizamos esta expressao para (9, 16, 36, 16,4, 8, q) para obter
uma estimativa para os valores de (9, 16,36, 16,4, 8;n) a partir da classe de equi-

valéncia de n médulo 64. Estas estimativas estao reunidas no lema a seguir.
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Lema 4.2. Seja n um inteiro nao-negativo. Temos

(9,16, 36,16,4,8: 64n) = (1,1,1,0,0,0;n), (4.13)
(9,16, 36,16,4, 8; 64n + 16) > 0, (4.14)

(9, 16,36, 16,4, 8;32n 4+ 4) = [¢*"]8¢°v(¢*)w(¢**)?, (4.15)
(9,16,36, 16,4, 8;8n + 1) = [¢*)2¢°0(¢*)v(¢*2)?, (4.16)
(9,16,36,16,4,8;8n+r) =0, ser € {3,5,7}, (4.17)
(9,16,36,16,4,8;64n + 27) = 0, se ¢ {0,2,8,18}. (4.18)

Demonstracao. De (4.8), se r € {3,5,7} e 7 € {1,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13, 14, 15,
16,17,19, 20, 21,22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31}, temos

P64,0 [?9(97 16, 36, 16, 4, 8, Q)] = ¢(q64)37
Peae [9(9,16,36,16,4,8, )] = 2¢"°¢(¢**)?¢(¢"*),
Psy.4[9(9,16,36,16,4,8, )] = 8¢°0(¢**)(¢"*)?,

Py1 [0(9,16,36,16,4,8,49)] = 2¢"(¢%)¢(¢*)?,
Py, [9(9,16,36,16,4,8, q)] = 0,

P64,277 [19(97 167 367 167 47 87 Q)] =0.

As equagoes (4.16), (4.17) e (4.18) seguem, respectivamente, da quarta, quinta e
sexta equacdes de forma direta. Observando que o coeficiente de ¢®" em ¢(¢%)? é
igual ao coeficiente de ¢" em ¢(q)®, a primeira equacdo implica (4.13). Na segunda

equacao, use (3.46) com ¢ — ¢'° para ver que

B ¢(q'%)?
P64,16 [19(97 167 367 167 47 87 Q)] - P64,16 3
e, notando que o coeficiente de ¢®" ™% em ¢(¢'%)* é o mesmo que o de ¢***! em

(q)*, segue que

1,1,1,0,0,0;4 1
(,,,,,77’L+)>0

(9,16, 36, 16,4,8;64n + 16) = 3
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onde a desigualdade estrita vem do Teorema dos Trés Quadrados junto ao fato que
4n 4+ 1 claramente nao é da forma 4%(8m + 7). Por fim, a terceira equagao implica

que
(9,16, 36, 16,4, 8; 32n + 4) = [¢**"T8¢°(¢**)v(¢"*®)* = [¢*" '8¢ ¥ (¢®)v(¢*%)?,

bastando notar que a mudanca ¢* — ¢, como nos casos anteriores, nao causa modi-

ficagoes nos coeficientes, e dai segue a equagao (4.15). O

Com isso, finalmente conseguimos determinar todos os inteiros nao-

representados (e, portanto, também os representados) pela forma (9, 16, 36, 16, 4, 8).

Teorema 4.4. A forma 9% + 16y* + 362* + 16yz + 4wz + Sxy representa exclusi-

vamente todos 0s inteiros nao-negativos que nao sao dos tipos
4°8m +7), 4°8m+3), 4°(4m+2), 4°Bm+5), M? 4M?

onde b € {0,1,2}, ¢ € {0,1}, a, m, M € N, e todos os divisores primos p de M
satisfazem p =1 (mod 4).

Demonstracao. Comegamos definindo os seguintes conjuntos

X ={neN;(9,16,36,16,4,8;n) =0}
X; = {64n;(1,1,1,0,0,0;n) = 0},

Xo = {8n +1,32n + 4 [¢""]¢" ()¢ (¢) = 0},
X3 ={8n+7,64n + 28,64n + 60, 128n + 112;n € N},
Xy ={8n+3,64n + 12,64n + 44, 128n + 48;n € N},

X5 = {8n +5,64n + 20, 64n + 52;n € N},

X = {64n +27;n € N, 7 ¢ {0,2,6,8,10, 14, 18, 22,24, 26,30} }.

Entao X é o conjunto de todos os inteiros positivos que nao sao representados pela

forma 922 + 16y* + 3622 + 16y2 + 422 + 8zy. De uma observacao cuidadosa do Lema
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anterior segue que

Agora, mostraremos que os numeros nos conjuntos X; sao exatamente dos tipos
citados no enunciado deste teorema. Comecamos por X;. Pelo Teorema dos Trés
Quadrados, temos (1,1,1,0,0,0;n) = 0 se e somente se n = 4%(8m + 7), para certos

a,m € N. Entao
X, ={64-4*8m +T7);a,m € N} = {4*(8m + 7);a > 3, m € N}.

Para reescrever X, basta utilizar o Teorema 4.1 e notar que sempre temos M2 = 1

(mod 8) qualquer que seja M impar, logo

Xo={8n+1,48n+1);8n+1=M?ep|M=p=1 (mod4)}

={M*4M*p| M =p=1 (mod 4)}.

Os Xj’s restantes exigem apenas algumas modificagoes elementares utilizando classes

de equivaléncia, como segue

X3 = {8m +7,32m + 28,128m + 112;m € N}
= {8m +7,4(8m +7),4*(8m + 7);m € N}

={4°8m+7);0 <a<2,meN},

Xy = {8m+ 3,32m + 12,128m + 48; m € N}
= {8m + 3,4(8m + 3),4*(8m + 3);m € N}

= {4°(8m +7);0 < b < 2,m e N},

X5 = {8m +5,32m + 20; m € N}
={8m +5,4(8m + 5);m € N}

={4°(8m +5);0 < ¢ <1,m € N}.
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X = {64n + 27,7 € {1,3,5,7,9,11,13, 15,17, 19, 21,23, 25, 27, 29, 31}}
U {64n + 8,64n + 24, 64n + 40, 64n + 56;n € N}
U {64n + 32;n € N}
={4dm +2,16m + 8,64m + 32;m € N}
= {4m + 2,4(4m + 2),4*(4m + 2);m € N}

= {4°(4m +2);0 < b < 2,m e N}
m
Isso encerra a discussao sobre a forma (9,16,36,16,4,8). Antes de

prosseguir, vamos obter mais uma equagao que nos sera util para reescrevermos a

outra forma.

Proposicao 4.1.

V(@) P(q®) = (@)v(a")? + 2q0(¢) v (%) (4.19)

Demonstracao. Basta utilizarmos (3.11), (3.18) e entdo novamente (3.11) com g

q*, como segue

V(@)*Y(q®) = d()V(@®)Y(q®) = V(@) () (o(q*) + 240 (%))

]

Agora voltamos a atencao para a forma (9,17,32,—8,8,16). Como

antes, comecamos reescrevendo a série theta associada a forma.

Lema 4.3.

1(9,17,32,-8,8,6,9) = ¢(¢*)*¢(¢*°) + 2¢°°¢(¢**) ¥ (¢**)? + 8¢™ 1 (¢"**) ¥ (¢*°)?

+16q144¢(q128)¢(q512)2+4q361/1(q32)¢(q128)2+2q9"¢(q8)2/1(q32)2 (4.2())
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Demonstracao. Primeiro observe que

92% + 17y* + 322% — 8yz + 8xz + bzy = 2° + (3y)* + (—42)* + 2(3y)(—42) + 22(—4z)
+ 22(3y) + 4% — Szy + 4y* + 4% + 4y
+ 4(22)? + 8y(22) + 82(22) + Szy
= (v + 3y — 42)* + 4(x — y)?

+4(z +y + 22)%

Aplicando isso a série theta associada a (9,17,32, —8,8,6), separamo-na de acordo
com a paridade de x — y, fazendo as substituicoes x — x + y e y — = — y quando
r =y (mod 2), e fazendo x — z+y+1 ey — z—y quando z Zy (mod 2). Depois,
separamos a primeira série resultante de acordo com a paridade de y, e a segunda

de acordo com a paridade de = — z.

9(9,17,32,-8,8,6,q) = Y gt tal)traetyt2s)”
xT,Y,z
— Z q(ﬂffv“Sy—4Z)2+4(fv—y)2+4(»’6+z,/+22)2

z
z=y (mod 2)

+ Z q(m+3y—4z)2+4(w—y)2+4(m+y+2z)2

z
zzy (mod 2)

} : q(41‘—2y—4z)2+4(2y)2+4(2x+2z)2
‘1‘,7y"z

+ Z q(4x—2y—4z+1)2+4(2y+1)2+4(21+2z+1)2

xT,Y,z
= Z gUe—4y—42)" +4(4y)* +4(20+22)? (4.21)
xT,Y,z
n Z ey —4=2) " +4(4y+2)? +4(20+22)° (4.22)
xT,Y,z

by g e (g 93)

Yy
z=z (mod 2)

N Z qAr =242+ 1) +4(2y+1)* +4(20+2241)° (4.24)

Yy
z#z (mod 2)
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Agora trataremos de cada série separadamente. Em (4.21), separamos a série em
y par e impar, entao utilizamos as translagoes z — x 4+ y e 2 — z — y em ambas.
Dai, aplicamos as definigoes de ¢ e 1, encerrando com o uso da equagao (4.19) com
64
qr—q .
2 :qlﬁ(xfyfz)Q+64y2+16(x+z)2 _ } :q16(172y7z)2+256y2+16(az+z)2
T,Y,2 T,Y,%
16(z—2y—2—1)24+64(2y+1)2+16(x+2)?
+ q
w?y7z
_ }: q16(zfz)2+256y2+16(x+z)2
I?sz
+ Z qlﬁ(m—z—1)2+64(2y+1)2+16($+z)2

x?yVZ

_ } : q32x2+256y2+3222

x7y7z
+ Z q32x2—32x+256y2+256y+32z2+32z+80

a"?yVZ

— ¢(q32)2¢(q256> 4 8q80¢(q64)2¢(q512)
= ¢(q”)*¢(q*) + 8¢™ (") ¥ (¢**)?

+ 16q144¢(q128)¢(q512)2-

Para obter a forma desejada para (4.22), separamos a série em par e impar, com a
transformacao y +— 2y — 1 para a série com y fmpar. Dai, observamos que as duas
séries obtidas sdo idénticas, bastando fazer (z,vy,z) — (—z, —y, —z) e entao trocar
o sinal nos quadrados das poténcias. Depois disso, fazemos as translacoes © — z +y
e z — z — y, aplicamos as defini¢coes de ¢ e ¢ e, como antes, encerramos utilizando
a equacdo (4.19), agora com q + ¢'°.

Z q4(2m—2y—22—1)2+16(2y+1)2+16(m+z)2 _ Z q4(233—4y—2z—1)2+16(4y+1)2+16(93+z)2

T,Y,2 z,Y,%

+ Z q4(2x74y722+1)2+16(4y71)2+16(x+z)2
x,Y,z

_ QZ q4(2x—4y—2z—1)2+16(4y+1)2+16(z+z)2

x’y?’z
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_ 22 :q4(2m—2z—1)2+16(4y+1)2+16(a:+z)2
x’yiz
_ 22 : q32x2—16x+256y2+128y+32z2+16z+20

x7y7'z

= 2¢"9(¢"*)*¥(¢"*)
= 2¢""P(¢™)e(q™)* + 4 (q?) v (™).

A série em (4.23) requer um pouco mais de cuidado. Primeiro usamos a substitui¢ao

r+—r+zez— x— 2z eentao usamos a definicao de ¥ na parte da série que tem

o indice x.
Z q(4x72y74z+1)2+4(2y+1) +4(2z+22+1)2 Z q (—2y+82+1)2+4(2y+1)2+4(4z+1)?
=2 (ymod 2) oy
_ 241)2 2
_ q4¢<q32)z q( 2y+8z+1)°+4(2y+1)

I?y?'z

Agora vamos mostrar que

_ 211)2 2
S gl HC = () o).

Y,z
Para isso, separamos a série em quatro, de acordo com a classe de equivaléncia de
y médulo 4, com a substituigdo usual y — 4y + j quando y = j (mod 4). Dali,
usamos a translagao z — z+y em cada série para eliminar o termo em y de um dos
quadrados na poténcia de ¢, posteriormente separando as séries como produtos de
séries. Al, apés algumas modificagoes e evidenciagoes, obtemos um produto de duas
somas de séries. Unindo as séries com mesmo indice, finalmente podemos utilizar a

definicao de ¢ para encerrar a demonstracao desta parte.

Zq (—2y+82+1)2+4(2y+1)2 _ Z Z q( 2(4y+j)+82+1)24+4(2(4y+j)+1)?

Y,z j=0 y,z
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= Z q(—8y+8z+1)2+(8y+1)2 + Z q(—8y+82—1)2+4(8y+3)2
Y,z Y,z
+ Z q(—8y+8z—3)2+4(8y+5)2 + Z q(—8y+8z—5)2+4(8y+7)2

y7z

Y,z

. 2 2 2—1)2 2

— Zq(8 +1)%+(8y+1) + Zq(S 1)?+4(8y+3)
Y,z Y,z

+ Z q(8z73)2+4(8y+5)2 + Z q(8z—5)2+4(8y+7)2
Y,z Y,z
= 2 2 r— 2 2
— Z q(8 +1) Z q4(8y+1) + Z q(8 1) Z q4(8y+3)
z Yy z )
+ Z q(8z73)22 q4(8y+5)2 + Z q(8z75)22 q4(8y+7)2
z Yy z Yy
= 2 2 2 2 2
— Z q(8 +1) Z q4(8y+1) + Z q(S +1) Z q4(8y+5)
z Yy z )
+ Z q(8z+5)2z q4(8y+5)2 + Z q(8z+5)22 q4(8y+1)2
z Yy z Yy

_ (Z q(82+1)2 + Z q(8z+5)2> (Z q4(8y+1)2 + Z q4(8y+5)2>
z z Yy )

_ (Z q(4z+1)2> (Z q4(4y+1)2>
z y

= ¢"(¢*)(¢™).

Por fim, na série (4.24), comegamos com a substituigdo r — z+z2+1e z — x — 2,
e entao fazendo as reflexoes e translagoes v — —x — 1,y +— —y—lez+— —z—1,
e mudando o sinal dentro dos quadrados nas poténcias, vemos que ficamos com a
mesma série obtida ao trabalharmos com (4.23). Logo, esta série admite o mesmo

valor final, e isto encerra a demonstracao.

2: q(4172y74z+1)2+4(2y+1)2+4(2x+22+1)2 _ 2: q(72y+8z+5)2+4(2y+1)2+4(4x+3)2

Y Z,Y,2
zZz (mod 2)

= Z (=821 A2y 1) 4 (a1
x7y7Z
— Z q(—2y+8z+1)2+4(2y+1)2+4(4z+1)2

x7y?z
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= ¢"Y()(g™)*.
m
Como antes, faremos uso dessa expressao de 9(9, 17,32, —8, 8, 6, ¢) para
obter estimativas para os valores de (9,17,32,—8,8,6;n).

Lema 4.4. Seja n € N. Temos

(9,17,32,-8,8,6;32n) = (1,1,8,0,0,0; n) (4.25)
(9,17,32,—8,8,6;32n + 20) > 0 (4.26)
(9,17,32,—8,8,6;128n + 80) > 0 (4.27)

(9,17,32, -8, 8,6;128n + 16) = [¢°""]16¢"(¢*)y(¢**)? (4.28)
(9,17,32, —8,8,6;32n + 4) = [¢*"4¢" Y (¢®)¢(¢*?)? (4.29)
(9,17,32,-8,8,6;8n + 1) = [¢"""]2¢°¢(¢%)1(¢*)? (4.30)

(9,17,32,-8,8,6;8n+1r) =0, ser € {3,5,7} (4.31)
(9,17,32,-8,8,6;64n + 27) =0, ser ¢ {0,2,8,16,18} (4.32)

Demonstracgao. De (4.20), se r € {3,5,7} e 7 € {1,3,5,6,7,9,10,11,12,13, 14, 15,
17,19, 20, 21, 22,23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32} temos

Pss [9(9,17, 32, -8,8,6,9)] = ¢(Q32>2¢(q256>,
Py 0 [9(9, 17,32, -8,8,6,9)] = 2670 (¢%) ¢ (¢™)?,
Prass0 [0(9,17,32, —8,8,6, )] = 8¢™¢(¢"**)v(¢*°)?,
Piag 16 [9(9,17, 32, -8,8,6,q)] = 16q144¢(q128)¢(q512)2,
Psp 4 [0(9,17,32, =8,8,6,9)] = 4¢°°¢(¢*)y(¢'**)?,
Py1 [0(9,17,32, -8,8,6, )] = 26" (¢*)¢(¢%)?,
P, [9(9,17,32,-8,8,6,q)] = 0,

P64,277 [19(9; ]-77 32) _8’ 87 67 Q)] = 0.
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Das trés tltimas equagoes decorrem diretamente as equagoes (4.30), (4.31) e (4.32).
Observando que o coeficiente de ¢** em ¢(q**)?¢(¢**®) é o mesmo que o coeficiente
de g em ¢(q)*p(¢%), a primeira equacdo implica (4.25). Para obter (4.28) e (4.29),
basta aplicar ¢'® — ¢ e ¢* — ¢, respectivamente, na quarta e quinta das equacoes

acima. Retomando (4.3), temos

3
[

] = )

Utilizando isso na segunda e terceira equacoes, com g — ¢* e ¢ — ¢'%, respectiva-

mente, concluimos que

4\3
P32,20 [79(97 17,32, -8, 8,6, Q)] = P32,20 [%]

1613
Pras g0 [9(9,17, 32, -8,8,6,¢)] = Prag g0 [gb(q | }

3

320120 om ¢(¢*)?, bem como o coeficiente de

Por fim, notando que o coeficiente de ¢

2% em ¢(¢'%), sdo os mesmos que o coeficiente de ¢*"° em ¢(q)?, seguem

(1,1,1,0,0,0;8n + 5)

>0
12

(97 177 32,—8,8,6;32n + 20) =

(1,1,1,0,0,0;8n + 5)
3

onde as desigualdade estritas seguem do Teorema dos Trés Quadrados, visto que

(9,17,32, -8, 8, 6; 128n + 80) = > 0,

8n + 5 nao é do tipo 4*(8m + 7). O
Para obtermos o desejado, precisaremos ainda de mais um resultado de

[12].

Proposicao 4.2. A forma x* +y* 4 82% representa exclusivamente todos os inteiros

ndo-negativos que nao sao dos tipos 4m+3, 2(8m+3) e 4*2(8m+7), com m,k € N.
Agora temos todas as ferramentas necessarias para determinar os intei-

ros representados por (9,17,32,—8,8,6).
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Teorema 4.5. A forma 92> +17y*+322> —8yz+8xz+6xy representa exclusivamente

todos os inteiros nao-negativos que nao sao dos tipos
47(8m+7), 4°(8m+6), 4°(8m+3), 4°(8m+2), Sm+5, M?  4M?,  16M?Z,

onde b € {0,1,2}, c€{0,1,2,3} ea, m, M € N, e todos os divisores primos de M
satisfazem p =1 (mod 4).

Demonstracao. Defina:
X ={neN;(9,17,32,-8,8,6;n) = 0},
X; ={32n;(1,1,8,0,0,0;n) = 0}
Xy = {8n +1,32n + 4,128n + 16; [¢*" | ¢"¥(¢®) (¢*2)* = 0},
X3 = {8n+7,64n + 28,64n + 60, 128n + 112;n € N},
Xy ={64n+2rn e N7 € {3,7,11,12,15,19,23,27,28,31}},
X5 = {8n+ 3,64n + 12,64n + 44, 128n + 48;n € N},
Xo = {8n+5;n € N},
X, ={64n+27;n e N7 € {1,4,5,9,13,17,20,21,25,29} }.
Entao X é o conjunto de todos os inteiros positivos que nao sao representados pela

forma 922 + 17y* + 322% — 8yz + S8xz + 6y e, fazendo uma observacao cuidadosa do

Lema anterior, vemos que

7
X =JX;
j=1

Pela Proposicao 4.2, podemos reescrever X; como
X, = {32 (4m + 3),64(8m + 3),64 - 4"(8m + 7); k,m € N}
= {4°(8m + 7),4*(8m + 3),4*(8m + 6);a > 3,m € N}.

Agora, para reescrever X, basta utilizar o Teorema 4.1, notando que M? = 1

(mod 8), qualquer que seja M fmpar.

Xo={8n+1,48n+1),16(8n+1);8n+1=M?’ep| M =p=1 (mod4)}
= {M?* 4AM* 16M?*p| M =p=1 (mod 4)}.
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Por fim, reescrevemos X3, X4, X5 e X7 com o uso de propriedades elementares dos

inteiros com relagao a classes de equivaléncia.

X3 = {8m +7,32m + 28,128m + 112;m € N}
= {8m +7,48m +7),4*(8m + 7);m € N)}

={4°8m+7);0 <a <2,m e N},

X, = {64n + 27;n € N, 7 € {3,7,11,15, 19, 23,27, 31}}
U {64n + 24,64n + 56;n € N}
= {8m +6,32m + 24;m € N}

= {4°(8m +6);0 < b < 1,m e N},

X5 = {8m + 3,32m + 12,128m + 48;m € N}
= {8m + 3,4(8m + 3),4*(8m + 3);m € N}

={4°(8m +3),0 < ¢ < 2,m € N},

X7 = {64n + 27;n € N,7 € {1,5,9,13,17, 21, 25,29} }
U {64n + 8,64n + 40;n € N}
={8m +2,32m + 8;m € N}
= {8m + 2,4(8m + 2); m € N}

= {4"(8m +2);0<b<1,meN}L

4.3 Representacao de inteiros pela forma 322 + 4y + 922

Para obter os inteiros que sao representados pela forma (3,4,9,0,0,0),
precisaremos do seguinte resultado sobre a representacao de inteiros pela forma

(1,3,36,0,0,0), cuja demonstracao pode ser encontrada em [12]:
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Teorema 4.6. A forma x* + 3y* + 362° representa exclusivamente todos os inteiros

ndo-negativos que ndo sio do tipo 3m + 2, 4m +2 e 9*(9m + 6), com m, k € N.

Agora passamos ao seguinte lema, que relaciona o nimero de repre-
sentacoes de inteiros por essas duas formas. A demonstracao aqui apresentada é

uma releitura da demonstracdo presente em [2].

Lema 4.5. Seja n um inteiro nao-negativo. Entao
(1,3,36,0,0,0;n) = (3,4,9,0,0,0;n), (4.33)
sen nao € um quadrado perfeito ou € maultiplo de 3. Além disso, parar =1, 2,
(1,3,36,0,0,0; (65 +r)*) > (3,4,9,0,0,0; (65 +7)*) > 0, (4.34)

com a ultima desigualdade sendo igualdade se e somente para todo p divisor primo

de 65 + r tem-se p =1 (mod 3), e, para v =4, 5,

(3,4,9,0,0,0; (65 +7)?) > (1,3,36,0,0,0; (65 +7)*) > 0. (4.35)

Demonstracdo. Defina funcées fi, fo, g1, g2 : Z* — Z? por

filv,y) = (6 +y,—x)  falz,y) = (—y, v + 6y)

gz, y)=Bx+y,2x+y) g(r,y) = (r—y, -2z + 3y)

entao

fro fa@,y) = fil=y,x + 6y) = (6(—y) + (z + 6y), —(—y)) = (z,y)
fao filz,y) = fo(67 +y, —2) = (—(—2), (62 + y) + 6(—=)) = (z,y)
g1092(z,y) = g1(x — y, =2z + 3y)

= @@ —y) + (22 +3y),2(x —y) + (22 + 3y)) = (z,y)

G20 g1(z,y) = g2(3x +y, 22 + y)

=(Br+y)— 2r+vy),—2Br+y) +32x+y)) = (z,y).
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Dai segue que f; e g; sdo invertiveis (com inversos fy e g2, respectivamente) e,
portanto, sao bijegdes. Assim, podemos fazer as substituicoes (z,y) — (6x +y, —z)
e (z,y) = (3v+y, 2z+y) nas séries de ¢(q)0(q*®) e #(¢*)¢(¢°) sem alterar o conjunto

de indices, obtendo

¢<q)¢(q36) _ Z x2436y> Zq 6z+y)2+36(—
_ Z 7222 +12zy+y>

@’ 2 x+y)? 2q)2
d(¢Ho(¢) = Zq4 YT — Zq4(3 +y)249(2z+y)

$7y :I"7/y
_ } : q72w2+60:py+13y2
x7y

Agora unimos isso as equagoes (3.38) e (3.15) para concluir que
9(1,3,36,0,0,0,9) = 9(3,4,9,0,0,0,9) = ¢(0)¢(¢")(¢™) — (a”)d(a")¢(a”)

3) 7222 +12zy+y? 7222 4+60xy+13y2
q q
J/‘,y

2y
= 296(¢*)E(¢"*)?
= QZ 1)t <_ )nq "

n>0

Analisando os coeficientes de ¢", se n nao é um quadrado perfeito, temos
(1,3,36,0,0,0;n) — (3,4,9,0,0,0;n) = 0= (1,3,36,0,0,0;n) = (3,4,9,0,0,0;n)
e, se n = m? para algum m € N,

-3
(1,3,36,0,0,0;m?) — (3,4,9,0,0,0; m?) = 2(—1)"" <—) m. (4.36)

m

-3
Como (—) = 0 se m = 3k ¢é multiplo de 3, entao
m

(1,3,36,0,0,0;9%%) = (3,4,9,0,0,0; 9k?).
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Restam considerar os casos n = (65 +r)* com r € {1,2,4,5}. Retomando a desi-

gualdade (2.18), com W = 6j + r e fazendo algumas manipulagoes, vale que
(1,3,36,0,0,0; (6j+7)*)—(3,4,9,0,0,0; (65+7)%) > 2[(65+7)—(3,4,9,0,0,0; (65+7)%)]
e, analogamente,

(3,4,9,0,0,0; (65+7)*)—(1,3,36,0,0,0; (65+r)) > 2[(65+7r)—(1,3,36,0,0,0; (654+7)?)]

com igualdade, em ambas, se e somente se, para todo p divisor primo de 65 + 7,

tem-se p =1 (mod 3). Agora retornamos a (4.36), analisando caso a caso.

e Ser =1, entao | — =1e (=1)®FU+ — 1 daf
67 +1

2(6j + 1) = (1,3,36,0,0,0; (6] + 1)*) — (3,4,9,0,0,0; (6] + 1)%)
> 2[(65 + 1) — (3,4,9,0,0,0; (65 + 1)%)]

com igualdade se e s6 se p = 1 (mod 3) para todo p divisor primo de

(65 + 1). Em particular, segue que
(1,3,36,0,0,0; (6] +1)*) > (3,4,9,0,0,0; (6 +1)*) > 0,

com igualdade se e s se p = 1 (mod 3) para todo p divisor primo de
(65 +1).

-3
6j + 2

e Se r =2, entao ( ) = —le (—1)F2+ = _1 dai

2(6j +2) = (1,3,36,0,0,0; (6 +2)%) — (3,4,9,0,0,0; (6] +2)*)
> 2[(65 +2) — (3,4,9,0,0,0; (65 + 2)°)]

com igualdade se e s se p = 1 (mod 3) para todo p divisor primo de
(67 + 2), o que nao pode ocorrer pois 2 | 65 + 2. Em particular, segue

que
(1,3,36,0,0,0; (65 +2)%) > (3,4,9,0,0,0; (65 + 2)*) > 0.
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-3
6j +4

e Se r =4, entao ( ) —1e (—1)*9+ — _1 daf

2(6j +4) = (3,4,9,0,0,0; (65 +4)*) — (1,3,36,0,0,0; (65 + 4)%)
> 2[(65 +4) — (1,3,36,0,0,0; (65 + 4)?)]

com igualdade se e s6 se p = 1 (mod 3) para todo p divisor primo de
(65 + 4), o que nao pode ocorrer pois 2 | 65 + 4. Em particular, segue

que

(3,4,9,0,0,0; (65 +4)*) > (1,3,36,0,0,0; (65 + 4)*) > 0.

_3 .
e Ser =25, entao | — = —1e (—1)6F+ — 1 daf
67 +5

2(6j +5) = (3,4,9,0,0,0; (65 +5)*) — (1,3,36,0,0,0; (6 + 5)%)

> 2[(65 +5) — (1,3,36,0,0,0; (65 +5)%)]

com igualdade se e s6 se p = 1 (mod 3) para todo p divisor primo de
(65+5), o que ndo pode ocorrer pois 6j+5 = 2 (mod 3). Em particular,

segue que

(3,4,9,0,0,0; (65 +5)%) > (1,3,36,0,0,0; (65 + 5)*) > 0.

]

Agora estamos aptos a explicitar os inteiros nao representados por

(3,4,9,0,0,0).

Teorema 4.7. A forma 3z* 4 4y* + 92° representa exclusivamente todos os inteiros

que nao sao dos tipos
(3m +2), (4m + 2), 9%(9m + 6), w2,
onde a, m, W € N e p=1 (mod 3) para todo primo p que divide W .
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Demonstragao. Temos diretamente do lema anterior que (3,4,9,0,0,0;n) = 0 sem-
pre que (1,3,36,0,0,0;n) = 0, logo (3,4,9,0,0,0) certamente nao representa niimeros
do tipo 3m + 2, 4m + 2 e 9*(9m + 6), visto que (1,3,36,0,0,0) nao representa tais
ntmeros. Do lema também segue que o unico caso em que (3,4,9,0,0,0;n) = 0
além destes ¢ dado por ntimeros do tipo (65 + 1)?, tais que todos seus divisores pri-
mos p satisfazem p = 1 (mod 3). Mas, se p =1 (mod 3) é um primo, entdao p = 1
(mod 6), visto que, se tivéssemos p =4 (mod 6), entao 2 | p e p # 2, 0 que contradiz
p primo. Logo, se W é tal que todos seus divisores primos satisfazem p = 1 (mod 3),
entdo todos devem satisfazer p = 1 (mod 6), de onde segue W? = 1 (mod 6), ou
seja, um numero W cujos divisores primos sao todos congruentes a 1 médulo 3 é
sempre do tipo 65 + 1, e portanto seu quadrado nunca pode ser representado por

(3,4,9,0,0,0). O
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5 CONSIDERACOES FINAIS

E natural perguntar-se se o método que utilizamos para obtencao dos
inteiros representados pelas formas 92° + 16y + 362 + 16yz + 42z + Szy e 92° +
17y% + 322% — 8yz + 8z + 6xy podem ser usados para trabalharmos com outras
formas. De fato, isso ocorre.

As duas formas tratadas neste trabalho fazem parte de uma classe de
formas chamadas formas de Jones-Pall, mas que usualmente sao tratadas pelo nome
formas spinor regulares hoje em dia. Uma definicao formal dessa familia de formas
foge ao escopo deste trabalho, mas notas sobre o assunto podem ser encontradas em
[15].

Resumidamente, de acordo com Dickson em [9], uma forma quadratica
ternaria positivo-definida ¢é dita regular se ela representa todos os niimeros naturais
nao excluidos por congruéncias. Em [12], Jones e Pall discutem algumas formas
quadraticas cujos numeros naturais excluidos por congruéncias sao os mesmos de
certas formas regulares, mas estas formas acabam sendo quase-regulares, por falha-
rem em representar uma infinidade de inteiros numa certa classe. Desde entao, essas
formas ficaram conhecidas como formas de Jones-Pall e, atualmente, como formas
spinor requlares.

No seu artigo original, Jones e Pall apresentam 7 dessas formas, mas
hoje em dia sao conhecidas 29 delas. Dessas 29, 4 foram contribui¢ao de Jagy, que
ainda checou computacionalmente todas as formas terndrias positivas com discri-
minante até 1.400.000 procurando por formas spinor regulares. A lista com as 29
formas spinor regulares aqui citadas pode ser encontrada em [11], e acredita-se que

esta completa.
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Em [13], Kaplansky apresentou as 10 formas spinor regulares a seguir

4a® + 5y* + 132% + 22,
5% + 8y* + 82% + duz + 4y,
4a® + 9y* + 282 + 4duz,
42” + 9y* + 322 + day,
52 4+ 13y* + 162° + 2y,
922 + 9y* + 162” + 8yz + 8xz + 2wy,
922 + 16y* 4 1622 + 16yz,
1322 + 13y* + 162 — S8yz + Sxz + 10xy,
927 + 1692 + 362> + 16yz + 42z + Szy,

922 + 17y* + 3222 — Syz + 8wz + 62y.

Duas delas, de discriminante 16384, sao as tratadas em [2] e neste trabalho. Segundo
[2], todas as outras formas apresentadas por Kaplansky podem ser tratadas pelos

mesmos métodos que utilizamos aqui.
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