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Resumo

Nesta tese apresentamos uma variacao do conceito de convolucao de medidas. Trata-
se da S-convolucao, uma operacao derivada da convolucao usual, porém nao-associativa e
nao-comutativa. Exploramos suas principais propriedades e suas relacoes com caracteres do
grupo (Z/pZ)N. Utilizando tais relacoes, diagonalizamos algumas matrizes Bloco-Hankel.
Na segunda parte da tese, definimos o operador de transferéncia generalizado, inspirados na
definicao de subshift generalizado desenvolvida, por exemplo, nos trabalhos de Gromov em

[5] e de Friedland em [3]. Nesse contexto, provamos o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius.
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Abstract

In this thesis we present a variation of concept of the convolution measure. This is a
S-convolution, a derived operation of the usual convolution, but noncommutative and nonas-
sociative. We have explored its main properties and its relationship with characters of the
(Z/pZ)N group. Using such relations, we have diagonalized some Bloco-Hankel matrices. In
the second part of this thesis, we have defined a generalized transfer operator, inspired by the
definition of the generalized subshift developed, for example, in the works of Gromov in [5]

and Friedland in [3]. In this context, we have proved the Ruelle-Perron-Frobenius Theorem.
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Introducao

No ano de 1967, Furstenberg, em [4], discutiu varias propriedades da dinamica (T, 0,), onde
T é o toro unidimensional e o,(x) = pr mod 1. Neste trabalho, Furstenberg conjecturou

que

Conjectura. (Furstenberg) As unicas medidas invariantes para o semi-grupo dos endomor-
fismos do circulo gerado por o, e o4, para p e q multiplicativamente indenpendentes, sao a

medida de Lebesgue \, e medidas atomicas suportadas em orbitas periodicas.

Boa parte das pesquisas envolvendo a dinamica (T, 0,) tem relagoes com esta conjectura.
De fato, ela ja foi provada se considerarmos medidas com entropia positiva. Primeiramente,
para p e ¢ relativamente primos, Rudolph conseguiu o resultado em [15]. O caso em que p e
q nao sao relativamente primos, mas sao multiplicativamente independentes, ou seja, quando
ambos ndo sao poténcias do mesmo inteiro, foi demonstrado por Johnson em [9|. Porém,

para casos onde a medida tem entropia nula, a conjectura ainda nao foi provada.
Motivados pela conjectura de Furstenberg, Lindenstrauss et al. em [10], demonstraram

que

Teorema. Seja {y;} uma sequéncia de medidas ergddicas e p-invariantes em T cujas entro-

pias normalizadas h; = h,,(0,)/logp satisfazem

“—~ |log hil '
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Entao

Py spgirrspn (0) = log p, monotonicamente, quando n — oo.
Em particular, pq * pg * - - - % p,, — X na topologia fraca*.

Inspirado pelo resultado de Lindenstrauss, mas trocando o grupo T pelo grupo (Z/pZ)Y,
Bruno B. Uggioni em sua tese de doutorado [18], provou resultados de convergéncia de con-
volugoes de medidas para a medida de Haar do grupo, a saber, a medida produto de medidas

de Bernoulli uniforme em cada uma das coordenadas.

Neste trabalho, continuamos estudando o grupo (Z/pZ)Y, porém trocamos a operacao de

convolucao pela S-convolucio, a saber, se u e 7 sdo probabilidades o-invariantes em (Z/pZ)N

g n(A) = p x n(S~(A)),

onde S : (Z/pZ)N x (Z/pZ)N — (Z/pZ)N & dada por S(x,y) =z —y.

Essa operacao entre medidas nao é comutativa e nem mesmo associativa, sendo algebrica-
mente mais complexa que a convolucao. Por outro lado, se duas medidas de probabilidade

sao invariantes pelo shift, entao sua S-convolugao continua invariante pelo shift.

Neste novo cenario, nosso resultado principal da primeira parte do trabalho, exposto nos

capitulos 2 e 3, é o seguinte teorema:

Teorema. Seja (1,)nen uma sequéncia de probabilidades o-invariantes em M((Z/pZ)Y). Se

para todo m € N* e para todo caracter nao trivial x constante em cilindros de tamanho m,

tivermos
11 /X dnn| — 0,
n=1
entao
11 1
nl*sn2*5...*snn% _’_7...’_
pp p

na topologia fraca™.



A segunda parte deste trabalho, contida no capitulo 4, segue uma direcao diferente da

primeira parte do texto. Nela tratamos do operador de transferéncia.

O operador de transferéncia tem um papel importante em mecanica estatistica e forma-
lismo termodinadmico. Quando o sistema dinamico é dado pelo shift unilateral e pelo espago
simbdlico do tipo finito, Ruelle provou em [16] e [17] que o operador de transferéncia agindo
no espacgo das funcoes Holder continuas tem um tnico autovalor positivo maximal com uma
autofuncao positiva. Isto nos da a existéncia e unicidade da medida de Gibbs para este

sistema dinamico.

Em 2014, Lopes et al em [11], generalizaram alguns resultados do formalismo termodiné-
mico classico, considerando um espaco métrico compacto M como espaco de estados. Neste

artigo, estudaram potenciais que podem depender de infinitas coordenadas em MY,

De outro lado, Gromov em [5], com o objetivo de calcular a entropia topologica de uma
aplicagao holomorfica, introduziu o conceito de entropia de um grafico. Em 1995, Friedland
em [3], explorou tal conceito. Neste trabalho, X é um espago métrico compacto e I' C X x X

um conjunto fechado. Ainda,
FOO e {(xz)(fo . (l‘i,xi+1) & F, Z — 1727 e ,}’

e o : 1 — I'® é o shift. Assim, definiu A(I") como sendo a entropia topologica de o|T"*°.

Analisando a estrutura do conjunto acima, percebemos que o~ *(z) varia de acordo com z.
Desta forma, se A é um espago métrico compacto, pensamos num operador de transferéncia
em que a medida de probabilidade em o~!(z) usada no operador varia de acordo com = €
X = AY. De maneira mais precisa, definimos o operador de transferéncia generalizado por
L,:C(X)— C(X), por

Lypla) = [ e plar)iv, o),
A

onde g é Lipschitz em X. O resultado principal desta segunda parte, contida no capitulo 4, é



a demonstracao de uma versao do Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius para este operador.
Esta tese esta organizada da seguinte forma:

No capitulo 1, desenvolvemos os conceitos preliminares necessarios para a compreensao
deste trabalho. Basicamente tratamos da definicao de grupos abelianos finitos, seus carac-
teres e os principais resultados que serao tuteis nessa tese. Além disso, mostramos algumas

propriedades da topologia fraca* no espaco das medidas de probabilidade em (Z/pZ)N.

O capitulo 2 trata da R-convolugao, uma generalizacao do conceito de convolucao de me-

didas, bem como de algumas de suas propriedades.

No terceiro capitulo exploramos a S-convolu¢ao. Analisando seu comportamento em cilin-
dros, chegamos a uma definicao de matriz de S-convolucao que simplifica a analise da mesma.
Percebemos que no caso em que tratamos de cilindros de tamanho 1, a matriz originada é
uma matriz particular de Hankel. Para cilindros maiores, obtemos matrizes simétricas Bloco-
Hankel. Tais matrizes motivam trabalhos na area de matematica aplicada, como em [1], |2]
e [14]. Os principais resultados aqui estdo relacionados aos autovalores e autovetores destas

matrizes. Estes, por sua vez, intimamente ligados aos caracteres do grupo.

Finalmente, no quarto e tltimo capitulo, abordamos uma questao distinta. Inspirados
pela definicao de subshift generalizado, definimos um operador de transferéncia generalizado

e provamos o resultado analogo ao Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius nesse contexto.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentamos os conceitos preliminares para a compreensao do
texto. Procuramos coloca-los de forma objetiva e somente demonstramos os resultados que

podem servir de inspiragao para o restante do trabalho.

1.1 Grupos

Para uma referéncia bésica sobre teoria de grupos, o leitor pode consultar [6].

Defini¢ao 1.1.1. Um grupo (G, *) é um conjunto G dotado de uma operagao binaria

x:GxGE—=G

(a,b) > axb

satisfazendo as seguintes condigoes:

G1. (Associatividade) ¥V a,b,c € G,

(axb)xc=ax(bxc);



G2. (Existéncia do elemento neutro) Existe um elemento 1g € G tal que

axlg=a=1gx*a

para todo a € G}

G3. (Existéncia do inverso) Para cada a € G existe a™! € G tal que

a*a_lzlgza_l*a.

Defini¢ao 1.1.2. Um grupo (G, *) é abeliano (ou comutativo) se

axb=bxa, Va,bedqd.

A ordem |G| de um grupo finito G é a sua cardinalidade, ou seja, |G| = #G. Se G é um
grupo finito, definimos a ordem de um elemento a € G' como sendo o menor inteiro positivo

n tal que a” = 1g.
Proposicao 1.1.3. Seja S um subconjunto nao-vazio de um grupo (G,x*). Se

S1. a,be S=axbe S, e

$2. acS=a'cs,

entao (S,*) é um grupo.

Um subconjunto nao-vazio satisfazendo as condigoes (S1) e (S2) é chamado de subgrupo
de G. Quando S é finito, (S1) implica (S2). De fato, seja a € S. Entao {a,a? ...} C Se

como S é finito a tem ordem finita, digamos a” = 1. Logo, a ™t =a" ! € S.



Note que a interseccao de subgrupos de G também é um subgrupo de GG. Também, dado
qualquer subconjunto X C G existe um menor subgrupo contendo X. Ele é formado por
todos os produtos finitos de elementos de X e seus inversos (repeti¢oes permitidas). Denota-
remos tal conjunto por (X) e o chamaremos de subgrupo gerado por X. Se X tiver ordem
finita, entao o conjunto formado por todos os produtos finitos de elementos de X ja é um

grupo e ¢ igual a (X).

Dizemos que X gera G se G = (X).

Teorema 1.1.4. (Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos). Se G é um
grupo abeliano finito com mais de um elemento, entao existem inteiros positivos Unicos s e

ni,...,ns, com cada n; > 2, tal que nj|n;iq1, paraj=1,...,s—1e

G=2Z/ny X - X7ZL/ns.

Exemplo 1.1.5. Grupos Ciclicos. Um grupo é ciclico se ele é gerado por um tnico

elemento r € G, ou seja, G = (r). Se G é finito, entdao r tem ordem finita, digamos n, e

G ={lg,r, re,... ,r"_l}.

Definig¢ao 1.1.6. Sejam (G, %) e (H, o) grupos. Um homomorfismo de grupos é uma aplicacao
h: G — H tal que
W xy) = h(z)oh(y), Vo,y€q.

Note que se h & um homomorfismo de grupos, entdao h(lg) = 1y pois

h((l]) = h(ZE * ]lg) = h([t) e} h(]lg)

Sempre que nao tivermos ambiguidades, escreveremos ab ao invés de a * b.



1.2 O Grupo dos Caracteres

Nesta secao trataremos de um dos principais objetos desta tese: o grupo dos caracteres.
Nosso objetivo aqui é exibir sua definicao, apresentar as relagoes entre um grupo abeliano
finito G e o conjunto dos caracteres definidos nesse grupo e calcular explicitamente quem
sao os caracteres de (Z/pZ)™, para qualquer m € N. Para mais detalhes sobre o grupo dos

caracteres, sugerimos o livro [12].

Definigao 1.2.1. Um caracter de um grupo abeliano finito G é um homomorfismo y : G —

S, ou seja, x(ab) = x(a)x(b) e x(1¢) = 1.

Quando G tem ordem p e g € GG, para qualquer caracter y de G nos temos x(g)” = x(g?) =

X(1) = 1. Desta forma, x(g) é uma das p-ésimas raizes da unidade.

Definicao 1.2.2. O Grupo dual, ou grupo dos caracteres, de um grupo abeliano finito
G, é o grupo (@,) dos homomorfismos G — S! sendo (-) a operagao de multiplicagdo

pontual de funcoes.

O caracter trivial (x = 1) é a unidade de G. Note que G também é abeliano, pois a

operacao do grupo ¢é a multiplicagao pontual de funcoes.

Definicao 1.2.3. Seja y um caracter de G. O caracter conjugado de y é a funcao y : G — S*

dada por X(g) := x(g)-

Note que para um numero complexo z, com |z| = 1, temos que Z = 271, Logo X(g) =
x(9) ™ =x(g7).
Teorema 1.2.4. Se G| e Gy sao grupos e G1 = G4, entao é\l = é\g
Demonstragao. Ver [12], pagina 34. O



Definicao 1.2.5. Suponha que G e G5 sao grupos e que X € Y2 sao caracteres de GGy e G,
respectivamente. O Produto Tensorial de x1 e Y2 ¢ a funcido x1 ®@ x2 : G1 X Gy — St definida

por

X1 ® X2(91, 92) = x1(91)x2(92)

Note que x1 ® x2 é um caracter de GG; X Go. Na verdade temos algo mais forte:

Teorema 1.2.6. Suponha que G e Gy sao grupos. Entao x € um caracter de G x G5 se e

somente se X = X1 @ X2 para algum x1 € é\l e X2 € @
Demonstragao. Ver [12], pagina 35. ]
Corolario 1.2.7. Se G; e G5 sao grupos, entao

Gr X Gy = Gr @ Gy,

Teorema 1.2.8. Seja G um grupo ciclico finito de ordem p com um gerador escolhido g.

~ ik
Entdo G também é um grupo ciclico de ordem p, gerado por x1, onde x1(g*) = €2T, 1<

k <p.

Demonstragao. Ver (8], pagina 149. ]

Teorema 1.2.9. Se p é um inteiro positivo, entao Z/pZ = 7./ pZ.

Demonstragao. Ver [12], pagina 37. ]

Teorema 1.2.10. Se G é um grupo abeliano finito, entao G € isomorfo a G.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.1.4, existem tnicos inteiros positivos s e ny, ..., ng, com cada

n; > 2, tal que n;|njq, paraj=1,...,s—1le

G=2Z/ny X X ZL/ns.



Utilizando o Teorema 1.2.4, temos que
G>ZJn % - x Ljn,.
Agora, aplicando o Corolario 1.2.7, obtemos
G2Zim® - ®Ln,
Finalmente, usando o Teorema 1.2.9,
G>7Z/ny X X Lng =G

m
Exemplo 1.2.11. Usando a operagao + para a operacao binaria de Z/pZ, um caracter de

Z/pZ & uma fungao x : Z/pZ — U, onde U, = {ey : 0 < k < p}, definida por

x(a+b) = x(a)x(b)

para todo a,b € Z/pZ. Defina x, : Z/pZ — U, por

2miab

Xa(b) =ecr

Entao, para by, by € Z/pZ,temos

2mia(by+bg)

Xa(bl + bg) =€ p

2miaby  2miabg

=e P € P :Xa(bl)Xa<bQ)'

10



Portanto, x, é um caracter de Z/pZ. Suponha agora que x, = x». Entao

27ia 2mib

Xo(l) =xp(1) & er =er» < a=0bmod(p).

Logo, os caracteres de Z/pZ sa0 Xo, X1s - - - s Xp—1-

Exemplo 1.2.12. Sejam,p € N* p > 2/ e x um caracter do grupo (Z/pZ)™ = Z/pZ X - -- X L] pZ.

~~

m vezes

Pelo Teorema 1.2.10 e pelo Teorema 1.2.6, existe um ponto a = (ay,...,a,) € (Z/pZ)™ tal
que

2miag by

Xa(b) :Xal(b1>'-~Xam(bm) = He P

para qualquer b € (Z/pZ)™.

Defini¢cao 1.2.13. Dizemos que um caracter é real se Im(x) C {1, —1}.

Note que se x é real, entao xy = X. Sabemos que existem p™ caracteres em (Z/pZ)™. Mas
quantos deles sao reais? Quantos sao complexos? Na proxima proposicao responderemos

esta pergunta.
Proposicao 1.2.14. O nuimero de caracteres reais em (Z/pZ)™ é 2™ se p € par, ou 1 se p

€ ‘mpar.

Demonstra¢ao. Seja x um caracter real em (Z/pZ)™. Entao pelo Exemplo 1.2.12 temos que

existe um ponto a = (ay,...,ay) € (Z/pZ)™ tal que

(D) = ﬁ 627ric;kbk

k=1
para qualquer b € (Z/pZ)™. Sendo x real, temos que p | 2ay, para todo 1 < k < m. Como
0 <ap <p-—1, temos que se p é impar, entao p | a; o que implica que a; = 0 para todo k.
Logo, x = 1. Se p é par, vamos provar que Y é um caracter real se e somente se a; € {O, g},

para todo 1 < k < m. Se p é par, entao g | a. Assim aj, = sn. Como ap < p—1, n deve ser

11



0 ou 1. Logo, aj € {0,5}. Reciprocamente, se aj, € {0,5} entdo a + a = 0. Logo, x* = 1.
Assim, Im(x) C {1,—1}. O

Teorema 1.2.15. Seja G um grupo abeliano finito. Entao

#Ga se X = 17 #G7 S€ g = ILG)
> xlg) = > xlg) =
geG 0, se x # 1, el 0, se g # lg.
Demonstragao. Ver [8], paginas 149 e 150. ]

1.3 Topologia Fraca™

A Topologia Fraca* é muito utilizada em vérias areas da Mateméatica. O leitor que de-
seja uma definicdo mais geral sobre o conceito pode consultar os 6timos livros [19] e [20].
Porém, como estamos trabalhando com um espaco topoldgico especifico, a saber (Z/pZ)~,

apresentaremos alguns resultados especificos para este espaco.

Considere os cilindros
[,y an) = {(25)jen € (Z/PL)Y 2 2y = Q-+, 20 = Qi)

Denotaremos por A a o-algebra gerada por todos os cilindros.
Denotaremos por M((Z/pZ)N) o espaco das medidas de probabilidade em (Z/pZ)".

Dados uma medida n € M((Z/pZ)Y), um conjunto finito ® = {¢1,--- ,¢dn} de fungoes

continuas ¢; : (Z/pZ)N — R e um ntimero ¢ > 0, definimos o seguinte conjunto

V@) = {u & M((Z/pT)") : ‘ Jovdn — [ody

< € para todo 2} :

Usando essa defini¢ao, a familia {V (9, ®,¢)} : ®, e} forma uma base de vizinhangas para cada

12



n € M(Z/pZ)Y). A Topologia fraca* é a topologia definida por estas bases de vizinhangas.

Proposicao 1.3.1. Sejam n, u € M((Z/pZ)N). Se n(C) = u(C) para todo cilindro C, entdo

n=p.

Demonstragao. Se n(C) = p(C) para todo cilindro C C (Z/pZ)Y, entdao n(A) = u(A) para
qualquer A € A. Como 7 e p sao o-aditivas, pelo teorema da extensao, elas possuem uma

unica extensao. Logo, n = pu. 0

Proposicao 1.3.2. Sejam (ur)ren € n medidas em M((Z/pZ)Y). Se klim i (C) =n(C) para
—00

todo cilindro C, entdo uy converge para n na topologia fraca*™.

Demonstragio. Teriamos que mostrar que [ f du, — [ f dn para toda fungdo continua f.

Porém, basta mostrarmos o mesmo para um conjunto D denso em C'((Z/pZ)"). Escolheremos
D ={f e C(Z/pz)} ( ) = f(x1,...,2,); n € NJ}. Note que qualquer f € D pode ser

escrita como f(x Z f(x1, ., 20,0,0,..) 1, oy (@). Assim,

/fduk— Z Flins iy 0,0, Ypnlfins- - 1)) =

< in=0

— Z lea"' 7in70707"')n([i17"' 72”]):/fd77

Logo, py converge para n na topologia fraca*. O]

13



Capitulo 2

R-Convolucao

2.1 R-Convolucao

Esse capitulo foi feito conjuntamente com meu colega de doutorado Bruno Brogni Uggioni.

A partir de agora, G = (Z/pZ)N. Note que, apesar de infinito, este grupo ¢ um produto
cartesiano de grupos finitos. Portanto, os resultados do capitulo anterior nos ajudarao a

trata-lo.

Também, o denota o shift unilateral sobre esse grupo, ou seja,

o : (Z/pZ)" — (Z/pL)"

(xn>n€N — (xn+1)n€N'

De outra forma, o shift envia a sequéncia (xg, 1, T2, -+ ) na sequéncia (x1, Ta, 3, - ).
Considere o conjunto das medidas de probabilidade M(G). Sejam

A convolugao usual de duas medidas de probabilidade n, u € M(G) é dada por

nxu(A) =nx (T (A)),

14



onde n X p é a medida produto de n e u, A é subconjunto mensuravelde GeT :GxG — G

¢ a operacao de soma em G, T'(g,h) = g + h. Observe que n % pu é ainda uma medida de

probabilidade de M(G).

Tal operacao tem propriedades interessantes, que veremos adiante, tais como:

e se duas medidas de probabilidade sao ¢ invariante, entao n * p também é o invariante;

e cla nao diminui a entropia das medidas, ou seja,

hn*u(g) > max{hn(a), hu(“)}?

e ela conserva o conjunto das medidas de probabilidade de Bernoulli.

Com isso em mente, percebemos que tal conceito poderia ser generalizado. Ou seja, for-
necemos uma definicao de R-convolucao, da qual a convolugao usual é um caso particular, e

analisaremos algumas de suas propriedades.

Definicao 2.1.1. Sejam 7 e u probabilidades ¢ invariantes e R : G X G — G uma transfor-

macao mensuravel qualquer. Definimos a R-convolugao n g p em G por
nxr p(A) =1 x p(R7(A)).

Observe que 7 *g i também é uma medida em G. De fato, seja (A;);eny uma sequéncia de

conjuntos disjuntos e mensuraveis em G. Entao, temos:

nHr (U A) = 0 x p(R7HUZA)

= nx p(UZ,R™H(A))

o0

= Y nxa(R(A)

i=1
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o0

= Y e p(A),

i=1

e todas as outras propriedades que uma medida deve satisfazer seguem de forma similar.

2.2 Propriedades da R-convolucao

Proposigao 2.2.1. Sejam n e p probabilidades o invariantes e R : G x G — G uma trans-
formacao que satisfaz

Rooxo=00R,

Entao a medida n g p € uma probabilidade o invariante.

Demonstragao. Que n*g i € uma medida de probabilidade em G isso segue diretamente do

fato de n e p o0 serem. Para a invariancia, seja A um conjunto em G. Entao:

nxrp(o(A) = nxu(R™ (07 (A4)))
= nx p((ox o) H(R7(A)))
= 1 x p(R(A))
= n*g p(A)
e provamos a invariancia. ]

Lema 2.2.2. Seja R : G x G — G uma transformacao mensuravel qualquer. Entao temos:

1. Hyupu(P1Q) = Hyuo(R7H(P)|R71(Q));

2. R (PVQ)=R(P)VvRQ),

para todas P e Q particoes finitas de G e n e p medidas de probabilidade o-invariantes.
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Demonstracao. Para o primeiro item, considere os elementos tais como elencados na hipotese.

Assim, obtemos:

Hyon(P1Q) = Zn*Ru(PﬂQ)log(
P,Q

o (< EP)
= 2 RN s (st Py )

1 *g 1(P) )
n*r (P NQ)

— H, (R (P)R(Q))

e provamos o primeiro item. Observe que nas igualdades acima, P representa um elemento
genérico da particaio P e () um elemento genérico da particao Q. O segundo item é de

dificuldade e raciocinio similares, por isso omitimos a demonstragao. O]

Lema 2.2.3. Seja R : G X G — G uma transformacao definida da sequinte forma

R($7 y) = (T(wla yl)? T(xQ, y2)7 .- ')7

onder : Z|pZxZL]/pZ — Z]pZ é uma fun¢ao (nao necessariamente homomorfismo de grupos)
tal que para todo i € Z/pZ, as fungoes r(i,-) e r(-,1) sao bijecoes em Z/pZ. Se tomarmos

P =A{[0],...,[p— 1]} entao valem as sequintes igualdades entre parti¢oes:
1. R (P)V R (VIZ{o/(P)) V (P" x G) = P" x P";
2. R (VIZ{o™(P)) V (P" x G) = P" x (VIZlo7(P))

Demonstragdo. Para a parte 1, primeiro note que R~' (P) V R~ (VZ{o™/(P)) = R~ (P")
e todo conjunto de R~ (P") é da forma R™'([ky,...,k,]), para algum cilindro [k, ..., k,].
Também, todo conjunto de P" x G é da forma [iy, ..., i,] X G para algum cilindro [iq,. .., i,].

Desse modo, todo conjunto da particio R~! (P") V P" x G tem a seguinte forma:

R [y, k) (V([ins - i) x G) =

17



= U W X B0 ) Go) ™ G i) % 6)

e acabamos de ver que (P" x P") = R™Y(P™) V (P" x G), findando a parte 1.

A segunda parte segue de forma similar. Note que a particao R~* (v;?;}a—j(P)) é aquela
formada por conjuntos do tipo R™' (o7 ([ks, ..., k,])). Desta forma, tomando um conjunto

[i1,...,1,] X G de (P™ x G), obtemos:

R Yo Y ([kay .. k) O (fins - . yin] X G) =

= U (Lo da - v dnd X [ayr (o) (Ra), v (Gae) ™ ka)]) (Y[, n] X G)
= ['l.la e 7in] X U [CL, T<j2')_1(k2)7 s ’r(jn')_l(kn)]

= [il,...,in]xO[a,ké,...,k;]

= fit,...,in) x o N ([K), ..., K],

e acabamos de ver que R~ (VIZlo7I(P)) V (P" x G) = P" x (Vi—{o~7(P)), provando a

segunda parte e terminando a demonstragao. O

Agora estamos prontos para provar que a entropia nao decresce quando consideramos certas

R-convolugoes.

Teorema 2.2.4. Seja R : G X G — G uma transformacao da forma:

R(%, y) = (T(mla yl)? 7"(?[32, y2)7 .- ')7

em que r : Z/pZ X Z/pZ — Z/pZ é uma fun¢do (nao necessariamente homomorfismo de
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grupos) tal que para todo i € Z/pZ, as fungoesr(i,-) e r(-,i) sao bijegoes em Z/pZ. Entao,

temos as sequintes desigualdades para quaisquer n e p medidas o-invariantes em G :

S {1y (0). 1y (0)} < Pipeg(@) < hy(0) + hy(0).

Demonstracao. A primeira constatacao é que toda funcao R do estilo da hipotese satisfaz:

Ro(o xo)=00R,

e, portanto, 1 xg p serd uma medida de probabilidade invariante sempre que 1 e p o forem.

Agora, escolhendo P = {[0], [1],...,[p—1]} a parti¢ao em cilindros de tamanho 1, obtemos:

hipu(0) = W Hyp (P Vg 077 (P))
= lim Hy (R (P)| VI, (000) (R (P))) (Lema 2.2.2)
< sgp{li,gn Hy,(Q| Vi—y (0 00)77(Q))}
= Do X 0)

= hyl0) + (o).

Nas desigualdades e igualdades acima, as parti¢oes Q sao de G x G.

Finalmente, usando os Lemas 2.2.2 e 2.2.3, obtemos:

Hpeu (P V;‘lzl U_j<73))
= Hyxu(RT(P)IRTH(Vi_ 07 (P)))
> Hyu(RTH(P)RTH(Vi_ 07 (P)) VP x G))

— Hy(RTY(P)|P" x (VIZlo ™ (P)))

J
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nxp | Ul i) X [a, g2l
a€(Z/p)

n X plfi, -y in] X 1,05 dnl)

= D nxpiv, . yin] X [j1,. ., ja]) log

iksJk

= 3 llin -l log (M)

(L - - Jnl)
= Hy(P|Vj_107'(P)),

e tomando o limite em n tendendo ao infinito, obtemos que h,,,(c) > h,(o). De forma

analoga também podemos mostrar que h,.,(c) > h,(c), o que termina a demonstragdo. [

Proposicao 2.2.5. Sejam R uma transformac¢ao nos moldes do teorema acima, n e p me-

didas de Bernoulli quaisquer. Entao, n *xg v também sera uma medida de Bernoulls.

Demonstracao. Para checarmos a tese, basta vermos o comportamento de nx*gp em cilindros.

Temos que:
p—1
napplin, s in) = Yl dwlalrGe) ) T Gn) T ()]
Ji,r 3 Jm=0
p—1 m m
= > (U T wlrGe) @)D
Ji, 5 Jm=0 k=1 k=1
p—1 m
= S I nldulrGe) " Ge)
1y jm=0 k=1
m p—1
= H Z ikl pelr (Ges) =" (i)
k=1 jx=0
k=1
as igualdades acima mostram-nos que 7 *g 1 ¢ medida de Bernoulli. O]
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Capitulo 3

S-Convolucao de Probabilidades

Percebendo as interessantes propriedades da R-convoluc¢ao, aprofundaremos nosso estudo
em torno da S-convolucao, um tipo especicifo de R-convolucao. Na convolucgao usual, usamos
a operagao R(z,y) = x + y e definimos n * u(A) := n x u(R~*(A)). Para a S-convolugao
usaremos a operagao S(z,y) = z—y. Mesmo sendo uma troca simples, isto produz mudancas

significativas. Podemos citar as duas principais:

1) Considerando G' = (Z/pZ)N, mostraremos que, ao contrario da convolu¢ao usual, a

S-convolucao nao é associativa para p > 3;

2) A S-convolugao nao é comutativa para p > 3.

Analisando como esta nova medida age em cilindros, definimos uma matriz de S-convolucao.
Explorando suas propriedades, encontramos uma ligacao entre trés areas da matemaética:

algebra, sistemas dinamicos e matematica aplicada.

Quando analisamos cilindros de tamanho 1, por exemplo, a matriz originada é uma ma-
triz especifica de Hankel. Utlizando caracteres diagonalizaremos tais matrizes, inclusive
para casos em que m > 1, onde as matrizes nao serao mais Hankel, mas uma matriz com

caracteristicas similares.
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3.1 S-Convolucao

A S-convolugao é obtida através da diferenca dos elementos do grupo. De maneira mais

precisa, temos as seguintes defini¢oes:
Definigdo 3.1.1. Seja G = (Z/pZ)". Definimos S : G x G — G por S(x,y) = x — .

Definigdo 3.1.2. Sejam 7 e p probabilidades em G = (Z/pZ)". Definimos a S-convolugao
de n e u por
nxs (A) =n x p(SHA).

Note que se © = (1,22, -+ ) e y = (Y1, Y2, - ), entdo

Soo X O'(I,y) :S((x%x?)a"'>7(y27y37"'))
= ($2—y27133_y3;"‘)

=o(x—y)=00S(z,y),

ou seja, Soo x o = ooS. Portanto, pela Proposicao 2.2.1, temos que a S-convolucao preserva
as medidas de probabilidade o-invariantes.
Temos que s : Z/pZ x Z/pZ — Z/pZ, dada por s(i,j) =i — j, é uma fungio tal que para
todo i € Z/pZ, as fungoes s(i,-) e s(-,i) sao bijegoes em Z/pZ. Desta forma, pelo Teorema
2.24

Sup{Iy(0), 1 (0)} < hyegu(0) < hy(0) + (o),

ou seja, a S-convolu¢ao nao diminui a entropia das medidas operadas. Além disso, se 1 e u
sao medidas de Bernoulli, pela Proposicao 2.2.5, n *g 4 também é uma medida de Bernoulli.
Para deixar a notacao mais limpa, no restante deste trabalho, escreveremos somente * ao

invés de *g para denotarmos a S-convolucao.

Para entendermos melhor como esta operagao trabalha, considere os seguintes exemplos:
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Exemplo 3.1.3. Tome p = 2. Desta forma,

1 p[0] = n x p(S~H0])
=n x p([0] x [0] U [1] x [1])

= n[0]p[0] + n[1]p[1],

nxpll] =nx p(S1])
=n x p([1] x [0] U [0] x [1])

N[1u[0] + n[0]u[1].

Utilizando a forma matricial,

n[0] n[1] 14[0] 1 * p[0]
n[1] n[0] (1] 1 * p[l]

Exemplo 3.1.4. Tratemos do caso geral. Seja p € N. Note que a S-convolucao mede
cilindros com o seguinte padrao
p—1
npliv i = ) mlivt juc e dalulin ).
Jis5jn=0
O comportamento da S-convolucao em cilindros permite-nos entender com mais profundi-
dade suas propriedades. Por exemplo, podemos concluir o que acontece com qualquer medida,

nao necessariamente o-invariante, quando operada com a medida Bernoulli uniforme:

p’ ' p

Exemplo 3.1.5. Sejam 7, \ € M((Z/pZ)Y), onde \ = (1 1) é a medida Bernoulli
uniforme. Entao

nxA=Aelxn=A\
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De fato, tome qualquer cilindro [iy, - - ,4,|. Entao

p—1
nxAiv i = > nlivt g yin Al
Ji, 5 jn=0
= S
= — Y nlivtgne it da =
p Jiy5in=0 p
De forma semelhante, temos que \ * nliy,--- ,4,] = . Portanto, pela Proposicio 1.3.1,

p

NxA=A*xn=A\

Como no Exemplo 3.1.3, podemos utilizar a forma matricial para expressar como a S-

convolucao mede cilindros de tamanho m, com m € N fixo.

Defini¢ao 3.1.6. Sejam n € M((Z/pZ)N) e m € N fixos. Considere somente cilindros de

tamanho m. Desta forma, definimos a matriz quadrada B,", de ordem p™, por

bij = N[(im-1 + Jjm—1) mod p,- - -, (io + jo) mod p|,

m—1 m—1
ondei—1=> ipphej—1=> jp"
k=0 k=0

Para evitar uma notacao carregada, omitiremos a expressao “mod p”.

Exemplo 3.1.7. Considere p = 3 e m = 1. Desta forma, temos

Perceba que tal matriz é simétrica. Na verdade este é um fato geral. Decorre imediatamente

da Definicao 3.1.6, que para quaisquer p, m € N,

bi; = bj;

©j Ji-
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Defini¢ao 3.1.8. Seja n € M((Z/pZ)Y). Definimos o vetor vy, de ordem p™ x 1, pela

m—1
expressao (v,); = N[(im-1, - , %), para todo 1 <7 <p™ ondei—1= Z irp®.
k=0

Para m = 1, por exemplo, temos

n[0]
o (1]
nlp — 1]

Proposigao 3.1.9. Sejam n, u € M((Z/pZ)Y). Entdo

1,1 _ .1
Byvy = Ve

Demonstracao. Primeiramente note que, para 1 < 7 < p, temos que jo = 7 — 1. Além disso,

[Bol]; Zb

= Z nlio + Jolplo]

para todo 1 <17 < p. O

Pretendemos agora analisar a matriz associada a S-convolucao de duas medidas com ma-
trizes relacionadas a S-convolucao destas medidas. O resultado pretendido seria a multiplica-
cao de tais matrizes. Porém, como veremos a seguir, essa nova matriz depende da matriz da
convolucao usual de uma das medidas. Para isso, considere a seguinte matriz associada a con-

volucao usual de uma medida, definida por Bruno Brogni Uggioni em sua tese de doutorado

[18]:
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Defini¢ao 3.1.10. Seja n € M((Z/pZ)") e considere somente cilindros de tamanho m.

Desta forma, definimos a matriz quadrada A7, de ordem p™ por

aij = N(Jm-1 — tm-1) mod p, - -+, (jo — io) mod pl,

m—1 m—1
ondei—1=> digphej—1=> jp"
k=0 k=0

Com isso em maos, podemos agora descrever melhor as matrizes B".

Proposicao 3.1.11. Sejam n e p probabilidades em (Z/pZ)N. Entao

m m m\T
By, = Bl'(A)),

¥4
para todo m > 1.

Demonstracao. Temos que

m

p
(B (AT )5 =D (by)an(an)y,
k=1
p7n
= Z(bn)ik(au)jk
k=1
pm
=) _Mim-1+km—1,-++ ,io + kolu[km—1 = -1, , ko — Jo]
k=1
= 0% fi[im—1 + Jm—1," " ,i0 + Jo|] = (B, )ij-
]
Indutivamente, se tivermos uma sequéncia 7,7, - ,7, de probabilidades de (Z/pZ)Y,
entao
m _ pm m\T m\T
Bm*nz*~"*77n - Bm(Anz) T (Ann) :

26



Na expressao acima, e no resto deste trabalho, pensaremos na expressao 7y * 7 * - -+ * 1,

sempre sendo resolvida da esquerda para direta. Por exemplo,

M * M2 % M3 % Mg = (11 % 12) * 13) * N4

Isto é necessario, visto que a S-convolucao nao é associativa. De fato, temos que:

Proposicao 3.1.12. A operacao de S-convolugao nao € associativa. Se ny,me e 13 SaGo pro-

babilidades em (Z/pZ)N, entao (n1 * n2) * 03 = (N1 % N3) * 19.

Demonstragao. Considere o cilindro [iy, - - - ,i,]. Entao,

(m % m2) *xmafin, -+ ,in) =

p—1
= Z (m *m2) [t + 71, i + Jnlmsldn, - 5 dnl
j17 ‘7jn:
p—1 p—1

= Z Z nl[il +]1 +k17"' 7in +]n+kn]n2[kla >kn]n3[j17"' 7]71]
. - A

p—1 p—1
= YD mlaAq ke i G Ralnslin s dnlnelky, e Kl

k17"‘ Jf'n:O jlv"' 7j7L:0
p—1

= Z 771*773[i1+k17"' 7Zn+kn]772[k17 7kn]

ki, ,kn=0
= (m *n3) xmplin, -+ in).
A nao-associatividade da S-convolucao também pode ser constatada no Exemplo 3.1.16. [

Exemplo 3.1.13. Ao contrario da convolugao usual, a S-convolucao, para p > 2, nao é

) e

N[ —=

1
’ 40

N

comutativa. De fato, sejam n e p medidas de Bernoulli dadas pelos vetores v}, = (
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1_ (211 1 _ pl,1
v, = (3, 5 6). Como v,,, = B;v,, temos que
11 1 2 7
4 1 2 3 24
vl — 11 1 1 = 7
M 1 2 1 6 24
10101 1 10
2 1 1 6 24
Por outro lado,
2 1 1 1 e
3 6 6 1 24
S 1 =] w
px 6 6 3 4 24
12 1 1 e
6 3 6 2 24

Logo, n * pu # p* 1. Porém, note que a entropia destas duas novas medidas sao iguais. E,

de fato, isso vale em geral, como mostramos no Corolario 3.1.15 da Proposicao 3.1.14.

Proposigao 3.1.14. Sejam 1, € M((Z/pZ)Y). Entao
nxplag, - an] = pEn[—ay, -, —ay).

Demonstracao. Note que

-1
nxplar, - an) = Y mlay i an +inlpfi i)

bS]

i1, 4in =0
p—1
- /L[_a1+k17"' 7_an+kn]n[k17”' 7kn]
ki, ,kn=0
= p* 7)[—@17 B _an]'

Corolério 3.1.15. Sejam 1, u € M((Z/pZ)Y), o-invariantes. Entdo

hn*u(a) = hu*n(U)-
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Demonstracao. Seja P a particao por cilindros de tamanho m.

Hyu(0) =) = p(C) logn * pu(C)

ceP
=Y —pxn(=C)logpxn(—C) = Hyuy(0).
ceP
Tomando limites, chegamos ao resultado. O]

Portanto, mesmo nao sendo comutativa, a entropia da convolucao de duas medidas é igual,
independente da ordem de operacao. Poderiamos pensar que o mesmo deva acontecer com a

associatividade. Porém, isso é falso.

Exemplo 3.1.16. Sejam as medidas de Bernoulli definidas pelos vetores de probabilidade
vy = (0.30502), v, = (04 04 02) e v, = (0.1 0.6 0.3). Calcularemos a entropia de
(m1 % m2) % M3 e my * (12 x n3). Pela Proposicao 2.2.5, a S-convolu¢ao de medidas de Bernoulli

também é uma medida de Bernoulli. Pela Proposicao 3.1.9, temos que

1 11
Unysne = Bmvm
0.3 0.5 0.2 0.4 0.36
= 0.5 0.2 0.3 0.4 = 0.34
0.2 0.3 0.5 0.2 0.3
Assim,
1 _ pl 1
Ulnrena)sns — Pnrsnz Uns
0.36 0.34 0.3 0.1 0.330
= 034 0.3 0.36 0.6 = 0.322
0.3 0.36 0.34 0.3 0.348
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Analogamente,

0.318

1
Unix(naxns) = 0.340

0.342

Portanto,

Ry ens () = 1.098082.... # 1.098076... = Ay (7).

3.2 Matrizes e Caracteres

Nesta secao mostraremos algumas conexoes entre caracteres e matrizes da S-convolugao.
Integrar caracteres é fundamental para a diagonalizacao de matrizes relacionadas a S-covolugao

de uma medida.
Defini¢ao 3.2.1. Dado um caracter x : (Z/pZ)~ — C constante em cilindros de tamanho

. m .
m, podemos associar a ele um vetor v, € C?" com entradas complexas definido por:

(vy)i = Xlio, =+ s im—1],
. —1 . . . . ~ L, .
em que i —1=> " ip*eir€{0,1,--+,p—1}, ou seja, os i;’s sao os indices encontrados
na expansao em base p do nimero 7 — 1.

Proposicao 3.2.2. Sejam x e ¥ caracteres constantes em cilindros de tamanho m tais que

X Z Y. Entao

< Uy, Uy >= 0.

Demonstracio. Como x # 1, temos que x #Z 1. Note que mesmo que G = (Z/pZ)N seja

infinito, como estes caracteres sao constantes em cilindros de tamanho m, podemos aplicar

30



o Teorema 1.2.15. Desta forma, temos que
p—1
Z Xw[Z(J? 7Z‘mfl] =0.

10, yim—1=0

Portanto,

< Uy y Uy > = X[Z(b 7%)1*1]@[2'07”' 7im71]

O

Proposigao 3.2.3. Sejam n € M((Z/pZ)Y) uma medida de probabilidade e x um caracter
de (Z/pZ)N constante em cilindros de tamanho m. Se B for a matriz associada a 1 consi-

derando cilindros de tamanho m e vy, o vetor associado ao caracter X, entao vale a igualdade

B'vy, = (/ an) (S

vetorial:

Demonstracao. Note que

o
</X dn Ux) = Zn[jmfl,"' 31 Jo)X (=1, =+ g, Jo] ) Xlim—1, - - 41, o]
7 j=1
-
= Zﬁ[jm—l, o g JolX (-1 = dm—1, -+ 5 J1 — i1, Jo — o))
=1
o
= Zﬁ[im—l b1, i1+ lydo + o] x([ln-1, - -+, 11, lo])
=1

- Z (B;in)”(UX)l

(B;”vx)i
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]

Proposicao 3.2.4. Sejam n € M((Z/pZ)Y) uma medida de probabilidade e x um caracter
de (Z/pZ)N constante em cilindros de tamanho m. Se B for a matriz associada a n conside-
rando cilindros de tamanho m e vy o vetor associado ao caracter X, entao valem as segquintes

propriedades:

1) Se x € real, entao
B'vy = (/ an) Uy

2) Se x nao € real, ou seja, x ZX, e [ xdn =0, entdo

m p— . mf— .« P)—
anX—O vy e anX—O Uy.

8) Se x X e [xdn # 0, entao + U an‘ sao autovalores de B)' associados, respecti-
vamente, aos autovetores reais v = (aw, + avy) = 2Re(avy) e w = (Buy + Bug) =

2Re(Bvy), onde oo = | [ xdn| + [ xdn e 8= —|[ xdn| + [ xdn.
Demonstracao. Pela Proposi¢ao 3.2.3 temos que

B;’IUX = /an Uxs

Bux = /ydn Uy

Desta forma, para o caso 1), basta notarmos que x = . Para 2) note que [xdn = [ xdn.
Agora, vamos demonstrar 3). Perceba que a matriz B;" deixa invariante o subespago vetorial

spam{v,, vg}. Como essa matriz é simétrica, deve existir um nimero real A tal que

B (avy + buy) = AMavy + bug) = (Aa)vy + (Ab)vy. (3.1)
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Note que

B} (avy + bug) = aB"vy + bB vy
= (a/xdn) vy + <b/ydn) Uy (3.2)

Pela Proposicao 3.2.2 o conjunto {v,,v5} é L.I, (3.1) e (3.2) implicam que

Aa = b/ydn, 5.3
3.3

Ab = a/xdn.

Desta forma, assumindo a # 0 e b # 0,

a b
:E/Xdﬁa/ydﬁ
Z/xdn/idn

— 2
Z/an/xdnz‘/xdn

Assim, A = + ’f an|. Para \ = U an‘, uma das solugoes do sistema (3.3) é

(- ToR) = o ).

Portanto, tomando v = (av, + avy), temos

B (v) = By ((avy +avy))

(e )
(1w o) ()] e [( i f ) ()]
(x| ol [ Yo (f | ] | f o] )

33




= | [xan| ([an+]| [xan) ) o+ [ xan ([ o+ [ )

= A (aw, + avg) = Av.

Analogamente, tomando A = — | [ xdn

(|l o 3= (| o )

Entao tomando w = (ﬁvx + va) temos que

, encontramos outra solu¢ao para o sistema (3.3):

B (w) = Aw

]

Sabemos que toda matriz simétrica é diagonalizavel. Porém, na demonstracao do coro-
lario abaixo, iremos explicitar os autovalores e autovetores que compoem as matrizes que

diagonalizam B;".

Coroléario 3.2.5. A matriz B)" € diagonalizdvel.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.2.10, temos que (Z/pZ)™ = (mm Sendo assim, temos

m

p™ caracteres em (Z/pZ)™, que podem ser estendidos para p™ caracteres constantes em

cilindros de tamanho m em (Z/pZ)N. Temos duas possibilidades para estes caracteres:
e Y éreal:

Pelo caso 1), v, é o autovetor associado a [ v, dn.
e Y nao é real:

Note que
p—1

(U, Uy ) = Z X[i0y - -+ s im—1]X[20s - - - » tm—1] = (Vg Ug)-

0, stm—1=0
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Assim, pela Proposicao 3.2.2, temos que

(v,w)y = (av, + avy, Buy + Bvﬂ
= af vy, vy) + @B (vg, vx)

= 2Re (af3) (vy, vy).

Mas

Portanto, Re(a3) = 0. Logo (v, w) = 0.

Desta forma, seja o caso 2) ou 3) da Proposi¢ao 3.2.4, cada dupla de caracteres (x,X)

gerard uma dupla de vetores L.I’s, a saber, v, e vg no caso 2), e v e w no caso 3).

Finalmente, usando a Proposicao 3.2.2, podemos deduzir que todos estes autovetores,
gerados pelo caso real e nao real, sao ortogonais e, portanto, L.I’s. Assim obtemos p™ vetores

L.I's e B)" é diagonalizavel. [

Agora estabeleceremos um critério muito ttil para diferenciar medidas em M((Z/pZ)Y).
Esse resultado serd essencial para demonstrarmos o Teorema 3.4.3, que afirma que a sequéncia
de probabilidades o-invariantes 1, *n,_1 *- - -x7; converge, na topologia fraca®, para a medida

1

Bernoulli uniforme <13’ 1—17, cee i)

Corolario 3.2.6. Sejam 1 e u medidas de probabilidade em M((Z/pZ)Y) entdo n = p se e

somente se para todo m € N e todo caracter x : (Z/pZ)N — St, constante em cilindros de
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tamanho m,

/ xdn = / xdft-

Demonstragdo. Se n = u, entdo dados m € N e um caracter x de (Z/pZ)Y constante em

cilindros de tamanho m, temos que

/ xdn = / xdp.

Reciprocamente, suponha que para todo m € N e todo caracter x : (Z/pZ)N — S! constante

/ xdn = / XA

Entéo, pelo Teorema 3.2.4 e pelo Corolario 3.2.5, B;" e B}' sao diagonalizadas pelas mesmas

em cilindros de tamanho m,

matrizes, ou seja, B)" = VDV = B}l', onde V' é a matriz formada pelos autovetores e D
a matriz diagonal formada pelos respectivos autovalores reais. Logo, B = BJl'. Mas isto
nos diz que iy, ,im] = plit, -+ i, para todo cilindro [iy, - ,4,,]. Como m é qualquer,

temos que 7 = L. O

Exemplo 3.2.7. Seja A a medida de Bernoulli uniforme. Entao, dado qualquer caracter

nao-trivial y, constante em cilindros de tamanho m, temos que
1 [ =
/ v =— (3 X i) |
(Z/pZ)N p i1 eeeyim=0

Como x # 1, o Teorema 1.2.15 garante-nos que a soma do lado direito da igualdade acima é

0. Logo

/ XdA=0, Vy#1,
(Z/pZ)N

e se 11 ¢ uma medida qualquer tal que [x du = 0 para todo caracter y nao-trivial, pela

Proposicao 3.2.6 podemos concluir que i é a medida Bernoulli uniforme.
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3.3 Diagonalizagao de algumas matrizes bloco Hankel

Agora daremos uma aplicacao da teoria desenvolvida neste capitulo. Note que na demons-
tracao da Proposicao 3.2.3, nao usamos o fato de n ser uma medida de probabilidade. Apenas

usamos a definicao da matriz

bij = n[(im—l +jm—1) mod Dy, (io —|—j0) mod p],

m—1 m—1
ondetr—1= E iwptej—1= E Jxp®. Sendo assim, generalizaremos estes resultados.
k=0 k=0

Proposicao 3.3.1. Sejam m € N*, p um numero natural maior ou igual a 2, e A uma matriz

quadrada de ordem p™. Suponha que exista uma fun¢ao f: (Z/pZ)™ — C tal que

Aij = f((io, 01,5 im—1) + (Jos J15 - -5 Jm—1))
onde 1 <1, <pm, i—1= Z:ol iwp®, j—1= ZZ:OI Jep®. Entdo A € diagonalizdvel.
Demonstracao. Basta seguir o roteiro a partir da Proposicao 3.2.3, substituindo a expressao

p—1
[xdnppor > flio,. o ime1) X0, - ime1)- O

105--+tm—1=0

Vamos analisar alguns exemplos para entender melhor este resultado.

Exemplo 3.3.2. Considere a matriz

Nosso objetivo é diagonalizi-la usando caracteres. Nesse caso, tomaremos p = 3 e m = 1.

37



Desta forma, devemos encontrar f : (Z/3Z) — C tal que A;; = f(ip + jo). Note que
3= Ay = F0+0) = f(0), 2= Ap = F0+1) = f(1) e —1= Ay = F(0+2) = f(2).

Portanto, f fica definida pela primeira linha da matriz A.

Agora perceba que temos 3 caracteres x; associados a seus respectivos vy, :

27i 4ri 4 27i

Xo = Uy, = (1, 1,1), x1 = vy, =(les,e3)exa—v,=(les, es).

Vamos determinar agora os autovalores:

2

Zf(j())XO(jO):3'1+2'1—1-1=4
=0
2

T i 5 3 3
S FGopal) =3 1+2- % — 1. =2 4 V3
=0
2

i 2mi 5 3vV3
Zf(jo)X2(jo):3~1+2~e43—1.63:5_7\/_2'
=0

5y 38y = £1/13.

Como Yo é real o primeiro autovalor é 4. Para x1 e x2 os autovalores sao £+

Lembrando que v = 2Re(awv,,) e w = 2Re(fv,, ), determinamos os autovetores:

Uy = (1,1,1)

v =2Re (VTH%\@) (16767) - <5+2\/ﬁ,2—\/ﬁ,—7—\/ﬁ)

w = 2Re (—\/ﬁ+%‘/§i> (16767) - (5—2\/@\/@”,\/1_3—7)
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Logo, se
1 5+2V13 5-2V13 4 0 0
V=1 2-v13 2413 | eD=]0 V13 0
1 —7-V13 V13-7 0 0 —V13

entdo A = VDV~

Definigao 3.3.3. Dizemos que uma matriz H = (h; j)nxn ¢ uma matriz de Hankel se existe
uma sequéncia (si)ken tal que h;; = s;4;-1, com 4,5 = 1,2,3,.... Se s, sdo matrizes

quadradas, entao dizemos que H é uma matriz bloco Hankel.

De outra forma, uma matriz é Hankel se as entradas nas diagonais paralelas & diagonal
secundaria sao iguais. Elas aparecem naturalmente na literatura sobre processamento de

sinais. O leitor interessado pode consultar, por exemplo, [1] e [7].

Note que quando m = 1 a matriz B,% ¢ uma matriz de Hankel. No caso em que m > 2,

teremos uma matriz bloco Hankel simétrica.

Em alguns casos, devemos analisar a matriz para podermos deduzir quem é o p e quem &
o m. Note, por exemplo, que uma matriz 4 X 4 pode ser um caso de p =4 e m = 1, ou de
p=2em = 2. No préximo exemplo analisaremos umas matriz 9 x 9, a fim de esclarecer

melhor este paragrafo.

39



Exemplo 3.3.4. Seja

Note que a matriz acima nao é Hankel, mas bloco Hankel. Portanto, m # 1. Assim devemos

ter p = 3 e m = 2. Vamos agora encontrar f:

1= Ay = f((0,0) +(0,0)) = f(0,0)
0=A15 = f((0,0)+(0,1)) = f(0,1)
—1=A15=f((0,0) +(0,2)) = f(0,2)
2= A1a=f((0,0) + (1,0)) = f(1,0)
—3=A15=f((0,0) + (1,1)) = f(1,1)
0=A16=/((0,0)+(1,2)) = f(1,2)
1= A7 = f((0,0) +(2,0)) = f(2,0)
2=A15=f((0,0)+(2,1)) = f(2,1)
—1= A9 =£((0,0) + (2,2)) = f(2,2).
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Como (Z/37)? tem 9 elementos, teremos 9 caracteres X; associados a seus respectivos vy :

X0 — Uyg = (1,1,1,1,1,1,1,1,1),
X1 — Uy :(1,67,6?,1,6 s ,e3 1 e 3.,6 5 )
X2 = Uy, = (le s ,e3 1 es ,eT,l,eT.,eT.)
27i 3 ) 3
X3 = Uy = (1,1,1,e73 3 ,e3 €3 ,e3 ,e3 )
Xa— Uy, = (le3 e5 e 3‘,6 s, 1,e 3‘,1,6
X5 — Uys = (l,eT,eT,eT,l,e?,eT,e 5 .1)
X6 —> Uy = (1,1,1,6?,67,6 3 ,67,6?76?
X7 = Uy, =(l,e3 ,e3 e3 1, e3 e 3.767,1)

Xs = Uy = (l,es ,e3 e3 ,e5 ,1,e3,1,e3)

Para encontrarmos os autovalores, basta calcularmos, para cada 0 < k£ < 8, a expressao
8

> F (s do)xa(ns o)

J=0

, que nos fornecera os seguintes autovalores:

1,V31, —V3L,V7,2V7,2V7, V7,27, —2V7.

3.4 Convergéncia fraca®™ da S-convolucgao

Sabemos que a S-convolug¢ao nao diminui a entropia das medidas o-invariantes envolvidas.
Contudo, esse crescimento ¢ limitado em M ((Z/pZ)Y), pois sabemos que a medida \ Ber-
noulli realiza a entropia topologica. Em outras palavras, como hy(o) = logp, dada qualquer

sequéncia de S-convolugoes 7, * 1,1 * - - - % 71 temos que
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Sendo uma sequéncia nao-decrescente, o limite quando n tende ao infinito existe. De fato,

acreditamos que:

Conjectura. Seja (n,)nen uma sequéncia de probabilidades o-invariantes em M((Z/pZ)Y).

Se para todo m € N* e para todo caracter nao trivial x constante em cilindros de tamanho

/x dn,

Py -y (0) — 1og p.

m, tiwermos
oo

I1

n=1

— 0,

entao

Por outro lado, o limite na convergéncia fraca™ ¢ mais facil de analisar, visto que essa
convergéncia fica caracterizada através de cilindros e também, pelo Corolario 3.2.6, por ca-

racteres constantes em cilindros de tamanho m. Trataremos deste limite nessa se¢ao.

Proposicao 3.4.1. Sejam n, u € M((Z/pZ)N) medidas de probabilidade e x um caracter de

(ZJpZ)N constante em cilindros de tamanho m. Entdo

/an*#:/xdn/yd#.

Demonstragio. Note que [x d, [X d, é

p™ pm
n[jm*h T 7j17j0]X<[jm717 e 7j17j0]> Zu[km—h e 7k17 ko]%([km*b T 7k17 kO]) =
j=1 k=1
pm
= Z Nlm—1, -+ s g1, Jolplkm—1, -+ ks ko] X ([Fm—1 — k1, -+, J1 — k1, Jo — ko))
k=1
pm
= Mln—1 + k=1, lo + k1, lo + kol plkm—1, - -+ k1, kol x (=1, - -+ 5 1, b))
k=1
pm

0 il 1 o)t D1 o)) = /x dyon

42



]

Corolério 3.4.2. Sejam 0y, 19,13 € M((Z/pZ)YN) medidas de probabilidade e x um caracter

de (Z/pZ)Y constante em cilindros de tamanho m. Entdo

‘/X d(m*nz)*ns = ‘/X dm*(nz*m) .

Demonstracao. O corolario segue imediatamente da Proposicao 3.4.1. O

Teorema 3.4.3. Seja (1,)nen uma sequéncia de probabilidades o-invariantes em M((Z/pZ)Y).
Se para todo m € N* e para todo caracter nao trivial x constante em cilindros de tamanho

m, twermos

H/xdnn — 0,
n=1
entao
11 1
nn*nnfl*"'*n]_% _7_’...’_
pp p

na topologia fraca™.

Demonstracao. Seja x um caracter nao trivial qualquer, constante em cilindros de tamanho

m. Pela Proposicao 3.4.1 temos

/X dny

‘/ann*nn_w---*m

n
k=1

Mas, por hipotese,

n
k=1

/X dny,

Logo, pelo Corolario 3.2.6 e pelo Exemplo 3.2.7 | temos que 7, %1, _1%- - -*1n; — (— L

1 = e e e
p7p7 )

— 0.
n—oo

)

O

D=

Exemplo 3.4.4. Sejam p = 2 e as medidas de Bernoulli dadas pelos vetores de probabilidade

Uy, = (%7 1-— %), para todo n > 3. Por se tratarem de medidas de Bernoulli, s6 precisamos
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analisar cilindros de tamanho 1, e de caracteres constantes em cilindros de tamanho 1. Isso
porque qualquer medida de Bernoulli em (Z/pZ)" fica completamente definida pelos valores

que assume em cada cilindro de tamanho 1. Portanto, basta-nos saber que

3=

nnﬂﬂzz
[l =1-

S =

Seja x um caracter nao trivial. Entao

/X dny,

i 1 YNE—1 2
<H(1-4) =TI =5 o

k=3 k=3

N
k=3

Logo,

* * * — L1
TN * Tin—1 m 272 .
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Capitulo 4

Operador de Ruelle Generalizado

Neste capitulo exploramos uma generalizacao do operador de transferéncia e o mostramos

resultado analogo ao Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius para tal operador.

Os resultados contidos em [13] pressupéem um conjunto finito A = {1,--- ,d}, que pode-
mos imaginar como sendo um espaco amostral de um experimento, e a definicio de X = AN,
que seria uma sequéncia de eventos contidas em A. Neste trabalho, e em [11], A pode ser um
espaco métrico compacto qualquer. Nesse sentido, na definicao do operador de transferéncia,

o somatorio d& lugar a integral.

Finalmente, em [11] a medida utilizada nesta integral ¢ sempre a mesma, chamada de
medida de probabilidade a priori. Neste trabalho tal medida varia de acordo com x € X,
ou seja, para cada x € X teremos uma medida de probabilidade v, associada, definida na

pré-imagem de x pelo shift (o).

Incialmente apresentamos os resultados ja obtidos em [13] e |[11]. Na segunda parte deste
capitulo apresentamos a nova defini¢ao e adaptamos tais resultados. Este capitulo terd como

forte referéncia [13].
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4.1 O Operador de Ruelle

Nesta se¢ao faremos um resumo das defini¢oes e resultados que estao em [13].

Seja S = {1,2,3,---,k} nosso alfabeto e X = SN, o espaco das sequéncias (2, ),en com
x, € S para todo n. Vamos munir S com a topologia discreta (assim S é compacto pois
é finito) e X pela respectiva topologia produto, ou seja, a topologia gerada pelos cilindros
[M; Gy -y ay], onde a; € S, ¥V m < i < n. Entao pelo teorema de Tychonoff, X é compacto.

Chamamos de shift a aplicacao

o X = X

(Tn)n = (Tns1)n,

ou seja, a aplicacdo que “descarta” primeiro termo da sequéncia. Considere § € (0,1) e

defina

d,): XxX R

(z,y) — d(z,y) = ",

onde N & o maior natural tal que z; = v; para i < N. E possivel mostrar que esta métrica

gera a topologia produto de X.

Definicao 4.1.1. Seja f : X — C uma func¢ao continua e n > 0, definimos

var, (f) = sup{|f(z) — f(y)| : z; = yi, i < n}.

Proposicao 4.1.2. Seja f : X — C uma fungao continua. Entao |f(z) — f(y)| < Cd(z,y)

se e somente se var,(f) < CO™, para todo n € N.

Demonstragao. Suponha que |f(z) — f(y)| < Cd(z,y) e escolna n € N. Se z; = y; para
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i <mn,entao |f(x) — f(y)] < CO". Logo var,(f) < Co™.
Reciprocamente, suponha que var,(f) < C0", para todo n € N. Sejam z,y € X. Suponha
que d(z,y) = 6. Entao vary(f) < CON e assim |f(z) — f(y)| < Cd(x,y). O

Seja F = {f : X — C : f é continua, var,(f) < C6*,n € N,para algum C' > 0}. Pela
Proposigao 4.1.2, F' & o conjunto das funcoes Lipschitz. Para f € F defina | |, = sup{|f(x)| :
reX}elflo :sup{%’;(f), n € N}

Definigao 4.1.3. Para f € F nos definimos || f|| = | floo + |.f]o-

Proposicao 4.1.4. (F.,||-||) é um espag¢o normado.

Demonstragao. Ver [13], pagina 13. ]

Proposigao 4.1.5. O espaco normado (F,|.||) € um espag¢o de Banach. Além disso, || fg|| <
1f[llglo + 1 flscllgll e 7| lIfI-

<f2

1
f
Demonstragao. Ver [13], pagina 13. ]

Definigao 4.1.6. Definimos o operador de Ruelle L; : C'(X) — C(X) por

Li(w) = Z e!Waw(y).
o(y)==

Nao ¢ dificil ver que o operador Ly ¢é linear e continuo. Quando f ¢é real e Ly(1) = 1,

dizemos que o operador esta normalizado.

Teorema 4.1.7. (Ruelle Perron Frobenius - RPF) Seja f € F tomando valores reais.

Entao:

(i.) Eziste um autovalor simples mazimal B de Ly : C(X) — C(X) correspondente a uma

autofuncao h € F' estritamente positiva.

47



(ii.) O espectro de Ly : F' — F(excluindo B > 0) estd contido em um disco com um raio

estritamente menor que 3.

(iii.) Hd uma dinica medida de probabilidade p tal que Ly = P, ou seja, [ Ly(w) dp =
B [wdp, Vwe C(X).

(iv.) [%L}‘(w) — h ['w dp uniformemente para toda w € C(X), onde h ¢ a autofungdio do
item (i) e [ h dp=1.

Demonstragao. A demonstragdo pode ser encontrada em [13], a partir da pagina 21. [

Ja no contexto de [11], considera-se S como um espac¢o métrico compacto qualquer (M, dyy).

Apos isso, os autores definem a métrica em X = MY
d(l’, y) = i idM(:L'nv yn)
2n

n=1

Usam a notacao H, para as funcoes Holder A : X — R com a norma dada por
[Alla = |Also + |Ala

onde

Alx) — A
|A|oo = sup |A($)| e |A|a = sup M
zeX TH#Yy d(l',y)a

Entao fixam uma medida de probabilidade a-priori v sobre a sigma-algebra de Borel de
M, assumindo que o suporte desta medida é M. Fixando A € H,, o operador de Ruelle

Ly:C(X)— C(X) é definido neste contexto por

La(o)(x) = /M e o (az)dv(a),

onde x € X e ax = (a,x1,2,---) denota a pré-imagem de = com a € M.
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Desta forma, os autores demonstram um resultado similar ao Teorema 4.1.7.

4.2 Operador de Transferéncia Generalizado

Quando A é um conjunto finito, podemos definir uma matriz de Transicao T e associar a
ela um subshifts do tipo finito. Tais objetos ja foram amplamente estudados. Entretanto, no

caso em que A é um conjunto infinito, os resultados para subshifts sao relativamente novos.

Se A um espaco métrico compacto e I' C A x A é um conjunto fechado, podemos definir
™ = {(xz)clxj : (xi,l'i+1) € F, 7 = 1’2’ .. 7}’

e considerar a aplicacao shift o : '™ — I'>°. Este novo conceito de subshift, bem como sua

entropia, ja foi explorado em alguns textos, como por exemplo em |3].

Note que, nesse novo contexto, ¢~ (x) pode variar de acordo com o elemento que tomamos.

Assim como a pré-imagem varia, a medida sobre ela também pode variar.

Pensando nisso, o que vamos fazer nessa secao é introduzir um operador de transferéncia
cuja medida varia de acordo com z e demonstrar o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius nesse

contexto.

Fixe um espaco métrico compacto (A4, d4) que sera nosso alfabeto e tome X = AN, Como
A & compacto, seja D4 o diametro de A. Definiremos em X a topologia gerada pelos cilindros

[m; A, -+, An] onde os conjuntos A,,, - -, A, sao abertos de A com respeito a métrica d4.

1

5, definimos

Entao pelo teorema de Tychonoff, X é compacto. Tomando 0 < 0 <

d(z,y) = Zei_ldA(xhyi)- (4.1)

=1

Proposicao 4.2.1. A métrica dada por (4.1) gera a topologia produto do espa¢o X.
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Demonstragao. De fato, tome um cilindro qualquer [m; A,,,- -+, A,]. Escolha z € X tal que
Ty € Ay, o € A, Como os A;’s sao abertos, existem &, -+ , &, tais que Ba(z;,&;) C

A;, para todo m < i < n. Tomando ¢ = min{g; : m < i < n}, temos que se y € B(zx,0"¢)
Zei_ldA(xi»yi) < 0%

=1

e entdao 0" 1d(x;, y;) < 0"e,¥ m < i <n, o que implica que d(z;,y;) < &,V m <i < n. Assim

B(z,0") C [m; A, -+, A,]. Por outro lado, tome x € X, r > 0 e considere a bola B(z,r).
Tome s < @ e n tal que 9:2;‘ < 5, onde Dy é o diametro de A. Considere os abertos

Ay = B(z1,s8), -+ ,An = B(zn,s) de A. Desta forma o cilindro [1; Ay, .-+, A,] C B(z,r).

De fato, se y € [1; Ay, -+, A, entdo da(z;,y;) < s para todo 1 < i < n. Assim
d(z,y) = ZeiildA(xivy» = Z 0 (i, ys) + Z 0 da(wi, y:)
i=1 i=1 i=n+1
< Zei_ls—'— Z Qi—lDA
i=1 i=n+1
< S . 0" D 4 - r N r
— — =7
—1-60 1-0 2 2 ’
e portanto y € B(xz, 7). O

Como anteriormente o: X — X é o shift e C'(X) é o espago das fungoes continuas em X.
Denotaremos por Dy o diametro do conjunto X. Note que agora a pré-imagem de um ponto

x é o conjunto {ax : a € A}. Desta forma, podemos identificar o~!(z) com o conjunto A.

Observacao 4.2.2. Seja L o conjunto das funcdes Lipschitz em X e B a o-algebra gerada
pelos cilindros em X. Durante o restante do texto, se f é uma fungao Lipschitz, denotaremos

por k¢ sua constante de Lipschitz.

Fixando g € L, tomaremos um conjunto V; de fungoes que leva cada elemento de X em
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uma probabilidade de A com uma propriedade especial. De maneira mais precisa,
—{v: X = P(A)|ve(B) < v,(Bler=*%@%) v B ¢ B}
Ainda, assumiremos que v, tem suporte total para todo z € X.

Proposicao 4.2.3. Se v €'V, entao v, = v, para todo z,y € X.

Demonstragao. Suponha que v, (B) = 0, para algum B € B. Entao
Vo(B) < vy(B)erm ad@v) — .

Logo, v;(B) = 0. Analogamente, se v,(B) = 0 temos que v,(B) = 0. 0

Proposicao 4.2.4. Se v € V,, entao existe uma constante k, > 0 tal que V z,y € X temos

vy — vy| < kud(z,y), onde v, —vy| = Zu[é |ve(B) — vy (B)].
S

Demonstracao. Seja B em B. Entao

va(B) = vy(B) < v, (B) (ermhso) — 1)
* 0
S Vy<B)m/€gd(x,y) (61 36 Fgd (z,y))

< i ek d(x,y) (61 “aghod(e, y)>

1—
< kyd(z,y),

onde k, = %k, (el—Lé@ngX), e em (x) usamos a expansao de Taylor da fungao e”. O

Fixando g € L e v € V|, definimos entao o Operador de Transferéncia Generalizado,
L,:C(X)— C(X), por
Lyple) = [ e plan)iv,(a)
A
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Note que L, é linear e também positivo, ou seja, L,(¢) > 0 sempre que ¢ > 0. Ainda,

L0() e = s0p Lyil)] < lpla [ eobi(4) = Ly(D)lpl

Logo, L, é continuo.

Lema 4.2.5. Se p € L ev €V, entao Ly(p) € L.

Demonstracao. Como X é compacto, temos que e/ € L. Entao

|Lo(0) () = Ly(@) )| _ | [4 e p(az)dvs(a) — [, e“Vp(ay)d,(a)l
d(z,y) ( y)
_ | fA e o (ax)dy, — fA e p(ar) )dv, + fA ed(a gp(aw)dyy - fA eg(ay)gp(ay)duy|

d(z,y)
e pan)d(v, — ) + [ 4o paz) — 5D p(ay)dy
d(z,y)
_ Jale®“p(ax)ldve —vy| + [, e p(ax) — e p(ay)|dv,
- d(z,y)
S mk’,/ + 91{59‘?‘
onde m = maz{e?®p(x) : z € X}. O

Teorema 4.2.6. Fizados g € L e v € V,, existem h € L, estritamente positiva, e 5 > 0 tais

que Ly(h) = Bh.
Demonstracao. Seja

kgd(x y)

A={feC(X):0<f<1, f(x) < fly)e

Observamos que A é um conjunto convexo. Agora, seja { fi }reny uma sequéncia em A conver-
gindo para f uniformemente. Como a convergéncia é uniforme, f € C(X). Ainda, 0 < f <1

e

kgd(z,y) kgd(z,y)

J@) =lim file) <lim fily)e 55 = fly)e T
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Entao A é uniformemente fechado. Além disso, note que

kgd(z,y)

1) (5 —1) < ) - f) < ) (75 1))

Desta forma

kgd(z,y) kgd(z,y)

F@) = f)] < max{|F@)] (555 = 1) If@)] (55 1) }
< (M 1)

< kgd(l‘, y) e’flgf;zc
- 1-20 ’

e concluimos que f € L. Entao A é uma familia equicontinua de funcoes, e visto que
{f(z) : f € A} é relativamente compacto, podemos aplicar o teorema de Arzela-Ascoli e

concluir que A é compacto com respeito a norma da convergéncia uniforme.
Para n > 1, definimos

L+
O Lg(f + H)lse

para f € A. Note que |L,(f)|w =1 e para z,y € X e v € V, temos que
1 (az) 1
Ly f+—=)(2)= [ ¢ f+—) (ax)dv,
n A n
1 kgOd(z,y)
< / e9(az) (f i (ay)e =2 dy,
A n

< / c9(ay) kgd(z,y) (f+ l) (ay)ekgfigﬂgy) v,
A n

Ln(f)

kQBd(z,y) 0

1
S/eg(ay)ekgd(x,y) f_'_ﬁ) (ay)e 1—20 61—29k9d(x’y)d1/y
A

— / c9(ay) <f+ 1 (ay)ekgd(w)(l_fefgzw)d,/y
A n

Entao L, : A — A. Visto que A C C'(X) é um conjunto convexo uniformemente compacto,
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podemos aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonov para cada L,,, e concluir que

existe h, € A com L,(h, + %) = Buhn, onde B, = |Ly(h, + %)|oo

Pela compacidade de A, existe uma subsequéncia h,, de (hy,)nen convergindo para h € A.

Entao,

1 1
Lg(h> =L, (klglolo By, + n_k) = klgIolo Lyg (hnk + n_k> = klgrolo Byl = Bh,

onde 8 = |Ly(h)]so-

Para mostrar que (3 é estritamente positivo note que

Buhn(z) = L, (hn + %) () = /Aeg(aa:) <hn + %) (az)dv, > (ég)f( hn(x) + %) e~ 19lo

1
e assim B,(inf hy(z)) > [ inf h,(z)+ = ) e 9> > 0, para todo n € N. Desse modo,
zeX reX n
inf hp(z)>0e B, >e e = 3>l >0
zeX
Para mostrar que h é estritamente positiva, podemos assumir por contradigao que h(x) = 0,

para algum x € X. Assim

/A 9 (a)dy = Ly(h)(x) = Bh(z) = 0

e concluimos que a fun¢do a — h(az) € nula para v, quase todo ponto. Agora seja z € X.
Entao
L,(h)(2) = / 9D h(az)dy, < el [ h(az)dv,
A

kg0d(z,x)
haz)e T du,

< el9leo

kgd(z,z) 0
h(ax)e 1-20 et-ahed=2) gy,

< 6'9'00

(+0)kgd(z,2)

—eldl [ ¢ h(ax)dy, = 0.

—
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Por conseguinte, 5 = ||Ly(h)|«x = 0, 0 que contradiz a desigualdade 8 > 0 que obtivemos

anteriormente. Logo h é estritamente positiva. O

No Teorema 4.2.6 podemos garantir a existéncia da fun¢ao h considerando o conjunto A.
O que faremos agora é garantir a unicidade (a menos de multiplica¢do por constante) de tal

funcao, associada ao autovalor 3, em todo o espago C'(X) .

Para afimar que f = g precisamos que f(x) = g(z), para todo z € X. Como em teoria da
medida as afirmagoes sao feitas em v quase todo ponto, usaremos a continuidade da funcao

para garantir a igualdade em todo conjunto X. Com esse intuito, temos os trés lemas abaixo:

Lema 4.2.7. Sejam v €V, z € X e 0 > 0. Suponha que w € C(X), com w > 0, satisfaca
LN (w)(y) = 0, para algum y € X e algum N € N. Entdo existem ay,--- ,ax tais que

d(a;, z;) <9, para todo 1 <i < N, ew(ay---ayy) = 0.

Demonstracao. Comecemos com o caso N = 1. Existe y € X tal que

0= Lw)(s) = [ e"u(a)d, (a).

Assim, {a € A : w(ay) = 0} é conjunto de medida v, total. Como v, da peso positivo para
todos os abertos de A, vai existir a; tal que w(a1y) =0 e d(ay, z1) < 9.
Para N = 2,
0= Li{w)(s) = [ " Ly(w)(an)d,, a).
Assim, temos que {a € A : Ly(w)(ay) = 0} é conjunto de medida v, total e, portanto,
day € B(2,0) N{a € A: Ly(w)(ay) = 0}.
Portanto,

0 = Ly(w)(azy) = / 99 (aagy)d,, (a).

Assim, {a € A : w(aazy) = 0} é conjunto de medida v,,, total. Como v,,, da peso positivo

para todos os abertos, segue que 3 a; € B(z1,0) N{a € A : w(aayy) = 0}.
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Agora fixe N = k. Suponha que w € C(X), com w > 0, satisfaca L,"(w)(y) = 0, para
algum y € X e algum N € N. Vamos supor, por inducao, que existam aq,--- ,a; tais que
d(a;, z;) < 9, para todo 1 <i <k, e w(a---ary) =0.

Suponha que w' € C(X), com w' > 0, satisfaga L,"™ (w’)(y/) = 0, para algum 3y’ € X.

Note que
Ly*(Ly(w))(y') = 0.

Pela hipotese de inducao, existem as, -« ,ary1 tais que d(a;, z;) < 6, para todo 2 < i <
k+1, e Ly(w)(ag---ary1y) = 0. Pelo caso N = 1, existe a; tal que d(a1,21) < d e

w'(ay, az, -, ap1y) = 0. O

Lema 4.2.8. Seja v € V,. Suponha que w € C(X), com w > 0, satisfaca L," (w)(y) = 0,

para algum y € X ( que depende de N ), para todo N € N. Entdao w = 0.

Demonstracao. Sejam z € X e € > 0. Da continuidade de w, vai existir 6 > 0 tal que

1

lw(z) — w(y)| < e sempre que y € X satisfizer d(y,z) < J. Como 0 € (O, 3

) 1 <
> — ot .
n_N:>[2(1_0)+(in+19 )DX]<5

Pelo Lema 4.2.7, vao existir a1, -+ ,ay € A tais que d(a;, ;) < g e w(ajay - --any) = 0. Mas

), seja N um

natural tal que

observe que

N 00

d(ajay - -any, z) = Zﬁifld(ai, zi) + Z 0 d(yi_n, i)

i=1 i=N+1

5 N o0
< EZQi_1+ ( Z Qi_l) Dx

i=1 i=N+1

o) 1 ad .
<_ - ’L*l D
<3(ra) (2 )

< 0.
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Assim, |w(z)| = |w(z) —w(aras - - - any)| < €, e como € é qualquer, w(z) = 0. Portanto, como

z é arbitrario, w = 0. O

Lema 4.2.9. Seja f € C(X), f > 0, uma autofungao de L, : C(X) — C(X) associada a

B > 0. Suponha que v € V, e que f(x) =0 para algum x € X. Entao f = 0.

Demonstragdo. Note que L™ (f)(z) = BN f(x) = 0, para todo N € N. Agora, basta utilizar-
mos o Lema 4.2.8. [l

Proposicao 4.2.10. Nas mesmas hipdteses do Teorema 4.2.6, podemos concluir que o auto-

valor 5 € simples, ou seja, a autofun¢ao h € inica (a menos de multiplica¢ao por constante).

Demonstragao. Para mostrar que [ é simples, seja b’ € C(X) autofungao de L,, associada

a (. Tome t = {inf };:((;))} = %, para algum y € X. Entao temos que h'(y) — th(y) =0 e

R (x) —th(x) > 0, para todo = € X. Se definirmos f(z) = h/(z) — th(z), temos que

(Lg(f))(x):Aeg(“”)f(ax)dyx:/Aeg(‘”)(h'(ax)—th(ax))dux
:/eg(‘”“")h'(cwc)dyx—zf/eg(‘””)h(a:zc)alugC

A

= AW (x) — Bth(z) = Bf(2).

Logo, f é uma autofunc¢ao de L, associada a 5. Como f > 0 e f(y) = 0, podemos aplicar
o Lema 4.2.9 e concluir que f = 0. Portanto, h'(z) = th(x), para todo x € X, como

queriamos. O

Nem sempre nosso operador de transferéncia esta normalizado, ou seja, nem sempre L, (1) =
1. Mas esta propriedade seré ttil para a demonstragao da unicidade da automedida do ope-

rador dual. Portanto, precisamos de uma forma de normalizar o operador de transferéncia.

Para este proposito, utilizaremos o operador M, : C(X) — C(X) que é a multiplica¢ao
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por h, ou seja,

e o seguinte lema:

Lema 4.2.11. Seg € L, f = g —logho o +logh —log 3, entio Ly = B~ M,-1L,M, e
Li(1)=1.

Demonstracao. Temos que

Lf(ﬂ))(x):/e(g—loghocr—l—logh—log,6’)((11)10(011,)dng
A

[ e h(az)w(ax) ,
- e

Ly(hw)(z)

1
()

= (87" My Ly(Myw)) ().

Entao

para todo z € X. O

Lema 4.2.12. Seja g € L(Observagao 4.2.2). Se Ly(1) =1 entao existe C > 0 tal que

krpw) < Clwle + 0"ky, para todos w € L e n > 0.
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Demonstracao. Temos que

|Lyw(x) — Lyw(y)| = /Aeg (az)dv, — / e Wy (ay)dy,
A
|/ @@ (ax) — 9 Dw(ay)dy, + /eg(”) (ay) — €9 Yw(ay)dv,+
+ / Wy (ay)d(vy — v)]
A

e9(ay) (elg(ax)—g(ay)l _ 1) dv, + |€gw|oo/ dlv, — v,
A

< / 9 | w(az) — w(ay)|dvy, + |w|oo/
A

A

< Qd(x,y)kw/ ) du, + |w| el (P4 EWke 1)/ dv, + |efw|od(z, y)k,
A A

< 0d(x,y)k, + |w|ooe|9|°°9d(x, y)l{:geed(”’c’y)kg + |67 so|w]ood(z, y) Ky
< |w]ed(, y)(eelmwkgeDng + kule|oo) + 0d(z, y) ke

= (|w|oo(66|9|°°kgeDXk9 + kyled|s) + Oky)d(z, y)
Portanto,
kpyw) < Colw|oo + Ok,
Aplicando a indugao: se ks < Chlw|so + 0"k, entao

kit = kra ) < CalLg(w)loo + 6" k1, w)
< Cplwloo + 0™ (Colw|oo + Oky)

= (C, + 0"Cy) |w|oe + 0"k,

Agora note que

Cl - Co+900

Cy = Oy + 60*°Cy = Cy + 0Cy + 6°C,
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C,=Co+0C,+6°Cy+---+0"C,

Portanto, tomando C' = % o resultado esta provado. O

Agora que estabelecemos os principais resultados para o operador de transferéncia, vamos

analizar o seu operador dual e encontrar sua automedida.

Seja L; o operador dual de L,. Entdo, L; : M(X) — M(X) é definido por

[ eiti= [ tenau = [ ([ eteptenriv, @) duto

Este operador é continuo relativamente a topologia fraca®. De fato, se (u,) — p entao para

toda funcao ¢ € C(X), temos

/ ed Ly, = / Ly(@)dpn — / Ly(p)dp = / pdLyp.
X X X X

Proposicao 4.2.13. Se v € V,, entao hd uma inica medida de probabilidade 1 tal que

Ly™n = .

Demonstragao. Se Ly nao estd normalizado, nés definimos f = g — logh o o + logh — log 3.
Pelo Lema 4.2.11, L estd normalizado. Entao, se ;1 é uma medida de probabilidade, temos
que Liu(X) = 1. Além disso, L} ¢ linear e positivo. Entao o conjunto compacto convexo
M;(X) é invariante pelo operador continuo L%. Usando o Teorema de Schauder-Tychonov,

L% tem um ponto fixo, ou seja, L}(u) = p. Portanto, para todo ¢ € C(X),

/X’W’ Dy (5) = /X @ an
_ /X/Aeg(am)h}(L?j))go(ax) d, (a)dp(x)

:/ /Aeg(ax)—loghoa(ax)—i—logh(ax)sp(ai) dl/x(a)d,u(x)
X

:/ /ﬁeg(ax)loghoa(aw)Jrlogh(az)logﬁgo(ax) de(CL)d/L<I>
X JA
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_ /X /A Be! @) p(ax) dve(a)du(z)
= /X BL(p) du

Z/Xﬁw dLp
:ﬁ/Xgodu:/tho dﬁ<%>.

Entao, se escolhermos 7 = %, nds temos L,"n = 1.

Vamos provar agora que 7) é tnica.

Sejam z,y € X. Usando o Lema 4.2.12, temos para todon > 1

|Li"(w)(z) = L™ (w)(y)| < kpnw)d(z,y)
< d(z,y)Clwl|e + d(z,y)0"ky
< d(z,y)Clw|e + d(z,y)ky

= (Clwloe + kw)d(z, y)-

Entao (L"(w))nen € uma familia equicontinua de fung¢oes Lipschitz. Logo, pelo teorema de
Ascoli-Arzela, (L;"(w))neny ¢ um conjunto relativamente compacto na norma || - ||«. Desta
forma, existe alguma subsequéncia convergente {L;"*(w)}. Seja w seu limite. Mostraremos,
na verdade, que W ¢ uma funcao constante e que a sequéncia original (L;"(w))nen converge

para w.

Visto que Lf(1) = 1, temos que L;"(1) = 1, para todo n € N. Portanto,
[wlloe = [[L(w)]loo = 1L (w)]loo = -+ 2 [[W]]ox-
Como LfN é continua, temos

1LY (@)[loo = |1 L™ (lim L™ (w))]|oo
k—o0
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_ 1 N ng
—]jl_{goHLf (L™ (w))]]oo

> lim |||
k—o0

= [[@]]o-

Logo, || L™ (@)l > [@]|e. Mas como || L™ (@)oo < [[]|oc, temos que [[@]loo = | L™ (@)]|cc,
para todo N € N. Seja W(wy) = supw = L; (W)(zy). Defina v = w(ze) — w. Note que

v > 0 e, para todo N € N, temos que

LN () (xn) = LN (w(wo) — @) (xn)
= L™ (w(xo))(xn) — L™ (W) (xw)
= () — W(o)

=0.

Portanto, pelo Lema 4.2.8, concluimos que v = 0. Assim, w é constante. Visto que L;"p1 = p,

temos

X

Note que w € L, mas como L C C(X) é uniformemente denso, n6s podemos assumir que
w € C(X). Este argumento funciona para qualquer outra subsequéncia de L;"(w). Portanto
devemos ter lim L;"(w) = [ « wdp uniformemente. Seja A medida de probabilidade tal que

L\ = A. Entéo, para todo w € C(X)

/wd)\:E:/wdu.
b's b's

Logo, A = p. Visto que p é Gnica, n é tnica também. O
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A medida de probabilidade p, tal que L;*u = p1, é o-invariante. De fato, temos que

Ly(voo-w)(z) = / e/ o(o(az) w(az)dv, = [o- Ly(w))(x)

para todo v, w € C(X), e entao

/voadu:/voade*,u:/Lf(voa-l) du:/va(l) du:/vd,u.
X X X X X

Corolario 4.2.14. Temos que B%Lg"w — h [w dn uniformemente para todo w € C(X) e

[ hdn=1, onde h é a autofun¢io obtida no Teorema 4.2.6.

Demonstragao. Pela Proposicao 4.2.13, lim L;"(w) = [, wdp uniformemente. Entdo temos

que
11 .
@Lg W=z (BMuLyMy—)" (w) =
:th"<%) %h/%du:h/wdn.
Além disso,

/hdn:/hd%:/duzl.

O

Proposigao 4.2.15. O restante do espectro de L, : L — L (excluindo > 0) estd contido

em um disco de raio estritamente menor do que (3.

Demonstragao. A prova é a mesma contida em [13], pagina 26. ]

Exemplo 4.2.16. Sejam g € L, A = [0, 1] e A a medida de Lebesgue. Desta forma, definimos
v: X — P(A) dada por

l/x(B):/eg(‘”")d/\.
B
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Portanto,

ve(B) = / e9(a2) g )\
B

S/eg(ay)ekng(:v»y)dA
B

kgOd(x,y)
< / e9(@V) ™12 g\
B

kgbd(z,y)

ve(B) <vy(B)e 1=

pois 1 < 1_—120. Logo,

Podemos entao aplicar os resultados desta se¢ao para garantir resultados similares ao Teorema

4.1.7.
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