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Resumo

Um problema que vem se tornando habitual em andlise geoestatistica é a quantidade crescente
de observacbes. Em tais casos é comum que estimadores usualmente utilizados ndo possam ser
empregados devido a dificuldades numéricas. Esta tese tém por objetivo propor um novo estimador
para massivas observagoes em geoestatistica: o estimador subsemble espacial. O estimador subsemble
espacial seleciona varias subamostras, espacialmente estruturadas, do conjunto completo de dados.
Cada subamostra estima com facilidade os parametros do modelo e as estimativas resultantes sao
ponderadas através de um subconjunto de validacdo. Em estudos simulados, compara-se a metodo-
logia proposta com outros métodos e os resultados apresentam sua acuracia e rapidez. Além disso,
uma aplicacdo em um banco de dados reais, com 11.000 observacdes, confirma essas caracteristicas.

Palavras-chave: subamostragem; estatistica-U; programacao paralela; geoestatistica; observagoes
massivas.
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Abstract

A problem that is becoming common in geostatistical analysis is the growing number of obser-
vations. In such cases, common estimators cannot be used due to numerical difficulties. This thesis
proposes a new estimator for massive observations in geostatistics: the spatial subsemble estima-
tor. The estimator selects small spatially structured subset of observations. The model parameters
are estimated easily with each subsample, and the resulting estimates are weighted by a subset of
validation. We compare the spatial subsemble with competing alternatives showing that it is fas-
ter and accurate. In addition, we present an application in a real database with 11000 observations.

Keywords: Large spatial data, Subsampling, U-statistics, parallel computing, geoestatistic.
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Capitulo 1

Introducao

Com a disseminacdo do computador pessoal e dos smartphones, a revolucdo computacional se
faz presente no dia a dia de toda a populagdo. O desenvolvimento rapido da tecnologia apresenta
caracteristicas que poucas décadas atras eram vistas como inimaginaveis. Uma dessas caracteristicas
é a geracao de um volume imenso de informacgdo, o que demanda a andlise de conjuntos de dados
caracterizados pela presenga dos 4’V do big data: grande volume, velocidade, variedade e veracidade.
Os mecanismos geradores desses dados estdo presentes em todos os lugares, através de sensores,
satélites, celulares e internet das coisas.

Em particular, a quantidade de observagoes espacialmente referenciadas aumentou drastica-
mente em tamanho nos tltimos anos, exemplos sdo: imagem de satélite, modelos de monitoramento
de clima e dados de meteorologia ou qualidade do ar que sdo observados globalmente. O NOAA
(National Oceanic & Atmospheric Administration), uma organizagdo que faz parte do Departa-
mento de Comércio dos Estados Unidos, possui um website onde terabytes de dados sao gerados
para representar o clima, atmosfera e meteorologia do planeta.

Uma das implicacoes dessa evolucdo na andlise da informacao é a necessidade de estatisticos
trabalharem com dificuldades numéricas e computacionais, métodos usuais tipicamente falham ou
demoram muito tempo para gerar resultados. Por exemplo, um modelo geoestatistico Gaussiano
no qual deseja-se calcular a predicao de n estacbes irregularmente espacadas, envolve a inversao de
uma matriz de covaridncia de dimensdo n x n, que requer o cdlculo de O(n3) operacdes e O(n?)
de espago em memoria (Stein, 2008). Esses nimeros aumentam rapidamente, quando n = 1000
a maioria dos softwares de estatistica espacial resolvem o problema facilmente. Todavia, quando
n = 10.000 a inversdo da matriz de covariancia torna-se um desafio para a maioria dos softwares e
hardwares.

Em vista disso, estatisticos tentam se adaptar a essa demanda, buscando métodos para analisar
grandes conjuntos de dados espaciais. Com esse intuito, é possivel distinguir duas grandes classes
de metodologias: a primeira adota um ponto de vista bayesiano possibilitando utilizar proces-
sos latentes com dimensao reduzida (Banerjee et al., 2008; Datta et al., 2016; Finley et al., 2009)
ou a aproximagao de campos Gaussianos através de campos markovianos (Lindgren et al., 2011;
Rue e Tjelmeland, 2002). A segunda é mais variada:

e considerar que observagoes distantes de um campo Gaussiano sao independentes e conse-
quentemente igualar a zero alguns valores da matriz de covaridncia (Furrer et al., 2006;
Kaufman et al., 2008);

e truncar a representagao espectral (Fuentes, 2007);
e utilizar verossimilhanga condicional (Stein et al., 2004; Vecchia, 1988);

e trabalhar com a funcéo escore, em que a inversa da matriz de covaridncia é aproximada por
uma matriz esparsa (Sun e Stein, 2016);

e utilizar um conjunto de contrastes multinivel (Castrillon-Candas et al., 2015).
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Todos esse métodos tém em comum uma caracteristica: ignorar algum aspecto do modelo, a
fim de reduzir a complexidade numérica. Uma revisdo dessas técnicas pode ser encontrada em
Sun et al. (2012).

Recentemente, problemas envolvendo big data para dados nao espaciais tém sido abordados
na literatura (Bithlmann et al., 2016; Schifano et al., 2016), algumas dessas técnicas utilizam o
conceito subsampling em suas metodologias (Kleiner et al., 2014; Sapp et al., 2014). Em dados es-
paciais, Liang et al. (2013) desenvolve um método de estimagdo baseado em subamostragem, em
que pequenas subamostras sdo sequencialmente selecionadas e os parametros do modelo sdo atuali-
zados através de um algoritmo de aproximacao estocastica (Andrieu et al., 2005; Robbins e Monro,
1951). O método é consistente e, mais importante, é rapido, o que o torna uma 6tima ferramenta
para analisar grandes conjuntos de dados. Entretanto, essa metodologia possui alguns inconve-
nientes. O primeiro é a impossibilidade do uso de paralelismo devido a estrutura sequencial de
estimagao. O segundo é que ele depende de pardmetros de tuning, que sdo dificeis de selecionar. O
terceiro, é a necessidade de checar a convergéncia estocastica do algoritmo.

Neste trabalho, propéem-se uma nova metodologia; o subsemble espacial. A proposta é de
simples aplicacdo, computacionalmente rapida (pode-se paralelizar a estimagdo) e requer pouca
memoria. Além disso, a técnica proposta permite o calculo de intervalos de confianca e possui boas
propriedade tanto para infill asymptotics assim como increasing domain asymptotics. O método
¢é baseado em subamostragem para pequenos subconjuntos de dados espacialmente estruturados.
FEm cada subamostra, os pardmetros sao calculados através de algum estimador de preferéncia e as
estimativas resultantes sdo ponderadas, utilizando um subconjunto de validagao.

Um estudo de Monte Carlo é realizado para avaliar o comportamento do estimador subsemble
espacial. Além disso, compara-se a proposta com o estimador de méxima verossimilhanca e com
o estimador RSA, proposto por Liang et al. (2013). Para a aplicagao, utiliza-se um conjunto de
11.000 observacoes localizadas nos Estados Unidos, em que a varidvel de interesse é a quantidade
de precipitacao.

O trabalho terd a seguinte estrutura: no capitulo 2 o modelo geoestatistico basico é definido; no
capitulo 3 apresenta-se uma breve descricdo sobre importantes metodologias para estimar os para-
metros do modelo geoestatistico em grandes bancos de dados; no capitulo 4 o estimador subsemble
espacial serd apresentado; no capitulo 5 as caracteristicas assintéticas do estimador proposto; no
capitulo 6 simulagGes; e no 7 uma aplicacdo a dados reais.



Capitulo 2

Modelo Geoestatistico

2.1 O modelo Geoestatistico Gaussiano

Suponha que o vetor Y = (Y (s1),Y (s2),...,Y (sn))" sdo n valores observados de um processo
aleatério {Y(s) : s € D C R?}, onde o indice espacial s varia continuamente através da regido D.
Seja o modelo:

Y (si) = u(si) + X(s5) + €(sq), i=1,...,n (2.1)

onde pu(s;) = E[Y(si)] e (e(s1),€(s2),...,€(sn)) s@o varidveis aleatérias independentes e identica-
mente distribuidas com funcao de densidade normal de média igual & zero e varidncia 72, também
conhecido como efeito pepita. As varidveis aleatérias X (s1), X (s2),...,X(sp) originam-se de um
processo Gaussiano {X(s) : s € D C R?} com E [X(s)] = 0 e matriz de covaridncia igual a o?R.
A matriz R de dimensao n x n possui elementos R;; = p(||s; — s4||; A), representando a correlagao
entre X (s;) e X(s;). A distancia Euclidiana entre as observagoes s; e s; € [|s; — sj|| € A s@o os
pardmetros da fungao de correlagdo. Nesse modelo, {Y(s)} tem distribui¢io normal multivariada
com vetor de médias pu = 1p e matriz de covaridncia ¥ = o?R + 721, em que I é uma matriz
identidade n x n e 1 é um vetor n dimensional composto de 1s.
Pode-se generalizar ainda mais o modelo acima, permitindo que a média nao seja constante,

(&
u(si) = Bo+ Y Bivi(si), (2.2)
j=1
v;(s;) denota a j-ésima varidvel exploratéria observada no ponto s; e §; é o correspondente coefi-
ciente de regressao (Cressie, 2015).
Seja 6 = (Bo, ..., By, T2, 0%, A) 0 vetor de pardmetros do modelo (2.1), a funcdo de verossimi-
lhanca é dada por:

—nlog‘;m — %log\El - %(y — 1)’y — ) (2.3)
Para obter o estimador de maxima verossimilhanca é necessario calcular o inverso da matriz de
covaridncia 3 e o seu determinante |X|. Esse processo exige uma complexidade computacional da
ordem O(n?), tornando-se um problema quando o niimero de observagdes é massivo, pois o tempo
necessario para obter os resultados é proibitivo e requer uma grande quantidade de meméria RAM.

L(eay) =

2.2 Calculo da Variancia do Estimador de Maxima Verossimi-
lhanca

Para estimar a varidncia do EMV no caso espacial é necesséario levar em consideracao as locali-
zagoes das observagoes {Y (s)}, o que dificulta a obtengao de propriedades teéricas. Por exemplo,
mesmo quando os pontos sdo distribuidos conforme um lattice, ainda nao foi possivel encontrar uma

3
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forma fechada para a matriz de informacao de Fisher dos estimadores de méxima verossimilhanca
de fungGes de covariancia comumente utilizadas, como a familia Matérn ou como caso particular a
funcio de covariancia exponencial (o2p(|[s; — s;||; A) = o2 exp~lIsi=sill/9),

Além disso, em andlise geoestatistica existem duas visoes assintéticas: increasing domain asymp-
totics, na qual mais dados sdo coletados por aumentar o dominio e o infill assymptotics, em que os
dados sdo coletados mais densamente em um dominio fixo. Propriedades assintéticas dos estima-
dores sao diferentes nos dois dominios.

Para o caso de increasing domain asymptotics, os autores Mardia e Marshall (1984) provam a
consisténcia e normalidade assintética do estimador de maxima verossimilhanca para dados regu-
larmente espacados de campos Gaussianos. Condicionado a algumas suposi¢oes, a forma funcional
da matriz de informagcao de Fisher assintotica dos EMV é:

em que Gg = V!EV, o= (62,72 X) e o (i, 7)-ésimo elemento de G, ¢ dado por

1 5,08 1 s _ox-!
= — 2 —_— = — 72 . 2-
Go(i,7) 2t7‘ (E 90, 8Qj> 2tr <2 90, 70, (2.5)

No dominio da frequéncia, Guyon (1982) sugere utilizar a aproximacao de Whittle (1954) para
o logaritmo da funcdo de verossimilhanca. Em seu artigo, ele demonstra que os estimadores de
maxima verossimilhanca baseados nessa metodologia sdo consistentes. Uma extensdo dessa apro-
ximagao para observagoes irregularmente espagadas é proposta por Fuentes (2007).

Ying (1993) demonstrou a normalidade assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca
de uma fungdo de covariancia exponencial multiplicativa e Van Der Vaart (1996) complementou o
seu trabalho, demonstrando a eficiéncia assintética desses estimadores.

Em uma situa¢do muito especifica, Loh (2005) conseguiu determinar de forma fechada a fungao
de verossimilhanca e consequentemente derivar sua matriz de informacao de Fisher. Para isso, o
autor considera uma subclasse de campos aleatérios Gaussianos do tipo Matérn, propostos por
Stein et al. (1989).

Para dados selecionados no infill asymptotics, o EMV dos pardmetros da func¢ao de covarian-
cia ndo podem ser consistentemente estimados. Como alternativa, Zhang (2004) mostrou que a
razdo dos pardmetros da funcio de covaridncia Matérn é consistente, por exemplo (¢/c?). Sobre a
distribuicao assintética dessa razao, o mesmo autor indica através de simulacbes que o estimador
pode ser assintoticamente normal. Entretanto, ainda néao foi possivel provar matematicamente essa
propriedade.



Capitulo 3

Estado da Arte

Neste capitulo a descricao de algumas propostas para lidar com grandes bancos de dados em
geoestatistica sera apresentada, as metodologias de tapering, verossimilhanca condicional e SPDE
serdo descritas brevemente. Um maior enfoque serda dado para a técnica baseada em reamostragem
de Liang et al. (2013), pois é um método que se assemelha a proposta desse trabalho, visto que
utiliza subamostras no célculo do estimador.Dada essa caracteristica comum entre as duas meto-
dologias, acredita-se que a comparacao entre o estimador subsemble espacial e o método proposto
por Liang et al. (2013) seja mais adequada, por isso no capitulo 6 as simulagdes serdao calculadas
levando em consideracao essas duas alternativas para lidar com big data em geoestatistica.

3.1 Covariance Tapering

Kaufman et al. (2008) apresenta duas aproximagoes para a func¢ao de verossimilhanca utilizando
o método conhecido como tapering. A ideia do tapering é assumir que pares distantes de observagoes
podem ser considerados independentes. A matriz de covaridncia assume valores iguais a 0 para
grandes distancias, quando a correlagdo entre as observagoes é muito baixa. A nova matriz de
covariancia é esparsa, o que permite a utilizagdo de algoritmos especificos, reduzindo o tempo de
processamento para maximizar a verossimilhanca.

Seja Y (s) observagoes de um campo aleatério Gaussiano, estaciondrio e isotrépico. A fungao de
correlacao T'(7)ij = praper(l|si — sj||; A;y) assume valor 0 quando a distancia entre as observagoes
||s; — s;|| é maior que um limiar vy, gerando a matriz de covariancia tapering 3 o T'(y), em que o
é o produto de Shur. O artigo propde substituir a matriz de covaridncia 3 da verossimilhanca 2.3
por X o T(7).

Pequenos valores de v tornam a matriz de covariancia mais esparsa, quando v = 0 as observacoes
sdo tratadas como independentes e quando v — oo é o mesmo que a funcdo de verossimilhancga
original. Logo, a escolha do valor de + é crucial na estimativa dos parametros e no tempo de
processamento. Quanto maior o valor de v, maior demanda computacional; quanto menor o valor
de 7, mais esparsa é a matriz e mais rdpido o célculo dos resultados.

Uma grande desvantagem é que o método s6 considera os pontos mais proximos, o que pode
ser uma alternativa ruim quando as observacoes apresentam uma dependéncia de maior alcance.

3.2 Verossimilhanca Condicional

Sabe-se que a densidade conjunta do modelo 2.1 pode ser escrito como o produto de densidades
condicionais. A idéia do artigo de Vecchia (1988) é que a densidade conjunta pode ser descrita
como o produto de densidades condicionais baseadas em algum ordenamento das observagoes, além
disso, para diminuir o tempo de processamento, as distribui¢oes condicionais dependem somente
de m << n observagoes vizinhas de y;. Com esse objetivo, uma sequéncia L,,(60,y) é definida, em
que L,,(0,y) se aproxima de L(0,y) quando m se aproxima de n.

A funcao de verossimilhanca é dada por
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n
L0,y) =[] fwilyj,1 <j<i—1)
i=1
f(y;|-) denota a funcdo densidade de probabilidade condicional de y;. Se o tamanho da amostra é
grande, espera-se que para grandes valores de 4, as condicionais contenham informacao redundante.
Isso significa que i-ésima densidade condicional da equacdo pode ser aproximadamente equivalente
a f(yilyim), em que y;, é um vetor composto por algumas observagoes entre {y;,1 < j < m}.
Uma maneira de decidir quais observagoes devem constituir o vetor y;,, é selecionar observagoes
amostrais que estao mais proximas de y;, no sentido da distancia euclidiana, isto é, os vizinhos mais
préximos. A equacao da verossimilhanca aproximada de ordem m é

n
Lin(8,y) =[] f(wilyim)

=1
em que Y, ¢ um vetor consistindo de min(i — 1,m) observagoes. Se i — 1 > m, seleciona-se as m
observacoes que sdo mais préximas de y;. Quando 7 — 1 < m, seleciona-se o vetor y1,...,%;_1.

Uma dificuldade na aplicacdo dessa metodologia é decidir o tamanho do vetor y;,,, isto é, o

nimero de vizinhos m considerados na distribui¢ao condicional. Ademais, Stein et al. (2004) afir-
mam que o método perde informacao quando estima os pardmetros da funcdo de covariancia, posto
que s6 considera os pontos mais préximos. Por isso, Stein et al. (2004) adaptaram a proposta de
Vecchia (1988) para aproximar a verossimilhanga restrita de observagoes de um processo Gaussiano
condionando observagoes proximas e distantes de y;. Além disso, sugerem um método para verificar
a eficiéncia dessa aproximacao.

3.3 Equacoes Diferenciais Parciais Estocasticas

O principal resultado do estudo de Lindgren et al. (2011) é que pode ser construido um link
entre campos Gaussianos e Campos Aleatérios Markovianos Gaussianos (CAMG) através de uma
aproximacao de equagoes diferencias parciais estocasticas. Esse método, também conhecido como
SPDE, permite que algoritmos de matrizes esparsas sejam aplicados, o que torna o processo de
estimacdo muito mais rapido. Essa metodologia tem sido utilizada principalmente no contexto
bayesiano, em que além da economia de tempo devida a utilizacdo de campos Markovianos, a dis-
tribuicao & posteriori pode ser calculada de forma ainda mais otimizada, por meio da aproximacao
integrada de Laplace (INLA).

A representagdo de um CAMG pode ser construida explicitamente por meio de uma determi-
nada SPDE com ruido Gaussiano. Essas equagoes diferenciais tém como solu¢cdo um campo Gaus-
siano com fung¢do de covaridncia de Matérn. O resultado é uma aproximacao do campo Gaussiano
por meio da triangulagdo geral da drea D, onde essas areas triangulares geram um CAMG.

O lado negativo dessa nova metologia é que a implementagdo do modelo é muito complexa.
O pré-processamento para criagdo das SDPE, triangulagdes e representacbes do CAMG nao séo
tarefas triviais.

3.4 Aproximacao Estocastica Baseada em Reamostragem

Os autores Liang et al. (2013) propoem estimar os pardmetros do modelo 2.1 através de um
algoritmo de aproximagao estocastica (RSA), proposto por Robbins e Monro (1951), em que para
cada iteragdo o algoritmo seleciona uma pequena subamostra m do conjunto de dados ). Como o
estimador utiliza somente uma pequena proporg¢ao dos dados em cada passo do algoritmo, ele evita
a inversdo de grandes matrizes de covaridncia, tornando-se uma 6tima ferramenta para grandes
bancos de dados. Além disso, os autores provam propriedades importantes do estimador.

Seja Z uma amostra aleatoria de m observagoes selecionada aleatoriamente do vetor ), o qual
possui tamanho n. Para estimar 6 utiliza-se a divergéncia de Kullback-Leibler,
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Kitfong) =~ [ [ 1ox (2255 gtalopgts)dzas,

em que fg(z|s) é a densidade da normal multivariada, g(z|s) denota a verdadeira funcao densidade
geradora dos dados e g(s) é a distribuicao de s. Utilizando subamostras selecionadas aleatoriamente
de Y a divergéncia de Kullback-Leibler pode ser aproximada por

-1 ()
KL(fg,9|Y) =C — (Z) > log fol(zils:),
=1

em que C denota uma constante relacionada com a entropia de g(z, s). Para atualizar as estimativas
de 6, o algoritmo de aproximacao estocastica utiliza o sistema de equagoes

. ~1(2)
OKL(fogly)  (n) o
— = - (m) ; H(0, z,s;) =0, (3.1)

K3
A funcado H(0, z;, s;) é a derivada de primeira ordem do log fg(z|s) com respeito a 6, o vetor (z;, s;)
denota uma amostra aleatoria selecionada de ).
Como exemplo, para a funcao de covaridncia exponencial os respectivos componentes de H (6, z, s)
da equagao (3.1) sdo dados por

HBO(07Z7 S) - ]inzz_l(z - .Uz),
Hﬁi(e?za s) = Ufzz_l(z — M),
1 OR, OR,
Hy(0,2,s) = —itr <2Z_102 9 > + 0% (z — p. )t ? 9 >z — ),
1 1
Hep0,2,5) = —tr(S7R) + 5 (o ) SRSz — ),
1 1
Hoa(0,5,8) = —tr(S7) + 5o — )50 — i),

em que IR, /d¢ é uma matriz m x m com o elemento (i,5) dado por ||s; — s;||/¢? exp~llsi=sll/¢,

Outra caracteristica importante da metodologia RSA é a definicdo do espaco paramétrico.
Inicialmente o algoritmo permite que as estimativas de 0 sejam avaliadas em pequenos intervalos,
em cada passo do algoritmo esses intervalos podem ou nao aumentar. Conforme as sequencias de
estimativas sdo obtidas, espera-se que o espaco paramétrico convirja para intervalos que contenham
os verdadeiros valores dos pardametros. Essa modificagdo do algoritmo de Robbins e Monro (1951)
foi proposta por Andrieu et al. (2005) e pode ser definida da seguinte forma: seja © o espago
paramétrico de 6, além disso, considere que {Ks, s > 0} é uma sequéncia de conjuntos compactos
de O, tal que

U Ks =0, e Ks Cint(Ksy1), s >0,
s>0

em que int(A) denota o interior do conjunto A. Seja m; o ntimero de truncagoes realizadas até a
iteracao t, o algoritmo é iniciado no espago paramétrico Ky, esse espaco aumenta dado o valor de
Tt.

O algoritmo do estimador RSA pode ser explicado da seguinte maneira: o valor inicial 8y é
definido de forma aleatéria tal que 8y € Ky, ademais, myp = 0. Dados esses valores iniciais, o
processo de iteracdo possui os seguintes passos:

1. Selecione aleatoriamente e sem reposigao a subamostra (Z¢y1, S¢+1) do vetor {Y'(s1),...,Y (sn)}-
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2. Atualize cada componente de 8; por meio das seguintes equacoes

58“/2 = Bo+ arr1Hg, (01,241, Se11)

5?1/2 = Bi + a1 Hp, (01, Zis1, Set1)
P2 = o' a1 Hy(6y,Zys1, Sit1)
(@) T2 = (0" + ar1H,y2(0y, Zis1Se41),
(F)HY2 = (7)) + a1 Hy2 (0y, Zes1Sera),

3. Se ||9t+% —0| <be 0t+% € K, entdo 041 = 0t+% € My+1 = Ty caso contrario O, = 0 e
m41 = T + 1. A notacdo || - || denota a norma euclidiana de um vetor

Observe que para o calculo do algoritmo é necesséario definir dois valores de input. O b; é utilizado
para definir a taxa de aceitagdo do algoritmo. O segundo valor, a;, é utilizado nas equacgtes de
estimagao, indicando a diferenca entre as atualizacbes. A escolha desses pardmetros de otimizagao
é uma das grandes desvantagens do estimador RSA. Outra desvantagem, é que é necessério verificar
a convergéncia do algoritmo.



Capitulo 4

O Estimador Subsemble Espacial

4.1 A Idéia do Estimador Subsemble Espacial

A estratégia de divide and conquer adaptada para o contexto espacial é intuitivamente simples
e pode ser explicada por meio da Figura 4.1. Os pontos mostrados no quadrado formam uma
grande colecao de n observacoes, os pontos em laranja indicam as estacoes que fazem parte de uma
subamostra espacialmente estruturada de tamanho m = jk, composta por j = 4 centros de k =
estacoes proximas. Essas estacoes sdo utilizadas na estimacio do vetor de pardmetros 6, resultando
em éz

O proéximo passo é o calculo do peso w; associado a estimativa éi, para tal é necessario escolher
um conjunto de dados de validagdo. Primeiramente propoem-se selecionar aleatoriamente uma
observacao e seus k' vizinhos mais préximos, depois dividir aleatoriamente essas observacoes em
dois grupos, representados pelos dados coloridos em azul (Z?) e vermelho (ZP). Utilizando os pontos
azuis ZV e 6; calcula-se a predlgao 7P das observacdes em vermelho. O erro quadratlco médio de
predicao (ZP — ZP)!(ZP — ZP) fornece uma medida de qualidade do estimador 6; e a ponderagao w;
é inversamente proporcional a essa medida.

1.0

Y Coord
0.6

0.4
|

0.2
|

X Coord

Figura 4.1: Ezxemplo de subamostra de estimacdo e de wvalida¢io do estimador subsemble espacial: pon-
tos laranjas representam uma subamostra de m = 48 observagoes, em que 7 = 4 e k = 12, pontos azuis
representam o subconjunto de validacdo e pontos em vermelho o subconjunto de predigdo.

Para compensar o pequeno tamanho da subamostra, o estimador subsemble espacial repete
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A

independentemente este procedimento B vezes, as B estimativas 8; sdo combinados por meio da
média dos pesos w; ou pela média dos B valores de 6;.

4.2 Definicao do Estimador Subsemble Espacial

Seja Z(s) = (Y (s1),Y(s3),...,Y(s%))T uma subamostra de tamanho m << n do conjunto de
dados YV = {Y(s1),Y (s2),...,Y(sn)}, dado s = (s,s5,...,s5,), o vetor Z tem o mesmo modelo

subjacente de Y:

Z|S ~ Ny (p2, 22), (4.1)

em que X, = 0’R,, + 72I,,, R, é uma matriz de correlacio de dimensdo m x m de Z(s) e p, =
(u(s3), u(s3), ..., pu(sk,))T é seu valor esperado.

Com o objetivo de calcular os pardmetros do modelo (2.1), os autores Liang et al. (2013) uili-
zaram uma aproximacao para a divergéncia de Kullback-Leibler, onde sua minimizagao leva a uma
equagao baseada em uma estatistica-U definida como

-1 ()
<n> dlog fo(zilsi)
> =0
m par 00
em que fy(z|s;) é a densidade da distribuigdo normal multivariada do modelo (4.1) baseada em
uma subamostra de tamanho m. Esta soma leva em consideragdo todas as subamostras de tama-
nho m das n observagdes, contudo ao invés de utilizar todas as subamostras, Liang et al. (2013)
utilizaram o algoritmo de aproximagao estocastica de Robins-Moro (Robbins e Monro, 1951). O
método amostra sequencialmente subconjuntos de tamanho m e atualiza as estimativas do vetor de
parametros, depois de varias atualizacbes espera-se que as estimativas tenham convergido para o
verdadeiro vetor de parametros. Apesar da idéia dos autores ser muito interessante, o método apre-
senta algumas desvantagens, uma delas é definir os valores iniciais do algoritmo de maximizagao.
Outra importante desvantagem é que as m estacgoes sdo escolhidas por meio de uma amostragem
aleatéria simples de ), portanto, a subamostra nao possui qualquer estrutura espacial. Isso re-
sulta em menor informacdo sobre a dependéncia de observacoes adjacentes, especialmente para
localizagGes muito proximas.

Como alternativa, propdem-se selecionar B vezes, independentemente, uma subamostra espaci-
almente estruturada de m observacoes, em seguida, calcular as estimativas associadas a cada uma
das subamostras. Dado que em cada subamostra os parametros sao estimados através do EMV, seja
a i-ésima subamostra Z(s;) = (Y (s%), Y (sk), ..., Y (s:,))T nas localizacdes s; = (si,...,55,), 0
i-ésimo estimador de maxima verossimilhanca é definido como

; = max L(0), 2]s;). (4.2)

Esse processo resulta em B estimativas para cada um dos parametros do modelo, que devem
ser combinadas de alguma forma para gerar o estimador. Uma possibilidade é ponderar os B
resultados, através de pesos associados & qualidade de predi¢ao da estimativa éi, por exemplo, o erro
quadratico médio. Como o objetivo é aplicar a metodologia quando existe um nimero muito grande
de observacoes, ndo seria interessante calcular essa medida considerando a amostra completa, visto
que o esforgo computacional seria elevado. Por esse motivo, propGem-se novamente selecionar uma
subamostra dos dados e calcular o erro de predicdo para esse subgrupo. Essas observacoes sao
denominadas subamostra de validagdo e sdo selecionadas da seguinte forma: sorteia-se um ponto
central, em seguida seleciona-se k’ vizinhos mais préximos ao ponto central. As k’ + 1 estacoes
sao aleatoriamente divididas em dois subconjuntos, um de validagdo Z" e outro de predigao ZP. O
subconjunto de validagao calcula o melhor preditor linear nao viciado (BLUP) para as localizagoes
do vetor ZP:
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Z?J = ﬂz?’ + rlzz” (Zv - ﬂz“) )
em que r é a covariancia entre Z" e ZP é estimado por 6;. Os pesos da qualidade de predigao sédo
dados por

w; ! =|ZP - 27|,
Seja ¢ = 1,..., B o indice da subamostra e s; as estagdes que compdem a subamostra i, o
estimador subsemble espacial é dado por
R ;0
6= 2iwibi = (4.3)
> Wi

uma alternativa simplificada é calcular a média das estimativas 6;, o que equivale a considerar o
mesmo peso para cada uma das B subamostras,

2.0
B
nesse caso, como nao € necessario calcular os pesos w;, a subamostra de validagdo nao é utilizada

no céleulo do estimador 6.

Outro passo importante no calculo do estimador subsemble é a forma de selegdo da subamostra
que sera utilizada na estimacao de 6;. Como o objetivo é estimar 6 tdo bem quanto possivel dado o
tamanho da subamostra m = jk, seria interessante levar em consideragao a relacdo espacial entre
as observagoes. Para gerar melhores estimativas para os pardmetros da funcdo de covariancia é
necessario combinar observacoes proximas e distantes, onde as k observacoes localizadas préximas
umas as outras fornecem informagao sobre a correlagdo de curto alcance p(-; A); as estagoes que
estao afastadas permitem estimar o range do modelo.

Por meio da teoria de estatisticas-U e subsampling é possivel obter propriedades teéricas de
0, propriedades equivalentes para 6 sdo muito mais dificeis de provar, devido a presenca de pesos
estocasticos em (4.3). Todavia, em estudos simulados, foi possivel observar que 6eb possuem
desempenhos semelhantes.

Os estimadores 0 e 6 sio exemplos da estratégia conhecida como divide and conquer (Guha et al.,
2012), no qual o problema é dividido em muitos pedagos, onde a estimagao é uma tarefa que pode
ser facilmente resolvida. Apds essa etapa, os resultados desses pequenos pedagos sdo combinados,
produzindo uma tnica estimativa. Uma das principais vantagens dessa estratégia é a possibilidade
de processar cada pedago separadamente (paralelismo), tornando possivel o uso de programagao
multithreading (Tanenbaum, 2009). Cada thread pode ser enviado e estimado separadamente por
um core do CPU, logo, quanto maior a quantidade de cores, mais rapido é o calculo da estimativa.
Outra vantagem é o cédlculo de intervalos de confianga.

6 = , (4.4)

4.3 Calculo da Variancia do Estimador Subsemble Espacial

Através da matriz de informacdo de Fisher assintética pode-se mensurar, aproximadamente,

o valor da varidncia do EMV. Propéem-se calcular Var(6;) para cada respectiva subamostra i,
por meio da equagdo (2.4). Feito isso, as B variancias amostrais sdo combinadas para formar as
variancias dos estimadores 8 e 8. Como estamos preocupados com dados que apresentam massivas

observacoes, a covariancia entre os diferentes 8; serd desconsiderada.
A varidncia dos estimadores subsemble espacial sdo aproximadas pelas seguintes equagoes:

A w2T HAZ
Var(0) = Z(ZZ:wZ()Q) (4.5)
Var(0) = 2i2(0:) é(ai), (4.6)

onde 7 (éz) é a aproximacdo da matriz de covariancia de 6;, dada pela inversa da equagio (2.4).
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4.4 Subamostra m

A acuricia das estimativas baseadas em subamostras dependem crucialmente da escolha do
tamanho da subamostra, logo, faz-se necessario algum critério que auxilia nessa decisdo. Alguns
trabalhos na area de reamostragem espacial apontam que o tamanho da subamostra étima depende
de caracteristicas do campo aleatério subjacente, tal como forga de dependéncia espacial, geome-
tria da regido, além da geometria da subamostra (Nordman e Lahiri, 2004; Nordman et al., 2007;
Politis e Sherman, 2001; Politis et al., 1999b; Sherman, 1996). Apesar de haver referéncias sobre
0 assunto, nenhum desses métodos apresenta uma maneira simples de fazer tal escolha. Com o
objetivo de tornar a metodologia mais acessivel, propoem-se determinar o tamanho da subamostra
m, através da utilizacdo de um trade-off entre o tempo e a qualidade das estimativas.

Para mensurar o tempo utiliza-se a seguinte logica: sabe-se que o niimero de operacbes neces-
sérias para calcular o EMV é da O(n?) e o tempo para seu cilculo é proporcional & quantidade de
operagoes. Consequentemente, definido o valor de B e m é possivel quantificar, aproximadamente,
o tempo de espera para gerar os resultados. A qualidade das estimativas é calculada a partir da
aproximacdo da matriz de informaciio de Fisher assintotica (Z(6;)). Através da matriz Z(6;) é pos-
sivel mensurar quanto da varidncia do estimador de cada pardmetro aumenta dado o tamanho de
uma particular subamostra. Dessa forma, torna-se possivel medir a acuracia do éz

A utilizagdo do trade-of entre tempo e qualidade da estimativa na escolha do tamanho m da
subamostra pode ser exemplificada pelas Figuras 4.2 e 4.4. Os pontos pretos da Figura 4.2 re-
presentam uma amostra de tamanho n = 2000 de um campo gaussiano de média 0 e funcao de
covariancia exponencial de pardmetro ¢ = 25 e o> = 1. Primeiro, seleciona-se aleatoriamente os j
centros que fardo parte da subamostra. Dados os centros, considere os k vizinhos mais proximos,
essas jk observagoes (pontos vermelhos) representam uma subamostra dos dados. O segundo passo
é calcular a estimativa 7 (éz) para a subamostra escolhida. O terceiro passo é repetir esse procedi-
mento para valores crescentes de k, mantendo os centros fixos. Na Figura 4.2, ilustra-se diferentes
subamostras para os mesmos j = 5 pontos centrais, em que k = 19 (esquerda), k = 59 (centro) e

k =99 (direita).

100
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40
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Figura 4.2: Ezemplo de subamostras de tamanho m = {100,300,500} considerando os mesmos pontos
centrais j.

A Figura 4.3 mostra os valores de 7 (éz) para S, ¢, 02 e 72, onde os tamanhos das subamostras
sao m = {100, 200, 300, 400, 500, 600, 700} e cada uma das retas representam diferentes pontos cen-
trais j. Através dessa figura, é possivel observar que conforme o tamanho da subamostra aumenta,
isto é, maior o nimero de observagoes consideradas na estimacado, menor é a variancia dos para-
metros estimados. Essa tendéncia fica mais clara para os parametros [y, o2et?, para o pardmetro
¢ ha maior instabilidade para menores valores da subamostra.

Na Figura 4.4 é possivel observar como o aumento da subamostra influéncia no tempo de pro-
cessamento. Pela andlise visual desses resultzidos, pode-se afirmar que um tamanho de subamostra

m = 400 é uma boa escolha, visto que a Z(6;) ndo diminui consideravelmente com o aumento de
m.
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Figura 4.3: Valores estimados do inverso da matriz de informagdo de fisher dado o tamanho da subamostra
m. As cores representam diferentes pontos centrais j.

Lembramos que a escolha do tamanho da subamostra é um tanto subjetiva e cada usuario pode
considerar um trade-off diferente.

tempo de processamento (minutos)
/ |
o / —
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2.0

15
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Figura 4.4: Relacdo do tempo com o tamanho da subamostra m. Diferentes cores representam diferentes
pontos centrais j.

Além do tamanho da subamostra, é necessario definir uma metodologia para escolha das ob-
servagoes Z(s). H4 varios métodos que podem ser utilizados para esse fim, visto a impossibilidade
de andlise dos iniimeros possiveis esquemas de sele¢do, no capitulo 6 apenas trés sugestoes de
algoritmos para escolha da subamostra Z(s) serdo abordados:

e Um algoritmo é denominado 1 centro, em que seleciona-se aleatoriamente um centro (j = 1)
e suas k — 1 observagoes vizinhas. Essa idéia é baseada na teoria de subsampling, que sera
abordada mais detalhadamente no capitulo 5. Esse método de selecao da subamostra pode
nao ser o mais adequado, devida a falta de observacoes distantes, que sdo importantes no
calculo dos pardmetros da funcio de covariincia.

e Com o objetivo de tentar sanar a falha do algoritmo anterior, propdem-se selecionar uma su-
bamostra em que pontos distantes também sdo considerados. Esse algoritmo serd denominado
1 centro pontos distantes, em que seleciona-se aleatoriamente 1 observacao central (j = 1),
seus k vizinhos mais proximos e além disso m — j — k observacdes que estdo localizadas a
grandes distancias do centro.

e A tulltima possibilidade abordada é aquela em que a subamostra é composta por varios centros
(j > 1), ou seja, varios subgrupos em diferentes partes do campo aleatério sdo selecionados.
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Ao contrario dos algoritmos anteriores, que utilizam um conjunto de dados concentrados em
uma regido, esse algoritmo tenta representar o campo aleatorio através de varios pedacos de
D.

Acredita-se que as subamostras selecionadas através desses algoritmos sejam adequadas para
representar um campo aleatério de interesse. Entretanto, a superioridade do desempenho entre os
diferentes métodos de selecdo e niimero de centros j vai depender das caracteristicas especificas
dos dados que serao analisados. Por isso, pode ser que em alguns casos, dado o mesmo tamanho da
subamostra, j = 5 centros possuam uma perfomance superior a j = 1 e j = 3; em outras situagoes
o desempenho de diferentes nimeros de centros podem ser semelhantes. No capitulo 6, um estudo
de dados simulados sera realizado para melhor entendimento dos diferentes algoritmos, valores de
m e B na estimagao dos parametros do modelo (2.1).

4.5 Numero de Repeticoes B

A técnica de reamostragem bootstrap necessita que varios conjuntos de dados independentes
sejam gerados para avaliar a distribuicio amostral de algum estimador. Na literatura (Efron)
¢é sabido que depois de uma certa quantidade, aumentar o niimero de amostras bootstrap nao
melhora a qualidade da aproximacao da distribuigdo amostral. O grande ganho estd no tamanho
da amostra original.

Acredita-se que a mesma interpretacdo é valida para os estimadores subsemble. Em estudos
simulados observou-se que o tamanho da subamostra m exerce maior influéncia na qualidade das
estimativas, ndo sendo necessirio que o B assuma um valor muito alto.

Essa afirmacao é corroborada pelas Figuras 4.5 e 4.6, onde o comportamento dos estimadores 0
e 0 para diferentes valores de B é reportado. Para representar diferentes dimensdes da subamostra,
utilizou-se diferentes cores: preta (m = 100), vermelha (m = 300), verde (m = 500) e azul (m =
700). E possivel observar que, a partir de B = 25, os valores estimados de S, ¢, 0% e 72 nao se
modificam muito.

0.80 0.90
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0.60

04 05 0.6 0.7 0.8 09

Figura 4.5: Valores estimados de By (superior direita), ¢ (superior esquerda), o* (inferior esquerda) e T2
(inferior direita) para o estimador @ em um campo aleatério com 2000 observagies.
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Figura 4.6: Valores estimados de By (superior direita), ¢ (superior esquerda), a2 (inferior esquerda) e T*
(inferior direita) para o estimador @ em um campo aleatério com 2000 observagies.
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Capitulo 5

Resultados Assintoticos

Foi mencionado no capitulo 2 que o EMV das duas visoes assintoticas em geoestatistica pos-
suem propriedades diferentes. Mardia e Marshall (1984) provaram que o EMV dos parametros da
funcao de covariancia podem ser consistentemente estimados quando estamos no caso do increasing
domain asymptotic, para infill asymptotic ndo é possivel estimar consistentemente tais parametros.
Entretanto, Zhang (2004) demonstrou que a razao entre os parametros da fungdo de covaridncia
Matérn pode ser consistentemente estimada pelo EMV.

Os lemas e teoremas desta se¢do provam a consisténcia assintética do estimador proposto 6. Es-
ses resultados sdo baseados no trabalho de Liang et al. (2013) para infill asymptotic e Politis e Romano
(1994b) e Politis et al. (1999b) para increasing domain asymptotic.

5.1 Infill Asymptotics

Para provar os lemas e teoremas apresentados a seguir, utiliza-se um recurso conhecido como
amostra auxiliar, na qual amostras infinitas podem ser selecionadas de uma populacao finita, por
meio da reamostragem com reposicao. Dada essa interpretagdo, os resultados assintéticos do es-
timador de @ podem ser estudados pelo uso da teoria de estatisticas-U para dados dependentes
(Borovskikh, 1996). No restante da segdo faz-se uma breve mudanga de notagao, seja 6, = 6.

Seja S, = {Y1,Ya,..., Yo} = {Y(s1),Y(s2),...,Y(sn)} uma amostra de um campo aleatério
estacionario, definido sobre uma area limitada. Seleciona-se aleatoriamente e com reposicdo uma
amostra de tamanho N —n do vetor S,,. O novo vetor Sy = (Y (s1),Y (s2),.-., Y (sn), Y (Sn+1),---, Y (sN))
é a unido dos n dados observados com os N — n dados reamostrados.

Seja 0; = maxg L(0,z|s;), a equagao

-1(2) -1 (2)
Un(6) = (;) > 6= @ PRI AL <)) (5.1)
=1 =1

define uma estatistica-U de kernel 1) = maxg L(0, z;|s;) definida sobre a amostra Y7, ...,Y,. Além
disso, utiliza-se a seguinte notacao:

U(®) = E[p(1,...,Ym)l. (5.2)
Lema 5.1.1. Seja {Y1,...,Y,} uma amostra aleatoria de um campo aleatorio estaciondrio limi-
tado. Se o mapeamento (Y1, ...,Ym) > V(Y1,...,Ym) € continuo quase certamente e E|p(Y1,...,Yn)| <

00, entdo quando n — 00,

U.(0) & U(8).

Prova Lema 5.1.1. Segundo Borovskikh (1996), para provar esse Lema é suficiente mostrar que
Var|U,(0)] — 0 quando n — oo. Para calcular Var[U,(0)], utiliza-se uma amostra auxiliar Sy =
{Yla" : 7Yn7Yn+17" : 7YN}

17
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Condicionado a essa suposicdo, S, pode ser visto como uma simples amostra aleatéria de
Sy e Up(0) como uma estatistica-U definida sobre a populagao finita Sy. Seguindo o artigo de
Zhao e Chen (1990), tem-se o seguinte resultado:

m2 2 n
Var(Ufs) = "o +0 (75\7) +0 (;) , g=1-" (5.3)

Visto que 1(-) é continuo quase certamente e segundo Lahiri (1996), E|¢(Y1,...,Ym)|[? < < e

O’iN L o2, quando N — . (5.4)

Um dos resultados do trabalho de Lahiri (1996) indica que para um campo aleatério estacio-
nario limitado, a média amostral de qualquer fun¢do continua converge em probabilidade para a
verdadeira média, desde que esta exista.

Portanto, pelas equagoes (5.3) e (5.4):

VarlUn(0)[Sx] = Jim Var(U,(6)|Sx] = 0, (i) , (5.5)

em que Op(cp) = ¢,0p(1) e Op(1) denota uma sequéncia de varidveis convergindo em probabilidade
para uma constante.

Por outro lado, U,,(6) como uma funcao linear de (Y} i), e 7$f)) é também continuo quase
certamente e possui momentos de segunda ordem. E segue de Lahiri (1996) que, Var[U,(0)|S] 2

Var[U,(0)] quanto n — oo, isto é,

Var[Un(6|S)] % VarlU,(8)] + op(1), (5.6)

0p(1) é uma sequéncia de varidveis aleatdrias que convergem para zero em probabilidade. Por (5.5)
e (5.6)

1

Var[Un(6)] = 0, (

n

) = ol1) = 001 (5.7)
como Var[U,(0)] é uma sequéncia constante, (5.7) implica que Var[U,(8)] — 0. O

Seja ©® o espago paramétrico de 6 e seja 8y = {0* € © : U(0*) = supg U(0)} denota o conjunto
de maximos globais de U(8).

Lema 5.1.2. Seja {Y1,...,Y.,,} uma amostra aleatdria de um campo aleatorio estaciondrio limi-
tado. Assuma que as sequintes condicoes sejam verdadeiras:

i. O mapeamento 6 — (Y1, ...,Y,,) € continuo para quase todo (Y1,...,Y,,) e satisfaz
Elp(Y1,..., V)| < oo (5.8)
it. Para todo circulo, suficientemente pequeno O C ©, o mapeamento (yi,...,Ym) —

SUPgco ¢(y1a v vym) €
E|sup¥(Ya,...,Ym)? < cc. (5.9)
0cO

Entdo para qualquer estimador 0, tal que U, (6,) > U,(6%) + op(1) para algum 6* € Oq, para todo
€ > 0 e todo conjunto compacto K C ©,

P(dist(6,,00) >€¢ e 6,€cK)—0,
no qual dist(-,-) denota a métrica de distincia.

Para provar o 5.1.2, utilizaremos como ferramenta o lema a seguir (Liang et al., 2013):
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Lema 5.1.3. Seja Yi(k), k=1,...,q denotando q sequéncias de varidveis aleatdrias. Se q € finito
e para todo 1 < k < q,

k .
Yi( ) 2 Qg quando i — 00,

entao
(k)

max Y 2 max ag, quando i — o0.
k

Prova do Lema 5.1.2. Fixe algum 0 e seja O; | 8 uma sequéncia decrescente de circulos abertos
em torno de 8 com o didmetro convergindo para zero. Seja 1o = supgep ¥, a sequéncia Yo, é
decrescente e nao é menor que g para todo [. Visto que 9 é continuo em 8, ¥, | 1 quase
certamente, pela condi¢do (5.9) e pelo teorema da convergéncia monétona, obtém-se Evo, | Et.

Para 6 ¢ ©g, Ev < Eg+, seguindo argumentos do pardgrafo anterior, para todo 8 ¢ 0y existe
um circulo aberto Og por volta de @ com Evo < Etg+. O conjunto G = {0 € K : d(0,0¢) > €} é
compacto e é coberto pelos circulos {Og : 6 € G}. Seja Og,, . .., O, um subconjunto finito de G,
pelo Lema (5.1.2), condi¢ao da equagao (5.9):

UOgj £> E@Z}Ogj’
em que
N
Uo,, = <m> ;¢09j(yl NS 40}
visto que ¢ é finito, pelo lema 5.1.3
sup U, (0) < max Up, = max Eio, < Ee-=U(6").
0cB J=1,....q J Jj=1,....q J
Portanto,
sup U, (0) < U(0") + op(1). (5.10)
0cB
Se 6, € G, entdo
sup Up,(0) > U,(0,) > U, (8*) + 0,(1),
0cG

a ultima desigualdade segue da definicdo de 6, (que é o maximizador global de U,,). Pelo lema
5.1.2, (condicdo 5.8), U, (6*) 2 U(6*) e
sup Uy, (0) > Uy, (0”) + 0p(1).
6cB
Entao, pela equagao (5.10)
P(6, € B) < {sup U,(8) > U(8*) + 0,(1)} — 0,
6cB

quando n — oo. O

Teorema 5.1.4. Seja Y = {Y(s1),...,Y(sn)} uma amostra aleatéria de um modelo gaussiano
espacial definido sobre uma regido limitada, representado pela equagao (2.1). Seja 0,, a solucio da
equagdo (4.2), considere ©g = {0* € © : E[L(6*,Z|S)] = supgce E[L(0,Z|S)]}, onde (Z|S) denota
uma amostra aleatdria de tamanho m do modelo (2.1). Assuma que © é compacto, entio para todo
e>0

P(dist(0,,00) > ¢€) =0, quando n — oco.
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Prova do teorema 5.1.4. Como Z possui distribuicdo normal multivariada L(0,z|s) é continuo e
nao positivo,

L0, 7ls) =~ log(2) - %log(|2z|) _ %(z )T (7 — ). (5.11)

Visto que a distribui¢do normal possui momentos finitos de qualquer ordem, as suposigoes (5.8)
e (5.9) sdo satisfeitas. Pelo lema 5.1.2, dist(6,,0g) % 0. O

Nas provas mencionadas acima, o calculo do EMYV deveria ser repetido (:1) vezes. Para massivas
observacoes ha um grande nimero de combinacoes, tornando o calculo dessa média inviavel.

Como ja é conhecido na literatura, para aproximar uma estatistica-U nao é necessario calcular
todas as combinagoes. Segundo Lee (1990), na maioria dos casos uma quantidade de fatores dessa
soma pode ser omitida, sem inflar excessivamente a variancia do estimador. Esse tipo de estatistica-
U é denominada estatistica-U incompleta. Segundo o autor a varidncia da estatistica-U incompleta
¢é sempre maior que com todas as combinac¢oes, mas sua eficiéncia assintotica é razoavel até mesmo
com um subgrupo B muito menor que (:}l) Essa afirmacao é corroborada pelo corolario 2.4.1 de
Politis et al. (1999a).

5.2 Increasing Domain

Note que, quando seleciona-se uma subamostra de tamanho m de um conjunto de n observacoes,
pode-se interpretar que esse subconjunto também é uma amostra do modelo subjacente. E intuitivo
pensar que os dois conjuntos com m e n sejam parecidos, assim como suas distribui¢oes amostrais.
Logo, pode-se pensar em aproximar a distribuigdo amostral da estatistica, através de uma amostra
menor de tamanho m.

Esse tipo de metodologia é conhecido na literatura como subsampling. Entre os precursores dessa
ideia estd o método jacknife (Efron), que estima o vicio e a varidncia de alguma estatistica através
de amostras de tamanho n — 1. Politis e Romano (1994a) descreveram o método de subsampling
em que o tamanho da subamostra é m << n.

Quando dados espaciais sdo utilizados, deve-se levar em consideragao a dependéncia dos dados.
O mesmo é valido para as técnicas de reamostragem, que foram adaptadas por varios autores para
serem utilizadas no contexto de observacoes correlacionadas. Entre os pesquisadores que traba-
lham com reamostragem considerando as observagoes dependentes, pode-se citar os que abordam
bloco bootsrap Kunsch (1989), moving block bootstrap Liu e Singh (1992) e subsampling para séries
temporais e campos gaussianos Hall et al. (1995) Politis e Romano (1994a), Lahiri et al. (1999),
Sherman (1996), Politis et al. (1999b), Sherman e Carlstein (1994), Nordman et al. (2007) e Lahiri
(2013).

O bootstrap espacial e subsampling espacial sdo técnicas de reamostragem com pequenas dife-
rencas metodologicas. A idéia do bloco bootstrap espacial é dividir em pedagos a regiao observada
D, apés, esses blocos sao selecionados aleatoriamente e concatenados, uma nova area D’ é criada,
com mesmo tamanho que a original. A metodologia de subsampling também divide D em blocos,
entretando, esses blocos nao sdo contatenados, pois o objetivo é utilizar copias de escala reduzida
de D.

As provas e teoremas do que apresenta-se a seguir sao extraidos dos trabalhos de Politis e Romano
(1994b) e Politis et al. (1999b), os autores demonstraram como a metodologia de subamostragem
pode ser estendida para o contexto de séries temporais e campos aleatorios estaciondrios. Eles
aproximam a distribuicdo amostral de uma estatistica, através de valores da estatistica recalculada
em pequenos subconjuntos dos dados. Esses valores recalculados, sdo adequadamente normalizados
e aproximam a verdadeira distribuicdo amostral da estatistica de interesse. A principal condigdo
para a prova dos teoremas é que a estatistica, adequadamente normalizada, possua uma distribuicao
limite ndo degenerada.

Primeiramente define-se a notacao para a amostra completa, isto é, composta por n observacoes.
Seja maxg L(0,y) = 0y e suponha que {Y(s),s € D € R%} é um campo aleatério observado em d
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dimensdes definido sobre um espago de probabilidade (£2,.4, P), um ponto s em D é o vetor linha
s = (s1,82,...,54). O tamanho amostral é novamente denotado por n, mas com uma mudanca de
notagdo: n = (ny,ne,...,ng) € D representam o tamanho da amostra, em que n; é o nimero de
valores distintos que a i-ésima coordenada assume.
O conjunto E, C R? representa o retangulo que contém todos os pontos observados, o qual
sera denotado por
En={s€eD:0< s, <ng, parak=1,...d}.

Além disso, |Ey| indica a medida de Lebesgue (cardinalidade no caso discreto) do conjunto Ey,.

Considere que 0, e 0 assumem valores em um espaco de Banach separével, (endowed) com
norma || - [|. Define-se J, |.;|(P) como a distribuicio amostral de Un||@n — 0]| baseada em uma
amostra de tamanho n de (P) e v, é uma constante de normalizacdo. A fungao de distribuigao
amostral acumulada da estatistica, considerando a amostra “completa” é

Jn7||.‘|(y, P) = Probp{vn||én —0|| <y}

A notacao a seguir refere-se a subamostra. Seja o bloco Zy, = {Y(s),s € Eym}, 0 conjunto

Euom={s=(s1,...,8q¢) 1uj <s; <uj+mj,j=1,...,d}

representa o retdngulo Ey,_y, formado pelos pontos s = (s1,...,84) € R? tal que 0 < s, < ny +my,
para k =1,...,d. Além disso, o vetor m indica a forma e tamanho do retdngulo e o vetor u indica
sua posicao na area D. A notacdo fica mais clara por meio da Figura 5.1, onde cada retangulo
representa diferentes subamostras. A figura da esquerda indica que os valores de mj e msy sédo
préximos, na figura da direita, a diferenca entre os valores de m; e mo é mais acentuada.

..a .® '.... .‘.0 ..0 .® '.... .$-0
oo ® .'. //. oo ® :'c. e ’
AR i AR oe
'o"o?"'//" o ., 'o".
.\. .. '. .. .\. .. .. ..

Figura 5.1: Ezemplos de blocos Eym, para 5 vetores u e 2 vetores m. (Fonte: Lahiri e Zhu (2000)).

Seja o valor calculado da estatistica para a subamostra Z, denotado por 0~n7m7u = ém(Zu). A
aproximagao para Jy ||.|(y, P) é

A

Jn,m,||-||(y) = |Enfm‘_1 /E 1{Um(Hén,m,u - én” < y}du. (5.12)

E assumido que o campo aleatério satisfaga uma condicao fraca de dependéncia. Pela literatura
de mistura de campos aleatdrios, para dois pontos s = (s1,...,54) e s’ = (s,...,s);) em D, defina
o sup da distdncia em R? por i(s,8) = sup; |s; — 33] e para dois conjuntos Ep, Fy em R? seja
d(E1, F2) = inf{d(s,s’) : s € F1,s' € Es}. Defina os coeficientes de mistura forte por:

ay(k;li,le) = sup {|P(A1NAy) — P(A))P(Ay)]:
Eq1,E2CD

|Ei| < li,i=1,2,0(En, E») > k} (5.13)

em que F(E;) é uma sigma édlgebra gerada por {Y (s),s € E'}. Uma condigao fraca de dependéncia
é formulada quando ay (k;l,l2) converge para zero com alguma taxa, quando k tende a infinito e
[1 e Iy ou permanecem fixos ou tendem a infinito também. Como exemplos de campos aleatérios de
mistura forte, pode-se citar os campos Gaussianos com func¢ao de densidade espectral estritamente
positiva e continua (Rosenblatt, 2012).
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Suposicao 5.2.1. Jy, |.||(P) converge fracamente para uma lei limite J).;|(P) com correspondente
fungdo de distribuicao J). (-, P), quando n; — oo, parai=1,...,d

Agora que a notacgao foi definida e a suposi¢do foi apresentada, podemos enunciar o teorema
que prova a consisténcia da distribui¢do amostral acumulada da estatistica beseada na subamostra

A

Jn,m,|||(¥) (Politis e Romano, 1994b).

Teorema 5.2.2. Assuma que 5.2.1 seja verdade, e que vy/vn — 0, m; — 00 e n; — 00, para
i=1,2,...,d. Também assuma que exite um vetor A = (A1,...,A,), dependendo de n, tal que
2 < A; < (n;g —my)/mi, para todo i =1,...,d, assim como |A| =T1][; A — o e

n; —m;

|Alay (min [A — mz} ((274A| = 1)C(n,m, A),2¢C(n, m, A)) — 00 (5.14)

onde C(n,m, A) =TJ; (m%lml + m’)

i. Seja y ponto de continuidade de J). (-, P), entdo jn,m,ll-H(y) — Jj (-, P) em pro-
babilidade
ii. Se J).||(+, P) € continuo, entdo sup,, ‘jn,m,ll-\l(y)_Jn,H-II(% P)| — 0 em probabilidade.
1. Seja R
Cnym, ||| (1 — ) =inf{y : Jym 1 (¥) =1 - al.

Correspondentemente, defina
CHH(l - a,P) = 1nf{y : JHH(y,P) > 1-— (X}.
Se J)|(+, P) € continuo em c|.||(1 — o, P), entdo

Probp{vy||0n — 0| < Cnym,|l||(1 =)} = 1—a.

Entdo a probabilidade de cobertura sobre P de {0 : vy||0y — 0]] < Crym,|| (1 — @)}
¢ de nivel nominal 1 — a.

Demonstracio. Seja 0, o EMV, segundo Mardia e Marshall (1984) o estimador é assintoticamente
normal, logo o processo possui distribuicdo estaciondria e a suposi¢do 5.2.1 é verificada. Além do
que, a subamostra m pode ser escolhida tal que m/n = o(1) e m — oo. O

O teorema acima assume que as subamostras possuem sobreposicdo maxima. Também, por con-
veniéncia de apresentacdo, a regiao observada D tinha forma retangular e os blocos da subamostra
também foram considerados de formato retangular. Contudo, essa suposi¢do ndo é necessaria. Di-
ferentes formas da amostra e subamostra podem ser observados mantendo as propriedades teéricas
do estimador, para isso supoem-se que os dados observados sdo gerados por processos pontuais mar-
cados. Os autores Lahiri e Zhu (2006), Politis et al. (1999b) e Politis ¢ Sherman (2001) abordam
esse tipo de situacao frequentemente observada.



Capitulo 6

Simulacoes

6.1 Descricao Geral

Através de simulacoes de Monte Carlo tem-se por objetivo investigar algumas caracteristicas
relacionadas ao estimador proposto. Pretende-se descobrir como a escolha do nimero de repetigoes
B, o tamanho da subamostra m e diferentes tipos de selecdo da subamostra afetam as estima-
tivas do estimador subsemble espacial. Ademais, seu desempenho serd comparado com o EMV e
com o estimador RSA, proposto por Liang et al. (2013). A titulo de comparagao, os cendrios das
simulagoes foram inspirados nesse artigo.

Como o estimador permite a utilizagdo de programacao paralela, muito tempo de processa-
mento pode ser economizado com o aumento da economia proporcional ao aumento do nimero de
processadores. Para avaliar esse caracteristica, foram utilizadas duas configuragoes de hardware,
uma configuracao possuia 4 ntucleos e a outra 24 ntcleos. Todos os resultados foram calculados no
cluster de processadores SGI Altix, que opera com o Novell SUSE Linux Enterprise Server e uma
unidade de conexdo, que conta com 64 unidades de processamento. Cada unidade possui 64GB de
RAM e 2 processadores dodecacore AMD Opteron (32 unidades com o modelo 6176 SE de 2.3 GHz
e outras 32 como o modelo de 2.9 GHz de frequéncia). Para ter acesso a nuvem, sé era possivel
utilizar uma unidade de processamento por simulacao.

O software utilizado para a geragdo dos dados, estimagao e andlise dos resultados foi o R versao
3.2.3. O pacote geoR (Ribeiro e Diggle, 2001) gerou os dados analisados, calculou o EMV e o
estimador proposto. O estimador RSA foi executado através de um pacote disponibilizado pelos
autores Liang et al. (2013). O pacote parallel permitiu a utilizagdo de varios cores de forma
concomitante.

A fungéo que o pacote geoR disponibiliza para calcular o EMV necessita de valores iniciais para
o método de otimizagdo. Varios testes foram realizados, em que maximizamos o EMV com valores
de input fixos e aleatodrios, sendo que a estimativa ficou muito parecida nas duas situagoes. Nas
simulagoes apresentadas nesse trabalho, somente a maximizagdo com valores iniciais escolhidos de
forma aleatoria serd investigada.

Os dados simulados consistem de um campo aleatério gaussiano (equagoes 2.1 e 2.2), com
observagoes irregularmente espacadas observadas na regidao D = [0,100] x [0,100]. A fungdo de
correlagio adotada foi a exponencial p(||s; — s;||; ) = exp~15=2ill/¢ ¢ 6 modelo possui os seguintes
parametros: 02 = 1, By = 1 e 1 = 1. A varidvel exploratéria V; possui distribuicio normal, de
média 0 e desvio padrao 0,5.

Considera-se 4 diferentes cenarios:

e Cenério 1: Foram simulados Y (s;),i = 1,...,n com n = 2000 observacdes, ¢ = 25 e 72 = 1.
e Cendrio 2: n = 2000, ¢ =25 e 72 = 0.
e Cenério 3: n = 50000, ¢ = 25 e 72 = 1.

e Cenério 4: n = 2000, ¢ =5e 72 = 1.

23
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Para cada cenario, o niimero de replicagoes Monte Carlo é igual a 50.
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Figura 6.1: Ezemplos de simulacées de superficies dados os diferentes cendrios considerados: cendrio 1 e
3 (esquerda), cendrio 2 (meio) e cenario 4 (direita).

A Figura 6.1 ilustra uma superficie simulada dos diferentes cenarios considerados nesse trabalho.
Cada uma dessas configuracoes de simulacao deseja entender e comparar em diferentes contextos os
resultados dos estimadores propostos. O cenario 4 deseja avaliar o efeito da amostragem realizada no
contexto de increase domain, onde o dominio aumenta junto com o niimero de observacoes. Como ja
foi mencionado no capitulo 2, 0o EMV possui 6timas propriedades para increase domain asymptotics,
o estimador é consistente e assintoticamente normal. Por isso, os resultados das estimativas e
intervalos de confianca para os parametros serdo reportados individualmente. Os cenarios 1, 2
e 3 sdo exemplos de infill asymptotics, como os parametros da funcdo de covaridncia ndo sdo
consistentes, os resultados individuais de ¢ e o2 serdo omitidos, em vez disso, mencionaremos as
estimativas da razao ¢/o>.

O tamanho da amostra no cenario 3 impossibilita o cdlculo do EMV. Portanto, somente os
resultados dos estimadores RSA e subsemble serdo reportados.

6.2 Algoritmos para selecionar a subamostra

Em cada cenadrio, calcula-se o desempenho dos estimadores subsemble espacial sob trés diferentes
esquemas de subamostragem:
e 5 centros (5C): j = 5 pontos centrais sdo sorteados e as k = ¢ — 1 observagoes mais préximas
a esses pontos sao selecionadas.

e 1 centro (1C): um ponto central j = 1 é sorteado e as m — 1 observagdes mais préximas a
esse ponto sao selecionadas.

e 1 centro e pontos distantes (1CD): seleciona-se aleatoriamente um ponto central j = 1 mais
os k = m — 1 — 5 vizinhos mais préximos. Em seguida, as 5 observacbes mais distantes ao
ponto central j sdo escolhidas.

Um exemplo dos diferentes métodos de selecdo da subamostra pode ser visto na Figura 6.2, na
qual fixamos m = 100.

Para calcular os pesos w; em cada subamostra foram sorteadas 50 observagoes agrupadas es-
pacialmente. O método de selecdo desses pontos é 0 1C, j =1 e k = 50 — 1, desse subconjunto 25
estagoes foram aleatoriamente atribuidas ao vetor Z”, as outras 25 estagdes fazem parte do grupo
de predicao ZP.

6.3 Caracteristicas de § e

A ~

Antes de comparar 8 e 6 com os métodos citados, as caracteristicas do subsemble espacial
para diferentes escolhas para B, m e método de selecdo serdo investigadas. As estimativas foram
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Figura 6.2: Ezemplos de métodos de sele¢io para subamostras de tamanho m = 100 (pontos vermelhos)
em um campo gaussiano composto por 2000 observagoes: 5 centros (esquerda), 1 centro (meio) e 1 centro e
pontos distantes (direita).

calculadas com subamostras de tamanho m = {100, 300, 500, 700}. O nimero de subamostras B é
igual a 25 e 50 e os tipos de amostragem ja mencionados: 1 centro, 1 centro e pontos distantes e 5
centros.

Os tempos de processamento foram omitidos dessa se¢ao, porque a diferenca entre a geracao das
estimativas para os diferentes algoritmos de sele¢do da subamostra é inexistente. Sobre o tempo de
estimacao para diferentes valores de B, observa-se o comportamento esperado, sendo que a demora
no calculo das estimativas para B = 50 foi aproximadamente o dobro que para B = 25.

Para comparar os trés algoritmos sao utilizadas a média, o desvio-padrao e os boxplots das
estimativas dos 50 conjuntos de dados simulados.

6.3.1 Cenério 1

A Tabela 6.1 apresenta os resultados das estimativas para [y, observa-se que as médias dos
valores estimados sdo muito parecidas com o verdadeiro valor do pardmetro. Pela Figura 6.3 o
comportamento dos algoritmos de selecao do estimador subsemble espacial fica mais claro, o boxplot
dos estimadores propostos sdo muito similares ao EMV.

Além disso, para m = 100 e m = 300, o algoritmo 1C apresentou menores vicio e variabilidade,
seguido pelo algoritmo 1CD e 5C. Para m = 700, os esquemas de selecio 1C e 5C' apresentam
menor variabilidade. Sobre os distintos valores de B, a variancia das estimativas é menor quando
B = 50, essa tendéncia fica mais evidente com um tamanho de subamostra menor, quando m = 700
a diferenca torna-se imperceptivel para os algoritmos 1 centro distantes e 5 centros. Sobre os
estimadores 0 e 0, parece nao haver diferenca entre as estimativas.

Tabela 6.1: Estimativas do parametro Sy = 1 para o cendrio 1, dado diferentes algoritmos de selecao, m e
B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 1.055 (0.401) 1.041 (0.401) 1.055 (0.395) 1.029 (0.383)
50 1.061 (0.409) 1.042 (0.399) 1.034 (0.395) 1.032 (0.384)
6 5 centros 25 1.055 (0.400) 1.042 (0.399) 1.057 (0.395) 1.028 (0.382)
50 1.058 (0.408) 1.042 (0.398) 1.035 (0.395) 1.033 (0.383)
6 1 centro 25 1.023 (0.330) 1.013 (0.317) 1.037 (0.352) 1.036 (0.415)
50 1.013 (0.315) 1.014 (0.312) 1.032 (0.350) 1.037 (0.410)
6 1 centro 25 1.020 (0.333) 1.014 (0.314) 1.037 (0.349) 1.038 (0.415)
50 1.016 (0.317) 1.015 (0.309) 1.035 (0.347) 1.036 (0.409)
6 1 centro 25 1.019 (0.404) 1.059 (0.399) 1.021 (0.405) 1.033 (0.390)
distantes 50 1.030 (0.385) 1.049 (0.388) 1.031 (0.393) 1.029 (0.387)
0 1 centro 25 1.014 (0.404) 1.057 (0.395) 1.020 (0.402) 1.034 (0.389)
distantes 50 1.030 (0.385) 1.047 (0.387) 1.030 (0.391) 1.030 (0.388)
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Figura 6.3: Boxplot das estimativas de By para o cendrio 1, dado diferentes estimadores {EMYV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =
{25,50}. A linha azul representa o verdadeiro valor do pardmetro.

A Tabela 6.2 mostra a média e desvio-padrao das estimativa para (51, novamente as médias das
estimativas sdo muito parecidas com o parametro. Entretanto, ndo é possivel diferenciar a qualidade
dos diferentes algoritmos, essa interpretacdo é confirmada pela Figura 6.4. Outra caracteristica
possivel de ser observada é que B = 50 apresentou um pouco menos de variabilidade que B = 25.

Tabela 6.2: Estimativas de f1 = 1 para o cendrio 1, dado diferentes algoritmos de selecdo, m e B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 1.001 (0.078) 0.993 (0.055) 0.988 (0.056) 0.992 (0.050)
50 0.991 (0.058) 0.991 (0.052) 0.993 (0.052) 0.991 (0.050)
0 5 centros 25  1.000 (0.078)  0.993 (0.055) 0.988 (0.056) 0.992 (0.050)
50 0.991 (0.058) 0.991 (0.051) 0.993 (0.052) 0.991 (0.050)
6 1 centro 25 0.979 (0.065) 0.986 (0.057) 0.996 (0.058) 0.988 (0.057)
50 0.984 (0.060) 0.984 (0.054) 0.992 (0.058) 0.990 (0.057)
6 1 centro 25 0.980 (0.064) 0.986 (0.056) 0.994 (0.057) 0.990 (0.056)
50 0.985 (0.060) 0.984 (0.054) 0.992 (0.057) 0.990 (0.057)
6 1 centro 25 0.995 (0.058) 0.992 (0.059) 0.990 (0.051) 0.993 (0.054)
distantes 50 1.000 (0.054) 0.991 (0.055) 0.993 (0.050) 0.993 (0.053)
0 1 centro 25 0.994 (0.060) 0.991 (0.058) 0.989 (0.049) 0.993 (0.054)
distantes 50  0.999 (0.055) 0.990 (0.054) 0.992 (0.050) 0.994 (0.053)
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Figura 6.4: Bozplot das estimativas do parametro 1 para o cendrio 1, dado diferentes estimadores

{EMYV, é,é}, métodos de selecao= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m =

valores de B = {25,50}.

{100, 300, 500, 700} e

Entre a razdo ¢/o? observa-se uma diferenca entre os métodos de selecdo. O algoritmo 1C
apresenta os piores resultados e o algoritmo 5C apresenta menor vicio e variabilidade (Tabela 6.3),
os boxplots da Figura 6.5 reforcam essa interpretagdo. A diferenca entre as estimativas de B = 25
e B = 50 ¢ observada para subamostras m = 100 e m = 300.
Os estimadores 6 e 6 apresentam diferencas para o algoritmo 5C quando m = 100, 1C quando
m = 500 e 1CD para m = 300. E visivel que o aumento da subamostra diminui o vicio das estimati-
vas, independentemente do algoritmo, sendo que para subamostra de tamanho 700 os estimadores
subsemble sdo praticamente idénticos ao EMV.

Tabela 6.3: Estimativas da razdo ¢/o? = 25 para o cendrio 1, dado diferentes algoritmos de sele¢do, m e

B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 20.848 (6.109) 23.225 (4.947) 23.388 (5.270) 23.859 (5.363)
50 19.941 (4.422) 23.030 (4.905) 23.440 (4.941) 23.885 (5.667)
0 5 centros 25  20.699 (5.926) 23.353 (5.133)  23.478 (5.345) 23.929 (5.396)
50 19.979 (4.330) 23.058 (4.946) 23.461 (4.977) 23.904 (5.664)
6 1 centro 25 8.967 (5.376) 13.155 (9.252)  18.576 (10.082)  23.637 (5.619)
50 8.997 (5.264) 13.267 (9.391)  18.243 (9.533) 23.623 (5.800)
6 1 centro 25 8.930 (5.367) 13.299 (9.389) 18.580 (10.008) 23.743 (5.636)
50  8.999 (5.270) 13.297 (9.392)  18.254 (9.556) 23.689 (5.868)
6 1 centro 25 19.602 (6.538) 22.864 (5.829) 23.577 (5.873) 23.751 (6.152)
distantes 50 19.661 (6.185) 23.363 (5.906) 23.617 (5.983) 23.768 (5.874)
0 1 centro 25  19.182 (6.595) 22.959 (5.667) 23.531 (5.855) 23.722 (6.001)
distantes 50 19.506 (6.037) 23.367 (5.904) 23.678 (5.979) 23.781 (5.748)
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Figura 6.5: Boaplot das estimativas de ¢/a* para o cendrio 1, dado diferentes estimadores {EMYV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =
{25,50}.

Na Tabela 6.4 e Figura 6.6 temos os resultados de 72. A distribuicio das estimativas se aproxima
do EMV conforme o tamanho da subamostra aumenta. Para m = 500 e m = 700 a diferenca entre
os estimadores subsemble e 0o EMV é muito pequena. Sobre os diferentes métodos de selecdo, 5C
possui a menor variabilidade, seguido por 1CD e 1C. A diferenca entre as médias estimadas para
B =25 e B = 50 esta na terceira casa decimal, independentemente do tipo de selegao.

Tabela 6.4: Estimativas do parémetro 72 = 1 para o cendrio 1, dado diferentes algoritmos de selecio da
subamostra, m e B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 0.915 (0.058)  0.972 (0.043) 0.984 (0.041) 0.989 (0.039)
50 0.907 (0.055) 0.972 (0.043) 0.983 (0.042) 0.989 (0.040)
6 5 centros 25 0.918 (0.057) 0.972 (0.044) 0.984 (0.042) 0.989 (0.039)
50 0.909 (0.054) 0.971 (0.042) 0.983 (0.042) 0.989 (0.040)
0 1 centro 25 0.858 (0.092) 0.960 (0.062) 0.981 (0.049) 0.991 (0.040)
50 0.859 (0.072) 0.961 (0.056) 0.980 (0.047) 0.990 (0.041)
6 1 centro 25 0.855 (0.092) 0.963 (0.062) 0.981 (0.049) 0.991 (0.040)
50 0.858 (0.072) 0.963 (0.056) 0.980 (0.046) 0.990 (0.040)
6 1 centro 25 0.881 (0.080) 0.962 (0.051) 0.983 (0.043) 0.987 (0.041)
distantes 50 0.881 (0.068) 0.965 (0.046) 0.982 (0.041) 0.990 (0.040)
0 1 centro 25 0.877 (0.085) 0.963 (0.050) 0.984 (0.042) 0.987 (0.041)
distantes 50 0.881 (0.068) 0.965 (0.045) 0.983 (0.040) 0.990 (0.040)
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Figura 6.6: Boxplot das estimativas de 72 para o cendrio 1, dado diferentes estimadores {EMYV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =
{25,50}.

6.3.2 Cenéario 2

Os resultados das Tabelas 6.5, 6.6 e Figuras 6.7, 6.8 mostram que as estimativas para Gy e 1
sao muito semelhantes, mdependentemente do método de selecao, tamanho da subamostra, niimero
de repeticoes B e estimadores 0ed.

Tabela 6.5: Estimativas do parametro By = 1 para o cendrio 2, dado diferentes algoritmos de selecao, m e
B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
6 5 centros 25  1.041 (0.399) 1.036 (0.394) 1.046 (0.380) 1.023 (0.374)
50 1.053 (0.401) 1.047 (0.388) 1.039 (0.371) 1.028 (0.369)
6 5 centros 25 1.048 (0.397)  1.033 (0.394) 1.041 (0.380) 1.021 (0.371)
50 1.050 (0.401) 1.045 (0.388) 1.039 (0.368) 1.029 (0.367)
0 1centro 25 1.044 (0.403) 1.044 (0.403) 1.029 (0.402) 1.035 (0.390)
50  1.049 (0.403) 1.040 (0.415) 1.026 (0.406) 1.030 (0.393)
6 1centro 25 1.020 (0.333) 1.014 (0.314) 1.037 (0.349) 1.038 (0.415)
50 1.016 (0.317) 1.015 (0.309) 1.035 (0.347) 1.036 (0.409)
0 1 centro 25 1.075 (0.403) 1.052 (0.394) 1.034 (0.374) 1.032 (0.382)
distantes 50 1.070 (0.392) 1.050 (0.388) 1.038 (0.387) 1.027 (0.381)
6 1 centro 25 1.069 (0.388) 1.043 (0.389) 1.036 (0.368) 1.035 (0.380)
distantes 50 1.068 (0.389) 1.044 (0.385) 1.034 (0.382) 1.031 (0.381)
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Figura 6.7: Boxplot das estimativas de By para o cendrio 2, dado diferentes estimadores {EMV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =
{25,50}. A linha azul representa o verdadeiro valor do pardmetro.

Tabela 6.6: Estimativas do parametro 51 = 1 para o cendrio 2, dado diferentes algoritmos de selecio, m e

B.

Estimador B  m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 0.999 (0.014) 0.998 (0.011) 0.998 (0.011) 0.998 (0.011)
50 0.999 (0.011) 0.999 (0.011) 0.999 (0.011) 0.998 (0.011)
6 5 centros 25 0.998 (0.013)  0.998 (0.011) 0.998 (0.011) 0.999 (0.011)
50 0.998 (0.011) 0.999 (0.011) 0.999 (0.011) 0.998 (0.011)
6 1 centro 25 0.998 (0.012) 0.997 (0.013) 0.999 (0.012) 0.997 (0.012)
50 0.997 (0.012) 0.998 (0.012) 0.998 (0.012) 0.997 (0.012)
6 1 centro 25 0.998 (0.013) 0.998 (0.012) 0.999 (0.012) 0.997 (0.012)
50 0.997 (0.012) 0.998 (0.012) 0.998 (0.012) 0.997 (0.012)
0 1 centro 25 1.000 (0.014) 0.999 (0.012) 0.998 (0.012) 0.998 (0.012)
distantes 50 0.999 (0.013) 0.999 (0.011) 0.998 (0.012) 0.998 (0.012)
6 1 centro 25 0.998 (0.013) 0.999 (0.012) 0.998 (0.012) 0.998 (0.012)
distantes 50 0.998 (0.013) 0.999 (0.011) 0.998 (0.012) 0.998 (0.012)
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Figura 6.8: Boxplot das estimativas de By para o cendrio 2, dado diferentes estimadores {EMV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =
{25,50}.

Através da Tabela 6.7 e Figura 6.9 pode-se observar que o EMV, Oeb superestimam a razao
¢/c%. Apesar disso, os resultados sio muito préximos do pardmetro e apresentam pequenos valores
para os desvios-padroes. Existe uma grande semelhancga entre os diferentes métodos de sele¢gao, nao
sendo possivel identicar superioridade entre nenhum dos algoritmos.

Tabela 6.7: Estimativas da razio ¢/o? = 25 para o cendrio 2, dado diferentes algoritmos de selecio, m e
B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 26.699 (2.129) 26.080 (2.008) 25.873 (1.846) 25.867 (1.885)
50 26.763 (1.864) 26.062 (1.788) 25.918 (1.878) 25.826 (1.854)
0 5 centros 25  26.768 (2.170)  26.093 (1.973) 25.851 (1.865) 25.881 (1.871)
50 26.841 (1.857) 26.110 (1.807) 25.943 (1.871) 25.830 (1.845)
0 1 centro 25 26.769 (2.166) 26.055 (1.912) 25.954 (2.024) 25.802 (1.809)
50 26.581 (1.987) 26.083 (1.835) 25.923 (1.946) 25.848 (1.836)
6 1 centro 25 26.840 (2.227) 26.070 (1.868) 25.978 (1.983) 25.818 (1.779)
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

50  26.639 (2.077) 26.120 (1.841 25.957 (1.949) 25.851 (1.826
0 1 centro 25 26.983 (2.291 26.114 (2.033) 25.973 (1.957) 25.870 (1.834
distantes 50  26.985 (2.094) 26.065 (1.957) 25.936 (1.923) 25.850 (1.839
0 1 centro 25 27.132 (2.200) 26.087 (2.055) 26.006 (1.883) 25.877 (1.843
distantes 50 27.083 (1.998 26.070 (1.983) 25.951 (1.862 25.868 (1.853
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Figura 6.9: Bozplot das estimativas de ¢/o? para o cendrio 2, dado diferentes estimadores { EMYV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =
{25,50}.

Por meio da Tabela 6.8 pode-ser verificar que os estimadores subsemble espacial possuem um
otimo desempenho quando o efeito pepita é nulo. As estimativas e os desvios sdo muito proximas de
zero. Pela Figura 6.10, é possivel distinguir os resultados, quanto maior o tamanho da subamostra
maior a proximidade do pardmetro e dos valores estimados. Sobre os diferentes métodos de selegao,
o algoritmo 1C apresenta menor variabilidade, quando o tamanho da subamostra é menor. Para
m = 700 nao é possivel diferenciar os diferentes algoritmos.

Tabela 6.8: Estimativas do pardmetro 72 = 0 para o cendrio 3, dado diferentes algoritmos de selecdo, m e
B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 0.00167 (0.00124) 0.00102 (0.00127)  0.00098 (0.00127)  0.00078 (0.00100)
50 0.00175 (0.00110) 0.00110 (0.00103) 0.00091 (0.00107) 0.00082 (0.00116)
6 5 centros 25 0.00178 (0.00126)  0.00103 (0.00122)  0.00096 (0.00125) 0.00078 (0.00099)
50 0.00180 (0.00114) 0.00109 (0.00101) 0.00092 (0.00107) 0.00083 (0.00117)
6 1 centro 25 0.00173 (0.00130) 0.00104 (0.00113)  0.00090 (0.00106) 0.00074 (0.00099)
50 0.00156 (0.00112) 0.00108 (0.00110)  0.00089 (0.00111)  0.00080 (0.00114)
6 1 centro 25 0.00173 (0.00133)  0.00105 (0.00110)  0.00091 (0.00109) 0.00077 (0.00104)
50 0.00157 (0.00111) 0.00110 (0.00109)  0.00090 (0.00113) 0.00081 (0.00116)
0 1 centro 25 0.00182 (0.00140) 0.00115 (0.00104)  0.00083 (0.00110)  0.00077 (0.00106)
distantes 50 0.00180 (0.00125) 0.00111 (0.00104) 0.00086 (0.00108) 0.00078 (0.00107)
6 1 centro 25 0.00185 (0.00135)  0.00111 (0.00104) 0.00083 (0.00106)  0.00080 (0.00109)
distantes 50 0.00184 (0.00120) 0.00109 (0.00103) 0.00086 (0.00105) 0.00081 (0.00111)
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Figura 6.10: Boxplot das estimativas de 72 para o cendrio 2, dado diferentes estimadores {EMYV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =
{25,50}.

6.3.3 Cenario 3

A Tabela 6.9 e a Figura 6.11 apresentam os resultados para §y. Todas as estimativas sdo muito
préximas, independentemente do tipo de algoritmo de selecdo, valor de B e tipo de estimador.

Uma caracteristica desses resultados é que nao ha muita diferenca na qualidade das estimativas,
dado diferentes tamanhos de subamostra e tipo de estimador. Por exemplo, para m = 100 e
m = 700, os diferentes estimadores 8 e 6 sdo muito parecidos.

Tabela 6.9: Estimativas do parametro By = 1 para o cendrio 3, dado diferentes algoritmos de selecao, m e
B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 0.902 (0.458) 0.893 (0.454) 0.889 (0.456) 0.914 (0.473)
50 0.891 (0.467) 0.905 (0.463) 0.896 (0.459) 0.900 (0.437)
0 5 centros 25  0.900 (0.456)  0.894 (0.454) 0.887 (0.455) 0.915 (0.474)
50 0.894 (0.468) 0.906 (0.462) 0.894 (0.458) 0.901 (0.437)
6 1 centro 25 0.877 (0.498) 0.889 (0.489) 0.874 (0.470) 0.920 (0.505)
50 0.894 (0.478) 0.898 (0.487) 0.880 (0.487) 0.919 (0.477)
6 1 centro 25 0.879 (0.504) 0.882 (0.493) 0.867 (0.470) 0.924 (0.496)
50 0.891 (0.482) 0.889 (0.494) 0.871 (0.484) 0.920 (0.478)
6 1 centro 25 0.953 (0.464) 0.962 (0.441) 0.949 (0.444) 0.982 (0.461)
distantes 50 0.965 (0.445) 0.961 (0.436) 0.964 (0.440) 0.969 (0.446)
6 1 centro 25 0.958 (0.464) 0.957 (0.433) 0.951 (0.447) 0.988 (0.457)
distantes 50 0.967 (0.445) 0.955 (0.433) 0.962 (0.439) 0.977 (0.445)
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Figura 6.11: Bozplot das estimativas de By para o cendrio 3 dado diferentes estimadores {é,é}, métodos
de selecio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500, 700} e valores de B = {25,50}. A
linha azul representa o verdadeiro valor do parametro.

Através da Tabela 6.10, pode-se perceber que os desvios-padroes das estimativas de (31 dimi-
nuem, conforme o tamanho de m aumenta. Além disso, B = 50 apresenta menor variabilidade que
B = 25. Pela Figura 6.12, nota-se que os algoritmos possuem resultados muito semelhantes e que
nao ha diferenca entre os estimadores Oed.

Tabela 6.10: Estimativas do parametro 51 = 1 para o cendrio 3, dado diferentes algoritmos de selecdgo, m
e B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 0.990 (0.046 0.996 (0.023) 1.003 (0.020 0.996 (0.016
50 0.999 (0.036 1.000 (0.023) 1.000 (0.012 1.001 (0.014
0 5 centros 25  0.989 (0.046 0.995 (0.022) 1.003 (0.020 0.995 (0.016
50 0.998 (0.035 1.000 (0.023) 1.000 (0.012 1.001 (0.014
)
)

) ) )
(0.036) ( (0.012) (0.014)
(0.046) ( (0.020) (0.016)
(0.035) ( (0.012) (0.014)
6 1centro 25 1.001 (0.049) 1.001 (0.027) 1.001 (0.021) 1.001 (0.019)

50 0.997 (0.035) 0.999 (0.022) 0.999 (0.014)  0.999 (0.014)
6 1centro 25 1.001 (0.047) 0.999 (0.025) 1.001 (0.019) 1.001 (0.018)

50 0.997 (0.034) 0.998 (0.020) 0.999 (0.013)  0.999 (0.014)
6 1centro 25 1.013 (0.057) 0.992 ( (0.021)  1.001 (0.015)
distantes 50 1.012 (0.043)  0.993 ( (0.019)  1.000 (0.011)
6 1centro 25 1.010 (0.053) 0.994 ( (0.020)  1.001 (0.015)
distantes 50 1.011 (0.044) 0.994 ( (0.019)  1.000 (0.011)

)
0.032)  0.999
0.022)  0.999
0.031)
0.021)

0.999
0.998
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Figura 6.12: Bozplot das estimativas de By para o cendrio 3 dado diferentes estimadores {é,é}, métodos
de selecio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300, 500,700} e valores de B = {25,50}.

Para a razdo ¢/c?, observa-se diferenca entre os métodos de selecio (Figura 6.13 e Tabela
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6.11). O algoritmo 1C apresenta os piores resultados, com o valor do parametro sendo muito
subestimado, essa caracteristica fica evidente para menores valores de m. Os métodos de selecao
5C e 1CD apresentam resultados muito similares, entretanto, é possivel observar um menor vicio
e variabilidade do método 5C. Analisando as estimativas usando B = 25, nota-se uma maior
variabilidade do que aquelas utilizando B = 50, esse comportamento é independentemente do m,
estimador e método de sele¢do. Na préatica, ndo parece haver diferenca entre os estimadores 0eb.

Tabela 6.11: Estimativas da razdo ¢/o? = 25 para o cendrio 3, dado diferentes algoritmos de selegdo, m e

B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 20.424 (4.8350) 25.164 (4.421) 25.060 (4.000) 25.324 (4.313)
50 20.481 (3.531) 25.040 (3.9150) 25.876 (3.488) 25.519 (3.205)
6 5 centros 25  20.448 (4.732) 25.119 (4.416) 24.995 (4.024)  25.305 (4.179)
50 20.323 (3.621) 25.011 (3.866) 25.823 (3.448)  25.478 (3.193)
0 1 centro 25 4.752 (1.103) 14.557 (2.504) 19.000 (2.765) 21.115 (3.222)
50 4.692 (0.900) 14.339 (2.064) 18.857 (2.322)  21.093 (2.561)
6 1 centro 25  4.713 (1.193) 14.425 (2.495) 19.013 (2.679) 21.115 (3.013)
50 4.683 (0.932) 14.247 (1.971) 18.869 (2.308) 21.081 (2.478)
0 1 centro 25 26.690 (6.838) 26.111 (7.006) 23.712 (4.193)  25.697 (5.090)
distantes 50 26.615 (5.992) 25.902 (5.826) 24.719 (3.765)  25.447 (4.657)
6 1 centro 25  26.444 (6.125) 25.706 (6.620) 23.941 (4.582)  25.826 (5.19)
distantes 50 26.472 (5.836) 25.626 (5.460) 24.916 (3.782)  25.484 (4.562)
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Figura 6.13: Boxplot das estimativas de ¢/o? para o cendrio 3 dado diferentes estimadores {é, é}, métodos
de selecao= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100,300, 500,700} e valores de B = {25,50}.

A interpretacio dos resultados das estimativas de 72 sdo parecidas com o da razdo ¢/o?, observa-
se que o tamanho da subamostra possui clara influéncia nas estimativas. Além disso, o algoritmo 1C
possui maior vicio e variabilidade, sendo essa caracteristica mais evidente para m = 100 e m = 300.
Novamente, as estimativas considerando B = 50 possuem menor variabilidade que B = 25. Para o

método de selecio 1CD é possivel observar uma pequena diferenca entre os estimadores 0ed.

Tabela 6.12: Estimativas do parametro 72 =1 para o cendrio 3, dado diferentes algoritmos de selecio, m

e B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
6 5 centros 25  0.930 (0.038) 0.981 (0.021) 0.991 (0.016)  0.990 (0.011)
50 0.940 (0.024) 0.983 (0.017) 0.990 (0.014)  0.994 (0.012)
0 5 centros 25 0.929 (0.039) 0.981 (0.021) 0.991 (0.017)  0.990 (0.011)
50 0.939 (0.024) 0.983 (0.017) 0.989 (0.014) 0.994 (0.013)
0 1 centro 25 0.825 (0.047) 0.958 (0.024) 0.984 (0.0160 0.986 (0.014)
50 0.830 (0.043) 0.957 (0.020) 0.982 (0.012) 0.986 (0.012)
0 1 centro 25 0.825 (0.051) 0.957 (0.023) 0.983 (0.015) 0.986 (0.013)
50 0.828 (0.045) 0.957 (0.019) 0.981 (0.013)  0.985 (0.011)
0 1 centro 25 0.922 (0.054) 0.970 (0.028) 0.984 (0.018)  0.989 (0.015)
distantes 50 0.916 (0.044) 0.969 (0.016) 0.985 (0.015)  0.990 (0.013)
6 1centro 25 0.922 (0.052) 0.970 (0.027) 0.984 (0.017)  0.990 (0.014)
distantes 50 0.916 (0.043) 0.969 (0.017) 0.985 (0.014)  0.990 (0.012)
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Figura 6.14: Boxplot das estimativas de 72 para o cendrio 8 dado diferentes estimadores {é,é}, métodos

de selecio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300, 500,700} e valores de B = {25,50}.

6.3.4 Cenario 4

tamanho da subamostra, niimero de repeticoes B e estimadores 6 e 6.

Os resultados das Tabelas 6.13, 6.14 e Figuras 6.15, 6.16 mostram que as estimativas para g
e (1 se assemelham ao verdadeiro valor do parametro, independentemente do método de selegao,

Tabela 6.13: Estimativas do parametro By = 1 para o cendrio 4, dado diferentes algoritmos de sele¢io, m
e B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 0.989 (0.128) 0.989 (0.127) 0.989 (0.114) 0.977 (0.112)
50 0.988 (0.118) 0.981 (0.118) 0.989 (0.113) 0.986 (0.114)
6 5 centros 25 0.991 (0.130) 0.988 (0.125) 0.988 (0.113) 0.977 (0.112)
50 0.988 (0.117) 0.982 (0.118) 0.989 (0.113) 0.986 (0.114)
6 1 centro 25 0.978 (0.130) 0.979 (0.136) 0.985 (0.114) 0.982 (0.123)
50 0.976 (0.119) 0.976 (0.129) 0.978 (0.120) 0.977 (0.123)
0 1 centro 25 0.986 (0.138) 0.977 (0.133) 0.985 (0.113)  0.983 (0.122)
50 0.980 (0.123) 0.976 (0.127) 0.978 (0.118) 0.978 (0.122)
6 1 centro 25 0.987 (0.150) 1.010 (0.135) 1.020 (0.123) 1.020 (0.115)
distantes 50 0.993 (0.142) 1.009 (0.125) 1.021 (0.120) 1.017 (0.113)
6 1 centro 25 0.992 (0.149) 1.009 (0.138) 1.018 (0.121) 1.021 (0.116)
distantes 50 0.994 (0.144) 1.008 (0.127) 1.020 (0.118) 1.018 (0.113)
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Figura 6.15: Boxplot das estimativas de Sy para o cendrio 4 dado diferentes estimadores {EMV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =
{25,50}. A linha azul representa o verdadeiro valor do pardmetro.

Tabela 6.14: Estimativas do parametro 51 = 1 para o cendrio 4, dado diferentes algoritmos de selecio, m

e B..

Estimador B  m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 0.985 (0.064) 0.987 (0.051) 0.978 (0.051) 0.983 (0.049)
50 0.986 (0.058) 0.984 (0.053) 0.980 (0.046) 0.984 (0.047)
6 5 centros 25 0.986 (0.064) 0.987 (0.051) 0.978 (0.051) 0.983 (0.049)
50 0.987 (0.058) 0.983 (0.053) 0.980 (0.046) 0.983 (0.047)
6 1 centro 25 0.987 (0.057) 0.979 (0.055) 0.980 (0.049) 0.984 (0.053)
50 0.993 (0.055) 0.983 (0.052) 0.981 (0.047) 0.984 (0.050)
6 1centro 25 0.985 (0.058) 0.980 (0.053) 0.980 (0.048)  0.984 (0.052)
50 0.992 (0.054) 0.983 (0.051) 0.981 (0.047) 0.984 (0.050)
0 1 centro 25 0.996 (0.072) 0.999 (0.058) 0.995 (0.056) 0.992 (0.052)
distantes 50 0.998 (0.063) 0.997 (0.054) 0.994 (0.053) 0.995 (0.050)
6 1 centro 25 0.988 (0.067) 0.998 (0.057) 0.995 (0.055) 0.993 (0.052)
distantes 50 0.994 (0.061) 0.997 (0.055) 0.994 (0.053) 0.995 (0.050)
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Figura 6.16: Bozxplot das estimativas de 51 para o cendrio 4 dado diferentes estimadores {EMV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =

{25,50}.

Por meio da Tabela 6.15 e Figura 6.17, nota-se que as estimativas para ¢ sao extremamente
acuradas. Quando m aumenta, as estimativas ficam mais proximas do verdadeiro valor do parame-
tro, além disso, a variabilidade diminui. Para m = 500 e m = 700, o boxplot das estimativas de 0
e 0 sdo similares ao boxplot do EMV.

Ao analisar os diferentes métodos de selecao, é possivel observar que o 1C apresenta maior vicio
quando m = 100. Para os demais valores da subamostra, ndo é clara a superioridade de nenhum

dos algoritmos.

Tabela 6.15: Estimativas do parametro ¢ =5 para o cenario 4, dado diferentes algoritmos de seleciéo, m e

B.

Estimador B  m =100 m = 300 = 500 m = 700

6 5 centros 25 5.338 (1.228)  4.605 (0.662) 4 821 (0.693) 4.841 (0.705)
50 5.309 (0.934) 4.676 (0.620) 4.781 (0.642) 4.850 (0.678)

0 5 centros 25 5.345 (1.191)  4.611 (0.650) 4.825 (0.697) 4.841 (0.706)
50 5.329 (0.980) 4.685 (0.623) 4.785 (0.638) 4.853 (0.678)

0 1 centro 25 4.084 (0.784) 4.485 (0.611) 4.744 (0.684) 4.769 (0.715)
50  4.096 (0.755) 4.541 (0.607) 4.752 (0.671)  4.763 (0.639)

0 1centro 25 4.122 (0.766) 4.499 (0.589) 4.746 (0.661) 4.770 (0.710)
50 4.130 (0.714) 4.555 (0.602) 4.758 (0.654) 4.764 (0.640)

0 1centro 25 5.331 (2.190) 4.820 (1.199) 4.834 (0.738) 4.744 (0.621)

distantes 50  5.277 (2.321) 4.829 (1.043) 4.808 (0.692) 4.786 (0.627)

6 1 centro 25 5.379 (2.163) 4.817 (1.161) 4.818 (0.722) 4.753 (0.626)

distantes 50 5.299 (2.153) 4.819 (0.999) 4.811 (0.686) 4.788 (0.630)
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Figura 6.17: Boaplot das estimativas de ¢ para o cendrio 4 dado diferentes estimadores {EMV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =
{25,50}.

Através dos resultados da Tabela 6.16 e Figura 6.18 é possivel observar que as estimativas
com uma subamostra de somente 100 observacoes estimaram muito acuradamente o parametro o2.
Quando m = 500 e m = 700, os resultados sdo muito semelhantes aqueles estimados pelo EMV.

Analisando os resultados condicionando aos diferentes métodos de sele¢ao, nimero de repetigoes

B e estimadores 0 e 0, nota-se que todas as estimativas sdo muito semelhantes.

Tabela 6.16: Estimativas do pardmetro o> = 1 para o cendrio 4, dado diferentes algoritmos de selecio, m
e B..

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 1.056 (0.126) 0.994 (0.122) 0.992 (0.114) 0.990 (0.124)
50 1.045 (0.109) 0.983 (0.117) 0.987 (0.119) 0.988 (0.122)
6 5 centros 25 1.061 (0.128)  0.996 (0.122) 0.992 (0.114) 0.991 (0.124)
50 1.048 (0.108) 0.984 (0.116) 0.987 (0.118) 0.988 (0.122)
6 1 centro 25 1.033 (0.128) 0.986 (0.115) 0.997 (0.113) 0.989 (0.114)
50 1.031 (0.117) 0.975 (0.117) 0.994 (0.110) 0.987 (0.109)
0 1 centro 25 1.033 (0.123) 0.986 (0.115 0.993 (0.114 0.991 (0.115)
50 1.031 (0.116) 0.978 (0.115) 0.993 (0.110)  0.988 (0.109)
6 1 centro 25 1.073 (0.161) 1.008 (0.149) 0.989 (0.123) 0.979 (0.109)
distantes 50 1.084 (0.162) 1.007 (0.140) 0.993 (0.118) 0.982 (0.109)
6 1 centro 25 1.070 (0.157) 1.004 (0.148) 0.990 (0.120) 0.979 (0.111)
distantes 50 1.082 (0.157) 1.004 (0.140) 0.995 (0.117) 0.983 (0.110)
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Figura 6.18: Bozplot das estimativas de o2 para o cendrio 4 dado diferentes estimadores {EMYV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =
{25,50}.

Entre a razdo ¢/0? observa-se uma diferenca entre os métodos de selecio. Para uma dimensio de
subamostra igual a 100, o algoritmo 1C apresenta os piores resultados, enquanto o método de selecao
5C apresenta menor vicio e variabilidade (Tabela 6.3 e Figura 6.5). Para m = 300 e m = 500 nao
é possivel visualizar diferenca entre os diferentes algoritmos. Ha reducao de variabilidade quando
aumentamos o valor de B, sendo essa caracteristica mais evidente para m = 100 e m = 300.

O aumento da subamostra diminui a variabilidade das estimativas, para subamostra de tamanho
700, os estimadores subsemble sdo muito similares ao EMV.

Tabela 6.17: Estimativas da razdo ¢/o® =5 para o cendrio 4, dado diferentes algoritmos de sele¢ido, m e

B.

Estimador B  m =100 m = 300 m = 500 m = 700
6 5 centros 25 5.153 (1.417) 4.686 (0.802) 4.905 (0.803) 4.944 (0.828 )
50 5.131 (1.017) 4.820 (0.857) 4.895 (0.770) 4.971 (0.867)
6 5 centros 25 5.138 (1.403) 4.685 (0.781) 4.910 (0.809  4.943 (0.827)
50 5.136 (1.053) 4.825 (0.855) 4.896 (0.767) 4.972 (0.868)
0 1 centro 25 4.012 (0.893) 4.592 (0.711) 4.805 (0.819) 4.856 (0.758)
50  4.019 (0.829) 4.703 (0.707  4.830 (0.828  4.863 (0.728)
6 1 centro 25 4.036 (0.826) 4.602 (0.682) 4.828 (0.800  4.852 (0.755)
50 4.051 (0.799) 4.702 (0.696) 4.840 (0.797) 4.858 (0.725)
0 1 centro 25 5.011 (1.844) 4.827 (1.147) 4.938 (0.833) 4.885 (0.731)
distantes 50 4.857 (1.547) 4.831 (0.947) 4.879 (0.757) 4.909 (0.714)
6 1centro 25 5.063 (1.861) 4.844 (1.148) 4.911 (0.816) 4.892 (0.718)
distantes 50 4.892 (1.525) 4.844 (0.941) 4.875 (0.750) 4.906 (0.705)
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Figura 6.19: Bozplot das estimativas de ¢/a* para o cendrio 4 dado diferentes estimadores { EMYV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =

{25,50}.

aproxima do EMV conforme o tamanho da subamostra aumenta. Para m = 500 e m

Na Tabela 6.18 e Figura 6.20 temos os resultados de 72. A distribuicdo das estimativas se

700 a

diferenca entre os estimadores subsemble e 0o EMV é muito pequena. Sobre os diferentes métodos
de selecao, 1CD possui a menor variabilidade, seguido por 1C e 5C. Quando m = 700, ndo é possivel
observar diferenca entre as estimativas de B = 25 e B = 50.

Tabela 6.18: Estimativas do pardmetro 72 =1 para o cendrio 4, dado diferentes algoritmos de selecdo, m
e B.

Estimador B m =100 m = 300 m = 500 m = 700
0 5 centros 25 0.852 (0.087) 0.953 (0.068) 0.979 (0.065) 0.988 (0.066)
50 0.864 (0.087) 0.962 (0.072) 0.978 (0.062) 0.989 (0.067)
6 5 centros 25 0.851 (0.083) 0.954 (0.067) 0.979 (0.065) 0.988 (0.066)
50 0.864 (0.085) 0.962 (0.072) 0.978 (0.062) 0.989 (0.067)
6 1 centro 25 0.837 (0.096) 0.949 (0.067) 0.976 (0.070) 0.987 (0.059)
50 0.837 (0.089) 0.956 (0.065) 0.976 (0.066) 0.988 (0.060)
0 1 centro 25 0.841 (0.089) 0.951 (0.068) 0.978 (0.068) 0.986 (0.059)
50 0.840 (0.085) 0.957 (0.066) 0.978 (0.065) 0.988 (0.059)
6 1 centro 25 0.843 (0.078) 0.943 (0.076) 0.968 (0.062) 0.976 (0.058)
distantes 50 0.839 (0.075) 0.943 (0.068) 0.966 (0.058) 0.976 (0.055)
6 1 centro 25 0.844 (0.076) 0.943 (0.074) 0.965 (0.061) 0.976 (0.058)
distantes 50 0.840 (0.072) 0.943 (0.068) 0.965 (0.058) 0.976 (0.055)
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Figura 6.20: Bozplot das estimativas de 72 para o cendrio 4 dado diferentes estimadores {EMYV, é,é},
métodos de selegio= {5C, 1C, 1CD}, tamanho da subamostra m = {100, 300,500,700} e valores de B =
{25,50}.

6.3.5 Comentarios

Como era esperado, quanto maior a subamostra m melhor é a estimativa, sendo essa carac-
teristica mais evidente para os parametros da funcio de covariancia. Os diferentes valores de B
influenciam pouco no vicio e varidncia dos estimadores subsemble espacial, quando B = 50, pos-
suem um pouco menos de variabilidade que para B = 25. Entretanto, é importante salientar que
B = 50 necessita do dobro de tempo para o calculo dos resultados.

Estimativas dos pardmetros 3y e 1 sdo muito parecidas com o EMV e, consequentemente, com
os verdadeiros valores dos parametros. Essa interpretacao é independente do cendrio, algoritmo
de selecdo da subamostra e estimador 0 ¢ 0. Em relagio a ¢, 02, ¢/0? e 72, observa-se uma
diferenca entre os métodos de selecao, o algoritmo 5C e 1CD possuem um desempenho similar e
superior ao 1C. Apesar disso, quando o tamanho da subamostra aumenta, essa diferenca entre os
trés algoritmos diminui, tendendo a zero.

Em geral, pode-se dizer que os estimadores 0 e 6 tém um desempenho semelhante nos cenarios
analisados.

6.4 Estudos Comparativos

Nesta secdo compara-se os resultados dos estimadores subsemble com o EMV e RSA. Dado
os resultados da se¢do 6.3 optou-se por mencionar somente os resultados do algoritmo 5 centros,
visto que este algoritmo apresentou as melhores estimativas e uma tendéncia mais robusta dado o
tamanho da subamostra. Entre os valores de input decidiu-se por B = 25, pois o ganho de acuracia
para B = 50 nao foi tdo acentuado dado o aumento de tempo de processamento. O tamanho das
subamostras utilizados nas estimativas dos estimadores RSA, 0e0siom= {100, 300, 500, 700}.

As tabelas desta segdo irdo exibir novamente a média e desvio-padrao das estimativas, para faci-
litar a andlise dos resultados um indice superior aos estimadores indicara o tamanho da subamostra,
por exemplo, RSA% é o estimador RSA para uma subamostra de tamanho 500.

Com o objetivo de comparar a aderéncia da distribuicdo amostral dos estimadores RSA e
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subsemble ao EMV, as densidades das estimativas de ¢/0? serdo ilustradas para os cendrios 1, 2 e
3. Para o cenario 4 a densidade de ¢ sera mostrada individualmente. Os demais pardmetros terdo
suas densidade omitidas, pois acredita-se que elas ndo acrescentardao informagcao relevante sobre os
diferentes estimadores.

Com a finalidade de verificar a qualidade da aproximacao das equacoes 4.5 e 4.6, foram calcu-
lados os intervalos de confianca dos estimadores propostos e do EMV. Visto que o cendrio 4 pode
ser interpretado como um experimento observado no increasing domain asymptotics, é conhecido
que os EMV séo consistentes e sua distribuicao assintética é normal, tornando possivel a obtencao
de intervalos de confianga assintéticos para os parametros do modelo. Os cenarios 1, 2 e 3 ainda
nao possuem comprovagoes matematicas dessa propriedade, apesar disso é possivel observar uma
tendéncia a normalidade nos graficos das densidades dos estimadores. Com o propdsito de uma
comparacao mais completa com o EMV, os IC para o caso de infill asymptotics também serdo
calculados, embora tal aproximacdo nao seja comprovada.

Além das estimativas, o tempo de processamento (em minutos) também serd mensurado. Para
os estimadores EMV e RSA somente as estimativas com 4 nticleos serdo reportadas, pois em estudos
simulados constatou-se que nao houve dlmlnulgao no tempo de processamento quando mais nicleos
eram utilizados, para os estimadores 0eba duracao das operagdes para hardware de 4 e 24
cores serao apresentadas. Como a obtencao dos estimadores propostos foram realizadas de forma
conjunta, o tempo de processamento serd mencionado somente para 6.

6.4.1 Cenario 1

Através da Figura 6.21 e Tabela 6.19 pode-se observar que os estimativas de 0, 0, RSA e o EMV
para [y e 1 possuem resultados muito similares, em que as médias sdo proximas ao verdadeiro
valor do pardmetro. Adicionalmente, quando o tamanho da subamostra aumenta, a varidncia dos
estimadores subsemble diminuem, se aproximando da variAncia do EMV. Para a razio ¢/o? e 72,
todos os estimadores subestimam o verdadeiro valor do parametro, todavia, este vicio diminui
quando o tamanho da subamostra m aumenta. Novamente, os estimadores subsemble espacial

apresentam variabilidade e vicio inferiores ao RSA.

Tabela 6.19: Média e desvio-padrio dos valores estimados do EMV, RSA, 6 e 6 para o cendrio 1.

Método m Bo b1 ¢/0” 77 4CPU(m) 24CPU(m)
(7 - 1.000 1.000 25.000 1.000 -
MLE - 0.990 (0.370)  0.990 (0.049)  24.055 (5.393) 0.998 (0.037) 33.720 -
100 1.055 (0.401) 1.001 (0.078) 20.848 (6.109)  0.915 (0.058) 0.111 0.032
o 300 1.041 (0.401)  0.993 (0.055)  23.225 (4.947) 0.972 (0.043) 1.723 0.432
500 1.055 (0.395) 0.988 (0.056) 23.388 (5.270)  0.984 (0.041) 9.295 1.529
700 1.029 (0.383)  0.992 (0.050)  23.859 (5.363) 0.989 (0.039) 23.731 3.831
100 1.055 (0.400) _ 0.979 (0.065) _ 20.699 (5.026) 0.918 (0.057) - -
6 300 1.042 (0.399)  0.986 (0.057)  23.353 (5.133) 0.972 (0.044) - ;
500 1.057 (0.395) 0.996 (0.058) 23.478 (5.345) 0.984 (0.042) - -
700 1.028 (0.382)  0.988 (0.057)  23.929 (5.396) 0.989 (0.039) - -
100 1.037 (0.382)  0.092 (0.054)  18.727 (5.907) 0.937 (0.071) 0.163 -
RSA 300 1.020 (0.376)  0.990 (0.056)  21.822 (5.639) 0.980 (0.052) 2.960 ;
500 1011 (0.375)  0.995 (0.055) 22.579 (5.304) 0.989 (0.047) 14.753 ;
700 1.004 (0.372) 0.991 (0.063) 23.052 (5.403)  0.995 (0.052) 40.784 -
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Figura 6.21: Boxplot das estimativas do cendrio 1 para By (superior esquerdo), 31 (superior direito), ¢/c>

(inferior esquerdo) e T2 (inferior direito) dado diferentes estimadores {EMV,0,0, RSA} e tamanho da
subamostra m = {100, 300,500, 700}. A linha azul representa o verdadeiro valor do parametro.

Calculou-se os intervalos de confianga (IC) do EMV e dos estimadores propostos, a Tabela 6.20
mostra que a diferenca entre a amplitude dos intervalos é substancial, por exemplo, para ¢/o? e
m = 100 o erro padrdao do EMV é pelo menos 6,8 vezes menor que dos estimadores subsemble e
0. Todavia, quando o tamanho da subamostra aumenta, os erros padroes diminuem, ficando mais
préximos a média dos erros padroes do EMV. Quando analisa-se a cobertura do intevalo, o EMV
apresentou cobertura inferior ao nivel de confianca para Sy, 31, ¢/c?, para os estimadores Oecha
cobertura foi igual ou superior a 95% para 1, ¢/0? e 72

Para comparar a distribuicdo amostral dos estimadores RSA e subsemble com o EMV, a Fi-
gura 6.22 apresentada as densidades das estimativas de ¢/o2. E possivel observar comportamento
simétrico, com mediana préxima ao verdadeiro valor do pardmetro (linha azul). Note que, quando
m = 700, quase nao é possivel visualizar diferenga entre os métodos. Para menores valores de m,

os estimadores propostos possuem um comportamento mais semelhante ao EMV.

Tabela 6.20: Porcentagem de cobertura (% Cob) para intervalos com 95% de confianc¢a e média do erro
padrao (EP) para as estimativas do cendrio 1.

Bo B1 ¢/o? T
Estimador m % Cob EP % Cob EP % Cob EP % Cob EP
MLE - 84% 0.339  92% 0.048 86% 4.528 96% 0.040
100  88% 0.411  100% 0.217 100% 30.612  100% 0.218
2] 300 88% 0.395 100% 0.124 100% 15.523  100% 0.110

500 86% 0.400 100% 0.096 98% 11.164 100% 0.082
700 86% 0.389  100% 0.081 96% 9.142 100% 0.068
100 90% 0.410 100% 0.217  100% 39.836 100% 0.233
300 88% 0.402 100% 0.124 100% 15.632  100% 0.108
500 86% 0.400 100% 0.096  98% 11.326  100% 0.082
700 86% 0.384 100% 0.081 96% 9.134 100% 0.068

™
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Figura 6.22: Densidades das estimativas para o cendrio 1 de ¢/o® do EMV(———), 0 (-----), 0 (-—-—- )
e RSA (— — ——) para subamostras de tamanho m = 100 (superior esquerdo), m = 300 (superior direito),

m = 500 (inferior esquerdo) e m = 700 (inferior direito).

6.4.2 Cenario 2

Por meio da Tabela 6.21 e Figura 6.23 pode-se observar que para o parametro [y, os esti-
madores é, 6 e EMV possuem resultados muito semelhantes. Independentemente do tamanho da
subamostra, as estimativas apresentam um comportamento simétrico, com mediana muito proxima
ao verdadeiro valor do pardmetro (linha azul). Além disso, quando o tamanho da subamostra au-
menta, a variabilidade dos estimadores subsemble diminuem, e se aproximam dos desvios do EMV.
O estimador RSA possui os piores resultados, principalmente para m = 500 e m = 700. Pode-se
observar que as estimativas para (1 apresentam médias préximas ao verdadeiro valor do parame-
tro, independentemente do estimador. Entretanto, quando analisamos a variabilidade, o estimador
RSA apresenta os piores resultados, enquanto para m < 100 os estimadores subsemble possuem o
mesmo desvio-padrao do EMV.

Tabela 6.21: Comparacio das estimativas do EMV, RSA, 0 e ] para o cendrio 2.

Método m  fo 61 ¢/o> 72 4CPU(m) 24CPU(m)
0 - 1.000 1.000 25.000 0 - -
MLE - 0.981 (0.358) 0.998 (0.011) 25.608 (1.873)  0.001 (0.001) 33.923 -

100  1.041 (0.399) 0.999 (0.014) 26.699 (2.129)  0.002 (0.001) 0.122 0.040
0 300  1.036 (0.394) 0.998 (0.011)  26.080 (2.008)  0.001 (0.001) 2.038 0.512

500 1.046 (0.380) 0.998 (0.011) 25.873 (1.846)  0.001 (0.001) 8.831 1.822

700 1.023 (0.374) 0.998 (0.011) 25.867 (1.885)  0.001 (0.001) 21.596 3.969

100  1.048 (0.397) 0.998 (0.013) 26.768 (2.170)  0.002 (0.001) - -
0 300 1.033 (0.394) 0.998 (0.011) 26.093 (1.973)  0.001 (0.001) - -

500 1.041 (0.380) 0.998 (0.011) 25.851 (1.865)  0.001 (0.001) - -

700 1.021 (0.371)  0.999 (0.011) 25.881 (1.871)  0.001 (0.001) - -

100  0.962 (0.416) 0.994 (0.054) 28.818 (8.421)  0.043 (0.128) 0.182 -
RSA 300  0.866 (0.818) 0.989 (0.044) 26.042 (2.514)  0.005 (0.002)  3.826 -

500 1.075 (1.212) 0.999 (0.028) 13.688 (13.290) 0.205 (0.229) 10.678 -

700 1.212 (1.223) 0.996 (0.037) 9.192 (12.951)  0.260 (0.210)  33.042 -

Para a razio ¢/o? e 72, nota-se que os resultados do EMV, 6eb, RSA ¢ RSA 5o muito
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similares ao verdadeiro valor do parametro. Esse comportamento nao é observado para RSAY e
RSA™ pois os valores das estimativas apresentam vicio e alta variabilidade.

A Figura 6.24 ilustra as densidades das estimativas de ¢/0? do EMV, subsemble e RSA. E
possivel observar que os estimadores subsemble espacial possuem densidades mais parecidas com o
EMV. Além disso, quase nio é possivel visualizar diferenca entre o 0 e 6.

Quando o efeito pepita é nulo, as distribuicoes das estimativas para 72 apresentam assime-
tria, apesar disso, os intervalos de confianca serdo calculados. Através da Tabela 6.22, observa-se
que conforme aumenta o tamanho da amostra, a média do erro padrao dos estimadores Oeb
aproximam-se do EMV.
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Figura 6.23: Boxplot das estimativas do cendrio 2 para By (superior esquerdo), 31 (superior direito), ¢/c>
(inferior esquerdo) e T2 (inferior direito) dado diferentes estimadores {EMV,0,0, RSA} e tamanho da

subamostra m = {100, 300,500, 700}. A linha azul representa o verdadeiro valor do parametro.
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Tabela 6.22: Porcentagem de cobertura (% Cob) para intervalos com 95% de confianca e média do erro
padrio (EP) para as estimativas do cendrio 2.

Bo B ¢/o? ™
Estimador m % Cob EP % Cob EP % Cob EP % Cob EP
MLE - 88% 0.323  90% 0.009 70% 1.052  94% 0.001
100  92% 0.421 100% 0.043 100% 7.121  100% 0.006
0 300 92% 0.406 100% 0.024 100% 3.427  100% 0.003

500  92% 0.399 100% 0.018  98% 2.509 100% 0.002
700 90% 0.388  100% 0.015 94% 2.008 100% 0.002
100 94% 0.429 100% 0.043 100% 7.306  98% 0.002
300 90% 0.415 100% 0.024 100% 3.483  100% 0.002
500  92% 0.403  100% 0.018 98% 2.502  100% 0.002
700 90% 0.394 100% 0.015 94% 2.008  98% 0.002

™
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Figura 6.24: Densidades das estimativas para o cendrio 2 de ¢/o? do EMV(———), 0 (-----), 6 (—-—- )
e RSA (— — ——) para subamostras de tamanho m = 100 (superior esquerdo), m = 300 (superior direito),

m = 500 (inferior esquerdo) e m = 700 (inferior direito).

6.4.3 Cenario 3

A Figura 6.25 e Tabela 6.23 mostram os resultados do cenério 3, este cenario difere do cenario
1 somente pelo tamanho do banco de dados. Os resultados sdo qualitativamente similares aqueles
do cenario 1, a diferenca é que o maior tamanho da amostra ressaltou caracteristicas ja observadas.
Mais um vez, nota-se que os estimadores RSA e subsemble possuem um comportamento seme-
lhante quando estimam o pardmetro By. Todos apresentam pouco vicio e variabilidade, também, a
qualidade das estimativas ndo é afetada pelo valor de m. Para o pardmetro (31, a varidncia das esti-
mativas de 0 e 0 sdo influenciadas pela dimensao da subamostra, apresentando menor variabilidade
quando mais dados sdo considerados na estimagao.

Tabela 6.23: Comparacio das estimativas do RSA, 0 e 0 para o cendrio 3.

Método m  Bo B b/o” 72 4CPU(m) 24CPU(m)
0 - 1.000 1.000 25.000 1 -
100 0.902 (0.458) 0.990 (0.046) 20.424 (4.835) 0.930 (0.038) 0.165 0.047
0 300 0.893 (0.454) 0.996 (0.023) 25.164 (4.421) 0.981 (0.021) 2.143 0.414
500 0.889 (0.456) 1.003 (0.020)  25.060 (4.000) 0.991 (0.016)  10.690 1.604
700 0.914 (0.473)  0.996 (0.016) 25.324 (4.313) 0.990 (0.011)  25.827 4.119
100 0.900 (0.456) 0.989 (0.046) 20.448 (4.732) 0.929 (0.039) - -
0 300 0.894 (0.454) 0.995 (0.022) 25.119 (4.416) 0.981 (0.021) - -
500 0.887 (0.455) 1.003 (0.020) 24.995 (4.024) 0.991 (0.017) - -
700 0.915 (0.474)  0.995 (0.016) 25.305(4.179)  0.990 (0.011) - -
100 0.898 (0.441) 0.999 (0.028) 19.036 (6.001) 0.930 (0.068) 0.256 -
RSA 300 0.905 (0.423) 0.998 (0.031) 21.895 (5.504) 0.981 (0.051) 3.244 -
500 0.907 (0.416)  0.999 (0.027) 22.824 (4.920) 0.983 (0.039) 15.525 -
700  0.909 (0.412) 1.007 (0.031) 23.340 (4.687) 0.989 (0.038) 43.244 -

A razdo ¢/o? é melhor estimada por @ e 6, com essa caracteristica mais evidente quando
m > 300, o RSA apresentou maior vicio e variabilidade. Com respeito ao efeito pepita 72, observa-
se que todos os estimadores subestimam o verdadeiro valor do parametro. Mas, esse vicio tende a
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diminuir, conforme aumenta o tamanho da subamostra. A varidncia também diminui para maiores
tamanho de subamostra, especialmente para os estimadores subsemble espacial.

A Figura 6.26 apresenta as densidades das estimativas de ¢/0?, nota-se que os estimadores
subsemble apresentam um comportamento simétrico para todos os tamanhos de subamostra, en-
quanto o estimador RSA possui assimetria, que diminui com o aumento do nimero de observagoes
consideradas na estimacao. Como nao foi possivel calcular o EMV, a Tabela 6.24 possui somente
os resultados para 0 e 6, é possivel observar que o erro padrao dos estimadores diminui conforme
o tamanho da subamostra aumenta. Sobre a cobertura do intervalo, as estimativas de [y pos-
suem cobertura inferior aquela especificada pelo nivel de confianca, para os demais parametros, a
porcentagem é de 100%.
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Figura 6.25: Boxplot das estimativas do cendrio 3 para By (superior esquerdo), By (superior direito), ¢/o>
(inferior esquerdo) e T2 (inferior direito) dado diferentes estimadores {6,0, RSA} e tamanho da subamostra
m = {100, 300, 500, 700}. A linha azul representa o verdadeiro valor do pardmetro.

Tabela 6.24: Porcentagem de cobertura (% Cob) para intervalos com 95% de confianga e média do erro
padriao (EP) para as estimativas do cendrio 3.

Bo B ¢/o? .
Estimador m % Cob EP % Cob EP % Cob EP % Cob EP
100  92% 0.414 100% 0.208 100% 43.754  100% 0.172
2] 300 90% 0.415 100% 0.119 100% 29.213  100% 0.091

500 88% 0.420 100% 0.092 100% 21.873  100% 0.070
700 86% 0.410 100% 0.078  100% 17.799  100% 0.058
100 92% 0.412  100% 0.208  100% 43.992 100% 0.070
300 90% 0.416 100% 0.119 100% 29.089 100% 0.070
500 88% 0.421 100% 0.092 100% 21.630 100% 0.070
700  90% 0.409 100% 0.078  100% 17.885 100% 0.058

™
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Figura 6.26: Densidades das estimativas para o cendrio 8 de ¢p/a* do @ (-----), @ (-—-—- )eRSA (————)

para subamostra m = 100 (superior esquerdo), m = 300 (superior direito), m = 500 (inferior esquerdo) e

m =700 (inferior dire

6.4.4 Cenéario 4

ito).

Tabela 6.25: Comparacao das estimativas do EMV, RSA, 0eb para o cendrio 4.

Método m Bo B1 o) a? #/o” 72 4CPU(m) 24CPU(m)
(7] - 1 1 5 1 5 1- -
MLE - 0.990 0.983 4.932 1.001 4.976 0.999 36.050 -
(0.103) (0.045) (0.703) (0.115) (0.814) (0.063)
100  0.989 0.985 5.338 1.056 5.153 0.852 0.139 0.046
(0.128) (0.064) (1.228) (0.126) (1.417) (0.087)
0 300 0.989 0.987 4.605 0.994 4.686 0.953 1.645 0.598
(0.127)  (0.051) (0.662) (0.122) (0.802) (0.068)
500  0.989 0.978 4.821 0.992 4.905 0.979 6.153 2.150
(0.114)  (0.051) (0.693) (0.114) (0.803) (0.065)
700 0.977 0.983 4.841 0.990 4.944 0.988 15.609 4.549
(0.112) (0.049) (0.705) (0.124) (0.828) (0.066)
100  0.991 0.986 5.345 1.061 5.138 0.851 - -
(0.130) (0.064) (1.191) (0.128) (1.403) ( 0.083)
0 300 0.988 0.987 4.611 0.996 4.685 0.954 - -
(0.125) (0.051) (0.650) (0.122) (0.781) (0.067)
500 0.988 0.978 4.825 0.992 4.910 0.979 - -
(0.113) (0.051) (0.697) (0.114) (0.809) (0.065)
700  0.977 0.983 4.841 0.991 4.943 0.988 - -
(0.112)  (0.049) (0.706) (0.124) (0.827) (0.066)
100  0.991 0.984 4.671 1.022 4.699 0.976 0.164 -
(0.113)  (0.058) (0.988) (0.988) (1.351) (0.110)
RSA 300 0.987 0.981 4.746 1.015 4.761 0.982 2.942 -
(0.114)  (0.057) (0.865) (0.865) (L.111) (0.085)
500 0.989 0.980 4.773 1.004 4.816 0.989 14.755 -
(0.111)  (0.056) (0.779) (0.779) (0.948) (0.085)
700 0.987 0.984 4.828 1.005 4.861 0.992 41.883 -
(0.107)  (0.057) (0.744) (0.744) (0.917)  (0.080)
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Os resultados da Tabela 6.25 e Figura 6.27 mostram que as estimativas para By, 81, ¢, o2
e ¢/o? se assemelham ao verdadeiro valor do pardmetro, independentemente do estimador e ta-
manho da subamostra. Além disso, é possivel observar que os desvios-padroes das estimativas do
RSA e estimadores subsemble possuem valores muito parecidos com o EMV. Essa interpretacao é
confirmada pela Figura 6.28, em que para m = 700 ndo é possivel diferenciar as densidades dos
valores estimados para ¢.

Para o parametro 72, os resultados para subamostras de tamanho m = 100 e m = 300 su-
bestimaram o verdadeiro valor do parametro. Quando m = 500 e 700, os estimadores RSA, 0 e
0 possuem resultados muito similares a0 EMV, ndo sendo possivel identificar a superioridade de
nenhuma metodologia.

Através da Tabela 6.26, observa-se que conforme o valor m aumenta, o erro padrdo dos esti-
madores subsemble aproximam-se do EMV. Sobre a cobertura dos intervalos, o EMV apresentou
cobertura inferior ao nivel de confianca para o2, ¢/0? e 72. Os estimadores Oeb possuem cobertura
de 100% para todos os pardmetros e valores de m.
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Figura 6.27: Bozplot das estimativas do cendrio 4 para Py (superior esquerdo), 1 (superior direito),
¢ (centro esquerdo), a* (centro direito), ¢/a* (inferior esquerdo) e T2 (inferior direito) dado diferentes
estimadores {EMYV, 0,0, RSA} e tamanho da subamostra m = {100,300, 500,700}. A linha azul representa
o verdadeiro valor do parametro.
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Figura 6.28: Densidades para o cendrio 4 de ¢ dos EMV(——), 0 (----- ),0 (-—-—-)eRSA (————)

para subamostra m = 100 (superior esquerdo), m = 300 (superior direito), m = 500 (inferior esquerdo) e
m = 700 (inferior direito).

Tabela 6.26: Porcentagem de cobertura (% Cob) para intervalos com 95% de confianca e média do erro
padrao (EP) para as estimativas do cendrio 4.

Bo b1 ¢ o? ¢/o? 72
Método m % Cob EP % Cob EP % Cob EP % Cob EP % Cob EP Cob EP
MLE - 96% 0.115  98% 0.053  96% 0.777  92% 0.110 94% 0.843  92% 0.061
100 100% 0.295 100% 0.241 100% 8.917 100% 0.598 100% 9.565 100% 0.458
(2] 300 100% 0.219  100% 0.138  100% 2.192 100% 0.273  100% 2.479  100% 0.171

500 100% 0.186  100% 0.107  100% 1.609  100% 0.210  100% 1.852  100% 0.128
700  100% 0.168  100% 0.090 100% 1.336  100% 0.180 100% 1.510 100 % 0.106

100 100% 0.296  100% 0.241  100% 8.966  100% 0.583  100% 9.598  80% 0.127
300 100% 0.219  100% 0.138  100% 2.197  100% 0.273  100% 2.479  100% 0.127
500 100% 0.187  100% 0.107  100% 1.612  100% 0.211  100% 1.847  100% 0.127
700  100% 0.168  100% 0.090 100% 1.336  100% 0.191 100% 1.508  100% 0.106

e

6.4.5 Comentarios

Para todos os cenarios, o tempo necessario para a estimacao dos estimadores subsemble foram
inferiores a do estimador RSA, essa diferenca torna-se mais evidente quando utiliza-se 24 cores.
Esses resultados indicam que os estimadores propostos sdo mais rapidos que o estimador RSA,
carateristica muito importante quando lidamos com grandes conjuntos de dados.

Sobre a qualidade das estimativas, pode-se concluir que os estimadores Oeb apresentaram, de
modo geral, estimativas mais precisas para todos os cenarios, com comportamento mais semelhante
ao EMV. Essa caracteristica é reforcada pelas densidades das estimativas de ¢/o? (cenarios 1, 2,
3) e ¢ (cendrio 4) dos parametros da fungdo de covariancia.

Para o cendrio 2, o estimador RSA n&o apresentou bons resultados quando m = 500 e m = 700.
Acredita-se que essa tendéncia pode ser devida a escolha dos valores iniciais de otimizacao do
algoritmo (a; e by).

Os intervalos de confianga dos estimadores propostos apresentaram cobertura superior ao nivel
de confianga. Os estimadores 0 e 6 também estimaram erros padroes com valores superiores ao
EMV, sendo essa diferenca mais acentuada para menores valores de m.



Capitulo 7

Analise de Dados Reais

Existem iniimeros exemplos de bancos de dados georreferenciados, entre as varias opc¢oes considera-
se um conjunto de dados composto por estacdes de monitoramento do clima, localizadas nos Es-
tados Unidos, os dados estao disponiveis no site do NOAA e sdo muito conhecidos na literatura,
Kaufman et al. (2008), Furrer et al. (2006) e Liang et al. (2013) s@o alguns exemplos de artigos
que utilizaram essas observacoes para ilustrar a eficicia de suas metodologias.

Os dados que serao utilizados na analise possuem 11.918 observagdes, que datam de abril de
1948. A varidvel de interesse é o total mensal de valores incomuns de precipitacao, que sao definidas
como o total mensal de precipitacdo padronizadas pela média e desvio padrao de cada estagao.
Assim como Liang et al. (2013), os dados foram divididos aleatoriamente em 2 partes, uma parte é
composta por 11.000 observagoes e é utilizada para estimar os pardmetros do modelo (Figura 7.1).
O outro pedaco, composto por 918 estacoes, quantifica a qualidade de predicao, através do erro
quadrético médio (Figura 7.2).
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Figura 7.1: Localizacdo das 11.000 estacoes de monitoramento utilizadas para estimar os pardmetros do
modelo.
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pontos utilizados para calcular o EQM
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Figura 7.2: Localizacdo das 918 estagoes de monitoramento utilizadas no cdlculo do erro quadrdtico médio.

As fungoes de covaridncia utilizadas nas estimativas foram a exponencial e Matérn, com mesmo
tamanho de subamostras m = {100, 300, 500,700} e B = 25. Como o modelo gerador dos da-
dos é desconhecido, a qualidade das estimativas dos estimadores baseados em subamostras serdo
comparadas com o EMV.

Os valores dos parametros estimados utilizando a funcdo de covariancia exponencial sdo apre-
sentados na Tabela (7.1). Os resultados indicam que, tanto o estimador RSA quanto os estimadores
0 e 0 estimam de modo satisfatério a razdo dos parametros ¢/o? do modelo. Se consideramos ¢ e

2 individualmente, os estimadores 6 e 0 possuem valores muito semelhantes ao EMV.

Quando comparamos o tempo de processamento dos resultados, 6 e 6 demandam menos tempo
que o RSA. Para hardware composto por 4 niicleos, a diferenga é de alguns segundos para suba-
mostras m = 100 e m = 300, e de minutos para m = 500 e m = 700. Se o niimero de cores aumenta
para 24, a diferenca torna-se muito maior, por exemplo, para m = 700 os estimadores propostos
sdo 8 vezes mais rapidos que o estimador RSA e 841 vezes mais rapidos que o EMV.

Para calcular os valores preditos Y para as 918 estacOes é necessario inverter uma matriz de
tamanho 11000 x 11000, o que demanda muita memoria e tempo de processamento. Como alter-

Tabela 7.1: Comparacdo das estimativas do EMV, RSA, 0ch para os dados de anomalias de precipitacao.
A fungao de covariancia é a exponencial.

Método m  fo @ o? /0% 17 4CPU(m) 24CPU(m)
MLE - 0.256 9.999  2.966 3.371 0.049 5634.772 -

100 0.089 7.130 2411 2.957 0.045 0.168 0.069
0 300 0.084 9.968  3.239 3.077 0.041 2.648 0.638

500 0.343 12.046 3.652 3.298 0.053 9.515 2.057

700 0.334 17.962 5.585 3.209 0.050 45.824 6.683

100 0.192 7.672 2.700 2.841 0.044 - -
300 0.063 8.931 3.048 2.93 0.040 - -
500 0.265 11.528 3.483 3.309 0.053 - -
700 0.214 17415 5.333 3.216 0.050 - -
100 0.149 3.290 0.876 3.756 0.081 0.164 -
RSA 300 0.159 3.160 0.803 3.935 0.058 2.937 -

500 0.147 2.901 0.821 3.533 0.057 15.473 -

700 0.150 2.848 3.440 0.828 0.055 53.331 -

-]
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Tabela 7.2: Comparacio do EQM de predicio do EMV, RSA, 0 ¢ 0 para as estacdes de monitoramento
localizadas na Figura 7.2. A funcdo de covaridncia utilizada € a exponencial.

n® vizinhos

Método m 25 50 100 150

EMV - 0.0979 0.0976 0.0977 0.0978
100 0.0976 0.0972 0.0974 0.0974

0 300 0.0989 0.0985 0.0988 0.0988

500 0.098 0.0977  0.0979 0.0979
700  0.098 0.0977  0.0979 0.0979
100 0.0975 0.0972 0.0973 0.0973
300 0.0975 0.0971 0.0973 0.0973
500 0.0980 0.0977 0.0979 0.0979
700 0.0980 0.0976 0.0978 0.0979
100 0.1002 0.0998 0.1002 0.1002
RSA 300 0.0989 0.0985 0.0988  0.0988

500 0.0984 0.0981 0.0983 0.0983

700 0.0982 0.0979 0.0981 0.0981

-}

nativa, Liang et al. (2013) consideram somente as observagoes mais préximas dos pontos a serem
preditos, diminuindo o tamanho da matriz de covaridncia necessaria para calcular a krigagem.
Ao contrario de Liang et al. (2013), em vez de considerar um raio de distancia entre os pontos,
utilizou-se a quantidade de vizinhos para calcular a matriz de covariancia do estimador BLUP, per-
mitindo conhecer a priori sua dimensao. Para cada uma das 918 estacoes, a krigagem foi realizada
considerando somente os 25, 50, 100 e 150 vizinhos mais préximos de cada uma das 918 estagoes
da Figura 7.2.

Pela Tabela 7.2 é possivel notar que a diferenca entre a quantidade de vizinhos considerados
no calculo do preditor ndo é determinante na qualidade das estimativas de Y. Entretando, um
comportamento incomum pode ser observado: os menores valores do EQM sdo observados quando
o tamanho da matriz de covariancia utilizada no célculo do BLUP é 50 x 50, segundo Liang et al.
(2013), a causa pode ser a mé especificacao da fungio de covaridncia ou a nao estacionariedade dos
dados.

Os valores dos EQM mantém-se muito parecidos para cada estimador, porem é possivel apontar
que o estimador @ apresentou os menores valores para o EQM, seguido do 0 EMV e RSA, res-
pectivamente. Logo, pode-se afirmar que o estimador subsemble espacial é eficaz quando desejamos
fazer predicao, além de possuir um desempenho superior ao RSA.

A Figura 7.3 mostra as superficies de predicdo do EMV, 670 970 ¢ RS ATOO respectivamente.
A superficie de predigao foi calculada em um grid regular com 10.430 observagdes e o nimero de
vizinhos utilizados para gerar a matriz de covariancia da predicao foi igual a 25. Comparando as
imagens, nao é visivel a diferenca entre os estimativas, podemos afirmar que as predi¢oes baseadas
em subamostras sdo muito parecidas com a superficie gerada pelo EMV.

A fim de mostrar a flexibilidade do estimador subsemble espacial, as estimativas para a fungao de
covariancia Matérn também foram calculadas (,0(||sZ —sj||; &, ) = 2571 (k) 71 (W)H K, (HS%JJ”»
Como a fun¢do Matérn possui mais parametros, a maximizacao da funcao de verossimilhanca torna-
se mais complexa, dificultando a obtencao de 0; para subamostras menores. Por esse motivo, nao
foi possivel calcular o estimador subsemble para m = 100. Consequentemente, para geracido dos
resultados sdo consideradas subamostras de tamanho 300, 500 e 700. O niimero de repeti¢cdes B
assume novamente o valor 25.

Pela Tabela 7.3, nota-se que os estimadores subsemble apresentam resultados muito similares ao
EMYV. Para o pardmetro de suavizacao x, o valor de m exerce maior influéncia nos resultados, parece
ser necessario um maior tamanho de subamostra para captar o comportamento do parametro de
suavizacio, ademais, é possivel observar que 6 possui estimativas de k mais préximas ao EMV. Em
relagdo aos demais parametros, 0 e 0 sdo muito semelhantes.
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Figura 7.3: Superficie de predicio gemda pelo EMV (esquerda supemor) 6700 (dzrezta superior), 9700
(esquerda, inferior) e RSAT0 (direita inferior). A fungdo de covaridncia é a exponencial.

Para obtencdo dos resultados o EMV precisou de 21944 minutos, o que equivale a 15 dias e
5 horas de processamento. Os estimadores 6 e 0 foram muito mais rapidos quando 24 nicleos
eram utilizados: para m = 300 um tempo de 1,205 minutos e para m = 700 um tempo de 14,27
minutos. Observe que, os estimadores subsemble podem proporcionar uma grande economia de
tempo, mantendo a qualidade das estimativas, visto que seus resultados sdo muito parecidos com
o EMV.

Tabela 7.3: Comparacio das estimativas do EMV, 0ecb para os dados de anomalias de precipitacdo. A
funcdo de covariancia € a Matérn.

Método m  fo @ o’ 72 P 4CPU(m) 24CPU(m)
EMV - 0.121 2.267 0.772 0.050 0.532 21944.68 -
[ 300 0.097 2.795 0.721 0.059 1.050 7.208 1.205
500 0.149 2.350 0.761 0.048 0.629 4.932 21.831
700 0.088 2.324 0.753 0.045 0.769 21.23 14.270
0 300 0.090 2.823 0.705 0.054 0.843 - -

500 0.148 2.592 0.795 0.048 0.608 - -
700 0.080 2.339 0.781 0.047 0.684 - -

Por meio da Tabela 7.4 é possivel avaliar a qualidade de predicao dos estimadores, considerando
que a func¢ao de covariancia é da familia Matérn. Novamente, pode-se observar que a maior quanti-
dade de vizinhos ndo aumenta a qualidade da predicdo. Comparando-se os resultados, nota-se que
nao ha muita diferenca entre os estimadores, em que o EMV apresentou os menores valores para o
EQM, seguido pelo 9500 ¢ 3500,

As superficies de predicdo calculadas por meio da funcéo de covariancia Matérn foram omitidas,
visto que os resultados das Tabelas 7.2 e 7.4 foram muito parecidos e nao seria possivel visualizar
diferencgas entre as figuras das superficies. Além disso, é importante ressaltar que pela Tabela 7.3 as
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Tabela 7.4: Comparacio do EQM de predicio do EMV, 0 e 0 para as estagoes de monitoramento localizadas

na Figura 7.2. A fungio de covariancia utilizada é a Matérn.

n® vizinhos

Método m 25 50 100 150
MLE - 0.0977 0.0974 0.0976 0.0976
(2] 300 0.1175 0.118 0.1204  0.1205
500 0.0985 0.0981 0.0984 0.0984
700  0.1005 0.1002 0.1007  0.1007
(2] 300 0.1076 0.1074 0.1086 0.1086
500 0.0986 0.0981 0.0984 0.0984
700 0.099 0.0986  0.0989  0.0990

estimativas para o parametro de suavizacio x do EMV, §°00, 9700 9500 9700 s34 préximas de 0,5.
Quando k = 0,5 a funcao de covaridncia é a exponencial, um caso particular da familia Matérn.
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Capitulo 8

Conclusoes

Neste trabalho foram propostos dois estimadores para anélise de grandes bancos de dados no
contexto de geoestatistica. Os estimadores subsemble espacial sao exemplos da estratégia divide
and conquer, no qual o problema de estimacdo pode ser dividido em trés passos: selecionar pe-
quenos subconjuntos do banco de dados; analisar cada subconjunto separadamente e agregar os
resultados para gerar as estimativas. A grande diferenga dessa nova metodologia é que cada pe-
daco em que o banco de dados é dividido pode ser analisado separadamente, o que possibilita a
utilizacdo de programacao paralela. Esse tipo de recurso reduz o tempo necessario para o calculo
das estimativas, além de exigir menos meméria RAM. Outra vantagem da técnica proposta é a
facilidade de implementacdo, pois os valores necessarios para calcular os estimadores sido de facil
interpretabilidade.

Foi realizado um estudo Monte Carlo para comparar os estimadores propostos com uma meto-
dologia indicada para analise de massivas observacoes e para avaliar a qualidade dos estimadores em
relagdo ao EMV. Os resultados indicam que as distribui¢bes amostrais dos estimadores subsemble
espacial e do EMV sao similares. Como esperado a qualidade das estimativas depende do tamanho
da subamostra, da for¢a de correlacio espacial e da presenca ou auséncia do efeito pepita. Maiores
tamanho de subamostra produziram estimativas com menores vicio e variabilidade. Ao contrario,
quanto maior a for¢ca de correlagdo espacial, piores eram os resultados. Quando o efeito pepita
é diferente de zero, hd maior dificuldade na estimacdo dos pardmetros da funcdo de covariancia,
sendo que essa caracteristica é compartilhada pelos EMV, Oeb.

No estudo simulado, comparou-se os estimadores RSA e subsemble. O estimador proposto apre-
sentou melhores estimativas para os pardmetros da fung¢do de covaridncia. Além disso, o RSA
necessita de muito mais tempo de processamento para gerar os resultados. Para a mesma confi-
guracao de hardware, os estimadores subsemble foram mais rapidos, quando o multiprocessamento
era utilizado essa diferenca aumentava consideravelmente. Por exemplo, na aplicacdo a dados de
precipitagdo, o tempo para obtencao dos resultados considerando o estimador RSA foi 8 vezes
maior.

Através da matriz de informagao de Fisher assintética, mensurou-se a variabilidade dos estima-
dores subsemble espacial, tornando possivel o cdlculo de intervalos de confianga. Também foram
obtidas propriedades tedéricas, em que condicionado a algumas suposicoes, o estimador é consistente.

Os estimadores desenvolvidos podem ser estendidos de varias formas. Uma opgao seria a aplica-
¢ao no contexto de andlise espaco-temporal. Outra possibilidade é considerar diferentes estimadores
na andlise de cada subamostra, nesse trabalho, somente o EMV foi utilizado.
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