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RESUMO

Esta dissertacdo apresenta uma experiéncia de abordagem do conceito de congruéncia
de figuras planas, no Ensino Fundamental, por meio de estudo das transformacdes
isométricas. O estudo foi realizado com uma turma de alunos do nono ano do Ensino
Fundamental de uma escola publica municipal de Parobé, no Rio Grande do Sul. Sob a
inspiracdo do modelo de cooperacéo investigativa de Ole Skovsmose, foram desenvolvidas
atividades de natureza exploratéria e investigativa com questfes abertas ao didlogo entre os
participantes da pesquisa e uso de materiais manipulativos e de um software de geometria
dindmica. As solucbes propostas pelos alunos e as discussdes realizadas durante o
desenvolvimento das atividades foram registradas por meio das produgdes escritas dos alunos,
de gravacbes em audio e video e de arquivos elaborados no ambiente do software GeoGebra.
As andlises desses registros permitiram concluir que os alunos compreenderam o conceito de
congruéncia de figuras planas por meio da exploracdo e da discusséo sobre as transformacdes
isométricas.

Palavras-chave: Transformacgfes isométricas. Investigacbes na sala de aula. Geometria
Dindmica. Educacdo Matematica. Educagdo Basica.



ABSTRACT

This work presents an experience of an approach of the concept of plane figures, in
elementary school, through the study of isometric transformations. This study was conducted
with a ninth grade group of students of a public elementary school in the city of Parobé, Rio
Grande do Sul. Under the inspiration of the investigative cooperation model of Ole
Skovsmose, exploratory and investigative nature activities were developed and open questions
were proposed in order to establish a dialogue between the participants in the research. The
use of manipulative materials and a dynamic geometry software has also been applied. The
solutions proposed by the students and the discussion conducted during the activities
development were recorded through written papers, audio and video recordings and files
created with GeoGebra software environment. Through the analysis of these records, the
conclusion was that the students understood the concept of congruence of plane figures
through the exploration and the discussion around the isometric transformations.

Keywords: Isometric transformations. Classroom investigation. Dynamic geometry.
Mathematics education. Elementary education.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem origem em um desejo de contribuir para o ensino de Geometria no
Ensino Fundamental. Nas escolas em que atuei e atuo observei, a partir das orientac6es dos
livros didaticos, dos planos de estudos e de conversas com colegas, que o ensino de
Geometria costuma enfocar as medidas, como célculos de areas, perimetros, medicdo de
angulos, sem preocupagdo com a construgdo dos conceitos envolvidos. As propriedades das
figuras planas também sdo usualmente apresentadas sem exploragdes prévias ou discussdes
por parte dos alunos.

Confesso que também estava insatisfeito com o modo como eu vinha ensinando
Geometria. O conceito de congruéncia, por exemplo, sempre foi mostrado aos meus alunos
como algo pronto, com a apresentacdo da definicdo e, a seguir, a exposicdo de exemplos e
proposicdo de exercicios. Notava que, em geral — tanto nos livros didaticos, quanto nos planos
de estudos dos municipios em que lecionei — levam-se em consideracdo apenas as
congruéncias de triangulos, como se a compreensao das relacdes de congruéncia entre figuras
pudesse ser construida a partir desses casos.

Considero que a compreensdo desse conceito € muito importante, pois por meio das
congruéncias entre poligonos ou entre figuras ndo poligonais uma variedade de problemas em
Geometria podem ser resolvidos. Assim nasceu 0 interesse por abordar, por meio de uma
pesquisa junto a estudantes do Ensino Fundamental, esse conceito geométrico. A pesquisa foi
desenvolvida com uma turma de nono ano de uma escola de Ensino Fundamental do
municipio de Parobé, Rio Grande do Sul, composta por dezenove alunos.

Para essa investigacdo, foi construida uma proposta de estudo das isometrias,
acreditando que o carater dinamico dessas transformacGes favoreceria a construcdo do
conceito de congruéncia das figuras planas. Considerei que o dinamismo poderia ser
explorado por meio da manipulagéo de materiais concretos, propiciando a visualizacdo de que
a medidas dos poligonos ndo se alteram quando se efetuam reflexdes em torno de retas,
translagdes, ou, ainda, rotagdes com diferentes centros e amplitudes. Além disso, ao discutir
cada uma dessas isometrias, pretendeu-se abordar outros conceitos geométricos ja estudados
pelos alunos em anos anteriores, mas cuja compreensdo ndo estava plenamente estabelecida,
como angulos, figuras poligonais, e seus elementos - como vértices, segmentos e angulos
internos.

Em minha préatica, enquanto professor de Matematica, venho tentando adotar

metodologias diferentes daquelas em que o professor centraliza o papel do conhecimento,
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cabendo aos alunos apenas a tarefa de reproduzir aquilo que foi “transmitido” pelo educador.
Pensando na constru¢do do conceito de congruéncia, baseado nas isometrias, e na superacao
de metodologias centralizadas no conhecimento do professor, busquei planejar atividades de
natureza exploratoria e investigativa. Objetivou-se, dessa maneira, possibilitar que cada aluno
pudesse construir os conceitos por meio do dialogo com seus colegas, procurando as solucgdes
para os problemas propostos com a menor intervencdo possivel do professor. Nesse cenario,
foi preciso que o meu papel de professor se tornasse mais de observador e orientador do que
de “detentor do saber”.

Levando em consideracdo a natureza e a proposta de desenvolvimento das atividades,
foi preciso adotar uma metodologia de pesquisa na qual pudesse investigar ndo apenas a
aprendizagem dos alunos, mas também minha préatica enquanto professor, com o objetivo de
aprimora-la. Considerei que a pesquisa-acdo atenderia a esses objetivos.

O estudo foi orientado pela questdo norteadora:

— Como o estudo das isometrias pode contribuir para a construcdo do conceito
matematico de congruéncia?

Também foram consideradas as questfes seguintes:

— Como desenvolver a aprendizagem das transformacBes geométricas por meio de
uma sequéncia de atividades exploratérias e investigativas?

— Quais as contribuicdes e reflexdes dos alunos sobre transformacdes geométricas, ao
realizarem essas atividades?

Assim, a pesquisa pretendeu analisar as potencialidades de uma metodologia com
atividades exploratdrias e investigativas das transformac6es isométricas para a compreensao
do conceito de congruéncia. Buscou-se abordar as transformacdes em diferentes contextos,
incluindo uma introdugéo dos alunos ao plano cartesiano.

Cabe esclarecer que a abordagem néo pretendeu avangar no estudo das transformacoes
geométricas, apresentando definicbes rigorosas ou demonstracbes das propriedades
envolvidas. Todas as atividades da sequéncia explorada com os alunos foram pensadas como
momentos de uma introducdo a cada uma das transformacdes, de modo que eles pudessem
realizar experimentacgdes e, a partir dai, pensar no conceito de congruéncia.

O planejamento da sequéncia de atividades foi flexivel, considerando que em um
trabalho de natureza exploratoria e investigativa diversas questdes ndo pensadas previamente
surgem a partir do didlogo entre os participantes. Assim, foi preciso pensar em modificar
algumas atividades quando necessario.

Este texto apresenta o desenvolvimento e os resultados da pesquisa.
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No segundo capitulo, sdo apresentados os referenciais tedricos que embasaram 0
estudo e as analises posteriores, 0s critérios que orientaram a construcdo da sequéncia de
atividades e a caracterizacdo do grupo e da metodologia da pesquisa.

No terceiro capitulo sdo apresentadas as definicbes e as principais propriedades das
isometrias no plano, como subsidio para a anélise das atividades implementadas.

No quarto capitulo sdo apresentadas todas as atividades desenvolvidas com os alunos,
suas producdes e as discussdes realizadas em torno dessas producdes.

No quinto capitulo, apresenta-se uma analise das producdes dos alunos e busca-se
compreender de que maneira a abordagem adotada contribuiu para a compreensdo do conceito
de congruéncia, com base no estudo das isometrias.

As consideracdes finais apresentam minhas reflexfes de todo o estudo realizado e o
modo como este trabalho contribuiu para minha préatica enquanto professor.

No apéndice 2, encontra-se o produto técnico deste estudo, composto por uma
sequéncia didatica para o estudo da congruéncia de figuras planas por meio das isometrias.
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2 PLANEJAMENTO DA PESQUISA

Este capitulo apresenta o planejamento da pesquisa e seus pressupostos. Inicialmente,
é apresentado o Modelo de Cooperacdo Investigativa, proposto por Ole Skovsmose, que
inspirou o planejamento das atividades e auxiliou na compreensdo das relacfes dialdgicas
presentes nas aulas em que essas atividades foram desenvolvidas. Também € apresentada a
opcéo pela realizacdo de uma pesquisa-acdo e € descrito o grupo de alunos participante da
pesquisa. A seguir, apresenta-se, a discussdo sobre as apreensdes cognitivas de figuras
geomeétricas, proposta por Raymond Duval (2012), que contribuiu para o planejamento das
atividades e para a analise das solucBes de algumas atividades apresentadas pelos alunos.

Finalmente, é descrita a maneira como as atividades foram planejadas e pensadas.

21  MODELO DE COOPERACAO INVESTIGATIVA E DIALOGO

Skovsmose (2010) descreve situacdes em sala de aula nas quais o professor exerce um
papel de autoridade méaxima e inquestionavel. Os erros e os acertos sdo encarados como sendo
absolutos; ndo ha espaco para questionamentos ou opinides dos alunos. SituacGes dessa
natureza, muito presentes em aulas tradicionais de Matematica, sdo definidas pelo autor como
sendo uma espécie de absolutismo burocratico, “que estabelece em termos absolutos o que é
certo e o que e errado sem explicitar critérios que orientam tais decisdes” (p. 26).
Metodologias como essa sdo fortemente embasadas no paradigma do exercicio. Nessa
concepcao, o ensino da Matematica esta ligado a resolucdo de muitos exercicios, preparados

muitas vezes por alguém que ndo pertence aquela realidade escolar. Para Skovsmose (2010),

esse paradigma tem grande influéncia na Educacdo Matematica no que diz
respeito a organizacdo das aulas, aos padrdes de comunicacdo entre
professores e alunos, bem como ao papel que a Matematica desempenha na
sociedade como um todo, por exemplo, como uma funcdo fiscalizadora
(exercicios matematicos encaixam-se perfeitamente em processos de
selecdo). (Ibid., p. 52)

Ainda de acordo com o autor, “o paradigma do exercicio tem sido desafiado de muitas
maneiras: pela resolucdo de problemas, proposicdo de problemas, abordagens tematicas,
trabalho com projetos, etc.” (Ibid., p. 52).

A unido de questdes abertas ao didlogo com a discusséo de suas solucgdes entre todos
0s envolvidos em um processo de ensino e de aprendizagem € o que Skovsmose (2010)
denomina de Modelo de Cooperacéo Investigativa (Modelo C-I). Esse modelo é constituido

por alguns elementos-chave, destacados a seguir:
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1°) Estabelecer contato, ou seja, “estar presente e prestar atengcdo ao outro € suas
contribuigdes, numa relacdo de respeito mutuo, responsabilidade e confianga” (p. 106);

2°) Perceber, que “significa descobrir alguma coisa da qual nada se sabia ou ndo se
tinha consciéncia antes” (p. 106);

3% Reconhecer, por meio do exame das percepgdes e ideias, uma nova perspectiva e
fazé-la conhecida por todos os envolvidos na investigacéo;

4%) Posicionar-se, que ‘“significa dizer o que se pensa ¢, a0 mesmo tempo, estar
receptivo a critica de suas posigoes e pressupostos” (p. 112);

59 Pensar alto, quando se expressam pensamentos, ideias e sentimentos durante o
processo de investigacao;

6°) Reformular, ou seja, “repetir o que ja foi dito com palavras ligeiramente diferentes
ou com um tom de voz diferente [...] Dessa forma, ganha-se mais precisdo na argumentagdo”
(p. 114, 115);

7°) Desafiar, isto ¢, “tentar levar as coisas para uma outra direcdo ou questionar
conhecimentos ou perspectivas ja estabelecidos” (p. 115).

8°) Avaliar, que “pressupde apoio, critica e feedback construtivos” (p. 117).

Uma das caracteristicas do Modelo C-1 é o abandono do paradigma do exercicio e a
adogdo de cenarios de investigacdo. Essa “troca” acarreta a saida de uma zona de conforto
para a entrada em uma zona de risco, na qual as aulas s&o mais imprevisiveis, porém com

muito mais dialogos. De acordo com Skovsmose (2010),

consideramos que cenarios para investigacdo estimulam a cooperagdo
investigativa e os padrGes de comunicacdo investigativos, que podem ser
entendidos como didlogo. Riscos sdo uma parte intrinseca do dialogo, com
suas consequéncias positivas e negativas (Ibid., p. 130).

Nessa perspectiva, dialogar consiste em considerar 0 que 0 outro pensa e, assim,
construir novos significados para o objeto de estudo. Cenérios para investigacao sdo baseados
em ambientes de dialogo, pois para a realizacdo de uma investigacdo é necessario considerar
trés aspectos fundamentais: exploracdo das perspectivas dos participantes, disposi¢cdo para
abrir mao de uma perspectiva e construcdo de novas perspectivas.

Em ambientes de cooperacdo investigativa, o aluno precisa sentir-se & vontade para
expor suas opinides e estar pronto para ouvir a opinido do outro. Assim, sua participacdo no

processo de investigacdo ndo pode ser imposta. Para Skovsmose (2010),
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os alunos devem ser convidados para um cendrio para investigagdo, a fim de
se tornarem condutores e participantes ativos do processo de investigacao. A
nocgdo de convite é importante. Um convite pode ser aceito ou ndo — ele ndo
é uma ordem. Precisa ser feito em cooperagdo investigativa (Ibid., p. 59).

Com relacdo ao papel do professor em um ambiente de cooperacdo investigativa,

baseada no didlogo, Skovsmose (2010) considera que,

em um didlogo, o professor investigativo demonstra uma atitude de
curiosidade e maravilhamento diante de tudo que acontece em sala, e as
perguntas que ele faz nem sempre tém resposta certa. 1sso ndo quer dizer que
ele ndo conheca algumas respostas muitas vezes. Dessa forma, o ensino e a
aprendizagem dialdgicos podem ser mantidos [...]. (Ibid., p. 139).

Notamos, assim, que o professor, em um ambiente de cooperagdo investigativa,
também precisa estar disposto a ouvir, muito mais do que falar. Novas hipoteses poderdo
surgir nas aulas e o gerenciamento do didlogo torna-se essencial para a construcdo de
conhecimento.

Quanto ao papel do computador em cenérios de investigacdo, Skovsmose (2000)
aponta que o seu uso estabelece formas de reorganizar o pensamento, mas também pode

representar um novo desafio aos professores “tradicionais”:

0s computadores na educa¢do matematica tém ajudado a estabelecer novos
cenarios para investigacdo (embora alguns programas fechados tentem
eliminar incertezas, ajustando as atividades ao paradigma do exercicio). O
computador desafiara a autoridade do professor (tradicional) de matematica.
Alunos trabalhando, com, por exemplo, geometria dindmica facilmente
encontram possiveis situacdes e experiéncias que 0s professores ndo
previram ao planejarem a aula (Ibid., p. 17).

2.2  UMA ABORDAGEM INVESTIGATIVA DAS RELACOES DE CONGRUENCIA

O trabalho investigativo, com atividades nas quais os alunos podem explorar diversas
situacOes, € uma excelente opcdo para o estudo da Geometria, como argumenta Abrantes
(1999):

fazendo apelo a intuigdo e a visualizacéo e recorrendo, com naturalidade, a
manipulacdo de materiais, a geometria torna-se, talvez mais do que qualquer
outro dominio da Matemética, especialmente propicia a um ensino
fortemente baseado na realizagdo de descobertas e na resolucdo de
problemas, desde os niveis escolares mais elementares. Na geometria, ha um
imenso campo para a escolha de tarefas de natureza exploratéria e
investigativa, que podem ser desenvolvidas na sala de aula, sem necessidade
de um grande nimero de pré-requisitos e evitando, sem grande dificuldade,
uma visdo da Matematica centrada na execucdo de algoritmos e em
“receitas” para resolver exercicios-tipo (Ibid., p. 4).



22

Pensando em unir o estudo da Geometria com atividades de natureza investigativa e
exploratdria, surgiu o interesse na abordagem do conceito matematico de congruéncia de
figuras planas, com base nas transformac6es isométricas — reflexdo, translacéo e rotacao.

Como professor, percebo que, quando os alunos manipulam e experimentam 0s
elementos constituintes de um determinado conteldo matematico, a compreensdo de um
conceito relacionado a esse conteldo pode ser maior. Nesse sentido, a opgdo pelo uso das
isometrias deu-se pelo fato de que sdo conceitos dinamicos, que podem ser experimentados,
manipulados e testados. Esperava-se que os alunos observassem que as medidas de um
poligono ndo se alteram quando ele é rotacionado, refletido sobre uma reta, ou transladado.

O estudo foi desenvolvido em uma escola municipal de Parobé' com uma turma de
nono ano do Ensino Fundamental e enfocou a congruéncia entre poligonos, assunto presente
nos planos de estudos do municipio de Parobé para a disciplina de Matematica. Pretendia-se
observar se, apés a realizacdo das atividades investigativas das isometrias, os alunos
mobilizariam essas no¢Ges na analise das congruéncias de poligonos.

Algumas semanas antes da implementacdo da sequéncia, que sera descrita em outro
capitulo, desenvolvi, com os alunos, uma sequéncia de atividades para a compreensdo do
conceito de angulo, todas baseadas em um processo de exploragéo e investigacdo do objeto de
estudo. Como a turma de alunos participou das atividades com muita empolgacdo e
dedicacdo, percebi naquele momento que esses alunos mostraram muito interesse e

receptividade por tal metodologia.

23 A METODOLOGIA E O GRUPO DE PESQUISA

A turma que participou do estudo, do nono ano do Ensino Fundamental, conta com
dezenove alunos, sendo dez meninos e nove meninas. Nenhum desses alunos é repetente do
ano que frequenta e a maior parte deles sempre estudou nessa escola, desde a pré-escola.

A escola esta situada em um bairro cujos moradores, em geral, sdo trabalhadores do
setor calgadista ou comércio. Os pais dos alunos sdo bastante comprometidos com a educacao
de seus filhos e comparecem sempre que necessario a escola.

A maioria dos alunos que concluem o Ensino Fundamental na escola prossegue seus
estudos no Ensino Médio. Alguns desses optam por cursos na area técnica, principalmente

mecanica, eletrbnica, design de mdveis ou magistério. Como a cidade ndo conta com cursos

' A cidade de Parobé pertence & Regido Metropolitana de Porto Alegre e esté a cerca de 70 km da capital. Possui
uma populagdo aproximada de 55000 habitantes. A colonizacdo da cidade é de origem alemd, mas nas décadas
de 70 e 80, em virtude da atividade calgadista, recebeu intensa migragdo de outras cidades galchas e do pais.
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técnicos de nivel médio, esses alunos precisam deslocar-se para cidades vizinhas como
Taquara ou Sapiranga para prosseguirem seus estudos. Outra caracteristica do municipio é
gue ndo conta com escolas privadas. Assim, as escolas publicas atendem alunos de diferentes
faixas de renda familiar.
Assumi a turma, como professor de Matematica, no més de fevereiro do ano de 2015,
e logo percebi que a maioria dos alunos tinha muita curiosidade em descobrir coisas novas e
apresentava muito interesse por aulas que rompem com o paradigma do exercicio. Ao
comentar sobre a proposta desta pesquisa, todos os alunos mostraram-se contentes e
prontamente aceitaram o convite para, juntamente comigo, fazer parte desta “aventura”.
Procurei construir o trabalho em concordancia com esses interesses e, assim, a
metodologia escolhida para a elaboracdo da pesquisa foi a pesquisa qualitativa por meio da
pesquisa-acdo. Engel (2000) afirma que “a pesquisa-a¢do surgiu da necessidade de superar a
lacuna entre a teoria ¢ a pratica” (Ibid, p. 182). Assim, penso que essa metodologia vem ao
encontro de tudo o que estava sendo pensado para a pratica em sala de aula.
Engel (2000) assim define a pesquisa-a¢ao:
a pesquisa-agdo procura unir a pesquisa a agdo ou pratica, isto é, desenvolver
0 conhecimento e a compreensao como parte da pratica. E, portanto, uma

maneira de se fazer pesquisa em situacfes em que também se é uma pessoa
da prética e se deseja melhorar a compreensao desta (Ibid., p.182).

Por essa definicdo, percebe-se que na pesquisa-a¢do nao ha separacao entre o sujeito e
0 objeto de pesquisa; 0 que existe € um constante processo de reflexdo sobre a intervencéo.
Nesse sentido, a pesquisa-acdo também é ciclica, ou seja, “as fases finais sdo usadas para
aprimorar os resultados das fases anteriores” (ENGEL, 2000, p. 185).

Outra caracteristica da pesquisa-acdo, apontada por Engel (2000) é que

no ensino, a pesquisa-acao tem por objeto de pesquisa as a¢cdes humanas em
situacdes que sdo percebidas pelo professor como sendo inaceitaveis sob
certos aspectos, que sdo suscetiveis de mudanca e que, portanto, exigem uma
resposta pratica. J& a situacdo problemética é interpretada a partir do ponto
de vista das pessoas envolvidas, baseando-se, portanto, sobre as
representacbes que os diversos atores (professores, alunos, diretores etc.)
tém da situagdo (Ibid., p. 184).

Os alunos foram, entdo, convidados a participar da pesquisa e a concordancia dos pais
ou responsaveis foi registrada atraves da assinatura de um termo de consentimento cujo
modelo consta do Apéndice 1. Em acordo com esse termo, as identidades dos alunos foram
preservadas, e neste texto eles sdo designados por nomes ficticios.
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Tendo como foco essas caracteristicas da pesquisa-acao, era fundamental a obtencéo
de diversos registros® durante o desenvolvimento da pesquisa, para avaliar a prética e, dessa
maneira, poder refletir sobre ela. Assim, reservei momentos para que, ao final de cada aula,
pudesse registrar minhas impresses acerca das reacdes dos alunos e da maneira como a
atividade havia corrido. Também gravei diversas aulas em video e/ou &udio e forneci aos
alunos atividades nas quais eles pudessem registrar seus pontos de vista acerca dos objetos
estudados e discutidos naquelas atividades.

Embora Engel (2000) aponte que os resultados de uma pesquisa-acao dificilmente
possam ser generalizados para situagdes mais amplas — em virtude da amostra da pesquisa ser
restrita e do pouco ou nenhum controle sobre variaveis independentes — espero, com essa
pesquisa, apontar possibilidades para a construcdo de conceitos geométricos fundamentais na
Educacdo Basica, embasadas em metodologias diferentes daquelas alicer¢adas no paradigma

do exercicio.

2.4 AS APREENSOES COGNITIVAS DE FIGURAS GEOMETRICAS

As compreensdes de como as aprendizagens da Matematica sdo construidas e
constituidas sdo assuntos abordados por pesquisadores da Educacdo, da Psicologia Cognitiva
e areas afins. O filésofo e psicélogo Raymond Duval propde a Teoria das RepresentacGes
Semioticas como um caminho para essas compreensfes. Para ele, a representacdo semidtica

de um objeto matematico estd intimamente ligada a formacéo e a aprendizagem matematica:

a aprendizagem das matematicas constitui, em evidéncia, um campo de
estudos privilegiado para a andlise de atividades cognitivas fundamentais
como a conceitualizagdo, o raciocinio, a resolucdo de problemas e mesmo a
compreensdo de textos. A particularidade da aprendizagem das matematicas
considera que essas atividades cognitivas requerem a utilizacdo de sistemas
de expressdo e representacdo além da lingua natural ou das imagens:
sistemas variados de escrituras para 0os nimeros, notacdes simbolicas para os
objetos, escrituras algébrica e I6gica que contenham o estatuto de linguas
paralelas a linguagem natural para exprimir as relacdes e as operagdes,
figuras geomeétricas, representacdes em perspectiva, graficos cartesianos,
redes, diagramas, esquemas, etc. (DUVAL, 2009, p. 13).

Em Geometria, imagens constituidas por elementos graficos correspondentes a
segmentos e pontos e organizadas segundo determinadas regras, constituem registros de
representacdo semioticas das figuras geométricas. Contudo, para construir um olhar

matematico sobre esses registros, é preciso, segundo Bolda (1997), uma exploracéo visual que

2 Entendem-se aqui por registros as falas e escritas dos alunos obtidas por meio de gravacdes em &udio e video
ou pelas suas respostas as questdes propostas nas atividades.
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ndo se limite a percepc¢do isolada de formas elementares, ¢ preciso “focalizar o olhar sobre
outros dados que ndo sdo impostos imediatamente ao olhar” (Ibid., p. 25).

A visualizacdo das figuras ndo resulta, portanto, de uma apreensdo imediata e
espontanea. Para a autora, visualizar uma figura “se refere a habilidade de representar,
transformar, gerar, comunicar, documentar e refletir sobre informagao visual” (Ibid., p. 5).

Em articulagdo com a Teoria das Representa¢fes Semidticas, Duval (2011) estuda a
analise cognitiva das figuras, que “diz respeito a maneira de ver que elas [requerem] para que
sejamos capazes de utilizd-las na resolugdo de um problema” (lbid., p. 85). O autor ainda

destaca que

as figuras geométricas se distinguem de todas as outras representacdes
visuais pelo fato de que existem sempre varias maneiras de reconhecer as
formas ou as unidades figurais. Em outras palavras, para ver
matematicamente uma figura ou um desenho é preciso mudar o olhar sem
que a representacdo visual no papel ou no monitor seja modificada (lIbid., p.
86).

Para Duval (2012), visualizar uma figura geométrica corresponde a fazer uso das
apreensfes cognitivas. A apreensdo perceptiva € imediata e automética; a figura é
reconhecida de maneira global, “panoramica” (BOLDA, 1997, p. 31). A apreensdo discursiva
ocorre quando as propriedades da figura sdo reconhecidas a partir de elementos que nao estdo
necessariamente indicados na imagem, como em legendas, enunciados de problemas ou
hipoteses de teoremas. A apreensdo sequencial ocorre quando se constr6i uma figura por
meio de uma sequéncia de instrucdes. Para Bolda (1997), “a fungdo da apreensdo sequencial
de uma figura é, portanto, de reproducdo da figura e, neste caso, a apreensdao perceptiva
funciona apenas como um controle, um termémetro, para determinar se a construgéo da figura
¢ coerente” (Ibid., p. 32).

Para haver constru¢cdo de conhecimento matematico, € necessario que ocorra, em
primeiro lugar, a apreensdo que Duval (2012) denomina de operatdria. Para o autor, “a
apreensdo operatoria de figuras é centrada nas modificagcdes possiveis de uma figura inicial e
nas reorganizagdes possiveis destas modifica¢des” (Ibid., p. 8). Ela ocorre quando o aluno
opera mentalmente, modificando uma figura na busca da solu¢do de um problema.

Essas operagdes ocorrem atraves de modificagdes realizadas na figura, que podem ser
mereoldgicas, dpticas ou posicionais. As modificacfes mereoldgicas sdo aquelas em que a
figura € subdividida em figuras menores, que podem ser novamente combinadas em outra
figura. As modificagdes dpticas sdo usadas quando uma figura é aumentada, diminuida ou
deformada ou, ainda, quando é refletida através de um jogo de espelhos ou lentes. Ja as
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modificacdes posicionais ocorrem quando alteramos a posi¢éo ou a orientacdo de uma figura,

através de uma rotac¢do ou uma translacdo. Duval (2011) aponta que

toda utilizacdo heuristica das figuras na resolucdo de problemas, toda
explicacdo de uma propriedade geométrica com a ajuda de figuras ou
mesmo, para algumas, com a manipulagdo de um material, toda articulagéo
do enunciado de propriedades com uma figura para justificar ou demonstrar
uma conjectura dependem inteira e exclusivamente dessas operagdes figurais
(Ibid., p. 90).

Para Duval (2011), todas essas modificacbes podem ser dadas sem se recorrer a
teoremas, defini¢cbes ou técnicas de construcdo; iSso mostra que a apreensdo operatéria €
independente das operac@es discursiva e sequencial. Duval (2012) classifica como problemas
de nivel 1 aqueles para os quais h& congruéncia entre uma apreensao operatoria da figura e
um tratamento matematico possivel. Neste nivel, uma apreensdo discursiva explicita ndo é
necessaria.

Bolda (1997), por outro lado, destaca a proximidade entre a apreensdo operatéria e a
apreensdo perceptiva:

mesmo se esta mobilizacdo ndo se faz nos mesmos niveis de tratamento,
pois, num caso, 0 tratamento é automatico, isto é, imediato na escala do
controle consciente, no outro, o tratamento consiste em operacdes efetuadas
conscientemente, de maneira tateante, tomando um tempo que pode variar
consideravelmente. Contudo, todas as duas mobilizam as mesmas leis e 0s

mesmos parametros de organizacdo de elementos de uma figura que
permitem reconhecer um objeto em 2D ou em 3D (lbid, p. 37).

Neste estudo, recorremos a distincdo entre as apreensdes cognitivas das figuras,
conforme descritas por Duval (2011; 2012), como suportes para a compreensao dos processos
de construcdo de conceitos matematicos por parte dos alunos, em especial do conceito de
congruéncia, considerando que a apreensdo operatoria, aliada a apreensdo perceptiva, €
condigéo para a construgdo de conhecimento matematico.

A importancia que os computadores assumem nos processos citados anteriormente é
destacada por Duval (2011). Segundo o autor, “os computadores ndo constituem um novo
registro de representagao” (Ibid, p. 137) pelo fato de que as representagdes exibidas na tela do
computador sdo as mesmas que aquelas produzidas no papel. Porém, dois aspectos
fundamentais precisam ser considerados.

Primeiramente, os computadores aceleram o tratamento das informacdes. Para Duval
(2011),
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eles exibem no monitor tdo rapidamente quanto a produgdo mental, mas com
uma poténcia de tratamento ilimitada em comparag¢do com as possibilidades
da modalidade gréafico-visual. Obtemos, imediatamente, muito mais que tudo
0 que poderiamos obter a mao livre apos, talvez, vérios dias de escrita e
calculos ou construcdo de figuras (Ibid., p. 137).

Em segundo lugar, as representacfes presentes na tela do computador sé&o
manipulaveis como objetos reais. Duval (2011) aponta que “podemos desloca-las, fazé-las
rodar, ou estendé-las a partir de um ponto. Esse aspecto ‘dindmico’ ¢ apenas uma

consequéncia da poténcia ilimitada do tratamento” (Ibid., p. 137).

2.5  PESQUISAS SOBRE O ENSINO DAS TRANSFORMACOES GEOMETRICAS

Para a realizacdo da pesquisa, foram consultados estudos de autores brasileiros que
contemplam o tema de transformacdes geométricas aplicadas ao ensino na escola bésica.

Rodrigues (2012), em sua dissertacdo de mestrado, desenvolveu atividades sobre
transformacdes geométricas com dois grupos: trinta e seis alunos do sexto ano do Ensino
Fundamental e vinte e nove professoras dos anos iniciais. Com ambos o0s grupos, o objetivo
foi analisar quais as potencialidades do ensino das transformac6es geométricas na Educacgao
Basica. Apds a elaboracdo e desenvolvimento de atividades de reflexdo, translacdo e rotacao,
especificas para cada grupo, a pesquisadora observou que as professoras demonstraram
dificuldades na nomenclatura e na realizacdo dos movimentos, o que a autora atribui “a sua
formagé&o profissional, com pouca énfase em Matematica” (p. 146). Nas atividades propostas
aos alunos, Rodrigues (2012) observou que inicialmente as estranharam e ndo as
consideravam como pertencentes a disciplina de Matematica, mas que essa visdo foi

desaparecendo com o tempo. Para a autora,

o trabalho com transformac6es permitiu que se estabelecesse um outro modo
de pensar Matematica, mais flexivel, mais criativo e, principalmente com
maior autonomia. E isso se refletiu na continuidade do trabalho em
Matematica com outros contetdos no decorrer do ano letivo (Ibid., p. 147).

Mega (2001) estudou as rotagdes com um grupo de alunos do sexto ano do Ensino
Fundamental. O autor destaca a relacdo entre a congruéncia e as transformacfes geométricas,
mas enfoca apenas 0s casos de congruéncia de tridngulos e faz um estudo da presenca do
contetdo de transformagBes geométricas no curriculo escolar em alguns paises, inclusive no
Brasil. Apds o desenvolvimento de uma serie de atividades acerca da rotagdo no plano, Mega
(2001) conclui que o centro de rotacdo é o elemento dessa isometria em relacdo ao qual os
alunos mais apresentam dificuldades. O autor também defende que o ensino das isometrias

deve ser estimulado desde os anos iniciais do Ensino Fundamental, de uma maneira mais
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intuitiva e contextualizada, e que em todos o0s niveis de ensino o aspecto dinamico das
isometrias € um elemento que auxilia na compreensao das relagdes implicitas, em especial da
rotacao.

Refatti (2012) utilizou os softwares GeoGebra e Cabri 3D para a compreensdo do
conceito de transformacgdo geométrica junto a um grupo de alunos de uma turma do curso de
Licenciatura em Matematica. A autora concluiu que muitos alunos tinham pouco
conhecimento do assunto, em virtude de sua formacao escolar, e que o uso dos softwares
contribuiu para a compreensao dos conceitos de transformacfes geomeétricas, pois estes eram
construidos de maneira dindmica.

Algumas atividades desenvolvidas nesta pesquisa foram inspiradas nesses trabalhos.
Contudo, o objetivo principal deste trabalho foi a construcdo do conceito de congruéncia com
base nas isometrias no plano. Assim, além de discutir aspectos particulares de cada uma das
isometrias, pretende-se buscar suas relagdes com a congruéncia de poligonos quaisquer, ndo

somente de triangulos.

26  OPLANEJAMENTO DAS ATIVIDADES

O estudo foi organizado de modo que os alunos explorassem as isometrias planas — em
especial a reflexdo, a translacédo e a rotacdo — antes de se apresentar o conceito de congruéncia
entre poligonos.

Aqui, cabe uma observacdo. Podemos definir a congruéncia entre duas figuras planas
como uma relacdo em que uma delas é imagem da outra por uma isometria; 0 que equivale a
dizer que se pode estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os pontos dessas figuras
que preserva todas as distancias, isto é, de modo que a distancia entre dois pontos quaisquer A
e B de uma delas é igual a distancia entre os pontos correspondentes na outra. Para 0s
poligonos, essa congruéncia pode ser analisada com base em um numero finito de
comparacdes envolvendo as medidas de seus lados e angulos internos: se dois poligonos sdo
convexos e possuem o mesmo numero de lados, tendo os lados e angulos correspondentes
com as mesmas medidas, podemos afirmar, com base nos casos de congruéncia de triangulos,
que eles séo congruentes. Para os casos de poligonos ndo convexos, os critérios sdo analogos.

A definicdo de congruéncia mencionada acima abrange todas as figuras planas,
poligonais ou ndo, entretanto a abordagem usual dos livros didaticos enfatiza os critérios que
permitem verificar a congruéncia entre poligonos examinando lados e angulos. O mesmo

ocorre com o plano de estudos do municipio de Parobé. Este estudo também enfocou os
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poligonos, entretanto, por meio das isometrias, buscou-se enfatizar as relagdes de
congruéncia, e ndo os critérios usados para verifica-la, nesses casos particulares.

Considerando o dinamismo das isometrias, optou-se pelo uso de um software de
geometria dindmica que pode auxiliar muito nesse trabalho. O GeoGebra®, com sua
plataforma bastante intuitiva e com recursos que permitem manipulacdes dos objetos
matematicos, é uma ferramenta que se apresenta como uma possibilidade para
experimentacdes e para testar hipdteses, favorecendo analises das propriedades geométricas
das isometrias.

Outra opcdo para o desenvolvimento das atividades foi a do uso de materiais
manipulativos. Segundo Bonadiman (2007, p. 52), “entende-Se por materiais manipulativos
toda espécie de material que possa ser manipulado com a finalidade de promover
compreensdo ou auxiliar na resolucdo das atividades propostas”. Assim, papéis quadriculados,
geoplanos, espelhos e bandeirinhas feitas com palitos de dente foram usados com o intuito de
contribuir para a compreensao das caracteristicas das isometrias.

Como a abordagem do plano cartesiano esta contemplada nos planos de estudo da
turma na qual a sequéncia foi desenvolvida, também se pensou em considerar esse contexto
para analises de determinadas propriedades das isometrias, em especial da reflexdo e da
translacdo. Pretendia-se, além disso, verificar se a introdugdo das coordenadas cartesianas
poderia facilitar a compreensédo dessas propriedades.

Para abordar a reflexdo, primeira das isometrias desenvolvidas nas atividades, o uso
dos espelhos foi considerado como um material manipulativo muito util, visto que ele
permite, através da imagem refletida de um objeto, ativar a apreensdo perceptiva. Assim, as
primeiras caracteristicas dessa isometria podem ser percebidas. Em uma segunda etapa, 0s
alunos exploraram a reflex@o no GeoGebra.

A ideia inicial para a abordagem da translagdo seria a utilizacdo de poligonos em
papel, que sofreriam deslocamentos sobre um plano. Mas ndo é tdo simples efetuar esses
deslocamentos garantindo que as figuras ndo sofram também uma rotacdo, 0 que
descaracterizaria essa transformacdo. Desse modo, a op¢do foi de estudar a translacéo tendo o
plano cartesiano como um auxilio. Cada vértice de um poligono foi descrito por um par de
coordenadas cartesianas e através de operacdes de adi¢cdo ou subtracdo de uma quantidade

fixa, realizadas para cada abscissa e/ou ordenada, a translacdo pbde ser visualizada por meio

O GeoGebra é um software livre que permite construces geométricas apuradas e, consequentemente, é uma
ferramenta poderosa no estudo da Geometria. Pode ser obtido gratuitamente no  site:
https://www.GeoGebra.org/download.
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de sua decomposicdo ou, ao contrério, como composi¢do de uma translacdo vertical e uma
horizontal.

Na abordagem da isometria denominada rotacéo, o uso de materiais manipulativos foi
pensado por acreditar que essa transformacdo poderia gerar muitas duvidas, em virtude do
maior nimero de elementos a serem analisados, como centro, amplitude e sentido da rotacéo.
Assim, confeccionei bandeirinhas — com auxilio de palitos de dente e cartolina — similares as
presentes em desenho nas atividades em papel. Esses objetos deveriam ser girados de acordo
com certas amplitudes e diferentes centros e sentidos de rotacdo. Objetivou-se, desse modo,
que os alunos considerassem todos esses elementos da rotagdo como sendo essenciais para
uma boa definicdo dessa isometria.

O desenvolvimento da sequéncia de atividades foi pensado de modo a incentivar cada
aluno a expressar 0 que compreendeu acerca dos objetos estudados, sem preocupacdo com 0
fato de estar sendo avaliado. Dessa maneira, cada atividade foi planejada com a intengédo de
ser um meio através do qual o aluno pudesse registrar 0 que 0 que percebeu naquele
momento, e escrever com suas palavras as conclusdes as quais chegou e expressar-se
oralmente sempre que se sentisse a vontade. Para isso, as questdes propostas aos alunos nédo
continham “respostas corretas e inquestionaveis”; o importante era analisar o que os alunos
responderam e, com base nessas respostas, refletir sobre sua compreensédo acerca do assunto
tratado. Também se buscou a superacdo do absolutismo burocratico e, consequentemente, do
paradigma do exercicio, ao propor questdes cujas respostas sao “abertas” a expressdo de cada
aluno e que podem ser discutidas entre eles. Assim, buscou-se que a solucdo de cada questdo
fosse resultado de um processo de cooperacao e discussao de aluno com aluno e de aluno com
o0 professor.

O desenvolvimento das atividades da sequéncia ocorreu em dois locais diferentes: na
sala de aula e no Laboratdrio de Informética da escola. Em ambos, os alunos realizaram as
atividades organizados em duplas ou trios. O objetivo disso foi que em todos os momentos
eles pudessem discutir suas ideias com seus colegas. A preocupacdo foi, desde a primeira
atividade, “dar voz” a cada aluno, deixando-0s & vontade para exporem suas diferentes
opiniBes e estabelecerem o didlogo. Assim, buscou-se contemplar dois aspectos do didlogo: a
realizacdo de uma investigacdo, na qual “os participantes desejam descobrir algo — eles
querem obter conhecimentos e novas experiéncias” (SKOVSMOSE, 2010, p. 123) e a
promocéao da igualdade que “inclui lidar com a diversidade e as diferengas” (Ibid., p. 131).

Muitas atividades foram entregues para os alunos na forma de um roteiro, incluindo

instrucdes para a realizacdo das atividades e questfes a serem respondidas. Esse roteiro era
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previamente organizado pelo professor, mas sempre houve espago para novas questdes serem
propostas e para a criatividade de cada um ao buscar as solugdes para as questdes ja
formuladas. Skovsmose (2010) destaca que “participar de um dialogo ¢ também uma forma
de acdo e producdo de significado mediante o uso da linguagem. Dialogar significa agir em
cooperacdo” (Ibid., p. 133). Assim, a preocupacdo no planejamento dessas atividades foi que
as respostas dos alunos as questdes entregues, em sua maioria expressas na lingua natural,

pudessem ser fruto de muitas discussdes e trocas de ideias entre 0s grupos.



32

3 TRANSFORMACOES GEOMETRICAS NO PLANO: AS ISOMETRIAS

Neste capitulo, sdo abordadas, do ponto de vista matematico, as conexdes entre as
transformacfes geométricas isométricas, que conservam as distancias, e o conceito de
congruéncia de figuras planas.

A proposta deste capitulo ndo é a de apresentar uma abordagem a ser adotada com 0s
estudantes da Educagdo Bésica. A leitura das definigBes e das demonstracdes pressupde uma
formacdo matematica mais avancada, incluindo a familiaridade com algumas nogdes,
linguagens e argumentagdes.

Inicialmente, sdo apresentadas definicdes formais das isometrias planas que foram
desenvolvidas com os alunos: reflexdo, translacdo, rotacdo. A seguir, sdo discutidos 0s
resultados das composigdes entre essas isometrias. Os resultados mais importantes do capitulo
sdo o Teorema de Classificacdo das Isometrias Planas e seu corolario. O Teorema mostra que
a congruéncia entre duas figuras planas pode ser descrita através de, no maximo, trés
reflexdes. Isto é, se duas figuras planas sdo congruentes, uma delas € a imagem da outra
segundo uma composi¢do de uma, duas ou trés reflexdes. O corolério € uma consequéncia do
Teorema e dos resultados conhecidos sobre as composic¢des de isometrias: a congruéncia entre
duas figuras planas sempre pode ser descrita através de uma reflexdo, uma translacdo, uma
rotacdo ou uma reflexdo deslizante (reflexdo seguida de translacao).

O leitor que j& conhece esses resultados pode dispensar a leitura do capitulo; aquele
que preferir, poderad consulta-lo a qualquer tempo, sem necessariamente seguir a ordem de
apresentacdo deste texto, uma vez que a investigacao realizada com os alunos, relatada no
préximo capitulo, segue outra légica.

Consideramos, de qualquer modo, que a compreensao desses resultados é importante
para o professor pesquisador que desejar estudar o tema. Eles também mostram a relevancia
do estudo da reflexdo, translacdo e rotacdo, uma vez que todas as relacdes de congruéncia
podem ser descritas por meio dessas isometrias ou de composicdes entre elas.

As definicdes apresentadas no texto foram extraidas de Rezende e Queiroz (2008),
Tinoco (2012), Wagner (1993) e Mello e Watanabe (2011).

31 TRANSFORMACOES NO PLANO

Definicdo 1. Uma transformacdo no plano é uma func¢éo bijetora do conjunto dos pontos do

plano sobre si mesmo. Se F é uma figura contida no plano, a imagem de ‘F pela
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transformacéo T é definida como T(‘F) = {T(P), P € F}. (REZENDE; QUEIROZ, 2008, p.
215).
Para Tinoco (2012),

uma transformacdo geométrica é uma funcdo que faz corresponder a cada
ponto do plano, um novo ponto do plano; normalmente exige-se que essa
funcdo seja bijetiva (cada ponto do plano é a imagem de um e um s6 ponto
do plano), e que preserve as figuras geométricas: por exemplo a imagem de
um tridngulo seja ainda um tridngulo, e a imagem de uma reta seja uma reta
(Ibid., p. 30).

A pesquisa desenvolvida com os alunos tratou das isometrias, isto é, das

transformacdes que preservam distancias, pois por meio delas buscou-se construir o conceito

de congruéncia entre poligonos.

3.2 ISOMETRIAS E CONGRUENCIA

A definicdo a seguir esta de acordo com Rezende e Queiroz (2008).

Definicdo 2. Isometrias, ou movimentos rigidos, sdo transformacGes geométricas que
preservam distancias.

Seja T uma transformacdo geométrica no plano. T € uma isometria se e somente se,
para qualquer par de pontos A e B do plano, sendo T(A) =4’e T(B) =B’, temos AB=A4'B".

Tinoco (2012) aborda o conceito de congruéncia a partir das isometrias, que é 0
objetivo principal deste trabalho.

Definicdo 3. As figuras F; e F, dizem-se isométricas ou congruentes, se e SO se existir uma
isometria ¢ que transforme F; em F;, ou seja,
Fo = o [F4].

Deste modo, se for aplicada uma transformacdo geométrica a uma figura F;, e se a
figura resultante F, for congruente com F1, entdo a transformacgdo geométrica é uma isometria.
Reciprocamente, o resultado da aplicacdo de uma isometria € uma figura congruente com a
original.

Rezende e Queiroz (2008) também abordam o conceito de congruéncia com base nas
isometrias.

Definicdo 4. Duas figuras e G no plano sdo congruentes se existe uma isometria tal que G
é imagem de ‘F por essa isometria.

Definicdo 5. Chamamos de isometria identidade e denotamos por ¢,, aquela que associa cada

ponto A do plano ao proprio ponto A, ou seja,
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o [A]=A.
Na sequéncia de atividades proposta neste trabalho, optou-se por abordar com os
alunos as isometrias reflexdo, translagéo e rotagéo.
Vejamos as definicbes de cada uma dessas isometrias e, a seguir, alguns teoremas
acerca de composicdes de isometrias, concluindo com o Teorema da Classificacdo das

Isometrias Planas, fundamental na compreensao das transformacdes isométricas.
3.2.1 Reflexdo em torno de uma reta

Definicdo 6. Dada uma reta r, uma reflexdo em torno de r é a transformacéo que associa a
cada ponto P do plano um ponto P’, de modo que a reta r, chamada de eixo de reflexdo, seja
mediatriz do segmento PP".

Figura 1 — Reflex@o do ponto P em torno da reta r.
Fonte: construcéo realizada pelo autor.

A figura 1 ilustra a reflexdo de um ponto P em torno de uma reta r: temos que
PO=P’QePP’Lr.
Denotaremos por @, (P) a reflexdo do ponto P em torno da retar.

Rezende e Queiroz (2008, p. 218) apresentam algumas propriedades da reflexdo em
torno de uma reta r.

Teorema 1. Dados uma reta r e um ponto P do plano, para a reflexdo em torno da reta r,
denotada por @, valem as propriedades:
a) ®(P) =P se e somente se P é ponto de r.
b) Ses € uma reta perpendicular a r, entdo @, (s) =s.
c) @ (d,(P)) =P, paratodo ponto P do plano.
Segue breve demonstracdo de cada um dos itens.
a) ®(P) =P se e somente se P é ponto de r.
Se P é um ponto de r, entdo a distancia de P a r é nula. Sendo assim, a distancia de sua

imagem P’ a r também é nula. Chamando de Q o ponto de interseccdo do segmento PP’ com
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a reta r, temos que os pontos P, P’ e Q sdo colineares. Mas como as distancias de P e P’ a reta
r séo nulas, entdo P = P’ = Q.
Por outro lado, suponhamos que @, (P) = P. Entdo, a distancia de ®(P) =P a P é
nula e, portanto, a intersecgio do segmento PP’ com a reta r é o proprio ponto P. Entdo, P
pertence aretar.
b) Se s é uma reta perpendicular a r, entdo @ (s) =s.
Se s é uma reta perpendicular a reta r, entdo a imagem 4’ da reflexdo, em torno de r,
de qualquer ponto A pertencente a s, estara sobre s, visto que r é mediatriz do segmento A4’ e
dado que por um ponto qualquer passa uma Unica perpendicular a uma reta dada.
c) O (D, (P)) =P, paratodo ponto P do plano.
Seja P’ a imagem da reflexdo do ponto P em torno de r. Temos assim que r é
mediatriz do segmento PP’. Além disso, d(P,r) = d(P’,») = k. Seja P” a imagem da reflexdo
do ponto P’ sobre r. Assim, r também é mediatriz de P’P” e d(P’,#)=d(P”,r)=k. Dessa

maneira, temos que P "=P.

3.2.2 Translagdo por um vetor

Antes de discutirmos esta isometria, vamos apresentar uma defini¢do de vetor que esta
de acordo com Mello e Watanabe (2011).
Definicdo 7. Dado o segmento orientado AB, chama-se vetor AB, e escreve-se 4B, ao
conjunto de todos os segmentos orientados equipolentes a AB, isto é, 0s segmentos que tém o
mesmo comprimento, direcdo e sentido que AB. Cada um dos segmentos orientados
equipolentes a AB sera um representante de AB.

A definicéo a seguir esta de acordo com Tinoco (2012).
Definicdo 8. Dado um vetor 4B, a translacdo associada ao vetor AB é a transformacéo que
associa a qualquer ponto P do plano um ponto P’ tal que AB=PP’ e 0s segmentos AB e PP’
sdo paralelos.

Se o ponto P ndo for colinear com os pontos A e B, entdo os pontos A, B, P e P’
formam um paralelogramo, como ilustrado na figura 2.

Denotaremos a translacdo de um ponto P, associada ao vetor v, por 9, (P).
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Figura 2 — Translacéo do ponto C determinada pelo vetor 4B.
Fonte: construcéo realizada pelo autor.

3.2.3 Rotacao

Para definir rotacdo, vamos necessitar das nogdes de angulo e de angulo orientado.
De acordo com Rezende e Queiroz (2008),
um angulo ¢é a unido de duas semirretas que tém a mesma origem, mas nao
estdo contidas numa mesma reta. Se um angulo é formado pelas semirretas

AB e AC entéo essas semirretas sdo chamadas lados do angulo, e o ponto A
é chamado vértice do angulo (Ibid., p. 21)

Ainda segundo os mesmos autores, um angulo orientado ¢é aquele “no qual estdo bem
determinados seu lado inicial, que é chamado origem do éangulo, e seu lado final, a
extremidade” (Ibid., p. 225).

Na figura 3, temos o angulo MON, no qual foi escolhida a semirreta oM para seu lado
inicial, e a semirreta ON, para o lado final. Desse modo, o angulo esta orientado de oM para

ON e 0 denotamos por MON.

o
M

Figura 3 — Angulo orientado MON.
Fonte: construcéo realizada pelo autor.
Defini¢do 9. Dados um ponto O e um angulo @ do mesmo plano, a rotacdo de centro O e
angulo @ é a transformagdo geométrica que associa a cada ponto P do plano, distinto de O, o
ponto P’ de modo que o angulo orientado POP’ seja congruente a € e as medidas dos

segmentos OP e OP’ sejam congruentes.
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Denotaremos a rotacao de centro O e amplitude & do ponto P por Ap »(P).

Figura 4 — Rotagdo de centro O e amplitude & que transforma X em X'
Fonte: construcéo realizada pelo autor.

3.3  COMPOSICOES DE ISOMETRIAS*

A composicdo de isometrias acontece quando a aplicacdo de uma isometria é seguida
da aplicacdo de outra isometria aplicada nas figuras resultante da primeira. O teorema a
seguir, que se encontra em Tinoco (2012), garante que a composicao de isometrias também é
uma isometria.
Teorema 2. O resultado obtido quando se compdem isometrias € uma isometria.
Demonstracéo: Sejam Q; e Q, duas isometrias. Apliquemos a isometria €2; aos pontos A e B
do plano. Se 4’ e B’ séo imagens, respectivamente de A e B pela isometria Q;, entdo, pela
definicdo de isometria, temos que d(A,B) = d(4’,B’) = k. Agora, apliqguemos a isometria 2,
aos pontos 4’ e B'. Se A’ e B’’ séo as imagens, respectivamente de 4’ e B’ pela isometria Qg,
entdo d(4’,B’) =d(4’’,B"’) = k. Sendo assim, a composicdo das isometrias ; e Q,, denotada
por QQ;, € uma isometria, pois preserva as distancias entre quaisquer dois pontos do plano.

Passemos agora a analisar algumas composic¢des de isometrias.

3.3.1 Composicao de translagdes

Conforme ja exposto neste capitulo, a translacdo caracteriza-se por um vetor que a
define. Sendo assim, quando se compdem duas ou mais transla¢Ges, basta encontrar o vetor
translagéo da composicao para defini-la.

Consideremos 9, (A) a translacdo de um ponto A qualquer do plano pelo vetor v e

S (4°), atranslagdo de um ponto qualquer 4" do plano pelo vetor u. Assim, temos que:

* Neste trabalho, usaremos a notagdo de composicdo de isometrias apresentada por Wagner (1993). Nesta
notacdo, temos que (fog)(x) = f(g(x)).
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S (A)=A+V
Hd)=4"+u
A isometria composta, (% %) (A) é dada por:
(S Q)A) = & (K(A) =K (A+u)=(A+u)+V
Considerando que (A + ) + v =A+ (i + ¥), temos que:
(o R)A) =A+ (Ui +7)

Esse resultado nos mostra que a composicdo de duas translacBes é também uma
translacdo, cujo vetor € a soma dos vetores das translacfes que a compdem.

O mesmo raciocinio pode ser expandido para n translac@es, cada uma definida por um
vetor.

Na figura 5 temos o tridangulo ABC que € transformado no tridngulo 4’B’C’ por uma
translacdo de vetor v;. A seguir, o triangulo 4’B’C" é transformado no triangulo 4 "B ”C"”" por
uma translacdo de vetor v,. Notemos que o vetor v;, que transforma o triangulo ABC no

triangulo 4 ”B”’C”, é a soma dos vetores v; e v,.

Figura 5 — Composi¢do de duas translacGes.
Fonte: construgdo realizada pelo autor.

Vamos analisar a composicdo de translacdes no caso em que v, = —v,.
Sejam % (A)=A+v,e L (A)=A"+7,,sendo v, = —v,. Assim,
(S0 H)(A) = % (H(A) = R (A+V)=(A+V) +V, = A+ (), +V,).
Como v, = —v;, a Ultima igualdade fica escrita da seguinte maneira:
(RoH)A)=A+(,—V)=A+0=A.
Isso nos mostra que a composicdo de duas translagbes &% e &, determinadas,

respectivamente, pelos vetores v, e v,, No caso em que v, = —v,, € a identidade.

3.3.2 Composicao de duas reflexdes em torno de retas concorrentes

Teorema 3. Seja (@5 o D) (A) a isometria composta por duas reflexdes sucessivas @, e ds do

ponto A, em torno de retas concorrentes r e s, respectivamente. A isometria resultante é uma
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rotacdo, com centro no ponto de interseccdo das duas retas e de amplitude igual ao dobro do

menor angulo entre elas.

Demonstracéo: Sejam r e s duas retas que se interceptam no ponto O e que formam um
angulo «.

1° caso: Seja A um ponto qualquer do plano que ndo pertence a r nem a s, 4’ sua imagem
refletida em torno da reta r e 4” a imagem do ponto A’ refletido em torno da reta s. Seja P o
ponto de intersec¢do do segmento de reta A4’ com a reta r e P’ 0 ponto de interseccdo do
segmento 4°4” com a reta s. Por definicdo, AP=4’P. Como uma isometria preserva
distancias, temos que OA=04". Sendo assim, o tridngulo 404’ é is6sceles e a reta r, que é
mediatriz do segmento A4’ também é bissetriz do angulo 404°. Logo, AOP=A4’OP=6.
Usando raciocinio analogo, 4 P’=4""P’ e A’OP’=A4"0OP '=f. A figura 6 ilustra esta situago.

Figura 6 — Composicéo de duas reflexdes do ponto A em torno das retas r e s.
Fonte: construcéo realizada pelo autor.

Portanto, o angulo orientado POP’ de amplitude « = 6 + S, transforma a reta r na reta
s por meio da rotagdo Ao .. Além disso, (@so®d,)(A) = D[P (A)] =4".

Temos ainda que 404~ = AOA’+4’0OA” = 2.POP’ =2a e OA” = O4 = OA.
2° caso: Se Aer, teremos que A4’er. A reflexdo em torno de s transformard 4’ em A”’, de
modo que 4°0=A4"0. O angulo orientado 4’04 " tera amplitude 2¢, pois « é a medida do
menor angulo entre r e s.
3° caso: Se Aes, entdo o angulo orientado 404’ tera amplitude -2¢. Ja o angulo orientado
A°0A” tera amplitude 4. Dessa maneira, o angulo orientado 404 tera amplitude 2.

Sendo assim, podemos concluir que (®so ®;)(A) = Ao 24 (A).
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3.3.3 Composicao de duas reflexdes em torno de retas paralelas

Teorema 4: Seja (®so®d;)(A) a isometria composta por duas reflexdes sucessivas @, e d do
ponto A, em torno, respectivamente, da reta r e da reta s, sendo r e s paralelas. A isometria
resultante é uma translacdo por um vetor perpendicular as retas e de comprimento igual ao

dobro da distancia entre elas.

Demonstracéo. Sejam r e s duas retas paralelas, 4’ a imagem de um ponto qualquer A
refletido em torno da reta r, por ®, e 4” a imagem do ponto 4’ refletido em torno da reta s,
por @s. Temos que A” = @y(4 ) = O (Pr(A)) = (P D,)(A).

Chamemos de P o ponto de interseccdo do segmento 44° com a reta r e de P’ 0 ponto

de interseccdo do segmento 4’4~ com a reta s. Por definicio, AP=4'P e A’P’=4"P’. Além
disso, A4 é perpendicular a r e 4°’A” é perpendicular a s. Assim, A, 4’ e A” sdo colineares.
Consideremos o vetor ¥ = 2PP". Entéo, 0 vetor 7 é perpendicular as retas r e s, pois 0s pontos
P e P’ pertencem ao segmento de reta A4~ que é perpendicular as retas r e s. Ainda, v =
2PP’ = AA”, como veremos a seguir.

1° caso: O ponto A ndo pertence a r nem a s. As figuras 7 e 8 ilustram duas situagdes

possiveis: 4’ estaentre Pe P’; Aestdentre Pe P’

Figura 7 — Composicéo de duas reflexes em torno de retas paralelas: situacéo 1.
Fonte: construcdo realizada pelo autor.

Figura 8 — Composicdo de duas reflexdes em torno de retas paralelas: situacao 2.
Fonte: construcdo realizada pelo autor.
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Em ambas as situaces, temos que PP’ = P4’ + A'P’, e, também, que 4P = P4’ e

A’P’=P’A’’. Portanto:

V=2PP' =PA+PA+AP + AP =AP+ PA'+ AP +P A" =A44"
2° caso: A e r. Nesse caso, 4° = @, (A) = A=P. Temos queZF =9, pois d(4,P’) =d(P’A”)
=d(P,P’).
3° caso: Ae s. Nesse caso, A4 = —ve A'A” = 2. Assim, 44" = 7.

Logo, $(A)=A+V=A+A44"=4".
3.3.4 Composicao de duas rota¢des com 0 mesmo centro

Consideremos duas rotagdes sucessivas (no mesmo sentido) com centro comum O e
com amplitudes iguais a « e S, respectivamente. Estas duas rotagdes sdo equivalentes a uma
unica rotagdo com centro O e angulo « + £. Esse resultado é imediato, pois dado um ponto A
do plano, a rotagdo Ao, (A) 0 associara ao ponto A4’ e, assim, teremos que O4=0A4". Da
mesma maneira, a rotagdo Ao (A’) associara o ponto 4’ ao ponto 4”, de modo que
0A’=04". Assim, O4 =0A " e 0 angulo 404 ¢ orientado, com amplitude « + £ (Figura 9).

Raciocinio analogo se usa no caso em que os angulos « e £ tém orientacdes opostas.

-
-

~
\

B _
7 -
@a,,’
(0]

Figura 9 — Composicdo de duas rotagdes de mesmo centro.
Fonte: construcdo realizada pelo autor.

3.3.5 Composicao de duas rotacdes com centros diferentes

Conforme j& visto anteriormente, a composicdo de duas reflexdes sobre retas
concorrentes no ponto O pode ser substituida por uma rotacdo de centro O e amplitude igual
ao dobro do angulo formado entre as retas. Reciprocamente, uma rotacdo de centro O e

amplitude « pode ser substituida por uma composi¢cdo de duas reflexbes em retas

concorrentes em O, de modo que o &ngulo formado entre essas retas seja %’
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Consideremos duas rotagdes: 4o, de centro O e amplitude a e Ao 4, de centro O’ e
amplitude f. Podemos substituir Ao, por uma composicdo de duas reflexdes de retas
concorrentes, r e s, em O e amplitude do angulo entre as retas igual a metade de «. Entdo
Ao ¢ = DoD.

Vamos acrescentar também a condicao de que a reta s passe pelo ponto O’. Da mesma
maneira, vamos substituir A s pela composta de duas reflexdes de retas concorrentes em O’ e
com amplitude do angulo entre elas igual & metade de S. Como ha uma infinidade de retas
nessas condi¢cdes, vamos impor que uma delas seja a reta s, anteriormente usada na
substituicéo de 4o, € que passa por O’. A outra reta, chamaremos de t. Logo, Ao 3 = ®ods.
Na figura 10, temos a ilustracdo dessa situacdo. Nela o ponto A é transformado no ponto 4’
por uma rotagdo de centro O e amplitude «. J& o ponto 4’ é transformado no ponto 4~ por

uma rotagéo de centro O’ e amplitude £.

Figura 10 — Composicédo de duas rotacdes com centros e amplitudes diferentes.
Fonte: construcdo realizada pelo autor.

Assim, Ao poAo o= (DroDs) o(DsoDy) €, pela associatividade da composicao, temos
Ao p 0do,q = Do (D oDs) odr. Como Ds oD = o (isto €, uma reflexdo composta com ela
propria € a isometria identidade), conclui-se que 4o’ go 4o, o= Do Dy.

Essa ultima igualdade nos mostra que a composi¢do de duas rotagdes com centros
diferentes é igual & composicao de duas reflexdes.

Como conhecemos o resultado da composicdo de duas reflexdes, podemos concluir

que a composicdo de duas rotacdes de centros diferentes pode ser uma rotacdo ou uma
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translacdo. No caso em que r e t sdo concorrentes, a composta de duas rotacGes sera uma
rotacdo com centro na intersec¢do dessas retas e amplitude igual ao dobro do &ngulo formado
entre elas. No caso em que r e t sdo paralelas, temos que a composicao das duas rotacdes €
uma translacdo por um vetor de comprimento igual ao dobro da distancia entre as retas.
Passemos agora para a demonstracdo de um teorema muito importante para a

compreensdo das isometrias.

34 TEOREMA DA CLASSIFICACAO DAS ISOMETRIAS PLANAS
Teorema 5: Toda isometria plana é a composi¢do de no maximo trés reflexdes.

Demonstracéo. Uma isometria fica completamente determinada por trés pontos ndo colineares
e suas respectivas imagens. Seja I uma isometria plana e sejam ABC um tridangulo e 4°’B’C’ 0
triangulo obtido por I

VVamos analisar 0s seguintes casos:
Caso 1: A=A’, B=B’ e C=C’. Logo I'=¢q,, isto €, a isometria identidade, que pode ser
interpretada como sendo a composicao de duas reflexdes em torno da mesma reta.
Caso 2: A=A’, B=B’ e C#C’. Nessa situacdo, temos que: d(A,C)=d(4’,C")=d(4,C’) e
d(B,C)=d(B’,C’)=d(B,C"). Notemos que a intersec¢do da circunferéncia de centro A e raio AC
com a circunferéncia de centro B e raio BC sdo os pontos C e C’. Desse modo, os pontos C e
C’ so equidistantes de A e B e, portanto, 0 segmento AB é perpendicular ao segmento CC’.
Seja r a reta que contém o segmento AB. Logo, r L CC’. A Figura 11 ilustra essa situago.

Assim, teremos que:
D(A)=4"=A O(B) =B’ =Be ®(C)=C".

Portanto, I' = @,, onde r é a reta que contém o segmento AB.

Figura 11 — Caso 2: A=A', B=B' e C+C".
Fonte: construcdo realizada pelo autor.
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Caso3: A=A4",B=B’eC=C". Pelo caso de congruéncia LLL, temos que o triangulo ABC ¢

congruente ao triangulo 4°B’C” (figura 12).

ok

Figura 12 — Triangulo ABC congruente ao triangulo A'B'C'.
Fonte: construgdo realizada pelo autor.

Seja r a reta perpendicular ao segmento BB’ passando pelo ponto A (figura 13).
Entéo:
D (A) =A; D(B) =B’ e d(C)=D

Consideremos agora a reta s que contém o segmento AB’. Como AD=AC=AC’ e

DB’=BC=C’B’, temos que 0 segmento AB’ é perpendicular ao segmento DC’ e,
consequentemente a reta s é perpendicular ao segmento DC". Dai,
Dy(A) = A; Oy(B") =B’ e dy(D) = C".
Logo,
(Pe®r)(A) = Dy(Dr(A)) = Ds(A) = A
(D ®r)(B) = Oy(Pr(B)) = Ds(B”) = B’
(P ®r)(C) = Ds(@(C)) = Dy(D) = C".

Figura 13 — Caso 3: A=A", B#B', C=C".
Fonte: construcdo realizada pelo autor.
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Portanto, I' = @ ®,.
Caso 4: A#4’, BB’ e C=C’. Seja r a reta mediatriz do segmento 44 . Logo,
®(A)=A"; ®(B)=D e ®(C) =Q.
Dai, voltamos ao caso anterior, ou seja, tomemos s como a reta que é perpendicular ao
segmento DB’ passando pelo ponto 4. Entéo:
Ds(A) =A’; (D) =B’ e ®5(Q) =R. L
Consideremos agora a reta t que contém o segmento 4’B’, que por sua vez é
perpendicular ao segmento RC’, uma vez que R e C’ sdo equidistantes de A’ e B’. Assim,
O(A)=A" O(B)=B"e P(R)=C"
Portanto,
(DD dr)(A) = OYDs(Dr(A))) = DP(Ds(47)) = D(d) = 4"
(DD ®r)(B) = D(Ds(Dr(B))) = D(Ds(D)) = D(B) =B’
(DD ®r)(C) = D(Ds(Dr(C))) = D(D5(Q)) = P(R) = C~
A figura 14 ilustra esse caso.

Figura 14 — Caso 4: A#A4’, B#B’, C=C".
Fonte: construgdo realizada pelo autor.
Dessa maneira, temos I' = QP D,

Concluimos que qualquer isometria no plano é a composi¢do de, no méximo, trés
reflexdes.

Antes de enunciar um corolario importante desse teorema, definiremos a isometria
denominada reflex@o deslizante.
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Definicdo 10. A reflexdo deslizante é a isometria composta de uma reflexdo seguida de uma
translacdo ou vice-versa. Nessa isometria, 0 eixo de reflexdo e o vetor da translacdo sdo
paralelos.

Na figura 15, temos o triangulo ABC que sofre uma reflexdo deslizante. O eixo de

reflexdo é a reta r e 0 vetor da translacéo esta indicado pelo segmento MN.

Figura 15 — Reflexao deslizante que transforma o triangulo ABC no triangulo 4”B”’C”.
Fonte: construcéo realizada pelo autor.

Vemos, nessa figura, que o triangulo ABC é transformado no triangulo 4’B’C’ por

uma reflexdo em torno da reta r. A seguir é aplicada uma translacdo pelo vetor MN nesse

ultimo tridngulo, transformando-o no tridngulo 4 ”B’C”.

Corolario 1 (corolario do Teorema de Classificacdo das Isometrias Planas): As isometrias
planas séo a identidade, as reflexdes, as translacdes, as rotacoes e as reflexdes deslizantes.
Conforme o Teorema de Classificacdo das Isometrias Planas, ja demonstrado, se dois
triangulos forem congruentes, entdo existe e & Unica a isometria I', que transforma um
tridangulo no outro, podendo I" ser expressa pela composicdo de no maximo trés reflexdes, isto

é, F = q)to((Dso@r).

e Uma reflexdo: I' = @, sendo @, e s iguais a identidade. Trata-se entdo de uma
reflexao.

e Duas reflexdes: I' = ®iods, sendo @, igual a identidade. Se r e s sdo concorrentes, I'
sera uma rotacdo, conforme demonstrado no teorema 2. Se r e s sdo paralelas, I" sera uma
translacéo, de acordo com o teorema 3.

o Trés reflexdes: I' = O (Deoedy). Se r, s e t sdo paralelas (figura 16) ou concorrentes em

um anico ponto (figura 17), entdo I' é uma reflexdo. Se r, s e t ndo sdo paralelas, nem
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concorrentes (figura 18), entdo I" é uma reflexdo deslizante, conforme demonstrado em
Tinoco (2012, p. 41-44).

r K] t

Figura 16 — Isometria I" que transforma o tridngulo ABC no tridngulo 4 'B’C’ por meio
de trés reflexGes em retas paralelas.
Fonte: construcdo realizada pelo autor.

Figura 17 — Isometria I que transforma o tridngulo ABC no tridngulo 4 ’B’C’
por meio de trés reflexdes em retas concorrentes em um Gnico ponto.
Fonte: construgdo realizada pelo autor.

\/ ;

Figura 18 — Isometria I" que transforma o tridngulo ABC no tridngulo 4’B’C’ por meio de
trés reflexdes em retas nem paralelas nem concorrentes em um Unico ponto.
Fonte: construcéo realizada pelo autor.
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35 ORIENTACAO DOS ANGULOS NAS ISOMETRIAS

As isometrias definidas e caracterizadas anteriormente apresentam propriedades que as
diferenciam. Uma delas € a orientagdo dos angulos.

A reflexd@o e a reflexdo deslizante sdo isometrias que trocam a orientacdo dos angulos.
A figura 19 mostra a reflex@o do triangulo ABC em torno da reta r. A imagem desse triangulo,

por meio dessa isometria, € o triangulo 4°B°C".

Figura 19 — Orientacdo dos angulos em uma reflexao.
Fonte: construcéo realizada pelo autor.

Notemos, por exemplo, que o &ngulo CAB é orientado no sentido anti-horario. Ja o
angulo C’4 B’ é orientado no sentido horario.

As rotacbes e as translacbes mantém a orientacdo dos angulos. A figura 20
exemplifica esse fato através da rotacdo do triangulo ABC, em torno do ponto O. Os angulos
do tridangulo 4’B’C’, imagem de ABC pela rotacdo, conservam a mesma orientacdo dos
angulos do triangulo original.

Nessa figura, o angulo BAC est4 orientado no sentido anti-horario, assim como o
angulo B’4’C".

/d

-

I
‘O
0]

Figura 20 — Orientacdo dos angulos em uma rotacao.
Fonte: construcdo realizada pelo autor.
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4 A SEQUENCIA DE ATIVIDADES E AS INVESTIGACOES DOS ALUNOS

Neste capitulo, sdo apresentados o relato e comentarios acerca do desenvolvimento das
atividades propostas aos alunos.

Esse desenvolvimento ocorreu nos meses de setembro, outubro e novembro do ano de
2015, com o grupo de alunos ja caracterizado no segundo capitulo. A turma contava com
quatro horas semanais de aulas de Matemaética, sendo que a primeira atividade teve inicio no
dia dezoito de setembro e a Gltima atividade, no dia dez de novembro, totalizando uma carga
horaria de sessenta horas.

O relato foi construido com base nos registros coletados. O capitulo esta estruturado
de maneira que, em cada secdo, sao relatadas as atividades planejadas e os resultados
observados para o estudo de uma das isometrias. Nesse relato, ndo séo apresentadas todas as
solugdes produzidas pelos alunos. Para cada uma das atividades, sdéo mostradas as solucdes
que ilustram ou que séo representativas da producdo da maioria deles e, para algumas
atividades, também sdo apresentadas as solu¢cdes mais inesperadas. Essas solugcdes contém
erros de pontuacdo, ortografia ou concordancia. Como o objetivo era analisar o que eles
produziriam e concluiriam, suas respostas foram mantidas sem nenhuma alteragdo gramatical.

Algumas das conclusdes produzidas pelos alunos durante o desenvolvimento das
atividades, por meio das produc¢6es individuais, em duplas ou dos didlogos com toda a turma,
sdo imprecisas do ponto de vista matematico. Essas producfes devem ser compreendidas
como expressdes de um processo de investigagdo em curso, e ndo como definicdes a serem
copiadas ou replicadas em outros experimentos. Seguindo o modelo da cooperacédo
investigativa e do dialogo, ndo me preocupei em corrigir, a cada momento, a escrita dos
alunos, de modo a obter apenas definicdes ou conclusfes precisas e completas. Procurei, por
outro lado, propor novas atividades e questdes que possibilitassem aos alunos reformular suas
conclusdes, construindo defini¢cdes e conclusdes mais precisas e abrangentes.

Como ja foi comentado no segundo capitulo, os alunos sdo designados, no relato, por

nomes ficticios.
4.1 CONHECENDO 0OS MATERIAIS MANIPULATIVOS E O GEOGEBRA

As atividades 1 e 2, descritas nesta se¢éo, tinham como objetivo familiarizar os alunos
com 0s recursos que seriam usados nas etapas seguintes. O geoplano foi utilizado em primeiro
lugar, considerando que, nele, os alunos poderiam com facilidade representar poligonos e

modifica-los, sem ser necessario para isso a introducdo de qualquer linguagem formal ou
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regras de construcdo. A seguir, foram utilizados o papel quadriculado e o ambiente do
software GeoGebra. As atividades de reproducdo visaram, também, provocar os alunos a
construirem um olhar mais atento as figuras, ainda que nao sistematico, considerando seus

componentes e ndo apenas sua aparéncia global.

4.1.1 Atividade 1: O primeiro contato com o geoplano e o papel quadriculado

Para essa atividade, cada aluno recebeu um geoplano e trés atilhos, com os quais
deveria compor uma figura qualquer no mesmo. A seguir, distribui um papel quadriculado no
qual deveria ser desenhada a mesma figura composta no geoplano. Para essa composi¢do no
papel quadriculado, esperava que os alunos discutissem suas duvidas com seus colegas para
que, juntos, produzissem suas conclusdes.

Alguns dos objetivos dessa atividade eram: analisar como se daria a representacao do
poligono no papel, se os alunos respeitariam as proporcdes entre uma representacao e outra, e
familiariza-los com as construcfes geométricas poligonais que estavam presentes em todas as
demais atividades.

Particularmente, estava interessado em responder as seguintes perguntas:

a) de que maneira seriam desenhados eventuais segmentos ndo marcados no papel
quadriculado, como por exemplo, diagonais de quadrados?

b) os alunos usariam algum sistema de referéncia para a construcdo da figura do
papel quadriculado?

Para a construcdo de poligonos no geoplano, ndo era necessario que 0s alunos
atentassem as partes constituintes das figuras. Tratava-se de uma criacdo livre, sem
preocupacOes com medidas ou proporgdes.

Para representar a figura feita no geoplano no papel quadriculado, pedi que os alunos
utilizassem, no maximo, a metade da folha fornecida, pois na outra metade uma atividade
posterior seria desenvolvida.

Durante a atividade, andei pela sala e observei o trabalho e as discussdes entre 0s
alunos. Fiz alguns questionamentos orais, individualmente, que objetivavam verificar o
raciocinio usado por cada aluno e observar o vocabulario utilizado ao se referir aos elementos
presentes na atividade.

Alguns alunos, nessa reproducdo, utilizaram as medidas da figura no geoplano, ou
seja, mediram determinados segmentos no geoplano com o auxilio de uma régua e tentaram
representa-los com o mesmo comprimento no papel quadriculado. Ao perceberem que o

desenho ficaria muito grande para que coubesse no papel, reduziram suas medidas. Ai
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surgiram solucgdes diferentes. Enquanto muitos subtrairam um determinado valor do nimero
de unidades® dos segmentos do desenho no geoplano, outros ndo se preocuparam com essas
relacBes, como é o caso do aluno Leonardo, que apenas procurou reproduzir sua construcao,
sem levar em consideracdo as proporcdes entre os poligonos construidos no geoplano e os
desenhados no papel quadriculado, como mostra a figura 21.

Figura 21 — Representacdo de poligonos no geoplano e no papel quadriculado do aluno Leonardo.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Observa-se que esses alunos ndo respeitaram a proporcao entre o desenho no geoplano
e aquele representado no papel quadriculado. Embora eles tenham notado que a representacao
no papel quadriculado ndo havia respeitado as proporc¢des, eles ndo souberam explicar porque
ISSO aconteceu.

J& outros alunos, ao tragarem os segmentos no papel quadriculado, duplicaram ou
triplicaram o numero de unidades dos segmentos representados no geoplano (figura 22).

Dessa maneira, mantiveram as propor¢oes entre as representacoes.

Figura 22 — RepresentacGes de um poligono no papel quadriculado e no geoplano dadas pelo aluno Jonas.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

® Denominarei de unidade no geoplano a distancia entre duas “bolinhas” consecutivas, medida na horizontal ou
na vertical. No papel quadriculado, a unidade sera a medida do lado de cada quadradinho.
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A proxima imagem (figura 23) mostra a representacdo de Maria, que respeitou as
proporgdes ao desenhar as figuras isoladamente, mas ndo ao representar as distancias entre
essas figuras. Ela triplicou o nimero de unidades de cada segmento representado no geoplano

ao fazer a representacao no papel quadriculado.

Figura 23 — Representagdes dos poligonos construidos no geoplano e no papel quadriculado fornecidas por Maria.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Nesse momento da implementacdo da proposta didatica optei por ndo usar, na
discussdo com os alunos, termos como proporcdo ou escala. Em atividades posteriores, 0s
alunos teriam novas oportunidades para analisar as proporc¢des entre seus desenhos e suas
representagdes no GeoGebra.

Observei que a maior parte dos alunos representou 0s segmentos ndo marcados no
papel quadriculado usando como referéncia as projecdes ortogonais desses segmentos ou,
entdo, optaram por tracar primeiramente 0s segmentos presentes no papel para depois obter o
segmento ndo contemplado. Assim, por exemplo, para desenhar a hipotenusa de um triangulo

retdngulo, a maioria dos alunos tragou os catetos e, a partir deles, obteve a hipotenusa.

4.1.2 Atividade 2: Representando os poligonos no software GeoGebra

Nessa atividade, os alunos se dirigiram ao Laboratério de Informatica da escola. Como
professor, tenho notado que os alunos em geral possuem uma grande familiaridade com
recursos computacionais, em virtude da sua popularizagdo. Isso facilita o trabalho com
softwares educacionais, diferentemente do que era observado ha alguns anos quando os
computadores eram raros ou até mesmo inexistentes nas escolas. O manejo do GeoGebra, por
ser bastante intuitivo, contribui mais ainda para um rapido processo de conhecimento de suas

funcdes.
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Previamente, antes da ida dos alunos, liguei os computadores e abri 0 ambiente do
GeoGebra exibindo, na janela do programa, apenas a malha quadriculada sem 0s eixos
coordenados.

Os primeiros momentos foram de apresentacdo do ambiente e de algumas de suas
fungdes, como construcdo de pontos, segmentos de reta, poligonos, circunferéncias, visto que
nenhum dos alunos conhecia o ambiente do software.

Mostrei aos alunos as principais funcdes do programa, como marcar pontos e nomea-
los, tracar retas e segmentos de reta, aumentar ou diminuir o campo de visdo da janela do
software (zoom), ocultar ou exibir a malha quadriculada, tracar poligonos quaisquer e
poligonos regulares.

Apbs essa rapida apresentacdo do software, pedi aos alunos que abrissem uma nova
janela e os desafiei a representarem, no ambiente do GeoGebra, 0 desenho que haviam feito
no papel quadriculado. Pretendi, com isso, investigar se o registro do desenho no software
respeitaria as proporgdes do desenho feito no papel quadriculado e se algum sistema de
referéncia seria utilizado na representacao.

Como o Laboratério de Informatica da escola conta com apenas quinze computadores,
alguns alunos fizeram a atividade em duplas. De posse dos seus desenhos no papel
quadriculado, os alunos fizeram sua reproducdo no software GeoGebra, utilizando como
referéncia apenas a malha quadriculada do programa.

Nessa atividade, todos os alunos, sem exce¢do, recorreram ao recurso de exibir a
malha quadriculada na janela do programa para a representacdo de seus desenhos, visto que a
mesma nao é exibida assim que o software é aberto. Porém alguns alunos nao respeitaram a
propor¢ao entre as representagdes.

Procurei néo intervir nas solucbes apresentadas, justamente para verificar se 0s alunos
percebiam a importancia de manter as proporcGes entre as representagdes, de modo a manter a
semelhanca entre elas. Notei que muitos alunos comecgaram sua representacdo mantendo uma
determinada propor¢@o, mas ndo a mantiveram em toda a construcdo. Por exemplo, na figura
24, a aluna Tatiana comegou seu desenho no GeoGebra pela porta da casa. Seu desenho da
porta, no software, contém a metade do numero de quadradinhos de seu desenho no papel
quadriculado e, portanto, a representacdo da porta no ambiente do programa € proporcional ao
desenho no papel quadriculado. Mas essa relagcdo ndo se manteve para as demais medidas do
desenho. Percebe-se também que a aluna desenhou uma janela que ndo havia em seu desenho

no papel.
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Figura 24 — Representacdes dos desenhos da aluna Tatiana no papel quadriculado e no
GeoGebra.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Porém, a maioria dos alunos representou seus desenhos mantendo as propor¢des e
fazendo uma relacdo biunivoca, ou seja, cada quadradinho do papel quadriculado foi
representado por um quadradinho da malha quadriculada do software (figuras 25 e 26).

Figura 25 — Construcdes de Carlos no papel quadriculado e no GeoGebra.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Figura 26 — Construgdes de José no papel quadriculado e no GeoGebra.
Fonte: arquivo pessoal do autor.
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4.2 O ESTUDO DA REFLEXAO
4.2.1 Atividade 3: A reflexdo com auxilio de espelhos

A partir desta atividade, desenvolveu-se o estudo das isometrias, foco da pesquisa.

Nesta atividade, os alunos tiveram o primeiro contato com a reflexdo, utilizando
materiais manipulativos. Apés desenhar um novo poligono® no papel quadriculado, cada
aluno recebeu um pequeno espelho retangular e, com auxilio desse espelho, deveria
reproduzir uma reflexdo do desenho. Para isso, solicitei que cada um o colocasse ao lado de
seu desenho, escolhendo a posicdo mais adequada, e tracasse um segmento de reta no papel na
posicdo em que o espelho se encontrava. A seguir, observando a imagem refletida no espelho,
fizeram sua reproducéo no papel.

Em geral, a maioria deles ndo encontrou dificuldades ao desenhar no papel a imagem
refletida da figura, o que me deixou bastante satisfeito, pois acreditava que o uso do espelho
pudesse atrapalhar a visualizacdo das caracteristicas da reflexdo. Notei, em muitos desenhos,
que a distancia de cada ponto da figura refletida até o traco marcado para representar o
espelho era diferente da distancia do ponto correspondente do poligono original ao espelho.
Em parte, isso pode ser atribuido a espessura do espelho, que é pouco menor do que a medida
dos lados de cada quadradinho do papel quadriculado.

Na Figura 27, vemos os desenhos de um poligono e de sua reflexdo (com todas as
medidas congruentes ao poligono) em torno do eixo assinalado. Podemos observar que cada
medida do poligono refletido é igual a medida correspondente no poligono original. Por outro

lado, como comentado acima, o eixo de reflexdo ndo é equidistante dos dois poligonos.

T

Figura 27 — Poligono e uma de suas reflexdes feitos pelo aluno Carlos.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

® A ideia inicial era que cada aluno fizesse a reflexio do mesmo desenho feito nas atividades 1 e 2. Mas como
houve problemas com os computadores do Laboratério de Informatica, os arquivos que haviam sido salvos pelos
alunos foram perdidos. Dessa maneira, solicitei que fizessem novos poligonos para dar seguimento as atividades
3ed.
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Durante a atividade, muitos alunos usaram o espelho para verificar como se
apresentava o poligono refletido e, para desenha-lo, retiraram o espelho. Segundo a aluna
Camila, o espelho serve para ver como fica a figura refletida, mas “¢ mais facil de desenhar

sem ele atrapalhando” (figura 28).

Figura 28 — Aluna Camila construindo um poligono refletido com auxilio do espelho.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Ap0s as construgdes, questionei oralmente os alunos sobre o que observaram nos
desenhos, ja sem o espelho como auxilio:

a) Compare as duas figuras. O que elas ttm em comum? O que elas tém de
diferente?

b) O que acontece se mudarmos o espelho de posicdo? Como fica o desenho da
figura?

€) Que nome vocés dariam a esse segmento de reta que serve de “espelho”?

As opinides dos alunos foram ouvidas e discutidas no grupo. Para verificar o item b,
os alunos puderam manusear o espelho e confirmar suas respostas. J& no item c, preferi ainda
ndo adotar 0 nome “eixo de reflexdo”. Mais adiante, em outra atividade, essa nomenclatura foi
formalizada.

Quando questionados sobre as semelhancas e diferengas entre a figura desenhada e a
figura refletida, a maioria disse que a refletida estava “invertida” em relagdo a figura original.
Essa observacdo foi usada como justificativa em outras atividades nas quais era necessaria a
analise de poligonos e suas reflexdes. Embora os alunos ndo tenham dito o que entendem por
“figura invertida”, penso que estavam se referindo ao fato da reflexdo inverter a orientagéo do
plano. Isto quer dizer que, se deslocarmos um ponto P qualquer da figura original, sua
imagem, P’, obtida por uma reflexdo em torno de um eixo, se deslocara no sentido contrario

ao de P. Assim, por exemplo, se P se deslocar no sentido horario, P’ se deslocara no sentido
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anti-horario. Ainda pode-se pensar que, se tomamos uma seta que une um ponto P do plano a
sua projecdo ortogonal sobre o eixo, e sua imagem refletida, o sentido de uma € inverso ao da
outra. Ao serem questionados sobre o que acontece com a imagem se mudarmos o espelho de
posicdo, muitos alunos optaram por fazer um novo desenho e colocar o espelho em vaérias
posicdes. Notamos dai, que os alunos tinham a necessidade de experimentar. A maioria deles
destacou, novamente, que as figuras refletidas ficaram invertidas em relagéo a figura original.
Nenhum aluno posicionou o espelho sobre a figura desenhada. Podemos supor que essa foi
uma escolha dos alunos, para facilitar a visualizacdo e o tracado da figura refletida, ou
considerando que isso seria necessario para que toda a figura ficasse de um mesmo “lado” do
espelho.

Os nomes utilizados para identificar os eixos de reflexdo foram os mais diversos.
Alguns o nomearam de “espelho”, outros de “reta” ou combinacdes destes, como “reta
espelho” ou “reta espelhada”. Penso que a manipulacdo do espelho nessa atividade criou certo
“dinamismo”, permitindo que os alunos observassem o que acontece com a figura refletida

para depois procurarem explicacfes para essas observacgoes.

4.2.2 Atividade 4: Analisando a reflexao no software GeoGebra

Apo6s as discussbes da atividade anterior, novamente os alunos retornaram ao
Laboratdrio de Informatica. Mostrei a todos a ferramenta do software que permite obter a
reflexdo de um objeto em torno de uma reta e solicitei que obtivessem a reflexdo dos seus
poligonos, desenhados na atividade anterior, em relacdo a uma reta qualquer.

Provavelmente, pelo fato de ter usado o termo “reta qualquer”, muitos alunos
escolheram, como eixos de reflexdo, retas ndo paralelas as bordas da tela do computador ou
entdo retas que interseccionavam os poligonos.

Ao serem questionados sobre o que observaram em relagdo ao poligono desenhado e
ao poligono refletido, novamente os alunos utilizaram o termo “invertido”. A fala de Fabricio
sintetiza o raciocinio que os alunos explicitaram: “o desenho aqui do computador é a mesma
coisa que o desenho que eu fiz no papel. Eles ficam invertidos™.

Assim que a reflex&o foi obtida no software, os alunos receberam o material mostrado
no Quadro 1, que consiste em algumas questdes que foram respondidas individualmente, mas
discutidas nos grupos. Com essas questdes, os alunos puderam comparar a reflexdo obtida no
papel quadriculado com aquela obtida no ambiente do GeoGebra. Além disso, manipularam
os elementos presentes na reflexdo, como o eixo de reflexdo e os veértices do poligono, com 0

auxilio do GeoGebra.
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Quadro 1 - Questdes entregues aos alunos para discussdo do movimento de reflexao.

Analisando o movimento de reflexdo |

1) Compara a reflexdo feita pelo software com aquela feita no papel quadriculado. O que tu
observas? A reflexdo feita no papel quadriculado ¢ a mesma obtida no software? Quais as
diferencas e semelhangas?

2) Utilizando a fungdo “exibir rotulo”, identifica todos os vértices da figura desenhada e da
figura refletida.

Para cada ponto do poligono desenhado ha um ponto correspondente no poligono refletido.
Esse ponto refletido chama-se imagem do outro. Por exemplo, o ponto A’ é a imagem refletida
do ponto A.

3) Agora movimenta um ponto qualquer do poligono construido e observa o que acontece com
sua imagem. O que tu podes observar?

A reta em torno da qual ocorre o movimento de reflexd@o recebe o0 nome de eixo de reflexéo.
4) Agora movimenta o eixo de reflexdo e observa o que acontece com os pontos do poligono e
suas imagens. O que tu podes observar?

Fonte: arquivo pessoal do autor

Na resposta a questdo 1, alguns alunos observaram que as representacGes no papel
quadriculado e no ambiente do GeoGebra sdo diferentes em relagdo aos seus “tamanhos”, ou
entdo que a malha quadriculada do programa se apresenta “maior” do que a malha

quadriculada do papel. As figuras 29 e 30 mostram as respostas de dois alunos para essa
questéo.

1) Compara a reflexdo feita pelo software com aquela feita no papel quadriculado.
O que tu observas? A reflexdo feita no papel quadriculado ¢ a mesma obtida no
software? Quais as diferengas e semelhangas? ¢ \NETON

\ VIR T N
\

LARNY

Figura 29 — Resposta do aluno Jonas a questdo 1.
Fonte: arquivo pessoal do autor.
Transcrigdo da resposta do aluno: “No papel é menor os quadrados, e no sofiware é
maior. E o mesmo numero de quadrados. Sim. A diferenca é que é menor e maior”.
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1) Compara a reflexdo feita pelo software com aquela feita no papel quadriculado.
O que tu observas? A reflexdo feita no papel quadriculado é a mesma obtida no
software? Quais as dlferem,as e semelhan(;as‘7
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Figura 30 — Resposta da aluna Alice a questéo 1.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta da aluna: “Que as medidas feita [Sic] pelo software ndo sdo as
mesmas do papel quadriculado. Nao é a mesma reflexdo, a diferenca é o tamanho entre
os desenhos”.

Ao discutir a questao 3, uma dupla, formada pelos alunos Tatiana e Fabricio, observou
que a distancia de cada ponto do poligono original até o eixo de reflexdo € a mesma que a
distancia de sua respectiva imagem até o mesmo eixo. Essa descoberta foi compartilhada com
todos da turma, por iniciativa dos préprios alunos, que se sentiram a vontade para dialogar
entre si. A aluna Tatiana assim se referiu em relagdo a esse fato: “no meu desenho eu deixei
isso aqui [mostrando para a turma os dedos indicador e polegar separados por uma pequena
distancia] da original para a linha que eu tracei [referindo-se ao eixo de reflexdo] e na
reflexdo eu deixei isso aqui (mostrando novamente os dedos indicador e polegar, porém mais
distanciados um do outro) da linha que eu tracei. Dai ndo ficou igual, mas aqui [na tela] €
igual, olha s6 [apontando para a reflexdo feita no computador]. As distancias ficam iguais”.
Esse fato foi registrado por muitos alunos.

Na figura 31, vemos a escrita apresentada por uma dupla para a questdo 3. Nota-se que
as alunas destacam que a distancia da imagem refletida ao eixo de reflexdo é a mesma que a

distancia da figura original a esse eixo.

3) Agora movimenta um ponto qualquer do poligono construido e observa o que
acontece com sua xmagcm O que tu podes observar? ’
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Figura 31 - Resposta das alunas Susana e Amanda para a questéo 3.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrig¢do da resposta: “Que elas se movimentas [sic], e a reflexdo também deixando-
as iguais. Quando se move o ponto original para perto do eixo de reflexdo, o espaco
entre eles é o mesmo do da reflexdo”.
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A questdo seguinte solicitava que os alunos movessem o eixo de reflexdo e
observassem 0 que ocorre com 0s pontos do poligono e suas respectivas imagens. Ao realizar
0 movimento, a principal observacao feita pelos alunos foi de que as figuras se mantém com

as mesmas medidas, embora a imagem refletida mude de posicéo (figuras 32 e 33).

4) Agora movimenta o eixo de reflexdo e observa o que acontece com os pontos do
poligono e suas imagens. O que tu podes observar?
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Figura 32 — Resposta da aluna Alice para a questéo 4.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta da aluna: “Posso observar que a imagem muda de posi¢do, mas
continua com o mesmo tamanho e medida”.

4) Agora movimenta o eixo de reflexdo e observa o que acontece com os pontos do

poligono e suas imagens. O que tu podes observar? A i naghm w9’ g,
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Figura 33 — Resposta da aluna Kelly para a questéo 4.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta da aluna: “A imagem sé se movimenta e os pontos no [sic]
mudam nada e o tamanho fica o mesmo”.

Para realizarem essas observacoes, as alunas Alice e Kelly necessitaram observar as
figuras de maneira geral e também comparar as medidas da figura antes e depois da
movimentacdo do eixo, 0 que nos mostra indicios de apreensdo operatoria.

Assim que concluiram a resolucdo dessas atividades, os alunos foram desafiados a
identificar movimentos de reflexdo. Para isso, cada aluno recebeu o material mostrado a
sequir (Quadro 2). Observamos que, nesse material, a regido interna aos poligonos esta
colorida, sugerindo que a atividade se refere as regides poligonais e ndo apenas aos poligonos.
Essa apresentacdo colorida é gerada pelo software GeoGebra, e foi copiada nos materiais
entregues aos alunos. Consideramos, contudo, que o formato ndo prejudicou a compreensao
das tarefas, uma vez que os poligonos, ou os contornos das regides poligonais, aparecem
destacados.

Na atividade, os alunos deveriam identificar quais poligonos sdo uma reflexdo do

poligono A, chamado de poligono de referéncia. Para cada movimento de reflexdo
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identificado, deveriam tracar o eixo de reflexdo correspondente. Pretendeu-se também

observar se o eixo de reflexdo seria desenhado corretamente.

Quadro 2 — Atividade para identificagdo do movimento de reflex&o.

Analisando o movimento de reflex&o Il
1) Observa os poligonos abaixo. O poligono A foi feito no GeoGebra. Vamos chama-lo de
poligono de referéncia. Para cada um dos outros poligonos (B, C, D e E) procura determinar se o
mesmo € uma reflexdo do poligono A. Se tua resposta for afirmativa, desenha o eixo de reflexao.

Caso contrario, explica porque o poligono ndo € uma reflexao.
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Fonte: arquivo pessoal do autor

Ao final desta atividade, pretendia-se que os alunos analisassem 0 movimento de
reflex@o, observando a posicédo do eixo de reflex@o e a relagcdo entre esse eixo, 0s pontos do
poligono e suas imagens refletidas.

A maioria dos alunos identificou os poligonos que sao reflexées do poligono A, porém
poucos alunos tragaram retas que fossem equidistantes de cada ponto do poligono A e de sua
respectiva imagem. Esses justificaram que escolheram um ponto do poligono e sua imagem
no poligono refletido e desenharam o eixo “bem no meio deles” (expressao usada pelos
alunos). Isso demonstra que, ao tracar o eixo, observaram a igualdade entre as distancias para
apenas um par de pontos. Nenhum aluno preocupou-se em medir as distancias com uma
régua. Notei que, para o0 desenho dos eixos de reflexdo solicitados, muitos alunos
posicionavam a régua entre os poligonos e a ajustavam até parecerem convencidos de que
deveriam ser tracados naquela determinada posi¢cdo. Na figura 34, temos a solugdo da

atividade apresentada pela aluna Paula.
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1) Observa os poligonos abaixo. O poligono A foi feito no Geogebra. Vamos chama-
lo de poligono de referéncia. Para cada um dos outros poligonos (B, C, D ¢ E)
procura determinar se 0 mesmo & uma reflexdo do poligono A. Se tua resposta for
afirmativa, desenha o eixo de reflexdo. Caso contrario, explica porque o poligono
ndo € uma reflexdo.
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Figura 34 — Solucéo da aluna Paula para a atividade.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna: “O poligono B é uma reflexdo do poligono A. O
poligono C ndo é uma reflexdo do poligono A, pois eles sdo iguais. O poligono D néo é
uma reflexdo, pois ela esta virada do lado contrario. O poligono E é uma reflexdo do
poligono A

Paula identificou os poligonos que sdo reflexdes do poligono A, mas a reta tragada
para o caso do poligono B ndo corresponde ao eixo da reflexdo. Para o tragado de cada reta,
ndo houve preocupacdo em usar a régua para medir a distancia de cada ponto do poligono e de
sua respectiva imagem até essas retas, nem durante o desenho, nem para conferir.

Chama atencdo também o modo como Paula justificou que o poligono C nédo é uma
reflexdo do poligono A. Ao afirmar que eles sdo “iguais”, a aluna observa que a reflexdo

inverte um poligono, 0 que ndo aconteceu com o poligono C. Para o poligono D, a
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justificativa da aluna ¢ semelhante. Ela observou que esse poligono esta “virado ao contrario”,

0 que mostraria que ele ndo é imagem de A por uma reflexao.

A figura 35 demonstra que 0 uso do GeoGebra foi importante para a aluna Susana,
pois é usado um fato que ela havia concluido em uma atividade anterior para justificar que os
poligonos C e D ndo sdo reflexbes do poligono A. Notamos que na escrita da aluna aparecem
elementos do dinamismo presentes no software.

1) Observa os poligonos abaixo. O poligono A foi feito no Geogebra. Vamos chama-
lo de poligono de referéncia. Para cada um dos outros poligonos (B, C, D e E)
procura determinar se 0 mesmo € uma reflex@o do poligono A. Se tua resposta for
afirmativa, desenha o eixo de reflexo. Caso contrario, explica porque o poligono
ndo ¢ uma reflex&o.
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Figura 35 — SolucGes de Susana para a atividade proposta.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna: “Figura C e D ndo ¢ reflexdo do A porque foi visto
gue quando o eixo de reflexdo se move os pontos originais e os da reflexdo devem ter o

’

mesmo espago até o eixo de reflexdo”.

Podemos verificar também que Susana desenhou os eixos de reflexdo considerando
que a distancia de cada ponto do poligono A até o eixo deve ser igual a distancia de sua
respectiva imagem até esse eixo. Conforme suas explica¢es, Susana considerou mais de um
par de pontos para seus tracados, porém utilizou a régua apenas para ajustar a posicao de cada
eixo. A maioria dos outros alunos considerou apenas um ponto e sua imagem para o tracado
do eixo.
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Outros alunos, no entanto, ndo identificaram os dois poligonos que sdo reflexdo do

poligono A, como podemos observar na figura 36.

1) Observa os poligonos abaixo. O poligono A foi feito no Geogebra. Vamos chamd-
lo de poligono de referéncia. Para cada um dos outros poligonos (B, C, D e E)
procura determinar se o mesmo ¢ uma reflexdo do poligono A. Se tua resposta for
afirmativa, desenha o eixo de reflexdo. Caso contrdrio, explica porque o poligono
ndo ¢ uma reflexdo.
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Figura 36 — Soluc@es de Pedro para a atividade.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno: “C ndo é reflexo de A, por que a figura refletida ndo
estd ao contrario da outra. A e D ndo sao reflexos, por que o ponto F da figura original
ndo fica na mesma distancia da reta de reflexdo do que o ponto F’. A e C ndo sao
reflexos por que o ponto F da figura original ndo fica na mesma distancia da reta de
reflexdo do que o ponto F’. A e B ndo sdo reflexos por que o ponto F da figura original

39

ndo fica na mesma distdancia da reta do que o ponto F’”.
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Verificamos que o aluno Pedro nomeou os vértices dos poligonos A e D, usando essa
nomenclatura em sua justificativa para a ndo reflexdo. Mas o Unico par de pontos
correspondentes identificado corretamente ¢ o par (A, A’). Para a identificagdao de B’, C’ e as
demais imagens, ele ndo considera as medidas de angulos; mas preserva uma ‘“ordem
invertida” dos pontos, como se houvesse uma reflexdo. Para esses pares obtidos — (B, B”), (C,
C’), e assim por diante — de fato ndo é possivel obter uma reta que seja mediatriz dos
respectivos segmentos. A conclusao é coerente com a marcacao de pontos.

Ja o aluno José considerou que o poligono D é uma reflexdo do poligono A e tragou
uma reta para justificar sua concluséo. Ao ser questionado sobre essa concluséo, o aluno
justificou que ha dois pontos que estdo a mesma distancia do eixo de reflexdo tragado (um no
poligono A e outro no poligono D), como mostra a figura 37.

Notamos que José considerou apenas um ponto de cada figura para analisar 0s
poligonos A e D (aquele mais proximo do “eixo de reflexdo”), desconsiderando todos os
demais pontos. Ja para o poligono E, houve a identificacdo da reflexdo e o tragado da reta
feito pelo aluno apresenta-se paralelo ao eixo de reflexdo do poligono E em relacdo ao

poligono A.

1) Observa os poligonos abaixo. O poligono A foi feito no Geogebra. Vamos chama-
lo de poligono de referéncia. Para cada um dos outros poligonos (B, C, D e E)
procura determinar se o0 mesmo é uma reflex@o do poligono A. Se tua resposta for
afirmativa, desenha o eixo de reflexd@o. Caso contrério, explica porque o poligono
ndo ¢ uma reflexdo. \
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Figura 37 — Solugdes de José para a atividade.
Fonte: arauivo pnessoal do autor.

Transcrig¢do das respostas do aluno: “A e B = sim. A e C = ndo, pois a imagem estd na
mesma posi¢do. A e D = sim. A e E =sim”.
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Ap0s as discussdes das solucBes apresentadas pelos alunos, desafiei-os a produzirem
uma definicdo para o movimento de reflexdo, nos seguintes termos: como explicar para
alguém o que é a reflexdo de um poligono em torno de uma reta? As explicagdes foram
embasadas na igualdade entre as distancias dos pontos do poligono até o eixo de reflexdo e as
distancias das imagens até o eixo.

Nesse momento fui ao quadro-negro e iniciei a redagéo da definigdo. Escrevi entdo no
quadro: “Reflexdo ¢...”. Aguardei que os alunos completassem a frase.

Pedro acrescentou: “¢é o movimento de uma figura de forma que a distancia de um
ponto da figura até o eixo seja igual a distancia de sua imagem até o eixo”.

Escrevi no quadro o que Pedro disse e questionei a turma se essa escrita estava boa. A
maior parte dos alunos concordou, mas Susana ressaltou que era preciso explicar que a
reflexdo ocorre em torno do eixo que Pedro citou.

Dessa maneira, a definicdo a que a turma chegou foi a seguinte (figura 38):

Figura 38 — Defini¢do de reflexdo estabelecida pela turma.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo: “Movimentos de uma figura. A) Reflexdo é o movimento de uma figura
através do eixo de reflexdo, de forma que a distancia de um ponto da figura até o eixo
seja igual a distancia de sua imagem até o eixo”.

Notamos que nessa definicdo ndo fica claro se a igualdade vale para um par de pontos
ou para qualquer par de pontos, e também ndo fica claro se os alunos percebem que as duas
condicBes ndo sdo equivalentes. Como essa observacdo ndo surgiu nas discussdes, optei por
ndo aborda-la nesse momento. Ainda destacamos que, embora Susana tenha dito que a
reflexdo ocorre em torno do eixo, os alunos utilizaram a expressdo “através do eixo”. Esta

linguagem é imprecisa, porém como surgiu a partir de suas discussdes, preferi ndo altera-la



67

neste momento. Esta foi, portanto, uma definicdo considerada provisoria, retomada mais

adiante, numa linguagem mais precisa, na conclusdo do trabalho com as isometrias.

4.2.3 Atividade 5: O Jogo das Coordenadas — primeiro contato com o plano cartesiano

Ainda sem formalizar os conceitos de coordenadas cartesianas e as nomenclaturas
usuais (abscissa, ordenada, quadrantes,..), os alunos tiveram o primeiro contato com o plano
cartesiano atraves da realizacdo de um jogo no qual deveriam descrever um determinado
poligono cujos vértices eram dados por coordenadas desse plano.

Os alunos se dividiram em duplas, sendo que cada uma era uma equipe que jogava
contra as demais. Um representante (A) de uma dada dupla recebeu um poligono desenhado
em um plano cartesiano com 0s eixos ja numerados, ocupando 0s quatro quadrantes do plano.
O outro representante (B) dessa mesma dupla tinha consigo apenas o plano cartesiano com 0s
eixos numerados sem o desenho. O aluno A deveria descrever verbalmente a figura para que o
aluno B a representasse fielmente no seu plano. Nao foi permitido que o aluno B fizesse
perguntas ou sugestfes ao aluno A. A seguir, o aluno B deveria descrever ao aluno A outro
poligono, nas mesmas condicBes j& descritas. Chamarei de primeira rodada, o momento do
jogo em que o aluno A descreve a figura para o aluno B e de segunda rodada, 0 momento em
que o aluno B descreve o jogo para o aluno A.

Além disso, os alunos deveriam escolher dois colegas para fazerem o papel de juizes
do jogo, cabendo a eles a fungdo de validar as solucbes apresentadas por cada aluno. Dois
alunos da turma rapidamente manifestaram o desejo de fazerem esse papel, o que foi aceito
pelos seus colegas. Todos os demais foram dispostos em duas filas, de maneira que cada
dupla participante ficasse de frente uma para a outra. Desse modo, 0s juizes do jogo puderam
verificar o andamento da atividade, acompanhando o trabalho de todas as duplas.

Em cada rodada, os alunos ganharam figuras com a mesma quantidade de vértices. Na

figura 39, temos um exemplo de uma daqguelas entregues.

Figura 39 — Exemplo de figura entregue a uma dupla de alunos.
Fonte: arquivo pessoal do autor.
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A partir das andlises dos acontecimentos da atividade, pretendeu-se responder as
seguintes questoes:

a) A estratégia usada pelo aluno A para descrever a figura foi a mesma do aluno B?

b) Os alunos fizeram uso das marcacGes numéricas dos eixos ao descrever as
figuras?

c) Como descreveram pontos que estdo situados em cada quadrante? E os pontos
situados sobre 0s eixo0s?

Na primeira rodada, os alunos utilizaram frequentemente instrugdes como ‘“‘para
cima”, “para baixo”, “diagonal”, “esquerda”, “direita”. Poucos utilizaram os eixos cartesianos
para orientar-se nesse momento do jogo. Aqueles que o fizeram se referiram a eles como “reta
vertical” e “reta horizontal”.

A conferéncia foi feita por algum membro da dupla vizinha, que recebeu o desenho
original e a reproducéo feita. Este deveria registrar observagdes em uma espécie de relatério
que foi fornecido pelos juizes (Quadro 3), apontando acertos e erros da dupla vizinha. A

seguir, esse relatorio e os desenhos foram entregues aos juizes, que validaram a correcao feita.

Quadro 3 — Ficha para auxiliar os juizes na correcéo da atividade.

Nomes dos jogadores:
Meu nome:
Quais observacdes tu podes fazer para auxiliar o juiz na correcdo do desenho feito?

Fonte: arquivo pessoal do autor.

Antes de iniciar a segunda rodada, todos os alunos fizeram combinagfes para as
marcacdes dos segmentos. Ja 0s juizes conversaram entre si antes de corrigir e decidiram
juntamente com a turma que a pontuacdo seria feita de acordo com o nimero de segmentos
representados corretamente.

Uma dupla, formada pelos alunos Jonas e Pedro, utilizou a numeragdo dos eixos na
primeira rodada. Os alunos dessa dupla chamaram o nimero marcado no eixo das abscissas de
“largura” e o nUmero marcado no eixo das ordenadas de “comprimento” ¢ perceberam que
bastava definir as extremidades de um segmento para traca-lo. Quando o segmento era
paralelo a um dos eixos cartesianos, os alunos dessa dupla o descreveram como tendo largura
de x unidades ou comprimento de y unidades. A primeira extremidade de cada segmento foi
descrita sempre da mesma maneira: 0 aluno que estava desenhando, colocava o lapis na

origem do sistema de eixos (ponto (0,0)); o aluno que estava descrevendo dizia quantas
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unidades o colega deveria descer ou subir e quantas unidades ele deveria ir para a direita ou
para a esquerda. Para esses alunos, a origem do sistema cartesiano serviu como uma
referéncia para a orientacdo no plano. Quando o segmento ndo era paralelo aos eixos
coordenados, 0s alunos o descreviam como “segmento com X unidades de largura e y unidades
de comprimento”. Na segunda rodada, essa dupla utilizou efetivamente a marcagdo numerada
dos eixos, mas apenas para identificar a primeira extremidade de um determinado segmento.
Assim, para se referirem, por exemplo, ao ponto (2 , 3), diziam “2 de largura e 3 de
comprimento”.

A maneira como os alunos se empolgaram com 0 jogo proposto nessa atividade me
deixou muito satisfeito. Eles tiveram autonomia para decidir a maneira de pontuar e, assim,
determinar a dupla vencedora.

De maneira geral, todas as duplas representaram corretamente os poligonos que lhes
foram entregues. Verifiquei que o uso das marcagdes numéricas nos eixos coordenados foi
maior na segunda rodada. O aluno Carlos apresentou mais dificuldades para orientar-se no
momento de descrever o poligono para seu colega, que insistia, dizendo: “usa 0s nimeros das
retas”, referindo-se as coordenadas cartesianas dos pontos.

Ao final da segunda rodada, questionei: foi mais facil fazer a representacdo nessa
segunda rodada? Os alunos responderam afirmativamente, pois ja sabiam das “manhas” do
jogo.

Ao final do jogo, todos receberam uma folha com a seguinte questdo: “se esse mesmo
jogo fosse feito com outra turma, o que vocé mudaria”? A maioria dos alunos escreveu que
ndo mudaria nada, apenas simplificaria alguns elementos se o jogo fosse feito com alunos
menores. A aluna Tatiana sugeriu que trocaria 0s numeros dos eixos por frutas e outro sugeriu
a retirada dos numeros. Percebemos, através dessas escritas, que esses alunos néo
identificaram os niumeros marcados dos eixos como medidas de distancia ou de deslocamento
(a partir da origem), apenas como marcadores, que poderiam ser dispostos em qualquer ordem
(como as frutas). De fato, para essa atividade, o ordenamento e as medidas ndo eram cruciais.

Para esse momento, foi mantida a opgéo de ndo apresentar as defini¢des e a linguagem
convencionalmente adotada para as coordenadas cartesianas, que seriam apresentadas mais
tarde. Revisando a atividade, observamos, contudo, que as propostas de retirar as marcagoes
numéricas ou de substitui-las por outras poderiam ter sido questionadas, em dialogo com 0s

alunos, e como preparacao para atividades posteriores.
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4.2.4 Atividade 6: O plano cartesiano e o movimento de reflexdo no software GeoGebra

Nessa atividade, os alunos se dirigiram ao Laboratério de Informatica da escola e
abriram o arquivo salvo anteriormente para que pudessem recordar a atividade de reflexdo de
suas figuras. Ap6s uma rapida retomada do que havia sido feito até entdo, foi pedido que cada
aluno abrisse um novo arquivo no software. Quando isso foi feito, a janela fornecida pelo
programa continha os eixos coordenados e a janela de &lgebra, sem a malha quadriculada
(figura 40). Solicitei que os alunos observassem 0s novos elementos presentes no ambiente do
programa.

Questionei oralmente os alunos a respeito do que observaram na janela do GeoGebra:

a) O que aqueles nimeros representam? Como estdo posicionados? O que se pode
dizer a respeito dessas retas?

b) Qual a relagdo dessas “retas numeradas” com o jogo feito na aula anterior?

|7 GeoGebra = X
Arquiva Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda Entrar.
A o (st Esl i Rl P el e
NEEE N ENEER =
b Janela de Algebra [ Janela de Visualizagio =]
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8

Entrada:

Figura 40 — Ambiente do GeoGebra exibindo a Janela de Algebra e os eixos coordenados.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Percebi que rapidamente os alunos identificaram 0s eixos numerados com aqueles
presentes no jogo feito na aula anterior. Ao serem questionados sobre o modo como o0s
numeros estavam posicionados, Fabricio afirmou que apareciam da mesma maneira que as
retas numericas estudadas no sétimo ano (numa referéncia as retas numeéricas usadas como
apoio para o estudo dos numeros positivos e negativos), porém uma na horizontal e a outra na
vertical. Ricardo disse que 0s nUmeros negativos estavam para baixo e para a esquerda e 0s
positivos para cima e para a direita. Observei, assim, que os alunos em geral consideraram o

sentido da numeracao nos eixos.
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Ainda sem comentar a respeito dos nimeros e das retas que apareceram no GeoGebra,
solicitei que a malha quadriculada fosse exibida para auxiliar na proxima tarefa.

Os alunos receberam o seguinte roteiro para orienta-los no seguimento da atividade
(Quadro 4).

Quadro 4 — Atividades para relacionar o movimento de reflexdo as coordenadas cartesianas.

Atividades — reflexéo
1) Usando a ferramenta Poligono, desenhe um poligono qualquer e exiba os rotulos dos vértices.

2) Faca a reflexdo desse poligono em torno da reta vertical numerada que aparece na tela. Exiba
0s rotulos dos vértices da figura refletida.

3) Com o auxilio da ferramenta ‘“Mover”, modifique ¢ movimente o poligono construido e
observe as mudancas que ocorrem no poligono refletido. O que tu observas?

4) Observe os vértices do poligono construido e os vértices do poligono refletido. O que tu
observas?

5) Agora, no menu “Exibir”, escolha a op¢do “Janela de Algebra”. Essa opgdo exibe todos os
objetos presentes na tela do programa, como pontos, segmentos, poligonos, etc. A seguir,
responda as questdes abaixo:

a) Observe, na Janela de Algebra, o vértice A do poligono desenhado. Que relagio hé entre os
nUmeros que aparecem e 0s eixos numerados?

b) Observe outros vértices do poligono desenhado e sua representacio na Janela de Algebra. O
gue 0s numeros que aparecem dentro dos parénteses representam? De que maneira eles estdo
organizados?

¢) Sua dupla utilizou algo parecido para dar nome aos pontos no jogo da atividade anterior?

d) Agora observe na Janela de Algebra o ponto A e sua imagem refletida, A’. Comparando-0s, 0

gue se pode observar? Esse fato é observado nos demais pontos refletidos?

Fonte: arquivo pessoal do autor.

Por meio das atividades anteriores, pretendia-se observar quais contribui¢es poderiam
ser feitas pelos alunos em relacdo ao poligono e aos eixos coordenados, se haveria
identificacdo de relagdes entre vértices dos poligonos com as coordenadas nos eixos e se
alguma relacdo seria estabelecida entre os vértices do poligono original e os Vértices do
poligono refletido, no sentido dos eixos coordenados.

Na resposta a questdo 3, os alunos observaram que, quando se modifica ou se move o
poligono construido, sua imagem refletida também se modifica ou se move segundo a

alteracdo feita. Ja na resposta ao questionamento 4, alguns alunos observaram novamente que
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os vértices do poligono construido estdo a mesma distancia do eixo de reflexdo que suas

respectivas imagens (figura 41).

4) Observe o5 vértices do pollgono construldo ¢ os vértices do poligono refletido. O que tu observas?
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Figura 41 — Resposta da aluna Susana para a questéo 4.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna: “Que os pontos da imagem original tem uma certa distancia até a
linha de reflexdo e a imagem refletida tem a mesma distancia.

Leonardo observou apenas a nomenclatura adotada pelo software, em que 0s vértices

sé&o nominados por A, B, C,.. e suas respectivas imagens por A’, B’, C’... (figura 42).

4) Obsi)n'c os vértices do polipono construido e os vértices do pol(gono refletido. O que tu observas?
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Figura 42 — Resposta do aluno Leonardo para a questdo 4.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta do aluno: “O poligono refletido os vértices A°, B’, C’ e o
construido ¢ A, B, C"”.

O aluno Pedro relacionou os Vvértices dos poligonos com suas coordenadas cartesianas,
mantendo a mesma nomenclatura utilizada no jogo (largura e comprimento) para se referir aos

eixos coordenados (figura 43).

4) Observe os vérices do poligono construido e os vértices do poligono refletido, O que tu observas?
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Figura 43 — Resposta de Pedro para a questdo 4.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno: “Que eles sdo refletidos na mesma posigdo, so que no
outro lado, por exemplo, se 0 ponto A ta [sic] na largura -1 e comprimento 2, ela vai
para o outro lado, a largura 1 e comp. -2 .

Os questionamentos feitos no item 5 objetivavam relacionar os vértices as suas
coordenadas cartesianas. Alguns alunos ndao observaram essa relacdo e me questionaram sobre

0 que deveriam responder nesse item. Orientei para que observassem o ponto A do poligono e
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0S numeros correspondentes que aparecem na janela de algebra e questionei: “o que aqueles
nimeros representam”? Apds observarem atentamente, esses alunos perceberam que ha uma
relacdo entre a numeracdo presente na janela de algebra e os eixos coordenados. A figura 44

mostra o poligono construido por Alice e sua resposta ao questionamento.
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a) Observe, na Janela de Algebra, o vértice A do poligono desenhado. Que relaglio hé entre os niimeros
que aparecem e 0s ¢ixos numerados?
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b) Observe outros vénices do poligono desenhado e sua representaglio na Janela de Algebra, O que os
nimeros que aparecem dentro dos parénteses representam? De que mancira cles estdo organizados?
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Figura 44 — Construcdo no GeoGebra e resposta da aluna Alice aos questionamentos do item 5.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna ao item a: “Que o ponto A esta na linha horizontal do
-7 e na linha vertical do 5. Transcri¢do da resposta da aluna ao item b: “Que o 1°
numero é sempre horizontal e o 2° vertical. Os vértices”.

Vemos que Alice relacionou o vértice A as suas coordenadas: abscissa -7 e ordenada
6, e generalizou a ordenagdo dessas coordenadas no item b. Isso demonstra que Alice foi
capaz de interpretar a figura e as representacdes dos pontos por pares ordenados, e estender
essa interpretacdo para movimentagfes imaginadas, mostrando indicios de apreensao
operatoria.

A figura 45 mostra a resposta de Susana, que também se referiu aos eixos coordenados
como horizontal e vertical. A aluna também observou que hd um padrdo: usando uma
linguagem informal, ja que a linguagem convencional ainda ndo havia sido apresentada, a

aluna apresenta uma explicacdo que equivale a dizer que o primeiro nimero de cada par
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ordenado representa a projecdo ortogonal do ponto sobre o eixo horizontal e o segundo
namero de cada par ordenado representa a projecao ortogonal do ponto sobre o eixo vertical.

a) Obscrve, na Jancla de Algcbra, o vértice A do poligono desenhado, Que relagdo hd entre os nimeros
que aparecem e 0s eixos numerados?
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b) Obscrye outros vértices do polfgono desenhado e sua representagdo na Janela de Algebra. O que os
nimeros que a&a_mccm dentro dos p’aréntcscs representam? De que maneira eles estdo organizados?
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Figura 45 — Resposta de Susana para as questdes do item 5.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

. sy 3

Transcri¢do da resposta da aluna ao item a: “Por exemplo, no ponto A os numeros que
aparecem sao (4,5), que sdo referentes as linhas verticais e horizontais. O 4 é da linha
vertical e 0 5 da horizontal. E assim segue um padrdo de todos os pontos”. TranscriGao
da resposta da aluna ao item b: “representdo [sic] os numeros das linhas verticais e
horizontais. Na linha horizontal os nimeros estdo do negativo para o positivo e na
vertical vai do positivo ao negativo”.

Ja Pedro, que adotou “largura” e “comprimento” para nomear os eixos das abscissas e
das ordenadas, respectivamente, manteve essa nomenclatura informal, uma vez que a
nomenclatura convencional ainda ndo havia sido introduzida. A seguir (figura 46), vemos o
poligono construido no GeoGebra e suas respostas as questdes. Quando o aluno diz que a
“largura” da posi¢do do ponto ¢ -10, podemos considerar que ele se refere ao comprimento
(acrescido de sinal) do segmento que une o ponto até sua projecdo no eixo das ordenadas, e
quando diz que o “comprimento” da posi¢do do ponto ¢ 3, podemos considerar que ele se

refere a0 segmento que une o ponto até sua projecado no eixo das abscissas.
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a) Observe, na Jancla de Algebra, o vértice A do poligono desenhado. Que relaciio hd entre os nimeros
que aparecem e 0s €ixos numerados?
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b) Observe outros vértices do poligono desenhado e sua representagio na Janela de Algebra. O que os
mimeros que aparecem dentro dos parénteses representam? De que maneira cles estdo organizados?
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Figura 46 — Pollgono construido, uma de suas reflexdes e respostas do aluno Pedro as questdes do item 5.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno ao item a: “os numeros que aparecem é as linhas de
encontro do ponto A, os eixos numerados estdo ali para facilitar a localizagdo dos
pontos”. Transcri¢do da resposta do aluno ao item b: “representa a posi¢do que o ponto
estd desenhado. Estdo organizados de maneira que -10 seja a largura e 0 3 0
comprimento”.

De maneira geral, os alunos perceberam que a reflexdo da figura em torno do eixo das
ordenadas altera o sinal das coordenadas dos vértices, mas apenas alguns perceberam que essa
alteracd@o ocorre nas abscissas dos pontos, sendo que as ordenadas se mantém iguais. A seguir
(figuras 47, 48 e 49), vemos as respostas dadas ao questionamento d do item 5 por trés alunos.
Novamente, observamos 0 uso de uma linguagem informal, criada pelos proprios alunos,
como ‘“comprimento da imagem” e “pontos do comprimento”, uma vez que a linguagem

convencional ainda ndo havia sido apresentada.



76

d) Agora observe na Janela de Algebra o ponto A e sua imagem refletida, A, Comparando-os, 0 que se
pode observar? Esse fato ¢ observado nos demais pontos relletidos?
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Figura 48 — Resposta de Leonardo para o questionamento d do item 5.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno: “Observo que o comprimento da imagem original os
pontos sdo negativos e do poligono da imagem refletida os pontos do comprimento é
positivo e a altura é igual nas duas imagens”.

d) Agora observe na Janela de Algebra o ponto A e sua imagem refletida, A', Comparando-os, o que se
pode obscrvar? Esse fato ¢ observado nos demais pontos refletidos?
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Figura 47 — Resposta de Kelly para o questionamento d do item 5.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta da aluna: “A figura original estd no lado dos numeros negativos
e a reflexdo esta do lado dos numeros positivos e do lado negativo aparece A=(-2,1) e 0
lado positivo A=(2,1)".

d) Agoraobserve na Janela de Algebra o ponto A ¢ sua imagem refletida, A”. Comparando-os, o que se
pode abservar? Esse fato € observado nos demais pontos refletidos?
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Figura 49 — Resposta de Beatriz para o questionamento d do item 5.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna: “A figura de reflexdo estd no lado dos numeros
positivos e a construida no lado dos nimeros negativos ”.

Ap0s a entrega da resolucédo da atividade pelos alunos, discuti cada item com a turma.
Os alunos foram convidados a expor suas opiniées, e 0 meu papel de professor foi o de
mediar as discussoes.

No momento de abordar o questionamento b do item 5, todos concordaram que o
programa nomeou cada ponto usando dois numeros, sendo que o primeiro corresponde a

projecdo ortogonal do ponto sobre o eixo horizontal e 0 segundo a projecao ortogonal sobre o
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eixo vertical. Nesse momento, as nomenclaturas usuais (abscissa, ordenada, quadrante) foram
apresentadas aos alunos e registradas em seus cadernos.

Ja as discussdes sobre a questao d do item 5 foram mais prolongadas. Convidei a aluna
Beatriz, que escreveu a conclusdo apresentada na figura 49, para expor sua opinido aos
colegas. Ao término de sua fala, questionei:

— Por que vocés acreditam que isso ocorreu?

— No meu isso ndo aconteceu — afirmou Alice. Foi o contrario: o primeiro valor é
positivo e no refletido € negativo — referindo-se a primeira coordenada de cada ponto dos
poligonos.

Novamente, questionei:

— O que vocés podem dizer sobre esses dois fatos observados?

— E que a reflexdo aconteceu ao redor do eixo vertical. Tudo que estava de um lado
foi pro outro, do positivo pro negativo ou vice-versa — concluiu Jonas.

Nesse momento pensei em questionar 0s alunos sobre o que aconteceria se a reflexéo
fosse feita em torno do eixo horizontal, mas como o sinal para o intervalo ja havia tocado, 0s

alunos foram dispensados.

4.3 O ESTUDO DA TRANSLA(;AO
4.3.1 Atividade 7: Translacdo no plano cartesiano

A translacdo foi a segunda isometria a ser desenvolvida junto aos alunos. O objetivo
era aborda-la com o plano cartesiano como auxilio e, por esse motivo, optei por trata-la apos a
reflexdo. Nessa atividade, cada aluno recebeu uma folha com instrucdes que deveriam ser
seguidas e com questdes a serem respondidas, conforme o Quadro 5'.

Pretendia-se verificar as propriedades do movimento de translacéo e o uso correto das
coordenadas cartesianas em sua forma convencionada, ou seja, como pares ordenados (a,b).
Para isso, no item 1, foi fornecida aos alunos uma sequéncia de pontos — ja nomeados como
A, B, C,.. — com suas coordenadas cartesianas dadas no formato de pares ordenados e um
papel quadriculado, sem marcagfes de eixos ou numeracgdes, para que esses pontos pudessem

ser marcados.

" Para a questdo 1, foram elaboradas situacdes diferentes, de modo que nos materiais entregues a turma houvesse
pelo menos cinco poligonos distintos.
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Quadro 5 — Relacionando o0 movimento de translagédo as coordenadas cartesianas.

Poligonos e suas coordenadas
1) Marca 0s pontos a seguir em um sistema de coordenadas cartesianas

A(2,3) B(4,1) C(5-2) D(1,-2) E(-1,0) F(2,1)
2) Faca segmentos de reta unindo o ponto A ao ponto B, o ponto B ao ponto C, o ponto C ao
ponto D e assim sucessivamente até unir o ponto F ao ponto A, fechando assim um poligono.
3) Agora sorteia um papel e observa a instrucdo escrita nele. Escreva abaixo a instrucdo que
sorteaste e preencha a tabela. Nomeia os novos vértices de A’, B>, C’...

Instrugéo:

Vertices A(, ) B(, ) C(.,) D( , ) E( , ) F(, )

Vértices apos a
instrucéo

4) Agora, no mesmo sistema de eixos cartesianos, marca 0s novos Vértices e una cada Vvértice
ao outro assim como tu fizeste na atividade 2, até formar um outro poligono.

5) O que tu podes afirmar em relacdo ao poligono original e o novo poligono?

6) Podemos afirmar que o novo poligono é uma reflexdo do poligono original? Por qué?

7) Faz um segmento de reta ligando os vértices A ¢ A’ e um segmento de reta ligando os
vértices B e B’. O que tu observas? O que acontece se ligarmos os vértices C e C’ ou entdo
o0s vértices D e D’?

8) Em tua opinido, 0 que acontece se somarmos uma determinada quantidade x a abscissa e
outra determinada quantidade y a ordenada de cada vértice do poligono original?

9) Em tua opinido, o que acontece se subtrairmos uma determinada quantidade x da abscissa e

outra determinada quantidade y da ordenada de cada vértice do poligono original?

Fonte: arquivo pessoal do autor

Além disso, a atividade também teve como objetivo verificar se os alunos fariam a
representacdo dos pontos corretamente e se a construcdo do plano cartesiano se mostraria
necessaria para o inicio da atividade. Ao receberem o papel quadriculado, alguns alunos
questionaram se era preciso desenhar as “retas com numeros” — numa clara referéncia aos
eixos coordenados. Outros alunos disseram: “Clar0o que precisa; como tu vai fazer os pontos
sem a numeragao?”.

Percebi que os alunos nédo apresentaram dificuldades na representacdo de pontos no
plano cartesiano, interpretando corretamente o significado de cada par ordenado. Apenas a

marcacdo de pontos sobre 0s eixos coordenados gerou um pouco mais de davidas.
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Apos a conclusdo do desenho do poligono, antes de iniciar o item 3, foram sorteadas
as instrucdes a serem seguidas pelos alunos. As instru¢es eram as seguintes:

Soma duas unidades a abscissa e mantenha a ordenada fixa.

Subtraia duas unidades da abscissa e mantenha a ordenada fixa.

Soma duas unidades a ordenada e mantenha a abscissa fixa.

Subtraia duas unidades da ordenada e mantenha a abscissa fixa.

Soma trés unidades a abscissa e mantenha a ordenada fixa.

Subtraia trés unidades da abscissa e mantenha a ordenada fixa.

Soma trés unidades a ordenada e mantenha a abscissa fixa.

Subtraia trés unidades da ordenada e mantenha a abscissa fixa.

Cada aluno recebeu uma instrucdo a ser seguida. Neste item, muitos alunos
apresentaram dificuldades nas opera¢bes com numeros negativos. Foi necessaria minha
intervencdo para relembrar as operacfes de adi¢do e subtracdo de numeros inteiros. De certa
maneira, fiquei surpreso com tais davidas, pois essas operacGes foram feitas em outros
momentos do ano letivo sem dificuldades, como, por exemplo, no calculo de raizes de
equacOes quadraticas usando a formula resolutiva. Talvez o obstaculo aqui tenha sido a
introdugdo das palavras “subtraia” e “soma”. Por exemplo: muitos alunos, ao subtrairem 3
unidades do nimero -3, obtiveram a resposta “zero”. Quando escrevi o calculo no quadro no
formato -3 - 3, esses mesmos alunos concluiram que a operacgdo resultava em -6. 1sso mostra
que registros diferentes da mesma situacéo sdo relevantes na compreensdo de uma situacéo e
que é preciso que o professor atente a esse fato; nesse caso, foi necessaria a exploracdo da
escrita -3 - 3 para que a atividade fosse respondida corretamente.

No item 4, alguns alunos iniciaram o tragado de um novo sistema de eixos cartesianos.
Tive que intervir e orientar que lessem o enunciado novamente para dar seguimento a
atividade. Apenas uma aluna necessitou de uma explicagdo mais detalhada para compreender
gue 0s novos pontos deveriam ser marcados no mesmo sistema de eixos ja tragado.

No item 5, a maioria dos alunos observou que o poligono original havia se deslocado.
Além disso, relacionaram corretamente esse deslocamento & operacéo de adicdo ou subtracdo
feita a abscissa ou a ordenada dos vértices desse poligono. As figuras 50 e 51 mostram as

respostas de duas alunas para esse questionamento, além de suas representacdes cartesianas.



80

5) Oquetu podu. al' rmar em relagdo ao poligono original ¢ o novo poligono?
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Figura 50 — Resposta ao questionamento 5 e representacéo cartesiana da aluna Susana, que tinha
como instrugdo subtrair trés unidades da ordenada e manter a abscissa fixa.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna: “O novo poligono mudou de posicdo por causa que
subtrai trés unidades das ordenadas originais, por isso ela desceu.

5) O que tu podes afirmar em relagdo ao poligono original ¢ o novo poligono?
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Figura 51 — Resposta ao questionamento 5 e representacao cartesiana da aluna Alice, que tinha
como instrucdo somar duas unidades a abscissa e manter a ordenada fixa.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta da aluna: “O poligono novo estd mais para a direita que o
poligono original, por que eu adicionei duas unidades a mais na linha abscissa”.

Porém alguns alunos, apesar de terem observado que o poligono havia se deslocado,
ndo relacionaram esse movimento as operac¢Ges de adicdo ou subtracdo feitas em alguma das
coordenadas dos vértices do poligono original. Isso foi constatado, pois 0s questionei
oralmente e eles ndo souberam responder o porqué do deslocamento. As respostas a seguir

(figuras 52 e 53) ilustram essas observagdes.

5) O que t podes afirmar em relagio ao poligono original ¢ o nove paligeno?
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Figura 52 — Resposta de Evandro ao questionamento 5.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno: “Posso afirmar que a minha figura se deslocou
comparando-se a original ”.
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5) O que tu podes afirmar em relaglio ao poligono original ¢ o novo pohbuno”
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Figura 53 — Resposta de Ricardo para o questionamento 5.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno: “Posso afirmar que a figura é a mesma so que estd
em um lugar diferente”.

A aluna Tatiana recebeu a instrugdo “subtraia duas unidades da ordenada ¢ mantenha a
abscissa fixa”. Apesar de fazer os calculos ¢ representa¢des corretamente, Tatiana ndo
observou o efeito que essa instrucdo teve em seu poligono, ou seja, ela ndo percebeu que o
poligono se deslocou duas unidades para baixo, em fungéo da operacdo de subtragdo realizada
nas ordenadas. As figuras 54 e 55 mostram a resposta da aluna para a questdo 5, sua

representacdo no plano cartesiano e suas respostas aos itens 8 e 9.

5) O(quc tu podes afirmar em relagdio ao poligono original ¢ o novo poligono?
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Figura 54 — Resposta de Tatiana para a questdo 5 e sua representacao cartesiana da situagéo.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna: “Que caiu as unidade [sic] das ordenadas e a
abscissa continuou igual”.
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8) Em tua opinido, 0 que aconteee s¢ somarmos uma determinada quantidade X & abscissa ¢ outra

determinada (‘Uﬂmldade ¥ & ordenada de cada vértice do poligono original? < -
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%) Em a opinido, 0 que acontcce se subtmirmos uma determinada’ quantidade x da abscissa ¢
outra determinada quantidade y du ordemxdu de cada véetice do paligono original?
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Figura 55 — Respostas de Tatiana aos questionamentos 8 e 9.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna ao item 8: “Se eu aumentar em cada vertice ela fica
bem maior e aumentaria todos os lados”. Transcri¢do da resposta da aluna ao item 9:
E se diminuir ela irad ficar bem pequena e diminuiria em todos os lados ™.

Observamos que a resposta da aluna para os itens 8 e 9 ndo é coerente com suas
anotacOes para o item 5 e suas observagdes sobre 0 movimento da figura. Essa resposta sugere
uma dificuldade da aluna em diferenciar os nimeros que expressam medidas dos poligonos
dos numeros que expressam a localizacdo dos pontos e, portanto, uma dificuldade em
compreender a ldgica da representacdo cartesiana das figuras.

No item 6, os alunos justificaram que o novo poligono ndo é uma reflexdo do poligono
original porque ele ndo ficou invertido.

No item 7, a maioria dos alunos observou que todos 0s segmentos tracados tém o

mesmo comprimento, conforme demonstram suas respostas (figuras 56 e 57).

7) Faz um scgmento de reta lipando os vértices A ¢ A’ e um segmento de reta ligando os vértices
B ¢ B’. O que tu observas? O gue acontece se ligarmos os vértices C ¢ C” ou entdio os vértices
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Figura 56 — Resposta de Tatiana para o questionamento 7.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta da aluna: “Que todas as linhas do vértice com sua imagem sdo
do mesmo tamanho e na reflexdo as linhas sdo bem diferentes o tamanho”.

7) Foz um segmenta de reta ligando os Vérlices A e A’ ¢ un segmento de reta ligando os yvértices
B ¢ B'. O que tu observas? O que acomcce s¢ ligormos os ‘;LI‘!ICLS C ¢ C' ou entlio o5 vértices
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Figura 57 — Resposta de Susana para o questionamento 7.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna: “Todas as retas sdo iguais”.
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Interessante foi notar o comentario de Evandro de que, ao ligar os vértices do poligono
original as suas respectivas imagens, os dois poligonos juntos “formam” uma Unica figura
(figura 58). Podemos concluir que Evandro esta fazendo referéncia a uma representacdo usual

de prismas, que apresenta as duas bases ligadas por arestas paralelas.

7) Faz um segmento de reta ligando os vértices A e A” e um segmento de reta ligando os vértices
B e B, O que tu observas? O que acontece se ligarmos os vértices C ¢ C* ou entilo os vértices
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Figura 58 — Resposta de Evandro ao questionamento 7.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno: “Posso observar que a figura se une com a outra e
forma uma so”.

Esse item foi pouco discutido com os alunos visto que, em uma tarefa posterior, a
ideia de vetor seria abordada e relacionada com o movimento de translacéo.

As questbes 8 e 9 objetivavam uma generalizacdo do movimento de translacdo com
base nas operacGes de adicdo e subtracdo as abscissas e/ou as ordenadas. Muitos alunos
observaram corretamente que a soma ou a subtragdo de uma quantidade fixa a cada abscissa
ou a cada ordenada dos Vvértices de um poligono produz o efeito de movimentar esse poligono
(figuras 59, 60 e 61).

8) Em tua opinifio, 0 que acontece s¢ somarmos uma determinada quantidade x & abscisst ¢ outra
determinada quantidade y & ordenada de cada vértice do poligono original?
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9) Em tua opinidio, o que acontece sc subtrirmos uma determinada quantidade x da abscissa e

outra determinada quantidade y da ordenada de cada vértice do poligono original?
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Figura 59 — Respostas de Leonardo para as questdes 8 e 9.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrig¢do da resposta do aluno ao item 8: “Ela se movimenta para o lado direito se
somarmos as abscissas e ela se movimenta para cima se somarmos a ordenada”.
Transcri¢do da resposta do aluno ao item 9: “Ela se movimenta para ao [sic] outro lado
esquerdo se subtrairmos a abscissa e ela se movimenta para baixo se subtrairmos a
ordenada’.
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8) Em tua opinifio, o que acontece se somarmos uma determinada quantidade x a abscissa ¢ outrt
determinada quantidade y 4 ordenada de cada vértice do poligono original? H : 2 :C\‘_\.\yf‘
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9) Em tua opinido, o que acontece se subtrairmos uma determinada quantidade x da abscissa ¢
outra determinada quantidade y da ordenada de cada vértice do poligono eriginal? ﬁ ﬁ)’eﬁo
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Figura 60 — Respostas de Evandro para as questdes 8 e 9.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno ao item 8: “4 figura se desloca de seu ponto original
para a direita, e se somarmos a ordenada se movimenta para cima”. Transcri¢do da
resposta do aluno ao item 9: “A figura se desloca de seu ponto original para a esquerda,
e se somarmos a ordenada se movimenta para baixo”.

8) Em tua opinido, o que acontece s¢ somarmos uma determinada quantidade x & abseissa ¢ outra
determinada quantidade y 4 ordenada de cada vértice do poligono original?
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9) Em tua opinido, 0 que acontece se subtrairmos uma determinada quantidade x da abscissa e
outra determinada quantidade y da ordenada de cada vértice do poligono original?
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Figura 61 — Respostas de Maria para as questfes 8 e 9.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcricdo da resposta da aluna ao item 8: “Irra [sic] se deslocar pra direita uma
quantidade x e uma quantidade y para cima”. Transcri¢do da resposta da aluna ao item
9: “Irra [sic] se deslocar a quantidade x para esquerda e uma quantidade y pra baixo”.

Notei que esses alunos interpretaram os enunciados dessas questdes e os relacionaram
com o0 movimento de translacdo do plano. Considero que os alunos mobilizaram a apreensdo
operatoria, através de modificacBes posicionais, quando modificaram mentalmente a posicao
de uma figura imaginaria e relacionaram esse movimento as coordenadas de seus Vértices,
generalizando as observac6es que haviam feito anteriormente.

Susana, que tinha como instrucdo subtrair trés unidades da ordenada e manter a
abscissa fixa, respondeu que a soma de uma quantidade x a abscissa desloca o poligono x
unidades para baixo (figura 62).
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8) Em tua opinido, o que acontcee sc somarmos uma determinada quantidade x & abscissa ¢ outra
determinada quantidade y & ordenada de cada vértice do poligono original?
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Figura 62 — Resposta de Susana a questdo 8.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna: “Se somar x a abscissa ela se deslocard x unidades
para baixo”.

Questionada sobre sua resposta, Susana disse que se baseou em sua figura para
responder a essa questdo, ou seja, a aluna observou sua figura — que se deslocou trés unidades
para baixo. Sendo assim, nota-se que ela fez uma generalizacdo incorreta, sem atentar a
distingdo entre abscissas e ordenadas, a partir de uma apreensdo perceptiva da figura exibida
na tela. Para Duval (2012),

os alunos se apegam, na grande maioria, a apreensao perceptiva: estes nao se
dado conta de que uma figura deve ser olhada ndo mais do que através ou em
fungdo das propriedades, ou das condi¢fes formuladas como hipoteses. Isto
pode ser observado pelas suas atitudes diante de um problema: eles leem o
enunciado, constroem a figura e, em seguida, concentram-se na figura sem
retornar ao enunciado (lbid.,p. 124).

Nas respostas ao item 9, alguns alunos afirmaram que o poligono retorna a sua posicao
original (figuras 63 e 64). Novamente, vemos que o enunciado ndo foi interpretado
corretamente, pois 0s alunos deveriam considerar o poligono original e ndo aquele obtido a
partir do questionamento feito no item 8. Ainda assim, é interessante notar que esses alunos
perceberam que a translacdo € reversivel e que esse movimento se da em funcdo das
operacdes de adicdo e subtracdo de uma mesma quantidade as abscissas e/ou ordenadas de

cada vértice.

9) Em tua opiniio, 0 que acontece se subtraimmos uma determinada quantidade x da abscissa ¢
outra determinada quantidade y da ordenada de cada vértice do poligono original?
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Figura 63 — Resposta de Susana para a questao 9.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta da aluna: “A nova imagem se juntara a imagem original”.
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9) Em tua opinido, o que acontece s¢ subtrairmos uma determinada quantidade x da abscissa ¢
outra detenninada quantidade y da erdenada de cada vértice do poligoeno original?
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Figura 64 — Resposta de Mauro para a questdo 9.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno: “A imagem vai voltar para seu lugar de origem”.

Mesmo com o desenvolvimento dessa atividade e das respostas muito interessantes,
avalio que os alunos, em geral, ndo compreenderam a relacdo entre 0 movimento de
translacéo e as operagdes de adi¢do e/ou subtracdo de uma quantidade fixa as abscissas e/ou
ordenadas dos vértices de um poligono. Isso pode ter ocorrido devido as dificuldades iniciais
em operar com 0s numeros inteiros ou pelo fato dessa atividade ter sido bastante extensa, com
muitos registros escritos e analises gréficas por parte dos alunos.

Por isso, desenvolvi uma atividade extra acerca dessa isometria na qual os alunos, em
pequenos grupos, desafiariam outros grupos da turma a descrever um movimento de

translacdo. Essa atividade esta relatada a seguir.

4.3.2 Atividade 8: O desafio das translagdes

Nessa atividade, os alunos se reuniram em pequenos grupos, sendo que cada um
recebeu uma folha onde constavam dois poligonos, sendo um a translacdo do outro. Coube a
cada grupo observa-los e descrever qual movimento fora realizado, ou seja, como um
poligono poderia ser obtido a partir do outro. Suas conclusfes foram registradas em um papel
separado e, a seguir, cada grupo desafiou outro a descrever na folna 0 mesmo movimento.
Feito isso, o grupo desafiado devolveu a folha ao primeiro grupo que fez a correcdo da
solucgéo dada por esse grupo.

No Quadro 6, temos o exemplo de uma das atividades entregue para um dos grupos.
Cabe ressaltar que cada grupo recebeu poligonos diferentes, porém cada um com o0 mesmo
namero de vértices dos outros.

O fato de algumas coordenadas dos vértices ndo serem inteiras ndo representou um
obstaculo para a resolucdo da atividade. Percebi também que o uso da malha quadriculada
ainda foi um importante referencial, visto que dois grupos desenharam o quadriculado para
melhor se orientarem nas coordenadas cartesianas. Os demais grupos utilizaram réguas para

verificar as coordenadas dos pontos.
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Quadro 6 — Atividade de descri¢do do movimento de translagéo.

Movimentando Poligonos no Plano Cartesiano

Seu grupo:

Observe o poligono ABCDEF. Discuta com seu grupo qual transformacéo deve ser
aplicada nesse poligono para gerar o poligono A’B’C’D’E’F’, ou seja, como podemos obter o
poligono A’B’C’D’E’F’ a partir do poligono ABCDEF. Registre suas conclusdes em uma folha
separada.

Agora desafie outro grupo da sala a descobrir a solucdo encontrada pelo seu grupo. Para isso,
entregue essa folha a esse grupo, que devera escrever suas conclusfes abaixo. A seguir, verifique a

solugdo apontada pelo grupo e faca anotacdes sobre suas observacoes.

Grupo desafiado:

Fonte: arquivo pessoal do autor.

Quanto a observacdo do movimento de translacdo em termos de coordenadas, a
maioria dos grupos se expressou utilizando termos como ‘“‘subiu/desceu y unidades nas
ordenadas”, “se deslocou X unidades para a direita/esquerda nas abscissas” ou simplesmente
“aumentou/diminuiu x unidades nas abscissas/ordenadas”.

Uma dificuldade ainda presente para muitos alunos foi a comparacéo e ordenacgéo dos
nameros inteiros. Percebi isso assim que as discussfes nos grupos comecaram, pois as
duavidas pareciam ser as mesmas, como por exemplo: “se o vértice A tem abscissa -2 € sua
imagem -5, podemos concluir que foi feita uma adi¢gdo ou uma subtracdo?”. Novamente
intervi e fui ao quadro negro para expor situacGes envolvendo relacGes de ordem. Lancei

diversos questionamentos nesse sentido, como: “o que € maior: -5 ou -10?”; “se a temperatura

de uma cidade é de -7°C e algum tempo depois é de -2°C, podemos afirmar que ela aumentou
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ou diminuiu?”. Apds ouvirem-se as opinides dos alunos e se discutir essas questbes, a
atividade foi retomada.

A figura 65 mostra a solucdo apresentada por um grupo de alunos para essa atividade.
Para o grupo desafiado — composto pelas alunas Paula, Susana e Maria — fiz a seguinte
questdo: “como vocés concluiram que as ordenadas diminuiram duas unidades e as abscissas
aumentaram oito unidades?”. Uma das alunas do grupo respondeu: “olhamos o ponto A ¢ o

ponto A’. O ponto A foi do -9 para o -1, aumentou 8 e do -3 para 0 -5, diminuiu 2”.

Observe o poligono ABCDEF. Discuta com seu grupo qual transformag3o deve ser aplicada
nesse poligono para perar a poligono A'B'C'D'E'F’, ou seja, como podemos abter o poligono
N'8'CO'E'F 3 partir do poligono ABCDEF? Registre suas conclusdes em uma folha separada.
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Agora desafie outro grupao da sala a descobrir a solugdo encontrada pelo seu grupo. Para
isso, entregue essa folha a esse grupo, que deverd escrever suas conclusBes abaixo. A seguir,
verifique a solugdo apontada pelo grupo e faga anotagdes sobre suas observagdes.

Grupo desafiado:
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Figura 65 — Resolucéo da atividade 8 apresentada pelo grupo desafiado (Paula, Susana e Maria).
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrig¢do da resposta do grupo desafiado: “As ordenadas diminuiram 2 e as abscissas
aumenta [sic] 8. Transcri¢do da corregdo feita pelo grupo desafiante: “corre¢do: OK”.
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No préximo exemplo (figura 66) o grupo desafiado, formado pelos alunos Jonas,
Tatiana e Kelly, aléem da malha quadriculada, também desenhou um segmento de reta

orientado de B para B’.

.

il

Agora desafie outro grupo da sala a descobrir a solugdo encontrada pelo seu grupo. Para
isso, entregue essa folha a esse grupo, que deverd escrever suas conclusdes abzixo. A seguir,
verifique a solugdo apontada pelo grupo e fa¢a anotagdes sobre suas observagdes.

Grupo desafiado:
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Figura 66 — Resolucéo da atividade 8 apresentada pelo grupo desafiado composto por
Jonas, Tatiana e Kelly. Também observamos a correcdo feita pelo grupo desafiante.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do grupo desafiado: “Todos os pontos de ordenada sobem 5
numero [sic] e de abscissa se desloca 6 numero [sic] pra direita”. Transcrigdo da
correcdo feita pelo grupo desafiante: “Corre¢do: O grupo acertou tudo!!!”.

Questionei 0 grupo sobre a razdo para terem tracado aquele segmento de reta. Jonas
respondeu: “é que assim eu sei onde o ponto B foi parar; a seta aponta”. Questionei se todos
do grupo concordavam com o colega e eles afirmaram que “dessa maneira ¢ bem mais facil de
ver como a figura se movimentou”. Nota-Se que a ideia utilizada pelo grupo remete ao
conceito de vetor, que ainda ndo havia sido discutido nas aulas. Questionei o grupo sobre se
essa ideia funcionaria para o ponto F, por exemplo. O mesmo aluno afirmou que ndo, pois “0

[ponto] F né&o fica certinho em cima das linhas”. Considero que o que ele quis afirmar ¢ que o
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ponto F ndo possui coordenadas inteiras e, dessa maneira, em sua opinido, fica dificil
identificar sua abscissa e sua ordenada, o que indica que esses alunos precisam desses
numeros para descrever a transformacao, o que decorre, em parte, da pouca familiaridade com
as propriedades geométricas das figuras e com conceitos geométricos como o de paralelismo.
Observamos, também, uma imprecisdo de linguagem quando os alunos falam em “pontos de
ordenada” e “pontos de abscissa”, ao invés de “ordenadas dos pontos” e ‘“abscissas dos
pontos”. Considero, contudo, que essa imprecisao nao prejudicou a compreensao da resposta
pelo grupo desafiante.

Desses dois exemplos, vé-se que os alunos analisaram 0 movimento que ocorreu com
um dos vértices do poligono, concluindo a partir dai sobre 0 movimento do poligono todo.
Como o texto informava que havia ocorrido um movimento do poligono ABCDEF, os alunos
afirmaram que “ndo precisa ver o que acontece com todos os pontos, um sé chega”.

A sequir (figura 67), vemos a solugéo da atividade apresentada pelo grupo desafiante
(Ricardo, Camila e Amanda), seguida da solucdo apresentada pelo grupo desafiado, formado

pelos alunos Mauro, Evandro e Carlos.
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Observe o poligono ABCDEF. Discuta com seu grupo qual transformagio deve ser aplicada
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Agora desafie outro grupae da sala a descebrir a seluglio encontrada pelo sea grupo. Para
1550, entregue essa folha a esse grupo, que deverd escrever suas conclusdes abaio, A segulr,
verifique a solugdo apontada pelo grupo e faca anotagdes sobre suas observagdes.

Grupa desaliado; |
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Figura 67 — Resolucdo da atividade 8 feita pelos grupos desafiante e desafiado.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do grupo desafiante: “Ela se deslocou. Continuou com as
mesmas medidas, apenas mudou de posicdo. Ela aumentou 4 de ordenada e diminuiu 3
de abscissas”. Transcri¢do da resposta do grupo desafiado: “Diminuiu -4,5 passos para

’

esquerda. Aumentou 10 passos para cima”.

O grupo que recebeu a atividade primeiramente para resolver, observou corretamente
que o poligono mantém suas medidas preservadas (conceito de isometria). JA 0 grupo
desafiado apresentou uma resposta muito diferente. Questionado sobre essa solugdo, Mauro
afirmou que “olhou para as pontas das figuras”, em referéncia aos pontos D e A’, para afirmar
que ‘“aumentou 10 passos para cima”. Essa atitude demonstra que apenas a apreensao
perceptiva da figura foi evocada, sem levar em consideracdo suas partes constituintes. Quanto

a frase “diminui -4,5 passos para a esquerda”, o mesmo aluno disse: “nem eu sei o que eu



92

escrevi ali”. Pela analise da figura ¢ usando a mesma logica anterior, ¢ muito provavel que o
aluno tenha considerado os vértices A e F’ (ou outros dois vértices quaisquer que nao
correspondem um a imagem do outro). Isso mostra que nao houve identificacdo dos vértices
do poligono ABCDEF e de suas respectivas imagens, revelando que apenas a apreensao
perceptiva esteve presente na resposta desse aluno.

Ao final dessa atividade, fiquei muito contente com a maneira como o0s alunos
perceberam o movimento de translacdo, com base nas coordenadas cartesianas. Senti que
muitos alunos que ndo compreendiam a relacdo de ordem entre nimeros inteiros, conseguiram
superar essa dificuldade. Isso se deu muito em virtude do didlogo entre os préprios alunos
que, em diversos momentos, discutiam entre si sobre a solu¢do do desafio proposto. Além
disso, fizeram uso da apreensdo operatoria, modificando mentalmente a posi¢do do poligono

ABCDEF, e podendo, assim, concluir sobre 0 movimento de translacao.

4.3.3 Atividade 9: O movimento de translagdo no software GeoGebra

Assim como nas atividades de estudo da reflexao, o software GeoGebra foi usado para
analisar aspectos do movimento de translacdo. Nessa atividade, os alunos manipularam
vetores para estabelecer uma translacdo no plano. Os alunos se reuniram nos mesmos trios da
atividade anterior. Cada trio recebeu a folha com os poligonos ABCDEF e A’B’C’D’E’F’ que
ja havia recebido na aula anterior.

No ambiente do GeoGebra, mostrei aos alunos como obter a translacdo de um
poligono qualquer. Para isso, o conceito de vetor foi mencionado, pois o software produz a
translacdo segundo um determinado vetor (essa foi a primeira vez em que essa nomenclatura
foi usada). Expliquei que um vetor € um segmento de reta que possui uma orientagdo e um
sentido. Jonas, que havia desenhado um vetor na atividade anterior, rapidamente o identificou
com a representacdo do GeoGebra.

Apos mostrar um exemplo de translagdo de um poligono, pedi que os alunos
modificassem o vetor, alterando seu “tamanho”, sua orientagdo e seu sentido e observassem o
que acontece nos poligonos. Quando o fizeram, os alunos comentaram que o poligono
transladado ficava “mais longe” ou “mais perto” do poligono original.

A sequir, solicitei que os alunos abrissem um novo arquivo. Cada trio recebeu as
seguintes orientacdes e questdes (Quadro 7). O poligono a ser representado no item 1 € 0

mesmo do desafio dado aos grupos na atividade anterior, apresentada no quadro 6 (p. 78).
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Quadro 7 — Analisando o0 movimento de translagdo no GeoGebra.

Analisando o0 movimento de translacao

1) Representa no GeoGebra o poligono ABCDEF de modo que ele ocupe no plano da tela a
mesma posicdo que na folha da atividade anterior (verifica as coordenadas cartesianas de cada
vértice). Exibe os rdtulos dos vértices.

2) Agora, usando a opgdo “Translacdo por um vetor” do GeoGebra, obtém a translacdo desse
poligono, de forma que o poligono transladado ocupe na tela a mesma posi¢cdo do poligono
A’B’C’D’E’F’ na folha da atividade anterior. Exibe os rotulos dos vértices.

3) Usando a ferramenta “Segmento”, traga os segmentos AA’, BB’, CC’, DD’, EE’ e FF’. O que
se pode dizer sobre esses segmentos? Que argumentos vocés podem usar para convencer 0S outros
grupos?

4) Agora, modifica o vetor que foi utilizado para a translagéo, alterando seu tamanho, seu
sentido, sua orientagdo. O que teu grupo observa?

5) Com base nas conclusdes anteriores, como o teu grupo define 0 movimento de translagéo de
um poligono por um vetor?

Fonte: arquivo pessoal do autor.

Nenhum grupo encontrou dificuldades ao representar os poligonos e suas translacdes
(itens 1 e 2).

Na resolucdo da questdo 3, a medida que os alunos tracavam os segmentos solicitados,
percebiam que todos eles tinham o mesmo comprimento. A partir dai, os grupos utilizaram a
ferramenta do programa “Distancia, comprimento ou perimetro” para convencer-se de que 0s
segmentos eram congruentes. Os alunos tiveram acesso a essa ferramenta por sugestdo de um
colega que baixou o programa no seu computador pessoal e que mostrou aos demais como
usa-lo. Antes de conhecer a ferramenta, um dos grupos, formado pelos alunos Ricardo,
Amanda e Camila, utilizou uma régua e mediu na tela do computador os segmentos, conforme

descreveu na figura 68.

3) Usando a ferramenta *Segmento”, traga os segmentos AA', BE', CC', DO, EE' & FF, O
que se pode dizer sobre esses segmentos? Que argumentos vacds podem usar para convencer
0% QULFOS grupos?
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Figura 68 — Resposta do questionamento 3 fornecida pelo grupo dos alunos Ricardo, Amanda e Camila.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta do grupo: “Podemos dizer que todos tem as mesmas medidas.
Medimos com a régua e ‘distancia, comprimento ou perimetro’”.
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Outros grupos observaram gue cada segmento tem o mesmo comprimento que o vetor

da translacdo (figuras 69 e 70).

3) Usando a ferramenta “Segmento”, traga os segmentas AN, B8', CC', DD, EE' e FF'. O
que se pode dizer sobre esses segmentos? Que argumentos vocés podem usar para convencer
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Figura 69 — Resposta ao questionamento 3 do grupo formado pelos alunos José, Pedro e Fabricio.
Fonte: arquivo pessoal do autor.
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Transcri¢gdo da resposta do grupo: “Usando a opg¢do distincia, comprimento ou
perimetro, medimos o comprimento do vetor e o comprimento das retas que ligam os
pontos AA’. BB’, CC’, DD’, EE’, FF’, tem o mesmo tamanho do vetor”.

3) Usando a ferramenta “Segmento®, traga os segmentos AA’, BB', CC', DD, EE’ e FF. O
que se pode dizer sobre esses segmentos? Que argumentos vocés podem usar para convencer
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Figura 70 — Resposta ao questionamento 3 do grupo formado pelos alunos Beatriz, Leonardo e Alice.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta do grupo: “Os segmentos sdo do mesmo tamanho do vetor.

Usamos a ferramenta distancia, comprimento ou perimetro e ligamos todos 0s pontos

AA’, BB’ e assim por diante e todos os segmentos sdo do mesmo tamanho”.

Na explicacdo a seguir (figura 71), quando se refere ao vetor ter “4 de ordenada e 7 de
abscissa”, considero que o grupo esta se referindo as projecoes ortogonais desse vetor sobre

0S eixos cartesianos.
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3} Usando a ferramenta “Segmento®, traga s segmentos AA', BE', CC, DD', EE' e FF. O
gque se pode dizer sobre esses segmentos? Que argumentos vords padem usar para convencer
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Figura 71 — Resposta ao questionamento 3 dada pelo grupo formado pelos alunos Jonas, Tatiana e Jodo.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do grupo: “Que os segmentos que nos tracamos sdo a mesma
coisa que o vetor, porque do A ao A’ ele tem a medida do vetor, 4 de ordenada e 7 de
abscissa, e isso acontece com todos os outros pontos. Fomos também fomos [sic] na
ferramenta de (distancia, comprimento ou perimetro) e clicamos no segmento e depois no
vetor e concluimos tem 8,06 de um ponto ao outro”.

A figura 72 mostra a representacdo do poligono, sua translagdo e as medidas dos
segmentos que unem cada Vvértice a sua imagem, além da medida do vetor utilizado nesse
movimento. Essa construcdo foi feita pelo mesmo grupo cuja resposta ao item 3 estd mostrada
na figura 68. A medida mostrada na imagem, 7,81, difere daquela descrita na resposta do

grupo, pois os alunos manipularam o vetor da translacdo apds redigirem a resposta.

Drstincaa, Comprimento ou Perimetro i
Selecione dois pontos, um SE0Menda, wn poiipone ou Lm cireutp [ -

Figura 72 — Construcdo no GeoGebra feita pelo grupo de alunos Jonas, Tatiana e Jodo.
Fonte: arquivo pessoal do autor.
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Nas respostas a questdo 4, os alunos observaram que, ao modificar o vetor, as medidas
dos poligonos ndo se alteram; o que se modifica s&o apenas 0s comprimentos dos segmentos

que unem cada vértice do poligono a sua imagem (figuras 73 e 74).

4) Agora, modifica o vetor que fol utilizado para a translac3o, alterando seu tamanhe, seu
sentido, sua orientagdo. O que teu grupo observa?
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Figura 73 — Resposta ao questionamento 4 fornecida pelo grupo de alunos Amanda, Camila e Ricardo.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do grupo: “As medidas da figura continuam as mesmas, o que
muda é o comprimento do seguimento [sic] .

4) Agora, madifica o vetor que foi utilizado para a translagSo, alterando seu tamanho, seu

sentido, sua orlentagdo. O que teu grupo obserya? l\ \'%U"d.
¢ Olxsu i\
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Figura 74 — Resposta ao questionamento 4 dada pelo grupo de alunos Jose, Pedro e Fabricio.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do grupo: “A gente observou que, mechendo [sic] o vetor, as
retas que ligam os pontos AA’, BB’, CC’, DD’, EE’, FF’, se mexem conforme a gente
mexe o vetor”.

Na questdo 5, os alunos foram desafiados a definir o movimento de translacéo.

Algumas das definicdes dadas pelos grupos estdo mostradas a seguir (figuras 75, 76 e 77).

5} Com base nas conclusBes anteriores, como o teu grupo define o movimente de

tranzlagio de um peligona por um vetar? - ,_1:-
Merrou sndme \\f%ur-m o o -\ﬁ«bt.n ey 2o sonosivmen o

Lo Dureeou m Sernmide, J_\}r«:\!@ m}; & -
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Figura 75 — Definicdo de translacdo dada pelo grupo de alunos José, Pedro e Fabricio.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta do grupo: “Vetor é um modo de representar uma nova figura,
ou seja, fazer ela se movimentar com uma certa medida, sendo que todos os pontos se
movam de acordo com o vetor foi criado”.
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S) Com base nas conclusBes anteriores, como o teu grupo define o movimenta de
translagZo de um poligono por um vetor?
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Figura 76 — Definicdo de translacdo dada pelo grupo de alunos Beatriz, Leonardo e Alice.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcricao da resposta do grupo: “Partindo de uma imagem original fazendo um vetor,
a imagem nova sé vai se mover para o lado ou para cima, do tamanho do vetor, e ndo
fica ao contrario como na reflexdo”.

3) Com base nas conclusdes antericres, como o teu grupa derne o mnlﬂmr_'nl:u de
translaglio de um poligono por um '-'EI.Dr:' |
i I'n _]* L r‘}_,:
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Figura 77 — Definicéo de translacdo dada pelo grupo de alunos Jonas, Tatiana e Jo&o.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do grupo: “Movimento de translagdo é quando deslocamos a
imagem de um lugar para o outro sem que ela ndo mude suas medidas”.

Os alunos perceberam que o movimento de translacdo ndo altera as medidas de uma
figura. Esse fato € importante, pois pretendia-se definir a congruéncia de poligonos a partir
das transformac6es isométricas.

Partindo das escritas dos alunos, procurei incentivar a turma a chegar a uma
“defini¢do” Uinica para a translacdo para que pudesse ser registrada nos cadernos. Apresentei o
seguinte questionamento: “como vocés diriam o que ¢ o movimento de translagdo para uma
pessoa que nunca ouviu falar nisso?”. Nesse momento, todos 0s alunos procuraram se
manifestar; cada grupo querendo que sua definicdo fosse a definitiva.

Um dos grupos destacou que para definir o que é translacdo, & necessario
primeiramente definir o que é vetor. Nas palavras de Fabricio: “quem ler a palavra vetor ndo
vai saber o que é. Por isso precisa dizer primeiro o que ¢ vetor”. Todos os demais alunos
concordaram com essa observacao e, a partir dai, procuraram, coletivamente, uma maneira de
definir vetor.

Entdo pedi que cada grupo lesse para os demais colegas qual a definicdo dada para o

movimento de translacdo e fui registrando cada uma delas no quadro-negro. Questionei 0S
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alunos sobre quais palavras eram as mais citadas nas escritas dos grupos. Os alunos notaram
que “deslocar”, “mover” e “movimentar” eram vocdbulos que apareciam praticamente em
todas. Além disso, os alunos destacaram que a figura transladada ndo altera suas medidas e
que o deslocamento da figura depende do vetor. A partir dai, pedi que os alunos formulassem
uma frase para definir o que € translacdo. Nesse momento, deixei que conversassem entre si.
Pedro liderou as discuss@es e registrou as opinides dos colegas em seu caderno até que, apds
cerca de dez minutos, a turma concordou sobre a “melhor” definigdo para translagéo,
mostrada na figura 78.

Notamos, nessa escrita, que os alunos utilizaram um registro figural para
complementar a definigdo. Por ora, essa foi a definicdo adotada para translacdo. Observamos
que, nessa definicdo, ndo ha referéncia ao comprimento do vetor. Mais adiante, ao final do

trabalho com as isometrias, a definigdo foi revisada.

Figura 78 — Definigéo de translagdo construida pelos alunos da turma.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do: “B Translacdo. Vetor é um segmento de reta com uma flecha dando um
sentido do movimento do vetor. Translagdo é o movimento de uma figura que se desloca
para qualquer lugar, mas sempre paralelo ao seu vetor”.
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4.4  OESTUDO DA ROTACAO
4.4.1 Atividade 10: Rotagéo

A rotacdo foi a Ultima isometria abordada neste trabalho. Optei por deixa-la para o
final, pois € o0 movimento que envolve maior nimero de elementos a serem analisados, tais
como o centro e a amplitude da rotacéo, além de sua orientacao.

A turma de alunos na qual foi aplicada a sequéncia de atividades teve seu ensino de
Geometria no Ensino Fundamental baseado em calculos de perimetros e areas de figuras
planas, classificacdes de angulos e triangulos e nomenclaturas de poligonos. Segundo relatos
dos alunos, raramente usaram transferidores, compasso ou réguas em anos anteriores, nas
aulas de Matemaética. Por isso, antes de desenvolver as atividades dessa sequéncia, busquei
enfocar o estudo dos angulos e suas interpretacbes como giros, mudancas de direcdo e regides
determinadas por duas semirretas, visando familiarizar os alunos com esses conceitos para
uma melhor compreenséo do movimento de rotagé&o.

As atividades iniciais de rotagdo foram baseadas na dissertacio de Elio Mega (2001),
na qual foram estudadas as implicacGes da compreensao do movimento de rotacéo atraves do
uso de diversos materiais com alunos de 5% série do Ensino Fundamental (atualmente 6° ano
do Ensino Fundamental).

Cada aluno recebeu duas folhas nas quais constavam cinco questdes envolvendo a
rotacdo de alguns objetos. Também receberam materiais manipulativos (palitos de picolé e
bandeirinhas feitas com palitos de dente) para auxiliar na resolucao das questfes. Elas podiam
ser discutidas com outros alunos, em duplas ou pequenos grupos.

O objetivo dessa atividade era verificar se os alunos compreendiam, mesmo que
intuitivamente, o movimento de rotacdo e os sentidos horario e anti-horario. Além disso,
pretendia-se verificar se havia a compreensdo das amplitudes dos angulos reto e raso.

A seguir (Quadros 8, 9, 10, 11 e 12) estdo descritas as questdes que foram propostas

aos alunos.
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Quadro 8 — Questao 1 das atividades de rotacao.

Questéo 1

Uma caneta estava na posi¢cdo mostrada a seguir.

Pedro girou a caneta em volta da ponta esferografica e a caneta ficou assim:

De quantos graus foi o giro da caneta?

O giro da caneta foi no sentido horéario ou no sentido anti-horario? Justifique.

Fonte: arquivo pessoal do autor, baseado em Mega (2001, p. 206)

Quadro 9 — Questéo 2 das atividades de rotacao.

sequir:

Questéo 2

Desenhe o palito depois que ele girar 90° em volta do furo, no sentido horario, nas situacoes a

Fonte: Mega (2001, p. 207).
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Quadro 10 — Questdo 3 das atividades de rotacéo.

Questédo 3

Desenhe a bandeira depois que ela sofre uma rotagao de 90° ao redor de seu “pé&” (ponto vermelho). O
sentido da rotagdo € o anti-horério.

[ ]

0

Fonte: Mega (2001, p. 208).

Quadro 11 — Questdo 4 das atividades de rotagao.

Questdo 4

Gire cada bandeirinha 180° no sentido horéario, em torno do ponto vermelho e represente a bandeirinha
apos essa rotacao.

I~

|~

Fonte: Mega (2001, p. 209).

Quadro 12 — Questdo 5 das atividades de rotagao.

Questdo 5 — DESAFIO

Gire cada figura 45° no sentido anti-horario em torno do ponto vermelho. Represente cada
figura apos essa rotacao.

Fonte: elaboracdo do autor.

Na questdo 1, os alunos deveriam determinar qual a rotagéo aplicada a uma caneta,
dadas suas posic¢des inicial e final. Nas respostas a essa questdo, os alunos observaram que a

rotacdo fora efetuada no sentido horario com amplitude de 90°. Ao comentar a questdo com
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os alunos, questionei se ndo havia outra rotagdo possivel para que a caneta ficasse naquela
posicdo. José aventou a hipotese de que a caneta poderia girar 450° no sentido horario, assim
ela daria uma volta inteira e mais 90°, ficando assim na mesma posi¢do. Insisti no
guestionamento, porém as respostas sempre foram no mesmo sentido, ou seja, a caneta
poderia dar um namero inteiro de voltas no sentido horério e mais 90° e ficaria na posicéo
indicada. Nenhum aluno considerou a possibilidade de a caneta girar 270° no sentido anti-
horario.

Nas respostas a questdo 2 (e também nas subsequentes), o material manipulativo foi
muito utilizado (figura 79). Notei que os alunos recorreram a esse apoio para visualizar como

se da 0 movimento.

Figura 79 — Susana utilizando material manipulativo para compreensdo do movimento de rotacao.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Porém, o uso desses materiais ndo foi suficiente para a compreensdo do movimento de
rotagdo por todos os alunos. Muitos ndo representaram a rotagdo solicitada ou entdo se
preocuparam apenas com a posic¢do final do objeto, sem manter a congruéncia entre a figura

original e a sua imagem apos a rotagéo.
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Nas figuras 80 e 81 temos as representaces das respostas as questdes 2 e 3 de dois
alunos. Mauro observou a congruéncia entre a figura fornecida e sua representacdo apos a
rotacdo. J& Pedro, apesar de observar corretamente a posicdo do objeto apds a rotacdo, nao o

representou com as mesmas medidas.

Questdo 2
Desenhe o palito depois que ele girar 90° em volta do furo, no sentido hordrio, nas situagdes a seguir:
|
/
Wi
Wy
<

Questio 3
Desenhe a bandeira depois que cla sofre uma rotagdo de 90° ao redor de seu “pé"” (ponto vermelho), O
sentido da rotagdo € o anti-horario.

—[] LN
Lo , =
& &__ =
, D_: — .
2
-

Figura 80 — Solucdes apresentadas por Mauro para as questdes 2 e 3.
Fonte: arquivo pessoal do autor.
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Questdo 3

Desenhe a bandeira depois que ela sofre uma rotaglio de 90° ao redor de scu “pé” (ponto vermelho). O
sentido da rotagio ¢ o anti-horirio.

Figura 81 — SolucGes apresentadas por Pedro para as questdes 2 e 3.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Outro elemento que deveria ser observado pelos alunos € o centro de rotacdo. Notei
que, nos objetos em que o centro de rotacdo ndo esta situado em uma de suas extremidades
ou, ainda, quando o centro de rotacdo esta fora do objeto, as dificuldades apresentadas foram

maiores, como ilustram as solucdes apresentadas pelos alunos (figuras 82, 83 e 84).

Qucstdo 2 ——
Desenhe o palito depois que ele girar 90° em volta do furo, no sentido hordrio, nas situagbes a seguir:

|

/~ //f

Figura 82 — Soluc@es apresentadas por Susana para a questao 2.
Fonte: arquivo pessoal do autor.
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Questdo 2
Desenhe o palito depois que ele girar 90° em volta do furo, no sentido hordrio, nas situagdes a seguir:
1
|
— —_— =,
. i\
/ ' / : 'S
o E ?'/4 &
o\
4

Figura 83 — Solucdes apresentadas por Camila para a questao 2.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Questdo 4
Gire cada bandeirinha 180° no sentido hordrio, em tomo do ponto vermelho e represente a
bandeirinha apds essa rotagfio.

r B

| l X ——

T

4

& \\///<] A
8 i

xS

Figura 84 — Solucdes apresentadas por Alice para a questio 4.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Como era esperado, a questdo 5, na qual os alunos deveriam obter a rotacdo de
amplitude 45° de um poligono, foi a que representou um desafio maior. Os alunos nédo

receberam material concreto, porém estavam livres caso quisessem confeccionar. Além disso,
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a novidade da questdo foi o angulo de 45°. Pretendia observar de que maneira esse angulo
seria obtido (uso de transferidor? metade de 90°?...). Por esse motivo, muitos alunos optaram
por desenhar poligonos congruentes aqueles apresentados, utilizando uma folha de papel
oficio ou de seus proprios cadernos, e entdo recortaram esses poligonos e os utilizaram para

obter a rotacdo desejada (figura 85).

Figura 85 — Pedro utilizando um poligono de papel para visualizar a rotac&o.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Para determinar o angulo de 45°, apenas Pedro utilizou transferidor. Todos os demais
alunos usaram o fato de que 45° é a metade de 90° e entdo desenharam a figura rotada
segundo um giro com amplitude proxima a da metade de 90°.

Na figura 86 temos as representacdes de Alice para a questdo 5. Nos itens que ela
mesma nomeou como “C” e “D”, os desenhos feitos com caneta (tragado mais forte)
representam as solugdes corrigidas apos o uso do GeoGebra. Os poligonos a serem rotados

s&0 0s mesmos apresentados no quadro 12 (p. 101).

Questio 5 - DESAFIO
Gire cada figura 45° no sentido anti-hordrio em tomo do ponto vermelho. Represente cada

figura apds cssa rotagdo. \

A

Figura 86 — SolucGes apresentadas por Alice para a questéo 5.
Fonte: arquivo pessoal do autor.
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Para Tatiana, o centro de rotacdo externo a figura representou uma dificuldade
adicional a questdo, conforme vemos a seguir (figura 87). Percebemos que Tatiana obteve a
rotacdo do poligono considerando o centro de rotacdo como um dos seus vértices, e nao

aquele indicado na figura.

G —

Figura 87 — Solucéo apresentada por Tatiana de um dos itens da questéo 5.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Pedro, que utilizou transferidor e também representou as figuras em papel, disse que
“nao achou dificil a questdo 5”. Para ele, “com o transferidor, o cara tem a certeza de onde

fica o angulo de 45°”. Na figura 88, temos suas solugdes para a questéo 5.

Questdo 5 - DESAFIO
Gire cada figura 45° no sentido anti-hordrio em torno do 0 vermelho. Represente cada

figura apds essa rotagdo,

/N

(/ Qe

Figura 88 — Soluces apresentadas por Pedro para a questdo 5.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Ap0s essas discussdes dos alunos, no encontro seguinte, os alunos compararam seus
resultados com construgdes no GeoGebra, utilizando a ferramenta Rotagdo. Cada aluno
representou, no ambiente do software, as situagdes que haviam sido propostas na questéo 5
(vide figuras 86, 87 e 88) e obteve a rotacdo desejada, utilizando essas imagens como um
critério de correcao.

A sequir, cada aluno recebeu uma folha com as seguintes questdes (Quadro 13).
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Quadro 13 — Questdes a serem discutidas apds a realizacdo das atividades iniciais.

a) Houve diferencas entre tua representacdo no papel e as rotagdes apresentadas no programa?
Em quais itens? Para cada item diferente, compara a rotacdo feita no papel com a rotacao
feita no GeoGebra e explica as diferencas.

b) Quais rotacdes tu encontraste maior dificuldade de representar? Por qué?
¢) O ponto em torno do qual o objeto gira influencia no movimento de rotacdo? De que
maneira?

d) E possivel que a rotacdo de uma figura nos leve & mesma figura, na mesma posic&o? Explica
e exemplifica.

e) Em quais situagdes do cotidiano as rotagdes estdo presentes? Para cada situagdo, procura
explicar em torno de qual ponto ocorre a rotacao.

Fonte: arquivo pessoal do autor.

Nas respostas a primeira questdo, os alunos compararam as rotacdes efetuadas no
papel com aquelas apresentadas no software. Todos os alunos concordaram que, em pelo
menos um item, houve diferencas entre as solugdes. As questdes que, segundo os alunos, mais
geraram duvidas e/ou dificuldades, foram as de nimero 2 e 5 (rotacdo de amplitude de 90° do
palito de picolé e rotacdo de amplitude 45° de um poligono, respectivamente), conforme

mostram suas respostas (figuras 89, 90 e 91).

a) Houve diferengas entre tua representacdo no papel ¢ as rotugdes apresentadas no
programa? Em quais 1::31;? Para cada item diferente, compara a rotagdo {cita no
papel com a rotagio feita no Geogcebra ¢ cxplica as diferengas.
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) Quais rotagdes tu cncontraste maior dificuldade de representar? Por qué?
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Figura 89 — Respostas de Tatiana para os questionamentos a e b.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna para o item a: “Houve diferenca numa bandeirinha, a
rotacdo ndo ficou em torno do ponto, a imagem ficou quase na frente da original. E as
outras questdes foi o palito, o primeiro ndo poderia ter sobrado nada em baixo [sic], e a
outra de baixo, que era a mesma, aconteceu a mesma coisa’’. Transcri¢do da resposta da
aluna para o item b: “Foi a 3¢ figura do 5° exercicio, foi dificil de encontrar o lugar

”»

certo .

Observamos aqui 0 uso de uma linguagem informal e imprecisa, sugerindo que a aluna

mobilizou apenas a apreensdo perceptiva.
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a) Houve diferengas entre tua representaco no papel e as rotagdes apresentadas no
programa? Em quais itens? Para cada item diferente, compara a rotacdo feita no
papel com a rotagiio feita no Geogebra e explica as diferengas.
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b) Quais rotagdes tu encentraste maior dificuldade de representar? Por qué?
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Figura 90 — Respostas de Alice para 0s questionamentos a e b.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna para o item a: “Na questdo 5 errei duas figuras elas
foram para o sentido hordrio”. Transcri¢do da resposta da aluna para o item b: “A

figura c porque ela é a mais complicada”.

a) Houve dii;:rcm;ns E.:r.|l1.'e tua representagio no papel e as rotagfes apresentadas no
programa? Em quais itens? Para cada item diferente, compara a ratacdo feita no
papel com a rotagio feita ng Geogebra ¢ explica as diferengas. -
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Figura 91 — Respostas de Susana para 0s questionamentos a e b.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta da aluna para o item a: “Sim. Na questdo cinco. Depois de vé-
las no GeoGebra e comparar com papel pude ver que havia errado algumas direcdes e
medidas, pois no GeoGebra a imagem é rotada com precisdo”. Transcri¢do da resposta
da aluna para o item b: “Na segunda imagem da questdo cinco. Fiquei em duvida na

hora de girar e em questio de medir também .

Outros alunos mencionaram sua dificuldade com relagéo ao centro de rotagdo. Pedro
comentou que sua maior dificuldade surge quando esse ponto esta fora da figura, mas
observou acertadamente que as distancias do centro de rotacdo até o poligono e do centro de

rotacdo até a imagem do poligono devem se manter iguais (figura 92).
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a) Houve dEi:frm:;as enire tua representagio no papel e as rotagies apresentadas no
programa? Em quais itens? Para cada jtem diferente, compara a rotegio feita no
pape] com a rotagfio feita no Geogebra e explica as diferengas,

S ) Asre 20re 4 Mo 500 %\tﬁm Sy wﬂ“&@
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b) Quais rotagdes tu encantraste maior dificuldade de representar? Por que? .
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Figura 92 — Respostas de Pedro para 0s questionamentos a e b.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcricdo da resposta do aluno para o item a: “Sim, em um item na figura da
bandeirinha, nas nossas figuras apenas uma houve diferenga que a gente fez um giro de
270° em vez de 180°”. Transcrig¢do da resposta do aluno para o item b: “Nas figuras que
0 ponto de rotacdo que ndo ficam em cima da figura, por que a figura tem que se

movimentar mantendo a distancia do ponto, no movimento .

Kelly observou, no item a, que seus desenhos deveriam ficar congruentes aos
desenhos originais apds a rotacdo (figura 93). No item b, Kelly também destacou sua

dificuldade com o centro de rotagéo.

a) Houve diferengas entre tua representacio no papel ¢ as rotagdes apresentadas no
programa? Em quais itens? Para cada jtem diferente, compara a rotagio feita no

papel com a rotacio feita no Geogebra e expli i
ica as dife 3
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b) Queis rotagdes tu encontraste maior dificuldade de representar? Por qué?
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Figura 93 — Respostas de Kelly para os questionamentos a e b.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna para o item a: “Houve diferenca numa bandeirinha
porque deveria ter deixo [sic] um pouco mais pequena [sic] e outras maior e nos palitos
ndo fiz a medida certa”. Transcri¢do da resposta da aluna para o item b: “Foi a 2 por
nao conseguir fazer bem a rotacéo por botar o palito no ponto e fazer a rotacdo pra mim

foi dificil”.
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Contudo, todos os alunos perceberam que a posi¢éo do centro de rotacdo influencia na
posicdo da imagem ap0s a rotagdo, conforme mostram suas respostas ao item c (figuras 94, 95
e 96). Isso demonstra que tanto a amplitude quanto o centro da rotacdo (elementos
constituintes dessa isometria) foram considerados pelos alunos, o que considero que
caracteriza indicios de apreensGes operatdrias sobre as figuras. Além disso, em muitas
questdes, os alunos procuraram obter a rotacdo sem recorrer ao material manipulativo, ou

seja, usando apenas a figura representada no papel para guiar-se na solugdo do problema.

€) O ponto em tomo do qual o ebjeto gira influencia no mavimento de rotagdo? De
que maneira?
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Figura 94 — Resposta de Alice para o questionamento c.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcricao da resposta da aluna: “Sim, a figura rotada altera sua posicdo também”.

c) O ponto em torno do qual o objeto gira influencia no
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Figura 95 — Resposta de Kelly para o questionamento c.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna: “Sim ele influencia por que depende onde se encontra
o ponto da figura e muda a imagem da original para a ‘copia’ da figura”.

c) O ponto em torno do qual 0 obj i i
jeto gira influencia no movimento de Y
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Figura 96 — Resposta de Tatiana para o questionamento c.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta da aluna: “Sim, dependendo da posi¢do do ponto na imagem,
muda totalmente o modo de de [sic] como a imagem fica”.

Para responder o item d — que questionava se é possivel que a rotacdo de uma figura nos

leve a mesma figura, na mesma posi¢do — um grupo de alunas representou um poligono no
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GeoGebra e marcou um centro de rotagdo. A seguir, efetuaram uma rotagdo desse poligono
com amplitude de 45° no sentido anti-horario. A partir desse novo poligono, fizeram uma
nova rotacdo de 45° no sentido anti-horario com o mesmo centro de rotacdo e assim
sucessivamente. Ao indagar o que as alunas haviam pensado, Paula, uma das alunas do grupo,
respondeu o seguinte:

— Fomos girando de 45 [graus] em 45 [graus] no sentido anti-horério.

Entdo questionei:

— Depois de quantas rotac6es o poligono voltou para o mesmo lugar?

Paula contou e concluiu:

— Sete. N&o! Oito.

Nesse instante, perguntei:

— N&o seria possivel fazer uma Unica rotacdo no poligono para leva-lo a posicéo
original?

Maria, também do grupo, pegou uma calculadora e efetuou o produto entre 45 e 8 e
afirmou:

— Oito rotacdes de 45 [graus] € o mesmo que uma de 360 [graus].

As imagens a seguir (figuras 97 e 98) mostram a representagdo da situacdo descrita

acima e a resposta dada por Susana, a terceira componente desse grupo, para o item d.

Figura 97 — Construcdo no GeoGebra feita pelas alunas Susana, Paula e Maria.
Fonte: arquivo pessoal do autor.
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d) E p'ossfvcl que a rota¢lio dc uma figura nos leve & mesma figura, na mesma
posi¢io? Explica e exemplifica.
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Figura 98 — Resposta de Susana para 0 questionamento d.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna: “Sim. Fiz oito rotagoes de 45°, que fizeram com que a
imagem voltasse para sua posi¢do inicial. Mas também era possivel e mais facil fazer
uma rotagdo de 360° que aconteceria o mesmo”.
A maneira como as alunas desenvolveram essa justificativa me surpreendeu muito,
pois percebi que houve compreensdo do movimento de rotacdo e de seus elementos como a
amplitude e o centro de rotacéo.
Uma dupla de alunas afirmou que se lembrou de uma musica chamada “180, 180,
360”. Segundo elas, na coreografia da musica os dangarinos efetuam duas “meias voltas” e
assim voltam a posicao original. Pedi que entdo representassem algo semelhante no GeoGebra
e registrassem suas conclus@es no item d. A figura 99 mostra o registro escrito de Camila,

uma das alunas dessa dupla.
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Figura 99 — Resposta de Camila para o questionamento d.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna: “Sim lembrei da musica 180°, 180°, 360°. Que
fizemos uma imagem com 360° e ela continuou no mesmo lugar”.

Os demais grupos também observaram, corretamente, que uma rotacdo de 360° de

uma figura nos leva a sua posicao original, como mostram suas respostas (figuras 100 e 101).
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Figura 100 — Resposta de Fabricio para o questionamento d.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno: “Claro, se girarmos uma figura 360°. Exemplo: 360°

sentido horario”.

d) E p.ossi;fel un a rotagdo de uma figura nos leve & mesma figura, na mesma
posiclio? Explica e exemplifica. S ) PO XA SecORE O ST = 3| 0
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Figura 101 — Resposta de Pedro para o questionamento d.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta do aluno: “Sim, pois se marcarmos um ponto naquelas
bandeiras, bem em baixo, e fazer uma rotacéo de 360° ela ficara [sic] no mesmo lugar,

identica [sic] .
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Na questdo e, os alunos foram desafiados a procurarem exemplos do cotidiano nos

qguais 0 movimento de rotacdo estd presente e determinar o centro de rotacdo para cada

situacdo. Percebi que os alunos refletiram muito antes de responder, procurando exemplos

mais “elaborados”, mas a maioria baseou sua resposta no movimento de portas e maganetas,

como mostram as figuras 102, 103 e 104.

) Em quais situagdes do cotidiano as rotagdes estio

Nov podes oy e N
Berny .

presentes? Para cada situaciio,

procura explicar em tomo de qual ponto ocorre a rotagdo.
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Figura 102 — Resposta de Pedro para o questionamento e.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta do aluno: “Na porta de uma casa, uma porta comum, ela gira
em torno da dobradica, em uma massaneta [sic] que o ponto € o miolo da massaneta

[sic]”.
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e) Em quais situagdes do cotidiano as rotagdes estdo presentes? Para cada situagdo
procura explicar em torno de qual ponto ocorre a rotagio. .
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Figura 103 — Resposta de Alice para o questionamento e.
Fonte: arquivo pessoal do autor.
Transcri¢do da resposta da aluna: “As portas giratorias dos bancos, a rotagdo ocorre no
ponto onde ela estd fixa”.

¢) Em quais situa¢des do cotidiano as rotagdes estio presentes? Para cada situagdo
procura explicar em tome de qual ponto ocorre a rotaco. :
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Figura 104 — Resposta de Susana para o0 questionamento e.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna: “Abrir a porta da geladeira, do quarto, girar a
macganeta, abrir a janela, etc. No ponto de partida de cada movimento” .

Ap0s as discussbes das questdes acerca da rotacdo, os alunos receberam, em uma
folha, novas definicbes dos movimentos estudados, buscando maior precisdo e a0 mesmo
tempo preservando a linguagem adotada pelos alunos anteriormente (Quadro 14). Forneci um
tempo para que cada aluno lesse essas defini¢des e anotasse 0s aspectos que ndo haviam sido
compreendidos.

Na defini¢do apresentada para 0 movimento de reflexao, foi citado pela primeira vez o
fato de que os segmentos que unem cada Vértice a sua respectiva imagem sdo perpendiculares
ao eixo de reflexdo. A maioria dos alunos observou que essa relagcdo ainda ndo havia sido
discutida. Para que os alunos compreendessem melhor essa ideia, pedi que utilizassem a
figura apresentada no material e tragassem os segmentos BB’, CC’ e DD’ e observassem que
cada um deles € perpendicular ao eixo de reflexdo.

Ao discutirem formalmente a definicdo de translacdo, a principal davida dos alunos
era a respeito do paralelismo entre o vetor e 0s segmentos que unem cada vértice do poligono
a sua respectiva imagem. Pedi que os alunos tracassem os segmentos BB’ e CC’ na figura
presente nessa definicdo e observassem que esses segmentos sdo paralelos ao vetor da

translacéo.
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Nesse momento, ndo me preocupei em demonstrar a perpendicularidade dos
segmentos BB’, CC’ e DD’ (presentes na figura da definicdo de reflexdo) em relagcdo ao eixo
de reflexdo, nem o paralelismo dos segmentos BB’ e CC’ (presentes na figura da definicdo de
translacdo) com o vetor. Os alunos também ndo reivindicaram tais demonstraces. Para a

distancia entre ponto e reta, considerei que era intuitiva a ideia de que essa € a menor
distancia do ponto dado a um ponto qualquer da reta, e portanto corresponde a medida de um

segmento perpendicular a reta, com um extremo no ponto dado e outro em ponto da reta.

Penso que essas provas e definicdes poderiam ser desenvolvidas na continuidade do trabalho
ou, talvez, em outra abordagem do tema.

J& na discussdo sobre 0 movimento de rotacao, a principal observacdo dos alunos foi

em relacdo ao sinal do angulo de amplitude, pois, segundo eles, nunca tinham estudado
angulos com orientacdo ou angulos positivos e negativos.

Quadro 14 — DefinigBes finais para as isometrias.

Defini¢des dos trés movimentos
A) Reflexao em torno de uma reta

A reflexdo em torno de uma reta é a isometria que \ I
leva cada ponto P de uma figura ao ponto P’ e | ~,
(chamado de imagem do ponto P) de modo que: \

- a distancia do ponto P a reta (chamada de eixo de

g b
reflexdo) é a mesma que a distancia do ponto P’ a
essa mesma reta;

- 0 segmento que une P e P’ ¢ perpendicular a reta.

o ¥

B) Translagdo por um vetor

Vetor € um segmento de reta com sentido, direcdo e um
determinado comprimento; no plano cartesiano, cada vetor plano I3 ,
corresponde a um determinado deslocamento vertical e a um
determinado deslocamento horizontal.

Translagdo por um vetor é a isometria que leva cada ponto P
de uma figura ao ponto P’, de modo que cada ponto P ¢
deslocado segundo um mesmo vetor, levando ao ponto P’. Desse

modo, o segmento PP’ tem o mesmo comprimento que o vetor
da translacéo e € paralelo a esse vetor.

C) Rotacdo em torno de um ponto

Para que ocorra uma rotacao de uma figura sao necessarios dois elementos:

1°) Um ponto em torno do qual ocorrera a rotagdo. Esse ponto chama-se centro da rotagéo;
2°) Um angulo de rotacdo (chamado de amplitude da rotacgéo).

Esse angulo pode ser determinado no sentido horario ou no sentido
anti-horario.

Costuma-se adotar amplitudes positivas para angulos no sentido
anti-horario e amplitudes negativas para angulos no sentido horario.

Por exemplo: se uma rotagdo tem amplitude de -90°, significa que a
rotacdo sera de 90° no sentido horario.

Assim, a rotacéo de centro O e amplitude a € a transformagéo que
leva 0 ponto A ao ponto A’, como ilustra a figura ao lado.

Fonte: arquivo pessoal do autor.
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45  ATIVIDADE 11: VERIFICANDO A COMPREENSAO DAS ISOMETRIAS

Nessa atividade, os alunos, apds as discussdes das definicbes mais precisas das
transformaces isométricas estudadas, deveriam identificar qual transformacéao foi aplicada a
um determinado poligono para obter cada um dos demais poligonos.

Além de verificar a compreensdo de cada aluno acerca dessas defini¢bes, essa
atividade teve como objetivo discutir com os alunos o conceito de congruéncia de poligonos,
por meio das isometrias (reflexdo, translacéo e rotacao).

Para isso, cada aluno recebeu o material mostrado a seguir (Quadro 15).

Quadro 15 — Atividade para verificacdo da compreensao das transformacdes geométricas.

Transformacdes Geométricas

Nome:

Na figura abaixo, o poligono ABCDEFG foi feito no GeoGebra. Os demais poligonos
(chamados de P, Q, R, S, T e U) foram obtidos a partir de uma transformacdo no poligono
ABCDEFG. Essa transformagdo ou é uma reflexdo, ou uma translagdo ou uma rotagdo. Tendo
como base o poligono ABCDEFG, identifique para cada outro poligono qual transformagéo
geométrica foi aplicada.

1) Se for uma reflexdo, identifique o eixo de reflex&o.
2) Se for uma translagdo, desenhe o vetor.

3) Se for uma rotacdo, identifique o centro de rotacéo.

T
- F

Fonte: arquivo pessoal do autor.
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Os poligonos Q e S do material foram obtidos a partir de translagdes do poligono
ABCDEFG. Todos os alunos identificaram essas transformacdes, embora alguns alunos néo
tenham representado o vetor da translacdo congruente aos segmentos que ligam cada vértice
do poligono ABCDEFG a sua imagem no poligono Q ou S. Outros alunos tracaram o vetor da
translagdo com sua direcdo invertida.

Os poligonos P e T do material séo reflexdes do poligono ABCDEFG. O poligono P
foi identificado corretamente por todos os alunos, porém muitos alunos identificaram o
poligono T como sendo uma rotagdo do poligono ABCDEFG. Outro aluno o identificou como
sendo uma translagdo. Para o desenho do eixo de reflex&o, a maioria dos alunos considerou
dois pares de pontos (formados por pontos do poligono e por suas respectivas imagens),
observando que a distancia de um ponto ao eixo deve ser igual a distancia de sua imagem ao
eixo. Embora tivesse sido discutido que os segmentos que unem os pontos do poligono a sua
imagem séo perpendiculares ao eixo de reflex&o, esse fato ndo foi usado por nenhum aluno
para o tragado do eixo, conforme constatei nas falas dos alunos ao corrigir a atividade com a
turma. Isso revela mais um indicio de que essa propriedade ndo foi bem compreendida pelos
alunos e talvez, ao abordar as defini¢bes mais precisas das transformacdes isométricas, fosse
necessario dispensar um tempo maior para essa observacao.

Os poligonos R e U séo obtidos por rotagdes do poligono ABCDEFG. Novamente, a
principal dificuldade dos alunos foi encontrar a posicdo dos centros dessas rotacoes; de todo
modo, a maioria dos alunos marcou pontos muito proximos desses centros, 0 que indica que
eles os obtiveram por tentativas, porém com a preocupacdo de que a distancia do centro de
rotacdo marcado até um determinado ponto do poligono fosse igual a distancia do centro até a
imagem do ponto. Ainda assim, muitos alunos consideraram apenas um ponto (e sua imagem)
para essa analise. Penso que, novamente pelo fato dessa propriedade ndo ter surgido nas
discussdes com os alunos, ela pode ter sido desconsiderada por muitos alunos ou sua
importancia relativizada.

Nesta atividade, objetivava-se 0 uso da apreensdo operatOria, pois 0s alunos
necessitariam realizar modificagbes posicionais ou Opticas do poligono ABCDEFG para
concluirem sobre a transformagdo geométrica aplicada a ele.

A seguir, comentamos as solucdes apresentadas por alguns alunos (figuras 105, 106,
107, 108 e 109).
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Na figura abaixo, o poligono ABCDEFG foi feito no Geogebra. Os demals poligonos (chamados de P, Q. R, S,
T e U) foram obtidos a partir de uma transformaglio no poligono ABCDEFG. Essa transformagdo ou é uma
reflexio, ou uma translagdo ou uma rotaglio. Tendo como base o poligono ABCDEFG, Identifique para cada
outro poligono qual transformagio geométrica foi aplicada.

1) Se for uma reflexo, identifique o eixo de reflexio.
2) Se for uma translagio, desenhe o vetor,
3] Se for uma rotagdio, identifique o centro de rotaglo.

otgmeL ¢of Q = \L'“
" w P= Rerrexo

I ne = [OVRGD
1! 1l 5; (1028

i M+ = Repenid
(! (V= OO

Figura 105 — Solucgdo da atividade apresentada por Jonas.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo: “Original p/ Q = vetor, original p/ P = reflexdo, original p/ R = rotagdo,

original p/ S = vetor, original p/ T = reflexdo, original p/ U = rotagdo”.

Os pontos marcados sdo, segundo Jonas, os centros de rotacdo. Pelo fato desses pontos
estarem fora do poligono ABCDEFG, a dificuldade em sua determinagdo foi maior. Mesmo
assim, notamos que Jonas marcou corretamente o centro da rotacdo que transforma o poligono
ABCDEFG no poligono R. Também podemos visualizar os eixos das reflexdes e os vetores

das translagdes desenhados pelo aluno.
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Na figura abaixo, o poligono ABCDEFG foi feito no Geogebra. Os demais poligonos (chamados de P, Q, R, S,
T e U) foram obtidos a partir de uma transformagio no poligono ABCDEFG. Essa transformagdio ou é uma
refiexdo, ou uma translagio ou uma rotac3o. Tendo como base o poligono ABCDEFG, identifique para cada
outro poligono qual transformag3o geométrica foi aplicada.

1) Se for uma reflexdo, identifique o eixo de reflexdio,
2} Se for uma translagdo, desenhe o vetor.
3) Se for uma rotagdo, identifique o centro de rotaglio,
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Figura 106 — Solugdo da atividade apresentada por Paula.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo: “P = reflexdao, S = translagdo, T = translagdo, U = rotacdo, Q =
translacdo, R = rotacdo”.

Vemos que Paula equivocadamente considerou o poligono T como uma translagdo do
poligono ABCDEFG, embora tivesse identificado corretamente a imagem do vértice A no
poligono T. Além disso, identificou o vetor da translacdo que leva o poligono ABCDEFG ao
poligono S, embora invertido. Paula identificou corretamente os poligonos R e U como sendo
rotacOes do poligono ABCDEFG. Novamente observamos que o fato de os centros de rotacao

estarem posicionados fora do poligono ABCDEFG representou uma dificuldade adicional.
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Na figura abaixo, o poligono ABCDEFG foi feito no Geogebra, Os demais potigonos {chamadosde P, Q, R, 5,
T ¢ V) foram obtidos a partir de uma transformagSo no poligono ABCOEFG, Essa transformagdo cu é uma
reflex3o, ou uma translagdo ou uma rotagdo, Tendo como base o poligono ABCDEFG, identifique para cada
outro peligono qual transformagdo geométrica foi aplicada.

1) Se foruma refiexdo, Identifique o eixo de reflexdo,
2} Seforuma translagdo, desenhe o vetor,
3) Se foruma rotaglo, Identifique o centro de rotagio.
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Figura 107 — Solug&o da atividade apresentada por Susana.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do: “U = rotagdo, T = reflexdo, S = translagdo, R = rotagdo, P = reflexdo,
O = translagdo”.

Susana considerou o poligono U como uma rotagdo do poligono ABCDEFG, mas
disse que ndo conseguiu identificar o centro dessa rotacdo. Todas as demais isometrias foram
identificadas corretamente e, para o desenho de cada eixo de reflex&o, Susana usou um par de
pontos. Para isso, a aluna posicionou a régua sobre o segmento com extremidades em um
vértice e sua respectiva imagem e marcou o ponto médio desse segmento, utilizando a
graduacdo da régua.
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Na figura abaixo, o poligono ABCDEFG foi feito no Geogebra. Os demais poligonos (chamados de P, Q, R, S,
T e U) foram obtidos a partir de uma transformag3o no poligono ABCDEFG. Essa transformagdo ou é uma
reflexdo, ou uma translagdo ou uma rotagdo. Tendo como base o poligono ABCDEFG, identifique para cada
outro poligono qual transformagdo geométrica fol aplicada,

1) Se for uma reflex3o, identifique o eixo de reflexio.
2) Sefor uma translagdo, desenhe o vetor.
3) Se for uma rotagdo, identifique o centro de rotagio.
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Figura 108 — Solugdo da atividade apresentada por Leonardo.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo: “P e R é reflexdo. S e Q é translagdo. U é rotagdo no anti-horario, T é
rotagdo horario”.

Vemos que Leonardo identificou o poligono R como uma reflexdao e desenhou o “eixo
de reflexdo” considerando apenas um par de pontos e tracando o segmento “a olho”. O
poligono T foi identificado como uma rotacdo do poligono ABCDEFG com “centro de
rotagdo” proximo do ponto médio do segmento com extremidades no ponto A e na sua

respectiva imagem.
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Na figura abaixo, o poligono ABCDEFG foi feito no Geogebra. Os demais poligonos (chamados de P, Q.R,S,
T e U) foram obtidos a partir de uma transformag3o no poligono ABCDEFG, Essa transformagdo ou é uma
reflexdo, ou uma translagdo ou uma rotagdio, Tendo como base o poligono ABCDEFG, identifique para cada
outro poligono qual transformag3o geométrica foi aplicada.

1) Sefor uma reflexdo, identifique o eixo de reflexSo.
2) Se for uma translag3o, desenhe o vetor.
3] Se for uma rotagdo, identifique o centro de rotagio,
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Figura 109 — Solucdo da atividade apresentada por Pedro.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcricdo: “S e Q sdo translacio da ABCDEFG. P é uma reflexdo da figura
ABCDEFG. T, U e R sdo uma rotagdo da figura ABCDEFG”.

Notamos que Pedro identificou o poligono T como uma rotacdo do poligono
ABCDEFG, marcando o “centro de rotacdo” no ponto médio do segmento com extremidades
no ponto A e na sua respectiva imagem, conforme dito pelo prdprio aluno ao ser questionado
oralmente sobre o modo como marcara esse ponto. Para o desenho do eixo de reflexdo que
transforma o poligono ABCDEFG no poligono P, Pedro também utilizou dois pares de pontos
e considerou os pontos médios dos segmentos BB’ ¢ CC’ nessa construgdo, de acordo com o

exposto pelo aluno.
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Assim que os alunos entregaram a atividade resolvida, utilizei o projetor para projetar
a imagem do poligono ABCDEFG e as imagens dos demais poligonos no quadro-negro e,
juntamente com todos os alunos, discutir qual transformacéo deveria ser aplicada ao poligono
ABCDEFG para obter cada um dos demais poligonos. Esse foi um momento de muitas trocas
e discuss0es entre os alunos.

Apesar de algumas transformacgdes ndo terem sido identificadas por alguns alunos,
verifiquei que, de maneira geral, concluiram a atividade observando vérios elementos das
figuras geomeétricas, embora ndo considerassem, nas suas avalia¢fes, todos 0os componentes
das isometrias apresentados nas definices. E possivel verificar que os alunos operaram com a
figura original, modificando-a dptica ou posicionalmente na busca da transformacdo
isométrica adequada e, nesse sentido, mobilizaram a apreensédo operatdria. I1sso ficou evidente
guando os alunos se referiam ao poligono ABCDEFG e aos movimentos que deveriam ser
aplicados a ele para gerar os demais poligonos.

Ap0s a conclusdo das andlises das transformacdes, lancei o seguinte questionamento
oral aos alunos®;

— Observando todos os poligonos, o que se pode afirmar em relagdo as suas medidas?

Leonardo disse:

— Todas elas séo iguais, s6 mudam de posicéo.

— E amesma figura, em lugares diferentes. Reforgou Pedro.

Insisti questionando:

— O que mais vocés podem me dizer de todos esses poligonos?

Evandro observou a medida dos perimetros dos poligonos. Como ele percebeu que as
medidas dos lados dos poligonos e de suas imagens sao congruentes, ele concluiu que todos
tém mesmo perimetro. Esse mesmo aluno, inclusive, usou essa justificativa para concluir
sobre a ndo congruéncia de poligonos em atividade posterior.

— Todas as figuras tém o mesmo perimetro. Se eu somar os lados da primeira vai ser
igual das outras, disse Evandro.

Sabemos que dois poligonos de mesmo perimetro ndo S0 necessariamente
congruentes. Por isso, insisti na discussdo da relagdo entre os perimetros e a congruéncia de
poligonos.

Susana observou a medida dos angulos:

® Durante essa discussio, preferi usar a palavra “iguais” para me referir a poligonos congruentes.
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— Tem também os angulos. A parte mais pontuda da figura, 14 no F, tem a mesma
abertura que em todas as outras figuras.

—E no B, o angulo é reto, disse Alice.

— No A também, complementou Paula.

— Ok, entdo vocés me disseram que todos os poligonos possuem os mesmos angulos e
0 mesmo perimetro. O que mais vocés observam? Questionei novamente.

Nesse momento os alunos observaram a imagem projetada no quadro e ficaram alguns
instantes em siléncio. Novamente assumi o dialogo:

— Vocés também me disseram que todos os poligonos sdo iguais. E que também tém o
mesmo perimetro. Sera que sempre que dois poligonos tém o mesmo perimetro eles serdo
iguais?

Os alunos pareceram ndo compreender a pergunta e pediram gue eu a repetisse. Assim
que conclui a questdo, Jonas disse:

— N&o. Eu posso desenhar um quadrado com perimetro de 16 e também um retangulo
de perimetro 16. E eles ndo séo iguais.

— Entéo, ndo é o perimetro que permite eu dizer que os poligonos sdo iguais, conclui.

Os alunos concordaram, mas pareciam estar confusos. Onde o professor estava
querendo chegar?

— Por que vocés podem me dizer que esses poligonos sdo iguais, entdo? Insisti na
pergunta.

— Sor, ja respondemos. Os angulos sdo iguais e a figura é a mesma. Todo mundo “td”
vendo, falou Jonas visivelmente irritado com o rumo das discussoes.

— E que, por exemplo, 0 Q e 0 S s6 se “moveu”, foi uma translagdo. O P e o T sdo
reflexdes e 0 R e 0 U séo rotagdes. Tudo partiram da mesma figura original, concluiu Pedro.

— Entéo, a translacéo, a reflex@o e a rotagdo ndo alteram as medidas de uma figura?,
perguntei a eles.

— Ndo “sor”!, respondeu Jonas.

— Para concluir me respondam: o que € preciso acontecer para que duas figuras
sejam consideradas iguais?

— Uma tem que ser a translacao da outra, disse Alice.

— Ou uma rotagdo ou uma reflexdo, complementou Fabricio.

— Mas a rotacgdo e a reflexao invertem a figura. Dai ndo fica igual, rebateu Alice.

— Mas ficam com as mesmas medidas, os lados e os angulos, concluiu Fabricio.
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Neste momento da discussdo, abordei o conceito de congruéncia de poligonos a partir
das transformac@es isométricas. Expliquei que a congruéncia entre segmentos e angulos, nos
casos dos poligonos, € uma consequéncia dessa definicdo; expliquei também que dois
poligonos diferentes podem ser congruentes, mas ndo iguais. A seguir, os alunos registraram
em seus cadernos a definicdo de figuras congruentes, conforme o texto apresentado no
Quadro 16.

Quadro 16 — Definicdes de isometria e congruéncia registradas pelos alunos.

Isometrias e congruéncia

As transformacGes geométricas que acabamos de estudar (reflexdo, translagdo e rotacdo) séo
chamadas de isometrias (do grego: iso = mesmo, metria = medida). Elas recebem esse nome porque
mantém as medidas de uma figura (lados e angulos) ao sofrer a transformacéo.

Nos livros de Matematica também é usado o nome congruéncia para se referir a figuras com
mesmas medidas de lados e angulos.

Dessa maneira, duas figuras sdo congruentes se uma pode ser transformada na outra por
isometria (reflexdo, translagdo, rotacdo ou combinagdes entre elas).

Fonte: arquivo pessoal do autor.

46  ATIVIDADE 12: CONGRUENCIA DE POLIGONOS

A fim de avaliar a compreenséo dos alunos acerca do conceito de congruéncia — e de
sua relacdo com as isometrias — entreguei a cada aluno, em uma folha de papel, as atividades
mostradas a seguir (Quadros 17 e 18). Pretendia observar de que maneira os alunos
justificariam suas respostas e se utilizariam 0s vocabulos “congruente” e/ou “congruéncia”

nessas justificativas.

Quadro 17 — Atividade 1 para verificacdo da compreensdo das relacdes de congruéncia e isometria.

Atividade: verificando a congruéncia de poligonos

1) Os triangulos abaixo sd&o congruentes. As medidas dos lados do tridngulo ABC estéo
indicadas em centimetros.

A CE
a) Qual foi a isometria aplicada ao triangulo ABC para obter o tridngulo DEF? Justifique.
b) Determine a medida do angulo BCA.
c) Determine as medidas dos lados do tridangulo DEF.
d) Determine as medidas dos angulos EDF e DEF.
Fonte: arquivo pessoal do autor.
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Quadro 18 — Atividade 2 para verificacdo da compreensao das relacdes de congruéncia e isometria.

2) ldentifique, em cada item, se as figuras sdo congruentes. Justifique sua resposta.

a) b)

90° 80

90° 90°

Fonte: arquivo pessoal do autor.

Nas respostas aos questionamentos da atividade 1, os alunos observaram corretamente
que a isometria aplicada ao triangulo foi a reflexdo, embora nem todas as justificativas tenham
sido precisas. Evandro, por exemplo, escreveu que os Vértices do poligono ABC séo
perpendiculares as suas imagens (figura 110). No momento da corre¢do das atividades
juntamente com os alunos da turma, pedi que ele lesse sua resposta para os colegas. O préprio
aluno percebeu que um ponto ndo pode ser perpendicular a outro. Na sua correcao da questdo,
ele desenhou o eixo de reflexdo e tracou 0s segmentos que unem cada vértice do poligono

ABC as suas respectivas imagens. Todos esses segmentos estavam perpendiculares ao eixo de

reflexdo.
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Figura 110 — Solugdes da questdo 1 apresentadas por Evandro.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcricdo da resposta do aluno ao item a: “Reflexdo, porque o ponto C ¢é
perpendicular ao ponto D, o ponto B ao ponto E e assim mesmo com ultimo”.

Evandro foi o Unico aluno a justificar a reflexdo com base na perpendicularidade dos
segmentos que ligam cada vértice do poligono original as suas imagens, em relagdo ao eixo de

reflexao.
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No momento de discussdo da definicdo do movimento de reflexdo na atividade 4 (p.
66), apenas analisou-se as distancias entre um ponto do poligono e sua imagem ao eixo de
reflexdo, sem considerar a perpendicularidade do segmento com extremidades nesses pontos e
0 eixo de reflexdo. Essa observacao so surgiu quando eu trouxe uma definicdo mais precisa de
todas as transformacOes isométricas, na atividade 11 (quadro 14, p. 116). Penso que por esse
motivo apenas um aluno levou em consideracdo essa perpendicularidade, pois a primeira
definicéo foi construida apds discussdes, manipulagdes no GeoGebra e no papel quadriculado,
além de contribuicdes de todos os alunos, ao passo que a definicdo com mais detalhes foi
apresentada pronta, embora tenha sido discutida com os alunos.

Quanto a analise dos angulos internos, os alunos se recordaram das atividades
propostas antes de se iniciar o estudo das transformacdes isométricas (estudo dos angulos) e
usaram corretamente o fato de que em um triangulo a soma dos angulos internos € de 180°. A
seguir, vemos as solugdes apontadas por alguns alunos para esse questionamento (figuras 111,
112 e 113).
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Figura 111 — Solugdes da questdo 1 apresentadas por Pedro.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno ao item a: “Reflexdo, por que a figura estd ao
contrério, e se a gente botar um eixo de reflexdo ali, tem como deixar os pontos
congruentes com a mesma distancia do eixo”.
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Figura 112 — Solugdes da questdo 1 apresentadas por Leonardo.

Fonte: arquivo pessoal do autor.
Transcrig¢do da resposta do aluno para o item a: “A Reflexdo”
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Figura 113 — Solug6es da questdo 1 apresentadas por Fabricio.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢cdo da resposta do aluno ao item a: “Reflexdo por a figura ser igual so
espelhada ao contrario”.

Nas respostas a atividade 2, todos os alunos observaram que somente no item a 0s

poligonos sdo congruentes. Abaixo as solugbes apresentadas por alguns alunos (figuras 114,
115 e 116).
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Figura 114 — Soluc0es de José para a questdo 2. Nota-se que o aluno justifica a congruéncia do item a usando
a reflexdo.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno para o item a: “Sim, ela é uma reflexdo”. Item b:
“Ndo, pois as medidas dos lados ndo sdo iguais”. Item c: “Ndo, pois as medidas dos
lados ndo sao iguais”.

Figura 115 — Solugdes de Paula para a questéo 2.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta da aluna para o item a: “E congruente por que tem as mesmas
medidas de lados e dngulos”. Item b: “Ndo é congruente por que uma é maior que a
outra”. Item c: “ndo é congruente apesar de ter os mesmos angulos mas com medidas de

lados diferentes”.
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Figura 116 — Solucdes apresentadas por Susana para a questao 2, que também usou a reflexdo para justificar
a congruéncia dos poligonos no item a.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcrigdo da resposta da aluna para o item a: “Sim. Porque as medidas dos lados e
dos dngulos sdo iguais. E porque a isometria aplicada foi a reflexdo”. Item b: “Ndo.
Porque as medidas dos lados ndo sdo congruentes”. Item c: “Ndo. Porque os lados da

figura ndo sdo iguais”.
Mauro, ao justificar o item b, concluiu que as figuras ndo sdo congruentes, mas

escreveu que uma é a translacdo da outra, como mostra a figura 117.

Figura 117 — Solugdes apresentadas por Mauro para a questéo 2.
Fonte: arquivo pessoal do autor.

Transcri¢do da resposta do aluno para o item a: ““Sim elas sao congruentes. Por que as
duas tem as mesmas medidas, dngulos e lados e também pelo modo de reflexdo”. Item b:
“E uma translagcdo. Ndo! Porque ela sé tem a mesma forma e mesmo dngulo mas ndo
tem as mesmas medidas”. Item c: “Ndo! Porque elas so tem as mesmas medidas dos

angulos”.
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No momento da corre¢do das atividades, juntamente com todos os alunos da turma,
Mauro percebeu seu erro e o corrigiu. Ele mesmo disse que uma figura ndo poderia ser a
translacédo da outra porque as medidas dos lados sdo diferentes.

Percebi que os alunos mobilizaram o conceito de congruéncia com base nas
transformacfes isométricas e utilizaram, por exemplo, a reflexdo como justificativa para a
congruéncia dos poligonos do item a da questdo 2 dessa atividade. Além disso, observaram
em diversos momentos que as medidas dos lados e dos angulos de dois poligonos congruentes

necessariamente precisam ser iguais para gque esses poligonos sejam congruentes.
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3) ANALISES DA IMPLEMENTACAO DA PROPOSTA DIDATICA

Neste capitulo, apresentamos uma analise da implementacdo da proposta didatica
junto aos alunos e dos resultados observados. Em cada se¢do destacamos um determinado
aspecto da pesquisa, dialogando com os autores estudados e de acordo com 0 exposto no

quarto capitulo.

5.1 O CONVITE AOS ALUNOS E OS AMBIENTES DE DESENVOLVIMENTO DA
SEQUENCIA DE ATIVIDADES

Como professor de Matematica desde o ano de 2001, sempre me preocupei com a
formacdo de um aluno que, além de compreender os contetdos abordados, pudesse relaciona-
los com seu cotidiano. Com 0 passar dos anos no magistério, percebi que nem sempre 0S
alunos aprendem aquilo que é desenvolvido nas aulas, mesmo com a diversificacdo das
atividades propostas e que a aprendizagem nédo depende exclusivamente de um professor bem
capacitado ou de um método eficaz de “transmissao” de conteudos.

No presente trabalho, me propus a desenvolver uma metodologia diferente daquelas
gue eu ja havia utilizado em minha carreira enquanto professor. Ao substituir aulas com
explicacbes prontas seguidas de exercicios por atividades nas quais as opinides dos alunos
seriam consideradas para a constru¢do de novos conhecimentos, estava entrando em um
“territorio novo a ser explorado”. Tudo o que foi pensado era uma novidade tanto para mim
quanto para os alunos.

O primeiro passo foi pensar em como convidar os alunos para fazer parte desta
“aventura”. Ao iniciar a atividade 1, em sala de aula, expliquei que em todos os momentos
eles poderiam expor suas opinides e 0 que estava em jogo era a aprendizagem de cada um,
sem a preocupagdo imediata em estarem sendo avaliados. Inicialmente, percebi uma
estranheza por parte dos alunos, que frequentemente me questionavam sobre testes, provas ou
listas de exercicios. Essa “preocupacao” foi desaparecendo com o decorrer das atividades e, a
cada aula, senti os alunos mais a vontade e confiantes para demonstrar 0 que estavam
pensando.

Para mim, isso ficou evidente a partir da atividade 5, na qual foi realizado um jogo que
envolvia uma disputa entre duplas de alunos. Nesse jogo, os alunos puderam escolher de que
maneira seria feita a contagem dos pontos para o estabelecimento da dupla campea. Percebi
que houve participagdo de todos os alunos nessa decisdo, que ocorreu de maneira dialdgica.

Os dois alunos que foram os “juizes” do jogo mediaram as discussdes € se preocuparam em
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ouvir todos. Fiquei muito contente com a maneira como os alunos conduziram o andamento
do jogo, pois, mesmo havendo uma disputa, percebi que a intencdo de cada um néo era apenas
a de vencer o jogo, mas também aproveitar o momento para compartilhar suas ideias com 0s
demais colegas. No final da atividade, o que menos foi levado em conta pelos alunos foi a
consagracdo da dupla vencedora; as falas dos envolvidos eram sobre a maneira como se
localizar no plano cartesiano ou sobre a melhor estratégia para descrever um segmento de reta
por meio das coordenadas cartesianas.

No Laboratério de Informética da escola, outro ambiente muito utilizado durante as
aulas, observei que, a principio, muitos alunos consideravam que ndo estavam ali para
construir conhecimentos. Quando os questionei sobre isso, muitos relataram que 0 uso do
computador na escola, nas mais diversas disciplinas, se resumia a pesquisas na Internet, uso
de jogos ou digitacdo de trabalhos. Em um primeiro momento, senti dificuldade em convencé-
los de que o uso do computador, em particular do software GeoGebra, ndo deveria ser apenas
para “fazer algo diferente”, mas para proporcionar outro ambiente de discussdes e analises
que poderiam ser potencializadas com esse recurso. Assim, o convite para o uso do ambiente
computacional ndo foi aceito de imediato. Porém, a cada ida ao Laboratorio de Informatica,
senti 0s alunos mais a vontade, aproveitando os recursos disponiveis para observacdes mais
detalhadas das propriedades das isometrias estudadas. Como exemplos disso, cito a definigdo
estabelecida pelos alunos para o movimento de translacdo — feita nesse ambiente, ap6s muito
didlogo e participacdo da maioria dos envolvidos — e a constatacdo de que a rotacdo de
amplitude 360° de um poligono leva ao mesmo poligono, na mesma posicao (essa conclusao
foi obtida pelos alunos de maneiras diferentes, mas baseadas em suas construgdes no software
e validadas pelas opinides dos demais colegas).

Penso, assim, que o desenvolvimento das atividades nesses ambientes ocorreu de
maneira dialégica, em que as perspectivas dos participantes sempre foram consideradas e a
construcdo de novas perspectivas, incentivadas.

Vamos analisar, como exemplo, o dialogo em que se discutiu o conceito de
congruéncia, apresentado na se¢do 4.5 do quarto capitulo, ao final da atividade 11.

Assim que pedi aos alunos que observassem as figuras presentes na atividade e
procurassem alguma relacdo entre suas medidas, percebi imediatamente o estabelecimento de
contato, na medida em que cada aluno prestava atencdo ao outro, respeitando sua opiniéo.
Quando um aluno percebe que é possivel que poligonos com mesmo perimetro ndo sejam
congruentes e reconhece essa ideia, comunicando-a aos demais colegas, pode-se observar que

a abertura no dialogo para que ele pudesse posicionar-se foi estabelecida. O dialogo segue
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com os alunos reformulando, desafiando e avaliando ideias postas pelos colegas, levando
todas as discussGes a outro patamar, no qual o conceito de congruéncia é estabelecido de
maneira dialdgica, sem imposicdo de ideias pré-estabelecidas ou de qualquer espécie de
autoritarismo do professor.

Estas caracteristicas dialdgicas e participativas, mantidas ao longo de toda a sequéncia,
vém ao encontro do modelo de cooperacdo investigativa, proposto por Ole Skovsmose,

apresentado no segundo capitulo da dissertacao.

5.2  OS RECURSOS DISPONIBILIZADOS

Em todo o trabalho, procurei utilizar os mais diversos recursos para o0
desenvolvimento das atividades. Entre eles, destacam-se 0s materiais manipulativos, que tém
a conveniéncia de serem facilmente obtidos, e o software de geometria dindmica GeoGebra.
Optei por usa-los por acreditar que podem contribuir satisfatoriamente na visualizagdo de

relacGes geométricas importantes.

5.2.1 Os materiais manipulativos

Os primeiros materiais manipulativos utilizados foram o0s geoplanos e os papéis
quadriculados para a construcdo de poligonos. Para representar poligonos no geoplano, os
alunos fizeram uso de atilhos. A seguir, deveriam representar esses mesmos poligonos no
papel quadriculado. O objetivo era verificar se 0s alunos manteriam as proporcoes entre as
representacdes nos dois materiais. Percebi que muitos alunos ndo desenharam o poligono no
papel quadriculado mantendo essas proporcdes. Com isso, percebe-se que, para esses alunos,
naquele momento, apenas a apreensao perceptiva das formas foi utilizada, ou seja, as figuras
foram reconhecidas de maneira global, mas sem levar em consideracdo 0s aspectos mais
especificos de cada uma, como, por exemplo, as distancias entre determinados segmentos.
Contudo, apds discussbes com a turma, observei que esses alunos reconheceram que as
representagdes ndo eram proporcionais e todos tiveram muito mais atencdo ao representar
esses desenhos no GeoGebra, em uma atividade posterior.

O uso do papel quadriculado, nesse momento, foi muito importante para a
familiarizacdo de cada aluno com esse material, visto que ele foi utilizado em muitas outras
atividades.

Entre os materiais manipulativos utilizados na abordagem das isometrias estudadas
estdo os espelhos para abordar a reflexdo. Embora ja tenha visto outros professores usarem

esse material para a visualizacdo das caracteristicas da reflexdo, em minha trajetoria, enquanto
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professor, nunca o havia utilizado. Por esse motivo, fiquei um pouco receoso de que a
manipulagdo dos espelhos pudesse de alguma maneira atrapalhar o desenho no papel
quadriculado do poligono refletido. Para minha surpresa, todos os alunos obtiveram uma
reflexdo do poligono, tendo o espelho posicionado no “eixo de reflexao”. Algumas
caracteristicas dessa transformacao ndo foram observadas de imediato, como, por exemplo, as
distancias de cada ponto do poligono — e de suas imagens — até o espelho. Porém, todos os
alunos observaram que a reflexdo “inverte” o poligono. Considero que a inversao a que 0sS
alunos se referem se baseia na inversao da orientacdo do plano provocada pela reflexdo em
torno de um eixo, tal como apontado nas paginas 56 e 57. Os detalhes mais apurados do
movimento foram discutidos em atividades posteriores.

Assim, os espelhos desempenharam um papel muito importante na compreensdo do
movimento de reflexdo. Isso foi verificado em outras atividades, nas quais, para concluir que
um poligono é uma reflexdo de outro (sem o auxilio do espelho), os alunos frequentemente se
referiam ao eixo de reflexdo como sendo “o espelho que inverte a figura”.

No estudo da rotacdo, as bandeirinhas (feitas com palito de dente) e os palitos de
picolés perfurados no ponto em que uma determinada rotacdo deveria ser efetuada, também
tiveram um papel importante na compreenséo das relagcdes desse movimento. Percebi que, ao
manipular esses objetos, os alunos compreenderam a importancia do centro de rotacdo. Nas
rotacdes em que o centro de rotagdo estd no objeto, os alunos em geral utilizaram o dedo para
fixar esse ponto, efetuando, em seguida, a rotacdo solicitada. J& nos movimentos em que 0
centro de rotacdo encontra-se fora do objeto, a maioria dos alunos desenhou esse ponto em
uma folha de papel, posicionou a bandeirinha de acordo com a atividade e, a seguir, efetuou a
rotacéo.

Na questdo 5 da atividade 10, os alunos deveriam efetuar a rotacdo de um poligono.
Para essa questdo, nenhum material concreto foi fornecido, mas observei que os alunos
sentiram sua necessidade e por isso resolveram confeccionar poligonos com folhas de papel,
congruentes aqueles apresentados. Isso demonstra a relevancia que o uso desses objetos teve
na compreensao do movimento de rotacao.

Em atividades seguintes, nas quais os alunos precisaram identificar se um poligono era
o resultado de uma rotacdo de outro poligono, frequentemente os observei fazendo “rotagdes
imaginarias” sem a presenga fisica de algum objeto concreto. Para isso, utilizavam suas maos,
mantendo o dedo indicador fixo no centro de rotacdo. Essas movimentagdes mentais,

mobilizadas na resolugdo da tarefa proposta, sdo indicios de apreensdo operatdria, e mostra
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que as manipulacdes dos objetos concretos contribuiram para que a identificacdo da rotacéo
pudesse ser feita.

5.2.2 O software GeoGebra

As aulas em que a turma se dirigia ao laboratdrio de Informatica eram certamente as
mais esperadas pelos alunos. Apds compreenderem o0s objetivos do uso do GeoGebra,
frequentemente os estudantes questionavam sobre qual seria 0 proximo momento em que
iriam explorar o GeoGebra nas aulas de Matematica. 1sso demonstra que o convite feito aos
alunos para experimentar essa ferramenta, mesmo que ndo imediatamente, foi aceito.

Primeiramente, observei que as construgdes poligonais, feitas na atividade 1 no papel
quadriculado, foram reproduzidas no ambiente do programa com muito mais atencdo do que
quando as fizeram na transicdo entre os geoplanos e os papéis quadriculados, ou seja, houve o
cuidado, na maior parte dos casos, em manter as proporgdes entre as representacdes. Nesse
momento os alunos fizeram uso da apreensdo sequencial, que é necessaria quando o sujeito
constréi uma figura com base nas observacdes dos elementos presentes nela.

Também destaco as construgdes feitas pelos alunos no GeoGebra que permitiram
verificar muitas propriedades das isometrias como, por exemplo, no movimento de translacéo,
em que os alunos observaram que todos os segmentos de reta que tém extremidades em um
ponto do poligono e em sua respectiva imagem possuem 0 mesmo comprimento; ou, ainda,
que uma rotacdo de amplitude 360° de um poligono leva ao mesmo poligono na mesma
posi¢cdo, como mostrado no capitulo anterior.

O uso desse ambiente de geometria dinamica foi decisivo na compreensdao das
transformacdes isométricas. Ao manipularem os poligonos e observarem o que ocorre com
suas imagens — seja numa reflexdo, numa translacdo ou numa rotagdo — os alunos apontaram
diversas observacgdes e puderam confirmar hipdteses aventadas previamente ao utilizarem os
materiais manipulativos.

Duval (2011) destaca o aspecto dindmico do uso dos softwares em sala de aula. Ao
movimentarem eixos de reflexdes, vetores de translacGes e centros de rotacdes no ambiente
do GeoGebra, os alunos observaram que hd mudancas de posi¢cdo nas imagens de um
determinado poligono submetido a uma transformagdo isométrica, mas que as medidas de
lados e angulos ndo se alteram. O dinamismo permitiu que os alunos obtivessem conclusdes
como essa que, provavelmente, seriam muito mais dificeis de serem estabelecidas se

realizassem o mesmo trabalho apenas em papel.
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Skovsmose (2010) aponta que ambientes computacionais tém o potencial de apoiar
abordagens em cenédrios para investigacdo. Essa relacdo ficou nitida quando, apos
concluirmos as atividades para a construcéo do conceito de congruéncia, foram desenvolvidas
atividades para a construcdo do conceito de semelhanca. Em uma aula, os alunos
questionaram se era possivel haver uma homotetia’ de razdo negativa. Eles proprios
construiram um poligono no GeoGebra e obtiveram uma homotetia de razdo -2. Ao
observarem as imagens dos poligonos projetadas no quadro negro, alguns alunos comentaram
que o poligono ficara invertido, porém maior. José considerou a possibilidade de que a figura
sofrera uma rotagdo de 180°, porém ficara maior. O mesmo aluno afirmou que se a homotetia
tivesse razdo -1, o poligono resultante ficaria na mesma posicdo que uma rotacdo de 180° e,
portanto, seria congruente ao poligono original. Apos fazer as construcbes no ambiente do

programa, as hipdteses do aluno foram confirmadas.

53 A CONSTRUGCAO DOS CONCEITOS DE ISOMETRIA E CONGRUENCIA

A importancia que o uso dos materiais manipulativos e do software GeoGebra teve na
construcdo dos conceitos de isometria pdde ser percebida em diversos momentos.

Na atividade 4, entregue em uma folha de papel, os alunos deveriam identificar
poligonos que sdo reflexdes de um poligono chamado de referéncia. Muitos alunos
justificaram que determinado poligono era uma reflexdo do poligono de referéncia ap6s
procurar uma posicao adequada para o eixo de reflexdo e analisar as distancias dos pontos do
poligono de referéncia e de suas respectivas imagens até esse eixo. Suas respostas foram
influenciadas pela construcdo e manuseio, em atividade anterior, de poligonos e de suas
reflexdes em torno de retas, tanto com auxilio dos espelhos quanto do ambiente do GeoGebra.

Nas atividades 11 e 12, nas quais era necessaria a observacdo de poligonos e a
identificacdo das isometrias presentes, notamos que os alunos concluiram sobre as
transformaces isométricas sem recorrer aos materiais manipulativos, mas citando-os em suas
falas. Como exemplo, tem-se a atividade 12, em que um par de triangulos era exibido, sendo
um a reflexdo do outro. Muitos alunos justificaram que estavam diante de uma reflexédo, pois

se um espelho fosse colocado “‘entre eles”, um tridngulo ficaria o “contrario do outro”.

’ Homotetia é a ampliacdo ou reducdo de uma figura, mantendo sua forma, a partir de um ponto fixo,
denominado centro de homotetia. Uma homotetia transforma uma figura em outra, semelhante a ela. A razéo de
homotetia € o nimero pelo qual as medidas dos segmentos de um poligono sdo multiplicadas para a obtencédo do
novo poligono. Assim, uma homotetia de razdo 2, por exemplo, transforma um poligono em outro semelhante
com as medidas dos segmentos iguais ao dobro do primeiro. JA& uma homotetia de razdo -2 transforma um
poligono em outro semelhante com as medidas dos segmentos iguais ao dobro do primeiro, porém sofre uma
rotacdo de 180° em relagédo ao primeiro. O centro dessa rotagdo € o mesmo ponto do centro da homotetia.
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Dialogos semelhantes também foram observados na atividade 11. Essas atitudes indicam que
esses alunos fizeram uso da apreensdo operatoria, efetuando uma modificacdo Optica ao
utilizarem mentalmente um espelho para verificar a ocorréncia da reflexéo.

Vamos analisar agora o que foi compreendido e/ou percebido pelos alunos ao
estudarem cada uma das isometrias.

No estudo do movimento de reflex&o, a primeira constatacdo dos alunos foi a de que
essa isometria “inverte” o poligono, visto que o espelho produz esse “efeito”. Essa
propriedade foi usada por muitos alunos em atividades nas quais deveriam ser analisadas as
isometrias aplicadas a um determinado poligono. Alguns alunos observaram que a distancia
de cada ponto do poligono até o eixo de reflexdo é igual a distancia de sua respectiva imagem
até esse eixo. Esta observagdo foi feita para pontos “proximos” ao eixo, de modo que,
inicialmente, ndo houve uma generalizacdo para todos os pontos do poligono. Como nas
atividades ndo foram priorizadas as constru¢des dos segmentos de reta com extremidades em
cada ponto do poligono e em sua respectiva imagem, a perpendicularidade desse segmento
com o eixo de reflexdo so foi observada no momento da discusséo das isometrias, apresentado
na secdo 4.4 do quarto capitulo. Contudo, todos os alunos identificaram a ocorréncia dessa
isometria na atividade 12.

O estudo do movimento de translacéo foi desenvolvido nas atividades 7, 8 e 9, tendo o
plano cartesiano como auxilio. Cada vértice de um determinado poligono era relacionado a
um ponto do plano cartesiano e, através de operacGes de adicdo e/ou subtracdo de uma
guantidade fixa a abscissa ou a ordenada desse ponto, os alunos deveriam identificar o
movimento do poligono. Na primeira dessas atividades, percebi muitas dificuldades dos
alunos ao realizarem as operagdes, principalmente quando os ndmeros envolvidos eram
negativos. Pensando nisso, as outras duas atividades foram desenvolvidas a fim de que os
alunos pudessem discutir essas dificuldades com os colegas, estabelecendo um processo
dialdgico entre os envolvidos. Ao tragar no papel os segmentos de reta com extremidades em
cada vértice do poligono e em sua respectiva imagem, todos os alunos observaram que esses
segmentos eram “iguais” (referindo-se as suas medidas). Quando desenvolveram a atividade
9, no ambiente do GeoGebra, os alunos perceberam que cada um desses segmentos tinha a
mesma medida que o vetor da translacdo. A observacao de que esses segmentos sdo paralelos
entre si e de que cada um € paralelo ao vetor da translacdo foi feita ao discutirmos a definicao
desse movimento, apds a atividade 10.

Ao planejar as atividades de rotacéo, pensei que essa seria a transformacéo isométrica

com maiores dificuldades de identificacdo por parte dos alunos. Porém, essa minha percepcao
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estava equivocada, pois, em geral, os alunos identificaram poligonos gerados por uma rotacao
de outro poligono. A principal dificuldade foi a obtencdo do centro de rotacdo, em especial
quando este ndo pertence ao poligono. Penso que esse obstaculo surgiu porque era necessario
considerar a distancia do centro de rotacdo até cada ponto do poligono e sua respectiva
imagem.

Quanto a defini¢do de congruéncia, a observacao de que as transformac6es isométricas
ndo alteram as medidas dos lados e dos angulos internos foi encarada com “naturalidade” para
o0s alunos, visto que na discussao da definicdo de congruéncia muitos alunos citaram que era
“claro e visivel” que os poligonos apenas mudaram de posi¢ao e mantiveram suas medidas.

Apos a formalizacéo do conceito de congruéncia, os alunos pouco usaram o vocébulo
“congruente” para se referirem a poligonos com mesmas medidas de lados e angulos. Muitos
ainda utilizaram “iguais” como sinénimo de congruentes. Procurei incentivar o uso do termo
“congruente”, por parte dos alunos, por considera-lo mais adequado. Penso que, a medida que
se torne um habito sua prondncia em sala de aula, ele passara a fazer parte dos seus
vocabularios.

Em um item da atividade 12, foram apresentados pares de poligonos, sendo um deles
de poligonos congruentes. Todos os alunos souberam identificar o par de poligonos
congruentes, justificando essa congruéncia com a menc¢do a transformacdo isométrica de
reflexdo. Os pares de poligonos ndo congruentes também foram identificados e as
justificativas dos alunos se referiram aos angulos internos e/ou as medidas dos lados dos
poligonos.

As isometrias também foram usadas como justificativa para a congruéncia de
poligonos na atividade ja mencionada neste capitulo, na qual o aluno relacionou 0 movimento
de rotacdo a uma homotetia de razéo -1. Na oportunidade, esse aluno usou a rotacdo para
justificar que o poligono obtido apos essa isometria é congruente ao poligono original.

Assim, nota-se que a compreensdo do significado de congruéncia de poligonos e de
sua relacdo com as isometrias foi referida varias vezes pelos alunos. Isso indica que eles
associaram o conceito de congruéncia as transformac6es isométricas, como se pretendia com

0 desenvolvimento da investigacao.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa teve como objetivo principal analisar de que maneira o estudo das
isometrias, baseado em atividades de naturezas investigativa e exploratoria, pode contribuir
para a compreensao do conceito matematico de congruéncia.

As atividades propostas buscaram romper com o paradigma do exercicio, ao proporem
questBes que puderam ser discutidas e cujas respostas ndo eram Unicas ou pré-estabelecidas.
Percebi que a adogdo dessa metodologia, além de fortalecer minha pratica enquanto professor,
contribuiu para que os alunos se tornassem efetivamente os atores principais do processo de
construcdo de seus conhecimentos. Mesmo nos momentos em que era necessaria a exposicao
de um conceito no quadro-negro, o convite ao dialogo estava estabelecido.

Para responder & questdo principal do estudo, a leitura dos referenciais tedricos
expostos no segundo capitulo foi de grande importancia. Por meio delas e da minha pratica
como professor, pude compreender mais profundamente como se da o desenvolvimento de
uma metodologia baseada no didlogo, além dos aspectos cognitivos envolvidos no estudo da
Geometria. Entender como alguém aprende me parece ainda algo muito complexo. Muitos
sdo os tedricos que refletiram ou refletem sobre tal questdo. Compartilho da opinido de que o
papel do professor e da escola como um todo ndo € o de transmitir conceitos acabados e ja
formulados, mas sim o de promover a autonomia intelectual dos alunos, de maneira que
busquem “por conta propria” suas verdades e, assim, pensem sobre sua propria aprendizagem.

Senti também a necessidade de estudar a matematica das isometrias e, assim, o
desenvolvimento do terceiro capitulo muito contribuiu nesse sentido.

Como professor, 0 uso das isometrias para a abordagem do conceito de congruéncia
foi a principal novidade para mim. Em diversos momentos me surpreendi com a maneira
como as manipula¢fes dos materiais concretos e de objetos virtuais no software GeoGebra
contribuiram para a compreensao de ideias que, se fossem transmitidas apenas por meio do
meu discurso, talvez ndo ocorresse. Analisando, por exemplo, as solugdes propostas pelos
alunos para as atividades de congruéncia, percebi que frequentemente havia a referéncia ao
fato dos poligonos terem as mesmas medidas de lados, pois nem a reflex&o, nem a translagao
ou a rotacdo alteram essas medidas. Também me entusiasmei com o0 modo como o0s alunos
justificaram a congruéncia entre poligonos: em geral as isometrias foram evocadas, tanto nas
falas quanto em suas escritas. Nesse sentido, fica claro que o desenvolvimento do estudo das
isometrias apresenta-se como uma possibilidade para a construcdo do conceito de congruéncia

de poligonos e, certamente, para figuras geométricas planas ou tridimensionais.
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Penso que uma das caracteristicas do processo de construgdo de conhecimento seja a
experimentacdo de um conceito por diferentes meios e em diversas situagdes. Assim, o aluno
vai compreendendo as relacdes intrinsecas presentes no objeto de estudo e torna-se capaz de
definir tal objeto. Durante o desenvolvimento da sequéncia de atividades, a abordagem das
isometrias subentendia o conceito de congruéncia; em praticamente todos 0s momentos, 0s
alunos estavam diante de poligonos congruentes. Quando confrontados com poligonos néo
congruentes na ultima atividade da sequéncia, os alunos justificaram a ndo congruéncia
baseando-se nas diferencas entre as medidas dos lados. Talvez, durante as demais atividades,
fosse preciso colocar os alunos diante de outros casos de poligonos ndo congruentes para
evidenciar a importancia das isometrias em suas justificativas.

Finalmente, posso afirmar que o desenvolvimento desta pesquisa representou uma
nova etapa em minha carreira de professor, tanto pelos conhecimentos adquiridos como pela
mudanga no meu modo de conceber o processo de construgdo do conhecimento. Afirmo isso
porque percebi que, ao atuar como professor pesquisador, tive a oportunidade de refletir sobre
minha pratica e conceber novas visdes em relacdo ao aprender. As interpretacdes que 0S
alunos d&o para um objeto, por exemplo, séo tantas que surpreendem. Muitas vezes o0 que 0S
professores querem € que todos os alunos pensem e interpretem aquele objeto da mesma
maneira que os livros mostram, ou até mesmo da maneira como eles (0s professores) pensam
e interpretam. Mas ndo podemos esquecer que as vivéncias de cada aluno sdo diferentes. O
que pode ser correto ou interessante para um, ndo o é para outro. O que pode ser Gbvio para o
aluno X ndo € nada trivial para o aluno Y. Espero, assim, poder auxiliar colegas de profissdo
em suas buscas por metodologias diferenciadas para suas aulas ou até mesmo para refletir

sobre suas concepgdes de ensino e aprendizagem.
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APENDICE 1

TERMO DE CONSENTIMENTO INFORMADO

Eu, , R.G. ,

responsavel pelo(a) aluno(a) , da turma 191,

declaro, por meio deste termo, que concordei em que o(a) aluno(a) participe da pesquisa
intitulada isometrias e congruéncia: um experimento no Ensino Fundamental,
desenvolvida pelo(a) pesquisador Mosael Juliano Brocker. Fui informado(a), ainda, de que a
pesquisa € coordenada/orientada por Elisabete Zardo Burigo, a quem poderei contatar a
qualquer momento que julgar necessario, através do telefone (51) 3308-6212 ou e-mail

elisabete.burigo@mat.ufrgs.br.

Tenho ciéncia de que a participacdo do(a) aluno(a) ndo envolve nenhuma forma de
incentivo financeiro, sendo a Unica finalidade desta participagdo a contribuigdo para o sucesso
da pesquisa. Fui informado(a) dos objetivos estritamente académicos do estudo, que, em

linhas gerais, sao:

e Explorar a compreensao das isometrias (reflexao, translacéo e rotacao);

e Analisar de que maneira a compreensdo dessas isometrias pode auxiliar na construcdo
do conceito de congruéncia;

e Investigar as possibilidades de atividades de natureza investigativa e exploratéria na

abordagem desses assuntos.

Fui também esclarecido(a) de que os usos das informacdes oferecidas pelo(a) aluno(a)
sera apenas em situacfes académicas (artigos cientificos, palestras, semindrios etc.),
identificadas apenas pela inicial de seu nome (ou nome ficticio) e pela idade.

A colaboragéo do(a) aluno(a) se fara por meio de questionario escrito, bem como da
participacdo em aulas/encontros, em que ele(ela) serd observado(a) e sua producdo analisada,
sem nenhuma atribuicdo de nota ou conceito as tarefas desenvolvidas. No caso de fotos,
obtidas durante a participacdo do(a) aluno(a), autorizo que sejam utilizadas em atividades
académicas, tais como artigos cientificos, palestras, seminarios etc, sem identificacdo. A
colaboracdo do(a) aluno(a) se iniciara apenas a partir da entrega desse documento por mim

assinado.



146

Estou ciente de que, caso eu tenha duvida, ou me sinta prejudicado(a), poderei contatar
o(a) pesquisador(a) responsavel no endereco Rua Jari, 253, bairro Nova Parobé, Parobé,

telefone (51) 9684-7590, e-mail: mosael.brocker@gmail.com.

Fui ainda informado(a) de que o(a) aluno(a) pode se retirar dessa pesquisa a qualquer

momento, sem sofrer quaisquer sangdes ou constrangimentos.

Porto Alegre, 18 de agosto de 2015.

Assinatura do Responsavel:

Assinatura do(a) pesquisador(a):

Assinatura do Orientador da pesquisa:
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APENDICE 2

SUGESTAO DE ATIVIDADES PARA A ABORDAGEM DAS TRANSFORMAGCOES
GEOMETRICAS E A CONSTRUCAO DO CONCEITO DE CONGRUENCIA

Neste apéndice apresentamos o produto técnico deste estudo. Trata-se de uma sugestao
de sequéncia de atividades para a abordagem do tema “transformagdes geométricas ¢ a
construgdo do conceito de congruéncia”. Ressaltamos que as atividades apresentadas a seguir
sdo flexiveis e ndo precisam ser seguidas rigorosamente, cabendo ao professor observar quais
adaptacdes podem ser feitas em cada uma a fim de atender o seu grupo de alunos.

Destacamos, ainda, que o tema desta sequéncia pode ser desenvolvido em qualquer um
dos anos finais do Ensino Fundamental ou até mesmo no Ensino Médio desde que os alunos

tenham conhecimento da medida de angulos e das opera¢fes com nimeros inteiros.
Atividade 1 — um primeiro contato com o geoplano e o papel quadriculado

Os alunos da turma se dividirdo em pequenos grupos. Cada aluno receberd um
geoplano e trés atilhos, com os quais devera compor uma figura no geoplano. A seguir, sera
distribuido um papel quadriculado no qual devera ser desenhada a mesma figura composta no
geoplano. Para essa composicdo no papel quadriculado, os alunos discutirdo suas ddvidas
juntamente com seus colegas para que juntos tirem suas conclusdes.

O professor, ao observar o andamento da atividade, podera estar atento as questfes
mostradas abaixo, com o objetivo de analisar como se d&o as construcdes dos alunos e de que
maneira cada um trata as proporcdes entre as representacgoes.

a) Seraque os alunos usardo régua?

b) De que maneira serdo desenhados eventuais segmentos ndo marcados no papel
quadriculado, como por exemplo, diagonais de quadrados?

c) Serdo respeitadas as proporcdes entre a figura representada no geoplano e a desenhada
no papel quadriculado?

d) Os alunos usardo algum sistema de referéncia para a construcdo da figura do papel
quadriculado?

Durante a atividade, o professor estara circulando pela sala observando a sua
realizacdo. Individualmente, alguns questionamentos serdo feitos para verificar qual
raciocinio foi usado por cada aluno e observar qual vocabulario é utilizado ao se referir aos

elementos presentes na atividade.
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Atividade 2 — representando a figura no software GeoGebra

Nesta atividade, o principal objetivo é a familiarizacdo dos alunos com o software de
geometria dindmica GeoGebra. O professor devera ter um conhecimento prévio das principais
fungdes do programa a fim de orientar os alunos no manuseio e no andamento desta e de
outras atividades que requerem seu uso.

Previamente o programa sera aberto nos computadores e a janela do software exibira
apenas a malha quadriculada sem os eixos coordenados. Os primeiros momentos seréo de
apresentacdo do software e de algumas de suas funcgdes, como construgdo de pontos,
segmentos de reta, poligonos, circunferéncias.

De posse dos seus desenhos no papel quadriculado, os alunos fardo sua reproducdo no
software GeoGebra, utilizando como referéncia apenas a malha quadriculada do programa.
Pretende-se investigar se o registro do desenho no software respeitara as propor¢des do
desenho feito no papel quadriculado e se algum sistema de referéncia sera utilizado na
representacdo. Apos a construgdo, o arquivo sera salvo.

O professor podera observar os alunos e responder as questdes abaixo como forma de
avaliagéo da atividade.

a) Quais as principais dificuldades apresentadas pelos alunos ao representar a figura no
software?

b) Serdo respeitadas as proporc¢des entre a figura desenhada no papel quadriculado e a
representada no GeoGebra?

Atividade 3 — transformac6es geométricas: a reflexao

Usando o desenho feito no papel quadriculado e com o auxilio de um pequeno espelho
que sera fornecido a cada aluno, os alunos deverdo reproduzir uma reflexdo do desenho. Para
isso, sera solicitado que cada aluno posicione o espelho ao lado de seu desenho, escolhendo a
posicdo que mais lhe adequar, e trace um segmento de reta no papel na posi¢cdo em que 0
espelho se encontra. A seguir, observando o desenho refletido, fardo sua reproducéo no papel.

ApoOs as construgdes, os alunos serdo questionados sobre o que observam nos
desenhos, ja sem o espelho como auxilio.

a) Compare as duas figuras. O que elas ttm em comum? O que elas tém de diferentes?
b) O que acontece se mudarmos o espelho de posicdo? Como fica o desenho da figura?

c) Que nome vocés dariam a esse segmento de reta que serve de “espelho”?
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As opinides dos alunos serdo ouvidas e discutidas no grupo. Para verificar o item b),
os alunos poderdo manusear o espelho e confirmar suas respostas. Ja no item c), o nome “eixo
de reflexdo” ainda ndo sera mostrado aos alunos. Sera combinado que a turma toda usard um
mesmo nome para esse segmento de reta. Mais tarde, em outra atividade, o nome usual sera

formalizado.

Atividade 4 — a reflexdo vista no software GeoGebra

ApoGs as discussdes anteriores, novamente os alunos retornardo ao Laboratorio de
Informética e abrirdo o ambiente do software GeoGebra.

A seguir serd mostrada aos alunos a ferramenta que permite a reflexdo de um objeto
em torno de uma reta e solicitado que facam a reflexdo dos seus desenhos em relacdo a uma
reta qualquer. Os questionamentos a seguir podem ser direcionados ao grupo de alunos para
avaliar o que perceberam sobre o movimento de reflexdo até o0 momento.

a) Quais conclusdes podem tirar?
b) O que se pode observar nos desenhos refletidos em relacdo aos desenhos originais?

Assim que a reflexdo for feita no software, os alunos receberdo o material mostrado
abaixo, que ¢ uma espécie de “roteiro” a ser seguido pelos alunos, mas que apresenta questoes

que poderdo ser discutidas entre os alunos na busca de suas respostas.

Analisando o movimento de reflexdo |

1) Compara a reflex&o feita pelo software com aquela feita no papel quadriculado. O que
tu observas? A reflexdo feita no papel quadriculado é a mesma obtida no software?
Quais as diferengas e semelhangas?

2) Utilizando a fung@o “exibir rotulo”, identifica todos os vértices da figura desenhada ¢
da figura refletida.
Para cada ponto do poligono desenhado had um ponto correspondente no poligono
refletido. Esse ponto refletido chama-se imagem do outro. Por exemplo, o ponto A’ é
a imagem refletida do ponto A.

3) Agora movimenta um ponto qualquer do poligono construido e observa o que
acontece com sua imagem. O que tu podes observar?
A reta em torno da qual ocorre 0 movimento de reflexdo recebe o nome de eixo de
reflexao.

4) Agora movimenta o eixo de reflexdo e observa o que acontece com 0s pontos do
poligono e suas imagens. O que tu podes observar?

Ao concluirem a resolucdo das atividades anteriores, os alunos serdo desafiados a

observar alguns poligonos e identificar o movimento de reflexao.
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A proxima atividade tem como principal objetivo verificar se os alunos ja conseguem

identificar um poligono refletido, em relagdo a um eixo. Além disso, pretende-se observar se o

eixo de reflexdo é desenhado corretamente.

Analisando 0 movimento de reflexao Il

1) Observa os poligonos abaixo. O poligono A foi feito no GeoGebra. Vamos chamé-lo
de poligono de referéncia. Para cada um dos outros poligonos (B, C, D e E) procura
determinar se 0 mesmo é uma reflex@o do poligono A. Se tua resposta for afirmativa, desenha

o eixo de reflexdo. Caso contrario, explica porque o poligono ndo é uma reflexdo.
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Ao final dessa atividade, pretende-se que os alunos compreendam como ocorre 0

movimento de reflexdo, observando a posi¢do do eixo de reflexdo e a relagdo deste com os

pontos do poligono e com suas imagens refletidas.

Atividade 5 — O Jogo das Coordenadas — primeiro contato com o plano cartesiano

Ainda sem formalizar os conceitos de coordenadas cartesianas e as nomenclaturas

usuais (abscissa, ordenada, quadrantes,...) serd feito um jogo com os alunos que ira
familiariza-los com os eixos coordenados e 0 uso de referéncias para localizagcdo de pontos e

descricdo de objetos no plano.
Descricdo do jogo

Os alunos se dividirdo em duplas. Cada dupla ¢ uma equipe, que joga “contra” as

outras duplas.
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Um representante (A) de uma dada dupla ganhara um desenho em um plano cartesiano
com 0s eixos ja numerados. Esse desenho ocupard os quatro quadrantes do plano. O outro
representante (B) dessa mesma dupla tera apenas o plano cartesiano com os eixos humerados
sem 0 desenho. O aluno A tera que descrever verbalmente a figura para que o aluno B a
represente fielmente no seu plano. N&o serd permitido que o aluno B fagca perguntas ou
sugestdes ao aluno A.

Caso a turma conte com um numero impar de alunos, um aluno sera escolhido para
auxiliar as duplas durante o jogo. Esse aluno sera o “juiz”, cabendo a ele a funcao de validar
as solucgdes apresentadas por cada aluno. Se a turma contar com nimero par de alunos, dois
alunos poderdo ser os juizes. O (s) juiz (es) devera (do) discutir juntamente com a turma os
critérios para a correcao.

Os alunos serdo dispostos em duas filas, de modo que cada dupla participante fique de
frente um para o outro. Dessa maneira, 0 juiz do jogo podera verificar 0 andamento da

atividade.

Al A2 A3 A4

B1 B2 B3 B4

Em cada rodada, os alunos ganharao figuras com a mesma quantidade de vértices.

i

A conferéncia sera feita por algum membro da dupla vizinha, que recebera o desenho

Exemplo de figura

original e a reproducdo feita. Este devera registrar observagcbes em uma espécie de relatorio
que sera fornecido pelo juiz (conforme mostrado abaixo), apontando acertos e erros da dupla
vizinha. A seguir, esse relatorio e os desenhos serdo entregues ao juiz que ird validar a
correcdo feita. Cabera ao juiz decidir, juntamente com todas as duplas, uma forma de

pontuacdo para o jogo.
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Nomes dos jogadores:

Meu nome:

Quais observacdes tu podes fazer para auxiliar o juiz na correcdo do desenho feito?

A seguir, é a vez do aluno B receber uma figura e descrevé-la também verbalmente ao
aluno A. O procedimento serd 0 mesmo ja descrito anteriormente.

Durante a realizacdo da atividade, o professor estard observando seu andamento,
procurando néo intervir. O ideal é deixar que os proprios alunos, juntamente com 0s juizes,
decidam a maneira de pontuar. As duvidas que surgirem devem ser discutidas entre eles para
que entrem em comum acordo em relacdo as respostas. As questdes a seguir podem servir de
base para que o professor analise a atividade e verifiqgue como se da o uso do plano cartesiano.

a) Seréd que a estratégia usada pelo aluno A para descrever a figura serd a mesma do

aluno B?

b) Os alunos fardo uso das marcacdes numeéricas dos eixos ao descrever as figuras?
¢) Como descreverdo pontos que estdo situados em cada quadrante? E os pontos situados
sobre 0s eixo0s?

Ao final do jogo, todos os alunos receberdo uma folha com a seguinte questdo: “se
esse mesmo jogo fosse feito com outra turma, o que vocé mudaria”? As respostas dadas pelos
alunos serdo entregues ao professor, que podera usa-las para uma avaliagdo das dificuldades
apresentadas pelos alunos, adaptando esta atividade em outras turmas.

Atividade 6 — O plano cartesiano e 0 movimento de reflexao

Em um préximo momento, os alunos deverdo abrir o arquivo salvo anteriormente para
que possam recordar da atividade de reflexdo de suas figuras. Ap6s uma répida retomada do
que havia sido feito até entdo, sera pedido que cada aluno abra um novo arquivo no software.
Quando isso for feito, a janela que sera fornecida pelo programa contera 0s eixos coordenados
e a janela de algebra, sem malha quadriculada. Sera solicitado que os alunos fechem esta
janela.

Ainda sem comentario do professor a respeito dos nimeros e das retas que apareceram
no GeoGebra, seré solicitado que a malha quadriculada seja exibida para auxiliar na préxima
tarefa.

Os alunos receberdo um roteiro para orienta-los no seguimento da atividade.
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1)
2)
3)
4)

5)

d)

Atividades — reflexéo
Usando a ferramenta Poligono, desenhe um poligono qualquer e exiba os rétulos dos
vértices.
Faca a reflex@o desse poligono em torno da reta vertical numerada que aparece na tela.
Exiba os rotulos dos vertices da figura refletida.
Com o auxilio da ferramenta “Mover”, modifique e movimente o poligono construido
e observe as mudancas que ocorrem no poligono refletido. O que tu observas?
Observe os vértices do poligono construido e os vértices do poligono refletido. O que
tu observas?
Agora, no menu “Exibir”, escolha a opgdo “Janela de Algebra”. Essa opgdo exibe
todos os objetos presentes na tela do programa, como pontos, segmentos, poligonos,
etc. A seguir, responda as questdes abaixo:
Observe, na Janela de Algebra, o vértice A do poligono desenhado. Que relacdo ha
entre 0s nimeros que aparecem e 0s eixos numerados?
Observe outros vertices do poligono desenhado e sua representacdo na Janela de
Algebra. O que os niimeros que aparecem dentro dos parénteses representam? De que
maneira eles estdo organizados?
Sua dupla utilizou algo parecido para dar nome aos pontos no jogo da atividade
anterior?
Agora observe na Janela de Algebra o ponto A e sua imagem refletida, A’.
Comparando-0s, 0 que se pode observar? Esse fato é observado nos demais pontos
refletidos?

Por meio das atividades anteriores, pretende-se responder as seguintes questdes:

Quais observacdes poderao ser feitas pelos alunos em relagcdo ao poligono e o0s eixos
coordenados?

Havera identificacdo de relacdes entre vértices dos poligonos com as coordenadas nos
eixo0s?

Alguma relacéo sera estabelecida dos vértices do poligono original com os vértices do
poligono refletido, no sentido dos eixos coordenados?

A medida que as contribuicdes dos alunos vdo sendo dadas, o professor podera

estabelecer, juntamente com os alunos, um padrdo para a identificacdo de pontos no plano.

Dessa maneira, para identificar um ponto, usaremos dois nimeros: o primeiro refere-se a

projecdo ortogonal desse ponto sobre o eixo horizontal e o segundo a projecdo ortogonal

desse ponto sobre o eixo vertical. As nomenclaturas usuais (abscissa, ordenada, quadrante)

também serdo discutidas e registradas pelos alunos nesse momento.
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Atividade 7 — translagdo no plano cartesiano

O movimento de translacdo de uma figura sera feito usando o plano cartesiano como
auxilio. Nessa atividade, pretende-se verificar as propriedades do movimento de translacéo e
0 uso correto das coordenadas cartesianas expressas em sua forma usual, ou seja, como pares
ordenados (a,b).

Os alunos receberdo uma sequéncia de pontos, com suas coordenadas cartesianas
expressas na forma usual de par ordenado (a,b). Serd fornecido a cada aluno um papel
quadriculado para que esses pontos sejam marcados. Os pontos ja estardo nomeados, como A,
B,C,..

O papel quadriculado entregue ndo conterd nenhuma marcacdo de eixos ou
numeracdo. Ao observar o inicio desta atividade, o professor podera estar atendo as questdes
mostradas abaixo.

a) Os alunos fardo uso dos eixos cartesianos, representando-os antes de comecar a marcar
0s pontos?

b) Como se daré a construgdo dos eixos e a marcagao dos nimeros sobre 0s mesmos? Os
eixos serdo feitos ortogonalmente? A ordem numérica (principalmente para 0s
nlmeros negativos) sera feita corretamente?

A entrega dos pontos ja determinados a serem marcados tem como objetivo verificar
se 0s alunos fardo sua representacdo corretamente e se a construgdo do plano cartesiano se
fard necessaria para o inicio da atividade. Durante a fase inicial desta atividade, o professor
podera auxiliar os alunos que mostrarem maiores dificuldades.

Assim que tiverem marcado os pontos, os alunos ligardo um ponto a outro através de
segmentos de reta, seguindo a sequéncia alfabética, ou seja, deverdo ligar o ponto A ao ponto
B, 0 ponto B ao ponto C e assim sucessivamente até que o Ultimo ponto seja ligado ao ponto
A, fechando, assim, um poligono.

Apbs a conclusdo do desenho do poligono, cada aluno sorteara um papel que contém
uma instrucgdo. As instrugdes serdo as seguintes:

Soma duas unidades a abscissa e mantenha a ordenada fixa.

Subtraia duas unidades da abscissa e mantenha a ordenada fixa.

Soma duas unidades a ordenada e mantenha a abscissa fixa.

Subtraia duas unidades da ordenada e mantenha a abscissa fixa.

Soma trés unidades a abscissa e mantenha a ordenada fixa.

Subtraia trés unidades da abscissa e mantenha a ordenada fixa.
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Soma trés unidades a ordenada e mantenha a abscissa fixa.
Subtraia trés unidades da ordenada e mantenha a abscissa fixa.

Assim que tiverem essa instrucdo, deverdo aplica-la para cada vértice do poligono

desenhado. Os novos vértices deverdo ser nomeados e, a seguir, a tabela abaixo devera ser

completada:

Vértices

AC,) | BC,) | ¢Cc.) | DC,) | EC.,) | FC.)

Vértices ap0s a instrugéo

Os novos vértices deverdo ser marcados no mesmo plano cartesiano em que 0

poligono original se encontra, gerando, assim, um novo poligono.

As instrugdes que os alunos receberdo com o0s devidos questionamentos estdo

mostrados a seguir. Para o item 1, serdo elaboradas situacGes diferentes para os alunos, de

maneira que na turma haja pelo menos cinco poligonos distintos.

Poligonos e suas coordenadas

1) Marca os pontos a seguir em um sistema de coordenadas cartesianas

2) Faca segmentos de reta unindo o ponto A ao ponto B, o ponto B ao ponto C, o ponto C
ao ponto D e assim sucessivamente até unir o ponto F ao ponto A, fechando assim um
poligono.

3) Agora sorteia um papel e observa a instrugéo escrita nele. Escreva abaixo a instrucgéo
que sorteaste e preencha a tabela. Nomeia os novos vértices de A’, B’, C’...

Instrucdo:

Vértices AC, )| BC.)JCC, ) DbC,) EC,)| FC.)

Veértices apos a instrucéo

4) Agora, no mesmo sistema de eixos cartesianos, marca 0s novos vértices e una cada
veértice ao outro assim como tu fizeste na atividade 2, até formar um outro poligono.

5) O que tu podes afirmar em relacéo ao poligono original e o0 novo poligono?

6) Podemos afirmar que o novo poligono é uma reflexdo do poligono original? Por qué?

7) Faz um segmento de reta ligando os vértices A e A’ ¢ um segmento de reta ligando os
vertices B e B’. O que tu observas? O que acontece se ligarmos os vértices C e C’ ou
entdo os vértices D e D’?

8) Em tua opinido, 0 que acontece se somarmos uma determinada quantidade x & abscissa
e outra determinada quantidade y a ordenada de cada vértice do poligono original?

9) Em tua opinido, 0 que acontece se subtrairmos uma determinada quantidade x da
abscissa e outra determinada quantidade y da ordenada de cada vértice do poligono
original?
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Atividade 8 — Atividade entre grupos — translagéo

Nesta atividade, os alunos serdo divididos em pequenos grupos. Cada grupo receberd,
em uma folha, um par de poligonos, em que um é uma translacdo do outro. Cabera a cada
grupo identificar qual a transformacdo aplicada ao poligono para obter o outro e descrever
esta transformacdo. Essa conclusdo sera registrada pelo grupo em uma folha separada.

A seqguir, este grupo desafiara outro grupo da sala a descrever a transformacdo. Para
isso, o0 grupo inicial entregard sua folha para o grupo desafiado que deverd descrever, na
propria folha, quais as caracteristicas da transformacdo aplicada ao poligono original.
Finalmente, o grupo desafiado devolvera a folha ao grupo inicial que fara a correcéo.

O objetivo desta atividade é observar de que maneira os alunos descreverdo o
movimento de translacdo, em termos de coordenadas cartesianas. Um exemplo da atividade

esta mostrado a seguir.

O Desafio das Translagdes

Seu grupo:

Observe o poligono ABCDEF. Discuta com seu grupo qual transformacdo deve ser
aplicada nesse poligono para gerar o poligono A’B’C’D’E’F’, ou seja, como podemos obter o
poligono A’B’C’D’E’F’ a partir do poligono ABCDEF. Registre suas conclusdes em uma
folha separada.

Agora desafie outro grupo da sala a descobrir a solu¢do encontrada pelo seu grupo.
Para isso, entregue essa folha a esse grupo, que devera escrever suas conclusfes abaixo. A
sequir, verifique a solucdo apontada pelo grupo e faca anotac6es sobre suas observacoes.

Grupo desafiado:
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Atividade 9 — translacdo — Informética

Nesta atividade, os alunos se reunirdo nos mesmos trios da atividade anterior. Cada
trio receberd a folha com os poligonos ABCDEF e A’B’C’D’E’F’ que ja havia recebido na
aula anterior.

Com o GeoGebra aberto, o professor mostrara aos alunos como obter a translacdo de
um poligono qualquer. Para isso, 0 conceito de vetor devera ser mencionado, pois o software
utiliza a translacdo por um vetor. O professor podera aproveitar o momento para explicar que
0 vetor é um segmento de reta que possui uma orientacdo e um sentido. Apds mostrar um
exemplo de translacdo de um poligono, sera pedido que os alunos modifiquem o vetor,
alterando seu “tamanho”, sua orientagdo e seu sentido ¢ observem o que acontece nos
poligonos. O professor podera estar interessado em responder as seguintes questdes:

a) Quais observacgdes os alunos faréo?
b) Sera que os alunos ja observardo que os segmentos de reta AA’, BB’,... tém, cada um,
0 mesmo comprimento do vetor?

A seguir, sera solicitado que os alunos abram um novo arquivo. Cada trio recebera as

seguintes atividades, cujo objetivo principal é observar as caracteristicas do movimento de

translacdo a partir de um vetor.

Analisando 0 movimento de translacédo

1) Representa no GeoGebra o poligono ABCDEF de modo que ele ocupe no plano da
tela a mesma posicéo que na folha da atividade anterior (verifica as coordenadas cartesianas
de cada vértice). Exibe os rdtulos dos vértices.

2) Agora, usando a op¢ao “Translagdo por um vetor” do GeoGebra, obtém a translacéo
desse poligono, de forma que o poligono transladado ocupe na tela a mesma posicdo do
poligono A’B’C’D’E’F’ na folha da atividade anterior. Exibe os rotulos dos vértices.

3) Usando a ferramenta “Segmento”, traga os segmentos AA’, BB’, CC’, DD’, EE’ e
FF’. O que se pode dizer sobre esses segmentos? Que argumentos vocés podem usar para
convencer os outros grupos?

4) Agora, modifica o vetor que foi utilizado para a translagéo, alterando seu tamanho, seu
sentido, sua orientacdo. O que teu grupo observa?

5) Com base nas conclusdes anteriores, como o0 teu grupo define o movimento de
translagcdo de um poligono por um vetor?

Assim que os grupos concluirem a resolugdo das atividades, as solugbes serdo

discutidas. No item 3, serd observado se 0s alunos concluem que todos 0s segmentos possuem
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mesma medida e de que maneira provardo esse fato. Além disso, serd oportunizado que 0s
alunos explorem o software para determinar o comprimento de todos esses segmentos.

Nessa mesma atividade, as definicbes dos alunos sobre o movimento de translacéo
serdo discutidas uma a uma e registradas no quadro. Entdo, para registro em seus cadernos,
todos os alunos deverdo formular uma definicdo Unica para esse movimento. Pretende-se
observar de que maneira o grupo de alunos decidird qual a melhor definicdo de translagéo.
Cabe destacar que muito provavelmente a linguagem utilizada nesta definicdo podera ndo ser
precisa. Assim, o professor podera intervir neste momento para a obtencéo de uma linguagem
mais correta ou optar por fazer isto em um momento futuro, apos o estudo das trés isometrias

(reflexdo, translacéo e rotacao).

Atividade 10 — rotacéo

Em duplas, os alunos receberdo algumas atividades em uma folha, juntamente com
materiais manipulativos que poderdo auxilia-los na resolucdo. Esses materiais serdo os
mesmos que aparecem nas atividades (bandeirinha, palito, etc). O objetivo é verificar se os
alunos compreendem (mesmo que intuitivamente) o movimento de rotacdo e os sentidos
horario e anti-horario. Além disso, pretende-se verificar se ja ha a compreensdo das
amplitudes dos angulos reto e raso.

O item 5 sera encarado como um desafio. Os alunos ndo receberdo material concreto,
porém estdo livres caso queiram confeccionar. Além disso, a novidade da questdo é o angulo
de 45°. Pretende-se observar de que maneira esse angulo sera obtido (uso de transferidor?
metade de 90°7...)

Questdo 1

Uma caneta estava na posi¢do mostrada a seguir.

Pedro girou a caneta em volta da ponta esferografica e a caneta ficou assim:

De quantos graus foi o giro da caneta?
O giro da caneta foi no sentido horario ou no sentido anti-horario? Justifique.
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Questdo 2

Desenhe o palito depois que ele girar 90° em volta do furo, no sentido horario, nas situacdes a
sequir:

~

Questédo 3

Desenhe a bandeira depois que cla sofre uma rotagdo de 90° ao redor de seu “pé” (ponto
vermelho). O sentido da rotacéo é o anti-horario.

Questédo 4

Gire cada bandeirinha 180° no sentido horario, em torno do ponto vermelho e
represente a bandeirinha ap6s essa rotacao.
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Questdo 5 — DESAFIO

Gire cada figura 45° no sentido anti-horario em torno do ponto vermelho. Represente
cada figura apds essa rotacao.

Ap0s as discussbes dos alunos e de suas resolugdes no papel, os alunos comparardo
seus resultados com construcdes no GeoGebra. Para isso, deverdo representar as situacdes que
mais Ihe geraram ddvidas no programa e utilizar a ferramenta Rotacdo. Entdo, cada aluno

receberd uma folha com as seguintes questdes.

a) Houve diferencas entre tua representacdo no papel e as rotacOes apresentadas no
programa? Em quais itens? Para cada item diferente, compara a rotacao feita no papel
com a rotacdo feita no GeoGebra e explica as diferencas.

b) Quais rotacdes tu encontraste maior dificuldade de representar? Por qué?

c) O ponto em torno do qual o objeto gira influencia no movimento de rotacdo? De que
maneira?

d) E possivel que a rotacio de uma figura nos leve & mesma figura, na mesma posi¢io?
Explica e exemplifica.

e) Em quais situacOes do cotidiano as rotacdes estdo presentes? Para cada situacao,

procura explicar em torno de qual ponto ocorre a rotacao.

Ao concluir as discussdes das questbes acerca da rotacdo, os alunos receberdo em uma
folha, defini¢des mais precisas dos movimentos estudados. Cada uma dessas definigdes sera

discutida com todos e exemplificadas, se necessario.
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Definicdes dos trés movimentos

A) Reflexao em torno de uma reta

A reflex@o em torno de uma reta é a isometria que leva cada ponto P de uma figura ao ponto

P’ (chamado de imagem do ponto P) de modo que:
- a distancia do ponto P a reta (chamada de eixo de reflexdo) é a mesma que a distancia do

ponto P’ a essa mesma reta;
- 0 segmento que une P e P’ ¢ perpendicular a reta.

" A
B /
A ///\ C 4 ‘E\ \/ ‘
( . N \\ //
/ JE\ | ! ¢
VAN N

B) Translagdo por um vetor

Vetor é um segmento de reta com sentido, dire¢cdo e um determinado comprimento; no plano
cartesiano, cada vetor plano corresponde a um determinado deslocamento vertical e a um determinado
deslocamento horizontal.

Translagdo por um vetor ¢ a isometria que leva cada ponto P de uma figura ao ponto P’, de
modo que cada ponto P é deslocado segundo um mesmo vetor, levando ao ponto P’. Desse modo, o
segmento PP’ tem o mesmo comprimento que 0 vetor da translacdo e é paralelo a esse vetor.

C

C) Rotacdo em torno de um ponto

Para que ocorra uma rotacdo de uma figura sdo necessarios dois elementos:
1°) Um ponto em torno do qual ocorrera a rotacao. Esse ponto chama-se centro da rotacao;

2°) Um angulo de rotacdo (chamado de amplitude da rotacéo). Esse angulo pode ser determinado no
sentido horario ou no sentido anti-horéario. Costuma-se adotar amplitudes positivas para angulos no
sentido anti-horario e amplitudes negativas para angulos no sentido horério. Por exemplo: se uma
rotacdo tem amplitude de -90°, significa que a rotacdo sera de 90° no sentido horério.

Assim, a rotagdo de centro O e amplitude o é uma transformagédo que leva o ponto A ao ponto

A’, como mostra a figura abaixo.
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Ap0s a discussdo dessas defini¢des, cada aluno receberd a atividade descrita a seguir.
Um de seus objetivos € mostrar aos alunos que a aplicagdo de qualquer um dos trés
movimentos estudados a um poligono ndo altera suas medidas (lados e angulos), permitindo

assim a discussao sobre o conceito de isometria e congruéncia.

Atividade 11 — verificando a compreensdo das isometrias

Transformagfes Geométricas

Nome:

Na figura abaixo, o poligono ABCDEFG foi feito no GeoGebra. Os demais poligonos (chamados
de P, Q, R, S, T e U) foram obtidos a partir de uma transformagdo no poligono ABCDEFG. Essa
transformacdo ou é uma reflexdo, ou uma translacdo ou uma rotagdo. Tendo como base o poligono
ABCDEFG, identifique para cada outro poligono qual transformacao geométrica foi aplicada.

1) Se for uma reflexao, identifique o eixo de reflexdo.
2) Se for uma translagéo, desenhe o vetor.
3) Se for uma rotacéo, identifique o centro de rotacéo.

~ 4 ™

Assim que os alunos concluirem essa atividade, deverdo entrega-la ao professor. A
seguir, a imagem anterior sera projetada, com auxilio de um datashow, e as conclusdes dos
alunos serdo discutidas.

Sera discutida juntamente com todos os alunos qual transformacdo geométrica foi
aplicada ao poligono ABCDEFG para obter cada um dos demais poligonos.

Ainda com a imagem projetada no quadro, o seguinte questionamento oral sera feito
aos alunos: observando todos os poligonos, o que se pode afirmar em relagdo as suas

medidas?
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Atraveés das discussOes, pretende-se que os alunos observem que as medidas dos lados
e dos angulos internos de todos os poligonos permanecem iguais apo6s as transformacoes
geomeétricas aplicadas ao poligono ABCDEFG.

A seguir, cada aluno recebera o texto a seguir, no qual a definicdo de congruéncia é

estabelecida e algumas atividades seréo propostas.

Isometrias e congruéncia

As transformacbes geométricas que acabamos de estudar (reflexdo, translacdo e
rotacdo) sdo chamadas de isometrias (do grego: iso = mesmo, metria = medida). Elas
recebem esse nome porque mantém as medidas de uma figura (lados e angulos) ao sofrer a
transformacéo.

Dessa forma, duas figuras sdo congruentes se uma pode ser transformada na outra por
isometria (reflexdo, translacédo, rotacdo ou combinacdes entre elas).

Nos casos dos poligonos, podemos verificar a congruéncia por meio de comparagao
entre segmentos e angulos, isto é, dois poligonos com o mesmo numero de lados séo
congruentes se e somente se existe uma correspondéncia entre eles de modo que todos os
lados e angulos correspondentes sdo congruentes.

Atividade 12 — congruéncia

Para concluir o estudo da congruéncia (e de sua relagdo com as isometrias), cada aluno
receberd as atividades mostradas a seguir. O objetivo é verificar como os alunos justificardo a

congruéncia (ou ndo congruéncia) dos poligonos e se, para isto, fardo uso das isometrias.

1) Os triangulos abaixo séo congruentes. As medidas dos lados do tridangulo ABC estdo
indicadas em centimetros.
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a) Qual foi a isometria aplicada ao triangulo ABC para obter o triangulo DEF? Justifique.
b) Determine a medida do 4ngulo BCA.

c) Determine as medidas dos lados do triangulo DEF.

d) Determine as medidas dos angulos EDF e DEF.
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2) Identifique, em cada item, se as figuras s@o congruentes. Justifique sua resposta.

90

90°

n O

d)




