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When they are gone, you may still exist, but you zave ceased to live” — Mark Twain.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente, agradeco a minha familia, por todo amor, carinho e suporte fornecidos.
Assim como no meu projeto de diplomacao, séo 0s merecedores dos primeiros agradecimentos
e fontes de inspiracdo. Agradeco inclusive pela pressédo e pelas cobrancas, que apesar de

desconfortaveis, sdo importantes.

Por seguinte, gostaria de agradecer muito ao meu orientador, Prof. Dr. Felipe Barbedo
Rizzato, pelo exemplo como docente e pesquisador. Poucos aceitariam o desafio de orientar
um engenheiro em um trabalho assim, e tenho total conviccdo que sua participacdo foi

fundamental neste trabalho.

Igualmente importantes foram os Doutores Samuel Marini e Eduardo Alcides Peter,

tanto por suas contribuigdes quanto por seu apoio moral.

Ademais, gostaria de agradecer a banca, Prof. Dr. Sergio Roberto Lopes, Prof. Dr.
Rudi Gaelzer e Prof. Dra. Marcia Cristina Bernardes Barbosa, pela atencdo, pelo
conhecimento, pelas observagdes e pelas correcdes sugeridas, que elevaram a qualidade final

deste trabalho.

Gostaria também de agradecer a UFRGS, ao Instituto de Fisica e ao CNPq pela
oportunidade de me permitir realizar o sonho de tornar-me mestre em fisica, sendo bolsista,
em uma instituicao avaliada como uma das melhores do Brasil na area e com uma comunidade
exemplar, cujos nomes inspiradores sé ndo citarei por medo de esquecer algum. Apesar de

alguns pontos a serem melhorados, carregarei com orgulho o nome desta universidade.

Por fim, gostaria de agradecer aos meus amigos. Sem estes, a vida ndo teria a menor

graca.



RESUMO

Este trabalho investiga a quebra da aproximacdo modulacional na interacdo ndo-linear de trés
ondas, a interagéo do tripleto de ondas. Um modo comum de descrever a interacdo de trés ondas
portadoras de alta frequéncia é a partir da aproximacdo modulacional, que assume que as
amplitudes e fases sdo lentamente moduladas. Isto apenas é verdade quando o acoplamento
entre as trés ondas e fraco. Ao se analisar os tipos de dindmica envolvidas quando o valor do
acoplamento é alterado, para grandes valores de acoplamento é detectada uma transi¢cdo abrupta
onde a amplitude limitada do regime modulacional chega a outras regibes do espacgo
configuracional. Também é investigado o caso onde uma das ondas do tripleto possuir uma

frequéncia muito menor que as outras duas.

Palavras-chave: Acoplamento. Aproximagdo Modulacional; Quebra.



ABSTRACT

This work investigates the breakdown of the traditional modulation approximation in the three
wave nonlinear interactions, the wave triplet interaction. A common way to describe the
interaction of three high-frequency carriers is by the modulacional approximation, which
assume that amplitude and phases are slowly modulated. This is only accurate when the three-
wave coupling is weak. When analyzing the different types of dynamics when the coupling is
changed, for large values of coupling it is detected an abrupt transition where the limited
amplitude of the modulacional region reaches to other regions of the configuration space. It is
also investigated the case where one of the waves of the triplet has a much lower frequency
than the other two.

Keywords: Breakdown; Coupling; Modulational approximation.
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1 INTRODUCAO

Um dos modelos mais bem aceitos e estabelecidos para a interacdo ndo-linear de ondas
é baseado no conceito de tripleto de onda [1-4]. Neste modelo, os trés modos mais relevantes
de um sistema oscilatorio sdo tratados como se fossem um subsistema interligado entre si e
isolado do resto. Cada um dos modos é visto como uma onda de alta frequéncia (também
conhecida como portadora) modulada por uma onda de baixa frequéncia (também conhecida
como moduladora). Em geral, um dos modos comeca com a maior parte da (ou até toda) energia
do sistema, que entdo é trocada com 0s outros modos devido a ressonancia.

As condicdes de ressonancia sdo fundamentais para uma interacdo ativa entre 0s
modos. Estas condi¢cfes sdo definidas como as condi¢cdes de combinacdo de ressonancia da
onda modulada (ou seja, das altas frequéncias). O decaimento do modo “1” nos outros dois
modos, ‘2” e “3”, ¢ favorecido quando a condi¢cdo de ressonancia entre as altas frequéncias
w; = W, + w5 € observada [5], de forma que as ondas moduladoras pouco importam neste caso
se a diferenca entre as escalas de tempo entre a portadora e a moduladora for alta.

Entretanto, em alguns casos, esta diferenca ndo é grande o suficiente para realizar as
aproximagdes modulacionais que permitam obter os resultados ja conhecidos para este caso, de
modo que as mesmas falham, obtendo-se entdo resultados que ndo sdo compativeis com
simulacdes completas [6,7]. Apesar da alta frequéncia tender a ser um parametro fixo para cada
um dos mddulos, a baixa frequéncia associada ao processo modulacional costuma aumentar
com as amplitudes ou com a combinacao das ondas envolvidas.

Este cenéario é conhecido na fisica de plasmas. Ondas de Langmuir, que sdo modos
vibrando com uma alta frequéncia (chamada de frequéncia de plasma) interagindo com ondas
fon-acusticas, de frequéncia menor, sdo um bom exemplo [8,9]. Para amplitudes extremamente
pequenas, 0 acoplamento de onda € pequeno é a frequéncia modulacional € menor que a baixa
frequéncia das ondas ion-acusticas. Entretanto, a medida que se aumentam as amplitudes dos
modos rapidos, a frequéncia caracteristica da onda ion-acUstica torna-se comparavel a
frequéncia de plasma e a aproximac¢do modulacional lenta ndo pode mais ser aplicada [10].
Outros casos envolvendo diferentes configuracdes [11] apontam para a mesma direcdo, de
forma que o problema se mostra relevante.

A descricdo modulacional do sistema de ondas é importante para simplificar um
complicado sistema de multimodos. A dindmica completa é simplificada, visto que a média

temporal dela é tomada sobre o sistema (cujos portadores variam de fase rapidamente),



permitindo que a interacdo possa ser examinada em termos de quantidades observaveis
estatisticamente.

Este trabalho possui como objetivo compreender os limites da aproximacéo
modulacional, compreendendo as situacfes em que a mesma € valida e o que ocorre quando a
aproximacao falha.

No capitulo 2, sdo realizados calculos para o Lagrangeano no caso w,~w,~w-5 € apos
no caso w; <K w,~ws, visando compreender o comportamento do sistema com a aproximagéo
modulacional. No capitulo 3 séo realizadas simulagdes computacionais a partir da solucao
numeérica das equacgdes obtidas no capitulo 2 e do sistema completo, comparando-as quando for
de interesse. No capitulo 4 estdo as conclusdes.

1.1 O MODELO FisICO

O Lagrangeano de um tripleto de ondas interagindo entre si, com modos 1, 2 e 3, pode

ser escrito na forma

3
L= %Z (xlz — wix? — gz—zxf) — &1 X1 XX 3, (1.1)
i=1

onde a frequéncia natural de cada modo é escrita neste modelo como w;, enquanto x; indica a
o valor instantaneo de cada modo. O parametro &; indica a intensidade do acoplamento do
tripleto, enquanto o parametro &, € apenas um termo muito pequeno, introduzido como um
coeficiente que visa apenas garantir que a dinamica se localize em regides finitas do espaco-
fase, sem divergir. Cada ponto acima de uma incognita representa uma derivada temporal. Este
modelo ¢é similar aos modelos utilizados na analise de ressonancias paramétricas em sistemas
ndo lineares de trés modos [12], e pode ser usado para descrever sistemas fisicos como free-

electon lasers e beat wave accelerators.
Esta forma escolhida para o potencial ndo-linear permite calcular a interacdo do tripleto
de ondas. Para isto, deve-se utilizar a equacdo de Euler-Lagrange para cada um dos modos. A

equacdo de Euler-Lagrange para cada modo pode ser dada como:

o _don 02
dx; dtox;
Aplicando esta equacdo no Lagrangeano (1.1), tem-se
oL 5 5
—WiX; — EX] — £1XjXy (1.3)

ox;



onde “J° e “k” sdo os modos diferentes de i (lembrando que temos apenas 3 modos, logo, séo

0s modos complementares a i). Considerando o outro lado da equacéo:

doL d | (1.4)
dtox, de M '
Com isto, para cada modo, tem-se:
X = —wix; — &%} — e1xx; . (1.5)

Como pode-se observar, a dindmica do modo “i” depende de fatores de “j” ¢ “k”, devido ao
termo &;x;x,. Isto € claramente uma interagéo de tripleto.

Este modelo é conservativo e pode ndo considerar todos os fatores de interesse
possiveis. Por exemplo, 0 mesmo ndo possui nenhum termo dissipativo [13] nem efeitos de
borda [14]. A dindmica pode tornar-se cadtica e incoerente, mas caso isto ocorra, é apenas
devido aos efeitos ndo-lineares gracas aos trés graus de liberdade. A analise a ser feita é quanto
a validade da aproximagdo modulacional para o Lagrangeano completo introduzido pela
expressao (1.1).
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2 A APROXIMACAO MODULACIONAL
2.1 O LAGRANGEANO MODULACIONAL QUANDO w,~w,~ws

A estrutura candnica compativel com a aproximacdo modulacional é aquela em que
todas as portadoras possuem frequéncias de mesma ordem de magnitude. Além disto, é
necessario que todas possuam frequéncias muitos maiores do que a frequéncia modulacional
das correspondentes fases e amplitudes modais. Como mencionado anteriormente, também se
precisa de valores suficientemente pequenos para o coeficiente de acoplamento &,.

Para implementar a ideia de varia¢Oes lentas de modulagéo, pode-se escrever cada um

dos modos do tripleto como

24,(1) sin(w;t + 0;(t)), (2.1)

Xi =

l

onde o termo proporcional a amplitude do envelope A;(t) e a fase @;(t) possuem uma
dependéncia lenta do tempo. A partir deste ponto, a dependéncia temporal (t) sera ocultada
visando compactar a notacdo. Esta condi¢do faz com que %~%~Q « w;, condicdo que sera

l i

muito Gtil na simplificagdo dos calculos. E interessante lembrar que w; € uma constante, logo,
sua utilizacdo de forma explicita como divisor do termo da raiz ndo atrapalha o
desenvolvimento do problema. A frequéncia Q pode ser vista como uma medida da escala de
tempo lenta para o problema, ligada a modulacao.

Utilizando a expressdo (2.1) no Lagrangeano (1.1), tem-se:

2
3
1 1 . ’2,4- .
L= Ez wiAiAl sin(w;t + @;) + a)l-l (wl- + (Dl) cos(w;t + @;)

=1

g, A%
2
i

84,4,A
— /#sin(wlt + @,) sin(w,t + @) sin(wst + @) .
W1 Wy W3

Desenvolvendo (2.2), chega-se em:

— 2Aiwi Sirl2 ((,()L't + QL) — (22)

sin*(w;t + 0;)
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+(25) cos?(w;t + ;)

Mw

> (i

NIH

V24,
+

i

((A)i + Q)l) Sin((t)it + Q)l) COS((A)l't + Q)l)
5 (2.3)
— 24;w; sin?(w;t + @;) — °

A?
—sin*(w;t + (Z)i)>

i
84,4,A

- 81 iSin((l)lt + Q)l) Sin((l)zt + @2) Sin(a):;t + @3) .
,l W1 W7 W3

2.1.1 O Lagrangeano Temporal Médio Quando w; ~ w, ~ w5

Obtém-se a média temporal do Lagrangeano (2.3) utilizando-se a seguinte férmula:

(L) = T‘lj L(t+1)dt (2.4)
0

onde T € uma variavel ficticia para que seja possivel a realizacdo da integracdo e o tempo T €
um tempo muito maior do que o periodo da onda de maior frequéncia, mas muito menor do que
a escala modulacional. Como o valor de T € muito menor do que a escala de tempo
modulacional, as amplitudes modulacionais e as fases podem ser consideradas constantes no
processo da obtencdo da média.

O termo fora do somatério pode ser escrito de forma mais conveniente. A multiplicacao

entre trés senos pode ser reescrita como

. . . _1/—sin(A-B—-C)+ sin(A+B—-C)
sin(4) sin(B) sin(C) = Z(+ sin(4 — B + C) —sin(4 + B + C))

Assumindo uma condi¢do de ressondncia na forma w; = w, + w3, € utilizando a

(2.5)

propriedade (2.5), reescreve-se o termo que envolve a multiplicacdo entre os senos como

sin(w;t + 0,) sin(w,t + @,) sin(wst + @3)

1
= Z{— sin[(w, + w3)t + @1 — wyt — O, — w3t — B3]

+ Sln[(wz + (U3)t + @1 + wzt + @2 - (Ugt - @3] (2l6)

+ Sln[(wz + (U3)t + @1 - wzt - @2 + (Ugt + @3]
—sin[(w, + w3)t + B, + wyt + @, + wst + B3]},

ou, simplificando a partir da soma ou subtracdo dos termos que se anulam:
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sin(w;t + 0,) sin(w,t + @,) sin(wst + B3)

1
Z{— sin((bl - @2 - @3) + sin(2a)2t + (2)1 + (2)2 - @3)

(2.7)
+ sin(2w3t + Q)l - Q)z + ®3)
—sin[2(w, + w3)t + @, + 0, + B3]} .
A média temporal afeta apenas 0s temos senoidais e cossenoidais. Visto que:
1
(sin®*(w;t + @,)) = K (2.8)
1
((cos?(w;t + 0))) = 7 (2.9)
(sin(w;t + @;) cos(w;t + 0;)) = (2.10)
e
3
(sin*(w;t + 0;)) = =, (2.11)

8
onde o simbolo {( ) representa a média temporal, pode-se realizar facilmente a média temporal

do termo relativo ao somatdrio, restando pendente apenas simplificar o termo fora do mesmo.
A partir de (2.7), pode-se observar que o termo pendente € composto por trés termos senoidais
de poténcia impar que dependem de algum wt, logo, a média temporal destes temos deve
anular-se. Mas, um dos senos possui dependéncia apenas das fases, sem depender de alguma
frequéncia rapida ou do tempo de forma explicita (a0 menos de forma relevante durante o
intervalo considerado para a realizacdo da media), logo, este termo pode ser considerado uma

constante. Ao se realizar a média temporal, o termo se transforma em

(sin(w;t + 0;) sin(w,t + @,) sin(wst + B3)) = —%(sin((bl -0, —03)). (2.12)

Sendo assim, realizando a média temporal e utilizando os termos (2.8), (2.9), (2.10),
(2.11) e (2.12) em (2.3), obtém-se:

3 .
1 3¢, A2
<L>_§Z<2w,4 +6) - "_4w§>
- (2.13)
A1AAz
& msm(@l —0; —03).

Este termo ainda pode ser simplificado. Abrindo o termo quadratico, o Lagrangeano

torna-se:
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3 o .
1 A7 3e,A?
L)y== 24; —Ajw; — ——-
l=
(2.14)
A1A A5
2wy 01 7027 0):
Sendo assim, 0s termos A;w; anulam-se, resultando em:
3 . .
1 A? . A0 3e,A?
L =_Z i NI N S hod M i
(L) 24 1(2w¢1i+ 0+ w; 4w?
1=
(2.15)
A1A Az
201wy w5 sin(@; — @, ®3)-

Neste ponto, uma aproximacao pode ser realizada. Visto que as variagdes de amplitude
e fase da modulacdo sdo muito pequenas, os termos que dependem do quadrado das derivadas
de amplitude e fase podem ser desprezados, visto que s80 muito menores do que 0S outros
termos da equacgdo. Com isto

382‘42 A1A2A3 .
<L) Zz <2A Q) ) WSIH(Ql - @2 — Q)3) , (216)

ou, reordenando os temos de forma a destacar os coeficientes de acoplamento [15]:
: Ay Az A, A
(L) = Z(A @ ) + & —sm(@l - 03) — —82 Z < > (2.17)
= 2010y w3

2.1.2 Aplicacéo de Euler-Lagrange no Lagrangeano Médio

ApoOs a obtencdo do Lagrangeano temporal médio, é possivel realizar uma
aproximagc&o para pontos fixos. E importante notar que o Lagrangeano temporal médio ainda
depende do tempo, mas varia de forma muito lenta.

Aplicando a equacdo de Euler-Lagrange (1.2) para cada umas das seis variaveis

dindmicas A; e @; de (2.17), lembrando que ambas sdo variaveis no tempo, tem-se:

(L) d (L)
94 =7 94, ; (2.18)
a(L) ia(L) (2.19)

00, dt 9,
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As equacgoes (2.18) e (2.19) representam 3 equacdes cada (uma para cada valor possivel
de i). Utilizando o valor de (L) de (2.17) em (2.18), chega-se em:

, 1 ’ A1A,A, 3 A
0, + & 4, |8wiw,ws sin(@; — @, — @3) 4 & (Uiz 0 ( )

Como i =1, 2, 3, é possivel escrever da forma acima, visto que o termo com &; possui
estrutura simétrica para todos os casos. Entretanto, para uma notacdo mais compacta, sera
utilizado também < e “k”, de forma que estes indices sempre assumem valores

complementares a i. Sendo assim, reescrevendo e isolando o termo de interesse:

. A 1A-A 3 A;
’ jalk .
Q)L = —g ll—HSIH(@l — Q)Z — @3) — _gz_i;_ (2.21)

Em (2.21) estdo representadas trés equagdes dindmicas. Agora, é necessario utilizar a

equacdo (2.17) em (2.19) para a obtencédo das outras trés equacoes.

A1A2A3 (Z_i)(3_i)+2 .
/ S 1y 2 -0, — = A, 2.22
&1 20,005 Gy, cos(@; — @, — D3) = 4; . ( )

A poténcia de -1 é adicionada neste calculo meramente como uma forma de compactar

a notacdo. A derivada do termo senoidal deve ser positiva caso “i” = 1 e negativa nos outros

. . n cins . 4
dois casos. Sendo assim, com esta no¢éo, caso “i” = 1, obtém-se P de forma que (—1)" resulte

f H €699 €699 A 2
em 1, um numero positivo. Caso “i” =2 ou “i” = 3, obtém-se > de forma que (—1)? resulte em

-1.
Pode-se simplificar mais um pouco a notacdo para ambos 0s casos. Utilizando uma

nova variavel ¢ = @; — @, — @3, (2.21) e (2.22) podem ser reescritos respectivamente como

. ’A;lA,-Ak 3 A
= e A A G2 AL (2.23)
0. 1 8w, w,w; SIm@ g5 w?’
. (Z_D(3_D+2 A1A2A3
A = (-1 2 _— = ) 2.24
= (D) [ cosq (2.24)

2.1.3 Pontos Fixos Quando w; ~ w; ~ w5

Pode-se reescrever (2.17) utilizando a nova variavel. Visto que ¢ = @, — @, — @5:



@1 =@+ @2 + @3 . (225)
Aplicando-se (2.25) em (2.17):

L . . AAA, 3 A?
(LY = A1(p + @2 + B3) + A0, + 4305 + & Zw,wyw, NP T g z (w—iz ,  (2.26)
ou, reescrevendo:
(Ly= A1 + (A1 + A))By + (AL + 43)05 + &
3 (A
520 (o)
i=1 !

Considerando as equacdes de Euler-Lagrange nas variaveis angulares, tem-se, para @,

(2.27)

(que vale lembrar, é dependente do tempo)

C A =0, (2.28)
logo, sabe-se que
A+ A, =1, (2.29)
sendo I, uma constante. De forma anéloga para @ (igualmente dependente do tempo):
%(A1 +4;) =0, (2.30)
logo, sabe-se que
A+ A3 =15, (2.31)

sendo I; outra constante. Estas constantes sdo chamadas de quantidades conservadas de
Manley-Rowe [1].
Para ¢, entretanto, o calculo fica um pouco diferente. Inicialmente, realizando 0 mesmo

procedimento, obtém-se

d
i (4) =& Cos Q. (2.32)

Substituindo os valores de A, e A5 pelos valores obtidos em (2.29) e (2.31), a equacdo torna-se

: Ai(I; — AU —Ay)
= 2.33
Aq 81\/ 0wy, cos Q. ( )

Para fins de simplicidade, é considerado que I = I, = I;. Sendo assim:

_ ULl)‘/A_lco _ (2.34)
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Apo6s o calculo considerando a parte angular, seré realizado o mesmo processo, mas
referente a amplitude A;. Utilizando (2.29) e (2.31) em (2.27):

, S 4 3 A2
(L)=A1g0+1((252+®3)+81(1 Ay) —smgo——sz—z
20 W5 w3 8 “wj

(2.35)

3 (U-4)* 3 (- 1)2
8 w3 82 wZ w3

Ou, simplificando o Gltimo termo:

. . Ay
(L) =A1gb+1((252 +(Z53)+€1(I Ay) ’—sm(p
200,03
(2.36)
3 A2 1 1
—= I—A;)? — 1.
8 & LU1 + ( 1) <(U§ + wg)]
Utilizando (1.2) em (2.36), focando em A; como a variavel:
/ , Ay
I _ B A
¢ +eal-4) 2w1w2w3 2A1 sing — & 2w Wy w3 sme
(2.37)
1 1
——82 ——(I w—%+w—§ =0.

Isolando ¢ e reorganizando os termos intermediarios:

. &1 (I _Al) ~ 1
¢ = '—8(»1@2@3( NN 2\/_> sing + — 82[ - 1)< w?%)l (2.38)

As equacOes (2.34) e (2.38) sdo extremamente importantes. Ambas as equacfes explicam o

funcionamento do sistema, e a partir delas é possivel realizar uma anélise de estabilidade no
entorno do ponto fixo. Para tal, inicialmente é necessario calcular tais pontos fixos.

Os ditos pontos fixos (ou centrais) podem ser calculados de forma simples:
considerando que as equacfes (2.34) e (2.38) sdo iguais a zero — ou seja, ndo ha variacédo de
angular nem de amplitude - e desconsiderando termos de variacdo em relacdo ao ponto fixo.
Neste caso, serdo calculados os pontos de equilibrio do sistema. E facil ver que este equilibrio
é instavel: qualquer variacdo fard com que as derivadas saiam do ponto nulo de forma definitiva
— exceto se houver alguma perturbacdo externa que cologue o sistema novamente na posicao

de equilibrio. Tem-se entdo, respectivamente:

I —ADJA]
( 4y ——————cos¢@' =0; (2.39)
1/2c¢)1c¢)2c¢)3
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_ €1 (U — A}) _
V8w iwyws \/A_’1

Como g, | e A] sdo ndo-nulos e | ndo é igual a A}, utilizando-se (2.39) conclui-se

-\ ., 3 [4] 1 1
2\/A—1> sing’ + 762 L)—lz — (-4} <a)_§ + “)_3%)] =0. (2.40)
rapidamente que
cos (p’ =0, (241)

e com isto é facil concluir que
T
QDI = iz . (2.42)

Sabe-se a fase na qual ocorre o ponto de equilibrio a partir do célculo acima, sendo ainda
necessario calcular a amplitude. Utilizando o resultado anterior em (2.40):

!

& (1-A4A) > 3 lAl <1 1>l
+ —2JA] |+-|=-U-AD|—=+—=]||=0. 2.43
1/8(1)1(1)2(1)3< \/A_’l \/_1 42 wi ! w3 w§ ( )

O sinal + ocorre devido as duas possibilidades de solugdo: —~ ou +.

Neste ponto sera utilizada uma aproximacéo. O primeiro termo de (2.43) é muito maior
do que o segundo, e isto pode ser visto facilmente, visto que &;>>¢,. Esta simplificacéo alterara
muito pouco o valor numerico do resultado, mas facilitara muito o célculo e a expressao
algébrica final, além de tornar a resposta independente do sinal de ¢. Sendo assim:

(I - A7)
VA

Primeiramente, reorganizando (2.44) obtém-se

—2A1=0. (2.44)

(I — A)) = 247, (2.45)
logo, o valor de equilibrio (e assim, o centro da 6rbita) encontra-se em
I
Al = 3 (2.46)

2.1.4 Frequéncia de Flutuacdo Quando w; ~ w, ~ w5

Apos o calculo dos pontos centrais das trajetorias das variaveis dinamicas, é possivel
calcular a frequéncia em que as quais flutuam no entorno do ponto fixo. Inicialmente, é
necessario retomar (2.34). Os termos de amplitude e angulo, entéo, devem ser expandidos dois:

o0 ponto fixo e a varia¢do do ponto fixo. Sendo assim, (2.34) € reescrito como

:, . [I - (A,1 + 5141)]'\[14; + 8141
Al + 6A1 = 81
V2w Wy w5

cos(p' + 8¢), (2.47)
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onde o termo ¢ indica uma variagdo em relagcdo ao ponto central. Utilizando os valores dos

pontos fixos obtidos em (2.42) e (2.46), chega-se em:

I I
I —%—08A f— + 64
- ( 3 1) 3 1 s (2.48)
6A; =& T cos (iE + 6g0) .

O termo cossenoidal pode ser simplificado por um seno, visto que € possivel utilizar a

propriedade trigonométrica cos (i§+6<p) = +sind¢. Utilizando esta propriedade e

realizando os célculos, obtém-se:

27 "9
V2w wyws

As variagdes de amplitude dentro da raiz sdo despreziveis por serem muito menores que

(2.49)

3 2
. \[‘” + 254, - Loaz - on3
5A1 =& ($ sin 6(p) .

I, e com isto, podem ser ignoradas. Além disto, para pequenos angulos, como € o caso de §¢,

sin ¢ =~ &¢. Por consequéncia, a expressao (2.49) pode ser reescrita como
@ @

fa2
27

84y = Fey —2L (59). (2.50)
V2w wyw5
Derivando temporalmente em ambos os lados:
[ar3
54, = Fe, —Y2L (5¢). (2.51)
2w WoW3

Utilizando-se (2.38) em (2.51), utilizando as mesmas técnicas de expansao no entorno do ponto
fixo, e lembrando que o segundo termo de (2.38) é muito menor que o primeiro termo, e por

isto pode ser negligenciado, chega-se em:

I3 (1 — 4} — 64,)
§A, = F 27 ! ( — A4 o4

&
1 o !
\/20)10)20)3 l \/8(,[)16[)26[)3 '\/Al + 5141 (2.52)

— 2 A + 6A1> (sin(e’ + 6(,0))] :
Utilizando os valores de ponto fixo ja calculados, obtém-se sin (i % + 6<p). Como d¢ é

muito pequeno, pode-se aproximar a expressao para sin (i g) 0 que resulta em +1. Em
conjunto com o +, que depende da escolha do ponto de equilibrio i% a ser utilizado, tem-se

ue, independentemente da escolha por + Z ou por - E, ha no resultado um sinal negativo (que
2 2
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ird anular os sinais negativos dentro dos colchetes). Logo, ja utilizando o valor de ponto fixo

) I3 [/ A _sa,)
= = 2.53
6A 81 4w1w2w3 \ 2 + 6141 ( )

da amplitude:

Multiplicando o ultimo termo entre colchetes no numerador e no denominador pelo

denominador do primeiro termo entre colchetes, chega-se em

i A |(En) o)) -

61 )
4www| |
e 3[\\[ + 84, \[é+8A1 /J

ou seja:

) I/ 304 \l (2.55)

v

Visto que é > §A,(t), o valor da raiz depende majoritariamente do termo atemporal,

de forma que o termo temporal pode ser cortado para fins de simplificacao:

54, = —¢? 2w1£w3 (3\5; ) (2.56)
3

I

_g —
12w 0,05

Continuando o célculo:

84, = 5A; . (2.57)

Um oscilador harménico é claramente visivel, pois hd uma derivada temporal de
segunda ordem de uma variavel igualada a um termo negativo da mesma variavel, mas sem
derivacdo temporal alguma. Nestes casos, a frequéncia € dada pela raiz quadrada do médulo do

termo que multiplica a grandeza temporal ndo derivada.
I

2 _
O° = ¢gf oot
W WyW3

(2.58)

A frequéncia de flutuacao das variaveis dindmicas resulta em:

, I
= S — 2.59
Q=& 2w W, W3 ( )
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Esta expressdo pode ser escrita de forma mais conveniente para comparacGes
colocando-se em destaque um termo w,. Para isto, é necessario multiplicar o numerador e o

denominador, de forma que a expressao se torna:

I

Q=g |——
203 w,ws4

W . (2.60)

A expresséo (2.60) serve como a definicdo formal para a frequéncia Q, que deve ser vista como
uma medida de tempo do lento processo modulacional envolvendo as portadoras.
Considerando que todas as frequéncias possuam a mesma ordem de magnitude, suposi¢éo
esta realizada no inicio do capitulo, é facil observar que para valores suficientemente grandes
de &, tais que &,/ seja aproximadamente unitério, as ondas portadoras e moduladoras passam
a ter frequéncias de mesma ordem de grandeza, e a hipétese de variacdes modulacionais lentas
utilizadas para a obtenc&o das equacdes (2.23) e (2.24) torna-se falha. E importante lembrar que
o valor de | é relacionado com a amplitude das ondas, como pode-se observar em (2.29) e (2.31).

2.2 O LAGRANGEANO MODULACIONAL QUANDO w; K w,~w3

Outro caso interessante a ser avaliado é o caso em que uma das frequéncias
moduladoras € muito menor do que as outras. Por fins de simplicidade, o primeiro modo sera
utilizado como o modo mais lento.

Este caso € o tipico regime de operacdo de dispositivos com elétrons ndo muito
concentrados, onde duas ondas moduladas de altas frequéncias excitam uma onda de baixa
frequéncia de cargas elétricas movendo-se no espaco, caso de alguns aceleradores de particulas
[16-18] e de free-electron lasers [19-21]. Nestes casos, as portadoras de alta frequéncia séo
ondas eletromagnéticas, enquanto o0 modo de baixa frequéncia é a onda de plasma. A interacédo
entre ondas ion-acusticas e de Langmuir, por exemplo, pode ser considerada como outro caso
de interacdo envolvendo ondas com grandes disparidades nas frequéncias das portadoras.

De forma a investigar esta possibilidade, é possivel realizar a média temporal do
Lagrangeano sobre o tempo mais rapido da escala, comparavel com as frequéncias mais altas.
Considerando que a portadora de frequéncia mais baixa ndo necessariamente possua frequéncia
muito maior do que a frequéncia modulacional, a aproximacdo modulacional ndo pode ser
realizada para todo o conjunto, mas apenas para os dois modos de maior frequéncia. E
importante, entretanto, que estes modos possuam frequéncias ressonantes, pelos mesmos

motivos que do subcapitulo anterior.
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O processo do calculo é similar ao célculo realizado anteriormente, apesar do modelo
ndo ser extremamente parecido com o caso prévio. O inicio é exatamente igual, a partir do
mesmo modelo fisico (1.1). E necessario realizar a média temporal deste Lagrangeano,
lembrando que o primeiro modo é o mais lendo. Entretanto, neste ponto comecam as diferencgas
entre ambos 0S casos: enquanto no primeiro caso todos os modos sdo descritos a partir da
expressao (2.1), neste caso apenas 0s modos cujas frequéncias sdo rapidas sao assim definidos.

Isto ocorre porque as mudangas no valor de x; sd&o muito mais lentas do que as
mudancas nos outros modos, de forma que a média temporal considerando as ondas de altas
frequéncias ndo faz sentido para a onda de baixa frequéncia. Intervalos de tempo suficientes
para a realizacdo de uma média temporal satisfatria para os modos 2 e 3 podem ser menores
do que um ciclo do primeiro modo. Assim, substituindo (2.1) em (1.1) apenas para 0s modos

rapidos:

L'== A, sin(w;t + 0;) +

2A; .
w-l (w; +9,) cos(w;t + @;)

. 26,47
— 2A;w; sin®(w;t + @;) — ——sin*(w;t + @;)
} (2.61)

. &
+ > (X2 — wix?) — fo

4A,A
20)3 sin(w,t + @,) sin(wst + @3) .
3

—&1Xy
)

Abrindo o termo quadratico:

3
Lf_lz(
-1
1=2

A 24;
w; w;

2
“sin?(w;t + @;) +
i

1 (wi + ¢L)2 cos?(w;t + @;)

V24

+ “(w; + @,) sin(w;t + @;) cos(w;t + @;)

w;

2

28,45
— 2A;w; sin?(w;t + @;) — (j “sin®(w;t + (Di)> (2.62)

2
i

203
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2.2.1 O Lagrangeano Temporal Médio Quando w; < w, ~ w3

Realiza-se a média temporal conforme (2.4). A média temporal ird afetar apenas os
termos senoidais e cossenoidais, visto que os outros até variam no tempo, mas de forma lenta.
Visto que neste caso x, varia com frequéncia similar a frequéncia dos envelopes dos outros
dois modos, a média temporal também ndo o afetara.

E facil realizar o calculo relembrando as expressoes (2.8)-(2.11). Utilizando-as, obtém:

L1 6e,A?

(2.63)
4A,A
— &% 223 (sin(w,t + @) sin(wst + 93)) .
2W3
Utilizando a propriedade trigonomeétrica
1
sin(4) sin(B) = 5 (cos(A—B) —cos(4 + B)), (2.64)
a multiplicacéo dos termos senoidais de (2.63) leva até a seguinte forma:
6547
(L= (xl_“’l )__xl zz<2wA+_( +8) - 8wi2>
A, A, (2.65)
— &%, (cos(wyt + @, — w3t — B3)
Wy w3

— cos(wyt + B, + wst + B3)) .

Reorganizando:

6e,47
{Lr=3 (xl_“’l )__xl zz<2wA+_( +6)" - 8gczl>?l>

— (2.66)
— %, ’ﬁ((cos((wz —w3)t + 0, — 03))

- (cos((a)2 + w3)t+ 0, + @g))) .

Este termo ainda pode ser melhor trabalhado. Abrindo o termo quadratico:
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1 . &
(L") = E(x1 - w1x1) ——x1

4
I/ A A2 3,42
Z 24 LA ——
zz<2wA 240+ 5 Ao 4w§>
=1 (2.67)
/A A
- £1x1 A((COS(((UZ - (U3)t + Q)Z - @3))
W W3
— (cos((wy + w3)t + B, + 03))).
Sendo assim, 0s termos A;w; anulam-se, resultando em
3 > .
1 1 A;0?2  3e,A
L’ = _(x2 — ©? _2 _Z 24 t 4
(L) =z (i — i) - 24 2a)A+ ot 40?
(2.68)

A,A
— &1Xq ﬁwz((cos((wz — w3t + @, — ®3))

— (cos((wy + w3)t + @, + B3))).
Neste ponto, uma aproximacao pode ser realizada. Visto que as variagdes de amplitude
e fase da modulacdo continuam sendo muito pequenas em relagédo aos outros termos da equacéo,

os termos que dependem do quadrado das derivadas de amplitude e fase podem ser desprezados.

Com isto:

3
1 . 3g,A?

(L)——(x — w? )——x = E <2A-® ——l>
1 1X 1 2 L ¥ 40)12

— (2.69)
— &%, /ﬁ((cos((wz — w3)t + 0, — 03))

— (cos((w, + w3)t + @, + 03))).
Ou, reordenando os temos de forma a destacar os coeficientes de acoplamento e simplificar o

somatorio:
1 3A2
NN _ " (2 _ 4-
(L)—Z(x1 w?x?) + E(A(D) < +2w3>

" (2.70)
— &%, ﬁ((cos((w2 —w3)t + 0, — 03))

- (cos((w2 + w3yt + 0, + 03))).
E possivel simplificar esta expressdo utilizando mais uma aproximacdo. Como w,

possui um valor da mesma ordem de grandeza de w5, 0 cosseno em que ambos sdo somados
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torna-se muito mais rapido que o cosseno em que as frequéncias sdo subtraidas. Com isto, €
possivel afirmar que a expressdo possui um cosseno rapido e um cosseno lento. Como a média
temporal de um cosseno é nula, para fins de simplificacdo, o cosseno com maior frequéncia
serd anulado devido a média temporal. O cosseno de menor frequéncia possui variacao tdo lenta

em relacdo ao outro que a média temporal é igual ao préprio cosseno. Sendo assim, obtém-se:

3
o1 N & 343 343
(L") = E(xlz — w?x?) + Z(Al@l) - Z(xf + m m
l:
(2.71)
A,A
- €1X1 23 COS(((UZ - (U3)t + @2 - ®3) .
2W3
Utilizando 6 = w, — ws:
1 S 342 342
(L) =5 G = oixp) + ZZ(AiQ)l) - Z<xf t2w? ﬂ)
i=
(2.72)

A,A,

— &%, cos(6t + @, — @3).

2W3
Por fim, de forma a tornar a formula mais compacta e organizada, colocando os termos

€ em ordem de acordo com o indice e utilizando ¢ = (6t + @, — @3), chega-se na seguinte

expressao:

Az43
o cos(¢)

3
1 )

L'y = > (X2 — wix?) + Z(Ai(bl) — &%,

i=2 273

(2.73)
342 342

— 4_|__2_|__3 .

4<x1 202 " 202

2.2.2 Aplicacéo de Euler-Lagrange com w, Pequeno

Apos a obtencdo do Lagrangeano temporal médio, € possivel obter equacdes que
descrevem o comportamento da dindmica aplicando a equacdo de Euler-Lagrange (1.2) para
cada umas das cinco variaveis dinamicas de (2.73): x;, 4; € @; (com i = 2,3). Lembrando que
ambas sdo variaveis no tempo, tem-se duas equacdes iguais as do primeiro caso, representando
quatro equagdes:

a(L"y  d o(L") _
04; dt 94; ’

(2.74)
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L) d L)
00, dt 99,

As equac0es (2.74) e (2.75) representam 2 equacdes cada (uma para cada valor possivel

(2.75)

de i neste caso), além da nova equagao
a(L"y d o(L")

=— . 2.76

dx; dt 0x, (2.76)
Utilizando o valor de (L') de (2.73) em (2.74), chega-se em:
. 1| 4 3 A

—_ — — e, L= 2.77

0, — 1%, 2 [Zwpon cos(¢) e o7 0. (2.77)

Como i =2, 3, " precisa ser a dimensdo complementar a “;”. Ha duas equacdes representadas
aqui.

Agora, é necessario utilizar a equacéo (2.73) em (2.75) para a obtencao de outras duas

. A,A .
(—1D)ieyx, w2w3 sen(p) = A; . (2.78)
,’ 2W3

A poténcia de -1 € adicionada neste calculo meramente como uma forma de compactar a

equacoes:

(1342

notagdo. A derivada do termo senoidal deve ser positiva caso “i” = 2 e negativa caso “i” = 3.
Como nao ha sentido em aproximar modulacionalmente 0 modo 1, este caso deve ser
desconsiderado. Sendo assim, com esta no¢do, caso “i” = 2, obtém-se (—1)?, que resulta em 1,
um ndmero positivo, e caso “i” = 3, obtém-se (—1)3, que resulta em -1.

Por fim, para (2.76), chega-se em

AxAs3

203

—w3x; — & cos(p) — g,x3 = ] . (2.79)

Reorganizando estas equacgOes isolando as derivadas temporais, chega-se no conjunto

abaixo:
B, = £,x, 5 Al-ailiwg cos(p) + %sz j—% (2.80)
A = (-Diex 22 sen(p) (2.81)
¥ = —wixg — & 424 cos(@) — &,x3 . (2.82)

203
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Estas trés equacdes descrevem o funcionamento do sistema neste caso. Apesar de haver
uma equagdo a menos que no caso anterior (cinco neste caso, contra seis no caso anterior), 0

sistema é mais complexo, devido a auséncia de uma estrutura completamente simétrica.
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3  SIMULACOES COMPUTACIONAIS
31 CASO (1)1"’(1)2"’(1)3
3.1.1 Simulacéo da Estrutura de Espaco-Fase

Inicialmente, é interessante realizar uma simulacdo da estrutura de espago-fase com as
variaveis A, e ¢ de forma a observar o comportamento do sistema. E possivel realizar esta
simulacdo utilizando as equacdes (2.34) e (2.38). Outra possibilidade € considerar os contornos
da fungéo de energia conservada. Como o sistema ndo pode simplesmente ganhar ou perder
energia, ambos os resultados devem ser equivalentes, entretanto, simular o sistema em fungéo
da sua energia € mais facil, pois ndo depende de duas equacdes diferenciais relacionadas entre
si, mas apenas de uma equacéo simples. Em ambos 0s casos € necessario alterar as condicoes
iniciais de A, e ¢ para simular o sistema varias vezes.

A energia de um Lagrangeano qualquer pode ser escrita como

Bo= ) digr L. 6D
l

onde “q;” representa todas as variaveis dinamica do sistema. No caso do Lagrangeano temporal

médio, as variaveis sdo as amplitudes 4; e 0s éngulos @,, de forma que

o(L
By = ZQ) ()

E,, representa a energia do Lagrangeano temporal médio. Substituindo o valor do

O(L)

—(L). (3.2)

Lagrangeano temporal médio (2.17) e negligenciando-se 0s termos com &,, devido a diferenca

de ordem de grandeza entre os coeficientes ¢; € €,:

3 3
.0 . AA,A
=) i5g ZWDJ "1 g % % 0
i=1 L=t
+ ) Ao | (40 01— 0, -0 (33)
i 308+ (s,
- , A4,A
. 1412413 .
- Zl(AiQL) T& msm(@l —0; —03).
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H& um somatdrio dentro de cada uma das derivadas que pode ser simplificado. A

(194 77 (1342

derivada por um termo cujo indice seja “i”” s6 resulta em um valor nao-nulo caso o indice “j

seja igual. Mesmo que A; e A; tenham um vinculo entre si, sdo variaveis distintas, de forma

que, para cada somatorio, havera duas derivadas nulas e apenas uma ndo-nula. Sendo assim, 0

termo (3.3) pode ser reescrito de forma simplificada.

E —3¢6A¢ Ailals (0, -0, - 0)
(L)_Z la(ZSL iYh 20,0 2(4)351n 1 3
i=

3

.0 . A A A
+ ZALG7 A, + g ZI#Sin(Q)l — 0, — @) (3.4)

=~ L W1 WwW3

Z(A Q)) ’ 1A2A3 51n(®1 - 03)

Realizando as derivadas:

3
By =y 614 + Z Z(A 6) = [ gm0, ~0,-0,). (9

Sendo assim, chega-se em

A14z4;

Egy=—¢
& 1 21 Wy W3

Sin(®1 -0, — @3) , (3-6)

ou, lembrando que neste caso ¢ = @, — @, — @5:

A1474;

Egy=—¢
() ! 2w, w,05

sin(¢) . (3.7)

Esta equacdo pode ser simplificada em termos de valores constantes, A; e ¢ utilizando
as equacoes (2.29) e (2.31), além da definicdo I = I, = I; (condicdo utilizada anteriormente).
Devido a esta igualdade, a expressao possui uma simetria entre A, e A5 (que ndo é o foco neste
caso, mas vale a pena ser citada). Logo, isolando-se A, e A5 nestas equacgdes e substituindo em

(3.7), chega-se em

A (I — Ap)?
=—g, |/ "7 qj 3.8
Eqy & 20wy 0g sin(¢p) , (3.8)
e com isto
A1 A,
Eqy = _51 . sin(g) . (3.9)

1/2a)1a)2a)3
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Com a equacéo (3.9), é possivel realizar varias curvas de energia constante em funcéo
de A; e ¢ de forma muito mais simples que com as equacdes (2.34) e (2.38), mesmo que 0
termo &, seja igualmente desprezado neste caso. Sendo assim, é possivel realizar uma simulacéo
do sistema.

Como calculado no capitulo 2 (nas equacgdes (2.42) e (2.46)), ha dois pontos de
equilibrio para a dindmica, de forma que a amplitude e a fase se mantenham constantes. Quanto
mais longe destes pontos, maior a probabilidade de encontrar caos no sistema.

Para gerar a Figura 1, foram utilizados w, = 1,5; w, = 1 e w; = 0,5. Além disto, foram
utilizados e; = 0,01 eI = 1. O termo &,, conforme os célculos acima indicam, foi considerado
nulo. Foram testadas diferentes condicdes inicias A; € ¢.

Na Figura 1 torna-se claro os pontos fixos orbitais e as possiveis 6rbitas com dois centros
— conforme indicavam os resultados (2.42) e (2.46), onde o termo angular podia ser positivo ou
negativo (que indica energia negativa ou positiva, respectivamente). As Orbitas mais proximas
dos centros possuem um comportamento mais linear, enquanto o comportamento ndo-linear

comegca a ser mais visivel a medida que se afasta destes pontos de equilibrio.

1.0F
0.8/

0.6

E -
0.4

0.2

0 ) 1.7 | NSl ——e
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 1: Estrutura orbital da aproximagdo modulacional para diferentes condicdes iniciais.
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Em casos extremos € possivel ver o sistema ir para condi¢cbes em que A; ~1 e A, =
A3 ~ 0. Nestes casos, toda a energia encontra-se no primeiro modo, e é possivel observar como
um sistema cuja toda energia encontra-se no primeiro modo comporta-se, entregando energia
para outros dois modos, incialmente sem energia alguma. No que se refere as condi¢des iniciais,
ha outro ponto cujo comentario é valido: independentemente dos valores, as 6rbitas vistas na
Figura 1 séo periodicas.

Observando as equacgoes (3.9), (2.34) e (2.38) — excluindo-se o termo que contém &, —

€1
A W1 WowW3

aparecem apenas neste termo nas equacgdes. Isto possui uma implicacdo interessante: estes

é possivel observar que todas sdo proporcionais ao termo e os valores &;, w;, w, € w;

valores ndo afetam a forma do resultado da Figura 1, afetando apenas a velocidade com que um
sistema com uma certa energia altera seu estado, como pdde ser visto em (2.60). A importancia
da utilizacéo de valores pensados para este caso ocorre principalmente devido a necessidade de
a simulacdo encontrar-se dentro das condigdes necessarias para a aproximag¢do modulacional,

Visto que, caso isto ndo ocorra, as equacdes (2.34), (2.48) e (3.9) sdo invalidas.

3.1.2 Simulacédo da Falha da Aproximacédo Modulacional

Um ponto muito importante — na verdade, uma das principais motivacdes para o
trabalho — é entender o que acontece quando a aproximacdo modulacional falha e o que € obtido
nestes casos. Para uma real compreensdo do efeito, & necessario comparar os resultados obtidos
a partir da dinamica completa do sistema, representada por (1.5) para cada modo, lembrando
que x; (e, analogamente, x; e x,) pode ser descrito por (2.1), e compara-la com os resultados
obtidos pela aproxima¢do modulacional, representados por (2.34) e (2.38).

A comparacdo é realizada simulando-se ambos os sistemas com condicGes iniciais
iguais (inclusive, a equacdo (2.1) foi relembrada exatamente para que as condi¢des iniciais
iguais sejam obtidas mais facilmente), além de, obviamente, frequéncias com mesmo valor.
Inicialmente, utilizam-se valores para &; pequenos, em cuja situacdo é esperado que as
aproximacdes sejam adequadas, como forma de validar a aproximacao.

Em um primeiro momento, as frequéncias utilizadas para a simulacdo sdo as mesmas
do subcapitulo anterior: w; = 1,5; w, = 1 e w3 = 0,5. Além disto, sdo utilizadas amplitudes
modais de ordem unitaria, com A4,(0) = 0,5 eI = 1. Optou-se por ¢ = /2 como fase inicial.

Estes valores iniciais foram escolhidos de forma a simplificar o trabalho, visto que o foco é com
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o efeito que ocorre devido ao acoplamento — e é o fator que indica o acoplamento que deve ser
visto com mais cuidado.
Para um sistema completo compativel com estas condi¢des, o primeiro médulo do

tripleto pode comegar com apenas x; possuir valor inicial ndo nulo, com @, = /2,9, =0e

@5 = 0, de forma que x;(0) = /%(0) Para um sistema igualmente coerente, é igualmente
l

necessario pensar nas derivadas temporais de x;. Para isto, € possivel derivar (2.1)

temporalmente, considerando A; e @; constantes, e substituindo com os valores ja definidos.

24,

x,(t) = w; cos(w;t + ©;) (3.10)

l

Ou seja, para o tempo zero:
%,(0) = \/24;(0)w; cos(®;(0)) (3.11)
O parametro &, deve ser considerado como muito pequeno, visto que ele apenas existe
para evitar que o modelo divirja durante ou ap0s a quebra da aproximacdo, mas ndo deve
influenciar fortemente o regime enquanto as amplitudes estiverem limitadas. Sendo assim, €

razoavel utilizar e, = &, /100.

O primeiro caso a ser examinado é o caso em que &; = 0,01. Como € possivel ver nas
figuras 2 e 3, a solugdo completa (linha fina) &€ comparada com as equacdes das aproximacoes
modulacionais (2.34) e (2.38) (linha grossa). Fica claro que para baixos valores &;, ou seja, para
acoplamentos fracos, o envelope da solugdo completa é completamente compativel com a

aproximacao modulacional A, . Isto indica que o modelo funciona nestas condices.

X1

1 ok Tempo

-0.5]

Figura 2: Grafico do sistema completo (linha fina) e do envelope proporcional a +4, da

aproximacgdo modulacional (linha grossa) para e; = 0,01.
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X1

Tempo

Figura 3: Gréfico do sistema completo (linha fina) e do envelope proporcional a +A4; da

aproximacao modulacional (linha grossa) para e; = 0,01 em uma escala de tempo maior.

E facil observar que a portadora (onda de alta frequéncia) oscila rapidamente dentro
da modulagdo, muito mais lenta. Para pequenos fatores de acoplamento, a aproximacéo
modulacional para o tripleto funciona, visto que reproduz os resultados esperados.

A medida que o valor de &; é aumentado, entretanto, torna-se claro que o modelo perde
qualidade e torna-se cada vez menos preciso. Em casos extremos, o modelo torna-se invalido.
Como exemplo, seréa utilizado o caso &; = 0,40, mantendo-se todos os outros valores do caso

anterior.

10 M'.lvm!hllllt ,',ﬂ,'t!"!"l'!”’ﬂ'x ""'N
) g

-1.0}

Figura 4: Grafico do sistema completo (linha fina) e do envelope proporcional a +4, da

aproximacdo modulacional (linha grossa) para &; = 0,40.
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E possivel observar na Figura 4 que, apesar das oscilagdes do sistema completo ainda
serem visivelmente limitadas, a coeréncia com a aproximacao foi perdida. O sistema completo
(linhas finas) e a aproximagéo (linhas grossas) possuem ordens de grandeza similares, mas o
envelope do sistema completo é visivelmente muito diferente da aproximacdo. Outro ponto
importante € notar que a frequéncia do envelope se alterou, tornando-se muito maior, como era
esperado a partir de (2.60).

Aumentando-se ainda mais o valor do acoplamento, € possivel observar uma mudanca
de comportamento no sistema. Como exemplo, serd utilizado o caso &; = 0,55, mantendo-se

todos os outros valores do caso anterior:

X1

Figura 5: Grafico do sistema completo (linha fina) e do envelope proporcional a +4; da

aproximacao modulacional (linha grossa) para &; = 0,55.

Durante um intervalo de tempo, a simulacdo indica resultados muito similares ao caso
anterior (¢, = 0,40), cujas oscilagdes sdo visivelmente irregulares, mas limitadas, entretanto, a
solucdo completa do sistema vista na figura 5 indica um comportamento explosivo apos este
intervalo. Com as condi¢bes iniciais utilizadas neste caso, a explosdo ocorre com
aproximadamente t = 82.

A simulacdo apenas tente voltar frequentemente para o entorno da sua origem devido
ao termo &,, que evita divergéncias, entretanto, ela ndo se limita a explodir apenas uma,
tendendo a ficar variando entre a zona inicial e zonas mais afastadas da dinamica. Aumentando

o intervalo de tempo da simulagdo, este comportamento torna-se ainda mais explicito.
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Figura 6: Grafico do sistema completo para &; = 0,55.

Outro fator interessante é o comportamento do sistema completo durante as explosdes.
Como pode ser visto na Figura 7, todos os modos sempre explodem simultaneamente,
entretanto, sempre um namero impar de modos explode negativamente. Inclusive, como pode
ser observado no intervalo de tempo proximo de t = 175, podem ocorrer situacdes em que todos

"L

0s modos explodam negativamente.
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Figura 7: Grafico dos trés modos do sistema completo para ; = 0,55. Modo 1 em azul, modo

-2
4

2 em vermelho e modo 3 em verde.

Analises extras mostram que, para um sistema com os dados utilizados aqui como
exemplo, o valor em que a explosdo comeca a ser vista é, aproximadamente, &;;imite = 0,4987.
Este valor é alterado dependendo das condigdes iniciais, mas a dependéncia é fraca o suficiente

para que 0 mesmo possa ser considerado representativo.
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3.1.3 Superficies das Regides de Energia

Algo ocorre quando o valor limite de &, é ultrapassado, e a priori parece interessante
investigar o que esta ocorrendo. Um modo s6lido de olhar para o problema é realizando uma
analise da energia do Lagrangeano (1.1) na sua forma completa. Visto que a energia do

Lagrangeano pode ser calculada como
3

oL
EL =ZQ.CL'£—L, (312)
i=1 :

utilizando-se a equacdo (1.1) em (3.10) obtém-se:

3
1 &

E; lea EZ x — wj sz—?x]4)—€1x1x2x3.
&

[ Z x _(Ux _?x )_Elxlex?,]

- (3.13)
Simplificando o sistema, retirando-se todos o0s termos cuja derivada é nula (ou seja,

(1344 (1344

considerando-se apenas os termos dentro do somatorio em que “i” = “j” ¢ retirando 0S outros),

chega-se em:
3

d 11 &
E . 2,2
E, = ' xla i[z (x Wi X} > X; ) 81x1x2x3]

=1

(3.14)
— —Z X7 — wix] —g—zx“)—sxxx
2 1414243 |-
Esta expressdo ainda pode ser aprimorada. Realizando a derivada:
1% 1%
&
E, = Ez:(ZJ'ciZ) — Ez (xlz — w?xt — ?fo) - £1x1x2x3]. (3.15)
i=1 i=1
Entdo, unindo os somatdrios, chega-se em:
1 3
&
EL = Ez (xlz + (Ullez + ?lezl.) + E1X1X2X3. (3.16)

i=1
Para qualquer condicdo inicial, é possivel obter a energia do sistema e mapear as regides
possiveis para a existéncia da dinamica do mesmo, lembrando da conservacdo de energia. Estas

regides sdo 0s pontos onde a energia cinética do sistema

i (3.17)

i=1

l\.)lb—\
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ndo é negativa, ou seja, nas regides limitantes, estes termos devem ser nulos. Visto que a energia
do sistema é constante e depende das condicdes iniciais, fica explicito que as condices iniciais,
as frequéncias e os coeficientes de acoplamento determinam as possiveis regides do sistema.
Uma boa maneira de compreender o problema é utilizar as mesmas condic¢Ges do item
anterior (w; = 1,5; w, =lew; =0,5,1 =1,4,(0) = 0,5e ¢ = m/2) e simular o problema,
examinando-se as alteragdes da regido possivel do sistema a partir da variacdo de &;. Estes
valores devem ser utilizados para a obtencéo das condic6es iniciais em fungédo de x4, x, € x5,
além de suas derivadas temporais utilizando a mesma técnica do caso anterior. Além disto,

assim como nos casos acima, € considerado &, = &, /100.

Iniciando-se com &; = 0,01, obtém-se a figura abaixo:

Figura 8: Superficies das regiGes permitidas do sistema para &; = 0,01.
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Com a escala utilizada na figura, € possivel identificar apenas uma regido, pequena e
localizada no centro, que encapsula a dindmica modulacional obtida com as equaces (2.34) e
(2.38) — vale lembrar que, a partir dos resultados anteriores, é sabido que para este valor de &,
a dindmica aproximada possui envelope extremamente similar a dindmica completa. Isto
significa que, se as condices iniciais estiverem dentro desta &rea, a dindmica completa do
sistema continuara eternamente la, e serd bastante regular para pequenos valores de
acoplamento.

Seguindo a l6gica do subcapitulo anterior, aumenta-se o valor de acoplamento o sistema

para &; = 0,40:

X1 g |2
2 Tl

Figura 9: Superficies das regies permitidas do sistema para £; = 0,40.



38

A Figura 9 indica uma mudanga de situacdo. Além da regido central, é possivel observar
outras quatro regides nos cantos. Além disto, a regido central deformou-se levemente. Outro
ponto importante a ser notado é que as regides estdo proximas, mas separadas por regides
impossiveis — o que significa que um sistema permanecera na regido cujas condi¢des iniciais
encontram-se, entretanto, o comportamento ndo sera tdo regular quanto o caso anterior.

Por fim, aumentando-se novamente o valor do acoplamento para & = 0,55 e

simulando-se o sistema, obtém-se o resultado abaixo:

Figura 10: Superficies das regides permitidas do sistema para &; = 0,55.

Nesta situacdo as regides permitidas estdo conectadas. Com isto, as Orbitas ndo ficam
restritas na regido de modulacdo formal e o carater cadtico da dindmica possibilita que o sistema

se dirija para alguma posicdo muito distante da regido central. N&o apenas a trajetoria é irregular
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na regido central, ela agora pode abandonar a regido central e direcionar-se para as regioes
periféricas.

A transicéo é explosiva: apds um intervalo de tempo transitorio explorando as regides
de baixas amplitudes, a Orbita subitamente afasta-se para o centro em direcdo a posicoes de
maiores amplitudes. Esta transicao ja foi vista para diferentes tipos de sistemas de onda [11],
de forma que este tipo de transicdo é relativamente comum em modos de interacdo ndo-linear.

O termo &, é a causa do sistema conseguir voltar frequentemente para o entorno da sua
origem na apdés uma explosdo. Caso este ndo existia, a Orbita simplesmente divergiria,

eventualmente para nunca mais voltar.

32 CASO (1)1 K (1)2"’(1)3

3.2.1 Simulagdo Completa do Sistema

O Lagrangeano (2.73), calculado no capitulo anterior, indica o resultado da
aproximacao modulacional para um sistema cujo primeiro modo possua uma frequéncia muito
menor que 0s modos 2 e 3. Este formato pode representar um beat wave accelerator ou um
free-electron laser, onde 0s modos rapidos representariam o laser e o wiggler (neste caso, um
wiggler variavel) e o modo lento representaria a onda de elétrons (plasma) movendo-se
espacialmente.

Assim como no subcapitulo anterior, é necessario comparar a dinamica completa
utilizando (1.5) com os resultados obtidos a partir da aproximacdo modulacional. Neste caso,
como o primeiro modo possui frequéncia muito menor que 0s outros modos (que possuem,
assim, frequéncias similares), ndo é possivel utilizar a aproximacdo modulacional para este
modo. Os resultados obtidos que representam este sistema sdo (2.80), (2.81) e (2.82).

O sistema pode ser simulado escolhendo-se os parametros iniciais. Como deseja-se
obter a transacdo abrupta vista no subcapitulo 3.1.2, utilizam-se valores de ordem de grandeza
similar. Optou-se por utilizar os parametros w, = 0,01; w, = 1 e w3 = 0,99, de forma que
d = w,. Além disto, como condicdes iniciais, foram escolhidos x; = 0,2;x;, =0; ¢ =0,1 ¢
A, = A; = 0,5. Arelacdo entre os fatores de acoplamento mantém-se a mesma do ultimo item
anterior, &, = &,/100, com o objetivo de facilitar comparagdes. Assim como no subcapitulo

prévio, variando-se o valor do acoplamento, ocorrerdo variacGes na dindmica do sistema.
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Para um sistema completo compativel com estas condigdes, o segundo mddulo do

tripleto pode comecar com @, = /2, de forma que x,(0) = /ZAZ(O ep; = ( ) 0,1 Para

um sistema igualmente coerente, € igualmente necessario pensar nas derivadas temporais de x;,
utilizando o valor obtido em (3.11).

Visto que w; é uma frequéncia lenta, a comparacdo com o sistema do caso anterior é
invidvel para o primeiro modo, visto que neste ndo ha aproximacao modulacional. Sendo assim,
os gréaficos ficam mais claros se forem feitos para outro modo, e o foco torna-se, neste ponto, a
dindmica de x,.

Comecando-se com um valor pequeno de acoplamento, deve-se obter resultados
similares ao primeiro resultado da simulagdo do sistema quando as frequéncias eram todas da
mesma ordem de grandeza. O acoplamento &; precisa ser de ordem de grandeza menor do que
w1, logo, mantendo-se a mesma diferenca de ordem de grandeza, opta-se por &, = 0,0001.

Simulando-se o grafico neste caso, chega-se em:

Figura 11: Gréafico do sistema completo (linha fina) e do envelope proporcional a +4, da

aproximacao modulacional (linha grossa) para e; = 0,0001.

E possivel notar resultados com um padrdo muito similar aos da Figura 2. A dindmica
é periodica, regular, comportada e a simulagdo da aproximagdo modulacional bate
completamente com o envelope da simulagdo completa.

Aumentando-se este valor de acoplamento, por exemplo, &; = 0,03, é visivel uma

mudanca de comportamento. A dindmica da situagdo, como explicitado a partir da Figura 12,
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torna-se aperiddica, ao contréario do caso anterior. Apesar disto, a aproximagcdo possui uma
6tima concordancia com o sistema completo! H& um regime aperiédico, mas integravel, logo,

nao cadtico.

Figura 12: Gréfico do sistema completo (linha fina) e do envelope proporcional a +A4, da

aproximacao modulacional (linha grossa) para e; = 0,03.

A equacdo (2.60) ja indicava resultados assim visto que um acoplamento desta
magnitude produz uma dindmica modulacional cuja frequéncia é muito menor as frequéncias
portadoras mais rapidas, mas similar em tamanho a frequéncia lenta. A aproximagdo, como
esperado, ainda funciona bem neste intervalo. Aumentando-se ainda mais o acoplamento,
entretanto, a aproximacdo modulacional tende a, assim como no caso em que as frequéncias
eram da mesma ordem de grandeza, ndo corresponder mais ao sistema completo.

Para um valor do acoplamento para &; = 0,1, ja é possivel observar que o sistema
completo comeca a sair de forma bem visivel do envelope. Um observador muito atento até
pode notar que o sistema no caso & = 0,03 também extrapolou o envelope em alguns
momentos, mas estes acontecimentos eram raros, além de serem excessos muito menores que

no caso & = 0,1.



42

Tempo
0 P

Figura 13: Grafico do sistema completo (linha fina) e do envelope proporcional a +A4, da

aproximacao modulacional (linha grossa) para e; = 0,1.

A medida que os valores de acoplamento crescem, a aproximacdo modulacional tende
a funcionar por periodos de tempo cada vez menores, além de também tender a se aproximar
mais de valores extremos (a partir de uma explosdo). Desta forma, aumentando-se ainda mais

o valor do acoplamento, o sistema tende a ser cadtico.

Figura 14: Gréafico do sistema completo (linha fina) e do envelope proporcional a +4, da

aproximacdo modulacional (linha grossa) para ; = 0,15.

Como pode ser visto na Figura 14, aumentando-se o valor do acoplamento, o sistema
possui uma tendéncia a divergir. Assim como quanto as frequéncias eram similares entre si,

este sistema apenas volta a frequentar sua zona de origem de forma frequente devido ao termo
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com o fator de acoplamento &,. Com as condi¢des iniciais utilizadas e com &; = 0,15, o sistema
explodiu com aproximadamente t = 60s. Quanto maior for o acoplamento, mais cedo o sistema

tende a explodir.

3.2.2 Poincaré Plot do Sistema com w, Pequeno

Dinamicas aperiddicas sdo frequentemente vistas em interacfes de ondas auto
consistentes [22], e este comportamento observado pode ser melhor descrito. O Lagrangeano
modulacional (2.73) controla o sistema com dois graus de liberdade: um é formado pelo par de
variaveis x;, x, e 0 outro por ¢, A,, por exemplo. Pela estrutura de (L'), A, e A; ndo séo
independentes, visto que suas derivadas temporais séo iguais.

Uma técnica recomendada para examinar a periodicidade de sistemas dindmicos é o
Poincaré Plot [23]. Neste caso em particular, o Poincare Plot apropriado é produzido com 0s
valores de ¢ e A,, quando x; = 0 e x; > 0. Ao contrario do caso anterior, ndo é possivel
simplificar o problema, apesar dele ainda ser integravel, sendo necessario simular o sistema

completo para a obtencédo da estrutura de espaco-fase.

0.78

A, 0.58

0.38 :
=02 0 0.4

Figura 15: Poincaré Plot do comportamento quase-periodico do sistema.
Pode concluir a partir da Figura 15 que até em casos aperiodicos a dindmica em geral

é regular e quasi-periddica. Sendo assim, o sistema é integravel para os casos das Figuras 11 a

13 (a curva em destaque representa sistema da Figura 12), e pode ser visto como uma progressao
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de uma dindmica de amplitude simples para uma dindmica de amplitudes multi-periddicas [24-
27].

Para acoplamentos levemente maiores, a concordancia entre a simulagédo completa e a
simulacdo modulacional torna-se mais fraca. Este regime coincide com a prevaléncia de drbitas
caoticas nos Poincaré Plots que ndo reproduzem as Orbitas reais, como visto na Figura 12. A
medida que o valor do acoplamento for subindo, a regido modulacional novamente se une a
outras regides que se aproximam do centro, de forma anéloga ao visto em 3.1.3, e as Orbitas
ficam livres para moverem-se para regides muito afastadas do espaco configuracional, como
ocorreu na situagdo da Figura 13.

Em sistemas fisicos reais, como em um beat wave accelerator ou em um free-electron
laser, este regime deve ser evitado. Para que estes sistemas funcionem de forma adequada, é
importante que 0s mesmos sejam controlados, o0 exato oposto do que ocorre em um sistema
caotico.

Neste caso, o valor numérico do limite do acoplamento é, aproximadamente,
E1umite =~ 0,1335. Assim como no caso anterior, este valor depende das condigGes iniciais,
entretanto, esta dependéncia ¢ leve, de forma que o valor deste caso em particular possui um

carater universal em termos de magnitude.
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4 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi examinado o que ocorre quando a aproximagdo modulacional para
sistemas ndo lineares de trés ondas quebra. Esta aproximacdo é justificAvel quando tanto a
amplitude quanto a fase de cada onda moduladora mudam numa escala de tempo muito menor
que suas ondas portadoras (de alta frequéncia). Como foi observado, a dindmica da amplitude
e da fase evoluem numa escala de tempo caracteristica em que Q ~ &;, 0 que permite concluir
que a aproximagao modulacional é conveniente para sistemas fracamente acoplados.

A medida que o acoplamento cresce, 0 comportamento do sistema vai se alterando.
Em um primeiro momento, com valores de acoplamento muito pequenos, a aproximacédo
modulacional obtém resultados muito similares ao sistema completo. Aumentando-se um pouco
o valor do acoplamento inicialmente altera a correspondéncia entre o sistema completo e a
aproximado, resultando em erro de casamento dos envelopes, mas sem alterar gravemente o
limite das amplitudes excursionadas.

Ampliando-se ainda mais o acoplamento, ndo apenas a precisdo da aproximacgéo
modulacional é perdida, mas também ocorre uma mudanca no comportamento global do
sistema, a partir de uma mudanca na configuracao espacial possivel para a dindmica do tripleto.
Esta mudanca permite excursdes muito maiores dentro do sistema. Neste caso, as orbitas ficam
durante um tempo transiente na configuracdo inicialmente associada com a dinamica
modulacional, mas acabam direcionando-se para outras regides, inicialmente desconectadas do
sistema de possibilidades inicial, de forma que acabam realizando excursdes de larga amplitude.

Este comportamento € visto em ambas as situacfes trabalhadas, tanto quando as
frequéncias das ondas portadoras do tripleto possuem frequéncias similares em termos de
magnitude quanto no caso em quase uma das frequéncias é muito menor que as outras duas no
tripleto. Este ultimo caso é de extrema importancia para dispositivos com elétrons (como, por
exemplo, free-electon lasers), onde tipicamente duas ondas eletromagnéticas de altas
frequéncias excitam uma onda espacial de cargas elétricas, também conhecida como onda de
plasma.

Um ponto a ser melhorado neste estudo é a restricdo ao modelo de trés ondas. Na
presenca de modos adicionais, como no caso de um sistema de ondas completo, a energia inicial
do tripleto pode ndo continuar no tripleto apds a transicao, visto parte desta energia inicial seja
transferida para modos adicionais. Apesar de ndo ser o foco deste trabalho, este problema ja foi
estudado no por outros autores [28-29]. Acredita-se que enquanto regimes regulares de trés

modos tende a conservar sua energia, em maiores amplitudes o sistema de trés modos expande-



46

se parcialmente no espaco-fase e parcialmente entrega energia para modos adicionais. Outro
possivel ponto a ser melhorado € considerar o efeito do descasamento entre ondas.
Além desta dissertacao, este trabalho resultou em um artigo produzido [30].
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APENDICE A - CALCULO PARA &, CRITICO
Com a equacdo (3.16) e com as condicBes iniciais é possivel obter a energia inicial do

sistema, baseado em [7]. Esta energia se conserva, de forma que as regides limite ocorrem

quando ndo ha energia cinética, de forma que

3
1
E — EZ(wizxiz) — £1X1%,%3 =0, (A1)
i=1

onde E é a energia inicial do sistema. Os termos com &, foram negligenciados por serem muito
pequenos e possuirem um termo quadréatico que dificultaria muito a solugdo do problema.

Derivando a equacdo (A.1) em relacdo a x,, obtém-se

wix, + &X,x3 =0, (A2)
de forma que
2
2y = 1 (A3)
€1X2
Utilizando (A.3) em (A.1), é possivel obter
1 1 1 wfw3x?
E+Ew§x12—§w%x%—zw= 0, (A4)

de forma que derivando em relacéo a x,, conclui-se

4, 2,2
W1 W3Xq
w5x; — R =0, (A.5)
ou, isolando x2:
2wixy
2 _ S1%2%2 A.6
X1 (Ufwg ' ( )
Utilizando (A.6) em (A.4), a equacdo torna-se:
1ctwixy
E +2 Wl wix:=0. (A7)

As raizes da equacao (A.7) em relagdo a x, sdo facilmente obtiveis, visto que a mesma

é uma equacdo biquadratica. Sendo assim, as raizes sdo

_(1)2+ (1)4—2812ng
T wies (A8)

=
N

Il
+
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As regides de energia localizadas nos extremos tocam a regido central quando as raizes
deixam de ser quatro e passam a ser apenas duas (que diferem apenas pelo sinal). Isto ocorre

quando a raiz quadrada interna se anula, logo:

g2 w?
wi—-2—>2FE=0. (A.9)
W1 W3
ou, isolando &;:
W1 W, W3
£ = ——- A.10

Com a equacdo (A.10) é possivel calcular o valor do &, da dindmica. Esta equacao
é valida para ambos os casos estudados. Além disto, é possivel observar muito claramente que
além das frequéncias de oscilacdo do sistema, as condigdes iniciais do sistema também
determinam qual é o valor do acoplamento em que ocorre a troca de regime, pois afetam o valor
da energia inicial. Sistemas mais energeéticos necessitam de menor &; para uma troca de regime.
Este célculo vale para ambas as situagdes estudadas neste trabalho.

O calculo do &; critico, conforme desenvolvido neste apéndice, foi originalmente

proposto por Samuel Marini.



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

49

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

WEILAND, J.; WILHELMSSON, H., Coherent Non-Linear Interaction of Waves in

Plasmas. Oxford: Pergamon, 1977.

DAVIDSON, R. Methods in Nonlinear Plasma Theory. Londres: Academic Press,
London, 1972.

BATISTA, A. M.; CALDAS, I. L.; LOPES, S. R.; VIANA, R. L.; HORTON, W.;
MORRISON, P. J. Nonlinear three-mode interaction and drift-wave turbulence in a
tokamak edge plasma. Physics of Plasmas, v. 13:042510, 2006.

BRODIN, G.; STENO, L. Alfven wave interactions within the Hall-MHD description.
Journal of Plasma Physics, v. 79, p. 909-911, 2013.

THORNHILL, S. G.; TER HAAR, D. Langmuir turbulence and modulational instability.
Physics Reports, v. 43, p. 43-99, 1978.

RIZZATO, F. B.; CHIAN, A. C. -L. Nonlinear generation of the fundamental radiation
in plasmas: the influence of induced ion-acoustic and Langmuir waves. Journal of Plasma
Physics, v. 48, p. 71-84, 1992.

FRICHEMBRUDER, M.; PAKTER, R.; GERHARDT, G.; RIZZATO, F. B. Chaos and
coherence in the conservative three-mode decay interaction. Physical Review E, v. 62, p.
7861-7866, 2000.

SHUKLA, P. K;; RAO, N. N.; YU, M. Y.; TSINTSADZE, N. L. Relativistic nonlinear
effects in plasmas. Physics Reports, v. 138, p. 1-149, 1986.

ALINEJAD, H.; ROBINSON, P. A.; SKIAERAASEN, O.; CAIRNS, I. H. Coupled
Langmuir and nonlinear ion acoustic waves in the presence of non-thermal electrons.
Journal of Plasma Physics, v. 75, p. 193-202, 2008.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0370157378901424

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

50

DE OLIVEIRA, G. |; RIZZATO, F. B. Nonintegrable three mode interaction in the
Zakharov equations. Physica D, v. 104, p. 119-126, 1997.

GERHARDT, G. J.; FRICHEMBRUDER, M.; RIZZATO, F. B.; LOPES, S. R. Sudden
transition to spatiotemporal chaos in a nonlinear Klein-Gordon equation. Chaos, Solitons
and Fractals, v. 13, p. 1269-1279, 2002.

EL-BASSIOUNY. A. F. Three-mode interaction in harmonically excited system with
cubic nonlinearities. Applied Mathematics and Computation, v. 139, p. 201-230, 2003.

LOPES, S. R.; CHIAN, A. C. -L. Controlling chaos in nonlinear three-wave coupling.
Physical Review E, v. 54, p. 170-174, 1996.

DRYSDALE, P. M.; ROBINSON, P. A. Mean field theory of the coherent to random-
phase state transition in three-wave interactions. Physics of Plasmas v. 9, p. 4896-4904,
2002.

WHITHAM, G. B. Linear and Nonlinear Waves. Nova lorque: John Whiley & Sons,
1974.

TAJIMA, T.; DAWSON, J. M. Laser Electron Accelerator. Physical Review Letters, v.
43, p. 267-269, 1979.

MENDONCA, J. T. Theory of Photon Acceleration. Bristol: IOP Publishing, 2001.

GIBBON, P. Short Pulse Laser Interactions with Matter. Londres: Imperial College
Press, 2007.

BONIFACIO, R.; CASAGRANDE, F.; CERCHONI, G.; DE SALVO SOUZA, L.
PIERINI, P.; PIOVELLA, N. Physics of the high-gain FEL and superradiance. La Rivista
del Nuovo Cimento, v. 13, p. 1-69, 1990.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S096007790100128X
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S096007790100128X

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

51

MONTEIRO, L. F.; SERBETO, A.; TSUI, K. H.; MENDONCA, J. T; GALVAO, R. M.
O. Quantum fluid model of coherent stimulated radiation by a dense relativistic cold
electron beam. Physics of Plasmas, v. 20:073101, 2013.

PETER, E.; ENDLER, A.; RIZZATO, F. B. Nonlinear model for thermal effects in free-
electron lasers. Physics of Plasmas, v. 21:113104, 2014.

BONATTO, A.; PAKTER, R.; RIZZATO, F. B. Self-consistent dynamics of
electromagnetic pulses and wakefields in laser-plasma interactions. Laser and Particle
Beams, v. 29, p. 399-406, 2011.

LICHTENBERG, A. J.; LIEBERMAN, M. A. Regular and Chaotic Dynamics. Nova
lorque: Springer-Verlag, 1992.

ROMEIRAS, F. J. Integrability of double three-wave interaction. Physical Letters A, v.
93, p. 227-229, 1983.

PAKTER, R.; LOPES, S. R.; VIANA, R. L. Transition to chaos in the conservative four-
wave parametric interactions. Physica D, v. 110, p. 277-288, 1997.

BONATTO, A.; NUNES, R. P.; BONATTO, C.; LOPES, S. R.; PAKTER, R;
RIZZATO, F. B. Multidimensional aspects of nonlinear electromagnetic solitary pulses.
Physica A, v. 404, p. 332-340, 2014.

FELK, E. V.; KUZNETSQV, A. P.; SAVIN, A. V. Multistability and transition to chaos
in the degenerate Hamiltonian system with weak nonlinear dissipative perturbation.
Physica A, v. 410, p. 561-572, 2014.

LOPES, S. R.; RIZZATO, F. B. Nonintegrable dynamics of the triplet-triplet
spatiotemporal interaction. Physical Review E, v. 60, p. 5375-5384, 1999.

PETER, E.; MARINI, S; CHAVES, A. T.; RIZZATO, F. B. Breakdown of the
modulational approximation in a multimode extension of the triplet interaction. Physica
A, v. 463, p. 103-110, 2016.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0375960183908034
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0167278997001309
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0167278997001309
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378437114001745
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378437114004476
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0378437114004476
https://journals.aps.org/pre/abstract/10.1103/PhysRevE.60.5375
https://journals.aps.org/pre/abstract/10.1103/PhysRevE.60.5375

52

[30] IORRA, P.; MARINI, S.; PETER, E.; PAKTER, R.; RIZZATO, F. B. Beyond the
modulational approximation in the wave triplet interaction. Physica A, v. 436, p. 686-693,
2015.



