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RESUMO 

O campo magnético crítico superior e a temperatura crítica 

são calcula das para supercondutores com impurezas. Na avaliação 

das f unções de Greem do problema são usadas as autofunç6es exatas 

de um elétron e m um campo magnético constante, ao invés da 

aproximação semi-clássica comumente utili zada. 

Em analogia ao cálculo da resistiv idade r esidual de um meta l 

sio somados diagramas em escada e diag ramas multiplamehte 

cruzados, sendo estes ~ltimos re lacionados com o efeito de 

Localização de Anderson . O resultado da consideração dos d o i s 

tipos de diagramas é uma i nteraqão efetiva do t ipo BCS com i =Zl 
e , portanto, * uma nova temperatura critica Te >Te. Ocorre t a mbém 

uma modificaç~o na depe nde ncia funcional de Hc2(T}/Tc =F(T / Tc) em 

relaq~o ao limite limpo, também estudado n e ste trabalh o . 
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ABSTRACT 

The upper critical fie l d and the Critica l Temperature o f a 

dirty · superconductor are calcu l a t ed. To eva l uate the Green 

Functions we avoid the sem i- c l assica l aproximation by using t h e 

exact eletrons eigenstates in a magnetic field . In ô.nalogy wi th 

the problem of the residual resistence of a normal metal we 

consider ladder and mu l tiply crossed diagrams, where the last are 

related to the Anderson Localization. 

As resu lt we obtain a BCS effec tive interaction 

* a n d ,therefo re , a new Critical Temperature Te > Te . The shape 

o f the func tio n Hcz(r)/Tc:::f'(T/Tc) is changed t oo . 
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INTR.ODUÇAO 

1 . CAMPO MAGNiTICO CR.iTICO SUPER IOR DE UM SUPERCONDUTOR 

Uma das características básicas de um supercondutor ê o 

chamado efeito Meissner . Este cons i ste no fato de não haver 

penetração de fluxo magnético dentro de uma região supercondutora 

alêm de uma certa distância da superficie chamada comprime nto de 

penetraça.o -5 
normalmente da ordem de 10 em .O preço a pagar 

pela exclusão do campo magnético é um aumento na energia livre 
,, 
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super condutora em função do campo externo, indicando assim que 

haverá um valor limite do campo para o qual a fase supercondutora 

deixará de ser estável ocorrendo uma transição para a fas e 

no rmal . 

De acordo com a natureza desta transição , se de primeira ou 

segunda ordem . os supercondutores são classificados em tipo I ou 
... 

diagrama do vetor indução magnética "B" no interior de um 

supercondutor do tipo II contra a intensidade de campo magnético 

externo "H" apresenta três regiôes distintas. 

I. Fase supercondutora 

II . Fase mista 

III . Fase normal 
r m 

~ 

IHI 

fig. l 

Como nós sabemos a caracteristica básica de uma transição de 

segunda ordem é que a tensão superficial na interfaca das duas 

fases envolvidas é negat iva . Isto favorece a nucleacão de uma 

fase dentro da outra mesmo que esta nova fase seja menos 

econômica energeticamente. 

Na região I o materia l é supercondutor e a fase normal é 

totalmente instável . A medida que aumentamos o campo e 

ultrapassamos o campo crítico inferio r (Hcl) o aparecimento de 

' \ 
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regi5es de metal normal começa a ser mais favorável 

energeticamente e então o fluxo magnético começa penetrar. Para 

valores do campo maiores que (Hc2) a fase supercondutora é 

instável e desaparece. 

Não estamos interessados nas caracteristicas especiais desta 

transição, mas somente no fato de que em se tratando de uma 

transição de segunda ordem pode ser definido, como veremos 

adiante , um parâmetro de ordem que vai a zero na transição. 

Uma descrição mais detalhada é devida a A.A.Abrikosov <Zl 

(1957). 

Os campos Hcl e Hc2 s6 aparecem se usada a teoria 

microscópica da supercondutividade, enquanto que o único campo 

critico presente no diagrama de fase de supercondutores do tipo I 

pode ser calculado totalmente a partir de considerações 

termodinâmicas, ou seja macroscópicas. 

/ 

2. TEORIA MICROSCOPICA DA SUPERCONDUTIVIDADE 

A teoria da supercondutividade na forma que conhecemos agora 

se deve a Bardeen , Coopere Schriefferc
3
fl957) e se baseia na 

hipótese de que exista uma interação atrativa entre os e létrons 

de conducão situados em uma estreita faixa em torno da energia de 

Fermi. O estado fundamental para este sistema é um condensado de 
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pares ligados destes elétrons em um ünico nivel separado do 

primeiro estado excitado po r um gap de energia. 

Pode ser estranho pensar em uma atração entre elétrons , mas 

deve-se nota r que não se trata simplesmente de elétrons nus . Uma 

descrição completa deveria se r e m termos de um gãs de elétrons 

interagindo com uma rede de ions positivos . O simp l es problema de 

ter estes íons fi xos já tem como resultado que a r epu ls ão 

columbiana entre os elétrons é blindada a distânc ias de 
-'l­

aproximadamente 10 em metais. Sendo essa repulsão de tão curto 

alcance não é de se admira r que a introdução da dinamica dos ions 

positivos possa causar um efeito cujo resultado liquido &eja uma 

atracão. De fato Frohlich~) demons trou que em certas condições a 

interação elétron-fônon fav o r ece uma atração e ntre elé trons. 

E importante notar que a Teoria da Supercondutividade de BCS 

não é parte da solução do problema exato de elét rons na rede. 

Este na verdade permanece insolóve l. O Modelo de BCS pretende 

apenas ter em conta o qu e se acha ser as principais 

car acterísticas que levam a supercondutividade . 

Para o nosso problema especifico de calcular o campo 

magnético crit i co é mais vantajoso usar um formalismo um pouco 

diferente daque l e originalmente ap r esentado p o r BCS. Este 

f 1 . d G ' l ( 5 ) o rm a 1smo se eve a o r ~ov . As duas formulações basicamente 

diferem e m dois pontos, o primeiro que não é p ropriame nte uma 

diferença é que e m Gor'kov se trabalha com ope r ado r es de campo ao 

invés daqueles que criam ou destroem partícu l as em estados. O 

segundo, que pod ia ser encarado como uma diferença de modelo é 
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que Gor·kov não considera a hipótese de pareamento explicita no 

hamiltoniano . 

A hipótese de parea mento introduzid a no hamiltonia no é uma 

simplificação adotada em BCS. Decorre do trab alho d e Frohlich q ue 

a interação mediada por f ônons somente é atrativa para certas 

escolhas dos estados dos elétrons que interagem . Por exemplo ,os 

elétrons para interagi rem atrativamente devem ter ene r gias muito 

próximas , tanto mais intensa sera a at ração quanto mais próximos 

em ene rg i a estiverem . En tão n o caso de um supercondutor livre da 

presença de um c ampo externo seria favorável a formação de pares 

de e l ét ron s com vetores de onda de Bloch kl=k2 e k1=-k 2 . A 

primeira esco lha, no entanto, é el iminada pois tem a contribuição 

devida a interação de Coulomb muito alta. Assim o par de 

elétrons mai s estável , chamad o Par de Cooper , é aquele com os 

·-7 -estad os (-k ,k ). Obvia mente cada situação vai te r seu pareamento 

mais adequado. Quando houver um campo elétrico associado o par 

s erá ( -·k+q , k+q ) , onde q dá conta da su.percorrente _c~ ) 

A Hipótese de Pareamento de BCS consiste em considerar a 

interação e n tre es tes estados assim pareados como sendo a mais 

import ante para a supe r condutividade. Desta forma o Hamiltoniano 

reduzido de BCS é escrito: 

( 1) 

O parametro 1 é constante e positivo sendo resultado do 

efeito somado da interação devida aos fônons e a de Coulomb . Os 
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operadores C ' s criam e destrõem elétrons nos estados de Bloch. 

Escrever este hamiltoniano em termos dos operadores de campo 

definidos como 

( 2 ) 

resultaria em: 

( 3 ) 

No esquema de Gor'kov todos os elêtrons situados em uma 

faixa de energia de largura 2WD onde CJD é a frequênc ia de 

Debye, interagem atrativamente com a mesma intensidade 

independente dos estados em que se encontram. O hamiltoniano 

corr espondente é : 

Apesar de não estar evidente na notação devemos nos lembrar 

que a interaçâo esta restrita a urna faixa no espaço de mornentum. 

I , Para muitos casos , evidentemente . estas duas formulações 

dão O c.• 
'" mesmos resultados. Se formos calcular a temperatura 

11 



critica , por exemplo , para um supercondutor sem a presença de 

um campo externo vemos que são equivalentes se houver uma 

redefinição da função do gap 

( 5 ) 

onde 

( 6 ) 

A função do gap assim definida tem seu módulo quadrado 

proporcional a densidade de pares no supercondutor, e corresponde 

ao parâmetro de ordem da teoria de transições de segunda ordem 

de Ginzburg-Landau~)para a supercondutividade. Em particular 

quando não hã campo externo 1 ~ constante ..... em r, e assim a 

redefinição acima é apenas uma troca de esca l a proporcional ao 

volume do sistema. 

Se introduzirmos um campo magnético externo , como é nosso 

objetivo a equivalência das formulações deixa de ser trivial. 

As modificações devidas ao campo são o aparecimento do vetor 

potencial no termo de energia cinética e no caso do 

hami ltoniano (1), os operadores c·s passam a criar ou destruir 

I ' 
elétrons nos niveis de Landau. Não se considera o termo de 

Paramagnetismo de Pauli por ser urna contribuição de ordem mais 

baixa CB). Ademais a função do gap passa a não ser mais e urna 
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-------------------------------------------------------------------

constante 
~ 

em r. f A~(~ ) O modo com que a ·unção w · varia com a 

posição indica c omo s e formam as regiões de metal norma l dentro 

do s upercondutor na fase mista . 

O que tem sido feito n a literatura é usar uma a proximação 

semi-clássica na qual se supõe que a função de Green dos 

e l étrons em um c a mpo magnético , que será definida mais adiante e 

basicamente dã a amplitude de probabilidade de um elétron se 

propagar de um p onto a outro do espa~o em um certo tempo, difi r a 

daquela de elétrons livres apenas por uma fase. Isto imp lica que 

as funções de onda serão ainda do tipo ondas planas mai s . uma 

fase o argumento para esta suposicão é o fato que os 

elétrons que e fetiv a mente p a rt icipam na supercondutividade estão 

com energias alt as da ordem da energia de Fermi, e 

consequentement e possuem um r aio de curvatura mu i to grande . 

No nosso traba lho evitamos esta aprox imação. Assim as 

fo r mulações de BCS e Gor 'kov , isto é, com e sem uma regra 

explicita d e pareamento deixam de ser equivalentes . Exist iria , 

então dois caminhos pa ra escolher um seria usar o 

hamiltoniano de Gor 'kov com a simples introdução do campo 

e xterno , o outro . esc r ever o hamiltoniano na forma de operadores 

de cr i acão e destruição de estados supor uma regra de 

pareamento para os e l étrons e r epresentá-lo através de uma 

densidade hamiltoniana com operadores de campo . Esta segunda 

opcão tem problemas. Não há uma reg ra estrita para o pareamento 

dos niveis de Landau , e a mais comumente acei ta que seria parear 

um estado com seu inverso temporal parece não ser muito simples. 

13 

' 



r 
Portanto, escolhemos como hamiltoniano de partida o de Gor'kov. 

3. SUPERCONDUTORES IMPUROS 

A segunda parte do trabalho é o estudo dos supercondutores 

com impurezas no caso mais simples quando estas não são 

magnéticas. Tais impurezas podem ser fisicas, c omo por exemplo 

urna pequena desordem em urna liga metâlica, ou quirnicas se houver 

a presença de outros elementos que não os da própria liga. 

No texto usaremos indistintamente as expressões , densidade 

de impurezas e grau de desordem . 

De f orma geral a Teoria de Supercondutores Impuros está 

dominada por um artigo de 
(13) 

Anderson , no qual demonstra que as 

impurezas têm pouco efeito sobre o comportamento supercondutor. 

Como veremos no capitulo 2, o campo Hc2 e a temperatura 

cr itica basicamente d ependem da avaliação de uma média 

configuracional sobre o produto de duas func5es de Green de uma 

particula na presença de impureza s , exatamente como oc o rre no 

problema da resistencia residual de um metal. Não é possivel 

calcular exatamente essa média assim em analogia àquele 

problema vamos considerar uma aproximação na qual teremos em 

conta somente doi tipos dE. diagramas, os diagramas "em escada" e 

aque les "completamente cruzados" . No cálculo de condutividade os 
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primeiros levam ao resultado clássico de Drude e os outros ao 

importante fenômeno de Localização de Anderson (Jo> . Deve-se 

ressaltar que aqui, a priori, só existe uma analogia matemática. 

Portanto n~o se pode afirmar que os diagramas cruzados que eu 

considero em supercondutividade s~o aqueles mesmos do efeito de 

Localização, isto porque as duas funções de Green que incorrem na 

média não são exatamente iguais nos dois problemas. 

Em supercondutividade ,os resultados que encontramos s~o: 

- A temperatura critica não varia com o grau de desordem. O valor 

de Te no entanto, não é o mesmo de um supercondutor puro , ao 

invés disso é surpr eendentemente maior. 

- O campo critico Hc2, no limite de alta densidade de impurezas, 

é praticamente independente desta densidade. A medida que se toma 

o limite contrário , ou seja, em direção à desordem zero, a 

contribuição dos diagramas cruza dos d e saparece. 

CAPI TU LO 1 SUPERCONDUTORES PUROS 

1.1 FORMALISMO DE GORKOV PARA A SUPERCONDUTIVIDADE 

Como foi visto no capitulo anterior o hamiltoniano de 

Gor'kov para o problema de eletrons em um supercondutor é: 
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, 
(1.1.1) 

onde 

(1.1.2) 

destrói ( cria) uma particula na posicão r , e õ são indices de 

spin. 

Apresentado desta forma pa rece que se cons ide ra uma 

interação de alcance nulo e ntre os elétrons. Isto não é verdade, 

o modelo deve corresponder ao hamiltoniano 

~-=-L: G -ç: ci\l c iZõ' - ~ L c~6- c~-<> c~,~ c k:.t~9~.G~.e~. \) ~ 
t'.<í ( ,t'IZ, 

=IZ,•iZ.. 
cr 

(1.1.3) 

com a restrição adicional que somente interagem elétrons com 

energias dentro de uma faixa de largura 2Wp ao redor da energia 

de Ferrni. representada pelas funçôesB~.Portanto é exatamente a 

transformada de Fourier do potencial de duas particulas definida 

como: 

),, " "' " J~•cr.-iZ~)-; c--,) -<ciZ .. -k., ).l='d) \J 
A.~i<:,oiZLrJI(',CJi/:. :=. ""- 'IJ ~""'-r" e, l'"'Ol-" 1 (1.1 .4) 

O potencial que certamente não é uma Delta de Dirac, é urna 

função suave que tem um máximo em ?=O . 
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Calcular explicitamente o potencial VCf-?1 e usã-lo é 

comp licado, de forma que e mais ótil manter a notação e s6 usar as 

restriçOes mais tarde , como teremos oportunidade de ver. 

Define-se a função de Green de um elétron como : 

(1.1.5) 

onde ~ é o estado fundament a l do sistema e 

(1.1.6) 

A equação de Heisenberg para esta função de Green . com a 

energia tomada em relacão ao nivel de Fermi é: 

O t d W. k ( 1!) . 1 d eorema e ~c e o t~po especia e estado fundamental 

permitem escrever a média sobre os quat ro operadores de campo 

corno : 

+ 
+ ( T ( \j.J"' ( )<.) 'hs· (X) ) '>< T ( "'f.- l5' ( X) \V ;t (X 1))) 

+ < T ( ~15' (X) "\f-.t (X))'>< T ( -v; (X. Y'+'; U,'))) (1.1.8) 

17 
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Os primeiros dois termos também estão presentes no problema 

de um gãs de elétrons normal com interação. Portanto podem ser 

absorvidos como representando apenas uma modificação quantitativa 

no espectro de energia do gãs de eléons sem interação.O ültimo 

termo corresponde a suposição de que o estado fundamental é um 

condensado de pares de elétrons e que a destruição ou a criação 

de um par não o altera significativamente, visto que o nümero de 

pares no condensado é proporcional ao n~mero de particulas do 

sistema. 

A equação de movimento resulta em 

(1.1.9) 

Com a definição de urna nova função de Green, chamada 

anômala, que esta relacionada com a existência dos pares. 

(1.1.10) 

e 

"F""P (i==):::: )lm F<Xf3(X,X') 
X'--+ X 

(1.1.11 ) 
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J â que as interações que envolvem transicões no es~aço de 

spin não serão consideradas no decorrer do trabalho, pode-se 

e l iminar os indices de spin de um modo simples. Primeiro, a 

função de Green na ausência deste tipo de interacão é escrita: 

(1.1.12) 

E , desde que, os pares ligados estão no estado singlete, a 

funcão de Green Anômala é : 

{1 . 1.13) 

A antissimetria da matriz é devida as regras de anticomutação dos 

operadores de campo. 

Assim , eliminando a dependência nas variáveis de spin: 

Que é o conjunto de equações acopladas para o supercondutor 

na presença de um campo magnético. A equacio para a função de 

Green Anômala ê obtida de forma similar. 

O problema ã temperatura não nula exige a introdução do 
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conceito de função de Green de Matsubara definida como 

-I.Jp )/ -1-lf-> onde os colchetes significam a média termodinâmica 1.- (e ··· Tr e 

e os campos '\f ( ~) e ~tX) são definidos a partir dos operadores 

de campo na representação de Schrodinger da seguinte forma 

(1.1.16} 

com a introdução de um "tempo imaginário" variando de O a f3 . 

O operador T~ mantem a ordem crescente em ~ . 

Do mesmo modo que no caso de temperatura zero o que 

caracteriza o estado supercondutor é o fato de serem finitas as 

médias: 

(1. 1.17) 

As correspondentes equacões de movimento são, então : 
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r 
(1 .1.18 ) 

Cabe agora alguns comentários acerca das equações acima 

apresentadas . Claramente na fase normal devemos te r 7cx. ~)=O , 

assim de alguma forma esta função pode se r considerada um 

possivel parâmetro de ordem . Na verdade, 
t1-) 

pode ser provado que a 

funç ã o é tal que seu módulo ao quadrado é proporcional 

a densidade de particulas no condensado em analogia com a Teoria 

macroscópica de Gin sburg-Landau. 

Baseado nesta analogia define-se a fun ção de onda do gap 

~orno : 

T-:f.O 
(1 . 1 . 19) 

1.2 CÁLCULO DO CAMPO MAGNETICO CRIT ICO Hc2 

As equações de movimento com a introducão do campo externo 

-na forma do potencial vetor A(r) são : 

(-L.~+ ~rr/ 'V,..+ l.Q A\ i= )Jt+_lk) F--r(x,~') +-L~(?) G (X. , X') : o ( 1.2.1) 
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E conveniente fazer a seguinte transformaç ão de Four i er: 

(1.2 . 2) 

Logo, 

(1.2.3) 

As soluções destas equações podem ser expr essas de fo rma 

recorrente e m t ermo s da função de Gree n de uma part i cu l a livre em 

um campo magnético externo , definida como é usual: 

(1.2.4) 

De imediato se vê que: 
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f. 

r o c- ~· " . ( o ( --,. '\ "(-"' :+(.-" -· " d 3" "=' t- , r-- , w 1 -t. j~ r- , r,wJ'-" ;- JF ;- , ,,w 1 ;- (1 . 2.5) 

O complexo conj ugado da equaçâo (1.2 . 4) é 

(1 . 2 . 6) 

Resultando que : 

-r <.-_, ) - . JG "' ( - '' -.._,,) "~(F")G ( t=''' -;::; , ' ') d't--" F r-, r-- ,w - -L ::;J. r- , r ,cv u :=;J ' ,o..v ( 1.2 . 7 ) 

O cálculo de Hc ~. neste trabalho é basedo totalmente 

naque l e desenvolv i do por r- 'k ( 8) uor ·· ov . Ass irn, será necessário 

uti lizar s omente a equação para a função de onda d o gap . 

h;* Ct= ) ·= ?-.:F+ u:, r', t. -t.') 

r:. t:·~ r= .t. 

Que I de (1 . 2 . 7) e (1 . 2 . 8) é 

( 1 . 2.8 ) 

( 1.2.9) 

Conv ém notar agora que , para o caso de t empe r atura f i nita 
1 

haverá uma grande seme l hança nos cálculos que pode ser explo r ada 

com o intuito de compactar a notação. 
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, 
I A transformação de Fourier correspondente para as funções de 

Green termodinamicas nada mais é que uma série de Fourier, já que 

possui um inte rvalo finito de variação . Portanto 

(1.2.10) 

onde CJv= (2)1+1) TI/f!;> são as frequências de t1atsubara. 

As equações correspondentes a (1.2 .3 ) seriam 

(1.2 . 11) 

E ent~o 

(1.2.12) 

Ent~o . desde já, introduzimos a notaç~o 

(1.2.13) 
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onde: . f -Í. (.0 6 + - para T=O , W= cu e IDc.J = - t. À ~(.._)e ... 
2Tt 

(1 . 2 .1 4) 

e ID '" -= Á v LUJ)l -~ .• . 

f3 )I 

O que nâo é evidente na notação é que,tanto a funçâo 

como {:t(t!) são funcões homogêneas do campo externo . 

De forma que, quando H=Hc2 ambas de vem ser zero. No caso de um 

supercondutor do tipo II, que é o caso de interesse , estas 

f uncões vão a zero c ontinuamente com o aumento do campo até 

H=Hc2. 

A equação (1.2.9) pode ser escrita devido (1.2.5) como 

uma expansão em termos de G(r,r~W), facilmente calculável . 

(1.2.15) 

I< 

Como 6tF) vai continuament e a zero quan do o campo se 

aproxima de Hc2 , então para H = Hcz os termos de maior ordem 

podem ser descons iderados , l ogo : 

~ ( T" = W '-o \"' o I" o - '.J ) '-=\ t" I ('"' o W ) L.:l, l" f"' lt /\~~<-) JDJroc-··- ,,.oc-,.- ,A*c-")d.3 (1 . 2 . 16) 

Um modo elegant e de calcular Hc2 é via a solução da equação 

integral de autovalores ( t2.) 
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Assim o c ampo Hc~ a T=O e como função de T pode ser 

resolvido d o seguinte par de equações algébricas: 

i= 1Dw S(w) 
(1.2 . 19) 

Uma vez descrito o método pode-se passar para o câlculo 

propriamente dito. O primeiro passo ê a funç ão de Green para um 

e l étron em um metal normal. 

A equacão diferencial a ser resolvida é 

(1. 3. 1) 

Para isso serão usadas as funções de onda dos Niveis de 

Landau que diagonalizam o operador diferencial que atua sobre a 
o 

funcão G (r, r~ W) . Portanto escrevendo ·. 
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(1.3 . 2) 

onde 

(1.3 . 3) 

são as autofunções de 

(1 . 3.4) 

n o gauge de La ndau A(r)=( - Hy,O , O) , com CJc = eHj,., 

Usando a ortonormalidade e comp l eticidade des t as funç ões . 

( 1.3.5) 

obtém-se: 

G".,.,..., . ( k. , I(. ', 9·'1 '·W) = 6-nn• Ô(l<. - 1(.' ) 

( vJ- wd . ., -t- ~ ~ ~)- '1 "/;<!rn +_,.4) 
(1.3.6) 

27 



, 

I 

Então retornando a (1.3.2) 

(1.3.7) 

A integral em k pode ser operada e o resultado será 

onde Ln sâo polinômios de Laguerre. àx=Cx-~) e En(q)= ~c(n+l/2) + 

q 2 /(2rn). 

E interessante notar que , com a aplicacão do campo externo , 

o sistema perde a simetria translacional. I sto se reflete no fato 

da função de Green não mais depender da diferença de coordenadas 

(f-f') 

1 . 4 CALCULO DA EQUAÇÃO INTEGRAL PARA O GAP 

Substituindo (1.3.8) em (1.2.17) resulta 
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(1 . 4.1) 

com Ar=r-r• . 

A integral em z pode ser realizada resultando uma funcão 

Integrando em q e fazendo a seguinte troca de 

variáveis à~ = ~~F obtém-se 

(1. 4 .2) 

Como nâo há método analitico para a resolução desta equacâo 

integral devemos propor soluções tentativas . 

Suposição I 

(1.4.3) 

Us a ndo esta hipótese em (1 . 4.2) juntamente com a segu inte 

troca de variáveis x.=y.cose. resulta : 
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r 
I 

(1.4.4) 

Suposição II 

(1.4.5) 

onde t!t - constante ern x e y . 

Assim, 

(1 . 4.6) 

A expressão (1 .4 .4) se redu z a 

(1 .4 .7) 

Reescrevendo ó. integral em 81 de modo convenient e 
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o 

e, de sde que , o integrando é periódico na variáve l de integração 

e o intervalo de integração é o periodo, esta integral é 

translacionalme nte invariante, portanto a variável e pode ser 

omitida. 

As integrais (1 . 4.8 ) são tabe l adas 

'2rt 

f -Qc.:o~ 
d9 e c.J.l [""R. !:>~Ln e] :::: 2.rc 

o 

2/t. f de i" R.cme 5~Y) [ R.~n e]= o 

o 

(1.4.9) 

e independentes de p e e O que indica que a forma escolhida 

para A*c;::;) ~ · é realmente solução de (1.4.1). 

(1 . 4.10) 

Evidentemente pode-se questionar a unic idade desta solução , 

e a aparente arb itrar i edade da forma func ional ( uma gaussian a 

centrada na origem ) do que se pretende que tenha ligaçã~ direta 

com uma grandeza macroscópica como a densidade de pares . 
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Rigorosamente esta é apenas uma das soluções do problema . A 

combinacão linear de todas as soluc5es possivelmente darâ a 

estrutura de vórtices da densidade de pares na fase mista. 

Não nos interessa a solução completa do problema mas somente 

o autovalor S(W) que é suficiente para determinar Hc 

co 

De (1.4.7) e (1.4.9) 

( l't ) 

Recorrendo novamente a tabela vê-se que: 

( MwcP'Z. z. 
) ~ J ln(~wc_p )L-n• ( ~"?t)fd_? = 

o 

E finalmente 

(1.4. 11) 

(1.4.12) 

(1.4.13) 

Até este ponto o desenvolvimento é exato . No entanto. seguir 
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calculando carregando as somas e fatoriais mostrou ser uma tarefa 

muito árdua. Assim algumas aproximações de caráter operac i onal 

deverão ser feitas . 

A primeira delas é que , vi s to GJc << 0:p dois termos 

consecutivos do s omatório estão muito próx imos e então as somas 

podem ser tomadas como integrais. 

(1.4.14 ) 

Assim usando D =C ,., " ' n - n e s = ( n + n' ) , par a n =c..>c.n e 

n'=cJc. n' : 

Su.pondo que S>>l pode-se substituir as funções Gama por 

suas expressões ass intóticas: 

- (5/<.Jc. +~) 
1'(5/Wc. +l ') 2. z f 45wc. 
r(5+'D -t\)r' (5-D+ 1) :mcõt--:n?) 

2<..Jc Z<..)c_ 

-&_!Un~c -(~ )9m(~)-(~ ))lm(~ ) 
e. (1.4.16) 

Esta expressão é então expandida em torno do seu máximo em 

D=O, pegando o primeiro termo resulta para S(W): 

(1.4.17) 
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=:::. 

Troca ndo a v a riável D=ZS 

No limite em que cJc vai a zero , sabemos que 

- z}S/2Wc 
e =:::. 6 Cz. ) 

Po r tanto integrando em Z 

1.5 CÁLCULO DO CAMPO CR ITICO Hc2 A T=O 

Introduzindo (1 . 4 . 20) na equac ão (1. 2. 19) resulta 

(1.4.18) 

(1.4.19) 

( 1.4.20) 

(1.5.1) 

Devemos isolar C0c nesta equaç.\Jo. Para isso temos que nos 

l emb r ar das restrições do mo delo (1.1.3) , que agora se ap lica m 

no intervalo de integracâo . 
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, 
Os elé trons que interagem dev em estar em um inte rvalo 

d e 2Wn ao r edor d a energia de Fermi , po r tanto : 

( 1. 5.2) 

As s im definimos n ov a s variá ve i s 

(1.5 . 3 ) 

c ujos inte r v a l o s sao , e n tão : 

X E ( }A.-- Wo, ).A,+ Wt>) 

Y E( - x , x ) ( 1. 5. 4) 

o .Jacob iano da t r .::m s f o r maçao é 

JYTi/(2 ~ X+ 'j ) 1 
acg .s) = = .rm-I .fX+'i' 
acx. Y) 

Jm/(2h<+Y ) - \ 
(1. . 5 .5) 

Ass i rn , ( 1. 5 . 1) torna-se 

(1. 5 . 6) 

C <.l-x') ( -w- x') 
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Como A > > Wp considera -se J 2,A- 2x • ~ J~r: 

A integral em W é calculada por residuos usando a regra 

de Feynman para passar os polos : 

Para o contorno da figura abaixo 

obtém-se: 

r!:. -dz. J ( Z-X')(Z.+X') 
Zíf.i. ( 8Cx') _ 9(-x')) 

.zx· 2x' 

Logo a equaç~o (1.5.6) é escrita 

w.I> 

1 = l>..rnJ :Zm}'- ( dx' 
;Git:Z. J "><' 

o 

(1.5 .7) 

fig.2 

(1.5.8 ) 

(1.5.9) 

Esta integral c l aramente possui uma divergência logaritrnica . 

Adernais a variável incógnita ~c que desejávamos exp licitar 
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simplesmente desapareceu, e isto se deve ao fato de que 

considerar a soma como integra l é tomar o limite de 0 c indo a 

zero. 

Para remove r estes problemas arbitra-s e q ue o minimo valor 

que a variavel X pode as sumir n ão é ze ro e sim GJc/21 , desta 

forma evita-se a divergência e recupe ra-se CVc . É importante 

ressa ltar que es ta escolha é arbitrária e não está apoiada em 

nenhuma argumentação física, as r azões para usá-la são os bons 

resultados que dela provém. 

O p r oblema da divergência não se deve as aproximações aqui 

efetuadas. Se subs tituirmos (1.4 . 3) em ( 1 . 2. 19), integ r a rmos a 

variável como em (1. 5 .8) veremos que as somas possu irão o 

mesmo problema. 

A exp r essão resultante para Hc~(O) é 

I 

CJc. <.O) = Z.Wo e- A..NY,..) (1.5.10) 

que é o valo r do "gap" de energia do su.percondutor a T=O. Onde 

N ( '• ) = mp., r 2 Jf..2. ê a densidade de estados no nível de Fermi para o 

metal normal calcu l ada no apêndice I. 

O campo magnético c ritico é tal que a energia do ponto zero 

dos dois elétrons que formam o par de Cooper se ja i gua l ao "gap" 

de energia que os mantém ligados. 
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1.6 CALCULO DE Hc~A TEMPERATURAS DIFERENTES DE ZERO 

O desenvolvimento, agora , é basicamente igual ao da secão 

anterior com a exceção que ao invés da integral em w 

ter a soma sobre as f r equências de Matsubara . 

Assim a expressão correspondente a (1.5.6) será 

c.:>.n 

À. '2!..E.o ~Jdx' ...,-------1 --:-----:------:-: 
f!> 2n:.zL (Czn+t)i.:rr;;e-x')(-<2n +1)i.1T/p--x') 

-Wp 

(14) 
Usando que 

podemos substituir 

00 

L 
"T)=-00 

1 =-(3-~h.Cpx'/2) 
(('2-n+~)i..Tí/p -x•)(-(ZYJ·H)l.njp-x') Zx' 

em (1.6 .1 ) resultando 

_ ÀI'Y'o\=>o J~'.v ( f.;X'/Z) dx' 
zn:.~ x' 

deveremos 

(1.6. 1 ) 

(1.6.2) 

(1.6.3) 

(1.6.4) 

Neste caso n ão há divergência para x'~ O e a integral 
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r 

existiria se o intervalo contivesse este ponto. No entanto , o 

campo magnético tem de ser introduzido de alguma forma, e esse no 

nosso entender é o melhor jeito. 

Claramente no limite T -4- O recuperamos o resultado da 

seção anterior. 

Um modo de testar a consistência de (1.6.4) é através do 

cálculo da temperatu r a crítica. Para obtermos a temperatura 

crítica devemos tomar ~ c = O , pois o campo magnético crítico é 

zero em Te. 

Antes porém é conveniente reescrever (1.6.4) integrando por 

partes : 

c.Jof.3/4 

i= ;J.rnpo f -l·s~-t. (wr>f3/2)m(wr.f!J/a) -+fJ'-C<.Jc.f3/~.j)Qm(cJc.f3/'-l) ·-J R.rn.(x.)dx } 
zrr.z. c.o~"-z.C><) 

(1 .6.5 ) 

C...'\c.f3/4 

Como normalmente Qn>> kTc algumas simplificações podem 

ser feitas em (1.6.5), resultando : 

.z;rr..2 = 

O) 

JR.m.cx)dx 
oo5lc. -a ex. 1 

o 

(1.6.6) 

D 

A primeira integral é tabelada e é igual a - ln (4 t/~ 

onde ln( t ) é a constante de Euler. O segundo e o ü l timo termos 

podem ser agrupados em uma integração por partes. Logo (1 . 6.6) 

torna-se: 
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cJcj3/4 

Rn ( zw. M In: ) - J ~I.. "- c!;:- (1.6.7) 

o 

Quando fazemos CJc = O encontramos 

(1.6.8) 

que é o resultado conhecido para a temperatura critica. 

Assim a expressão final para o campo magnético critico em 

funçâo da temperatura é 

Wcf3/l.j 

lm.( T/Te) ~ - J ~--0<\d: 
o 

Não é possivel colocar analiticamente 

explicita de T , no sentido de isolar 

(1.6.9) 

CJ C corno funcâo 

na equaçâo. 

Na figur a 3 é apresentada urna comparação entre a curva 

c(T)/ c(O) x T/Tc proveniente de (1.6.9) através de 

cálculo numérico cujo programa se encontra no apêndice II) e 

àquelas relativas aos trabalhos de Gor'kov e Abrikosov-Ginzburg. 
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'· Gor'kov ·· .. / 

o 

' \'I • 
~------------------------~~~----------------------------------~ O (T/Tc) j 

f'ig':) 

CAPITULO II. SUPERCONDUTORES COM IMPUREZAS 

As primeiras experiências no sentido de estudar a relac!o 

entre a supercondutividade e a desordem foram devidas a 
' (I(.) 

B.T.Matthias e seus co laboradores e têm como resultado que no 

caso de impurezas não magnéticas a temperatura crit i ca Te é pouco 

a lterada pela desordem em gera l . Na verdade duas regio~s se 

distinguem, uma de materiais relativamente puros onde Te varia 

rapidamente com o grau de impurezas e outra de materiais muito 

sujos onde R ad ição de mais impurezas não causa efeito 
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apreciável sobre Te. 

(9) 
Anderson desenvolveu uma teoria para esta segunda região. 

Basicamente supõe-se que os elétrons nos autoestados do problema 

com impurezas ainda assim se agrupam em pares sofrendo uma 

interação atrativa da mesma intensidade de (1). O pareamento se 

dá entre um estado e seu inverso temporal, já que quando as 

impurezas não são magnéticas estes possuem a mesma energia. 

Na seção que segue apresentaremos a argumentação de 

Anderson. 

2.1 O TEOREMA DE ANDERSON 

A equação (1.2.16) para um supercondutor com impurezas, 

livre da presença de um campo externo , é: 

(2.1.1) 

onde as funçoês de Green satisfazem a equação: 

(2.1.2) 

sendo defin ida , portanto , como 
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(2.1.3) 

o 

Os colchetes significam a média termodinâmica 

coro 
z 

H o= - \7 + v Cr) - 1. .. 
2t'Y') f-

, V(F) é o potencial das impurezas 

e 

(2.1.4 ) 

I 

~ Se as autofun çoês de Ho forem conhecidas podemos escrever: 

(2 . 1.5) 

+ 
onde C~ cria uma particu l a no a u t oes tado ~ d e Ho . 

A expres s ão (2.1.1) torna-se entgo 

6'cr:> =~,?~;.r; J cf<ti) ~(~)cDj~)~ ct:~"'HtJ>~)G a- Uwv)&..,t.>6! 6 6'ct=z.)dh 
!1",6 

(2.1.6) 

com ~ 

r C · (d LL.J-y1: + "Oc<.. LC...))I ):::. J 1: e <ctXC-c) Coc..lo)) =: 
( t'c.J ll - E(~)+}'- ) 

( 2.1.7) 

o 
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Assim , 

(2.1 .8) 

Se supuzerruos que fir..i=) é aproximadamente constante e m "r" 

como deve ser e m um mat eria l p uro : 

~ 

{ = ; L; ~CP)<;b"'(j:)~ (-tWJJ-ECot)-t~~(ü..:lv-ECãl)+j-'-) {2.1.9) 

O estado é o inverso temporal de Sabemos que 

E( "' )=E( O(. ) • No t e q ue a equação (2.1.9) apresenta uma 

inconsis t ência pois se trata de uma igualdade entre uma f unção e 

um número. 

Integrando os dois membros de {2 . 1.9) em "r" 
Usando (1.6.3) obtemo s : 

Ou equivalentemente , introduzindo a densidade de estados 

onde 

+sh. <.8C W:)-<.)) 
~(ll.l7'-) 
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(2.1.12) 

A suposiçâo de Anderson é que N(<4l) ~ N(?-) nâo deva variar 

apreciavelmente com a densidade de impurezas, de forma que N(p..) 

recuperamos a equacão 
t 

(1.6 .4) para Wc=O e, 

portanto , Te ê dada pela equaçio (1.6.8) . 

Certamente esta abordagem ê muito simplificada. Po r exemplo, 

não leva em conta a interação repulsiva de Coulomb e as 

modificações desta devido as impurezas . Como sabemos a 

supercondutividade ê resultado de um delicado balanço entre a 

atração mediada pelos fônons e esta repulsão (cada e létron está 

sujeito a um potencial coulombiano da ordem de 1.6 joules 

enquanto que a energia que mantêm os pares de Cooper ê de 

aproximadamente 1.6 10(-8) joules. Assim as corr eções à interação 

de Coulomb devem ser fator importante no comportamento 

supercondutor. t1ui tos 
, C J':J)(Il!)(J9) .., 

art1gos tem sido recentemente 

dedicados ao cálculo de efeitos de loca lização sobre a interação 

de Coulomb, estes efeitos parecem causar um decréscimo em Te. 

Espera-se ,a principio, que com o aumento da desordem haja u m 

"enfraquecimento" da supercondutividade, pois no limite em que 

as funções de onda dos elétrons começam a fi car muito 

loca lizadas, próximo a transiçao metal -iso lante esta deve 

desaparecer. 

Neste trabalho não se considera a interação de Coulomb 

explicitamente, mas embutida na interação elêtron-elêtron de 

forma que , como foi dito anteriormente , seja o resultado da 

45 



concorrência dos dois tipos de interação . A noss a atenção estará 

v o l tada para as correções na densidade de estados devido ao 

espalhamento dos e l étrons . 

2.2 CÃLCULO DE Hc2 PARA UM SUPERCONDUTOR COM I MPUREZAS 

A introdução de impu r ezas, como já vimos , é mediante a 

adição de um potenc i al de uma particula em (1.2.1) . Esta 

interação será conside r ada do tipo: 

) 

"' v ( F):::. L U ô (."F ~~) (2.2.1) 
0.:::.\ 

__.. 

onde {Ra} é distribuido de forma equipr ovável sobre o material. 

Diferente de Anderson supomos que o re s ultado , que pode ser 

via a densidade de estados, seja dependente da desordem. N6s 

sabemos no entanto , que a posição das impurezas não deve 

determinar o comportamento macro scópico do si s t e ma. Assim , pa ra 

evitar esta dependênc i<:s_ n ã o fisi c a torna - s e urna media 

configuracional que tem a forma 

(2 . 2.2) 

já que a distribuição é aleatória. Feito isto os únicos 

parâmetros decorrentes das impurezas s e rão a densidade e a 
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intensidade -u. da interação ( 2. 2. 1) . 

As equações que determinam Hc para T=O têm a mesma forma 

daquelas calculadas em (1.2.16) com a diferença que agora, a 

função de Green não é mais G(F , F~i~v) definida em (1 . 2.4) mas 

sim depende de {Ra} via a definição abaixo: 

,.. 
(LW:» + ( 'V-~eÃcr:-))2. - L -u..&(r:-~) +}l-) G~(i=,?',i.w, ) = & c;: - t=-') (2.2 .3 ) 

2m a;: I 

Estas novas equações para a função de onda do gap s e rão: 

(2.2.4) 

onde se supõe que a média configuracional da expressão i ncida 

unicamente no "kernel" 

"-<_,_ ) r-Oc-·- )=o(-~- ) 1'-Q.. ,_ I I'" I \J = '-'40.. I'"" I t't \oJ Ul~ I I t"",- w (2.2 . 5) 

Es ta média configuracional pode s er escrita corno uma 

expansão em funcões de Gree n do tipo (1 .2 .4). 

Diagramat ica lmente isto é r epresentado 

.... _, -I"' I"' t" -r· r:--\1>----r-· ? 'F ' 

I ~ I 
: 

fig.5 

+ ' -~-' 
+ >.< + ... 

.' ' 
r- . 'F r-· r=· 

_--i> ,. 
r r- t' t' 
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onde --------é a G(r· ,r',W) e a linha pontilhada representa o f ator 

multiplicativo u e o x a densidade de estados O resto 

segue das regras normais de interpretação dos diag r amas de 

Feynman. 

Evidentemente a compilação da soma completa é um trabalho 

quase impossive l. O que se pode fazer é somar certas classes de 

diag r amas . 

Aqui nos preocuparemos com duas delas e m especial. A mais 

natural e de mais fác il soma é a f ormada pelos diagramas chamados 

"ladde r" (escada) como mostra a figura abaixo. 

r: -r· ;; r:· t= F; -, ~ - -;:'r 

: ~I 
I"', (- t; ~ 

I 
~ ~ 

o 

~ 
o 

=. + * + ~ -t- ... 
o o 

i o 

fig.6 ;; r:· - ~ 
. .. ---....., !> o C>--F ;:· F' r-* 

_, 
I" ,.., r-, ;; .. I"' 

Como já foi dito, a consideração destes no problema do cálcu l o da 

resistência residual de um metal leva ao resultado clássico de 
(11) 

Drude . 

A outra soma realizável é aquela referente aos diagramas 

"completame nte cruzados " . No problema da resistênc i a dos metais 

estes carregam o efeito de Localização de Anderson .(lo) 

fig .7 

Portanto e screveremos a e quação (2.2 . 4) como: 

48 



Onde 
- _, - _, 

K ~(r,r,W) e Kc(r,r,W) representam respectivamente a soma 

completa dos diagramas escada e completamente cruzados. 

Corno tudo é escrito em termos de <G~ (r, r~ W) > é conveniente 

primeiramente calcularmos esta função. 

2.3 CALCULO DE <G :ci,~~W)> 

De (2.2.3) conclui-se que 

(2.3.1) 

que corresponde a seguinte soma de diagramas de Feynman: 

fig.8 

~ mais proveitoso trabalhar no espaço das autofunções do 

hamiltoniano definindo, corno ante riormente : 
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G0
a..l r:',-;:;: W) = L fd~t-d I<) dqd91 '9n~<.q (?) tÇ).,,K-'9 ' (F') G~ .,...,.., ( "•"'•9•9 '. "') 

..,.... t .., , 

Substituindo em (2.3.1) 

G~<. r:', t= : vJ )~ G; 0 (;:',F: w) + u..z:=.JdlvCht,10I€.l:.Octdq•dqa, \.Çlt'l'"l (?) lQ:.~ {i=,),. 

t.,'Tl, l'l t 
-r'l.z. 

Então , 

G~( ~,i=-~ IV)= G0
(?" , t:', W) -+ 1.l L (d"d~z.d9d~z,I.Pro1<.9 ( i=)~":"z.9'L ( f=.•) " 

'TIJ'fl?J 

)< [ ~ (dL!. , d9 1 ~::"9 tif.:.)<{)., , k: , 9 ,(~•)G~,,n'l(u. .. l<t,9 .. qz.,w)Gt~<.q,w)J "'')''" J 

Logo , 

+ l L: -u.. fd~<. , dq,<.f>.,,K. , 9 , CR~) G~ Yl,,'l (~ ,IGz. ,q, ·9~.w) }ç>.,:" (~) ~~(.o_, w ) 
7'), I '-

Usan do reco rrência para expa nd i r a 

obtemos: 

(2 . 3.2) 

(2 . 3.3) 

(2.3.4) 

(2. 3 .5) 

a c ima 

( 2 .3.6) 



A aplicaçâo da média configuracional será descrita 

cuidadosamente para o câlculo dos primeiros diagramas. Os 

diagramas de ordem mais alta serão apenas inferidos , o que não é 

uma tarefa muito difÍcil. 

Termo de primeira ordem 

X 
I 
I 
I 

Diagramas de segunda ordem : 

~ 

i) prime iro caso RatRb 

~·----~--~----~----~----
"'9 1(. ""91<.. 
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(2.3.7) 

fig.9 

(2.3 . 8) 

(2.3.9) 

fig. 10 



_.., -
ii) segundo caso Ra=Rb 

D.,_(<:4 =-b) = ..,., 1.t..7..JdT2 L d 9 d 1<. '-P"',"f\,( 'R:)~ "9 ( ~ (l{)Yl z" •~"t. (ii.:)'-Çl:~~ (Ji) y 
T\t a'T\t 

(2.3 . 10) 

A i nteg r a l e m "ki' pode se r res olv ida usando (1. 3. 5) e o resu l ta.do 

é mc.)c/ C2rr../· , então : 

/ 

I 

,. ,. - -x----
' '\ 

\ 

----~------~-----~-----~~------.------
..... . 9' I(.' 

(2.3. 11 ) 

fig.11 

A soma dos diagramas do tipo presente nas figuras 8 e 9 

r epresentam, ape nas uma corrêao na energia de Fermi sendo assim 

desconsiderados . De acordo com Gor'kov (li) os diagramas que mais 

contribuem são : 

·'*"' ' ' ' \ ' . ... 
,-*--... 

+ "',' .. \, ,. 

,-~, 

' ' 
f tr= ' ' + 

,..-~ - ...... , 
,,. - K - , ' 

,' ' , \ 
~+ · ·· fig.12 

Logo é uma boa aproximação escrever <G~ (~ . ~~W)> em termos 
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da equação "Equação de Dyson" 

----,,. ' 
I 

--~--~=-~~~ fig.13 
.,. "\' k.' 

Com o s poucos termos apresentados é evidente que a média 

restabelece a simetria característica de G 0 (i~,r',W), con-

sequenternente <G~ nn'll.( k, k.i q , q:i W) > é apenas G:..., ( q, W) 6...,Tlz, 6 U=j-92',)6(1.!.-ll~) . 

Logo a equação correspondente a figura 13 é 

(2 . 3.12) 

ou seja, 

(2.3.13) 

onde 

(2.3 . 14) 

Como constantes reais adicionadas a o denominador de (2.3.13) 

não nos interessam i~omaremos apenas Im L:, e G:-n{ q, W) poderá ser 

reescrita: 
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(2.3 .15) 

Com 

(2.3. 16) 

Assim o resu ltado de introduzir i mpurezas neste problema é a 

presença d e uma con stante imaginária somada ao denominador de 

G~(q , W). Na verdade podemos notar que cf ""( q, H) é igual a 
Q. 

G~(q,W+lr ). Dado o fato de haver co l isões, um e l étron não ma i 

permanecerá indefinidamente num mesmo Nivel de Landau, ao invés , 

sofrerá transições cont inuamente e o tempo médio entre estas 

co lisôes é definido como 1. = l;i'r Da mesma maneira que para o 

espaço de momentum no espaco real <G 0
o.. (r' r', w) > = G :cr :r', W+ ir' ) . 

2.4 CONTR IBUIÇÃO DOS DIAGRAMAS EM ESCADA 

A soma destes diagramas é represen t ada po r 

..... ,~~~tI :~·.I .. 
~ r ~ F ' 

flg . 14 

A linha cheia é a função de Green ela fi gura 13. 

A figura 14 corresponde a 
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I 

onde 

Uma consequência direta de (1.2 .1 7) e (1.4.10) é que 

com S( W+ir ) calculado em (1.4.11) t rocando W por W+ir 

Assim: 

(I Z) 
Portanto: 

(2 . 4.1) 

(2.4 .2 ) 

(2.4.3) 

(2.4.4) 

( 2 .4.5) 

Se considerarmos esta como a ünica contribuiçAo para o campo 

critico, vemos que no limite em que a densidade de impurezas vai 

a zero recuperamos o caso puro . 
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2.4.1 Cálculo de S( W+ir ) 

Visto que o problema à temperatura zero é um limite muito 

simples daquele à temperatura finita então não será calculado 

expl icitamente como no capítulo 1 . Portanto daqui para frente 

Da equação (1.4 .1 3) temos 

(2.4.6) 

1 ,.. ______ ::::.._ ____ _ 

Já sabemos que a contr ibuiç~o maior é proveniente da r egião 

onde n = n' . Assirn vamos calcular "S(tcJ).)-+tT")" até primeira ordem 

de ""t(n-n' )" expandindo somente o denominador de (2. 4 .6). 

Então: 

+ ·--------------, l c...lc. cn~n'). 
{ t(t.hl+ l" ) - q-z. - c.,h.(TI +-"'11+1 ) / 'C +A J S 
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Onde se usou 

{2.4 . 8) 

O segundo termo em (2 . 4 . 7) ê obviamente nulo . 

Como Re (iz) = i ( Im .z)a expressão (2.4.7) torna-se 

(2.4.9) 

E meu intuito comparar esta expressão com àquela da 

definição de" ir'" que é de (2.3.16) : 

(2.4 . 10) 

Se a soma em n (ou M ) fosse simplesmente substituida por 

uma integral, seguindo o que foi feito em (1 . 4.14). teria mos c o mo 

resposta : 

{2.4.11) 

No entanto, a aproximação ê muito grosseira, sendo 

equiva l ente a fazer ~c= O . o que jã representou um problema no 

capitulo anterior. E interessante então, que saibamos as suas 
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l 

correções para ordens mais a l tas e m "wC:'. Para isto usa-se a 

fórmula d a somatór i a de Euler-McLaurin 

A/c.:>c A 

~ Ç(nwe.)W<. =f t (X)Clx + 

o 

~ CFC.F\)- Fco)) + ~ ((~~=" ) (()f) I. 
z ,z aJ<. ;; ex o j (2. 4.12) 

Se a função f (x) for tal que ela e todas a s suas derivadas 

s e a nu lem no infinito , como é o caso de (2.4.9) e ( 2. 4 . 1 0 ) , 

ent~o : 

co 

L t(-nc.).:.) C.)c = 
""11=.0 

+ ..!... .ç ( o )c.Jc. - _,_ ( ôf- \ wZ. + o ( c.J~ ) 
~ 1.2. 'OX )o 

Assim em prime i ra ordem de ~c 

Sl i.(..)-v+ ~r)= r ·HX(T") 

~ "U.' (tU)I +r) 

com Oltr) definido como 

2.4.2 Cábulo de !\~. ( C0c., T) 
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(2.4.13 ) 

(2.4.14) 

(2.4 . 15) 



.~ 

Substituindo (2.4.14) em (2.4.5) vemos que 

r -t Oc:Cr) 
(2 . 4 . 16) 

Considerando o numerador em ordem mais baixa de ~c 

(2 . 4.17) 

e f'= O como primeira aproximaçgj_o no lado direito de (2 . 4 .17) , 

resulta : 

(2.4.18) 

A in·tegral em "q" de IX (O) na equação ( 2. 4. 15) pode ser 

ca lculada facilmente usando o plano complexo 

E , portanto podemos aproximar 

~(o) = -Y)'-1-7.. '"'"'.,;-::;;;:. Wç. 5<õl'lWv 

1biT.~ 
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(2 . 4.19) 

(2.4 .20) 



onde se considera que a contribuição maior venha da região 

Seguindo o procedimento de (1 .5 .6), ou seja, relizar a troca 

de variáveis ; 

X =9z. + 5 -)A. 

y = q2- 5 

chegamos a 

com 

'XE (-Wt>,t.h1 

YE [-x,x] (1.5.3) 

( 2.4.2 1) 

(2.4.22) 

Neste momento conv§m fazer uma pequena modificação na 

ap l icação do "cut off", isto ê a restrição no intervalo de 

integração imposta pelo modelo. E conhecido na literatura que ê 

pouco importante se aplic.r;,.mos este "cut off" nas variáveis dó. 

energia (~) (20) 
En(q) ou em Q~ . Assim vamos permitir que Wt> vá ao 

infinito na integra l em X de (2.4.21), que converge e ê simples 

de resolver, e restringiremos a s oma em ~ a 

~ questionável que integremos X irrestritamente após já 

60 



I 
I 

I 

I 

I 

I 

I 

termos considerado e m (2.4.21 ) uma aproximação baseada no seu 

intervalo finito No ent anto é de fácil verificação que a 

diferença entre integrarmos .. s .. e .. q .. de -o() a HlO e fa zê -lo via 

(1.5.3) com c.Jp - cp é de ordem ~~ portanto pouco 

importante dentro da ordem de aproximação que vem s e ndo adotada. 

Assim , usando que 

00 

Jdx __ 

xz + w» z.. 

resulta 

o:> 

i( 

\~\ 

/\L (cJc ,T ) = À 'Zrn l?c1C L :>9n ú)')l 

f3 (Zit.)Z' ')) : -<oo C. .. h, + Q..Sqf'\ úh 

(2.4.23) 

(2.4 . 24) 

Corno cJv= ( 2n + 1) -rt IP a expressão acima é equivalente a 

(2.4.25) 

O contorno de integração é o da figura 15a podendo ser 

distorcido até a forma da figura 15b. E bom notar que isto é 

possivel pois z = i~ não é um polo . 
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fi g . 15 

(a.) Cb) 

ou s eja 

00 

Ã L..( Wc. ,T) = ~À 2m Po J~~ (~) ~---:---d:lt.. 
~:rcp ~ '"' ?C. + i.o... 

(2 . 4 . 26 ) 

p a r t e i ma g inár ia de (2.4. 26 ) ê nu l a ( ê uma integra l de 

i ntegrando impa r em i nterva l o simétrico). Portanto usando o c u t 

off: 

(,) t> 

1\1.. (c: .. h ,T ) = ~ ( +g~ (Af) --=---:lt.. __ 
2Jt.õl.. J -x_Z. + ctZ... 

(2.4 . 27 ) 

o 

2 . 5 A CONTRI BUI Ç~O DOS DI AGRA MAS CRUZ ADOS 

A soma da figura 6 t e m a segu inte r epresentaçâo , em t e rmos 

+ ... f igo 16 

Pa r a mostrar como p ode ser feita, vamos . antes de mais nada 

ana l isar com cu idado o primeiro termo da soma. Com o a uxil io 
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---------------------

das regras de Feynman para a decodificação de diagra~as este é 

escrito : 

onde da equação 
o - _, 

(1.3.8) para G( r,r , W) obté m-se 

o fato dest a parte interna do diagrama ser somente 

dependente da diferença de coordenadas nos possibilitará ca lcular 

a soma completa sem maiores esforços. Note que s e pegarmos um 

termo de ordem mais a l t a 

fig. 17 

( a.) {b) 

e separarmos apenas a parte interna (fig. 17b), ou seja sem as 

quat r o funções de Green externas e das duas ~ ltimas integrais 

resulta 

(2.5.3) 

63 



e usan do que 

(2.5.4) 

nós obtemos integrando nas variá veis de posição na equação 

(2 . 5 . 3): 

(2.5 . 5) 

Deste modo a soma da figura 16 ê simplesme nte: 

2.7.1 

(2 . 5 . 6 ) 

Cálculo da transformada de Fourier de QC~-~.W + ir) 
I z. 

Podemos ver que a pa rte em " z " de (2 .5.2) já está na forma 

de Fourier, resta então calcular a transformada nas variáveis "x" 

e "y ". Definin do então : 
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r -
I 

(2.5 .7 ) 

onde VJ.. = ( Vx, Vy, O) , resulta 

<P zn: 

f( -~p t- $V'ltl -me..:> c r.:~ ( 2. t-n.,• (f.))= J Q. .I.. .J.. d~ ~ -z:- L-n rn:c. 'r.._ )L"~"~ •( rn;;:- t"~ y··..~.âi-.J.. (2.5.8) 

o o 

As variãveis de integração foram escolhidas de forma 

a satisfazer p.~ = !=>·~""· cose'= ,b·~"'· sen e 

A integral em O pode sofrer uma mudança de variá vel e- 0-lt. 

r esultando em 

1L 

f t..p .t- !>.V1 e' ' 
e de= (2.5.9) 

-TC 

com Jo(pr ) a função de Bessel d e primeira classe e ordem ze r o 

assim 

(2.5.10) 

Cuja soluçâo ê tabelada 

(2 . 5 .1 1) 

Logo a transformada de Fourier de Q(ó7 . W+ir ) ê: 
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(2.5 . 12) 

Como podemos notar , r ea lizar a int egral em "p" de (2.5.6) 

não ê uma tarefa muito simples . Por isso usaremos a Aproximaçâo 

do Polo de Difusão , muito comum em cálculos de loca lização de 

elétr ons em potenciais desordenados . 

E de f á cil constatação que o denominado r em (2.5.6) zera 

para (p,w) =O. A aproximação de polo de difusão consiste em 

expandir Q(~,W+ir ) em torno deste ponto , retendo apenas as 

pr imeiras correções não nulas mediante a suposição que a maio r 

contr i ~uição para a integra l provém desta região. 

Afortunadamente, apesar do polo esta integral converge e m 

trê s dimeru:;Ões . 

Novamente vamos apenas nos concent r a r no problema à 

temperatura finita. A expansão comp l eta de Q(~,iWv+ir se 

encontra no apêndice III por se tra tar de uma extensa 

quantidade de cálculos. Aqui apresentare mos unicamente o 

r esu lta do: 

(2.5 .1 3) 

O próximo passo é calcular o segundo termo do lado d ireito 

de (2.2.5) ou a cont ribu i ção dos diagramas cruzados propr i a mente 

dita . 
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2 .5 .2 Cálculo de .1\.(Cv c,T) 
c 

Vamo s começa r po r fazer algumas modificações no produto das 

duas funções de Green que pr ime iro aparecem em (2.5.6) . 

Escrevendo : 

onde foram usadas as seguintes definições 

(2 .5. 15 ) 

Se f o r suposto que a expressão (2.5 .14) não dependa de -r,"Z., a 

menos d a ültima exponencial , então : 

Esta aproximação torna o problema extremamente simples, po is 

será pos sive l aplicar o resu l tado anterior 

(2.5.17) 
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com .6.( r ) dada em ( 1 . 4 . 1 o) e s ( icJ~ + i r ) já é conhecido da 

equ ação ( 2 .4. 6). 

Ol h ando para 

(2 . 5. 18) 

vê-se que a integral em "r" p r oduz um S ( i.ú), + Lfl), a funç~o !:{ rr) 

integrada com as duas funções de Green que sobram dá origem a 

Sendo a ex~essào (2.5.18), ent!o , proporc i onal 

ao quadr ado deste. 

Desprezando a primeira ordem em " GJ c" , S ( i<Jv+ i f') pode ser 

repres e ntado unicamente por (2.4.11) e adema i s se tomarmos ordem 

zero em w .,, de vido a aproximação do polo que viemos seguindo, 

(2 . 5.18) torna-se: 

(2.5.19 ) 

Integrando em "rrz." e substituindo ( 2 . 5. 13) resulta: 

(2.5 . 20 ) 

. 
• 
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Onde se usou: 

oO 

r LP.t. ZIZ. d e ZIZ. =: 2TI 6(p~) 

- oo ® 

[ 
~PK X - (m~/~ )xz. J 2. /(mv.)c ) 

e dx = 4rc/(mwe.) e.. (2 . 5 . 21 ) 

-co 

A integral em "'P.~." pode ser reso l vlda em perturbação de c 

expandindo o denominador do integrando em torno de P.1.. =0. 

Assim, 

ou seja aproximadamente 

TLrnwc. 

se 

'G = ~po ?)1-(,z 
J21[í' Z-

é pequeno, com 

(2.5.22) 

(2 .5 . 23) 

(2.5.24) 

Resumindo então , a contribuição dos termos cruzados é 

dada por , segu i ndo o procedimento da seção 2.4.2 : 
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. . 

2.8 

) (2.5.25) 

00 

L 

RESULTADO FINAL PARA HcrT) PARA UM SUPERCONDUTOR COM z . 

IMPUREZAS 

Como sabemos o campo magnético critico em função da 

temperatura ê calcu l ado a part ir da equação (2.2 .6). Nos ê 

interessante apresentar esta equação na forma de (2.4.27) para 

que seja mais fácil comparar com o p roblema sem impurezas. 

Eu digo então , que o campo magnético c ritico considerando 

tanto diagramas de escada como diagramas cruzados é dado por : 

com 

~ 

J 1 ~"- ( "t) ( -~__;2 :-=-Q.-'l. + -'X..-~-x.~+:.__b_'l:._ ) ch. 

o 

b=. ,L\.~o7)1A.-7 "YY1Wc:. 
l2Tl.f12. 

(2.6.1 ) 

(2.6.2) 

Esta solução é direta por comparação entre (2.5 . 25) e 
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(2.4.16). 

Antes de mais nada vamos escrever estas duas constantes de 

~ uma forma mais conveniente. Para isto tomaremos as seguintes 

aproximaçbes, primeiro que r(T)= r CO) e ademais que (0) seja 

calculado somente até primeira ordem de "")~~" . 

Us ando a equação (2.3.16) com as condições acima resulta 

Como a expressão 

é uma das definições da função Delta de Dirac, segue que: 

Ou pelo apêndice I 

r(()):: Y)'U..Z. T\:t-1 (W+-_?.)5<;3Y1c..0 ~ 'Y)"U} YY'lpQ S<;31"lt0,.~ r'
0

S<Jr)LVv 
zrr. 

onde N (_};- ) = rn p o/ ( 2 n:.'-) é a densidade de estados por spin. 
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(2 . 6.4) 

(2 . 6.5) 

(2.6.6) 



Portanto de a gora em diante "a" e "b" s~o e scritos : 

(2 . 6 . 7) 

'. 
Voltan do , agora, â expressão (2.6.1) vamos calcular qual é 

o valor do c ampo critico ã temperatura zero. 

2.6.1 Campo critico ã temperatura zero 

Para f>-"> O a equação (2.6. 1 ) é 

~~z = íT 'X X ~o\x + 
Ârn):>o xa + Q..~ X 'Z ~ b'l. 

(2.6.8) 

o 

ou seja, 

(2.6 .9) 

Vamos ana lisar duas regiões distintas : 

Região 1 : Supe r condutores muito desordenados 

Neste caso W0 >>a, b re s ultando então : 

(2.6.10) 

E importante notar que este valor é independente da 
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quantidade de desordem. E isto é uma caracteristica especial 

desta região onde os dois tipos de diagramas contribuem de forma 

parecida. 

Região 2 : Supercondutores quase puros 

Se CJo> > a e b> > Wi> teremos 

(2.6 . 11) 

e , port anto 

(2.6.12) 

Vemos que o re s ultado só leva em conta diagramas tipo 

" ladder " . No limite em que 1'0 tende a zero devemos recuperar o 

nosso resultado para o caso de supercondutores puros. Isto não é 

evidente apenas olhando para (2.6.12 ), que de fato diverge. 

Afortunadamente, a mesma divergência ocorria l á . Assim se formos 

seguir a linha da seção 1.5 podemos escrever (2 . 6.8) na região 

próxima a 1"
0 =0 corno 

GJt> 

2Tt z /(A rn P.,) = ( __ _:_x.:___-.­J (x~+o...Z) 
c.Jc/Z. 

E então 

dx (2.6.13) 
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.... 

(2.6 . 14) 

Que é um resultado satisfatório no limite de desorde m indo a 

zero. 

2.6.2 Temperatura Critica 

Como na seção 1.6 devemos fazer ~=O Assim a eq\,a.cão 

(2 . 6 . 1) fica 

wt> 

( 211:' I ('m p.)) ~ 2. f ""a"- (.Ol J dx. 
X 

(2.6.15) 

o 

e é imediato que de (1.6.4) e (1 . 6.8) que neste caso: 

(2.6.16) 

A temperatura assim calculada é absolutamente independente 

da quantidade de impurezas. Nesse sentido concordamos com o 

Teorema de Anderson porém Te não é a mesma do caso sem 

impurezas. Assim . em verdade há uma varia ção de Te com a 

desordem, e esta variação é abrupta e se dá em uma região muito 

pequena ao redor de í'
0 =O . 

74 



E facilmente identificãvel a razão desta variação abrupta. 

No problema com impurezas o resultado final vem da consideraç~o 

de dois termos que são, a soma de diagramas em escada e a soma 

daqueles multiplame nte cruzados . O primeiro deles, como já vimos, 
.. 

no limite em que "')--"'"' reproduz o resultado do capitulo 1, 

enquanto que a contribuição dos cruzados desaparece totalmente 

neste limite. Todavia , seja qual for a densidade de impurezas 

estes dois termos vão contribuir de forma exatamente igual quando 

Wc=O . 

2.6.3 Variação da curva Hc 2( T) com o nível de impurezas 

Esta análise só é possível numericamente, já que como antes 

nào se pode representar Hc2=Hc2(T) analiticamente . 

Aqui não é conveniente usar a expressão 2.6.1 mas sim usar 

diretamente 2.4.24 e 2.5.25: 

\- ";E- f [ ( ( 2n+4) 11:~ + Q + (2n+<) >C/J> + b ) ] 

= 

00 

~(..,.,+1/~+o.{.'l/:z.rc +- 7lt-l/z;bf->/Zrc J 
(2.6.17) 

Como esta expressão diverge deve ser aplicado o mesmo tipo 

de corte usado na seção 2. 4. 2, ou seja, c.J'V < c..Jl> e portanto )I~ Wt>f3(2Jr 

Assim: 
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Wof3/Zír-

~~~o- ~ ( n+'(~+apjz.rr;- ?J-1-')z +bp!z.rr:,J 
(2 .6.18) 

Sabemos que a campo zero temos 

(2.6.19) 

~ 

se WDf3e- for suficientemente grande , com (Jc= 1/kTc. 

Desta forma a equação 2.6.18 pode ser escrita: 

(2.6.20) 

Que é muito conveniente para a anâlise numérica . 

Para padronizar mais os resultados que serão apresentados em 

conjunto, a equaQão 2.6.20 ê posta em termos das funções digama 

já definidas anteriormente : 

00 

"f(x)-=- -C- L(--\-
k~o ?{. + 1<... 

(2.6.21) 

Ou simplesmente , já que é po s sivel tomar o limite W0~ro 

(2.6.22) 
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Na figura aba ixo temos algumas curvas Hc2 ( T)xT/Tc pa r a 

div e r sos valo r es da razão 

,( 
.\ 

o 

t! •• . . .. . " . . . 
o . 

o .. 

.. 

.. 
o 
o • . . . . 

o • · .. • 
: • • • .r(j) 
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•• o •• m• 
·~ .. 

@)....-9g •• 
1 

I o : • 

· cp 

.. 
• o .. 

o 

o o • . . 
ô . o . • .. . • o o 

(T / Tc ) 

~ 

3. CONCLUSOES E RESULTADOS 

@ "'. 0 .01 

G) "'a o.oo & 

® Q(.a: O .COJ 

C) 

• a .. 

fig 18 

O objetivo deste trabalho foi o cálculo do campo magnético 

c r itico e a temperatura critica para supercondutores tipo II. 

Basicamente dois pontos foram explo r ados. Primeiro , o fato de 

usarmos as autofuncões exatas do problema de um e l étron e m um 

campo magnét i co , segundo a aproximação de somar diagramas em 

escada e cruzados quando da introdução de impurezas , em ana l ogia 

ao cálculo da resistividade residual de um metal . 
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No caso do supercondutor limpo existe um sério problema que 

é a necessidade da introdução do campo de forma arbitrária para 

evitar uma divergência. Apesar disso,a comparação da curva 

Hc2=Hc2 ( T), assim obtida com outros autores, mostra um bom 

acordo. Deve-se ressaltar que estas três curvas da figura 3 não 

estão necessariamente na mesma escala, e sim em escala redu zida 

em re l açâo ao seu p r óprio máximo. Assim Hc2(0) calculada no 

capitulo 1 , a principio, não é igual àquele calculado pelos 

outros autores, todavia já que o campo é introduzido de forma 

a r bi t rária podemos d izer que o limite infer i or da i n tegral em 

(1 . 6.4) é Cc0c. ao inves de ~c/2, de fo r ma que , com esta 

libe r dade em C, a curva possa ser ajustada. 

Podemos resumir os resultados do capitulo 1 da seguint e 

fo r ma: 

Aproximações <...\.< < Wo < <}'-

Equação para o 
Qm(T/Tc.) = "f('/Z ) - "f(. '/2- -t CWc.~ / (ZTr:. '>) 

campo crítico. 

Tempera tura crítica 
k 1S' - I I (')..N (jl--)) 

Te = - 2-Wt~ e. 
1t 

-

Campo magnét ico a T=O ~cz-:::. m W_p - 1( ("Ã N lj.l.)) e. 
e.. c 

A equação apresentada para o campo critico é equivalente a 

(1 . 6 . 9 ) . Esta forma resulta de integrar (1.6.1) irrestritamente 

em x', aplicar o cut off na soma em n e escrever es ta soma em 
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termos da f u n ção digama. 

O resumo dos resultados do capitulo 2 é: 

, ~ 

CJc.. < < WJ) < <}'- T" <<}-

Aproximações 
WD )) a..b \Q ))WD )) 0.. 

Equação para 2Qn(T/Tc) =:-..J-( 1/Z)-'V-( 1/2.+ '1-~l' )+ 

o campo critico -t "11-( •/2-) -"f ( '/z + WcJA., {3 ) 
t~Jtro 

Tempera tura crítica k.TC: =: i)' 2Wo 
-I /P.N<)4)) 

e, 
TC 

Campo magnético ~cz.(O) == 1-tcz..(O)= 

-1/(2:.\NY-')} -I I (~N()'w)) 
crítico a T=O !!l.J'ViWt>Q.. ~w'Oe.. e. r o 

O fat o da temperatura critica Te não variar com o nível de 

impure zas faz c om que o limite da equação a c ima para o campo 

crítico quando ro__..o, ou sej a, no limite puro, não se ja igual 

aquela encontrada no capítulo 1. No entanto, devemos te r bem 

c laro que estivemos semp re trabalhando em uma situação onde Wc..< r 0
• 

De forma que, a principio, não p odemos tomar arbitrariamente 

pequeno . 

Quanto a comparação de nossos resultados com os traba lhos 

anteriores vemos que, o fat o de somarmos t a n to diagramas em 

escada como os cruzados distingue o nosso trabalho como or iginal. 

I sto tem grandes implicações nos cá l cu los de Te e Hc 2(T =O) que 

resultam ser mui to diferentes d a queles corres p ondente s a 

.l : 
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considerar somente um tipo de diagrama . Além disso a forma da 

curva Hc2=Hc2(T) muda de modo drástico. Por exemplo, se usássemos 

somente diagramas em escada teriamos 

com Te 

ôl.kz.< o 
'aTZ 

igual ãquele calculado no capitulo 1. Esta curva é tal que 

no intervalo [O,Tc] e , portanto similar a fig.3 e aos 

resultados de G. R ' k c~) E < l::t) .lc ayzen e . Helfand & N. R. Werthamer que 

usam unicamente diagramas em escada. O tr~tamento de Rickayzen 

para o problema é muito parecido ao que desenvolvemos na seção 

2. 4.) com uma restrição que, possivelmente devido ao fato de não 

haver usado os niveis exatos de La ndau, achou uma dependência do 
'/~ 

tipo Hc2 ~(Tc-T ) para T ~Te quando sabemos que esta é linear . 

A nossa curva final possui a concavidade invertida e é 

semelhante a apresentada por G. Kotliar & A. 
(~3) 

Kapitulnik em seu 

trabalho recente no qual se propõem a estudar O c• ,_, efeitos de 

grande desordem nas propriedades supercondutoras de metais 

desordenados. Como neste caso os forma l ismos são muito diferentes 

vou me restringir somente a este comentário qualitativo das 

curvas. 
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APENDICE I. CÂLCULO DA DENSIDADE DE ESTADOS POR SPIN DE UM 

GÃS DE ELÉTRONS NAO INTERAGENTES EM Ut'l CAMPO 

MAGNETICO EXTERNO. 

A densidade de estados é definida como 

N(E)= ..!.... L 6(E-E-nLq)) v . 
L. 

(I. 1) 

onde {i } significa a soma sobr e todos os estados possíveis 

Colocando a soma em termos dos nSmeros qu&nticos do p roblema 

(1.3.4) resu lta : 

(I. 2) 

A soma em "k.. e justament,e a degenerescência de c.?.da um dos 
;!. 

Níveis de Landau e é g= .,..,..Wcl..! , no autovalor q n.?. verdade temos 
2Jt: 

a integral (L/21[)} d9, já que é contínuo, 

Assim , 

co 

N(E)::: rnt.)c. f.f<=9 6(E-l-,+'/.<.)Wc-C\2.f2rYl) 
(zTc)Z. "7'} 

o 
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"3 
com L = V. 

Trocando de variãvel x=q/2m 

co 

NéE) ~~i:,_ j~~ i fdx '~ 6 (E -(Yl+'/Z.) <.k -X) 

o 

(I. 4) 

Como o que nos interessa aqui é E =}A e sabemos que p.. > >C.Vc 

façamos que: 

Nte:)= 
A - 'i 

(I. 5) 

"' o-n~- ~ 
zrc:. 4 ' - 2n:z. 

Que ~ aproximadamente a mesma densidade de estados que teria 

o gas se n5o houvesse o campo magnêtico. E bom ressaltar que se 

trata da densidade de estados por spin, não se 

considerou a degeneresc~ncia de spin que contribu i ria com um 

fator 2 no resultado. 
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APÊNDICE I I. CÁLCULO NUMÉRICO DA FUNÇÃO Hc~=Hcz.( T) 

II. 1 Supe rcondutores limpos 

A curva que deve ser calculada ê provenie nte da expressão 

( 1. 6 . 9) , isto é: 

Wc.f3/'-i 

ln(T/Tc)= [+a~xdx 
o 

(11.1) 

O modo mais simples de faz§-lo e atraves da equaç;o 

diferencial que resulta de derivo.rmos esta expressão em relaqã.o a 

"T". Esta derivada é : 

- +5h- (Wc.(.T)/~~1) 
Wc tT) /~l<.,T 

Para 

t~c:.(T) )' 
41<-T 

a equa~ão difere ncial serã então: 

lj 1
(T):=. - ~ ~ (T) I "4s~ ((j (T)) 
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.,.. 
Com a condição inicial que Y(Tc)=O . Sendo então "Te" o ô.nico 

parimetro de entrada do nosso programa 

A função Y(T) é calculada usando o algoritmo de Runge-Kutta 

de quarta ordem. O programa f o seguinte: 

REM CALCULO DE H(T) USANDO RUNGE-KUTTA DE 4 ORDEM 

DEF FNA(X,Y)=-Y/X/((1-EXPC-2*Y))/(1+EXPC-2*Y))) 
DIM T(500 ),Y(500) ,H (500) 
T=1:Y=.00001:N=100 
H=-T/N 
FOR I=l TO N 
T(I)=T:Y(I)=Y 
H(I)= Y(I)*T( I) 
Kl=FNA(T,Y)*H 
K2=FNA(T+H/2 ,Y+Kl/2)*H 
K3=FNA(T+H/2,Y+K2/2)*H 
K4=FNA(T+H,Y+K3)*H 
Y=Y(I)+(K1+2*K2+2*K3+K4)/6:T=T+H 
NEXT I 

REM MONTAGEM DO GRAF I CO 

SCREEN 2 
LINE (20,10)-(20,180):LINE (20,10)-(630,10) 
LINE (20,180)-(630,180):LINE (630,180)-(630,10) 
FOR J=1 TO N-1 
FOR R=.l TO 2.5 STEP .1 
CIRCLE(T(J)/T(1)*610+20,180-H(J)/1.1/H(N-1)*170),R,,,, .5:NEXT 
NEXT J 

REM AS CURVAS "G " E "GL" SAO DE GORKOV E GINZBURG-LANDAU 

FOR T=O TO 1 STEP 0.01 
G=(1.77-0.43*T-2+0.07*T-4)*(1-T-2)/1.77 
GL=(1-T-2)*(1+T-2) 
PSET(T*610+20,180-170/1.1*G) 
PSET(T*610+20,180-170/l.l*GL) 
NEXT T 

560 IF INK EY$="" THEN 560 
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APÊNDICE III. CÁLCULO DOS COEFICIENTES DA EXPANSÃO DE 

Q(p, i (culJ+ r)) EM TORNO DE ~zD 

De (2 . 5 .1 2) temos 

n~' ~ f i " l..,, ( P.L/(2m Wc.)) ~ -------------------
(t(c.lvH' ) -E"l'l (9...if.t ) +_?- )( -C:(tJv+f')- E11•(~) + }1- ) 

(III.l) 

I 
Primeiro vamos expandir 

(III.2) 

Trocando de variáveis y=q-pzresulta 

(III.3) 

Definindo a função f(p ) como 

(111.4) 
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e expandindo-a em série de MacLaurin 

(111.5) 

Ao substituirmos f ( Pz) em (I II.3) v emos que o te rmo linear 

em Pz. desaparece, pois a integr a l em y é de integrando 

s imét r ico. 

Portanto até a segunda ordem em "p z " ternos 

(II I.6) 

A outra parte que deve se r expandida é 

::J =L t-I)'Y\+""n' e pG/(2 rn c.Jc) ~..~-Y) ( ~:l j( 2rnc..'>e) ~ l~~'YI'( p'l/ ( 2 rnWc:)) r.,..,.,. (II I . 7) 
'"h,YJ' 

Substituindo a representação por série da exponencial e dos 

polinômios de Laguerre : 

(111.8) 
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Nesta expressão 9( 0)=0 , x=p-<-/(2<Jc; rn) e o sirnbolo Pnn' 

• representa a mesma soma acima em "s" F> "z" com n 
11 l u e n 

trocados . 

Tomando (III.8) em primeira ordem e m " x " 

m llO 

J = { L~ 6.,n• + L)'Yl8(n)Ô'l'l 1-n't t -+ n' 9tn') 6n','Yl-t t - (2n+d6n ,n') t:>2/c<.>mc.k)}" (I I I . 9) 
~= <:> n ,"l1'= o 

O resultado final é, pegando s omente os termos de ordem mais 

baixa : 

(I II .lO ) 

com 

(III.ll) 

O coeficiente Co pode ser escrito usando (2 . 4.14) jâ que 

Co =S (iWy+iP) , assim 
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I • 

I 
I "" 

I 

. 
• 

Co -- r 

Os demais são calculados explicitamente . 

--
III.l CALCULO DE C.1 

Defin i ndo as seguintes integrais 

-co 

pode-se demonstrar facilmente que 

Assirn , 

c:o 

lo= .,Jzm [ d)<. 
(><-X , ) ( X+Xt )(X-X;z.) (X+X2. ) 

-00 

com 
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(111. 13) 

(111.14) 

(111.15) 



I . 

I 

I 
I . 
I 

Que integrando no semiplano complexo superior resulta 

lo ~~ Zrtl TÜ S!)3 Yl.. t...)y 

2 i.(r.J v + r ) + f- ( _1 + _1 -) --x, X~ 

Da mesma maneira , para I obtém-se 

I 1 =· '2.~ .Z Y'l1 «. ~ ~~n.. c..)y_ ( 'X1 + Xz) = I1 ( "YY ,€.) 
~~ (w ~>+r) + E-

Substitui-se 

usando que dx1 = --'­
à(, ~){ 1 

então {III.17) e (III.l3) 

. Logo 

e m 

- ~zmrt; ( Jt:(w..,+r1)-Wc.( Y"I+I/zH_fl. + J-t.(wv+r)-WclYl+ '/.ç)+)J-. J } ~'<W)I 
2.U.J ytf')~ 

(III.16) 

(III.1 7 ) 

(III.18) 

(III . 14) 

(III .19) 

Atéeste momento não se tem feito nenhuma aproximação no 

cálculo de C ~ , porfm mais uma vez nos defrontamos com o problema 

de resolver uma soma infinita. Como anteriormente va mos 

considerar a soma simpl esmente como uma integral mediante a 
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suposição que c..>.:.<<JA 

Portanto 

ciJ 

c, = ~Jt~r. -:-(-W-:~~-t'-T"-:)--::3~ f i (OJHr) f ({=(=( w=v =+=;=) =+ A=-=x=-
o 

co 

- Z ~ 'lW•+r)- x + A 

Cl 

-;:======)dx­
J- ~( W'IJ .fP)- X +)A. 

(III.20) 

A primeira integral é divergente. E fãcil constatar que 

lnv) f L(W'))+ T')-X -I-}L -/- i.CL.J»+r)- x + }l- = 
)(-;>O() 

= lirn ~ 2i. =:i,. co 
)(~CO 

(III.21) 

Enquanto que se fosse uma soma ao invfs de uma diferença o 

limite seria zero, o que implica que a primeira integral 

converge. 

Apesar da divergência podemos desconsiderar o primeiro termo 

em (I I I . 20) pois é de ordem mai s baixa em p.. Ou seja , este 

termo é proporcional a " Jy enquanto que o segundo o é a 

.. Af)Z 

Mas pode um termo divergente ser de ordem mais baixa que um 

finito ? Neste caso a resposta é s im Esta divergência não é 

físi ca e pode ser evitada através de um "cut of f" como foi f eito 

na seção 1 . 5 e assim veremos que este é realmente de ordem 
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• 

ma is baixa . 

O r es u l t ado f i nal pa r a C4 é em ordem ze r o de ~~ 

(III.2 2) 

III.2 CALCULO DE Cz. 

Ope rando as de l tas d e Kr onike r e m (III.ll c ) , c hegamos a 

ro 

Cz = 4 ;,,l~ .z;;:. f "Jf( i (W, •") -E,lq l ~){- itW-+") - E-, -o (qH)'.) + 

(111.23) 

Ca da um dos três t ermos pode se r separado em frações 

parc i a i s , e se , e m alguns deles trocarmos o indice de soma para 

fazer En~ (q)=En(q) resulta 

x------~' --------
( iCwv+l"')-E.,.., l9)+r-) 

~ 
~----------------~ 

(-C:C wv+r' ) -En!9)+JA-) 
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Ou seja , escrito em termos de I e I jâ definidos 

.. 

(111.25) 

Substituindo (111 . 17) e (111.18) e realizando as somas como 

integrais, note que desta vez tanto " L..,IJ n ,O ) " como .. .L:r cn ,O)" 
.,., -f 

convergem, t emos : 

c.,= ~ TLUssncJv { ZIL (Jü+i'W··tr) -+ í.u. ·( J +r) ) 
.._ Z(Zl'();a (( ZC: (.Wv+P))~ tJt) i..(.w v+T') r 1 ~ .... V .f·- L l ., -

(111.26) 

. 3 -3 l 
- (2/3) ( Jp .. _. tCwv +f') +/ )A.- t:l<.Jl>-tT') ) J 

Em zero ordem de 

(III.27) 

... Assim fina lmente 

Q ( PJ.., F> ::v, t.wl.) + L.r) = r 

)...po 551')..(.J)I pf' (III.28) 

12Ttf' 3 ( t + (Wc. 1 21")~ ) 

.. 
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