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Resumo

Nesta dissertacao estudamos sob que condi¢oes um modulo de comprimento finito
pode ser imerso em um modulo injetivo de comprimento finito. Também apresen-
tamos a caracterizac¢do, dada por Hirano em [8], para os anéis sobre os quais todo
moédulo de comprimento finito tem um fecho injetivo de comprimento finito, os cha-
mados de 7m-V-anéis. Além disso, mostramos que as extensdes normais finitas de

m-V-anéis sao também 7-V-anéis.

Palavras-chave: Modulos de comprimento finito; Fecho injetivo; m-V-anéis;

Extensoes normais finitas.



Abstract

In this dissertation we study under what conditions a module of finite length can
be embedded in an injective module of finite length. Also, we present a charactiza-
tion, given by Hirano in [8], for the rings over which all module of finite length has
an injective hull of finite length, the so called 7w-V-rings. Moreover, we show that

finite normalizing extensions of m-V-rings are also 7-V-rings.

Keywords: Modules of finite length; Injective hull; 7-V-rings; Finite normali-

zing extensions.
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Introducao

B. Eckman e A. Schopf mostraram em [6] que todo modulo pode ser imerso
em um modulo injetivo. Azumaya em [3] deixou como problema aberto a seguinte

questao:

Problema 1. Se R ¢ um anel artiniano a esquerda e gM é um mddulo que tem

comprimento finito, existe um R-modulo injetivo de comprimento finito que contém

rM?

Rosenberg e Zelinsky estudaram este problema em [17]. Eles conseguiram mos-
trar que, para anéis arbitrarios com unidade, um moédulo que tem comprimento finito
pode ser imerso num modulo injetivo com comprimento finito se, e somente se, o
seu fecho injetivo tem comprimento finito (Proposigao 2.1.1). Logo, eles observaram
que quando R é o anel dos ntmeros inteiros Z, o seu fecho injetivo, os ntmeros
racionais Q, nao tem comprimento finito como Z-modulo. Assim, ficou claro que o
Problema 1 nao tem uma resposta positiva sobre anéis arbitrarios. Retornando ao
problema original, quando o anel R ¢ artiniano a esquerda, conseguiram mostrar que
o problema nao tinha uma resposta afirmativa (ver Teorema 2.2.7 ¢ Exemplo 2.2.9).
Contudo, eles provaram que o Problema 1 era equivalente a uma generalizagao do

seguinte problema, formulado por Artin alguns anos antes, em [10]:

Problema 2. Um anel de divisao finito dimensional a direita sobre um subanel de

divisao, também € finito dimensional & esquerda?

A generalizagao deste problema é dada quando substituimos as hipoteses sobre o
anel e o subanel, trocando o anel de divisao finitamente gerado & direita por um anel
simples artiniano finitamente gerado a direita e o subanel de divisao por um subanel
semissimples artiniano (Teorema 2.2.14). Rosenberg e Zelinsky conjeturaram que,

ainda para anéis semissimples, o Problema 1 e sua equivaléncia nem sempre iriam



ter uma resposta afirmativa; porém, nao conseguiram apresentar nenhum contra-
exemplo. Na ultima se¢ao de [17] os autores caracterizam alguns anéis sobre os

quais um moédulo simples tem fecho injetivo com comprimento finito.

No ano de 1971, Michler e Villamayor estudaram em [14] os anéis sobre os quais
um modulo simples é injetivo. Neste artigo, eles conseguem fazer uma caracterizagao
de tais anéis. Posteriormente, estes anéis foram chamados de V-anéis em homenagem

a Villamayor.

Y. Hirano, no ano de 2000, fez em [8] uma caracterizagao dos anéis sobre os
quais todo moédulo com comprimento finito tem fecho injetivo com comprimento
finito, chamando tais anéis de m-V-anéis. Além disso, Hirano provou que algumas

extensoes normais finitas dos m-V-anéis sao também m-V-anéis.

Nesta dissertacao estudamos as contribuicoes de Rosenberg e Zelinsky ao Pro-
blema 1, bem como as caracterizagoes de Hirano dos m-V-anéis. A dissertacao esté
dividida em trés capitulos. No Capitulo 1 apresentamos os pré-requisitos necessérios

para o desenvolvimento detalhado dos capitulos posteriores.

No Capitulo 2 discutimos os resultados obtidos por Rosenberg e Zelinsky, os quais
aparecem na segunda se¢ao de [17]. Este Capitulo esta dividido em duas segoes:
na primeira, apresentamos algumas equivaléncias para quando um R-moédulo de
comprimento finito é imerso num R-modulo injetivo de comprimento finito, exigindo
que o anel R apenas tenha unidade; a segunda secao esta dividida em duas subsegoes
e nelas assumimos, além da unidade, que R seja artiniano a esquerda, enquanto
que na segunda, R é um anel artiniano. Para encerrar esta secao mostramos dois
resultados nos quais um anel ser finitamente gerado a direita sobre um subanel,

implica que também ¢ finitamente gerado a esquerda sobre o mesmo subanel.

No Capitulo 3 discutimos os resultados de Hirano sobre os 7m-V-anéis e os n-V-
anéis. Na primeira secao apresentamos a caracterizacao dos m-V-anéis e os n-V-
anéis, como também algumas propriedades deles. Na tltima secao mostramos que

uma extensao normal finita de um 7-V-anel também é um w-V-anel.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo, além de fixar notagoes, apresentamos alguns conceitos e resulta-
dos da Teoria de Anéis e da Teoria de Modulos necessarios para a compreensao dos
Capitulos 2 e 3. A maioria dos resultados aqui apresentados nao sao demonstrados
no texto, por serem resultados classicos e para evitar que a dissertacao se torne
muito extensa. O leitor interessado pode consultar as respectivas demonstragoes

nas referéncias citadas.

Assumimos familiaridade com os seguintes conceitos: anel, ideal, ideal & es-
querda, ideal a direita, modulo, submoédulo e bimodulo. Dados dois anéis com
unidade R e T', como é usual na Teoria de Moédulos, um R-moédulo & esquerda M
serda denotado por gM; um T-moédulo a direita N, por Np; e um (R, T)-bimédulo

P, por RPT-

1.1  Mobdulos, R-homomorfismos e Sequéncias
Exatas

Embora vérios resultados apresentados neste capitulo valem para anéis sem unidade,

no que segue, i sempre denotara um anel com unidade.

Definicao 1.1.1. Seja M um R-moddulo a esquerda. O anulador de M, denotado

AnnM , € definido como sendo o conjunto:

AnnM :={r e R:rM = 0}.

Nao é dificil verificar, diretamente da definicao, que AnnM é um ideal de R.



Proposicao 1.1.2. Seja I um ideal do anel R.

1. Se kM € um R-mddulo e I C AnngM, entao M é um R/I-mddulo & esquerda
com a operagao definida pela correspondéncia - : R/I x M — M dada por

(7,m) — 7 -m = rm.

2. Se Mg € um R-mddulo e I C AnnMpg, entdo M € um R/I-mddulo a direita
com a operagao definida pela correspondéncia - : M x R/I — M dada por

(m,7) —> m -7 =mr.

Em outras palavras, o que diz a proposi¢ao anterior é que se I C AnngM (resp.
I C AnnMpg) entao a agao a esquerda (resp. a direita) do anel R/I sobre M ¢é a

mesma do anel R sobre M.

Demonstrag¢ao. Vamos provar o item 1, pois a prova do item 2 ¢é andloga. Como g M
¢ R-modulo, é suficiente mostrar que a operagao esta bem definida. Ser, =7 € R/I,
entdo r; —r € I. Logo, (11 — r)m = 0 para todo m € M; e entdo 71 - m = rym =

rm =7 -m, para todo m € M. O

Definicao 1.1.3. Se M e N siao R-mddulos a esquerda, uma aplicagio f : M — N

€ um R-homomorfismo se é uma funcao que satisfaz:

1. f(my+mgy) = f(my) + f(mz), para todos my, mq € M;

2. f(rm) =rf(m), para todo m € M e para todo r € R.
Analogamente, define-se um R-homomorfismo de R-mddulos a direita.

Denotaremos por 1,; o R-homomorfismo identidade de um R-moédulo M. Um
R-homomorfismo f : M — M sera chamado de R-endomorfismo. Dado um R-
homomorfismo de médulos f : M — N, o niicleo de f, denotado por Ker(f), é
o conjunto {m € M : f(m) =0} C M e a imagem de f, denotada por Im(f), ¢ o
conjunto {f(m): m € M} C N. Note que Ker(f) ¢ R-submodulo de M e Im(f)
¢ R-submo6dulo de N. Um R-monomorfismo é um R-homomorfismo injetor, e um
R-epimorfismo é dito um R-homomorfismo sobrejetor. Um R-homomorfismo que é

injetor e sobrejetor ¢ um R-isomorfismo.



Observacao 1.1.4. Vamos usar o simbolo “ = 7 para indicar um isomorfismo entre
duas estruturas algébricas, nao somente de R-mddulos. Assim, quando escrevemos
V =W, queremos dizer que Ve W possuem a mesma estrutura algébrica com suas

respectivas propriedades.

Para dois R-médulos M e N, o grupo de todos os R-homomorfismos (& direita
ou a esquerda) de M em N sera denotado por Hompg(M, N) e tal grupo é abeliano
(aditivo). Quando M = N, em lugar de Hompg(M, N) escreveremos Endg(M), ou

simplesmente End(M), para denotar o grupo de R-endomorfismos de M.

Um problema de interesse na teoria ¢ proporcionar uma estrutura de modulo
para o grupo Hompg(M, N). Nao é dificil verificar que se o anel R é comutativo, de
fato, Homg(M, N) tem uma estrutura de R-modulo. O seguinte teorema apresenta

outras formas de proporcionar uma estrutura de modulo para o grupo Hompg(M, N).

Teorema 1.1.5. ([7], Chapter IV, Theorem 4.8) Sejam R e T anéis com unidade.

Entao:

1. Dados um (R, T)-bimdédulo pM ¢ e um R-mddulo gpN, Homg(gMp, gN) € um
T-mddulo a esquerda definindo a agao, para todo f € Homg(rMp,gr N) e todo
teT:

(tf)(m) = f(mt), para cada m € M;

2. Dados um R-mdodulo gpM e um (R, T)-bimddulo RN, Homgr(rM, grN7) € um
T-mddulo & direita definindo a agao, para todo f € Homgp(rM, rNr) € todo
telTl:

(ft)(m) = f(m)t, para cada m € M.

Fixando um R-mo6dulo S, para cada R-homomorfismo f € Homg(M, N) pode-se
associar um homomorfismo de grupos
f*: Homg(N,S) — Homg(M,S)
p — polf.
Quando Hompg(N, S) e Homg(M,S) sao R-modulos a direita (resp. a esquerda),
entdo f* ¢ um R-homomorfismo de modulos & direita (resp. a esquerda). A seguinte

proposicao tem algumas propriedades deste homomorfismo.



Proposigao 1.1.6. ([16], pgs. 134 e 135) Sejam f € Homgr(N, P) eg € Homgr(M,N).
Entao

1. (fog) =g of
2. <1N>* == 1H0mR(N,S)7'

3. (ON)" = OHomp(N,s)-

Definicao 1.1.7. Seja {fi: M; — M;.1},.; uma familia de R-homomorfismos.
Dizemos que a sequéncia:

fi—2 fic1 fi Jit1
— M - M; - Mt

¢ exata em M; se Ker(f;) = Im(fi—1). Se a sequéncia € exata para todo M;, entao

dizemos esta € uma sequéncia exata.
Note que, se f : M — N é um R-homomorfismo, entao:

e 0— M L5 N éexata se, e somente se, f € um R-monomorfismo;
o M L3 N 5 0¢exata se, e somente se, f ¢ um R-epimorfismo.
Definicao 1.1.8. 1. Uma sequéncia exata de R-mddulos
0— M- NP0
¢ chamada de sequéncia exata curta.

2. Dizemos que uma sequéncia 0 — M N cinde, se existe um R-homomorfismo

f'o N — M tal que f'o f = 1y.
3. Dizemos que uma sequéncia P —25 Q — 0 cinde, se existe um R-homomorfismo
g :Q — P tal que go g = 1q.
Pode-se mostrar que numa sequéncia exata curta 0 — M SN P 0,
0 — M L N cinde se, e somente se, N -~ P — 0 cinde.

Proposicao 1.1.9. Se a sequéncia de R-modulos M TN 5P 506 uma

sequéncia exata, entdo a sequéncia
0 — Homg(P,S) N Hompg(N, S) AN Hompg(M, S),

também € exata para todo R-mddulo S, isto é, Im(g*) = Ker(f*) e g* é R-monomorfismo.



Demonstracao. Seja ¢ € Hompg(P,S) tal que g*(p) = pog = 0. Como g é
epimorfismo, ¢(P) = 0. Logo ¢ = 0 e entao Ker(g*
Im(g*) = Ker(f*).

) = 0. Resta mostrar que

Como Ker(g) = Im(f), segue que go f = 0. Entao, dado ¢*(¢) = gog € Im(g*),
temos f*(g*(p)) = f*(pog) =¢o(gof) =9o0=0. Logo Im(g*) C Ker(f*).
Por outro lado, se ¢ € Ker(f*), entao f*(¢)) = o f =0.

Vamos mostrar que ¢ : P — S dada pela correspondéncia y — (x), onde
g(x) =y, esta bem definida. De fato, como g é epimorfismo, para cada y € P, existe
z € N tal que g(x) = y. Além disso, se ¢(y1) = ¢(y2) entdo ¥(z1) = (xq), sendo
y1 = g(x1) e yo = g(x2). Note que para concluir que y; = ys é suficiente mostrar
que Ker(g) C Ker(v). Logo por hipétese, para cada x € Ker(g) existe z € M tal
que f(z) = z. Dado que ¢ o f = 0, entdo para cada x € Ker(g) existe z € M tal
que ¥(z) =¥ (f(z)) = 0. Logo Ker(g) C Ker(¢) e ¢ estd bem definida.

Além disso, como ¥ e g sao R-homomorfismos, também ¢ o é. Por ltimo, da
defini¢ao de ¢ segue que 1) = ¢ o g = g*(¢). Entao Ker(f*) C Im(g*). O

Proposicao 1.1.10. (/16], Proposicao V.1.5) Seja {M;},.; uma famiia de R-

modulos a esquerda e S um R-modulo a esquerda dado. Entao:

1. HomR(S, HM]) = HHomR(S7 Mj);

jeJ jeJ
2. Homp( @ M;,S) = [[Homr(M,,S).
jGJ jeJ

Definicao 1.1.11. Dado um anel R define-se o anel oposto, denotado por R°P, como
sendo a estrutura algébrica (R,+,-p) onde (R,+) € a estrutura de grupo abeliano

de R e o, € 0 produto definido por x .,y := yz, para todos z,y € R.

Proposicao 1.1.12. Para qualquer anel R, R? = End(rR) como anéis.

Demonstragao. Definindo a aplicagao 1) como segue

b :RP—End(gR)
r — Y(z) :R—R
r —(x)(r) =rz

temos que:



e ¢y ¢ um homomorfismo de anéis: pois para todos z,y € R, tem-se ¢ (z +
y)(r) =r(x+y) =rx+ry = Y(x)(r) + ¥(y)(r), para cada r € R; isto é,
Y(z+y) = Y(x)+1(y). Também, para todos z,y € R?, tem-se ¢(z-py)(r) =
(@ o y) = r(yr) = (ry)r = () (ry) = (@)Y (y)(r)], para cada r € R; isto
& (2 opy) = () 0 P(y).

e ¢ é injetor: se ¢(x) = ¢(y), entdo rz = ry, para todo r € R. Logo, para

r = 1, obtemos que = = y.

e i) é sobrejetor: dado f € End(rR), seja f(1) = xy. Logo, para todo r € R
temos f(r) = rf(1) = rzo = ¢(zo)(r); isto & f = ¥(zo).

Portanto, 1 é isomorfismo de anéis. O

1.2 Sequéncias de Composicao

Definicao 1.2.1. Seja M um R-mddulo. Dadas duas cadeias finitas de R-submddulos
de M :
(1)) M=My>M D...0M,=0

(i) M=My,>M >...OM, =0,

diz-se que (i1) € um refinamento de (i) se todo sumddulo que figura em (i) estd em
(17), e que (i) € um refinamento proprio de (i) se (ii) € um refinamento de (i)

e, além disso, (it) possui submddulos distintos dos que figuram em (i).

Uma cadeia finita M = My D My O ... D M, = 0 que nao admite nenhum
refinamento proprio é uma sequéncia de composi¢cao. O inteiro r é chamado de

comprimento da sequéncia.

Definicao 1.2.2. Duas sequéncias de composi¢ao:
(i) M=MyD>M D...OM, =0

(i) M=My,>M >...OM,=0

sao ditas sequéncias equivalentes ser = r' e existe uma permutacao o do conjunto
{0,1,...,r — 1} tal que (M;/M; 1) = (M(’T(i)/M(;(i)H), 0<i<r-—1.



Lema 1.2.3. [Zassenhaus/([16], p.170, Lema 1.) Seja M um R-mddulo. Se N C P
e N' C P sao R-submddulos de M, entao

N+ (PNP) PNPF o N+ (PNnP)

~

N+(PNN) (NOP)+(N'NnP) N+ (P NN)

Lema 1.2.4. [Schreier|([16], p.171, Lema 2.) Para quaisquer duas sequéncias
(1)) M=My>M D...OM,=0
(i) M=My,>M >...OM, =0,
existem refinamentos (i)' e (ii)’, respectivamente para (i) e (ii), que sdo equivalentes.

Teorema 1.2.5. [Jordan-Holder|([16], Proposi¢io VI.3.1.) Seja M wum R-mddulo

que admite uma sequéncia de composicao. Entao:

1. Toda cadeia de submddulos estritamente descendente € finita e admite um re-

finamento, que € uma sequéncia de composicao;
2. Duas sequéncias de composicao de M sao equivalentes.

Corolario 1.2.6. Se M admite uma sequéncia de composicao, entao todo submaddulo

de M admite uma sequéncia de composi¢ao.

O item 2 do Teorema 1.2.5 permite dar a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.2.7. Se um maodulo M admite uma sequéncia de composicao, o com-
primento de M, denotado por (r(M), é o comprimento desta sequéncia de com-

POSICa0.

Definicao 1.2.8. Um R-modulo a esquerda M € dito artiniano se toda cadeia

decrescente de R-submdodulos a esquerda
MyDM,D...DM,D...

€ estaciondria, isto €, existe ng tal que M,, = M, para todo inteirot > 0. Um R-
modulo a esquerda M € dito noethertano, se toda cadeia crescente de R-submodulos
a esquerda

My CM,C...CM,C...

¢ estaciondria, isto €, existe ng tal que M,, = My, para todo inteiro t > 0.
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Analogamente, pode-se definir um R-mddulo artiniano (resp. noetheriano) a di-
reita. Um mddulo € artiniano (resp. noetheriano) se é artiniano (resp. noetheriano)

a esquerda e a direita.

Observagao 1.2.9. Na literatura matemdtica algumas vezes para fazer referéncia a
um R-mddulo artiniano a esquerda (resp. a direita) se diz que o mddulo satisfaz a
condi¢ao de cadeia descendente (DCC) a esquerda (resp. a direita). Analogamente,
se diz que um R-mddulo € noetheriano a esquerda (resp. a direita) se satisfaz a

condi¢ao de cadeia ascendente (ACC) a esquerda (resp. a direita).

Proposigao 1.2.10. ([7], Chapter IV, Theorem 1.11) Seja M um R-mddulo & es-
querda (resp. a direita). Entao M € artiniano e noetheriano se, e somente se, M

tem uma sequéncia de composicao.

Proposicao 1.2.11. Sejam N, M e L R-mddulos a esquerda (resp. a direita). Se
0—NLMEL -—0¢una sequéncia exata, entao M € artiniano (resp.

noetheriano) se, e somente se, N e L sao artinianos (resp. noetherianos).

Demonstrag¢ao. Vamos fazer a prova sé para o caso de R-moédulos artinianos, pois o

caso de R-modulos noetherianos é anéalogo.

(=) Assumimos que M é artiniano. Sejam L; O Ly O ...e Ny D Ny DO ...
cadeias descendentes de R-submoédulos de L e N, respectivamente. Logo,
g L) D g (Ly) D ... e f(N1) D f(Ny) D ... sao cadeias descendentes de R-
submodulos de M. Como M é R-moédulo artiniano, existem inteiros positivos ¢ e to
tais que ¢ (Lyy45) = g (L) € f(Niyvj) = f(Ny,), para todo inteiro j > 0. Entao,
como g é sobrejetora, Ly, +; = Ly, e, como f € injetora, N;,,; = N;, para todo inteiro

j = 0. Portanto, L e N sao R-modulos artinianos.

(<) Assumimos que N e L sao R-modulos artinianos. Seja M; O My O ... uma
cadeia descendente de R-submodulos de M. Dai, obtemos as cadeias descendentes
de R-submodulos, f~1(M;) 2 f7'(My) 2 ...e g(M;) 2 g(My) 2 ...,de N e L,
respectivamente. Como N e L sao artinianos, existem inteiros positivos t; e ty tais
que fTH( My ;) = fH(My,) e g(Miy+j) = g(M,,) para todo inteiro j > 0. Agora, se
t = max{ty,ts}, obtemos que f~1( My ;) = f~1(M,;) e g(M,y;) = g(M,) para todo
inteiro 5 > 0.
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Dado j > 0 um inteiro fixo, vamos mostrar que M; = M, ;. Para isto, como
M, O M, ;, ¢ suficiente mostrar que M; C M,,;. Seja x € M,;. Temos entao que
g(x) € g(My) = g(Myy;) e, assim, existe y € M;;; tal que g(xz) = g(y). Logo,
r—y € Ker(g) = Im(f) e, como z —y € M;, obtemos que f(z) =z —y para algum
z e fH(M,) = f~1(My;). Dai, segue que x = f(2) +y € M. O

Proposicao 1.2.12. Se My,..., M; sao R-mddulos & esquerda (resp. a direita)
t
entio M = & M; é um R-mddulo finitamente gerado & esquerda (resp. a direita)
j=1
se, e somente se, cada M; € finitamente gerado a esquerda (resp. a direita).

Demonstracao. Vamos fazer a prova para R-moédulos a esquerda, pois a prova para

os R-modulos a direita é analoga.

Se g M é finitamente gerado, existem my, ..., my; € M tais que para todo m € M

fixo:
2

m = E rymy, para alguns, ry,...,r. € R.
=1

t
my; com my; € M;.
=1

t
Como M = @ M; entao, para cada l = 1,...,k, temos m; =
j=1 j=

Dai, segue que:

S (5) £E) ()

=1 7=1 j=1 j=1 =1

k
Observamos que para j = 1,...,t, > rymy; € gM;. Em particular, se m € pM;,
1=1

entao

t k k ¢ k t
m = Z (Zrmm) e dai m—Zrlmli = Z (anlj> € Mlﬂ Z M; = (0).
j=1 \I=1 =1 i#j=1 \ =1 ij=1

k

Logo, m = ) rymy;. Portanto, para cada i = 1,...,t, gM; = g < Mmas, ..., My >.
=1

Reciprocamente, se os R-modulos g My, ..., gM; sao finitamente gerados, nao é

dificil ver que a uniao de todos geradores dos rM; é um conjunto gerador de pM. [

Definicao 1.2.13. Um anel R € artiniano (resp. noetheriano) & esquerda se o
mddulo reqular rR € artiniano (resp. noetheriano) a esquerda. Analogamente, pode-
se definir um anel artiniano (resp. noetheriano) a direita. Um anel artiniano (resp.

noetheriano) é um anel artiniano (resp. noetheriano) a esquerda e a direita.
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1.3 Radical de Jacobson e Semissimplicidade
Definigao 1.3.1. O radical de Jacobson do anel R, denotado por J(R), é definido
como a intersecao de todos os ideais maximais o esquerda de R.

Definicao 1.3.2. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda.

1. M é dito um R-mddulo simples (ou irredutivel), se M # 0 e os tunicos

R-submddulos de M sao O e M.

2. M € dito um R-mddulo semissimples (ou completamente redutivel), se cada

submddulo de M € um somando direto de M.

E imediato da definicao anterior que todo R-mo6dulo simples é semissimples, mas
a reciproca nao é verdadeira. Por exemplo, o moédulo nulo é semissimples e nao é

simples.

Lema 1.3.3. (/13], Lemma 4.1) Seja R um anel. Para cada y € R, as sequintes

condicoes sao equivalentes:

1. y € J(R),
2. 1 —xy € inversivel a esquerda, para qualquer x € R;
3. yM =0, para qualquer R-modulo simples a esquerda grM .
Corolario 1.3.4. Seja S a familia de todos os R-modulos a esquerda simples. Entao

J(R) = ﬂ AnnM.
MeS

Em particular, J(R) € um ideal de R.

Demonstra¢ao. Aplicando o Lema 1.3.3 temos que: y € J(R) se, e somente se,

yM = 0, para todo R-mdédulo a esquerda M € S.

Como, para cada M € S, AnnM é um ideal e a intersecao de ideais é um ideal,

segue que J(R) é um ideal de R. O

Proposicao 1.3.5. kM ¢é um R-mddulo simples se, e somente se, M = R/I como

R-maddulos a esquerda, para algum ideal a esquerda maximal I de R.
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Proposigao 1.3.6. ([16], Teorema VI.3.1.) Seja M um R-mddulo & direita ou a
esquerda. A cadeia

M=M,DM>D...OM =0,

¢ uma sequéncia de composi¢io se, e somente se, cada quociente M;/M;.1, é um

R-modulo simples, parat=10,...,r —1.

Proposigao 1.3.7. ([7], Chapter IV, Theorem 1.8) Se o anel R é noetheriano (ar-
tiniano) o direita, e Mg € um R-mddulo a direita finitamente gerado, entdo Mg

também é noetheriano (artiniano).

Proposigao 1.3.8. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda. Se N e K sao
R-submodulos de pM tais que {p (M/N) =1 < 00 e b (M/K) = 1" < 00, entao

lr (5pg) <7+
Demonstragao. Por hipotese, existem as sequéncias de composi¢ao:
M/N =My/ND>...ODOM,/N=0 e M/K=M)/K>...O>M,/K=0

dos R-modulos & esquerda M/N e M/K, respectivamente. Assim, pela Proposi¢ao

. M;/N MJ’./K - . - .

1.3.6, segue que os quocientes M1 /N © M, R sao simples para i =10,...,7r—1e
. M;/N ~ M; M/K ., M] , .

=0,...,7—1. Como = e =~ —2 como R-moédulos a esquerda
J 1i ,M¢+1/N My © M /K — M, q ,

, M . .
obtemos que MMZ e 37— sao simples, parai=0,...,r—1ej=0,... ;7" —1. Com
i+l j+1

os fatos anteriores, vamos construir uma sequéncia de composicao para o R-modulo

a esquerda N%K.

Na cadeia de R-médulos

M__ M M N
NNK NNnK~ "~ NNK NNK

M;/(NNK) ~ M;

(1.1)

temos que, para i = 0,...,r — 1 como R-moédulos a esquerda.

? My /(NOK) ™ Mipa
Logo, como cada R-modulo a esquerda MML é simples, segue que cada quociente
% é um R-moédulo a esquerda simples. Consideramos a cadeia de R-modulos
a esquerda: / )
N MiN N M, NN
=2 D..D "~ =0. (1.2)
NNK NNK NNK
Temos, para cada j =0,...,7 — 1, que a aplicacdo

©; M]’ N N—>J\4j’-/MJ'~Jrl
r x4 M,
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¢ um R-homomorfismo. Observamos que x € Ker(y;) se, e somente se, v € M;NN e

r € M, se, e somente se, z € M}, ;N N. Dafi, pelo Teorema dos R-homomorfismos,

) ] _ . MnN M M o
existe um R-monomorfismo ¢; : e — i Logo, como i ¢ um R-moédulo
. . MION ., M M/AN )

a esquerda simples, segue que MTaAN S O AL AN 0. Assim, temos
MJ’.mN:MJ’.HmN o (M;NN)/(NNK) ~ M;NN ~ M;
NNK NNK (M, ,NN)/(NNK) M, NN M,

como R-modulos a esquerda. Assim, se tirarmos da cadeia (1.2) os submodulos

repetidos A]{/:[](V = M]{%;N, obtemos uma cadeia
N M!NN NN
= ... 2—— =0, (1.3)
NNK NNK NNK
onde cada quociente Aﬁ?g ¢ um R-modulo & esquerda simples, paral =0,...,r"—1.
Logo, juntando as cadeias (1.1) e (1.3), obtemos que a cadeia
M M, M, N  M{NN 5 ,ﬁ’,,ﬂNZO

— 5.0 = = D, L
NNK NNK NNK NNK NNK NNK
é uma sequéncia de composigdo para o R-modulo a esquerda M/(N N K), pela

Proposicao 1.3.6. Como r” < 1/, obtemos que (r (%) <7 4r. O

Proposigao 1.3.9. ([13/, Observagao 2.2) Todo submddulo e todo quociente de
um modulo semissimples também é semissimples. Também a imagem por um R-

homomorfismo de um R-mddulo semissimples € semissimples.

Teorema 1.3.10. (/13], Theorem 4.12) Seja R um anel artiniano a esquerda. Entao
J(R) € o maior ideal & esquerda nilpotente de R, e também o maior ideal a direita

nilpotente.

Proposicao 1.3.11. (/13/, Proposition 4.6) Seja U um ideal de R tal que U C J(R).
Entao
J(R/U)=J(R)/U.

Teorema 1.3.12. ([13], Theorem 2.4) Para todo R-mddulo rpM, as sequintes pro-

priedades sao equivalentes:

1. M € semissimples;

2. M € uma soma direta de uma familia de submddulos simples;
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3. M € a soma de uma familia de submaodulos simples.

Proposicao 1.3.13. Seja M um R-mddulo & esquerda (resp. a direita) semissim-
ples. Entao M € noetheriano & esquerda (resp. a direita) se, e somente se,é artini-
ano a esquerda (resp. a direita) se, e somente se, € finitamente gerado & esquerda

(resp. a direita).

Demonstracao. Como M é semissimples, pelo item 2 do Teorema 1.3.12, M tem
que ser soma direta de R-modulos simples, isto é, M = @ S;, com S; um R-mo6dulo
simples. Dali, basta observar que tomando s6 uma das Jt%s hipoteses, M artiniano,
ou M noetheriano ou M um R-moédulo finitamente gerado, obtemos que M =
é S;. Logo, obtemos que M ¢ um R-mdédulo artiniano, noetheriano e finitamente
gaiado. O]
Proposicao 1.3.14. ([16], Proposi¢io VI.5.3) Um R-mddulo a esquerda, ou a di-

reita, semissimples € finitamente gerado se, e somente se, é de comprimento finito.

Proposicao 1.3.15. (Lema de Schur) Seja M um R-mddulo simples 4 esquerda ou

a direita. Entao Endg(M) € um anel de divisao.

Demonstrag¢ao. Vamos fazer a prova para quando M é R-moédulo a esquerda pois
a prova do outro caso é analogo. Seja f € End(grM) nao-nulo. Como gM é
simples e o nucleo e a imagem de R-homomorfismos sao R-submodulos de g M,
entdo Ker(f) = 0e f(gM) = gM. Assim, f é um R-isomorfismo. Logo, existe
f~' € End(rM) e, entao, End(rM) ¢ de fato um anel de divisao. O

Teorema 1.3.16. (/13/, Theorem 2.5) Para um anel R as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

1. Toda sequéncia exata curta de R-mddulos a esquerda cinde;

2. Todos os R-modulos a esquerda sao semissimples;

3. Todos 0os R-maodulos a esquerda finitamente gerados sao semissimples;
4. Todos os R-maodulos a esquerda ciclicos sao semissimples;

5. O R-mddulo reqular rR € semissimples.
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Definigao 1.3.17. Um anel que satisfaz uma das condi¢oes anteriores (e portanto

todas) € dito um anel semissimples a esquerda.

Teorema 1.3.18. [Wedderburn-Artin/(/13], Theorem 3.5) Seja R um anel semis-
simples. Entao R = M, (D) x---xM,, (D,) para alguns anéis de divisao adequados
D+, ..., D, e numeros inteiros positivos ny,...,n,. O numero r € unicamente deter-

minado como também o sao, a menos de isomorfismo, os pares (nqy, D1), ..., (n., D).

Corolario 1.3.19. (/13/, Corollary 3.7) Um anel R é semissimples a esquerda se,

e somente se, € semissimples a direita.

Proposicao 1.3.20. Todo anel semissimples € finitamente gerado.

Demonstrag¢ao. Se R é semissimples, pelo item 5 do Teorema 1.3.16 e o item 2 do

Teorema 1.3.12, segue que R = @ U;, onde cada U; é ideal a esquerda minimal de
iel

R. Como 1€ R, entao 1 =uy +---+u, comu; € U;;, 1 <j <n. Logo, R ¢é gerado

pelo conjunto {uy, ..., u,}. ]

Definicao 1.3.21. O socle de um R-mddulo M é a soma de todos os R-submodulos

simples de M.

Proposicao 1.3.22. Seja gkN um R-mddulo semissimples e gM um R-mddulo com
socle S. Entao Homgr(N,M) = Homg(N, S).

Demonstrag¢ao. Do Teorema 1.3.12 e da Definicao 1.3.21, segue que o socle S é o
maior submoédulo semissimples de M. Pela Proposi¢ao 1.3.9 toda imagem por um

R-homomorfismo de um moédulo semissimples é também semissimples. Assim
Hompg(N,M) = Hompg(N,S).
O

Definigao 1.3.23. Um anel R € dito Jacobson semissimples (ou J-semissimples)
se J(R) = 0.

Corolario 1.3.24. Para todo anel R, R/J(R) € J-semissimples.

Demonstracio. E imediato da Proposicao 1.3.11. O]
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Teorema 1.3.25. ([13/, Theorem 4.14) Para qualquer anel R, as sequintes afirma-

coes sao equivalentes:

1. R € semissimples;
2. R é J-semissimples e artiniano a esquerda.

Corolario 1.3.26. R/J(R) € semissimples se R é artiniano a esquerda.

Demonstracdo. E imediato do Corolario 1.3.24 e o item 2 do Teorema 1.3.25. n

Teorema 1.3.27. ([13/, Theorem 3.3) Seja D um anel de divisao e seja R = M, (D)

o anel de matrizes n X n com entradas em D. Entao:

1. R ¢ simples, semissimples a esquerda, artiniano & esquerda e noetheriano a

esquerda,

2. R tem, a menos de isomorfismo, um unico modulo a esquerda simples V. Além

disso, R age fielmente sobre V e R = nV;

3. O anel de endomorfismos End(gV'), visto como um anel de operadores a direita

sobre V', € isomorfo a D.

Observagao 1.3.28. Com respeito ao item 1 do Teorema 1.5.27, também € possivel

provar que o anel R € artiniano a direita e noetheriano a direita.

1.4 Anéis Triangulares

Proposicao 1.4.1. Seja M um R-bimddulo. Entao

A::{(S T) re R, mEM},

€ um anel com as operagoes usuais de matrizes. Além disso:

1. Os ideais a esquerda de A sao da forma I = 6 T crel, me ]2},

com I; um ideal a esquerda de R e Is um R-submddulo a esquerda de M que

contém M.
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2. Osideats a direita de A sao da forma J = { 6 ™) re Ji, m € Jg}, com
J1 um ideal a direita de R e Jy um R-submodulo a direita de M que contém

J1M.

Demonstracao. A verificagao de que A é anel nao é dificil. Vamos fazer a prova do

item 1. A prova do item 2 é analoga.

Se I = { 6 T crel;, me ]2}, com [; um ideal a esquerda de R e I, um

R-submodulo a esquerda de M que contém M I, é imediato que [ é ideal & esquerda
de A.

Reciprocamente, se I é um ideal & esquerda de A, definimos

ni=f{rer: (5 M) et} en={me: (j T)er}

Nao ¢ dificil verificar que I; é um ideal & esquerda de R, I é um R-submoédulo a

esquerda de M que contém M1, e I = {(6 T) crel;, me ]2}. O

Apresentamos um outro resultado que é uma generalizagao da Proposigao 1.4.1,

cuja demonstracao é analoga a anterior e nao sera apresentada aqui.
Proposicao 1.4.2. Sejam R e S anéis e gMg um (R, S)-bimddulo. Entao,

A= (]g ]\SJ):{<6 TZ) re R, me M, 365},

€ um anel com a soma e o produto usual de matrizes. Além disso:

1. Os ideais a esquerda de A sao da forma

(5L I
e ()

com Iy um ideal & esquerda de R, I3 um ideal a esquerda de S e Iy um R-

submdodulo de gM que contém MIs.

2. Os ideais a direita de A sao da forma

_ (1 I>
1._(0 13)

com Iy um ideal a direita de R, I3 um ideal a direita de S e Iy uwm S-submddulo

de Mg que contém I M.
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3. Os ideais de A sao da forma

(L I
I= (o 13)

com Iy um ideal de R, I3 um ideal de S e Iy um R-subbimodulo de rpMg que

contém tanto M I3 quanto I M.

1.5 Moébdulos Injetivos

Nesta secao, diremos apenas que M ¢ um R-moédulo para significar que M é um
R-modulo a esquerda. Cabe observar que todos os resultados valem para R-modulos

a direita de forma anéloga.

Definicao 1.5.1. Um R-mddulo gl € injetivo se, para todo R-homomorfismo injetor
g : A — B de R-mddulos a esquerda e todo R-homomorfismo h : A — I existe

um R-homomorfismo h' : B — I que faz comutar o sequinte diagrama:

g

0 - A - B

Proposicao 1.5.2. ([5/, Lemma 5-1.2) Seja {M;},_; wma famdia de mddulos. En-

tao [[ M; € injetivo se, e somente se, M; € injetivo, para cada j € J.
jed

Proposicao 1.5.3. Um R-mdodulo a esquerda I € injetivo se, e somente se, para cada
R-monomorfismo f : kM — grN, 0o homomorfismo de grupos f* : Homg(N,I) —

Hompg(M,I) é um epimorfismo.

Demonstragao. Seja ¢ € Hompg(M,I). Temos que I é injetivo se, e somente se,
para cada R-monomorfismo f : M — N existe um R-homomorfismo f': N — [
tal que ¢ = f'o f = f*(f’) se, e somente se, f* é um epimorfismo para cada

R-monomorfismo f: M — N. O]

Corolario 1.5.4. Um R-maodulo rI € injetivo se, e somente se, para cada sequéncia
exata curta de R-modulos a esquerda 0 — M IyN L P 0a sequéncia de
grupos

0 — Homgp(P,I) < Homg(N,I) L5 Homg(M,I) — 0,
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também € uma sequéncia exata.

Demonstracio. E consequéncia imediata das Proposicoes 1.1.9 e 1.5.3. O]

Definicao 1.5.5. Um R-modulo rRE O rM ¢ uma extensao essencial do maodulo

rM se cada submodulo nao nulo de E tem intersecao nao nula com M; se rE €

-

uma extensao essencial de rM, escrevemos M C, E. Uma extensao M C, rE €

dita maximal se nenhum mdodulo, que contém propriamente E, € extensao essencial

de M.

Teorema 1.5.6. (/12/, Theorem 3.30) Sejam I um R-mddulo e M um R-submddulo.

As sequintes propriedades sao equivalentes:

1. M <. I mazimal;
2. I € injetivo e essencial de M ;
3. I € o menor injetivo contendo M.

Definigao 1.5.7. Se os R-mddulos M e I satisfazem uma das trés propriedades (e

portanto todas) do Teorema 1.5.6, entio I é um fecho injetivo de M.

Lema 1.5.8. ([12], Lemma 3.28) Um R-mddulo M ¢ injetivo se, e somente se, nao

tem extensoes essenciais proprias.

Lema 1.5.9. ([12], Lemma 3.29) Qualquer R-mddulo M tem uma extensao essen-

cial maximal.

Do Lema 1.5.9 e Teorema 1.5.6, segue que todo modulo tem um fecho injetivo.

Proposicao 1.5.10. ([12/, Corollary 3.32) Dois fechos injetivos de um mddulo sao

1somorfos.

A Proposicao 1.5.10 permite falar, a menos de isomorfismo, de um tnico fecho
injetivo para um modulo. A partir de agora, o fecho injetivo de um modulo M seré

denotado por E(M).

Proposicao 1.5.11. (/12/, Corollary 3.33) Sejam M, N e I R-mddulos. Entao:

1. Se I é um mddulo injetivo que contém o mddulo M, entao I O E(M);
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2. Se M C. N entio E(M) = E(N).

Proposicao 1.5.12. Sejam M;, j = 1,...,n, R-modulos. Se M = é]\/[j entao
j=1

E(M) = & E(M,).
]:
Demonstragao. Como M; C E(M,), da Proposicao 1.5.2 e o item 3 do Teorema
1.5.6, segue que E(M) = E(& M,;) C E <é E(Mj)> = & E(M,).
j=1 j=1 j=1

Por outro lado, M; C M C E(M), para cada j = 1...,n. Logo, do item I da

Proposicao 1.5.11, obtemos que E(M;) C E(M). Entao, E(M) D & E(M;). O
j=1

Proposicao 1.5.13. Seja M um R-mddulo. Se E(M) tem comprimento finito entdo

M também tem comprimento finito.

Demonstra¢ao. Como M C E(M), basta aplicar o Corolério 1.2.6. ]

Proposicao 1.5.14. Seja gM um R-mddulo de comprimento com socle S e {r(M)
finito. Entao:

1. SC, M;

Demonstragao. 1. Se N é um submodulo nao nulo de M, pelo item 1 do Teorema
1.2.5, podemos obter a partir de 0 C N C M um refinamento M = My D ... D
ND...D M, 1 DM, =0 que é sequéncia de composi¢ao. Logo, M,_; ¢ um
submodulo simples contido em N. Assim, 0 # M,_; C NNS. Entao S C, M.

2. Utilizando o item 2 da Proposicao 1.5.11 e o item 1 anterior, concluimos entao
que E(S) = E(M).

Finalizamos esta se¢ao com o seguinte lema.

Lema 1.5.15. Seja R um anel com unidade. Se v € R € um elemento nao nulo e

I um ideal mazimal de R que contém o anulador de x, entao vE(R/I) # 0.
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Demonstra¢ao. Temos que o anulador de z, Ann(x) := {r € R : rz = 0}, é um
ideal a esquerda de R e a aplicacao f : R — Rz, definida pela correspondéncia
r — rx, ¢ um R-epimorfismo de modulos & esquerda com Ker(f) = Ann(z). Logo,
pelo teorema de R-homomorfismos, temos que existe um tnico R-isomorfismo de R-
modulos & esquerda, f: R/Ann(x) — Rz, que faz comutar o seguinte diagrama:

R f

Rz

R

R/Ann(z)
Agora, como Ann(z) C I, temos que a aplicacdo h : R/Ann(z) — R/I, definida
pela correspondéncia r + Ann(x) — r + I, ¢ um R-homomorfismo de R-mo6dulos
a esquerda nao nulo, pois I é ideal maximal de R. Agora, se i : R/I — E(R/I)
¢ a inclusao do R-modulo & esquerda R/I em seu fecho injetivo E(R/I), entao

g:=ioho f': Ry — E(R/I) é um R-homomorfismo nao nulo, pois g(z) # 0.

Como E(R/I) ¢ injetivo, segue que existe um R-homomorfismo de R-modulos a
esquerda i’ : R — E(R/I) que faz comutar o seguinte diagrama:
E(R/T)

\d

g

0 - Rt —— R

sendo i’ : Rr — R a inclusdo. Agora, note que 0 # g(z) = i’ o7’ (z) = i'(x) = xi'(1).
Assim, x(E(R/I)) # 0. O

1.6 Produto Tensorial de Mdbdulos

Definigao 1.6.1. Sejam Mg, gN R-mddulos e C um grupo (aditivo) abeliano. Uma
funcgao f: M x N — C' € dita balanceada se:

o f(my+mao,n) = f(my,n)+ f(me,n), para todos my,me € M e todon € N;
o f(m,ny +n2) = f(m,ny) + f(m,ns), para todo m € M e todos ny,ny € N;

e f(mr,n) = f(m,rn), para todo m € M, todon € N e todo r € R.
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Definicao 1.6.2. Sejam Mg e gRN R-mddulos. Se L € o grupo abeliano livre gerado

pelo conjunto M x N e H € o seu subgrupo gerado pelos elementos:
(ml +ma, n) o (m1> TL) - (m27 n)a (mv m +n2> o (m7 nl) - (ma nQ) € (mr, n) T (ma TTL),

sendo m,my,my € M, n,ni,ny € N er € R arbitrdrios, entao o produto tensorial
dos R-mddulos M e gN, denotado M @g N, é o grupo quociente L/H. Para cada

m € M e cadan € N vamos denotar a classe de equivaléncia (m,n)+ H por m®n.

Observagao 1.6.3. 1. Seja p : L — M ®gr N a projecao candnica e defina

T = pluxn. Entao m € uma func¢ao balanceada;

2. Como L é gerado pelos elementos (m,n) € M x N, seque que M &g N € gerado
pelas classes de equivaléncia m ® n. Assim, os elementos de M ®r N sao da
forma

t
Zzl(ml ®@mn;), comt €N, z; €7Z, n; € N, m; € M.
i=1

3. Quando M ¢é um R-mddulo & direita e N é um (R, T)-bimddulo temos que
M ®gr N tem estrutura de T-modulo a direita, dada pela acao definida por:
(m®n)t =m® (nt), para quaisquer m@n € M @r N et € T. Analogamente,
se M é um (T, R)-bimddulo e N é um R-mddulo & esquerda, entdo M @p N é
um T-mddulo & esquerda com a ag¢do definida por: t(m ®@n) = (tm) @ n, para

quatsquer m@n € M Qr N et €T.

Proposicgao 1.6.4. [Propriedade Universal/([5], Proposition 4-1.7) Com as mesmas
notagoes das Definicoes 1.6.1, 1.6.2 e as Observagoes em 1.6.3, se G € um grupo
abeliano e ¢ : M x N — G € uma fungao balanceada, entao existe um unico

homomorfismo de grupos p : M @g N — G que faz comutar o sequinte diagrama:
MxN —— M®@grN

® -
e
A'.

G

Proposicao 1.6.5. Sejam Mg e gN R-mddulos, e sejam My C Mg e N C Ng
R-submddulos. Se C' € o subgrupo de M ®r N gerado pelos elementos a’ @b e a @
coma€ M,be N,a € M' et € N entao,

(M/M'®r N/N') = [(M ©r N)/C]
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COmo grupos.

Demonstragao. Definimos ¢ : M/M'x N/N' — (M @z N)/C pela correspondéncia
(m+ M n+ N')r— (m®n)+ C. Temos que:

1. ¢ esta bem definida. Se (m; + M',ny + N') = (ma + M',ny + N’), entao segue
que m; —mg € M’ e ny —ny € N'. Logo, obtemos que m; @ n;y — mg ® ngy =
my®@ng —mo @ng +me @ny —me @ng = (Mg —Ma) @ny +my ® (N —ng) € C.
Assim, m; ®ny + C =my ®ny + C.

2. @ é balanceada. De fato,

e Para todos my,mg € M e todo n € N, ¢[(my + M') 4+ (mg+ M'),n+ N'| =
olmi+mo)+ M n+N]=[(m +m)@n]+C=(mn+me®@n)+C =
(m1@n+C)+ (my@n+C) = p(mi+ M ,n+ N')+p(my+ M, n+ N,

e Para todo m € M e todos ny,ny € N, ¢[m + M',(n1 + N') + (ne + N')| =
om+ M, (n1+n) + N=[m® (n+ne]+C=(m@n +me@ny) +C =
(m@n +C)+ (m@ny+C) =p(m+ M ,ng+N')+ @(m+ M, ny+ N');

e Para todo m € M, todon € N e todo r € R, ¢[(m + M")r,n+ N'| =
omr+ M n+N')=mren)+C=(mern)+C =g¢m+ M, r(n+N).

Agora, pela Proposi¢ao 1.6.4, existe um tinico homomorfismo de grupos
¢: M/M' @ N/N — (M @ N)/C,

que faz comutar o seguinte diagrama:

M/M' x N/N' —=—~ M/M' @ N/N'

Ay

-

(M ®r N)/C
onde 7 é a restrigao da projecao canénica como na Observagao 2 de 1.6.3.

Por outro lado, definindo n : M x N — M/M' ®g N/N' por (m,n) ——
(m+ M')® (n+ N'), temos que 7 é fungdo. Além disso n é balanceada:

e Paratodosm € M eny,ny € N, n(m,ni+nz) = (m+M)Q[(ny+nz)+N'| =
[((m+ M) ® (n1 + N')] + [(m + M) ® (na + N')] = n(m, n1) + n(m, na);
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e Para todos my,my € M e todo n € N temos que n(my + ms,n) = [(my +
mg) + M@ (n+N')=(m +M)®@n+N)+(me+M)®(n+N)=
n(mlan) +n(m2an)7

e Paratodom € M, todon € N etodor € R, n(mr,n) = (mr+M")@(n+N') =
(m+M)rl@n+N)=m+M)[r(n+N)]=m+M)® (rn+ N’

n(m,rn).

Novamente, pela Proposigao 1.6.4, existe um tnico homomorfismo de grupos
N:M®rN— M/M' ®@r N/N',

que faz comutar o seguinte diagrama:

MxN —"+ MopN

i)

.

M/M' @r N/N'
onde 7’ é a restricao da projecao candnica como na Observacao 2 de 1.6.3.

Vamos mostrar agora que Ker(n) 2 C. Dado, g € C, pela Observacao 2 de

1.6.3, temos que
t1

to
9= zlmi@n)+ 3 z(m;©n))
i=1 j=1
com ty,ty € N, 2,25 € Z, m; € M', my € M, n; € N en; € N; para todo
i1=1,...,tetodo j=1...,t;. Logo,

n(g) = Zzz’ﬁ(mi ® n;) + szﬁ(mj ® nj)
= D_allmi+ M) & (i + N+ 3 _z(m; + M) & (0 + N')]

J=1

= le,»[o ® (n; + N + ZQZJ[(mj +M)®0 =0

j=1
Isto é, Ker(n) D C. Agora,se J: M®@r N — (M ®r N)/C é a projegao canonica,

segue que, existe um tnico homomorfismo de grupos

n:(M®@rN)/C — M/M'"®r N/N',
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que faz comutar o seguinte diagrama

M/M' @z N/N' «— (M @5 N)/C

n

Por tltimo, observando que

n
(M@RN)/C M/M’@RN/N/
@

eque, @on=1lqmeznyc) € No@=1laymesn/Nry, concluimos que
(M/M'®gr N/N') = [(M ®@r N)/C],
COMO Erupos. O

Utilizando as estruturas dadas pelo Teorema 1.1.5, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.6.6. (/4/, Chapter II, Proposition 5.2) Sejam R e A anéis, M um
R-mddulo a esquerda, N um (A, R)-bimddulo e P um A-modulo a esquerda. Entao

existe um unico homomorfismo de grupos
Hompg (M, Homa(N, P)) — Hom(N ®g M, P).

Observacao 1.6.7. Nas hipoteses da Proposicao 1.6.6 quando o modulo M € um
(R, A)-bimddulo, temos que Homp (M, Hom (N, P)) e Homs(N ®g M, P) sao A-
modulos a esquerda. Dai seque que o homomorfismo de grupos da Proposi¢ao 1.6.6

¢ um A-homomorfismo de A-mddulos a esquerda.

1.7 Geradores e Cogeradores

Seja 4 uma familia de moédulos. Um moédulo M é gerado por il se existe um

conjunto indexado {U, }acq, de elementos de 4, e um epimorfismo

aU, L M—0

a€el)
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Quando 2 é um conjunto finito, dizemos que M ¢é finitamente gerado por il
Quando i = {U} dizemos que U gera M. Dizemos que um modulo M é coge-
rado por i se existe um conjunto indexado {U,}acq, de elementos de i, e um
monomorfismo

0— ML [0

ae

Quando €) é um conjunto finito, dizemos que M ¢é finitamente cogerado por 4l.
Quando Y = {U} dizemos que U cogera M. A familia de todos os modulos gerados
por 4 é denotada por Gen(il) e a familia de todos os modulos cogerados por i é

denotada por Cog(Ll).

Um subconjunto Y’ C 4 é uma classe de representantes de 4, se todo elemento
de 4 é isomorfo a um elemento de . Se além disso, cada dois elementos de LI’
nao sao isomorfos, ' é uma classe irredundante de representantes de 4. E

claro que se ' é uma classe de representantes de i, entdo Gen(il') = Gen(i) e
Cog (') = Cog(#l). Um moédulo G é um gerador para iU se Gen(i) = Gen(G).
Um modulo C' é um cogerador para i se Cog(il) = Cog(C).

Proposicao 1.7.1. ([2], Corollary 18.16) Sejam T uma classe irredundante de re-
presentantes da familia todos os R-mddulos simples a esquerda e pM a familia de

todos os R-maodulos a esquerda. Entao,

Co = PE(T)

Te%

€ um cogerador para gM . Além disso, para um R-mddulo rC, as sequintes condigoes

sao equivalentes:

1. C € cogerador de RM ;
2. E(T) € isomorfo a um somando direto de C, para cada R-mddulo simples T;

3. Cy € isomorfo a um submdodulo de C.

1.8 T-nilpoténcia e Localizacao

Definicao 1.8.1. Seja R um anel comutativo com unidade. Um subconjunto S de

R ¢ um sistema multiplicativo se:
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1.1€8,0¢S;

2. xy € S, para todos x,y € S.

Seja R um anel comutativo com unidade e S um sistema multiplicativo de R.

Temos que a relacao em R x S, denotada por =, e definida como segue:
(a,s) ~ (b,t) < u(ta — sb) =0, para algum u € S,

é uma relacao de equivaléncia. Denotamos por Rs, o conjunto de todas as classes
de equivaléncia, e por a/s, a classe de equivaléncia de (a, s). Definindo para todos

a/s,b/t € Rs as seguintes operagoes, soma e produto respectivamente:

a b ta—+sb
J— —_ = s e
S t st S

st’

@ b_ab
t

obtemos uma estrutura de anel comutativo e com unidade para Rg. Com estas
operacoes, Rs ¢ chamado de anel de fragoes do anel R com respeito a S. A
aplicagao f: R — Rs definida pela correspondéncia r — 7, ¢ um homomorfismo

de anéis, como é facil ver.

Proposicao 1.8.2. (/1/, Proposition 3.1) Sejam R e A anéis comutativos com uni-
dade, S um sistema multiplicativo de R e g : R — A um homomorfismo de anéis
tal que g(s) € invertivel em A, para todo s € S. Entao, existe um unico homomor-
fismo de anéis h : Rs — A, definido pela correspondéncia h(r/s) = g(r)g(s)™?,

que faz comutar o sequinte diagrama:

Dado um ideal maximal I de R, sempre temos que S = R\ I é um sistema

multiplicativo. Neste caso particular, em lugar de escrever Rg, escrevemos Rj;.

Corolario 1.8.3. Seja R um anel comutativo com unidade, I um ideal maximal de
R e M um R-mddulo. Se para todo elemento s € S = R\ I, a correspondéncia

m +— sm define um R-automorfismo de M, entao M €é um Rp-modulo.
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Demonstragao. Por hipotese, para cada s € S, a correspondéncia r — sr define

um R-automorfismo de M. Logo,

¢ : R—End(rM)
r—  o(r) :M—M
x —(r)(z) =rx

é um R-homomorfismo de anéis tal que, para cada s € S, ¢(s) é invertivel no
anel End(gpM). Pela Proposigdo 1.8.2, existe um tnico homomorfismo de anéis
h: Ry — End(gM), definido pela correspondéncia r/s — ¢(r)p(s) . Logo, nao

é dificil verificar que M é um R;-moédulo com a acgao definida por:
--m=~h (—) (m) = [¢(r)p(s)"'](m), para quaisquer Le Ri,me M.
S
O

Proposicao 1.8.4. Seja R um anel comutativo com unidade e I um ideal mazimal

de R. Entao Ry tem um unico ideal maximal.

Demonstragdo. Temos quem = {2: a€ [, s€ S = R\I} éumideal de R;. Além

. - ~ . b b b .
disso, se n ¢ ideal de Ry tal que n Z m, entao existe ¢ tal que 7 € ne 7 ¢ m. Assim,

S

b ¢ I eentdo, b€ S. Logo, (£)(2) =1 € n e assim, n = R;. Portanto, m é o tinico

ideal maximal de Rj. O

Lema 1.8.5. Seja R um anel comutativo com unidade, I um ideal mazximal de R e
M = R/I. Entao:

1. M e E(M) sao R;-mddulos;

2. M, como Rr-maodulo, é simples;

3. E(M) como R;-mddulo € o fecho injetivo de M como Ry-mdédulo;
4. lr (E(M)) < 0o se, e somente se, {g, (E(M)) < 0o;

5. lp (E(M)) <n se, e somente se, lr, (E(M)) < n.

Demonstracgao. 1. Pelo Corolério 1.8.3, é suficiente mostrar que as correspondén-

cias m — sm e x — sx, para cada s € S = R\ I, definem R-automorfismos
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de gM e E(rM), respectivamente. Nao dificil verificar que, de fato, estas cor-
respondéncias definem R-endomorfismos. Vamos entao apenas mostrar que os

R-endomorfismos definidos por estas correspondéncias sao invertiveis.

Seja s € S. Como M é corpo, temos que existe s € S tal que (s+1)(s'+1) =
ss'+ 1 =1+ 1. Logo, podemos ver que o R-endomorfismo inverso do
R-endomorfismo definido pela correspondéncia m — sm é o R-endomorfismo
definido pela correspondéncia m — s'm. De fato, para cadam=a+1 € M

temos que:
s'(sm) = s(s'm) = s[s'(a+1)] = ss'a+ I =a(ss'+1)=a(l+1)=a+1=m.

Assim, a correspondéncia m —— sm define um R-automorfismo de M. Com

isto completamos a prova de que M ¢ um R;-moédulo.

Sejam s €S e f:FEM)— E(M) o R-endomorfismo definido pela
correspondéncia x — sx. Sea = (y+ 1) € Ker(f) N M, entdao 0 = f(a) =
sa = sy+1I. Logoy € I eentao a = 0. Disto segue que Ker(f)NM = 0 e, como
M C. E(M), obtemos que Ker(f) = 0. Entao f é um R-monomorfismo e
entao segue que f(E(M)) = sE(M) ¢é injetivo. Além disso, pelo que provamos
acima, temos que a restrigdo de f a M é um R-automorfismo e entao f(M) =
M C f(E(M)) = sE(M). Temos entao que sE(M) é injetivo e contém M,
dai pelo item 3 do Teorema 1.5.6 segue que E(M) C sE(M). Obtemos assim
que E(M) = sE(M) e entao f é uma bijegao. Portanto f é invertivel e, com

isto, concluimos que E(M) também é um R;-modulo.

. Seja ¢ : M — End(zgM) o homomorfismo de anéis definido na prova do
Corolario 1.8.3. Vimos, na prova deste corolario, que M é um R;-mddulo com

a acao definida por £ -m = ¢(r)¢(s)~'(m). Temos que R = {f: r € R} ¢

um subanel de R;. Agora, para quaisquer r € R e m € M, temos que

Isto ¢, as agoes dos anéis R e R sobre M coincidem. Segue que todo R;-
submoédulo de M é um R-submoédulo de M e, portanto, também um R-
submodulo de M. Entao, como M é R-modulo simples, também é R;-moédulo

simples.
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3. Vamos mostrar que g, M C. g, E(M). Entao, do Corolario 1.8.3 e sua prova,

temos que E(M) é um R;-modulo com a agao dada por:

» |3

cy = @(r)gp(s)’l(y), para quaisquer g € Ry, ye E(M),

onde ¢ é o homomorfismo de anéis:

o :R—End(rE(M))
ro— o(r) : E(M)—E(M)
y —(r)(y) =ry.

Novamente, se R é o subanel de R; definido no item anterior, temos que as
acoes de R e R sobre E(M) coincidem. De fato,

cy=(r)p(1) " (y) = o(r)(y) = ry, para quaisquer r € R, y € E(M).

— 3

Disto segue que, se () é um R;-submodulo de F(M) entao ) também é um
R-submodulo de E(M). Como gpM C. rE(M), obtemos o que querfamos
mostrar: g, M C, g, E(M).

Vamos mostrar agora que E(M) é um R;-modulo injetivo. Seja @ um R;-
modulo arbitrario. Segue que () também é um R-moddulo, pois R é subanel de
R;. Logo, definindo a agao r -z := {z, para todos r € R e x € ), temos que
@ ¢ um R-modulo. Como as agoes dos anéis R e R sobre E(M) coincidem,
obtemos que todo R;-homomorfismo f : () — E(M) é um R-homomorfismo.
Dai segue que Homg,(Q,E(M)) € Homg(Q,E(M)). Por outro lado, se
f € Homg(Q, E(M)) temos que f(jr) = f(r-xz) = rf(z) = 7 f(x), para
quaisquer 7 € R, z € (). Além disso, para quaisquer s € S, x € (), temos

/()32 ()20 () - )
(1) -t

Dai segue que f(gx) = Zf(z), para todos * € Ry, v € (. Obtemos
entdo que f € Hompg,(Q,E(M)) e, assim, segue que Homg(Q,E(M)) =
Hompg, (Q,E(M)). Como rE(M) é injetivo, temos pela Proposi¢ao 1.5.3,

que para todo R-monomorfismo g : gP — rL entao o homomorfismo
g* : Homg(L,E(M)) — Hompg(P, E(M)) é um epimorfismo. Dado que
Hompg, (L, E(M)) = Homg(L, E(M)) e Homgr(P, E(M)) = Homg, (P, E(M))

obtemos, pela Proposigao 1.5.3, que também g, F(M) ¢ modulo injetivo.
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4. Suponhamos que g E(M) tem comprimento finito. Neste caso, pela Proposi¢ao
1.2.10, temos que g E (M) é artiniano e noetheriano. Assim, toda cadeia estri-
tamente ascendente e toda cadeia estritamente descendente de submodulos de
rE(M) é estacionaria. Como todo R;-submodulo de E(M) é um R-submodulo
e, além disso, como as agoes dos anéis R e R sobre E(M) coincidem, temos que
cada cadeia estritamente ascendente e cada cadeia estritamente descendente de
Rr-submodulos de E(M) é, respectivamente, uma cadeia estritamente ascen-
dente e cadeia estritamente descendente de R-submodulos de E(M). Segue que
toda cadeia estritamente ascendente e toda cadeia estritamente descendente
de R;-submoédulos de E(M) ¢é estacionaria. Assim F(M) ¢ um R;-moédulo
artiniano e noetheriano. Entao, novamente pela Proposicao 1.2.10, obtemos

que E(M) ¢ um R;-moédulo com comprimento finito.

Para a prova no sentido contrario, vamos mostrar que toda sequéncia de
composicao de g, E(M) é uma sequéncia de composi¢ao do modulo rE(M).
Seja E(M) = Ly D Ly D ... D L, = 0 uma sequéncia de composi¢ao de
r, E(M). Logo, pela Proposicao 1.3.6, temos que cada quociente L;/L;;1,
1=0,...,n—1, é um Rr-mddulo simples. Além disso, pela Proposi¢ao 1.8.4,
existe um tnico ideal maximal m de R; e dai, pela Proposicao 1.3.5, segue que

paracadai=0...,n—1, L;/L;y1 = R;/m como R;-médulos.

Vimos no item 2 acima que M, como R;-moédulo, é simples. Assim, novamente
pela Proposi¢ao 1.3.5, temos que M = R;/m como R;-modulos. Logo, para
cadai=0,...,n— 1, temos que L;/L;y; = M como R;-mo6dulos. Dai segue
que L;/L;y1 = M como R-mddulos e, como as agoes dos anéis R e R sobre
o modulo E(M) coincidem, entdo L;/L;1 = M como R-moédulos. Agora,
como M ¢é R-moédulo simples, obtemos que para cada ¢ = 0,...,n — 1, o
quociente L;/L;;; ¢ R-mo6dulo simples. Entdo, pela Proposigao 1.3.6, temos
que E(M) =Ly D Ly D ... D L, = 0 é uma sequéncia de composi¢ao do

modulo gE(M), e com isso completamos a prova.

5. A prova é anédloga a do item anterior.

]

Para finalizar este capitulo, apresentamos duas defini¢oes nas quais introduzimos

os conceitos de anel T-nilpotente e de modulo supérfluo. Também apresentamos um
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lema, no qual se relacionam estes conceitos e, que usaremos na prova do Corolario
3.1.5.

Definicao 1.8.6. Um subconjunto I do anel R é T-nilpotente a esquerda se, para

toda sequéncia ay,as, ... em I, existe um inteiro positivo n tal que ay - --a, = 0.

Definicao 1.8.7. Um R-submddulo N de um R-mddulo a esquerda M é supérfluo
(ou pequeno) em M, denotado N << M, se para todo submddulo K de M, N+ K =
M implica K = M.

Lema 1.8.8. (/2], Lemma 28.3) Seja J um ideal a esquerda do anel R. Entao as

sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. J € T-nilpotente a esquerda;
2. JM # M, para cada R-mddulo a esquerda nao nulo M ;
3. JM << M, para cada R-modulo a esquerda nao nulo M ;

4. JF << F, para o R-médulo livie F = R™) = ®R.
N
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Capitulo 2

Finitude do Fecho Injetivo

O objetivo deste capitulo é estudar, com detalhes, os resultados que Rosenberg
e Zelinsky obtiveram em [17]|. Discutiremos aqui algumas condigdes sobre as quais
podemos assegurar que um modulo de comprimento finito pode ser imerso em um
modulo injetivo de comprimento finito, considerando algumas hipoteses sobre o anel

base.

2.1 Anéis com Unidade

Nesta se¢ao vamos exigir como tinica hipotese sobre o anel R, que ele possua unidade.
Mostramos que um modulo gk M é imerso em um modulo injetivo de comprimento
finito se, e somente se, o seu fecho injetivo tem comprimento finito (ver Proposigao
2.1.1). Além disso, apresentamos dois resultados nos quais se estabelecem algumas
condigbes necessarias e suficientes para que uma tal imersao acontega (ver Lema

2.1.4 e Teorema 2.1.6).

Proposicao 2.1.1. Seja gkM um R-mddulo tal que (r(M) < oo. As sequintes

propriedades sao equivalentes:

1. gM € imerso em um R-mddulo a esquerda injetivo que tem comprimento finito.
2. lr(E(M)) < oo.

3. Lr(E(N)) < o0, para todo R-submodulo simples gRN de pM.

Demonstracao. 1 = 2. Se gM é imerso em um modulo injetivo grl, segue pelo item
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1 da Proposigdo 1.5.11, que E(rM) C rl. Assim, se (x(I) < oo obtemos, pelo
Corolario 1.2.6, que {r(E(rM)) < oo.

1 < 2. E imediata, pois gM ¢ imerso em seu fecho injetivo pE(M).

2 & 3. Seja S o socle de gM. Como (r(M) < oo, segue pelo item 2 da
Proposigao 1.5.14, que E(rM) = E(S). Assim, (rE(rM)) < oo se, e somente se,
(RE(S)) < .

Como (r(M) < oo, entdo S = & Nj, onde cada N; é um R-submoédulo simples
j=1

de M. Logo, pela Proposi¢ao 1.5.12, E(S) = & E(Nj;). Agora, como (r(E(S)) =
i=1

oY r(E(Nj)) e cada R-submodulo simples de g M é isomorfo a um somando direto

i=1

de S, obtemos (r(F(S)) < oo se, e somente se, o fecho injetivo de todo R-submodulo

simples de g M tem comprimento finito. O]

Observagao 2.1.2. 1. Um anel R ¢é dito um V -anel a esquerda se todo R-maodulo
a esquerda simples € injetivo. Seque do item 3 da Proposicao 2.1.1 que modu-
los de comprimento finito sobre V-anéis sao imersos em mddulos injetivos de

comprimento finito.

2. Existe um teorema de Kaplanski que diz que um anel comutativo A € von Neu-
mann reqular se, e somente se, A é um V-anel [17]. Nenhuma das implica¢oes
deste teorema vale no caso comutativo. Em [9] Cozzens construiu um exemplo,

nao trivial, de um V-anel nao comutativo.

Definicao 2.1.3. Seja R um anel. Para um R-modulo a esquerda gM define-se sua
série de Loewy correspondente a uma cadeia de ideais de R, R = Ny 2O Ny D ... D
N, =0, como sendo a cadeta de R mddulos a esquerda 0 = My C M, C ... C M, =
M onde M; ={x € M : nx =0, para todo n € N;}.

Lema 2.1.4. Seja R um anel. Para cada R-modulo a esquerda rM com série
de Loewy 0 = My C M, C ... C M, = M, correspondente a cadeia de ideais

R=Ny 2D Ny D...D N =0, existe um R-monomorfismo natural a esquerda

Mi+1/Mi — HOmR(Ni/Ni+1,M).

Além disso, se M € injetivo, entao este R-homomorfismo é um isomorfismo.
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Demonstragao. Para cada i = 1,... k, temos que R/N; é um R-bimddulo. Logo,
pelo item 1 do Teorema 1.1.5, obtemos que Hompg(R/N;, M) é um R-modulo &

esquerda com a acao definida por:

(rf)(n) = f(nr), para quaisquer f € Homgr(R/N;, M), r € R en € R/N;.

Agora, para cada i, definimos a aplicagao ¢; : M; — Hompg(R/N;, M), pela
correspondéncia;:

r+— pi(z) : R/IN;, —M
n=mn+ Nyr—p;(z)(n) = nz.

Nao ¢ dificil ver que ¢; ¢ um R-homomorfismo de médulos a esquerda. Vamos ver
que ¢; também ¢é injetora e sobrejetora. De fato, se ¢;(x) = ¢;(y), entdo nx = ny,
para todo n € R. Em particular, para n = 1, obtemos =z = y, e segue que @; é
injetora. Dado f € Homg(R/N;, M), se f(1+ N;) = zo, temos f(n + N;) = nxg
para todo n € R. Assim, ¢;(x9)(n + N;) = nxo = f(n + N;), ou seja, @;(xg) = f e

segue que p; é sobrejetora.

Por outro lado, temos que

Ne g, B R
Niq1 Niy1 N;

0—

¢ uma sequéncia exata de R-modulos & esquerda, sendo f e g definidas pelas cor-
respondéncias n + N;yy —>n+ N1 e 1+ N;yu1 — 7+ N1, respectivamente.
Como cada N; é um ideal de R, N;/N;;; também é um R-bimédulo, e segue do item
1 do Teorema 1.1.5, que Hompg(N;/N;+1, M) é um R-modulo & esquerda, para cada
1=20,...,k— 1. Logo, pela Proposicao 1.1.9, segue que

0 — Homp(R/Ni, M) % Homp(R/Nyr, M) 55 Homp(Ni/Ni1, M)

também é uma sequéncia exata de R-modulos & esquerda. Assim, pelo Teorema de

R-homomorfismos, existe um R-monomorfismo
f*: Homp(R/Niy1, M)/ Homgr(R/N;;, M) — Homp(N;/Niy1, M).
Temos M, /M; = (Hompg(R/Niy1, M)/Homg(R/N;, M)) como R-modulos a

esquerda, dado que ; é R-isomorfismo. Logo, obtemos que existe um R-monomor-

fismo de modulos a esquerda

Mi+1/Mi — HOmR(Ni/Ni+1,M).
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Além disso, quando M é injetivo, pelo Corolario 1.5.4, temos que
0 — Homp(R/Ni, M) % Homp(R/Nir, M) L5 Homp(N;/Nip1, M) — 0

é sequéncia exata. Assim, pelo Teorema dos R-homomorfismos, f* é um R-isomor-
fismo e, entao

M1 /M; — Homp(N;/Niy1, M)

é um R-isomorfismo. O

Lema 2.1.5. Sejam M um R-mddulo a esquerda de comprimento finito com socle
SeR=Ny2N DO... 0 Ny =0 uma cadeia de ideais de R tais que N;/N;iq
€ semissimples como R-modulo a esquerda, 0 < 1 < k—1. Entao, rRM € imerso
em um R-mddulo & esquerda injetivo que tem comprimento finito se, e somente se,
Hompg(N;/Nit1,S) tem comprimento finito como R-mddulo a esquerda, para cada

i=0,... k—1.

Demonstracao. Definindo B; := {x € E(M): nz =0 para todo n € N;}, com
i =0,...,k—1, obtemos a série de Loewy 0 = By C B; C ... C By, = E(M).
Pelo Lema 2.1.4, segue que B;,1/B; = Hompg(N;/Niy1, E(M)). Assim, E(M) tem
comprimento finito se, e somente se, Hompg(N;/N;y1, E(M)) tem comprimento finito

para todo 7, 0 <i < k — 1.

Seja S” é o socle de E(M). Pela Proposicao 1.3.22 obtemos para cada i,
i=0,....,k—1, que Homg(N;/N;s1, E(M)) = Homg(N;/N;s1,5).

Como S e S’ sdo somas diretas de submodulos simples de M e E(M), respec-
tivamente, segue que T' = p < S5\ S >' ¢ um R-submodulo & esquerda de E(M).
Como (gr(M) < oo segue, do item 1 da Proposi¢ao 1.5.14, que S C, M. Como

T NS =0, obtemos T'= 0 e portanto S = S’, o que conclui a demonstragao. O

Uma consequéncia, quase direta, do Lema 2.1.5 é o seguinte resultado:

Teorema 2.1.6. Sejam rM um R-modulo o esquerda com comprimento finito e
socle S, N um ideal de R tal que R=N°D N' D ...D N*¥=0 ¢ R/N ¢ semis-

simples. Entao rM € imerso num R-modulo a esquerda injetivo com comprimento

!Dado um R-médulo & esquerda M e B um subconjunto de M, escrevemos r < B > para
denotar o R-submoédulo a esquerda de M gerado por B. Quando B = {b} é um conjunto unitario,
escrevemos g < b > em lugar de g < {b} >.
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finito se, e somente se, 0 R-mddulo Homp(N*/N“1 S) tem comprimento finito para
cadai=0,1,...,k—1, se, e somente se, 0 R/N-mddulo Homp,ny(N'/N"*1,S) tem

comprimento finito para cada 1 =0,1,...,k— 1.

Demonstragao. Fixei =0,1,...,k—1. Como o anel R/N é semissimples, segue que
o modulo gy (N?/N**1) é semissimples. Por outro lado, como N C Anng(N'/N'*),
obtemos pela Proposi¢ao 1.1.2, que as agoes & esquerda dos anéis R e R/N sobre o
moédulo N?/N** coincidem. Assim, o médulo z(N?/N**1) é também semissimples.

Agora, para obter a prova da primeira equivaléncia, é suficiente aplicar o Lema 2.1.5.

Como (N?/N*T1)N = 0, novamente pela Proposi¢io 1.1.2, segue que as agoes a
direita dos anéis R e R/N sobre N'/N*! coincidem. Assim, Homg(N/N! S) =

Hompgn(N'/N*1, S). Com isto obtemos a prova da segunda equivaléncia. O

Proposicao 2.1.7. Seja N € um ideal nilpotente de R tal que R = N° D N' D ... D
N¥ =0 e R/N € semissimples. Entao, para i = 1,...,k — 1, Homgr(N?/N*1 S)
tem comprimento finito para todo R-mddulo a esquerda simples S se, e somente se,

Hompgr(N/N?,S) tem comprimento finito para todo R-mddulo & esquerda simples S.

Demonstragao. Assumimos que Homp(N/N? S) tem comprimento finito para todo
R-modulo a esquerda simples S. Vamos mostrar que Homg(N'/N*1 S) tem com-
primento finito para todo R-moédulo a esquerda simples S, paracadai=1,...,k—1,
fazendo indugdo sobre i. Assim, nossa hipétese de indugao é que Homg(N"1/N*, S)

tem comprimento finito para todo R-moédulo & esquerda simples S.

Agora, temos que a correspondéncia (n, m) — nm define uma func¢ao balance-
ada 6 : N x N*=! — N? Logo, pela Proposicao 1.6.4, existe um tinico homomor-
fismo de grupos &' : N @ Ni=! — N* que faz comutar o seguinte diagrama

N x Nt T, N ®p Ni—1
5
s

Ni

E claro que ¢ é um epimorfismo. Além disso, como N @ N~ ' é um R-moédulo

a esquerda, segue que ¢ é um R-epimorfismo de moédulos & esquerda. Agora, se
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p: Nt — N'/N“*1 & a projecao canonica, segue que a composicao de R-

homomorfismos n = pod’' : N®@p N*™! — N?/N**! & também um R-epimorfismo a
t
esquerda. Observamos que, dado um elemento arbitrario z = Y n;@m; € NQpN"*
j=1
temos que

t

n(x) =mn (Zn] ® mj) = Zn(nj @m;) = pod(n;@my;) =Y p(nm;)

i=1 i=1
t t
= Z (njmj —I— NH_I) = (anm]) + NH_I.
j=1 Jj=1

t

Logo, © € Ker(n) se, e somente se, Zlnjmj € Nt Agora, se C' é o R-mo6dulo ge-
J:

rado pelo conjunto {n’ @ m, n@m’|n’ € N>, n€ N, m’ € N', m € N""'} & claro

. ; =1, C o~ N
que C' C Ker(n). Assim, se 7' : N @z N'™! — NerNT_ ¢ 4 projecdo canédnica, en-

C
~ . L. . _ i—1 . .
tao existe um tnico R-epimorfismo 7 : % — N/N™1. Por outro lado, pela
o o~ . . 1—1 1—1
Proposicao 1.6.5, temos que existe um R-isomorfismo ¢ : % QR NNZ- — %.
. . . _ i—1 1 1
Assim, existe um R-epimorfismo ¢ = foe : 5 ®p X — NY/NHL. Logo, pela
p U N N b

Proposicao 1.1.9 para todo R-mddulo simples a esquerda .S, obtemos que:

] ] N szl
¢* : Hompg (NZ/NZH,S) — Homp <m Qr W’S)

¢ um R-monomorfismo a esquerda. Como S é um R-moédulo a esquerda, N/N? e

N=1/N% sao R-bimodulos, segue pela Proposigao 1.6.6 e a Observagao 1.6.7, que

existe um R-isomorfismo de modulos & esquerda

N Ni—l Ni—l N
:Homp | — —, S| — Homgr| ——,Homgr | —.,5 ) | -
w R<N2®R NZ’) R(NZ’ R(N27 ))
Assim, existe um R-monomorfismo
. Nt Ni—t N
= ¢o¢ :HomR (W’S) — Homp (W,Homg (m,s>> .
Dai, para concluir nossa prova, é suficiente mostrar que o R-moédulo & esquerda
Homp (NTA, Homp (%, S)) tem comprimento finito.
Seja S = Homp (%, S). Por hipotese, S’ tem comprimento finito. Por outro
lado, como as agoes a direita de R e R/N coincidem sobre N/N? temos que as

agoes a esquerda de R e R/N coincidem sobre S’. Como R/N é semissimples, temos
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k
que S' é um R-moédulo & esquerda semissimples. Assim, S’ = & .S; com S; um
i=1

j=
R-moédulo simples, para cada j = 1,...,k. Logo, pela Proposi¢ao 1.1.10, temos que

N1 N Ni—1 & u Nt
Homp | ——,Homg | —,5 | | = Homg | ———, & S; | = Homg | —,S5; | .
5 (35)) (5 35) - o ()
Agora, pela hipotese de indugao, para cada j = 1..., k, temos que Hompg (%, Sj>
k .
tem comprimento finito. Dai, segue que @ Hompg (%, Sj> também tem compri-
j=1

mento finito, e assim concluimos a nossa prova. O

2.2 Finitude do Fecho Injetivo de um R-médulo
Simples e a Artianidade de R

Para melhor apresentar nossos resultados, esta secao sera dividida em duas subse-
¢oes. Na primeira subse¢ao vamos exigir que o anel R, além de ter unidade, seja
um anel artiniano a esquerda. Na segunda subsecao exigimos que o anel R seja um

anel artiniano com unidade.

2.2.1 Anéis Artinianos & Esquerda

Como dissemos, nesta subsecao R sera um anel artiniano & esquerda com unidade.
Vamos comegar fazendo certas observacgoes nas quais introduzimos algumas nota-
coes.

Observagao 2.2.1. 1. Como R é um anel artiniano & esquerda, se N = J(R)

entdo, pelo Teorema 1.5.10, existe o menor inteiro k > 0 tal que R = N° D

N'D...DNk=Q.

2. Seja gRM um R-modulo simples arbitrdrio. Para cada i, 0 < 1 < k — 1,

definimos o R-mddulo V; 2 como sendo:

V.= Z {Ma : M, é R-submddulo a esquerda de N”L’/NiJrl e M, = RM} .
Como, para cada o, M, = M como R-mddulos a esquerda e gM € simples,
entao todo M, € simples. Assim, V; € semissimples, e entao,

V=@ {Ma/ : My € R-submodulo a esquerda de Ni/Ni+1 e M, = RM} )

V; é chamada de componente homogénea do médulo zr(N?/N*™!) correspondente ao médulo
rM. Quando nao existem R-submoédulos de N/N*! isomorfos ao médulo g M, V; = 0

2
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3. Pelo Coroldrio 1.3.4, N = J(R) é um ideal de R. Logo, este fato induz uma
estrutura de R-bimddulo em N'/N para1=10,... k- 1.

Para os proximos resultados, vamos manter as notacoes acima.

Proposigao 2.2.2. Seja M um R-mddulo a esquerda simples e N = J(R). Entdo
t . .
Vi = @& M; onde, para j = 1,....t, M; é R-submddulo & esquerda de N'/N"*! e
j=1
M; = M como R-mddulos a esquerda.

Demonstragao. Como R éum anel artiniano a esquerda, segue que N*/N*™! também

¢ anel artiniano a esquerda. Seja
5= {Ma : M, é um R-submoédulo a esquerda de Ni/Ni+1 e pM, = RM} .

Se § ¢ uma familia infinita, existe uma subfamilia infinita enumeravel {M;},.y € §
tal que M;, # M, se Iy # ls. Logo, V; D EIMI 2 §2Ml 2 ... ¢ uma cadeia
descendente de R-submédulos a esquerda de V;, e portanto, de N*/N**1. Como
esta cadeia nao ¢ estaciondria, obtemos uma contradigao com o fato de N*/N*! ser

artiniano & esquerda. Assim, § é finita e, portanto,

t
j=1

Proposicao 2.2.3. Para cada1=0,...,k—1, V; € um R-bimddulo.

Demonstragao. V; ¢ um R-modulo a esquerda, pois é soma direta de R-modulos a
esquerda. Assim, para completar a demonstracao é suficiente mostrar que V; é um
R-moédulo a direita. Mais precisamente, ¢ suficiente mostrar que para todo v € V; e

todor € R, vr € V,.

Como N'/N**! ¢ um R-bimédulo, para cada i = 0,...,k—1e V; C N'/N*+1
segue que ¢, : V; — N?/N*T1 definida pela correspondéncia v — vr, para cada
r € R, ¢ um R-homomorfismo de R-modulos & esquerda. Entao para mostrar que
vr € V;, para todo v € V; e todo r € R, é suficiente mostrar que ¢,.(V;) C V;.

Seja ¢ € Homg(Vy, N'/N*1). Como ¢(V;) = .etalqs(Mj), onde M, = M ¢ um
R-modulo a esquerda simples, pela Proposigao 2.2].5, temos entdo ¢(M;) = 0 ou

¢(M;) = M, para qualquer j =1,...,¢. Isto completa a nossa demonstracao. [
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Para cada i = 0,...,k — 1, seja E; = End(rV;) o anel de R-homomorfismos a
esquerda de V;. Da Proposicao 2.2.3, para cada r € R, f, : V; — V definido pela
correspondéncia v — vr, é um R-homomorfismo a esquerda. Vamos denotar por

R; o conjunto de todos estes R-homomorfismos.

Proposicao 2.2.4. Para cada 1 =0,...,k—1, R; € subanel de E;.

Demonstragao. Fixamosi € {0,...,k—1}. Como 0 € R ev0 = 0, para todov € V,
entdo 0 € R;. Para todos 11,79 € R, temos f,, (v) — f,(v) = vry —vry = v(ry —rg) =
fri—r (v), para cada v € V,, isto &, fr, — fr, = fr—rm € R;. Agora, dados 1,72 € R,
temos f,, o fr,(v) = fr(vre) = (vre)ry = v(rer1) = from (v), para cada v € V;, isto
€ fri 0 fro = from € Ri. O

Proposicao 2.2.5. Para cada i = 0,...,k — 1, o anel E; € simples, artiniano a

esquerda e artiniano a direita.

Demonstracao. Fixamos i € {0,...,k — 1}. Das Proposigoes 2.2.2 e 1.1.10 obtemos
que:

t t t t
E;, = HomR(GBle,l@lMl) = & (@HOWR(Mle)) .
]: =

j=1 \U=1

Logo, E; é isomorfo ao anel de matrizes de ordem ¢ X t com entradas no anel
End(rM). Como o anel End(gM) é um anel de divisao, pela Proposi¢ao 1.3.15,
temos entao pelo Teorema 1.3.27 e pela Observacao 1.3.28 que o anel E; é simples,

artiniano & esquerda e artiniano a direita, como queriamos mostrar. O

Proposicao 2.2.6. Para cada i = 0,...,k — 1, o anel R; € semissimples. Além

disso, R; € artininiano a direita e noetheriano a direita.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que o anel R;” é semissimples.

Temos que a aplicagao ¢ : R — R;°" definida pela correspondéncia r — f,., é
um homomorfismo de anéis sobrejetor. Logo, pelo Teorema dos homomorfismos para
anéis, R, = R/Ker(p). Assim, para mostrar que R;*” ¢ semissimples, ¢ suficiente

mostrar que R/Ker(p) ¢ semissimples.

Dado r € N, como V; C N?/N**! temos f,(v) = vr = 0 para cada v € V.
Entao N C Ker(p) e assim, a aplicagdo ¢ : R/N — R/Ker(p), definida pela
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correspondéncia r+N —— r+Ker(p), ¢ um homomorfismo de R-modulos a esquerda

e também a direita.

Como R/N é semissimples e N(R/N) = 0, obtemos pelo item 1 da Proposigao
1.1.2, que gr(R/N) é semissimples. Como v é sobrejetor e a imagem de R-mo6dulos
semissimples por R-homomorfismos ¢ semissimples, entao g(R/Ker(y)) ¢ semissim-
ples. Como Ker(yp)(R/Ker(y)) = 0, novamente pela Proposi¢ao 1.1.2, obtemos que
R/Ker(o) (2 Ker(p)) é semissimples.

Vamos mostrar agora que R; é artiniano a direita. De fato, como ¢ : R — R;””
¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor e R é artiniano a esquerda, segue que R;”

também é artiniano a esquerda. Assim, obtemos que R; é artiniano a direita.

Por ultimo, como R; é semissimples e artiniano & direita segue, pela Proposicao

1.3.13, que R; é noetheriano a direita. O

No proximo resultado, com as notagoes e resultados desta subsegao, estabelece-
mos condi¢oes necessarias e suficientes para que um modulo simples, sobre um anel

artiniano a esquerda, seja imerso em um modulo injetivo com comprimento finito.

Teorema 2.2.7. Seja M um R-mddulo a esquerda simples. Entao M pode ser
imerso em um R-mddulo & esquerda injetivo de comprimento finito se, e somente

se, E; € um R;-modulo a direita finitamente gerado, para cadat=0,...,k— 1.

Demonstracao. Como V; é um R-bimoédulo, pelo Teorema 1.1.5 temos que E; é um
R-modulo & esquerda com a agao definida por (rf)(v) = f(vr), para todo f € Ej,
todo r € R e todo v € V;. Segue entao das Proposigoes 2.2.2 e 1.1.10 que:

¢
E; = Homg(V;,V;) = @ Hompg(V;, M;).
j=1

Afirmamos que Hompg(V;, M;) = Homgr(N*/N*™' M;), para cada j = 0,...,t.
De fato, pois R é artiniano a esquerda e J(R) = N, temos entao que R/N é um anel
semissimples pelo Teorema 1.3.25, de onde segue que N'/N1 ¢ um R/N-moédulo
semissimples. Como as agoes de R e R/N sobre N‘/N“! coincidem, obtemos que

Ni/N*t ¢ um R-moédulo semissimples.

Dai, como V; é R-submodulo de z(N*/N**1) existe um R-submodulo & esquerda
P de N'/N*! tal que N'/N*t =V, & P. Agora, se f € Homg(V;, M;), basta
estender f definindo f(P) = 0 para obter que f € Hompg(N*/N*1 M;).
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Para concluir que Homg(V;, M;) = Hompg(N'/N, M;), é suficiente mostrar

que f(P) =0, para todo f € Homp(N*/N" M;).

Seja f € Homp(N*/N**', M;). Suponhamos que existe z € P tal que f(z) # 0.
Logo, a restricao de f a Rz, h : Rx — M;, ¢ um R-homomorfismo a esquerda.
Como N'/N*! ¢ semissimples e Rr ¢ um R-submédulo & esquerda de N*/Nit1,
entao pela Proposi¢ao 1.3.9, segue que Rz é semissimples também. Logo, temos
que Rx = () @ ker(h), para algum R-submodulo a esquerda () de Rx. Como M; é
simples e h(z) = f(x) # 0, obtemos que h(Rxz) = M;, isto é, h é um epimorfismo.
Dai, pelo Teorema de R-homomorfismos, segue que

QDker(h) Rz

@= ker(h)  ker(h)

como R-modulos a esquerda. Por definicao de V; obtemos que () é um submodulo
de V;. Dali, obtemos que rQQ C V; N P = 0, o que é uma contradi¢ao pois rQ é

simples. Portanto, f(P) = 0 e completamos a prova da afirmagao.

Como rM; = rM, da afirmagao anterior, obtemos que:

(i) r(E;) < oo se, e somente se, {r(Homp(N'/N"™ rM)) < .

Temos que Homp(N /N M) é R-médulo a esquerda com a agao definida por:
(rf)(z) = f(xr), para quaisquer f € Homg(N'/N"', gk M), r € Re x € N'/N'*L.
Assim, para quaisquer f € E;,; r € Rev € V;, temos (rf)(v) = f(vr) = fo f.(v).
Entao, a acao a esquerda de R sobre E; coincide com a acao a direita de R; sobre

E;. Logo, de (i) segue que
(ii) ((E;p,) < oo se, e somente se, (r(Hompg(N'/N™' g M)) < oco.

Na Proposicao 2.2.6 vimos que R; ¢ um anel semissimples. Logo, E; como R;-
modulo & direita também é semissimples. Assim, pela Proposigao 1.3.14, obtemos

que ¢ (E;g,) < oo se, e somente se, (E;)g, ¢ finitamente gerado. Entao,

(iii) (E;)g; ¢ finitamente gerado se, e somente se, {z(Homgr(N'/N"t pM)) < oc.

Dai, pelo Teorema 2.1.6, obtemos que o moédulo simples g M é imerso em um
modulo injetivo de comprimento finito se, e somente se, E;p; é finitamente gerado.

]
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Observacao 2.2.8. Temos que o produto no anel E; é dado pela composi¢ao usual
de R-endomorfismos de V;. Na Proposi¢ao 2.2.5 vimos que E; € simples, artiniano
a esquerda e artiniano a direita. Assim, também E;°P € simples, artiniano a di-
reita e artiniano a esquerda. Logo, o Teorema 2.2.7 pode ser enunciado de forma

equivalente, como seque:

Teorema 2.2.7." Seja M um R-mddulo a esquerda simples. Entao M pode ser
imerso em um R-mddulo a esquerda injetivo de comprimento finito se, e somente

se, EX* é um R;’-mddulo o esquerda finitamente gerado, para cadai=0,..., k—1.

No seguinte exemplo, mostramos que a hipotese de R ser artiniano a esquerda
nao é suficiente para que F; seja um R;-modulo finitamente gerado a direita. Assim,
pelo Teorema 2.2.7, nao ¢é suficiente que o anel R seja artiniano a esquerda para que
todo R-mo6dulo simples g M seja imerso num R-moédulo injetivo de comprimento

finito.

Exemplo 2.2.9. Seja K um corpo com um homomorfismo de corpos injetor o :
K — K tal que [K : 0(K)| = 00, isto é, a dimensao de K sobre o(K) € infinita,
o que acontece por exemplo quando tomamos K = F(x1,xs,...), com F um corpo

qualquer, o(z;) = x;11 € o|p = id.

Escolhemos um K-maodulo a esquerda N tal que K = N como K-mddulos a
esquerda. Agora, definindo nk = o(k)n, para todo k € K e todo n € N, obtemos
que esta € uma agao o direita de K sobre N. Nao € dificil verificar que estas agoes
fazem de N um K-bimodulo. Definindo,

temos que R é um anel artiniano a esquerda que possui um R-mddulo simples a
esquerda que nao € imerso em um R-mddulo & esquerda injetivo de comprimento

finito. Além disso, temos que R nao € um anel artiniano o direita.

De fato, iniciamos lembrando a estrutura dos ideais & esquerda e a direita de
R. Pela Proposicao 1.4.1, segue que R é um anel com a soma e o produto usual de

matrizes onde:
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e Os ideais a esquerda de R sao da forma [ = 6 T) crely, me [2} com

I; um ideal de K e I, um K-submodulo a esquerda de N que contém NI;.

e Os ideais a direita de R sdo da forma J = {(6 T) creJ, me JQ} com

J1 um ideal de K e J, um K-submodulo a direita de N que contém J; V.

Além disto, nao é dificil verificar que:

~ ! . ! k O .
K:K—.{k—(o k:) kEK}
~ ! . O N . ! 0 n .
N:N_.(O O>_.{n—(0 O).neN}

como grupos, e (N')? = (.

€OmMo Corpos,

Discutiremos agora a artinianidade do anel R:

Afirmacgao (1): O tnico K-submodulo a esquerda proprio de R é N' = R/K'.
Em particular, R é artiniano a esquerda.
De fato, como K é corpo, os tnicos ideais & esquerda de K sao 0 e K. Logo,

como g K = g N entao, os tnicos K-submodulos a esquerda de N sao 0 e N. Assim,

da caracterizacao dos ideais a esquerda de R, segue que o tunico ideal a esquerda
0 N

proprio de R é N' = (O 0) ~ r(R/K'). Entao N’ é o tunico R-submoédulo a
esquerda de R e, assim, R é artiniano a esquerda.
Em contraste com a Afirmagao 1, temos:

Afirmacao (2): R ndo ¢ artiniano a direita.

De fato, por definicao do K-bimédulo N, temos que Nk := ,(x)N. Como g N =
kK e [K :0(K)] = oo, existe um K-isomorfismo § : kK — g N e existe uma base

infinita A para o espago vetorial K sobre o(K). Se B = {by,bs,...} C A, entéo

= =

i=1 1=2

U= &o(K)b 2Us= &a(K)b; 2D ...
é uma cadeia estritamente decrescente de o(K)-subespagos de K. Logo,

6(U1) 26(Us) 2 ...
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é uma cadeia estritamente decrescente de o(K)-submodulos & esquerda de N e,
portanto, uma cadeia estritamente decrescente de K-submodulos & direita de Ng.

Entao, pela caracterizacao dos ideais a direita de R, temos que:

(6= )=

é uma cadeia de ideais a direita estritamente decrescente de R. Assim, R nao é

artiniano & direita.

Temos que J(R) = N’ pois, como vimos na Afirmagao (1), N’ é o tinico ideal pro-
prio & esquerda de R. Agora, tomamos o R-mo6dulo simples gk N' = M = z(R/K'),
temos que Vi = gN' e By = End(gN').

Além disso, N’ é um R-bimo6dulo, pois N é um K-bimodulo. Como as agoes a
esquerda de R e K’ sobre N’ coincidem, segue que Ey = End(grN') = End(x/N').
Pelo Teorema 1.1.5, E; tem estrutura de R-moédulo & esquerda com a acao definida
por: (rf)(n') = f(n'r), para quaisquer f € E;, n € N e r € R. Dado que as
agoes a direita de R e K’ sobre N’ também coincidem, temos entdao que E; tem
estrutura de K’-mo6dulo & esquerda e esta estrutura coincide com a estrutura de F;

como R-moédulo a esquerda.

Por outro lado, por definicao de Ry, temos que
Ry :={f : Vi — gV4| fr(v) =vr, r € R}
={f,: RN' — grN'| f,(n/) =n'r, r € R}.

Novamente, do fato de que as acoes a direita de R e K’ sobre N’ coincidem, segue
que:
Ri={fv:xwN' — wN'| K e K', fi(n') =n'k'}.

Denotamos por o(K) o subcorpo {(U(Ok) U(Ok

elemento (U(Ok) U(Ok))' Logo, obtemos que

)): keK} de K e por o(k') o

R, = {fk/ : K/N/ — K/N/’ K e K/, fk/(n’) =n'k = a(k')n'}
e que K’ nao ¢ finitamente gerado sobre o(K)’, pois ,(x) K nao ¢ finitamente gerado.

Dados ¥ € K' ¢ f € By temos: (Kf)(n') = f(n'k') = f(fu(n)) = (f o fir) (),
para todo n’ € N'. Isto é, a acdo a esquerda de K’ sobre E; coincide com a acao a

direita de R; sobre F;. Vamos mostrar que g, nao ¢ finitamente gerado.
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Lembre que ¢ : kK — g N é um K-isomorfismo. Logo, a aplicagao

0 K’K/ —>K’N/
kE 0 0 o(k)
0 k) o o

é um K’-isomorfismo. Como K é corpo, temos que N = i < §(1x) >, de onde segue

que N' = g < 6(1gr) >

Seja f € E;. Temos entdo que f(6(1)) = kA6(1), para algum k) € K’. Entdo,
dado n' = K'6(1) € N', temos que f(n') = f(K'6(1)) = K f(0(1)) = K (k)0(1)) =
(K'k)6(1) = (kpkN)6(1) = kh(K'6(1)) = kin'. Isto é, f esta definido pelo elemento
kj € K'. Podemos ver que, por definicdo de Ry, todo elemento de R; esta definido
por algum o (k') € o(K)'. Nao é dificil verificar também que todo k' € K’ define
um elemento de F;. Além disto, temos que se fi, fo € E; sao definidas por k] e
k%, respectivamente, entdo, para todo n’ € N', fi(fo(n')) = fi(kin') = ki (kan') =
(K = (K’ = Kykn) = folkin) = fo(fi(w). Tsto & fro fo = foo fr.

Entao, F; é um anel comutativo.

Suponhamos que Ejp, ¢ finitamente gerado. Entao existem fi,...,fi € Ei,

definidos por k1,..., k; € K’ respectivamente, tais que, para todo f € Ej:

f=hog+. ...+ frog, paraalguns gi,..., g € Ry.

Sejam 0 # k' € K' e f o endomorfismo de g N’ definido pela correspondéncia
n' — k'n’. Entao, f = fiogi + ...+ f; o g;, para alguns ¢i,...,q; € R;. Logo,
se g1, --.,9: € Ry sdo definidos por o(y}),...,0(y;) € o(K)' respectivamente, entao

temos que, para todo n’ € N’

f(n) = filgr(n) + ... + fulge(n"))
= file(y)n) + ...+ fila(y)n')
=K (o(y)n) + ... + k(o (y)n)

= (ko(yy) + ...+ kio(y,)n'.

Isto ¢, para todo n’ € N', k'n’ = f(n') = (kKjo(y}) + ... + kjo(y;))n'. Dai segue que
(k" — (Kio(y}) + ...+ kjo(y;)))n’ = 0, para todo n’ € N’. Entao concluimos que
kK — (kio(yy) + ...+ kio(y;) = 0. Como k' € K’ ¢ arbitrario e o(y}) + ... +o(y;) €

o(K)', obtemos que K’ ¢ finitamente gerado sobre o(K’), uma contradigao.
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Vimos que o anel R do Exemplo 2.2.9 é artiniano a esquerda, mas nao ¢é artiniano
a direita. O primeiro lema da proxima subsecao mostra que é suficiente que o anel
R seja artiniano a esquerda e a direita para que E;” seja um R;’-moédulo a direita

finitamente gerado, para todo i =0,1,.. ..

2.2.2 Anéis Artinianos

Nesta subsecao nosso anel R é um anel artiniano com unidade.

Lema 2.2.10. Com as mesmas notacoes dadas no inicio da subsecio anterior, se o
anel R for artiniano & esquerda e & direita entao, para cada i =0,1,..., EJ* é um

R}-mddulo finitamente gerado a direita.

Antes de fazer a prova do Lema 2.2.10, vejamos uma observacao e uma proposicao

que usaremos na prova deste lema.

Observagao 2.2.11. V; pode ser visto como um E;*-mddulo o direita se em lugar
de f(v) escrevemos vf, para quaisquer f € E¥ ev € V;. De fato, desta forma, para

quaisquer f,g € E* e u,v € V;, temos que:

(ut+v)f =uf +of;

o(f+g) =vf+vg;

v(gf) = (vg)f;

L4 UlE?p =.
2

Além disso, temos que V; é um (R, E;*)-bimddulo. De fato, dadosr € R e f € E;*

arbitrdrios, temos que
(rv)f =r(vf), para todo v € V;.

Proposicao 2.2.12. Com as mesmas notagoes desta subsegcao, temos que:

1. E? como E*-mddulo a direita € uma soma direta finita de cdpias de V; como

EP-mddulo a direita;

2. V; é simples como E;*-mddulo & direita.
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Demonstragao. 1. Como rM ¢ simples, pela Proposicao 1.3.5 segue que M =
R/I como R-mo6dulos a esquerda, para algum ideal a esquerda maximal I de R.
Como V; = jei%le com M; = p M, segue que V; = jélRRj, com RZ_%]- = r(R/I).
Como I C Anng(R/I), segue pela Proposicao 1.1.2, que as agoes a esquerda
de R e R/I sobre R/I coincidem. Entdo, gpV; = r/V; = jGtBIR/IRj. Logo,

¢ _
E; = End(r/1V;) = End ( D R/IR]) = M, (R/I), isto é, E; é o conjunto de
=1
todas as matrizes de ordem ¢ X ¢ com entradas no anel de divisao R/I. Vamos

ver que a aplicacgao ¢ : V; — E;? definida pela correspondéncia:

rn 0 ... 0

i . s 0 ... 0
v= (1, ..., T)—ov)=1. . . .
w0 ... 0

é um E;’-monomorfismo. E claro que ¢ é uma fungao injetora. Além disso,

dados v = (71,...,7) € Vi e f = (Fj) € E”, temos que:

t
) _ _ 2T
11 ... T1¢ 1 j=1
o(vf) =¢(f(v)) =¢ =¢ :
7_1‘[/'1 .. Ftt Ft t _
Z tj'g
j=1
t — —
Zrljrj 0 ... 0 7:11 Flg Flt Fl 0O ... 0
B j=1 B To1 Tog ... Tot 9 0 0
YT 0 0 T Te Tyt e 0 0
=1

= [oo(v) = o(v)f.
Nao ¢ dificil ver também que ¢(vy +v2) = @(v1) + @(vq), para todos vy, vy € V.

Assim, ¢ ¢ um E;’-monomorfismo, como queriamos mostrar.

Por outro lado, se Ej; ¢ o E*-modulo a direita formado por todas as matrizes

coluna
0O ... 0 rp. 0 ... 0
0 ... 0 rop O ... O
0 ... 0 7 0 ... 0
temos que Ey, = Ej, para todos k,k = 1,...,¢, como E;P-moédulos a direita.

¢
Como E¥ = @ Ej, obtemos que E; como E;’-moédulo é uma soma direta
k=1
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finita de copias de V;, como E;’-moédulo a direita. Com isto completamos a

prova do item 1.

2. Segue do fato que cada Ey, k =1,...,t, ¢ um E;’-submodulo simples de E}”,
como E’-modulo a direita, e do fato de que V; & E;; como E;’-modulos a

direita.

Agora estamos em condi¢oes de demonstrar o Lema 2.2.10.

Demonstracao do Lema 2.2.10. Como R é artiniano a direitae R = N° D N D

. D N'=0, entdo N, (Ni/N*) g e V; também sdo artinianos a direita. Dado
que N C Ann(N'/N*1) . pela Proposicao 1.1.2, segue que as agoes a direita dos
anéis R e R/N sobre N*/N**! coincidem. Como R/N é semissimples, (N'/N“1)y é
semissimples e assim V;p também o é. Como V é semissimples e artiniano, temos

pela Proposicao 1.3.13, que V;p ¢é finitamente gerado.

Por definigao, R; := {f. : V; — V;| f,(v) =vr, r € R}. Observamos que, para
todo z € V; e todos 1/, 1" € R, x(r'r") = (xr')r" = (ar") for = (xfrr) frr = x(frr frrr),
isto ¢, a agdo a direita de R e R;” sobre V; coincidem. Como V;p é finitamente
gerado, entao também V; é finitamente gerado como R;’-mo6dulo a direita. Pelo
item 1 da Proposi¢ao 2.2.12, temos que E;* como E;’-mdédulo a direita é uma soma
direta finita de copias do E;’-moédulo a direita V;. Como R:” é subanel de E;”, segue
que E7* como R;”-moédulo a direita também ¢ uma soma direta finita de copias de V;
como R;”-moédulo & direita. Dai, pela Proposigao 1.2.12, segue que E;” ¢ finitamente

gerado como R;”-modulo a direita.

O

A seguinte proposi¢ao é uma versao fraca da reciproca do Lema 2.2.10. Lembre-
mos que fixando um R-moédulo simples gk M definimos o R-moédulo V; correspondente
a pM. Assim, os anéis E; = End(grV;) e R;, e seus respectivos anéis opostos, sao

também definidos a partir do R-mo6dulo simples p M, escolhido inicialmente.

Proposicao 2.2.13. Se para cada R-modulo a esquerda simples M o modulo
Epr;?p, definido a partir de gM, é finitamente gerado, para cada i = 0,1,...,k,

entao o anel R € artiniano o direita.
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Demonstragao. Como o anel R/N é semissimples, também o modulo g/n(N'/N"*1)
¢ semissimples. Observamos que as agoes a esquerda dos anéis R e R/N sobre
N?/N*! coincidem. Dai, segue que o modulo g(N?/N*™!) é semissimples também.
Assim, p(N?/N*1) = jeEBJSj, onde cada S; ¢ um submodulo simples de g(N'/N*1).

Como o anel R é artiniano a esquerda temos que para cada ¢ = 0,1,...,k, o

modulo z(N?/N1) ¢ artiniano a esquerda. Logo, isto implica que J tem que ser

o q

um conjunto finito. Entdo, p(N'/N**") = ©5;. Assim, se Sf,...,S) sdo todos
j=1

os submodulos dois a dois nao isomorfos da familia S,...,.S;, podemos definir as

componentes homogéneas rV;; do médulo r(N'/N“T), que correspondem a cada
o p

submodulo simples S%, 1 < j < ¢. Dai, segue que r(NY/NL) = @13‘/1-]-. Pela

Proposicao 2.2.3, temos que cada V;; ¢ um R-bimddulo. Desta forma, obtemos

também que (N?/Nt1)p = (é RVij> :
Jj=1 R

Vimos na prova do Lema 2.2.10 que as acoes a direita dos anéis R e Rfjp sobre
Vi; coincidem, para cada j = 1,...,p. Por outro lado, do item 1 da Proposicao

2.2.12, temos que Eff como Eff -modulo & direita é uma soma direta finita de copias

op - op
;; ¢ subanel de E;7,

do Ejf-modulo a direita Vj;. Logo, como R segue que B
como R;7-mo6dulo & direita também é uma soma direta finita de copias de V;; como
RjJ-modulo & direita. Por hipétese, para cada j = 1,...,p, (E;}) Ro? é finitamente
gerado. Entao, pela Proposicao 1.2.12, segue que V;; ¢ finitamente gerado
como R77-moédulo a direita e, assim, o médulo (Vj;) , também é finitamente gerado.
Portanto, para cada i = 0,1,...,k, o médulo (N?/N**1)p também é finitamente

gerado.

Como R/N é anel semissimples, também temos que (N'/Nt')pn é mo-
dulo semissimples. Logo, dado que N C Anngr(N'/N"1)x, segue pela Proposigao
1.1.2, que as agoes a direita dos anéis R e R/N sobre N'/N*™! coincidem. Assim,

(N'/N*1)p também é semissimples.

Temos entao que (N?/N™1)p ¢é finitamente gerado e semissimples para cada
t = 0,...,k. Dai, obtemos pela Proposicao 1.3.13, que para cada ¢ = 0,1,...,k,
(N?/N#1) R 6 artiniano a direita. Agora, como (N*1/N*)p = (N*=1/0)r = (N*1)p,
segue que (N*~1)p ¢ artiniano a direita. Logo, se p : N¥=1 — N*¥=2 ¢ a inclusdo e

7 NkE-2 — NF=2/N*k=1 ¢ a projecio canonica, temos que

0 — N1 2 N2 5 NE-2/NE-L
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¢ uma sequéncia exata de R-modulos a direita. Dai, pela Proposi¢ao 1.2.11, obtemos
que (N*72)g é artiniano & direita. Logo, continuando com este processo de forma

indutiva, obtemos que N° = R ¢ artiniano & direita. Assim concluimos a prova. [J

O seguinte teorema nos fornece informagao sobre a imersao de um R-modulo a
esquerda simples de comprimento finito num modulo injetivo de comprimento finito,

quando R é um anel artiniano a esquerda e a direita.

Teorema 2.2.14. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Existe um anel R artiniano a direita e a esquerda, que possui um R-modulo
a esquerda simples que nao € imerso num modulo injetivo de comprimento

finito.

2. Existe um anel B simples e artiniano, a direita e a esquerda, com um subanel
semissimples T que também € artiniano, a direita e a esquerda, e que contém a

unidade de E, tal que Er € finitamente gerado e 7 E nao € finitamente gerado.

Demonstragao. 1 = 2. Esta implicagao é consequéncia do Teorema 2.2.7 e do Lema
2.2.10. De fato, se R ¢ artiniano a direita, pelo Lema 2.2.10, E é um R;"-mo6dulo
a direita finitamente gerado. Por outro lado, se R é artiniano a esquerda, pelo
Teorema 2.2.7, segue que um moédulo g M simples é imerso em um moédulo injetivo
de comprimento finito se, e somente se, E” é um R;’-modulo a esquerda finitamente

gerado.

2= 1. Sejam E e T como em 2.

e Passo 1. Vamos construir o anel R.

Seja Ng um E-moédulo simples. Entéao, pela Proposigao 1.3.15, D = End(Ng)
é um anel de divisao. Além disso, Ng € um D-modulo & esquerda com a agao
dada por:

dn :=d(n), para quaisquer d € D e n € Ng.

Como para todo d € D, todo n € Ng e todo e € E, tem-se d(ne) = (dn)e,
segue que N é um (D, E)-bimédulo e em particular, ¢ um (D, T)-bimddulo.

Logo, pela Proposicao 1.4.2, obtemos que
D N d n
R.:(O T>:{(O t).deD,neN,teT}
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é um anel com a soma e o produto usual de matrizes.

Vamos mostrar agora que R é artiniano a esquerda e artiniano a direita. Co-
megamos provando que p/N é um D-modulo simples. Fixando ng € N nao
nulo, temos < nyg >g= Ng pois, Ng é simples. Logo, dado qualquer n € N,
existe d, € D definido pela correspondéncia ng — n. Isto é, para todo
n € N, existe d, € D tal que d,ng = n. Assim N = p <ng > e, como ng é
arbitrario, isto significa que p/N nao tem D-submoédulos distintos do 0 e N.

Dai, concluimos que p/N é simples.

Afirmamos que o anel R é artiniano & esquerda. De fato, como D é um anel
de divisao, p/N é simples e T' é artiniano a esquerda, segue, pelo item 1 da

Proposicao 1.4.2, que R é artiniano a esquerda.

Afirmamos que o anel R é artiniano a direita. De fato, como Ng é simples e
Er é finitamente gerado, obtemos que Np é finitamente gerado. Assim, como
D é um anel de divisao e T' é artiniano a direita, pelo item 2 da Proposicao

1.4.2, segue que R ¢é artiniano a direita.

Passo 2. Vamos mostrar que existe um R-moédulo a esquerda simples g M

que nao pode ser imerso em um modulo injetivo de comprimento finito.
Comegamos observando que se:

e )-{(3 Y veo}
e 1)-{(9) e}
e )-{( 1) et}

temos que D' = D como anéis, N’ = N como grupos e 7" = T como anéis.

o 3

Também é facil verificar que: a acao a esquerda de R sobre D’ é a mesma de
D' sobre D’'; a acao a esquerda de R sobre N’ é a mesma de D’ sobre N'; a
acao a direita de R sobre N’ é a mesma de T” sobre N'; e a acao a direita de

R sobre T" é a mesma de T” sobre T".

Vamos calcular agora o radical de Jacobson J(R) do anel R. Por defini¢ao,

J(R) é a interse¢ao de todos os ideais maximais a esquerda de R. Vamos ver
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como sao os ideais maximais a esquerda de R. Usando a Proposi¢ao 1.4.2

podemos verificar que um ideal a esquerda de R

_ (L I
r=(4 )

¢ um ideal & esquerda maximal de R se, e somente se, [y = D, I, = N
e I3 ¢ ideal maximal & esquerda de 7. Como T ¢é semissimples e artinaino a
esquerda, entao T' = EqD T}, onde cada T; é um T-submodulo simples & esquerda
de T', ou um ideal miln:ilmal a esquerda de T'. Podemos verificar que os ideais a
esquerda de T" dados por: Ty, @ --- @ 1Tj,_,, onde T;, € {T1,...,T,}, para cada
7 =1,...,q9— 1, sao ideais maximais a esquerda de 7. Como a intersecao de
estes ideais maximais & esquerda de T' é nula, isto implica que a intersecao de
todos os ideais maximais a esquerda de 7' é nula. Dai, por defini¢ao do radical
de Jacobson, segue que J(R) = (10) ](\)[) ou J(R) = N’. Da Proposigao 1.3.10
obtemos que J(R) é um ideal nilpotente. Entdo s6 podemos ter J(R) = N'.

Agora vamos mostrar que o R-modulo gM = R/(T" & N') é simples e nao
pode ser imerso em um R-modulo injetivo com comprimento finito. J& vimos
acima que as acoes a esquerda de R e D’ sobre D’ coincidem, e também vimos
que D' = D como anéis. Logo, como D é um anel de divisdao e gM = gD’,

obtemos que grM é simples.

Vimos que J(R) = N’. Agora, se definimos a agao a esquerda de D sobre N’

por:
d (8 3) = (8 dgb) , para quaisquer d € D,;n € N,

temos que esta agao coincide com a agao a esquerda de D’ sobre N'. Logo,
como a fun¢ao ¢ : pN' — pN definida pela correspondéncia 8 g) —n
é um D-isomorfismo e p /N é simples, obtemos que p/ N’ é simples. Logo, como
as agoes a esquerda de R e D’ sobre N’ coincidem, temos que rN' = pN'.
Portanto J(R) = rN' é simples.

Como J(R) = gN’ ¢é simples e J(R)?> = 0 segue por definicio de Vi, que
Vi = gN’ = J(R). Vimos no paragrafo anterior que o moédulo g N’ tem a
mesma, estrutura do médulo p/N. Assim, podemos escrever V; = pN. Dai,

por definigao, teriamos £y = End(pN).
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Por outro lado, definindo a acao a direita de T" sobre N’ por:

(8 8) L= <8 T(L)t) , para quaisquer n € N,t €T,

temos que esta acao coincide com a ag¢ao a direita de 7" sobre N'. Segue entao
que a fungdo © : Nj — Ny, definida pela correspondéncia (8 8) — n,
é um T-isomorfismo a direita. Além disso, dado que a ac¢ao & direita de R e
T" sobre N’ coincidem, temos que N, = NI ,. Entao temos que o médulo V;,
como R-modulo a direita, tem a mesma estrutura do moédulo Np. Assim, por

definicao de R;, temos:

Ry :={fi: pN — pN| fi(n) =nt, paratodos t€T, ne N}.

Agora, pelo Teorema 2.2.7, para provar que o moédulo simples g M nao é imerso
num modulo injetivo de comprimento finito é suficiente mostrar que E; nao é
um R;-modulo a direita finitamente gerado. Para isto, comegamos provando
que E? = End(pN) como anéis. De fato, temos que ¢ : E? — End(pN)
definida pela correspondéncia e — ¢(e) onde p(e)(n) = ne, para todon € N,

¢ um homomorfismo de anéis. Além disso:

(i) ¢ & injetora. Se p(e1) = p(e2) entdo ne; = ney para todo n € N.

Logo n(e; —ey) = 0 para todo n € N e, como F é simples, entao e; = es.

(ii) ¢ & sobrejetora. Observamos que N é um End(pN)-modulo a di-
reita com a agao definida por ng := g(n), para todo n € N e todo
g € End(pN). Agora, seja f € End(pN). Fixando ny € N nao nulo,
como Ng é simples, temos N =< ng >pg. Assim, existe ¢y € E tal que
nof = noeg. Logo, como também p < ng >= N, para todon € N, temos
nf = (dno)f = d(nof) = d(noeo) = (dno)eo = ney = ¢(eo)(n), isto ¢,

f = ¢(eg) e entao ¢ é sobrejetora.

Na argumentagao usada para mostrar que E = End(pN), mostramos que
todo D-endomorfismo f € FE; é definido por um elemento e € E. Também
vimos que, para cada elemento e € E, a correspondéncia n — ne define um
D-endomorfismo f € F;. Mais precisamente: f € FE; se, e somente se, existe

um e € F tal que f(n) = ne, para todo n € N.
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Suponhamos agora que £ é um R;-moédulo a direita finitamente gerado. Neste
caso, existem fi,..., f; € E1, definidos por ey, ..., ¢; € E respectivamente, tais

que, para qualquer f € E;, temos

f=fofy+--+fiofy, onde, fi,....f, €Ri.

Seja e € E. Entao existe f € E; tal que f(n) = ne, para todo n € N. Logo,

para todo n € N, temos:

ne = f(n) = fio fu(n)+--+ fio fu(n)
= filnty) + -+ + filnty)
= (nt1)e; + -+ + (nt))e
=n(tier) + -+ n(tier)
=n(tier + -+ tiey)

Assim, para todo n € N, temos que n (e — (t1e; + -+ - + t1¢;)) = 0. Dai, como
Anng(Ng) € um ideal de E e E' é um anel simples, obtemos entdao que e =
tieq + -+ -+ te;. Como e é arbitrario estamos mostrando que Er é finitamente
gerado, o que é um absurdo. Entao F; nao ¢ um R;-moédulo finitamente gerado
a direita e, portanto, g M nao é imerso num modulo injetivo de comprimento

finito.

]

Definigao 2.2.15. Sejam A um anel e R um anel comutativo. Dizemos que A €

uma R-dlgebra, se A é um R-mddulo tal que:

r(ajas) = (a1r)ay = ai(ray) = (a1as)r, para quaisquer r € R, ay,a9 € A.

Definigao 2.2.16. Seja R um anel. O centro de R € o conjunto

{r e R: rx =uar para todo x € R}.

Lema 2.2.17. Sejam Z um anel comutativo e E uma Z-dlgebra finitamente gerada.

Seja R um subanel de E noetheriano a direita com a mesma unidade de E. Se E

¢ um R-mddulo a direita finitamente gerado, entao E também é um R-mddulo a

esquerda finitamente gerado.
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Demonstrag¢ao. Temos que ZR C E é um R-submoédulo de Er. Como R é anel
noetheriano a direita e Egi é finitamente gerado segue, pela Proposicao 1.3.7, que
FEr também é noetheriano. Logo, como todo submédulo de um médulo noetheriano é
noetheriano, obtemos que (Z R) g é noetheriano. Dado que um moédulo é noetheriano
se, e somente se, todos os seus submoédulos sao finitamente gerados, obtemos que

(ZR)g ¢ finitamente gerado. Assim, temos que
ZR=z1R+...+zR=Rzx1+---+ Rz
com zy,...,2 € Z; isto é, g(ZR) também é finitamente gerado.

Agora, por hipotese, zFE é finitamente gerado. Assim, existem eq,...,e, € F
tais que, para todo z € F,
n n n
x = Zziei = Zzi(lEei) = Z(zilE)ei, para alguns z,...,z, € Z.
i=1 i=1 i=1
Como 1g € R, segue que z;1lp € ZR. Logo, zrFE é finitamente gerado e, como

r(ZR) é finitamente gerado, entdo rE ¢ finitamente gerado. O

Teorema 2.2.18. Sejam R um anel artiniano a direita e o esquerda, grM um
R-mddulo simples e U o anulador de gM em R. Se R' = R/U ¢ finitamente gerado

sobre o seu centro, entio {r (E(M)) < oo.

Antes de provar o teorema vamos fazer algumas observagoes mantendo as nota-

¢oes do Teorema 2.2.18.

Observagoes 2.2.19. 1. Como R'U = 0 = MU, seque pela Proposi¢ao 1.1.2,
que as agoes G esquerda de R sobre R' e M sao as mesmas de R’ sobre R’ e
M. Assim, como gM € simples, também r M o é. Além disso, temos que

Vv: gR — pM = rR < Mg >
e T U (o4 U)=(a 4 Dymo = wmg

¢ um R'-isomorfismo de mddulos. De fato, para todos x+U,y+U € R/, temos:
que ©+U = y+ U se, se somente se, x —y € U, e somente se, (xr —y)mo =10
se, e somente se, Y(x) = xmgy = ymo = Y(y). Isto €, ¢ estd bem definida e é
injetora. Também [(x+U)+(y+U)] = [(x+U)+(y+U)|mg = (x+U)mo+(y+
Uymog=u(x+U)+Y(y+U). Logo, ¥ é um homomorfismo de grupos. Como
Yl(+U)(y+0)] = [(a+U)(y+U)]mo = (x+U)[(y+U)mo] = (z+U)¢(y+U),
entao ¢ é um R'-homomorfismo a esquerda. Por iltimo, dado m € M, existe

x+U € R tal que m = (x+U)mg = Y(x +U), isto é, ¢ € sobrejetor.
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2. Com as mesmas notacoes do Teorema 2.2.7, temos pela Proposi¢ao 2.2.2 que
t o
Vi = @& M; onde M; é R-submddulo de r(N*/N"*') e M; = xM. Vimos no
j=1
item 1 acima que g R’ = g M = gM. Logo, obtemos entao que rV; =g V; =

t
r R} sendo R; = R', para todo j.
=1

j
3. Novamente, com as mesmas notagoes do Teorema 2.2.7, da Proposi¢ao 1.1.10
e item 1 acima seque que:

t t t
E; = End(p'V;) = End (@IR’R;') =9 (l@ End(R'Rﬁﬂ) -
j= = !

Entao, E; é isomorfo ao anel de matrizes M (End(r R')). Logo, pela Propo-
sicao 1.1.12, R°? = End(g R') € um isomorfismo de anéis. Assim, fazendo

um abuso de notagdo, podemos escrever E; = M (R'P).
4. Sejam Z o centro do anel E; e C o centro do anel R'. E claro que C' também
€ o centro de R'P. Vamos determinar o centro de E; = M;(R'P).

Se (czs) € Z, entao para toda matriz elementar E,, ®, devemos ter (cys)(Epyr) =

(Eypr)(czs) para todo r € R'. Como

0 0 0
C11 ... C1t : . -
(Czs)(Eppr): 0O ... r ... 0
C1 ... Cy . . . .
0 0 0
0 C1pT 0
=10 CppT 0
0 CepT 0
e, por outro lado
0 0 . 0
R : C11 .- Cit
(Eppr)(czs) =10 ... 7 0
ST e Ce1 -0 Cy
O ... 0 ... 0

3A matriz elementar E,, ¢ a matriz com 1/ na entrada pq e 0 em todas as outras entradas.
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=|rcy ... TCy .. Teu |,
o ... 0 ... 0
r)(ces) vale se, e somente se,

observamos que a igualdade (cus)(Eppr) = (Epp

TCpp = CppT € TCpj = Cipt = 0 para j # p, 7 = 1,...,t. Como isto vale para

todop=1,...,t etodor € R, concluimos que

c ... 0
:HtC:CEC QZ

0 ... ¢
Por outro lado, como para toda matriz (a,s) € E; = My(R'P) vale que (a,5)lic =

Lic(ays), temos que

c ... 0
: =lic: ceC ) CZ.
0 c
5. Uma das hipoteses do Teorema 2.2.18 € que R' =< ry,...,r, >c. Vamos
ver que se B 1= {ryE,, : E,, € matriz elementar e ry € {r,...,r,}} entdo

E;, =<B >z, isto €, E; € finitamente gerado sobre seu centro Z.

Seja (mg) € E; = My (R'°P). Entao

(msl) == szlesl = ZZESZ(]ImSl)-

s=11=1 s=11=1

n

Agora, como mg € R'P, entio mg € R'. Assim, mg =Y rjcg; com cqj € C.
J

Logo,

(mSl) = ZZEsl(Hmsl) = ZZZTJ'ESI(HCSU).

s=1 =1 s=11=1 j=1

Logo, como lcy; € Z, obtemos o que queriamos mostrar, que E; € finitamente

gerado sobre o seu centro Z.

Agora estamos aptos para apresentar a prova do Teorema 2.2.18.
Demonstracao do Teorema 2.2.18 Como R é artiniano a direita e a esquerda,

segue pelo Lema 2.2.10 que E;”.or € finitamenge gerado. Vimos no item 5 da
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Observagao 2.2.19 que E; é finitamente gerado sobre seu centro Z, logo também E;”
é finitamente gerado sobre seu centro Z. Observamos que falta mostrar que R;” é
noetheriano a direita para aplicar o Lema 2.2.17 e obter que gor E}” ¢ finitamente

gerado.

Temos que a aplicacao ¢ : R — R;”” definida pela correspondéncia r — f,,
onde f,.(v) = vr para todo v € V;, ¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor. Como R
é artiniano a direita, segue que R;’ também é artiniano a direita. Pela Proposigao
2.2.6, temos que R; é semissimples. Assim R;” é semissimples e artiniano a direita

e entao, pela Proposigao 1.3.13, segue que R;” é noetheriano a direita.

Dai, pelo Teorema 2.2.17, obtemos que Rngf P ¢ finitamente gerado. Logo, pelo
Teorema 2.2.7, segue que gM ¢é imerso num R-moédulo & esquerda injetivo com
comprimento finito. Por tltimo, pela Proposi¢ao 2.1.1, segue que (r(E(M)) < oo;

como querfamos mostrar.
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Capitulo 3

m-V-Anéis

Em [14] Michler e Villamayor caraterizaram os anéis sobre os quais todo mo-
dulo simples é injetivo. Posteriormente estes anéis foram chamados de V-Anéis em
homenagem a Villamayor. Neste capitulo apresentamos uma generalizacao, para
tais anéis. Mais precisamente, vamos estudar a caracterizacao dada por Hirano em
[8] para os anéis sobre os quais cada modulo a esquerda, de comprimento finito,
tem fecho injetivo de comprimento finito. Além disso, vamos ver que as extensoes

normais finitas destes anéis também tém esta propriedade [17].

3.1 Caracterizacao e propriedades dos 7-V-anéis

Definicao 3.1.1. Seja R um anel. Entao:

1. R € chamado w-V-anel a esquerda (resp. a direita) se, para cada R-mddulo a
esquerda (resp. a direita) simples M, o fecho injetivo E(M) tem comprimento

finito;
2. R € um n-V-anel 4 esquerda (resp. a direita) se existe n € N tal que, para

cada R-mddulo a esquerda (resp. a direita) simples M, (r(M) < n.

Lembrando que um anel R é um V-anel a esquerda (resp. a direita) se cada
R-modulo a esquerda (resp. a direita) simples é injetivo, segue que um V-anel é um
caso particular dos n-V-anéis, pois um 1-V-anel é justamente um V-anel. Também

vemos que os n-V-anéis sao um caso particular dos 7-V-anéis.

Exemplo 3.1.2. Sejam R um anel artiniano comutativo, A uma R-dlgebra finito
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dimensional e M um A-mddulo & esquerda simples. Entio k = A/U, onde U =
Anna(M), € um anel de divisao finito dimensional sobre seu centro. Dai, seque do
Teorema 2.2.18 que A € um w-V-anel. Em particular, se K é um corpo, entao toda

K-dlgebra finito dimensional € um 7-V-anel.

No seguinte resultado apresentamos uma caracterizagao para os m-V-anéis a es-

querda.

Teorema 3.1.3. As sequintes condi¢oes sao equivalentes para um anel R:

1. R é um w-V-anel a esquerda;

2. Cada R-mddulo a esquerda M de comprimento finito tem um fecho injetivo de

comprimento finito;

3. Para cada R-maodulo a esquerda M, a intersecao de todos os submaodulos N de
M tais que Lr(M/N) < 0o, é nula.

Demonstracao. (1) < (2). De fato, o sentido (1) <= (2) é consequéncia da Proposi-
¢ao 2.1.1. Por outro lado, é claro que (2) = (1).

(1) = (3). Seja w o uma classe irredundante de representantes da familia de
todos os R-moédulos a esquerda simples e gk M a familia de todos os R-moédulos a

esquerda. Pela Proposicao 1.7.1,
¢ =PE(T)
Tew

é um cogerador de pM. Assim, dado um R-mo6dulo & esquerda pM, existe um

R-monomorfismo

0— M2 HC’Q, com C, =C, paratodo «a € A.

acA

Para o’ e T" fixos, sejam p, a projecao [ C, Lol Cy, € por 7 a projecio € E(T) Pt T
aEA Tew
E(T"). Assim, para cada o € A e cada T € w,

ParOPao f: M — E(T) éum R-homomorfismo.
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Logo, pelo Teorema de R-homomorfismos, para cada o € A e cada T € w, existe

um Unico R—monomorﬁsmo
@ M/Ker(poz,T O Pa © f) — E(T)

Dai, como R é w-V-anel, entao M /Ker(poropqo f) tem comprimento finito. Como
para qualquer composi¢ao de R-homomorfismos ho g, Ker(hog) = g '(Ker(h)) e,
para todo @ € Aetodo T € w, (] Ker(pa) =0e () Ker(par) =0, temos:

acA Tew

ﬂ Ker(paropaof)= ﬂ f T Ker(par o pa)

acATEW acATEw

=1 N pgl(Ker(pavT))]

Lac A TEw

=f ﬂpgl(ﬂpa,ﬂ]

LacA Tew

= f! ﬂp;(m]

LacA

=N Ker(m)]

LacA

= f7(0)

Como {Ker(paropaof): a€ A, T € w} éuma subfamilia da familia de todos
os R-modulos a esquerda N de M tais que ¢r(M/N) < oo, concluimos que vale (3).

(1) <= (3). Seja T'um R-moédulo simples & esquerda. Por hipotese, a intersegao
de todos os R-submoédulos N de E(T), tal que (r(E(T)/N) < oo, é nula. Logo,
como T ¢é simples, existe um submodulo U de E(T') tal que (r(E(T)/U) < oo e
UNT =0. Mas como T C, E(T), entdo U = 0. Assim (r(E(T)) < oo e, portanto,

R é um m-V-anel. O

O seguinte teorema é uma versao do Teorema 3.1.3 para n-V-anéis. A prova é

analoga e portanto sera omitida.

Teorema 3.1.4. Seja n um inteiro positivo. Entao as sequintes condigoes sao equi-

valentes para um anel R:
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1. R é um n-V-anel a esquerda

2. Para cada R-modulo a esquerda M, a intersegcao de todos os submaodulos N de

M tais que (r(M/N) < n é nula.

Corolario 3.1.5. Se R é um w-V-anel a esquerda, o radical de Jacobson J(R) é

T'-nilpotente a esquerda.

Demonstragao. Seja M um R-moédulo & esquerda nao nulo. Como R é m-V-anel, do
Teorema 3.1.3 segue que existe um R-submoédulo N C M tal que (gr(M/N) < .

Logo, existe uma sequéncia de composi¢ao para o R-modulo M/N:
0= My/NCM/NC---CM,/N=MJN.

Assim, temos que nao existem R-modulos entre os modulos M,._1/N e M/N. Logo,
isto implica também que M,_; C M e que nao existem R-modulos entre M, e M.
Em outras palavras, provamos que, se R é w-V-anel, todo R-mdédulo a esquerda M

nao nulo, tem um submodulo maximal.

Por outro lado, temos que para todo R-moédulo & esquerda N de M, este é
submodulo maximal de M se, e somente se, M/N é um R-mo6dulo simples se, e
somente se, existe um ideal maximal / de R tal que M/N = R/I como R-mo6dulos

a esquerda.

Assim, para todo R-mdédulo & esquerda M nao nulo e todo submoédulo maximal
N de M, (J(R)M)/N = J(R)(M/N) =0 # M/N. Dai, temos que J(R)M # M,
de onde segue pelo Lema 1.8.8 que J(R) ¢ T-nilpotente. O

Proposicao 3.1.6. Seja R um w-V-anel. Se, a menos de isomorfismo, so existe
uma quantidade finita de R-mddulos simples, entao o radical de Jacobson J(R) é

nilpotente.

Demonstragao. Seja gB um R-moédulo simples qualquer. Entao, pela Proposicao
1.3.5, existe um ideal maximal I de R, tal que B = R/I como R-m6dulos a esquerda.
Assim obtemos que J(R)B = 0. Como gB ¢é arbitrario, segue que J(R) anula todos

os R-modulos simples a esquerda.

Agora, seja C' um R-moédulo tal que (x(C) = n. Entdo, como J(R)C' ¢é um

R-submodulo a esquerda de C' e J(R) anula todos os R-submodulos simples de C,
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obtemos que fg(J(R)C) < (r(C). Logo, repetindo uma vez mais este processo,
obtemos que (g(J(R)?>C) < lr(J(R)C). Assim, depois de repetir este processo no
maximo n vezes, segue que {g(J(R)"C) = 0, isto é, gJ(R)"C = 0. Mostramos assim
que, para cada R-modulo zC' com comprimento finito, existe um inteiro positivo n

tal que J(R)"™ anula gC.

Como s6 existe uma quantidade finita de R-moédulos simples a esquerda nao
isomorfos, também existe s6 uma quantidade finita de fechos injetivos de R-mo6dulos
simples a esquerda, nao isomorfos. Sejam E(By),---,E(B,,) todos estes fechos
injetivos, nao isomorfos, de R-moédulos simples a esquerda. Como R é um 7-V-
anel, cada um destes fechos injetivos tem comprimento finito. Assim, para cada
i=1,---,m, existe n; tal que J(R)"E(B;) = 0. Logo, se n’ = max{ny, - ,nmn},
segue que J (R)"/ anula todos os modulos F(B;), isto ¢, J (R)"/ anula todos os fechos
injetivos de R-modulos simples a esquerda. Dai, aplicando o Lema 1.5.15, segue que
J(R)" =0, isto 6, J(R) ¢ nilpotente. O

Proposicao 3.1.7. Seja R um anel comutativo com unidade e I um ideal mazimal
de R. Entao o fecho injetivo E(R/I), do R-mddulo simples R/, tem comprimento

finito se, e somente se, Ry é um anel artiniano.

Demonstracao. Assumimos que (g (E(R/I)) < oco. Logo, pelo item 4 do Lema 1.8.5,
segue que também (g, (E(R/I)) < co. Como I ¢é ideal maximal de R, segue pela
Proposicao 1.8.4, que R; tem um tnico ideal maximal m. Dai, pela Proposi¢ao
1.3.5, todo R;-moédulo simples é isomorfo ao Ry-moédulo simples Ry /m. Pelo item 2
do Lema 1.8.5, temos que R/ é simples como R;-modulo. Entdo todo R;-modulo

simples é isomorfo ao R;-modulo simples R/I.

Como (g (E(R/I)) < oo e todo Rr-modulo simples é isomorfo ao R-modulo
simples R/I, temos que R; é um m-V-anel. Como todos os fechos injetivos de
Rr-moédulos simples sao isomorfos ao fecho injetivo E(R/I), segue pela Proposi¢ao
3.1.6, que o radical de Jacobson J(R;) é nilpotente. Como o tnico ideal maximal
de Ry é m, temos J(R;) = m. Logo, existe um inteiro positivo k tal que Ry = m® D
m2...2mf =0. Comom(m’/m"™) =0, para cada i = 0,...,k — 1, segue pela
Proposigao 1.1.2 que as agoes dos anéis R;/m e Ry sobre cada quociente m’/m®*!,
coincidem. Como R;/m é um corpo, em particular, R;/m é um anel semissimples.

Dai, cada quociente m’/m’™! também é um R;-médulo semissimples. Entao, para
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cadat=0...,k—1,
mi/m”l = & RIMih onde RIMil = RIR/]-
lel;

Agora, pela Proposi¢ao 1.1.10, temos

Homp, (w'/m™" R/I) = | [ Homg, (M, R/1).

leL;

Como o socle do Ri-médulo R/ é ele mesmo, os quocientes m’/m**! sdo R;-modulos
semissimples e /g, (E(R/I)) < oo, obtemos pelo Lema 2.1.5, que Hompg, (m'/m'™' R/I)
tem comprimento finito para cada i =0, ...,k — 1. Dai segue que cada conjunto de
indices L; ¢ finito. Entao, para cada i =0,...,k — 1, temos

. . ti
mz/m’“ = @RIMila onde RIMil = RIR/I~

Como cada R;-modulo M;; é finitamente gerado, pois é simples, segue pela Proposi-
cao 1.2.12 que cada quociente m’/m'*! ¢ um R;-modulo finitamente gerado. Como
i+1

cada quociente m’/m*! ¢ um R;-modulo semissimples, obtemos pela Proposigao

1.3.13 que cada quociente m’/m'*! ¢ um R;-modulo artiniano.

1 2

Logo, como m* = 0, temos que m*~! & artiniano. Agora, se p : mF~! — m*~

k—1

¢ a inclusao e 7 : mF2 — m*2/m ¢ a projecao candnica, obtemos a seguinte

sequéncia exata de Ry-modulos:

0 mk*l 14 mk72 ™ mk72/mk71 0.

k=2 & artiniano. Continuando com este

Dai, pela Proposi¢ao 1.2.11, segue que m
processo de forma indutiva, obtemos que m’ = R; é artiniano, como queriamos

mostrar.

Vamos mostrar a implicacao reciproca, para isto assumimos que R; é um anel
artiniano. Temos que R/I ¢ um R;-mddulo simples com anulador Anng,(R/I) = m,
pois R;/m = R/I como R;-mo6dulos. Como R; é comutativo e m é um ideal maximal
de Ry, temos que R;/m é um corpo. Entao, o centro de R;/m é ele mesmo e assim,
obtemos que R;/m é finitamente gerado sobre seu centro. Logo, pelo Teorema 2.2.18,
temos que o fecho injetivo g, E(R/I) tem comprimento finito. Dai segue, pelo item

4 do Lema 1.8.5, que o fecho injetivo g F(R/I) também tem comprimento finito. [

Uma consequéncia da Proposicao 3.1.7 é o seguinte resultado.
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Corolario 3.1.8. Um anel comutativo R é um w-V-anel se, e somente se, Ry ¢é

artiniano para qualquer ideal maximal I de R.

Finalizamos esta secao com dois resultados que mostram algumas propriedades

dos ideais a esquerda dos n-V-anéis.

Proposicao 3.1.9. Seja R um n-V-anel a esquerda. Para qualquer ideal o esquerda

I de R se tem I = "1,

Demonstracao. Seja I # R um ideal a esquerda de R. Suponhamos que I™ D ™1,
Pelo Teorema 3.1.4 a interse¢ao de todos os submoédulos N do R-moédulo & esquerda
M = R/I™! tais que {g(M/N) < n, ¢ nula. Entdo existe um ideal & esquerda L de
Rtal que N'=L/I"" I" ¢ L e lr(M/N') <n. Como

R/I"

R/L = RIL

= M/N

temos que (r(R/L) < n.

Considerando que R = I°, se I' + L = I'*!' + L para algum i = 0,...,n — 1,
entao [" C ["(I'+ L) C "'+ L = L, o que é uma contradi¢ao. Segue entao que
I™' + [ C I' + L para todo i = 0,...,n. Logo, para todo i = 0, ...,n, temos que

n (m%) <t ((wl fﬁ)/[m) ;

M R g
(It + L)/IntY (I 4 L)/In+t R/(I'+ L),

€ CcoImo

entao
M )
tu (G e = tn (R 1),

Assim, obtemos que

R R R R
o=tn(zg) <n(rg) <<t (mngr) = (Z)

de onde segue que £ (%) > n+1, uma contradigao, pois {g(R/L) < n. Portanto,

=, O

Como consequéncia da Proposicao 3.1.9 segue o seguinte corolério.
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Corolario 3.1.10. Se o anel R é um n-V-anel a esquerda, entao J(R)" = 0.

Demonstragao. Pela Proposi¢ao 3.1.9, temos que J(R)" = J(R)""!. Além disso,
pelo Corolério 3.1.5, segue que J(R) é T-nilpotente. Logo, pelo Lema 1.8.8, con-
cluimos que J(R)" = 0. O

3.2 Extensoes Normais Finitas

Definicao 3.2.1. Sejam R e E anéis. Dizemos que o anel E € uma extensao normal

finita do anel R, se R é subanel de E e além disso
k
E = ZejR, com e;R = Re; para cada j=1,... k.
j=1
Exemplo 3.2.2. Seja R um anel com unidade. Entao:

1. O anel de matrizes quadradas M, (R) com entradas no anel R é uma extensao

normal finita do anel R. Pois neste caso:

M, (R) = Z E,R, e E,R=RE,, paratodos p,q=1,...,n.

1<p,g<n

2. Se G € um grupo finito, entao o anel de grupo RG € uma extensao normal
finita do anel R.

No seguinte teorema mostramos que uma extensao normal finita arbitraria de

um 7-V-anel a esquerda é um - V-anel a esquerda.

Teorema 3.2.3. Seja E uma extensao normal finita de um anel R. Se R é um

w-V-anel a esquerda, entao E também o €.

Antes de provar o Teorema 3.2.3, vamos mostrar um resultado auxiliar que sera
muito util.

k

Lema 3.2.4. Sejam E = ) e;R wma extensao normal finita do anel R, gM um
j=1

modulo e gIN um submodulo de rRM. Entao,

1. O conjunto €;'N := {m € M| e;m € N} ¢é um R-submddulo de pM.

70



2. A aplicagao
¢:M[e;'N — M/N
m+ ej_lN»—ﬂzjm + N

¢ um monomorfismo de grupos.

3. A aplicacao ¢ induz uma imersao reticular dos submaodulos do R-mddulo a
esquerda M/ej’lN nos submddulos do R-mddulo & esquerda M /N, isto é, se
rP C rL sio submddulos de M/e;'N, entio ¢(rP) C ¢(rL) sio submddulos
de M/N.

Demonstracao. 1. Nao é dificil ver que ej_lN é R-submoédulo a esquerda de M.

2. Temos que ¢ é uma fungao injetora pois, para quaisquer my, my € M, temos
my ~|—ej_1N = Mo —i—ej_lN se, e somente se, (m; —mgy) € ej_lN se, e somente se,
ej(my —my) € N se, e somente se, ¢p(m + e;lN) =emi+N =emy+ N =
d(mo + ej_lN ). Além disso, ¢ é um homomorfismo de grupos. De fato, para

quaisquer mqy, mo € M, temos:

¢ [(my+€;'N)+ (may+e;'N)| = ¢ [(m1 +my) +¢; ' N|
=ej(m1 +mg) + N
= (e;m1 + N) + (e;ma + N)
— o (m 6 N) 40 m 7N

3. Seja rQ um submodulo arbitrario de M/ e]-_lN . Como ¢ é monomorfismo de
grupos, segue que ¢((Q) é um subgrupo abeliano de M/N. Além disso, do fato
que e;R = Re;, pois I/ é extensao normal finita de R, obtemos, para todo
r € R etodom e M, que: r¢ (m—kej_lN) =r(e;m+ N) =r(e;m)+ N =
(re;)m+ N = (e;rym + N = ej(r'm) + N = ¢(r'm + ej_lN). Assim, temos
que ¢(rQ) é um R-submodulo & esquerda de M/N. Dai, como ¢ é uma

=

¢(rP) € ¢(rL) sao submodulos de M/N.

fungao injetora, segue que: se rP C gL sdo submodulos de M/ ej’lN , entao

]

Demonstracao do Teorema 3.2.3 Por hipotese, existem elementos eq,...,e, € B
k

tais que £ = Y ;R e ¢;,R = Re;, para todo i = 1,...,k. Pelo Teorema 3.1.3 ¢é
i=1
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suficiente mostrar que para cada E-modulo g M a intersecao de todos os submodulos
gN de gM, tais que {g(M/N) < oo, é nula.

Entao, seja M um E-moédulo & esquerda nao nulo e seja kN um submoédulo de
rM tal que (r(M/N) < oco. Para cada e;, seja e !N o R-submoédulo do item 1 do
Lema 3.2.4. Logo, pelo item 3 do mesmo Lema 3.2.4, segue que (g(M/e;'N) <
(r(M/N)=m < 0.

k
Seja b(N) = (e; ' N. Vamos mostrar que b(N) é um E-submodulo de M. De

=1
fato, para quaisquer e = eyry + -+ + epry € E e x € b(IN) temos

er = (eyry + - +eprp)r = (eyr)r + -+ + (eprp)r = ey (mz) + -+ - + ep(rpx).

Dai, fixando i = 1,..., k, como r;z € b(N), entao e;(r;x) € N e, assim, obtemos que
exr € N. Logo, observamos entao que para concluir ex € b(NN) é suficiente mostrar

que e;j(ex) € N, para todo j =1,..., k. Agora, fixando j =1,..., k, temos
ejlex) =ej(er(rax) + - +ex(rpz)) = (ejer)(rx) + - - - + (ejer) (1p2).
Como eje; = eryj1 + -+ - + exTiji, entao
(ejei)(rix) = (exrijn + -« -+ + exrijr) (rix) = e1 (rija(rix)) + -+ + eg (rijr(riz)) -

Logo, para um [ = 1,...,k, fixo como 7 (r;x) € b(N), entdo e (r;;(rx)) € N.
Assim, (eje;)(r;z) € N e entdo e;(ex) € N. Com isto, obtemos entdo que ex € b(N).
Além disso, como a interse¢ao de grupos abelianos é um grupo abeliano, concluimos

entdo que b(N) é um F-submoédulo de gM.

Vamos mostrar agora que b(N) C N. Sejax € b(N). Como 1 = eyr +- - +exry
entdo r = lo = e;(riz) + -+ + ex(rrx). Como b(N) é um R-submoédulo de g M,
entao r;x € b(N), paracadai =1,..., k. Entao, paracadai=1,...,k, e;(r;x) € N
e, assim, segue que x € N.

Vamos mostrar que (g(M/b(N)) < km. Dado que todo FE-mo6dulo é um
R-médulo, ¢é suficiente mostrar que {5(M/b(N)) < km. Mas, como (r(M/e;'N) <
(r(M/N) = m, obtemos que {g(M/b(N)) < km, pela Proposigao 1.3.8.

Temos mostramos acima que todo R-submoédulo N de g M, com {r(M/N) < oo,

contém um S-submodulo b(N) de ¢ M tal que g(M/b(N)) < oo. Logo, como R é um
m-V-anel entao a intersegao de todos os R-submodulos N de gM, com (r(M/N) <
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00, ¢ nula. Assim, a interse¢ao dos b(N) ¢ nula. Como (5(M/b(N)) < oo, segue
que a intersegao de todos os E-submoédulos @ de g M, com (s(M/Q) < oo, é nula.

Portanto, £ também é um 7-V-anel; como queriamos mostrar.

O

Corolario 3.2.5. Seja R um w-V-anel comutativo. FEntdo toda R-dlgebra finita-

mente gerada E € um m-V-anel a esquerda e a direita.
Demonstragao. Basta observar que F é uma extensao normal finita de R. O]

Da prova do Teorema 3.2.3, se obtém uma prova semelhante para o seguinte
resultado sobre os n-V-anéis.

k

Teorema 3.2.6. Seja E = ) e;R uma extensao normal finita do anel R e seja n
i=1
um inteiro positivo. Se R € um n-V-anel a esquerda entao E é um kn-V-anel a

esquerda.
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