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Sinogse.

Neste trabalho procura-se desenvolver dois elementos re
tangulares com o objetivo de se estudar as tensoes e deformagoes que ocor -

rem em folhas poliedricas, e tm estruturas que podem ser aproximadas por me
io de uma folha poliedrica.

Sao desenvolvidos dois elementos. Um, segundo a formula
cao do metodo dos deslocamentos ( modelo compativel ) e outro, segundo afa

mulagao hibrida com campo de tensoes assumidas.

Foram realizados diversos testes, utilizando ambos ele
mentos, e comparando—-se os resultados obtidos com resultados experimentais
obtidos por diversos experimentadores. A maioria dos testes foi feita com
dois tipos de malha para que se tivesse uma idéia da rapidez da convergen -
cia dos elementos. Sao apresentadas numerosas tabelas e graficos com os re-

sul tados.
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Synopsis.

This work is concerned with the development of general
space rectangular elements for the study of the stress and deformation be—
haviour of folded plate—type structures, and also shell structures which

can be approximated by an assemblage of plane elements.

Two elements are developed. One, following the formu-
lation of the displacement method ( compatible model ) and the other, fol-

lowing the formulation of the hybrid model with assumed stress fields.

Several tests were carried out, using both  elements,
and comparing the numerical results with experimental results obtained by
several other researchers. Most of the tests were done using two types of
meshes. The objective was to have an idea of the convergence rate of the

elements. Several tables and graphics are presented with the results.
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NOTACOTES

{3} -
E -
X' -
m -
i o
Jul] &
¢ -
c —
E -
b -
P° =
S -

o
U -
v -
X,Y,2Z-
v -
Su -
B -
n -

vetor

o sinal ~ indica que X & um vetor ou matriz.

indica vetor ou matriz transposta do vetor ou matriz Xo
numero de elementos de um corpo,

numero de um elemento genérico.

nimero generico dos nds, inicial e final, de um elemen-
to no sentido anti-horario.

fungao interpoladora ou aproximativa.

representa o vetor de tensoes que ocorrem em um ponto.
representa o vetor das deformagSes éspecfficas que ocor-—
rem em um ponto,

representa o vetor das forgas de volume por unidade de
volume,

representa o vetor de forgas prescritas em SU.

regiao do contorno onde atua EO.

representa o vetor de deslocamentos que ocorrem em umpon
to,

volume do corpo. _
representam as direcoes dos eixos coordenados locais. Se
estiverem afetadas de indice linha revresentarao coorde-
nadas globais.

representa o vetor dos deslocamentos prescrito no contor
no Su.

i do contoruo ounde estao prescritos os deslocamen -

o
o 0
1w

- o]
o
[=

o

L]
indica tensoes de corte,
- - -
representa o vetor de forgas de superficie por unidadede
- -
superficie,

numero de nos que tem o elemento,
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representa o vetor que contem todos os deslocamentos no-
dais locais do elemento,

matrizes de constantes elasticas.

representa o vetor de deslocamentos especfficos impostos.
matriz de rigidez local do elemento.

vetor de cargas nodais locais equivalentes do elemento,
vetor qualquer de deslocamentos, em coordenadas globais.
vetor qualquer de deslocamentos, em coordenadas locais,
vetor qualquer de forgas, em coordenadas globais,

vetor qualquer de forcas, em coordenadas locais.

vetor de cargas equivalentes do elemento,em coordenadas
globais. '
representa o vetor que contem todos os deslocamentos no-
dais do elemento, em coordenadas globais .

matriz de rigidez global(do corpo).

vetor de cargas nodais equivalentes global(do corpo).
vetor que contem todos os deslocamentos nodais do cocpo
em coordenadas globais.

comprimento do lado do elemento segundo o eixo local X.
comprimento do lado do elemento segundo o eixo local Y.
coeficiente de Poisson do material,

modulo de Young do material.

matriz que relaciona os deslocamentos em um ponto qual -
quer do elemento com os deslocamentos nodais do mesmo
elemento,

Matriz que relaciona os deslocamentos nodais do elemento
com as deformagoes especificas em um ponto do elemento,
constante,

deslocamento de um ponto nao situado na superficie media
da lamina segundo o eixo local X,

idem segundo eixo local Y.

Tdem segundo eixo local Z,

matriz de constantes elasticas das placas.,

‘densidade de energia complementar,



n -~ ~ :
o ,B = parametros de tensao generalizados.

A - angulo formado entre o eixo dos X do sistema de referen-

@ia e a normal a superficie considerada,

R.M.D- elemento retangular do metodo dos deslocamentos utiliza-
do no estudo de folhas poliédricas. Neste trabalho & tam
bem simbolizado por RMD.

HIBRIDO- elemento retangular, modelo hibrido I, utilizado no es-

tudo de folhas poliedricas,



CAPITULO I

1. Introduggg

1.1 Consideragoes gerais

Neste estudo queremos fazer uma analise de
estruturas que a literatura inglesa denomina de "Folded Plates

. . *
Pesquisando um termo a ser empregado em portugues, encontramos

n (1)

, que e definida como sendo 'fo-

w (1)

lha constituida de laminas planas! 0 termo "lamina" e de-

o termo "folha poliedrica

finido como sendo "corpo em que uma das dimensoes & muito menor

”(1)

do que as outras duas!

Poderao existir, fundamentalmente, dois ti-
pos de folhas poliedricas:

1) Folha poliedrica prismatica ou mais simplesmente folha

(1)

prismitica.
2) Folha poliedrica nao prismatica.

Podemos ver na figura la uma folha poliédri
ca prismatica. Ela & detinida como sendo "folha poliedrica de
arestas paralelasT(l) Alem disto, usualmente, as duas extre-
midades sao fechadas por meio de outras duas placas finas que

recebem o noms de diafragmas,
Na figura 1b podemos ver uma folha poliedri

ca nao prismatica. Podemos defini-la como sendo uma folha poli

* TAMBEM CASCA POLIEDRICA



edrica de arestas nao paralelas. Aqui também poderemos ter ou

nao diafragmas.

Ambos os tipos podem ainda ter diafragmas
paralelos ou nao paralelos. Poderao existir, tambem, diafrag-
mas intermediarios, alem dos existentes nos extremos da estru-

tura.

1.2 Aplicagoes e Importancia(2)

A partir de 1953 houve uma rapida expansao
da literatura sobre folhas poliédricas. Isto indica, por si

s0, um aumento do interesse profissional neste tipo de estrutu

ral

Em engenharia civil o material mais empre-
gado neste tipo de estrutura e o concreto armado. Entretanto,
poder-se-a empregar a madeira, se estiver disponivel na regiao,
e, ja se realizaram construgces deste tipo empregando metal.
Neste ultimo caso as vantagens econdomicas ate agora nao estao

claramente definidas.

Este tipo de estrutura encontra também a-
plicagoes na engenharia mecanica. AI ela aparece sob as mais
diversas formas como estruturas de maquinas, ferramentas, chas
sis de caminhoes, onibus, etc... Neste caso o material empre-

gado sera, normalmente, o ago ou ferro fundido.

Vemos nas figuras 2 e 3 algumas aplicagoes,
em engenharia civil, das folhas poliedricas. Embora a aplica-
¢ao principal seja na construgao de telhados, a folha poliédri

ca foi adaptada para ser utilizada como reservatorio, na cons=

trugao de assoalhos, e mesmo, na realizagao de fundagoes. Em
alguns casos treligas constituidas de folhas poliedricas, po-
dem ser usadas com vantagem para se conseguir um bom efeito ar

quitetonico, sem perda economica.

Quando se usa uma folha poliedrica o invo-
lucro & a propria estrutura principal. 1Isto contrasta com as

estruturas convencionais onde se tem placas e vigas, treligas
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a)folha poliédrica prismatica

b)folha poliédrica nao prismatica

Fig. N9 1




piso ou telhado—,

espago para luminarias e/ou canahzacoss

T

telhado tipo ‘shed"
F1g.N2 2

Fig.N2 3 -telhado do tipo guarda—-chuva’



e cobertura, etc... Nestas estruturas, o involucro & um sistema
estrutural secundario, que nao contribue para aumentar a capaci
dade de resisteéncia da estrutura principal. O resultado disto &

uma maior economia quando se usa uma folha poliedrica.

1.3 Objetivo deste Trabalho

.

0 presente trabalho tem como objetivo a ana-
lise de tensoes e deformagoes em folhas poliedricas, atraves da
utilizacao do metodo dos elementos finitos. Mais precisamente
propae a utilizagso de um elemento retangular do metodo dos dei
locamentos (simbolizado neste trabalho simplesmente como R.M.D.
ou ainda como RMD), e de um elemento de formulagao hibrida com
campo de tensoes assumidas (simbolizado neste trabalho simples-
mente como HIBRIDO), para a realizagao da analise acima prescri

ta.

Como sera mostrado mais- adiante, foi realiza
da uma serie bastante grande de verificagoes, comparando-se os
resultados obtidos utilizando se o método dos elementos finitos
e os resultados experimentais obtidos em modelos por diversos
experimentadores., De uma maneira geral os resultados obtidos

confirmaram com boa aproximagao os resultados experimentais,

Note=se que, como ambos os elementos aqui a-
presentados sao elementos retangulares, eles se prestam para a
analise de folhas poliédricas constituidas de laminas placas re
tangulares. Servem ainda, para estruturas que possam ser repre-
sentadas aproximadamente por folhas poliedricas prismaticas,

- - - = - 3
como e o caso de reservatorios e cascas cilindricas etcC...

Foi feito ainda em um dos modelos apresenta“

dos uma tentativa para se levar em consideragao o diafragma,



CAPITULO II

2. Folhas Poliedricas e o metodo dos elementos finitos

2.1 Generalidades

0 estudo das folhas poliedricas foi feito

i
nicialmente na Europa, na decada dos 30.(3) Entre esta data e
o presente um longo caminho foi percorrido, tenda sido feitas

numerosas investigagoes tanto de ordem analitica como experimen
tal. Numerosos metodos analiticos foram desenvolvidos para a
resolugao deste tipo de estrutura. Estes metodos apresentam en
tretanto, uma sarie de problemas que tornam a sua aplicagao mui
tas vezes restrita a certos problemas particulares. Isto con-
duz a uma perda de generalidade, que nem sempre e interessante.
Um outro problema que pode ser citado, & que a estrutura nao &

considerada como um todo.

Com o metodo dos elementos finitos, torna-
se possivel analisar uma folha poliedrica como um todo, e para

qualquer condigao de apoio e carregamento.

Isto nos da uma grande generalidade, e tor-
na o metodo dos elementos finitos particularmente interessante
para a analise deste tipo de estruturas. A principal limita-
¢3o, na aplicagao do método, reside no fato de que, a pessoa

que o quiser utilizar, deve ter acesso a um computador de bon
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tamanho. Com o progresso atual da tecnologia, e com a existen-
cia, cada vez mais numerosa, de computadores grandes, este pro-
blema tende a desaparecer ou a ser minimizado. Portanto o meé-
todo dos elementos finitos, devido a sua generalidade de aplica
gao, tende a se tornar cada vez mais empregado. Isto nao ape-
nas no problema particular de folhas poliedricas, mas em estu-
dos que vao desde a analise de uma simples viga até os mais com
plexos problemas de poluigao ambiental. Dai a sua importancia

e atualidade.,

2.2 Rapido Historico do Método dos Elementos Finito§(3)

Da necessidade de se resolver problemas, de
estado plano de tensoes e de estado plano de deformagoes, para
a industria aeronautica, nasceu o método dos elementos finitos.
Ele foi publicado inicialmente em 1956 por Turner e outros. 'Em
1960 surgiu uma publicagao similar, devida a Clough, orientada
para aplicagoes na engenharia civil. Nestes primeiros traba-
lhos, foram desenveolvidos tanto elementos triangulares ccomo re-
tangulares para problemas bidimensionais. Os resultados obti-

dos nas aplicagﬁes foram bastante precisos.

A aplicagao do método na resolugao de pro-
blemas de flexao de placas encontrou dificuldades, devido a fal
ta de precisao dos elementos triangulares desenvolvidos para

este fim.

Contribuigoes de importancia no desenvolvi-
mento de elementos retangulares foram feitas por Melosh (1961 e
1963) e por Zienkiewicz e Cheung (1964). Um trabalho mais anti
go de Tocher (1962) incluia varios tipos de elementos triangu-
lares. Clough e Tocher (1965) realizaram um trabalho de compa-
ragao, entre a relativa precisao dos elementos triangulares de
Tocher, ja apresentados, e a de 'um novo e mais refinado elemen-
to triangular, sugerido por Bazeley (1965). Atualmente existem
elementos triangulares e retangulares que fornecem razoavel pre

cisdo na sua resolucao de problemas de engenharia. os elemen-
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tos triangulares, entretanto, de uma maneira geral necessitam de
malhas muito mais refinadas do que os retangulares, para forne-
cer resultados com a mesma precisao. Por isso sempre que as con
digoes geométricas o permitam, deve se dar preferéencia aos ele
mentos retangulares. Alem destes aparecem hoje, cada vez mais,
quadrilateros que reunem, a versatilidade geometrica dos trian-

gulares, e a maior precisao dos retangulares.

As estruturas do tipo cascas foram resolvi-
das combinando-se os elementos do tipo membrana com os de placa.
Publicagoes de valor neste sentido foram feitas por Johnson(1967)
e por Clough e Johnson(1968). ©No trabalho de Johnson(l1967) wuma
estrutura de placa dobrada foi resolvida como um caso especial
de estrutura do tipo casca. Connor e Brebbia(l967) apresentaram
um elemento retangular curvo. Todos os elementos acima foram de

senvolvidos com base no metodo dos deslocamentos.

0 metodo dos elementos finitos progrediu de
tal forma nos ultimos dez anos, que surgiram numerosos livros no

setor, Surgiram elementos de formulagao hibrida e de formulagao

(

: ; ; 14 e
mista, Em particular Pian ) desenvolveu varios elementos re-

tangulares de formulagﬁo hibrida, com campo de tensoes assumidas.

(4)

Um destes elementos foi implantado por Edison C.P.de Lima pa-

ra resolugao de placas delgadas em flexao, e um outro por Odilon

£5)

P.Cavalheiro para resolucao de problemas de estado plano de

tensoes,



CAPITULO III

3 Formulacao do metodo dos elementos finitos

(6)

3.1 Procedimento Geral

0 metodo dos elementos finitos basicamente
consiste em se considerar o solido (corpo, placa, barra etc..)
dividido em uma certa quantidade de elementos de forma geome-
trica definida. Estes elementos se ligam entre si por meio de
seus nos. Poderemos ter elementos retangulares, triangulares,
cubicos, de forma tetraédrica etc... Desta forma aproximamos
uma estrutura continua por outra constituida por uma serie de
elementos de dimensoes finitas e de forma geométrica determina

da.

Como se pode assegurar que uma tal aproxi-
macao seja compativel, isto &, que os deslocamentos e tensoes
da estrutura formada por elementos sejam, com boa aproximagao,
os da estrutura real continua? Em muitos problemas de engenha
ria existe um funcional 7, tal que, a solucao do problema & de

finida pela expressao:
61 = 0 (3=1)

Esta expressao representa a solucao exata
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- - .-
de um problema continuo que consiste em se encontrar a fungao ,
o - . " . -
ou fungoes, analitica que definem o comportamento da variavel ,
ou variaveis desconhecidas, nas quais o problema & formulado |,

de modo que se cumpra a (3-1),

No metodo dos elementos finitos o funcionalg_

xato T @ substituido por um funcional aproximado fa.

0 metodo requer que o continuo seja dividido
em regioes ou elementos finitos. Para cada regiac, as variaveis
do problema sao expressas em termos de combinagoes lineares de
polinomios interpoladores, conhecidas as fungoes de forma
("shape functions"), multiplicadas por parametros desconhecidos .
Estas expressoes definem o comportamento localizado das varia-
veis do problema sobre o elemento, e a sua selegao representa

o ponto critico do metodo.

Sobre as bordas do elemento, eventualmente
dentro do proprio elemento, um certo numero de pontos nodais
(nos) sao identificados, de tal forma que os valores das varié
veis do problema nestes pontos serao expressos pelas fungoes
interpoladoras, ou ainda mesmo, pode se fazer com que nestes
pontos os parametros desconhecidos sejam as proprias variaveis

do problema nestes pontos.

Entao o valor do funcional aproximado fTa

sobre o dominio de integracao, pode ser tomado como a soma dos

valores obtidos para o funcional de cada elemento:.finito, ou
seja
m » -
fa = bX fTai (3-2)
i=1
onde Yai e o funcional aproximado caleulado sobre o elemento

"i", 0 corpo & suposto dividido em "m" elementos.

Sendo aj* um parametro desconhecido generi=-
co, com j*=1,2....ki (ki= numero de parametros desconhecidos

do elemento i), pode se escrever :
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m

fa (aj*) fai (ajd) (3-3)

Il
(o |

1=1

Neste ponto a expressao (3-1) @ substituida

por 3
§ fa =0 (3-4)
ou :
m .
b § fai(aj*) =0 (3-5)
i=1
ou :
m ki : .
5
z p ALsk (859 . ¢ (3-6)
i=1 j=1 daj* :

Esta ultima expressao & um conjunto de equa=
goes, cuja solugao nos da os valores de aj*. Com eles e com as
fungoes interpoladoras, o valor de qualquer variavel do proble
ma, em qualquer ponto do dominio de intcgragzo, pode ser deter=—
minado. Note-se que enquanto a (3-1) representa a solugao exata
do problema continuo, a expressao (3-6) representa uma aproxima

¢ao que corresponde a discretizagao do problema.

Se a solugao aproximada for convenientemente
fermulada, a medida que se aumentar o n? de nos, e portanto on?
de parametros desconhecidos, a solugao aproximada devera conver

gir para a solugao exata.

Até aqui o metodo dos elementos finitos foi
apresentado como um método variacional., Com esta apresentacao o
método se torna uma ferramenta muito versatil e que pode ser a-
plicado a inumeros problemas de engenharia.Podemos, entretanto

; -+ . -
dar um enfoque fisico ao metodo, Basta para tal supor os elemen
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tos, em que foi dividido o continuo, unidos por meio de um cer-
to n? de pontos nodais. Considerando-se um elemento generico
individualmente, procura-se determinar uma relacao causa-efeito

entre os deslocamentos nodais e as forcas ou tensoes.

Esta relagao e expressa em forma matricial
em termos de coeficientes de rigidez ou flexibilidade, Estabe-
lecida desta forma uma matriz de rigidez ou flexibilidade indi-
vidual, caracteristica de um elemento generico, procura—-se mon-
tar uma matriz de rigidez ou flexibilidade global que sera ca-

racteristica de todo o sistema estrutural estudado.

No estudo de mecanica dos solidos wutiliza-
mos os dois enfoques. Inicialmente procuramos atraves de algum
principio variacional determinar uma expressao do tipo (3-1). A
seguir selecionamos as fungoes interpoladoras e procuramos subs
tituir os parametros desconhecidos por certas variaveis incog-
nitas do problema. Determina-se em seguida uma expressao do ti
po (3-4) para um elemento. Esta expressao nos conduz a um sis-
tema de equagoes, ao nivel do elemento, que chamaremos de siste
ma local, Um sistema de cquagses local, semelhante, e montado

. . "
para cada um dos demais elementos. Finalmente usando os m "

sis
temas de equagoes locais podemos montar um sistema de equagoes
global cuja solucao nos fornecera uma serie de variaveis incog-
nitas do problema. Atraves destas incognitas assim determina-
das pode-se determinar as demais incognitas desejadas, para ca-

da ponto do dominio de integragao.

Deste procedimento surge, ao nivel do ele-
mento, uma matriz que pode ser interpretada como sendo uma ma-
triz de rigidez ou flexibilidade do elemento e, ao nivel glo~-
bal, uma matriz que pode ser interpretada como sendo uma matriz
ae rigidez ou flexibilidade global., Teremos ainda ao nivel glo
bal, um vetor de cargas, cujos valores dependerao das cargas
que atuam sobre o sistema estrutural. A resolugao do sistema
de equagoes global nos formecera um vetor de deslocamentos no-

dais que sao as incognitas do problema.
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Conforme o principio variacional utilizado

e dependendo do comportamento assumido sobre cada elemento po-

de-se ter quatro diferentes tipos de formulagao ou seja qua-

tro tipos basicos de elementos ou modelos.

Modelo compativel - & derivado do principio da minima energia

potencial. Um campo continuo de desloca-
mentos e assumido sobre cada elemento o
qual, além disso, deve preservar a compati
bilidade de deslocamentos entre os elemen-
tos.

As incOgnitas do problema discreto sao os
deslocamentos nodais. Esta alternativa e
conhecida como metodo dos deslocamentos ou

metodo de rigidez,

Modelo de Equilibrio - & derivado do principio da energia com-

Modelo hibrido -

plementar minima, e @ baseado em campos de
tensao em equilibrio assumidos. As incog-
nitas basicas do problema discretizado sao
as tensoes nos pontos nodais, embora, even
tualmente, as tensoes possam ser substitui
das pelos deslocamentos nodais. Este mode
lo e conhecido, normalmente, por metodo das

forgas ou flexibilidade.

podemos ter aqui dois tipos de modelos hi-
bridos. O primeiro deles, chamado de tipo
I, baseado no principio da minima energia
complementar modificado ou do principio va
tiacional generalizado de Reissner. Campos
de tensao em equilibrio sao assumidos so-
bre cada elemento e campos de deslocamento
compativeis somente nas bordas do elemento.

As incognitas finais do problema sao os

deslocamentos nodais.
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Para o modelo hibrido de tipo II, usa-se o
. - - - - . . .
principio da minima energia potencial modi-
ficado., Campos de deslocamento continuos sao
assumidos sobre o elemento s enquanto que
forgcas em equilibrio sao consideradas nas

bordas do elemento.

Modelo misto = os modelos mistos sao derivados de - algum

principio variacional generalizado,como por
exemplo o de Reissner. Campos continuos de
deslocamentos, independentemente escolhidos
e campos de tensao em equilibrio sao assumi
dos sobre o elemento. As incagnitas serao os
deslocamentos nodais ou tensoes e forgas,
Neste trabalho serao utilizados dois mode-
los: o modelo compativel e o modelo thrido‘do tipo I. A se—
guir damos um resumo da formulagao de cada modelo. Para cada
modelo devemos utilizar um elemento para estado plano de tensoes
e um elemento para o estudo de placas delgadas. Em seguida,
devemos realizar o acoplamento destes dois elementos, para ob-
termos um elemento que possa ser- utilizado na anilise de uma

folha poligdrica,

Os quatro elementos basicos ja tinham sido
desenvolvidos anteriormente,de modo que, aqui nos limitaremos a
apresentar um resumo de seu desenvolvimento e citar as referen-

cias onde se podera encontrar um desenvolvimento mais completo.

3.2 Modelo Compativel

S 9 | Generalidades(?)

0 funcional deste modelo & baseado no prin-

- .

cipio da energia potencial minima.Podemos escrever :

W TP, S . .
To= 5 dyii~goll ~~ToB sHell = Ty B ullad8 (3~7)
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onde :
T
0" ={ 0_ 0 0o 1 T }
~ X Y 2% XY ¥z X3
T
€ = €E_ €
~ { X Yy Tz ny sz Yxz }
T
b = { b_b_b_}
~ X 'y 2
0,T 0 .. 0
P - { B 2° P )
~ ¥y
ET ={u v w }
g - representa o vetor de tensoes que ocorrem em um pon
to.
€ — representa o vetor de deformagaes especificas que
ocorrem em um ponto.
E - representa o vetor das forgas de volume por unidade
de volume,
o,T ' g
P > = representa o vetor de forgas prescritas em Sa'
.~ o
So - reglao do contorno onde atua P .,
U - representa o vetor de deslocamentos que ocorrem em
um ponto,
V = volume do corpo,
X,Y,Z2 - representam as direcoes dos eixos coordenados lo~
cais,
T - indica vetor ou matriz transposta.

Isto ocorre para um corpo qualquer, elastico-~linear, submetido

-

a um sistema de forgas., A primeira variacao expressao (3-7) e

dada por :

89p = [y Se’.0.dV = S0UT.b.dV - S 8U'. 2°.dS  (3-8)
o
A condigZo 3
§1p = 0 (3-9)

nos diz que de todos os possiveis estados de deslocamento ad-
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missiveis, aquele que satisfaz o equilibrio corresponde a um

- - - . -+ . 1]
minimo da energia potencial minima total",

i Por outro lado sabe-se que :
g =D.( €~¢g,) (3-10)

— $ - . -
onde D e a matriz das constantes elasticas e eo e um vetor de

deslocamentos impostos.

0 proximo passo e procurar uma relagEo en=-
tre o'vetor de deslocamentos em um ponto U e o vetor Ue, Este
contem todos os deslocamentos nodais do elemento. Devemos encon

trar uma relagao do tipo :
U = A,Ue (3-11)
A partir dai, por meio de derivagao apropriada, pode-se obter :

€ = B.Ue (3-12)

Dai :

syT= sus.aT (3-13)

scT= sud.p" (3-14)
Substituindo a (3-13),(3-14) e (3-10) na (3-8) podemos obter

para um elemento a seguinte expressao :

ke.Ue - Pe = 0 (3-15)
onde :
Ee = fV ET.E.E.dV (3-16)
Pe = £ (A sh & BFiDel )iV + £, A %48 (5=
i v :‘ LR D oﬂono . SG £ ol @ ]:7)

onde V e SG se referem ao elemento,

Lembrando a (3-5) podemos escrever— para o
sistema global ,se nao houver necessidade de rotagao, o que se

segue:
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o ke.Ue = Pe ) =0

L —

=

£ ke.Ue ) = L Pe
m m

e fazendo (o simbolo I indica éuperposigao)

E ( EEQHQ ) = K.ﬁ
m e -
e
I Pe = P
m
teremos @
}‘S.E’ = E (3_18)

que vale para o sistema global., Se houver necessidade de rota-

gao o processo & semelhante, como veremos no quarto capitulo.

A matriz ke pode ser interpretada como sen-
do uma matriz de rigidez do elemento, e Pe, como um vetor de

cargas nodais equivalentes do elemento.

A matriz K pode ser interpretada como sen-
do uma matriz de rigidez global, e P, como um vetor de cargas

nodais equivalentes global,

Para que se possa garantir a convergeéncia a
matriz A devera cumprir certas condigoes. Estas condigoes en-

contram—-se no apendice 1,

a5 7
3.2,2 Elemento. . Para o Estado Plano de Tensoes( )
Podemos escrever, com base na figura 4 e

percorrendo os nos no sentido anti-horario a partir do no 1 5
que :

UE = ML WL M W Wy Ve W, W)

~ L1 "2 273 "3 & 4
e que :

A = (3—19)
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onde os diversos y representam polinomios de interpolagao., Os

polinomios de interpolagao devem cumprir as condigses :

v, =1 parao no n

]

n

0 para os nos distintos de n

Além disto os polinomios devem ser lineares sobre os bordos,

para que tenhamos compatibilidade, A partir dai podemos escre-

ver 3
By mELl=35.01=f)
byw Gt 1=K
by= E,(2)
Vg ™ %'( s E )
onde "a" e "b" sao os comprimentos dos lados do elemento.

Com isto fica perfeitamente determinada a

matriz A. A matriz D & dada por :

1 v o |
p o — |y 1 0 (3-20)
D 2
1 -v
1 = 5
0 0 5 |

onde v @ o coeficiente de poisson do matcrial e E & o modulo de

elasticidade do material,

Para o elemento de estado plano de tensoes

temos :

Lembrando as relacoes da teoria da elastici

(8),

dade. para estado plano de tensoes
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E = 2...‘.'!
X 9x
v
€ = m—
y ay
L
ny =ax T 3y

Lembrando também as expressoes (3-11) e (3-19) podemos obter :

9y 5 M, 5 W, " W, .
ax 9x ax 9x ?
A 3y ayp Y Y
BEl 0 —L 0 et 0 —2 0 —2
~ oy ay y 3y

MWy 99y MWy, A, BNy WM, 39, Wy
Lay dx 9dy 9x 9y 9x 9y 9X

Empregando a (3=16) e a (3-17) podemos ob=
ter a matriz ke e o vetor de cargas nodais equivalentes Pe do

elemento considerado.

No apéndice 2 temos a matriz ke e o vetor

de cargas nodais equivalentes. A matriz ke aparece na "procedu-

re" RIFPR1 enquanto que, o vetor Pe e dado na "procedure" VET-
CAR.
Finalmente a expressao (3-10) nos diz que ;
g = D,B.Ue (3-21)
se considerarmos E. = 0 . Para este elemento o vetor J tem por

componentes :

0 vetor-g aparece no apendice 2 na "procedu
re" TEFPR1l. Tanto ke como ¢ foram retirados da refercncia (9) .
A regiao,nas diversas "procedures" onde se encontram as referi-

das matrizes e vetores, esta assinalada com as letras EMDEPT
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( elemento do método dos deslocamentos estado plano de ten=-

soes ).

32,3 Elemento Retangular Para Estudo de Placas Delgadas

3.2.3.1 Relacoes Gerais das Placas Planas Delgadas Submetidas

a Flexao.

Consideremos a figura 5. Da teoria geral

das placas delgadas em flexao temos:

z X
My - - Jrz Z.O’yodz (3_23)
M - - f ZoT odz (3-24)
Xy z Xy

onde Mx e My representam momentos fletores por unidade de com=-

primento e Mxy momento torgor por unidade de comprimento.
Tambem sao validas as relagoes que envolvem
os esforgos cortantes :

Qx = "fz szodz

Qy = ‘fz Tyz.dz

As componentes importantes do problema sao:
o deslocamento w da superficie media da placa e as rotagoes Bx
e By da normal a superficie média.Para um ponto qualquer, nao

i i s 7
situado sobre a superficie media, teremos g ):

* = . 0 (3_25
u z.0, )
vk = = 2. h (3—'26)

X
wk = W (3-27)

onde os valores com asterisco referem-se a pontos fora da super

-~ . -,
ficie media.
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As deformagoes especificas serao dadas por:

90
Ex = z.—-—iax (3_28)
aax
{4 - = o 3_29
v Ze3y ( )
20 aex
ny = z. ( 5;2 e g ) (3-30)
ow
sz ey ¥ x
- v
sz N Bx = dy

Se desprezarmos as deformagges por corte ( placas delgadas ) :

- ow . _ ¢ "
0 > = By (3-31)
_ Iw L
sz = ( -»> 5; = ax (3-32)

Substituindo nas expressoes (3-28), (3-29) e (3-30) temos :

i 32w
€x g =
g T " 32w
y "3y?
S g B _32w
ny *Z*3x.0y
ou :
82 2 2
T =g TH LY 5 2N (3-33)
L dx? ay2 9%.0y
Lembrando a expressao (3-10) :
d = D.t (3~34)
para g_ = 0, D & dada pela expressao (3-20).
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Lembrando as expressoes (3-33) e (3-34), e
integrando (3-22),(3-23) e (3-24) obtemos :

g - T T TN s (3-35)
12.2. X 8 y . 1 — \’2
My = = —EE— (e + vee ) E {(3-36)
12y Z* y e Tt 2
1 - v
3
t E
Mxy = = ==—.( v,/ 2 ) . (3-37)
12,2 Xy 1 % @
que pode ser posta sob forma matricial :
o 1.t3,
20~k ieE e
onde :
T .
M® = { Mx My Mxy }
e chamando :
oy
iy =152 (3-39)
teremos :
1
M= E*Eh'g (3-40)

3.2,3.2 Metodo dos Elementos Finitos Aplicado as Placas Planas

(7) ’

Delgadas Submetidas a Flexao.

Partindo-se da expressao (3-3) e utilizando

a (3-10), chega-se a expressao, valida para um elemento,abaixo:

fy(8eT.D.e) v = S (e .D.e® + SUT.B).aV + S, 6U'.2°.dS

g

(3=41)

onde:



27

T _
= - ¢ £x EY TxY }
| {w 08 o }
b = b, BB ¥
o z mx my
Po,T s p° M° Mo }
~ zZ Xy
Lembrando a expressao (3-11) podemos escre-
ver :
w = Aw.Ue (3-42)
onde :
UE = { w, 0 0 w,_ 0 6 w_, 06 3] w 0 0 }
~ 1 "x1 "yl "2 "x2 "y2 "3 "x3 y3 4 x4 vk

- - - . - . i
e Aw e um vetor de polinomios interpoladores . Na figura 6 sao

dados os sentidos positivos para os deslocamentos.

Lembrando as expressoes (3-31) e (3-32)

dw dAw .
Bx = B_Y = Ey_-'ge (3-43)
aw AW
- = = = —"e (3=44)

y 9x I9xX ~

e fazendo :

T T
T E dAw AW
.f: = éW -5'3-’-- s W (3—45)
tem=-se :
U =A . Ue (3-46)

(9)

Przemieniecki fornece o vetor Aw que reproduzimos no apen -
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9X4

3
!

BX3

W
|

Fig.Ne 6
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dice 2.

Lembrando a expressao (3-33) e a (3-42) po-

demos escrever :

E = E . Ee (3_4?)
onde:
32Aw
— z. s
ax?
3 2Aw
B =|- Z O —— (3-48)
Bzéw
= 22"
L ax.ay

A matriz B tambem & publicada na referencia (9) e encontra-seda

da no apendice 2.

A expressao (3~41) pode ser manipulada(7)a*

traves de uma serie de substituigOes e algebrismos, chegando-se

no fim a expressao :

ke . Ue = Pe (3-49)
onde :
ke = f S BT .Db.B.dx.dy (3-50)
Pa = F.T (BT Dbex. * Bk ob)udxedy * To ATP48 (3-51)
= X'y~ =~ ~0 ~ -~ SG~ ~
= ;oe (3“52)
~o0 z ~0
Tanto ke como Pe encontram-se no apéendice
2, A matriz de vigidez ke encontra-se na "procedure” RIFPR1,

tendo sido obtida da referencia (9). O vetor de cargas Pe en-
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contra-se tambem no apendice 2 na "procedure" VETCAR.

0 calculo dos momentos Mx,My e Mxy , para
um ponto qualquer do elemento, pode ser feito atraves das ex—

pressoes (3-47) e (3-40), que nos conduzem a:

M= -

Db.B.Ue (3-53)

NI

0 vetor M encontra-se na "procedure" TEFPR1
do apendice 2. A regiao, nas diversas "procedures", onde encon-
tram-se as referidas matrizes e vetores esta assinalada com as
letras EMDPF (elemento do metodo dos deslocamentos para placas
em flexao).

0 valor t que aparece no calculo de diver-
s0s vetores representa a espessura da placa ou elemento consids

rado.

Da teoria geral das placas delgadas em fle-
xao, considerando-se as convengoes da figura 5, podemos escre-

ver que @

Qx = gzx + OMxy

(3-54)
oMy " IMxy
9y ax

Qy -
que podem ser utilizadas para se calcular os esforgos cortantes
Qx e Qy. Tais valores sao encontrados na "procedure" TEFPR1 do

apendice 2.

3.3 Modelo Hibrido I

0 funcional fp & fungao das deformagoes es-

Y . . i .. . -
pecificas e implica nas equagoes de equilibrio e equacgoes de
borda de forga. Seria interessante construir um novo funcional
cuja condigao de estacionaridade envolva as equagoes de equili-
brio, as relagoes tensao-deformagao especifica em cada um  dos
pontos do solido , as condigoes de deslocamento sobre os bordos

Su e as condigoes de forga sobre os bordos Sc' Um funcional de
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tal tipo e o funcional de Reissner , %R , que aparece dado

‘ Bax Btyx 3sz
- +
fv{n(o) ( s 2y % smmen bx ).u *

=4
-
]

aT 90 9T 9T AT
Xy

; y zZy 3 - Xz yz
s —sbl —chis ~SL AW Al b akde ik

do
Z (o] (o]
-é-é—_—. + bz )aW}-dv + f 0‘[(Px - PX).U + (Py Py).v +

o o 0 )
(PZ - Pz).w}.dS + fsu( Px‘u + Py.v + Pz.w ) .dS

(3-55)

0 funcional, da maneira como foi apresentado, aparece na refe-

rencia (4). O significado dos diversos simbolos e o seguinte :

Q? ~ densidade de energia complementar
O_ 0. O_ - tensoes axiais
T ~ tensoes de corte
- tensoes de corte
b_ b_b_ - componentes das forgas de volume por unidade de
volume
u v w - componentes dos deslocamentos segundo X,Y e Z,

P P P - componentes das forcas de superficie por unida-

. .
de de superficie,.

o 0 0 .
Px Py PZ -~ componentes das forg¢as prescritas em S0 .
Sa - regiao do contorno onde estao prescritas as for
o
cas P .
(8] 0] (8] .
u v w = componentes dos deslocamentos prescritos no con

terno Su ,

Su -~ regiao do contorno onde estao prescritos os des
locamentos go . '

S - regiao total do contorno do corpo.

V - volume do corpo.
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Usando como ponto de partida a expressED
(3-55), foram desenvolvidos dois elementos retangulares hibri-
dos com campo de tensoes assumidos : um para analise de estado

(5)

plano de tensoes

(4)

e outro para analise de placas em fle-
Xao . Damos a seguir um resumo do desenvolvimento da teoria

de cada um deles. Maiores detalhes sao encontrados nas referen=-
cias (4) e (5).

Queremos ainda ressaltar que Pian, em
1964, aplicou a formulagao hibrida , por ele desenvolvida, na
dedugao da matriz de rigidez do elemento retangular, com campo

(5)

de tensoes assumida , para estado plano de tensoes.

Lau, Brebbia e Smith, em 1972, partindo do
funcional YR (3-55) particularizado para elasticidade plana,
estabeleceu todo o equacionamento matricial para o mesmo elemen
to retangular, em fungao do angulo entre a normal 3 cada lado
do elemento e¢ o eixo X do sistema de refer@ncia do elemento. Es

(5)

ta ultima orientagao & seguida neste trabalho

Na parte de placas em flexao, o trabalho ba
seia-se no modelo hibrido de Pian para placas em flexao, adotan
do-se a teoria de Reissner para flexao de placas moderadamante
espessas. Faz-se ap0s a particularizagao para o caso de placas

delgadas (4).

3.3.1 Elemento Retangular Hibrido , com Campo de Tensoes Assumi

(5)

do , Para Analise do Estado Plano de Tensoes

A expressao (3-55) pode ser particularizada
para problemas de elasticidade plana tornando-se :

o0 9T 9T

— X xy .
IR = IV{Q(U) + ( i + 5y ) bx Y.u + ( 5

xy+
X

a0

ot % B 2 AV #
y Y o .} IS

o
S . + -
3y {(Px Px) u (Py

g

o

o ) 2 0 —
Bu)ovkeds ® Jo (P 07 ¥ B_97).48 (3-56)
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Negligenciando as forgas de volume b, assu-
mindo expansses para as tensaes, de tal forma que as equagaes

. - . . . . . -
de equilibrio sejam satisfeitas em cada elemento, isto e :

a0 9T 90 9T
p 1 Xy X

- v > A il
9x ® a3y oy * 9% 9 (3-51)

e lembrando que :

a) u = u e v = v® em Su
_ 0 _ pO :
b) Px- Px e Py Py em Sc

podemos, a partir da equagao (3-56), chegar a :

TR = = [y@(0).dV + [ (P .u + P .v).dS -
o o L
fsc( Px'u + Py.v ) .dS (3-58)
Fazendo :
of = { ¢ o }
£ X ¥y Xy
T _

g™ » 4 e, €y Txy }
O
05T o G

PrYY pE P
UT = {u v J

- -t - -
Para um material elastico~linear, e em fa-

ce do carater estatico de aplicagao da carga :

Qo) = [
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Isto tudo nos permite escrever a (3-58) da

seguinte forma :

R = - % ryot.cio.av + £ pT.u.as - £, 2% Tulds  (3-59)
o e G =3 S~ -
onde:
(1 -v 0o |
-+ l.—
g =g v 1 0
| 0 0 2.(14v)

Expandindo os deslocamentos e as tensoes ,
atraves de parametros arbitrarios e de fungoes prescritas A e
¢, normalmente polinomiais, que dependem das dimensoes planas
do elemento e das coordenadas cartesianas X e Y de um ponto ge
nérico do elemento, referido a um sistema local ortogonal, po-

demos escrever :

U=A . Ue (3-60)
¢ =¢ .g" (3-61)
A fungao das tensoes deve satisfazer a

(3=-57) e a dos deslocamentos deve assegurar a continuidade dos

deslocamentos no contorno.

Sabemos que

..

It
e}

g .cOosh + T .Sseni (3=62)
% Xy

O .8enA + T .COSA P (3-63)
¥ Xy

Yy

onde A & o angulo formado entre o eixo dos X do sistema de re-
feréncia e a normal a superficie considerada. As expressoes a-
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cima, (3-62) e (3-63), podem ser postas sob a forma matricial :
B o ‘-N".g = E'o¢og = N.U : (3—64)

Tendo em conta as {3-60), (3-61) e (3-64)po

demos re@screver a equagao (3-59) :

T
IR = - %.gn,T.E.gn i En’T*ﬁ'He - Pe.Ue (3-65)
onde :
T
F = fy$ +.Ceg.dv (3-66)
T
¢ = fsg .A.dS (3-67)
T o,T
Pe = [ BP°’7.A.dS (3-68)
o]

As condigoes de estacionaridade do funcio-

nal nos conduzem as expressoes

- F.g" + G.Ue = 0 (3-69)
i | E T n
g =g Ee=f g ~Ze={ (3=78)

ge = ( G .F .g ).ge (3-71)
onde fazendo
R (3-72)

chegamos a nossa conhecida expressao :
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Pe = ke . Ue (3-73)

Lembrando a (3-61) e a (3-69) :

g = ( $.F 1.6 ).Ue (3-74)
e chamando :

T = ¢.F. .G . (3-75)
temos :

¢ = T,.Ue (3-76)

que nos permite obter as tensoes em funcao dos deslocamentos

nodais.,.

Consideremos as figuras 4 e 7. Na figura
4 representam-se os diversos deslocamentos nodais que com=
poem o vetor ge . Os deslocamentos U variam linearmente ao
longo do contorno do elemento em fungao dos deslocamentos Ue.
A matriz A ¢ a mesma do elemento retangular do metodo dos
deslocamentos , dada pela (3-19), e nao sera aqui repetida.
0 vetor ge & tambem o mesmo, ou seja :
T
e ={u

v v

L 1 Vij g Vg Vg Vg Wz ¥,

As tensoes o sao tambem expandidas linearmente em todo o ele

mento em termos de ¢$,2 de cinco tensoes arbitrarias assumi-
das no contorno como indica a figura 7, que formam 0 vetor
n

g .

-~

A funcao @ e dada por :
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-(1—n) n 0 0 0-1
2 = 0 0 (1-8) 3 0 (3-77)
| O 0 0 0 1]
onde :
£ = x/a n = y‘/b
Por outro lado :
gn’T = { T Ty Uyl oyz T } _ (3-78)

Uma ultima matriz a ser determinada e a ma-

triz N'. Esta “e dada por :

cos 0 seni
N' = (3-79)

0 seni cosA

onde A @ o angulo formado entre a normal a cada lado do elemen-

to e 0 eixo dos X local.

No apendice 1 temos uma nota a respeito de
certa condicao a ser satisfeita para que ¢ probiema tenha solu-

gao. Isto diz respeito as equagaes (3~69) e (3~70).

Com as matrizes acima expostas, e utilizan-
1o o formulirio dadc anteriormente , pode~se determinar as ma-

trizes e vetores F, G, Pe, ke, T .

A matriz de rigidez ke aparcce no apendice 3
na "procedure" RIFPR1 enquanto que o vetor Pe ,com as cargas no
dais equivalentes e dado na "procedure" VETCAR, do mesmo apendi

ce. A matriz T aparece na "procedure" TEFPR1L do apendice 3. A



39

regiao, nas diversas "procedures", onde se encontram as referi-
das matrizes esta assinalada com as letras EHEPT (elemento hi-

brido estado plano de tensoes).

3.3.2 Elemento Retangular Hibrido, com Campo de Tensoes Assumi-

(4)

do, Para Analise de Placas Delgadas em Flexao

Antes de mais nada queremos chamar a aten=-
¢ao para o fato de que, no trabalho original as orientagoes po-
sitivas de alguns deslocamentos e momentos, sao contrarias as u
tilizadas neste trabalho. Durante o desenvolvimento resumido,
que damos a seguir, resolvemos, por comodidade e simplicidade,
manter as mesmas orientagoes seguidas pelo autor do trabalho o-
riginal. Tambem a ordem em que aparecem as componentes de cer-
tos vetores, nao coincide com a ordem em que estas mesmas compo
nentes aparecem, quando se fez o estudo do elemento retangular
de placas pelo metodo dos deslocamentos. Resolvemos tambem a-
qui, durante o desenvolvimento teorico, manter a mesma ordem do
trabalho original.

Entretanto, nas '"procedures" foram tomadas
provideéncias para que tanto as orientagoes positivas como a or=
dem das componentes, dentro dos vetores, fossem as mesmas segui
das quando estudamos o metodo dos deslocamentos, e que e por

-

nos considerado o sistema de referencia padrao neste trabalho.

Note—-se que no trabalho origingl a formula-
¢ao foi desenvolvida para placas moderadamente espessas, sendo
depois particularizada para placas delgadas. Aqui seguimos a.
mesma orientagao.

Nas figuras 8 e 9 temos a orientag2o positi

-

va de momentos e deslocamentos., Para uma tal orientagao sao va-

lidas as expressoes :

=
"
1l

S z.0 .dz
z x

=
<

fzz.cy.dz (3"803

M == f o  szsdz

=Ty & arar
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Fig N 9
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Qx = J _1t__.dz Qy = /.t z.dz (3-81)

Mxy = Myx (3-82)
As quantidades acima tem o mesmo significa-
do que tinham no Item 3.2.3.1 .,

Ainda da teoria da elasticidade para placas

delgadas submetidas a flex3ao pode-se escrever :

8Qx . 3Qy , po _ o
o +'c)y l-Pz 0 (3-83)

IMx _ 9Mxy _ Qx = 0 (3-84)

ax Ay
dMy _ 9Mxy . s
3y X Qy = 0 (3~85)
onde Pz representa um carregamento distribuido, fungao de x e

y, orientado segundo o eixo Z local( figuras 8 e 9 ),

Das equacoes (3-80), supondo que as tensoes
variem linearmente ao longo da espessura da placa, pode~se ob-

Cer :

Ux - 12.27}13 (3_86)
t3

G e 12.z.My (3-87)

y 3

onde t representa a espessura da placa.

Substituindo as equagoes (3-86), (3-87) ,
ESCOLA DE ENGENHARIA

BIBLIOTECA
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(3-88) nas equagoes de equilibrio da elasticidade, desprezando
as forcas de volume , simplificando os resultados com as equa-
goes (3-83),(3-84),(3-85) e utilizando as condicoes de contor

no 3

., = Pz para z= t/2
g, = 0 para z= - t/2
Tyz =0 para z= * t/2
obtemos :

o 30Qx. - a 2-2 2 —
Txz 2.t {1 ( t )} (3=89)

= 3-Qy. = 2.2 2 X =

o
3P

. 2. 2 2.z _ 1 2% 3 L

b ==L I+ R 3 ()7} (3=90)
Para um material homogeneo, isotropo e

hookeano, a energia complementar pode ser escrita :

1

IVQCU).dV = ETE

2 + 2 2 s . . . +
IV{ oy o # @ 2,V o Uy

i
O 0, + oy.cz ) + 2.0 ¥ w).( rxy +

2. ¥ 22 ) }.d¥ (3-92)
X2 yz

Pode-se agora, usando-se as expressoes aci

ma de modo conveniente, Cesprezando-se as forgas de voiume, in

tegrando em relacao a z, escrever a (3-55) da seguinte forma

aMx oMxy
- - .( -9 +
= 3y Qx ). ( " )

- 1R = f_0(0).d§ + f_{(
3 S
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aMy _ 3Mxy _ g 30 x 3Qy
( ay 3x Q}' )'( ex) g ( ax .3 ay *

PZ Yuit FodB = {(Mx.2% = Mxy.m*),

" p
Su SU+SL

(-By) + (My.m*% = Mxy.z*).(-ﬁx) + (Qx.4% +

[o] o
Qy.m*) ,w}.dS + IS {(Mx.2% - Mxy.m*).(-ﬂy) +
g
0 o 0 (o]
(My .m* = Mxy.ﬂ*).(-ex) + (Qx.2*% + Qy.m*).w}.dS +

fSu{(e; - 6y).(Mx.£*~ - Mxy.m*) + (ai ~ B o)

(My .m* = Mxy.2%*) + (w-= w°).(Qx.%* + Qy.m*)}.dS
(3-93)

onde, Si e a parte do contorno comum com outros elementos vizi-
nhos, 2% e m* sao cossenos diretores da normal ao contorno o~

. o o o] ~ ’
rientada para fora do mesmo, Mx, My, MXy sao momentos 1mpostos,

0 o ~ . 0 0 o -~
Qy e QX sao esforgos cortantes impostos, 0_, 0 e w sao deslo-
X y

camentos impostos e S & a area do elemento. Na dedugao da equa-

cao (3-93) foi considerado :

¥
vEk= - z,0 (3-94)
X
wh= y
onde os valores com asterisco referem-se a pontos fora da su-

perficie media.

Serao consideradas variaveis independentes
os momentos Mx,My;Mxy e os deslocamentos GY,Oy,w. 0 esforgo coxr

tante devera satisfazer , no interior do elemento, as equagoes
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LL]

de equilibrio

- OMx _ 3Mxy L

= 3% 3y (3-95)
oMy _ 9Mxy L

O = 5 — (3-96)

Sendo o esforgo cortante derivado dos momen
tos, as fungoes de interpolagao podem ser escolhidas de tal for
ma que seja também satisfeita a equacgao de equilibrio segundo

o eixo Z :

aQx aQy o _ -
T 3y + Pz 0 (3-97)
Por outro lado requer—=se que sejam cumpri

das as condigoes cinematicas de contorno em Su :

o = 0°
X X
o]
6 = 9 3-98
. 5 ( )
w =W

Adotando uma notagao matricial e levando em
consideragao a (3-98), podemos escrever a expressao (3-93) sob

a forma :

T : o,T

;
[ (Mx.2% - Mxy.m*)

Tb = § (My.m*% = Mxy,%%) o

L (Qx.2% + Qy .m*) |
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(Mg.ﬁ* ng.m*)

Tb = ¢ (My.m* - MRy.2%) 5

| (QR.2% + QY .m¥)

As tensoes assumidas sao os momentos :
T
M7= { Mx My Mxy }

que podem ser expressos por polinomios completos em X e Y com

coeficientes B a determinar . Teremos assim ¢

M= ¢.8+ ip (3-100)
g = E.E + zp (3-101)
onde:
Q" = { ax ay}
As parcelas ¢.B e Y.f satisfazem a parte

homogenea de (3-95),(3-96) e (3-97), ou seja quando Pz = 0, en
quanto que ip e Ep sao solucoes particulares destas mesmas e-

quagoes .

Os esforgos que atuam no contorno do ele--
mento podem Ser expressos mediante a particularizagao de Q e M

para os seus diversos lados,e sao representados por :

Tb = R.B + gp (3-102)
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Os correspondentes deslocamentos Ub sao ex-
pressos em termos de parametros nodais Ube por intermedio de

convenientes fungoes de interpolagao :

Ub = L . Ube (3-103)
Os deslocamentos Ub devem garantir a conti-
nuidade no contorno do elemento e satisfazer os valores prescri

tos em Su, ou seja :

0
Ub = Ub em Su (3-104)
A energia complementar pode ser expressa
por :
f_Q(6).dS = f_ %-(HT.Cl.M B QT.cz.Q + ZT.M) .48 (3-105)
S S w TR R .
onde :
- 3
1 ~V 0
. _ wl2
91 = 9 Y] 1 0 > E.t3
L 0 0 2.(1+v))
(1 0
_. 12 2 1+v
“2 7 E.t3 5
: 0 1
(1)
(o]
tc.v.P
VA - -12 zo < 1 L
Bt .
L O




47

Tomando a primeira variagao da (3-99) se ob

tem :
_ T T
o Ra= . - . ™ } . .
81 fgﬁﬂ(d) ds ISU+Su+31(Tb §Ub + 6Tb.Ub).dS +
o,T
fs Tb +6Ub.dS = 0 (3=106)
o)

que em virtude da (3-105) vale para um elemento.

Substituindo na (3-106) os valores dados pe

las expressoes (3-105),(3-100),(3-101) e (3-102) obtemos:

- 69R = §87.(U.8 + Hp - G.Ube) + (37-gT.c).6ube = 0
(3-107)
onde :
= T SP -
Ho=/_ ($7.C1p + ¥7.C,.¥).dS (3-108)
s~ T T Te-
. T A 1T = .= s
Hp = Ig(g.gl.gp * Y .gz.gp + 59 .2).dS (3-109)
¢ = f RY.L.ds (3-110)
~ Su+Sc+Si Shili ot
Gp = f RY.L.dS (3-111)
~ Su+S _+Si ~p°~"
T (o]
S ==-Cp+ [y L .Tb.dS (3-112)
2 = R
Da (3-107) podemos escrever :
H.B + ilp = G.Ube = 0 (3-113)
- gl.g + g* = 0 (3-114)

Wo apendice 1 temos uma nota a respeito da existencia de solu-

cao para o sistema acima.
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Da (3-113)

=
]

—

—

que substituida na (3-114) nos conduz 3 :

ou
Pe - ke.Ube = 9 (3-
onde :
Pe = gT.g"l.gp + S (3-
ke = 610 .G (3=
T
U = 1 0.0 8q Wy Bo g Wy Bug g Wa O, By v,
(3~

Os vetores e matrizes acima foram originados da teoria

Reissner para flexao de placas moderadamente espessas,

il ( G.ube - Hp ) (3-

115)

116)

117)

118)

119)

}
120)

de

e podem

ser particularizadas para as hipoteses da teoria classica des=-

prezando-se o efeito da deformagao devido ao esforgo cortante .

Deve-se fazer entao :

92 = 9 (3-121)
E = 9 (3-122)
0 vetor Ub ficara, neste caso , dado por :
T
aw oW
b = { - T - Ty w } (3-123)
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No elemento por nos utilizado, os momentos
sao expressos por polinOmios completos de segundo grau em Xx e
y. Alem disto a matriz I & determinada mediante a utilizagao

de polinomios de Hermite .

Com isto podemos determinar, mediante uma
serie de algebrismos , que aqui nao serao expostos,por se en-—
contrarem no trabalho original , a matriz ke que se encontrana
"procedure" RIFPR1 do apendice 3. O vetor Pe de cargas nodaise:
quivalentes , para uma carga distribuida sobre a placa segundo
o eixo Z local, encontra-se na "procedure" VETCAR do apendice
3. 0 vetor de tensoes & calculado 'na "procedure”" TEFPR1 do a-
pendice 3. A regiao,nas diversas "procedures", onde encontram-
se as referidas matrizes e vetores esta assinalada com as le~

tras EHPDF (elemento hibrido para placas delgadas em flexao).

As equagSes (3=95) e (3-96) permitem que
calculemps os valores de Qx e Qy. Estes valores aparecemn na

"procedure" TEFPR1l do apendice 3,



CAPITULO IV

4 Procedimento Para Obtengao de Um Elemento Para Analise de Fo-

lhas Policdricas

4.1 Introducao

0 que aqui sera comentado vale tanto  para
um elemento de formulagao hibrida como para um elemento do me-
todo dos deslocamentos, Vale, alias, para qualquer tipo de ele-
mento contanto que se possua um elemento de estado plano de ten
sces e outro que faca a analise de placas delgadas em flexao.
Os dois elementos nem mesmo precisam ser de formulagao semelhan
te.

Podemos assim, por exemplo, combinar um ele
mento hibrido de estado plano de tensoes com um clemento do me-
todo de deslocamentos, para placas delgadas em Elexao, e obte-

remos um elemento valido para a analise de folhas poli@dricas .

(10)

Zienkiewicz em seu livro nos da uma
excelente ideia de como proceder para se alcangar o objetivo de

sejado,

Dois s2o os problemas que nos resta abor-
dar, Em primeiro lugar precisamos obter a matriz de rigidez,

e o vetor de cargas nodais equivalentes de um elemento que per



i

mita analisar uma folha poliédrica. Em segundo lugar temos de
nos preocupar com o fato de que o referido elemento, e portan
to, o sistema cartesiano de eixos locais (valido para um elemen
to), podera estar inclinado em relagao ao sistema cartesiano de
eixos global (valido para a estrutura). Este ultimo problema se
ra levado em conta por meio de uma matriz de rotacao apropri-

ada.

Focalizamos a seguir a maneira geral de pro

ceder para solucionar cada um dos problemas.

4,2 Obtencao do Elemento de Folha Policdrica

" Em uma folha poliedrica cada elemento es=-

tara submetido a forgas no plano e flexao. Em um elemento tais
solicitagoes produzem deformagoes independentes desde que as de

" (10). Consequentemente pode=

formagoes locais sejam pequenas
mos pensar desde logo em montar uma matriz de rigidez utilizan-
do as matrizes de rigidez dos elementos de estado plano de ten=
soes e de placas delgadas em flexao. Como o modo de atuar  das
solicitagoes no plano nao interfere no modo de atuar das solici
tacoes de flexao, também as duas matrizes de rigidez, depois de

unidas, nao devem interferir uma com a outra,

Para aclarar as idéias suponhamos o elemen-
to de estado plano de tensoes representado por sua equagao ca-

racteristica

P P P
Pe = ke . Ue (4-1)
onde :
gE’T = 1 P:l pi PJ; P‘;. }
UE’T = { uJ v ........ujj\.rjj }

onde "p" indica estado plano de tensoes .
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Por sua vez o elemento de placa em flexao

pode ser representado pela sua equagao $

f £ F
Pe = ke.Ue . (4-2)
onde :
£y h] ] h) ij ij ij
Pe = { P MX MY .eees P Mx My }
~ = Z
£,T j j j jj 3 1]
Ue = { w ] ) i 6w uw W G 0 }
~ b4 y X ¥y

onde o Iindice "f" indica flexao.

Se a folha poliedrica estivesse em um uni-
co plano as cinco deformagoes acima seriam suficientes e se
tornaria imediata a resolugao do problema. Entretanto as lami-
nas que constituem a folha poliedrica nao estio contidas no
mesmo plano, Como consequeiicia teremos de fazer uma rotagao ,
para obtermos a matriz de rigidez global, o vetor de cargas no
dais equivalentes global e os deslocamentos globais. Desta for
ma, dependendo da posigao da lamina, a deformagao angular 0.
afou By ,em coordenadas locais , podera dar origem a uma com-
ponente B; em coordenadas globais, 0 mesmo ocorre com o vetor

7

de cargas nodais equivalentes e com a matriz de rigidez.

Com a finalidade de se facilitar a monta-
gem, no programa, da matriz de rigidez global introduz-se em
cada no, devido ao que foi explicado no paragrafo anterior, no
estado plano de tensoes uma componente local ficticia de deslio
camentos ez, uma componente local ficiticia do vetor de cargas
nodais equivalentes Mz. Na matriz de rigidez local introduz-se
mals uma coluna e Jlinha que correspondem as duas componentes (

de deslocamento e forgas ) introduzidas,

Como, na matriz local , nao desejamos que
termos ficticios interfiram com os termos reais, a coluna e a

linha extra deverao ser constituidas de zeros, com excessaodo
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termo que esta sobre a diagonal principal, Este ultimo sera uma
constante KK. Havera tantas colunas e linhas extras quantos fo-

rem os nos do elemento. A equacao (4-1) ficara entao :

Pe = ke .Ue (4-3)
onde
%P> T i3 % S s B B
Pe = {P. PB. Mz o P P Mz}
~ X y X y
«P> T j ij il i
Ue = { u v 0 I v 0
~ z z
%P
onde ke e tal que, num elemento retangular, a terceira, sex=

ta, nona e decima segunda linha e coluna seriam extras e os ele
k*p k*p k*p
9 9% 12 12?

Como consequencia da independencia de cau-

%
mentos k.P seriam constantes KK.

3 3* "5 &8

sas e efeitos existentes entres o estado plano de tensoes pode-
mos conceber o elemento para a analise de folhas poliedricas com

g - . - .
uma equacgao caracteristlica que sera a seguinte 3
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() B =
1 W J

Px : u
. |
] | i

Py : v
) i
i : i

Mz : Gz

s %P ] 4

. Ee : 9 :

3 I :

. ] .
L l
JJ - ij

P ! u
x 1
. » ' LI
] : jj

P 1
y } v
ii ! ji

Mz ] 3]

R e o e =&~ L (4=4)

3 : j

P I W
z |
. l -
j : j

M=x I 5}

i X
L] l *

j : ]

?y E Gy

’ 1 % £ s

p 0 ! ke :

: I - :
L) l . »
jj : ij

I {

Pz : jw
g ; .
ij 1 L33

Mx 1 o

i | “x
2 I | ..
JJ ! R
My I i 0
L J . <4 K ¥

Se fizermos uma troca conveniente de linhas
e colunas da matriz de rigidez, vetor-de cargas nodais ecquiva-
lentes e vetor de deslocamentos, a expressao (4-4) pode ser pos

ta sob a forma

Pe = ke , Ue (4-5)

~ —~ ~
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onde :
. Yy o 4 3 3 J¥ 33 33 A3 35 1)
Pe P Py P, Mx My Mz .... P_ Py P Mx My Mz }
vars { ud w3 wl o) ol ol gJ3 ydd 33 gdd gl gdd
.~ X'y Z 2 X b4 y z

onde j representa o numero do no do elemento onde esta situada
a origem do sistema de coordenadas locais e, jj representa o nu
mero do no vizinho percorrendo-se os nos do elemento no sentido

horario.

Desta forma vemos como podemos, a partir de
um elemento do estado plano de tensoes e de um elemento para
placas delgadas em flexao, determinar um elemento com cinco graus

de liberdade reais e um ficticio ao nivel do elemento.

Uma nota a respeito da .rotagao em torno do
eixo Z local pode ser encontrada na referencia (3):
"A rotagao em torno do eixo Z local foi desprezada . Pode-se di
zer a favor deste procedimento que esta rotacao e muito pequena
devido a grande rigidez apresentada pela placa neste sentido .
Talvez a melhor justificativa para a omissao desta rotacgao, e
entretanto, o alto grau de precisao dos resultados mesmo quando

esta rotagao e negligenciada".

Em nosso caso , a matriz Ee, que aparece na
(4-5), sera uma matriz quadrada de 24 x 24 termos. Isto porque
tanto o RMD como o HIBRIDO sao elementos retangulares com qua-
tro nos por elemento, e, com seis incognitas por no., Os vetores

Pe e Ue terao, cada um deles, 24 termos.,

Pode-se considerar a matriz ke constituida

2
[
[& 9
o
1§
[¢]
1]
%]
6]
$de
[+
Fee

submatrizes, cada uma com 6 x 6 elemeatos. Ou se-

[
o
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2 /
/ 3 5

X .
Fig N210 XYZ-sistema alobal
XYZ -sistema local
ZI
1 4 -
1
2 6 ,
2 3
Y
,/
X
5
X]
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s k. k. k. |
B ~3% ~jo ~Jp
55 i Ko By

ke = (4-6)

k.. k k k
~0] ~oL ~00 ~0p
K k k k

| ~P] ~pL ~po ~PP |

sendo j, %, o; p os nos do elemento lidos seguindo-se a conven-

¢ao anti-horaria e sendo j o no inicial.

As matrizes da diagonal principal contem as
constantes KK. Os demais elementos, da coluna e fila da matriz
ke onde se encontra uma destas constantes, sao nulos, Portanto
se uma destas constantes for nula teremos a matriz ke, em coor-

denadas locais ou globais, singular.

Para exemplificar consideremos agora a figu

- - -~ - -
ra 10, Nesta figura esta representada uma lamina que esta con-
tida no plano XY, Esta lamina tem dois elementcs cuja sequencia

de numeragao de nos & :

elemento 1 > 1,2,3,4

elemento 2 -+ 4,3,5,6

e as matrizes de rigidez serao :

. .
kyy By By By
" ko1 Koo Kog Koy
ke = : (4-7)
) K K %, g
K31 k33 k33 kg,
" k K 5
| 552 62 Sz a4

para o elemente 1 e:
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[ 22 2 7]
Sha k43 kss K46
2 2
s |%3&6 K3z E3s kg
ke = (4-8)
ksa ks3 Kss K56
%64 %63 Kes  Kes |

valida para o elemento 2. A matriz K da liamina sera dada por :

[

h511 512 ki3 k14 9, 0 |
kK21 k22 ka3 kas 0 0
.. ka1 k32 5§3+5§3 k34*Kas kis kig
) 51 k42 5i3+5§3 524+524 k4s Ks6
0 9 ks3 kss kss X586,
_9 0 ke kes kes K66
(4-9)

Cada uma das matrizes da diagonal principal
de K conterao em sua diagonal principal uma constante KK. Os de.
mais termos da coluna ou linha de K onde se encontra a constan-
te KK serao nulos, Portanto, neste caso, se um dos KK for nulo
teremos a matriz K singular. Se KK for um outro valor qualquer
diferente de zero , o resultado final nao sera alterado porque
Mg local ou glohal nao esta acoplado com nenhuma das outras e-
quagaes ( todos os termos da linha de Mz, na matriz ke e K, sao
nulos, exceto o da diagcnal principal KK*), O mesmo ccorre com
Oz ( todos os termos da coluna do termo KK#% correspondente, mna

matriz ke e K, sao nulos exceto o proprio termo KK*), Por isso
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quando os nos estao situados sobre laminas planas, os valores

dos diversos KK sao feitos iguais.a 1 no programa.

Se considerarmos a placa da figura 10 nao
contida no plano XY, mas num plano inclinado em relagao ao mes
mo, a matriz de rigidez global K se apresentara de modo diferen
te. Isto porque teremos de multiplicar as matrizes dos elemen
tos por uma matriz de rotagao, como veremos mais adiante. Fisi-
camente entretanto o problema e o mesmo, e se uma das constan-
tes KK for nula a matriz K global também resultara singular. Lo

go aqui tambem devemos fazer as constantes KK iguais a 1.

Suponhamos agora a figura 11. Temos aqui os
mesmos dois elementos da figura 10. Entretanto aqui estes ele-
mentos formam um angulo ( nao estao contidos no mesmo plano ).
As matrizes E% e E% sao as mesmas das expressoes (4-7) e (4-8).
Nos nos 3 e 4 ocorre que o eixo Z local do elemento 2 @ o eixo
Y local do elemento 1 e vice-~versa. Portanto em coordenadas glo
bais ter—-se-a nestes pontos o aparecimento de um B; que nao e
ficticio, mas sim real e que estara acoplado com outras equa-
gEes. Neste caso o valor de KK deve ser zero ( porque nosso
0, nao & mais ficticio ) e a matriz global nao resultara singu-
lar. % agora facil de estender este conceito para quando o an-

+ - . (¢}
gulo entre os dois elementos e diferente de 90 .

0 que aqui mostramos para dois elementos po

de ser estendido para m elementos. O raciocinio e analogo.

Concluindo: se os elementos que concorrem
em um no sao todos coplanares toma—-se KK = 1 e em caso contra-

rio toma—-se KK # 0.

4.3 Rotacao da Matriz de Rigidez de Coordenadas Locais Para

GClobalis.

Consideremos a figura 12. Ela representa os

‘dois sistemas de coordenadas cartesianas : o sistema X, Y, Z e
o sistema local e o sistema X', Y', 2Z' e o sistema global. Se

tivermos um vetor de forgas local e seu correspondente em

1ol -
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coordenadas globais for ?', tal que :

T

trdii

-l B PY P, Mx My Mz}

I

il
]

{ P; P; P; Mt My M%)}

entao pode-se escrever a relacgao :

il
i

i

treil

(4-10)
De uma maneira semelhante se U representar
os deslocamentos em eixos locais e U' for o vetor corresponden

te em coordenadas globais , tal que :

=11}
I
~
[=4
<
=
=]
le+]
<
—

=¥

=1}
n
-~
eam
<
=5
@
@D
fas)
L

podemos escrever a relacgao :

U = r .U (4-11)
onde r @ uma matriz de rotagao , de coordenadas globais para

. -
coordenadas localis e e dada por :

r* 0 ]

(4-12)
‘r*

-~

tr
n

1o

onde r* @& uma matriz que envolve cossenos dos diversos angu-
los entre os elxos coordenados dos dois sistemas. Assim, se re

presentarmos cos(XX') = ¢xx' etc.,.. , podemos escrever :

ESCOLA DFE ENOCENHARIA
BIBLIOTECA
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XX Xy Xz

A | (4-13)
¢ ¢ d
| " zx! zy' zz" |

Para o vetor de cargas nodais equivalentes

pode-se entao escrever :

Pe = R . P& ' (4-14)
onde :
:E 9 9. e e 008
9 E 9 CRCR N
E =

0 numero de matrizes r:que entram na confeccao de

171
m

igual

ao numero de nds que tem o elemento.

Da mesma forma para o vetor de deslocamen=-

tos nodais teremos :

b E =
w
]

3=~

. Ud (G=~15)

As matrizes r%, r, R sao matrizcs ortogo-

nais , ou'seja, sao matrizes onde a transposta da matriz e i-

gual a inversa da matriz. Sendo I a matriz identidade :
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R.E = RR™ -1
rer = =1 (4-16)
rhors’ = phpdl o= 1
Logo se um elemento qualquer & dado, em
coordenadas locais, pela sua equagao :
Pe = ke ., Ue (4-17)

Podemos substituir Pe e Ue

pelos seus valores dados em (4-14)

e (4-15). Desta forma obteremos :

R . P& = ke . R

Pré-multiplicando ambos os

onde :

=
.
-
®
.
=1

= Eé

. U& . (4-18)
=T
membros da (4-18) por R™ @

(4-20)

representa a matriz ke em coordenadas globais .

Logo :

k& . U& - P& =

e lembrando a (3-5) :

0
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I (k& ., U¢) =73 P&
m ~ ~ m ~
que pode ser escrita :

K .

1l
U
a~l

expressao valida para todo o solido .

Para nossos dois elementos retangulares de
quatro nos os valores dos diversos ¢ podem ser facilmente de-

terminados., Se os lados do elemento forem "a" e "b" e se cha-

marmos de Dxa a projegao do lado "a" sobre o eixo X' etc... ,

entao teremos :

¢xx' = D:a
¢X = Dya
y a
¢xz' - Dza

¢ , = Dxb

yx B
Dyb
o) e irteay
yy! b
Dzb
¢yz’ b

Utilizando-se o conceito de produto vetorial podemos determi-

nar os tres cossenos restantes :

Dya.Dzbh - Dza.Dyb

ext T a.b
_ Dxb,Dza - Dxa.Dzb
tﬁz ¥ b
x a.
® Dxa.Dyb - Dya.Dxb
i =

ZZ a.b



CAPITULO V

5 Aplicacoes

5.1 Introducao

Este capitulo se destina a mostrar os resul-
tados que podem ser alcancados com o0s elementos desenvolvidos.
Com esta finalidade foram realizados dois exercicios simples e
analisados cinco modelos de folhas poliedricas. O tltimo modelo
e na verdade um tanque cilindrico que foi aproximado por meio de
uma folha poliédrica, com excelentes resultados conforme mostram
os graficos e tabelas.Os dois exercicios simples servem para mos
trar que a parte de estado plano, e a parte de flexao de placas

delgadas, estao funcionando em perfeitas condigoes.

Queremos dizer ainda que os deslocamentos se
rao dados em coordenadas globais (sistema X',Y',Z') enquanto que
as tensoes e momentos fletores serao dados em coordenadas locais-
(sistema X, Y, Z).

Quanto aos deslocamentos u', v' o ' sevao

considerados positivos os que se derem segundo o sentido positi-
vo dos eixos X', Y', Z' de coordenadas globais. O sentido positi
vo dos deslocamentos 6;, G5 9; 2 sempre o anté-horario.0Os sen-

y B
tidos positivos dos momentos estao na figura 5. As tensoes o, ©
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o, serao positivas se forem de tracao e negativas se forem de

compressao,

Queremos ainda resaltar que as unidades kg e
b, utilizadas mais adiante, sao unidades de forga e nao de mas

sa.

5.2 Primeiro Exercicio

Este exercicio se encontrava ja realizado na
referencia (5)., Justamente por isso foi selecionado para compa-
ragao de resultados, e para verificar se a parte de estado pla-

no de tensoes dos elementos funcionava a contento.

0 exercicio consiste de uma barra engastada
carregada na extremidade livre, Na figura 13 temos dados do pro
blema. Os resultados foram plenamente satisatorios e se encon -
tram na tabela le2, Af sao mostrados os valores do deslocamen
to w' na extremidade livre inferior da viga e a temsao g, mo en
gaste na parte inferior. O sistema local escolhido & tal que o
eixo X & paralelo e de mesmo sentido ao eixo X' e o eixo Y e pa
ralelo e de mesmo sentido ao Z'. A malha utilizada e 6 x 2, e
os resultados por nos encontrados estao referenciados por MALHA

6}(20

TABELA 1 ____ELEMENTO: RMD
- s
Valores de
w' (cm) s (kg/cm?)
Teoria Tecnica das Vigas - 115,20 - 6,000
MALHA 6x2 - 101,68 - 4,889
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Fig No 13
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TABELA 2 ELEMENTO: HIBRIDO
Valores de
w' (em) - (kg/cmz)
Teoria Teécnica das Vigas - 115,20 = 6,0
MALHA 6x2 - 113,68 - 5,5

Deste exercicio podemos concluir que a parte

de estado plano de tensoes funciona perfeitamente.

0 elemento HIBRIDO apresenta resultados me-
lhores em relagao ao RMD. O valor de w' calculado pela teoria

técnica das vigas inclue a deformagao por corte.

5.3 Segundo Exercicio

Este exercicio foi extraido da referencia (4)
Consiste em uma placa engastada nos quatro bordos submetida a
um carregamento uniforme vertical. Os dados do problema, bem
como a malha empregada, encontram—-se na figura 14, Note-se que
devido a simetria foi analisada apenas a quarta parte da placa.

Usou-se nesta quatra parte uma malha 2x2,

Nas tabelas 3 e 4 aparecem os resultados en-
contrados. O resultado classificado como EXATO provém da teoria
de placas delgadas em flexao, tendo sido calculado com base no
formulario encontrado na referencia (11). Sao dados os resulta-
dos do deslocamento w' calculado no ponto A (figura 14), e do
momento fletor Mx no ponto B (figura 14). O sistema de coordena
das locais tem eixos X, Y e Z respectivamente paralelos aos ei-

xos X', Y' e Z2' globais.



CARREGAMENTO UNIFORME VERTICAL
w kg/cm2

——

z
/////////ﬁ/////////

— 4cm e L -
o t=01cm
& |

Fig N2 14
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TABELA 3 ELEMENTO : RMD
Valores de
w' (ecm) Mx (kg.cm/cm)
exato (11) - 0,323 - 0,821
MALHA 2x2 - 0,359 - 0,761
TABELA 4 ELEMENTO:HTBRIDO
Valores de
w' (cm) Mx (kg.cm/cm)
EXATO - 0,323 - 0,821
ﬁALHA 2x2 - 05317 - 0,800

Como vemos a parte de placa delgada em flexao

dos elementos funciona também perfeitamente.

O0s resultados por nds encontrados estao refe-

rénciados por MALHA 2x2.

5.4 Modelo 1

Este modelo foi analisado experimentalmente
com o uso.de fotoelasticidade. Esta analise foi publicada em

193/ F
196?(12) o' tem como autores Robert Mark e Jorge D. Riera.

Podemos ver o modelo e suas principais carac
teristicas na figura 15. Devido as condigoes de simetria pode-
mos utilizar apenas a auarta parte do modelo, Esta aparece,jun-
tamente com o sistema de referencia global, na figura 16. Tam--
bém na figura 16 esta representada a menor malha; das duas, uti
lizadas na analise. O sistema de referencia local & tal que o

eixo X @ sempre paralclo e de mesmo sentido de y 4L

5.4.1 Modelo 1 Analisado Sem Vetor de Carpgas Consistente
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15,24 K
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. 1
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|
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“Vesferas _ e

DADOS

E = 3560 ps..
V=043

CARREGAMENTO UNIFORME VERTICAL

placa 3 =-0,129 ps..
placa 2 =-0,009 ps..

placa 1 =-0,009 psi.

F1g.N2 15 —modelo N2 1
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Utilizando o elemento RMD foi feita a anali
se do modelo 1 sem vetor de cargas consistente, isto e, tomouse
pura e simplesmente a carga distribuida multiplicada pela area

do elemento e um quarto deste valor foi concentrado em cada um

dos nos do elemento.

Os resultados aparecem nos graficos 1, 2, 3 e
4 para malhas de 4x5 e 8x9. Podemos ver que no grafico 1 a ma-
lha mais fina nos da uma aproximagao bastante boa dos resulta -
dos experimentais(lz). Entretanto ainda assim os erros sao bas-
tante grandes chegando, em certos pontos, a ser proximo de 100Z.
0 grafico 2 apresenta erros ainda mais consideraveis. Estes ul-
trapassam 1007 de erro em varios pontos. Notamos que para X'=0Q"
o valor do momento experimental & diferente de zero, enquanto
nos encontramos um valor nulo., Isto e devido ao fato do diafrag
ma ter sido considerado infinitamente flexivel perpendicularmen
te ao seu plano. Na pratica isto nao ocorre. Para X' = 7,62"te
mos uma discrepancia muito grande no que diz respeito aos valo-
res encontrados., Aqui o problema se deve, provavelmente, a bar-

ra que existe no centro do modelo e que resultou em elementos

muito compridos e estreitos provocando uma distorgao.

. 0s graficos 3 e 4 nos mostram forgas Nx por
unidade de largura. Como podemos ver no grafico 3 aparece pro--
blema para X'=0" devido , provavelmente, a falta de rigidez do

diafragma perpendicularmente ao seu plano.

No grafico 4 temos problema em X'=7,62" . A{
ocorre uma distorgac devido a barra da qual ja falamos. Nao ha

grande diferenga entre os resultados das duas malhas.

Fstas distorgoes nas duas extremidades per -

sistirac, como veremos, mesmo usando o vetor de cargas consis -

(3

ente, Faremos mais tarde uma tentativa para eliminar estes do-

is problemas.

Comparando estes graficos com os graficos 5,

6, 7 e 8, que foram obtidos com o vetor de cargas nodais equiva
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n. ;
N —e- experimental
1 ® malha 4x5
0,24 @m malha 8x9
B;1 -
xl
0 - S —iy
,b2"
~0,11 "M_,,:’_ oo
e e i _@______..-—El"" e —
e

modelo: NO 1 e T o
~0,2-4 elemento: RMD.
GRAFICO N2 1 - deslocamentos verticais-linha central superior
injx lb/in. | ~e-experimental
! : e malha 4x5
¥ @ malha 8X9 2
modelo: NO 1 /1
elemento: RMD. 2
—0.11 5o /)

GRAFICO N2 2 — momento Mx — linha central superior
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Ib/in. -e-experimental
emalha4dxs
~2 \ mmalhag8x9g
- ozoroRB
I R
_‘1 - ___:_:__..-nl"f}'-'s”'- .‘-J’_’_‘.’-"‘
= 'ﬁ:" .;..--""'"*
—_ ’-'-”e——;’ /
s ST
(L_ S e~ !
O _(T:;:—::.-..-......_:_.. —rT— i i A 1 I Ly
| e 387 762"

modelo: N2 1
2 4 elemento:R.MD.

GRAFICO N2 3 - valores de Nx- linha central superior

Ib{ln. - -eexperimental
emalha 4x5
Bl amalha 8x9

modelo: N2 1 ‘ ' s ®
2 4 elemento:RMD Y

GRAFICO N° 4 - valores de Nx- linha lateral inferior
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lentes consistente, concluimos que nao se deve deixar de usar o

vetor de cargas consistente.

5.4.2 Modelo 1 Analisado com Vetor de Cargas Consistente

A analise foi feita utilizando-se o elemento
RMD e o elemento HIBRIDO. Os resultados aparecem nas tabelas 5 e
6 e nos graficos 5,6,7,8,9,10,11 e 12.

Para o RMD podemos ver que o uso de um vetor
de cargas nodais equivalentes consistente possibilitou uma gran-
de melhoria de resultados. E o que nos mostram claramente os gré
ficos 5 e 6. Também nos graficos 7 e 8 houve uma visivel melhora
dos resultados. Persistem todavia os problemas nas extremidades.
da regiao analisada. Note-se que ha pouca diferenga entre os re-
sultados oferecidos pelas duas malhas. Portanto com uma malha

grosseira pode-se conseguir um resultado bastante bom,

Os resultados obtidos com o uso do HIBRIDO
sao semelhantes aos obtidos com o RMD. A diferenga mais marcante
e que enquanto um elemento converge por valores superiores o ou-
tro converge por valores inferiores. Também aqui a malha mais
grosseira oferece resultados bastante bons. Entretanto queremos

resaltar que o tempo gasto na computagao utilizando um elemento

do tipo HIBRIDO & consideravelmente maior do que o gasto com a
utilizagcao do RMD. Sendo os resultados praticamente de mesma
qualidade, este ultimo fator depoe favoravelmente a favor do

RMD. Para se ter uma ideia damos abaixo os tempos gastos, em se-
gundos, na resolucao deste problema para ambas as malhas utiliza
das e ambos os elementos

RMD HIBRIDO
MALHA 4x5 80,039 168.751

MALHA 8x9 513,876 840.179

Isto nos da 110%Z a mais de tempo na malha mais

grosseira, e 637% a mais no caso da malha mais fina. Nos demaismo



; 77 .

tg}. ~=-experimental
e malha 4 x5S
0,2- m malha 8 x9

0;1 "

~0,24 elemento:RMD.

GRAFICO N2 S - deslocamentos verticals - linha central superior

in.x Ib./in, --experimental
emalha4x5
-0, 24 - emalha 8 x9

modelo: N9 1 _
0,24 elemento:R.M.D.

GRAFICO N2 6 — momento Mx - linha central superior
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~-gxperimental
emalhag4 xb
e malhag8 x9

no
]

modelo: N9 1
elemento:RMD.

GRAFICO N2 7 - valores de Nx—-linha central superior

--experimental

emalha4x5
~2 e malha 8x9
....1 =
X\
0 o 381" 762
e
‘l =
modelo: NO 1
2 4 elemento: RMD.
GRAFICO N9 8 - valores de Nx —-linha lateral inferior
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In, - experimental
! o malha 4 x5
0,2 @ malha 8 x 9
0,11
0 -'-‘--.‘_\- | 1 I 8‘é1|‘ X ! Zb?:‘
S :1‘-.' __"‘__*:_H G ,____1:;.)
R i -'_‘___‘_’___'___()___..—‘:_“-F‘—'?_________._—m—d
‘*0;1 T ""‘"--{@_’3—-—-- nl_e_._.:-:__.-‘-;-::‘"-ﬂf
modeio: N2 1
~0,24 ¢&lemento: HIBRIDO
GRAFICO N2 8 - deslocamentos verticais — linha central superior
inx b/ in. ~o-gxperimental
b e malha 4x 5
0,2 o malha 8x S

0,21

modelo: N2 1

elemento:HIBRIDO

GRAFICO N2 10 - momento Mx —linha central superior
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Ib.{m. =gy perimental
| omalha 4 x5

L emalha 8 x G

modzalo:N2 1
> | elemento-HIBRIDO

GRAFICO N211 - valores de Nx- linha central superior

Ib/in. «experimental
i omalha4g x5
5] | : emalhag8 x 9
w4
1 &
762"

modelo: N9 1
> | elemento:HIBRIDO

GRAFICO N 12 — valores de Nx —linha lateral inferior
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delos o HIBRIDO consumiu mais tempo que o RMD., 1Isto se deve ao
fato de que, com a atual programagao, temos uma inversao de ma-
triz e montagem da matriz de rigidez dentro do computador. Tal
vez houvesse possibilidade do tempo ser diminuido pela realiza

cao destes passos fora do computador.

Uma ultima observagao diz respeito aos dados

: ’ g s 12
experlmentals que aparecem nas tabelas. 0O trabalho orlglnal( )
nao continha dados numéricos(apenas graficos). Devido a isto os

dados que ali aparecem foram retirados dos graficos.

Conforme ja dissemos voltaremos mais tarde
a analisar este modelo tentando superar os problemas que ocorre
ram para X' = 0" e X' = 7,62".

5.5 Modelo 2

Este modelo foi analisado experimentalmente
por A.C. Scordelis, E.L. Croy e I.R. Stubbs(la). Podemos ver o
modelo na figura 17, bem como suas principais caracteristicas.
Este modelo tambem & estudado na referéncia (3) utilizando o mé

todo dos elementos finitos com elementos triangulares.

0 modelo experimental foi construido de alu-
minio e e constituido de tres folhas poliedricas iguais dispos-
tas como se pode ver na figura 17a. Os resultados experimentais
foram retirados da folha poliedrica central. O perfil de cada u
ma das folhas poliedricas aparece na figura 17b., Os diafragmas
foram feitos de chapa de aluminio de 0,19" de espessura. Na fi-
gura 17b também & mostrado o carregamento constituido por qua-

tro linhas de carga.

Na figura 18 temos um aspecto da metade da fo
lha poliédrica central e da malha mais grosseira que foi utiliza
da em sua analise. O sistema de coordenadas locais @ tal que o
eixo X permanece sempre paralelo e com o mesmo sentido do eixo
X' tanto na malha 6x6 como na 6x10. Vemos tambem o sistema glo-

bal de eixos coordenados que foi utilizado. A execugao da amall
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a)vista geral do modelo
122 Ib/in  1Iblin
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n
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@Q
|
2 ‘©
Q° -
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e 1221b/in i
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- 18— 3= 24" 3 — 1,8

b) seccao transversal de uma unidade
Fig. N2 17 —modelo No 2
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seccao CD

E seccao AB

Fig N 18 —vista da malha 6x 6 - modelo N2 2



86

imng e experimental
. omalha 6 X 6
1 64 ¥malha 6 x 10
5.
O Y =—::;\’K‘_: = "'A'?J‘LL _._Y
a i b \“\‘quw‘ 9) C a
s
-5 \b‘x}*
M,,\?‘R
modelo: N9 2 T
-104 elemento:RMD. e
e
GRAFICO N©@ 13-deslocamentos verticals —secgao AB
alN p /d
&
b c
inx Ib/in ~ eexperimental
emalha 6x 6
0,2{ modelo:Ne 2 - Vmalha 6x 10
0.1 1
5
0 2 HHEHH“HH ﬁ ’YI
a a b b~ c
© -
X
....0,1' ® ,///’
Hh“v“"—--?'/
-0,21 elemento: RMD.
GRAFICO N2 14 — momento My — secgao AB



87

5.l ,
y e experimental
T o malha 6 x6
1000 - VY malha 6 x10
X
//'f// \
500 A ///}/’ @ \\
Q. - - %
=N \
5 \
L T S o —— B i
a -r\/."" O gl b C ‘\\ (_'.i i
\
\
\
-500 - %
modelo: N2 2 \\ﬂ
-1000 4 elemento: RMD \
GRAFICO N2 15 - tensoes Ox —secgao AB
Nz
b c
inx1b/in eexperimental
5 emalha 6 x 6
0.2 ymalha 6 x 10
0,1 y e
///?‘H_—H‘H"““-..., Yl
O T T - -~ e 5 i v S
a a b gt C d
N
e L
—0"] V* """g--_-..__@, e
modelo: NO 2
-0,24 elemento:RMD.
GRAFICO N2 16 — momento My - secgcao CD



88

p.S.1. :
i e experimental
emalha 6x 6
1000 - ¥ malha 6x 10
500 1 ,/"’fﬁ\
" i e
,,//W;/// \\
0 & a “ P ik sl A\ ‘f
a VT Vh B c 1 d
\\
\
\\
_5 00 - A
N
\
modelo: N2 2 v
-1000 4 elemento: RM.D.
GRAFICO N2 17 - tensoes Ux — seccao CD



89

in x 103 <eyperimental
4 emalha 6 x 6
10- VYmalha 6 x 10
5..
V“‘*::{l:\* & .
0 1 N\?L\“ 5 ::]:.,
a a b \“a\:\ b c d
IR
P 5- \:\\\q\
modelo: NO 2 \@“\
-104{ elemento:HIBRIDO e
| GRAFICO N2 18-deslocamentos verticais - S
: seccao AB A%
: ' Ad
AN
B e
inxIb/in sexperimental
A emalha 6x 6
0,21 modelo N2 2 Vmalha 6x10
elemento: HIBRIDO “
0,1 1
o
Wil e . .
0 a a b .}j ,/’ c : ﬁ
° 22
N
=011 & S
, S
-0.2] Vg R
GRAFICO N2 19 — momento My - secgao AB




90 : -
¢ experimental

p.Sl
l o malha 6x 6
1000 =t Wmalha 6)(10
9,
/-// \\
200 /f/ . \\
/,‘6’ e
,/ A\
OWeed ob 2" . A X
RYV—g 5 c \ d
\
\
"500 2 ‘\\
h Y
\\
\
modelo: N2 2 % oe
~1000 { elemento:HIBRIDO %
A\
- GRAFICO N2 20 —tensoes Ox - secgao AB ¥,
/_>\ti/d
e
b ¢
inx1b/in eexperimental
A emalha 6 x 6
62 . "¢Ymalha 6 x 10
0k - S
g - :
0 . = - H““‘ﬁ’—l
I 5 ¢
o ,’g/
-0,14 "
Vg
.
modelo: N9 2
~-0,24 elemenlo:HIBRIDO
GRAFICO N2 21 — momento My —secgao CD




ps.I. 91

1000
500 1

0 X
—5.00-

=1000

l eexperimental
emalha 6x 6
¥ malha 6x 10

modelo: N2 2 \f@
elemento: HIBRIDO

GRAFICO No 22 - tensoes Ux — seccao CD



92

TABETLA 7

:Modclo No, 2 Elemento :R.M.D.

Para o ponto a a' b b' ¢ d
Deslocamentos verticais (inxloa) - secgao AB

Experimental r===r  =eeoo 1,200 -—-—-- -6,300 —-==--
Malha 6x6 1,610 ===== 0,570 ==—=== -6,520 -11,000
Malha 6x10 1,660 1,400 0,600 -2,700 -6,610 -11,200
Momento My (inxlb/in) - seccao AB

iExperimental —————————— -0,110 —-=—=- 0,050 0,000
iMalha 6x6 0,143 ===-- =0:3163  Smm—= 0,040 0,000
'Malha 6x10 -0,148 =-0,153 =-0,168 =-0,062 0,040 0,000
Tensoes o, (psi) - secgao AB

Experimental =—w=ew @ =eoee 30 | ==——- 480 -900
iMalha 6x6 o -69  —=—-- 724 -1096
‘Malha 6x10 0 -24 -64 294 728 =1101
‘Momento My (inxlb/in) - sec;Eo CD

Experimental ~—===  =—=ce- -0,070 —-———= 0,100 0,000
iMalha 6x6 =0 ;102 i =———— =0,117 = 0,030 0,000
Malha 6x10 -0,106 -0,110 =-0,121 =~0,044 0,030 0,000
Tensoes o  (psi) - secgao CD

Experimental =====  ==w-- 20  ==mme 380 -500
Malha 6x6 g @ eemas =s- 7 N S 542 -820
Malha 6x10 0 -18 -49 233 547 -825
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TABETLA 8

Modelo No. 2 Elemento:HIBRIDO

Para o ponto a a' b b' c d
Deslocamentos verticails (inx103) - secgao AB

Experimental <—==a  ouscw 1,200 —-==-- -6,300 ——=—=—-
Malha 6x6 B S— 0,880  =mme -7,920 =-13,440
Malha 6x10 2,120 1,800 0,830 -3,180 =-7,930 =-13,470
Momento My (inxlb/in) - secgao AB

Experimental —-—===-= | —===- -0,110 —====- 0,050 0,000
Malha 6x6 T Iy - T — =0,208  wesa- 0,048 0,000
Malha 6x10 =-0,182 -0,188 -0,206 =-0,076 0,048 0,000
Tensoes o, (psi) - secgao AB

Experimental =~-=== | ===-- 30 @ —===- 480 -900
Malha 6x6 0 @ - -86 @ —=e=- 798 ~1224%
Malha 6x10 0 =51 -98 375 815 -1227
Momento My (inxlb/in) - secggo cD

Experimental -—===  ====- -0,070  —===-- 0,100 0,000
EMalha 6x6 =0, 12T s -0,145 —===- 0,037 0,000
|Malha 6x10 =-0,129 -0,134 =-0,148 -0,054 - 0,036 0,000
Tensoes o  (psi) - secgao CD

Expérimental =~=—=== | ===-== 20 2 mmme— 380 -500
Malha 6x6 g e =87 W - 598 -919
LHalha 6x10 0 -42 =77 284 612 -921
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se permitiu tambem que fossem determinadas as condicoes de anti-
simetria que a linha EF deve cumprir para que possamos analisar

apenas uma quarta parte do modelo. Elas sao :

u' = 0 8' =0
X

v %0 a;,&o

'#£0 8' # 0

Os resultados da analise sao mostrados atra--
ves de graficos e de tabelas.

Os graficos de numero 13, 14, 15, 16, 17 nos
dao resultado da analise realizada com o RMD com malhas de 6x6 e

6x10. Como se pode observar a diferenga de resultados eé minima

e muitas vezes nao aparece no grafico havendo superposicao de
pontos. A comparagﬁo com resultados experimentais nos mostra uma
aproximagzo bastante boa dos deslocamentos (grafico 13) e das
tensoes (grafico 15 e 17). No que diz resﬁeito aos momentos a
aproximagao foi razoavel conforme podemos ver pelos graficos 14
e 16. Os correspondentes valores aparecem tabelados na tabela 7.
Queremos fazer notar que os valores experimentais nao foram me-
didos exatamente sobre as arestas mas um pouco a esquerda ou a
direita das mesmas.Entretanto os valores por nos calculados o]
sao sobre a aresta. A diferénga & entretanto minima e a propria
referencia (13) fornece os valores, sob a forma de tabelas ,
nas arestas. Estes sao os valores experimentais publicados nas

tabelas 7 e 8.

Os resultados do elemento HIBRIDO sao muito
semelhantes aos apresentados pelo RMD e podem ser vistos nos
graficos 18, 19, 20,21 e 22 e na tabela 8. As consideragoes fei
tas para o RMD valem também para o HIBRIDO e nao serao repeti -

das.

5.6 Modelo 3

A referencia (3) analisa um modelo que foi estudado
experimentalmente por Beaufait e Gray (1966). Na figura 19a te-

mos uma vista geral do modelo, e na 19b & vista a secgao trans-
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a) vista geral do modelo

DADOS - CARREGAMENTO UNIFORME VERTICAL
E = 106x10° ps.l. em todas as placas horizontais = 0,273 ps..
Y = 033

6'

N

& 450 : >
v 3—-1\/ \/L—s \(,fb

&+
Ry
0,097

@
=

b) secgao transversal do modelo

Fi1g. N2 19 - modelo NO 3
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TABETLA 9

Modelo No. 3 Elemento: R.M.D.

Para o ponto a b c d e f
Momento My (inxlb/in) - seﬁgao AB

Malha 5x6 0,979 -0,381 -0,319 -0,056 05121 0,000
Tensoes L (psi) - secgzo AB

Malha 5x6 =215 -233 39 316 245 -518
TABE LA 10

Modelo No. 3 Elemento:HIBRIDO

Para o'EEﬁ?B“_"EW‘ N b c e d f
M;mento My ?inxlb/in) - seccao AB

Malha 5x6 0,656 -0,413 -0,198 -0,366 -0,161 0,000
Tensoes L (psi) - secgao AB

Malha 5x6 -259 -261 57 377 279 -639
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versal do modelo. Ainda sao vistos os principais dados do pro-
blema. O modelo € construido de aluminio. Os diafragmas foram
construidos de madeira de uma polegada de espessura e as lami-

nas foram parafusadas na madeira.

Na figura 20 podemos ver a malha utilizada
na analise, bem como o sistema de coordenadas globais. Devi do
a simetria foi analisada apenas uma quarta parte do modelo. O
sistema de coordenadas locais € tal que o eixo X permanece sem

pte paralelo e de mesmo sentido em relagao ao eixo X'.

Os resultados da analise, usando o R.M.D.,
@ncontram-se nos graficos 23, 24 e na tabela 9. Como podemos
ver , os resultados da analise com o R.M.D. e os valores expe-
rimentais praticamente coincidem . Logo temos neste caso uma
grande prECiSZO nos resultados encontrados . Note—-se2 que a ma-
lha empregada foli uma malha bastante grosseira 5x6. Aqui os va
lores experimentais também nao foram medidos sobre as arestas,

mas um pouco a esquerda ou a direita destas.

Os resultados da analise usando o HIBRIDO,
s3o mostrados nos graficos 25 e 26 e na tabela 10. Como pode-
mos observar os resultados sao semelhantes aos encontrados com
o R.M.D. . Aqui também o grau de aproximagao entre os resulta-
dos experimentais e os resultados da analise com o HIBRIDO &

muito bom.

5.7 Modelo 4

A referéncia (3) analisa um modalo testado
experimentalmente por Gaafar (1954). Tanto a folha policdrica
como os diafragmas foram construidos de chapa de aluminio de
0,13 polegadas de espessura. Os diafragmas foram ligados as
13minas por meio de canteneiras de ago. Temos na figura 21la
uma vista geral do modelo, seu carregamento e principais da-

dos. Na figura 21b vemos uma secgao transversal do modelo.

Devido a simetria podemos analisar apenas

um quarto do modelo. Esta quarta parte pode ser vista na figu
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58,351b

a) vista geral do modelo

SNTTTETTIAL
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o

o
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i

b)seccao transversal do modelo

Fig.N2 21 - modelo N2 4
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Fig N0 22 —vista da malha 4 x 6 - modelo N 4
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TABETLA 11

Modelo No. 4 Elemento:R.M.D.
"Para o ponto a b c d d! e
;Deslocamentos verticails (inxlOa) - secgao AB

'Experimental =----- -12,00 ===-=- 4,00 —====-- 4,00
‘Malha 4x6 -14,00 -11,50 =~ 5,56 2,34 —---- 2,39
IMalha 5x12 ~14,60 =12,00 - 5,67 2,71 2,74 2,76]
;Deslocamentos horizontais (inx103) - secgao AB
Experimental 0,00 0,00 ————n 9,68  —=——m 21,00
EMalha 4x6 0,00 0,00 3,86 BBl e 22,50
%Malha 5%x12 0,00 0,00 4,09 9,40 16,60 23,80
ETensSes o, (psi) - secgao AB

EExperimental -786,6 ~-826,6 - 26,6 730,7 594,7  365,3
| Malha 4x6 -843,0 -821,8 =~ 18,2 841,6  —=——- 3172
EMalha 5x12 -833,4 -846,8 4,8 851,4 575,7 317,9
Eﬂomento My (inxlb/in) = secgao AB '

|Malha 4x6 3,532 3,736 1,625 =0,256  ——==- 0,000
|Malha 5x12 3,795 3,865 1,749 -0,286 =-0,144 0,000
}Hamento My linxlb/in) - secgao CD

‘Malha 4x6 2,621 2,470 1,288 =0,225 o= . -0,005
|Malha 5x12 2,686 2,801 1,214 -0,226 =-0,127 0,000
Para X' = 2,92 5,83 8,75 11,67 14,58 17,50
iDeslocamentos horizontais da aresta "d" (inxlOB)
EExperimental ————— 5,00 -=--- Bigdid — memesss 9,66
| Malha 4x6 2,28 4,43 6,34 7,81 8,62 8,87
EMalha 5x12 2,41 4,70 6,72 8,27 39,13 9,40
[Deslocamentos horizontais da aresta "e" (inx107)
iExperimental ————— 1055 2 === 18,92  mueoa 20,94
Malha 4x6 5,79 11,20 16,00 19,70 21,80 22,50
gvalham5x12 6,13 11,90 17,00 20,90

23,10

23,80
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T ABETLA 12

| Modelo No. 4 Elemento:HIBRIDO
!Pa;;Lo ponto a b c d d' e
IDeslocamentos verticais (inx103) - secgao AB a
Experimental ----- -12,00 =-=-=-- 4,00 =-===-- 4,00
| Malha 4x6 -14,80 -12,10 - 5,68 21 R — 2,941
'Malha 5x12 -14,90 =-12,20 - 5,72 2,87 2,90 2,92
?Deslocamentos horizontais (inx103) - secgao AB
;Experimental 0,00 0,00 =-=-=--- 9,68 -———-- 21,00
'Malha 4x6 0,00 0,00 4,18 9,62 =—=-- 24,40
EMalha 5%12 0,00 0,00 4,19 9,64 17,00 24,40
;Tensoes e (psi) - secgao AB

;Experimental -786,6 -826,6 - 26,6 730,7 594,7 365,3
}Ma1ha 4x6 -1003,8 -907,1 - 9,6 915,0 ==—w- 386,1
'Malha 5x12 -953,3 =-918,0 9,56 904,3 653,8 386,606
iMomentq My (inx1lb/in) - secqﬁo AB

|Malha 4x6 3,852 4,088 1,776 =-0,285 —=---- ~0,006
| Malha 5x12 3,900 3,966 1,799 -0,292 =-0,147 -0,001
!Momento My (inxlb/in) = sccgao CcDh

iMalha hx6 2,855 2,709 1,297 =0,229 eo=es ~0,010
;Malha 5%12 2,738 2,911 1,239 -0,234 =-0,128 0,002
|Para X' =_“"_m_2323_uﬂhél§2“ 8,75 11’6?"__}&’58 17,50
|S;¥T;:amentos harizontais da aresta "d" (inx107)
Experimental -—---- §y88 o ¥ald e 9,66
|Malha 4x6 2,47 4,81 6,88 8,47 9,35 9,62
Malha 5x12 2,47 by 81 6,90 8,48 9,37 9,64
Deslocamentos horizontais da aresta "e" (inxlOB)
Experimental =%=-- 0,558  se=eie 18,92 === 20,94
Malha 4x6 6,27 12,20 17,40 21,40 23,70 24,40f
Malha 5x12 6,28 12,20 17,40 21,40 23,70 24}40]
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ra 22. Ali tambem e mostrada a malha mais grosseira que foi por
nos utilizada na analise. O sistema de coordenadas locais utili
zado foi tal que o eixo dos X & paralelo e tem o mesmo sentido

que o eixo X' global

Os resultados da analise empregando o R.M.D.
podem ser vistos nos graficos 27,28,29,30,31 e 32, bem como na
tabela 11. Como podemos ver mnos graficos 27,28 e 29 os resul-
tados experimentais e os obtidos pela analise por meio do R.M.D
sao praticamente os mesmos . No que diz respeito aos momentos:
temos apenas resultados experimentais em um ponto da secgao AB
e em um ponto da secgao CD. Mesmo assim podemos ver, pelos grE"
ficos 30 e 31, que os resultados obtidos pela analise com o
R.M.D. se situaram bastante proximos do valor obtido experimen
talmente. Finalmente no que diz respeito as tensoes o sna sec=
cao AB,temos os resultados experimentais e os obtidos com o
R.M.D. praticamente coincidindo. Os valores experimentais que

aparecem na tabela 11 sao retirados dos graficos, o mesmo acon-

tecendo com os resultados experimentais da tabela 12.

Os resultados da analise com o HIBRIDO po-
dem ser vistos nos graficos 33,34,35,36,37,38 e na tabela 12 .
Os resultados sao bastante semelhantes aos encontrados com o]

R.M.D.

5.8 Modelo 5

Este modelo & tedrico nao tendo resultados
experimentais, Trata-se de um tanque cilindrico, como podemos
ver na figura 23, submetido a um carregamento hidrostatico. Na
figura 23 aparecem também os dados do problema. Na figura 24 te
' mos representada a malha utilizada na resolugao do problema ’
bem como o sistema de eixos globais utilizado. O sistema de ei-
x0s locais foi tomado de tal forma que o eixo X & paralelo e

de sentido contrario ao eixo Z'.

O0s resultados foram comparades contra regul

tados obtidos com o elemento CAXR2 do sistema LORANE. Este Glti
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GRAFICO NO 39 - deslocamentos radiais em uma geratriz
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--—~malha 5x8 - HIBRIDO
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T ABETLA 13

‘Modelo No. 5 . . L)
Para 2' = 0 25 50 100 150 200
DLeslocamentos radiais em uma geratriz (c;r:)

R.M.D. 0,0 79,9 219,33 369,0 288,9 111,9
'HIBRIDO 0,0 81,2 223,8 377,8 290,9 97,1
| CAXR2 0,0 79,3  214,4  352,8  268,5 94,5
'Momentos Mx em uma geratriz (kgxcm/cm)

!R.M.D. -231,6 - 46,6 48,1 70,7 20,8 5,2
' HIBRIDO =24k ,b = 57,6 38,1 63,1 18,4 1,7
lcfmxaz -241,9 - 51,1 42,0 64,3 21,9 0,0
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mo & um elemento para resolucao de cascas axisimetricas. O resul
tado da comparagao pode ser visto nos graficos 39 e 40. Tanto o
elemento R.M.D., como o HIBRIDO apresentaram uma otima aproxima-
¢ao tanto no que diz respeito aos momentos como no que diz res-
peito aos deslocamentos radiais. Note-se que a malha empregada &

bastante grosseira.

Uma ultima nota diz respeito ao diafragma. Es
te foi considerado infinitamente rigido em seu plano e perpendi-

cularmente ao seu plano.

Os resultados comparativos aparecem tambem na
tabela 13.

5.9 Modelo 1 Com Diafragma

Aqui fizemos uma tentativa para levarmos em
conta o diafragma, com a finalidade de resolver os problemas que

ocorreram para X' = 0".

A malha utilizada foi de 102 elementos e 124
nos. Podemos vée-la na figura 25. Os resultados da tentativa, e~
fetuada tanto com o HIBRIDO como com o R.,M.D., podem ser vistos
nas tabelas 5 e 6 (malha 102) e nos graficos 41, 42,43,44,

Os resultados obtidos para os deslocamentos
verticais na linha central superior do modelo podem ser classifi
cados de exelentes uma vez que a curva experimental e numerica
praticamente coincidem (podemos ver isto também nas tabelas), co
mo pode ser observado no grﬁfico 41, Isto ocorre tanto para o e-
lemento HIBRIDO como para o R,M.D..

Tanto para o HIBRIDO como para o R.M.D., os
momentos Mx, que ocorrem na linha central supevrior, apresentam a

gora um valor negativo no ponto X' = 0",

Fica desta forma corrigido um dos problemas
que ocorria quando nao se levava em counta o diafragma ( tinhamos

entao o momento Mx nulo nesta regiao), De uma maneira geral aquil
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e experimental

-o-RM.D.
VHIBRIDO

modelo:NO 1
malha 102

GRAFICO N243 - valores de Nx - linha central superior

e experimental
--RMD,
-V-HIBRIDO

modelo N9 1
malha 102

GRAFICO N 44 - valores de Nx - linha lateral inferior
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in —-experimental
]k -o-R.M.D.
0,2- “FHIBRIDO
0!1 1
0 - p.3
| 381" 762"
01 T e ,,—;sﬂ
= — e
modelo:N21
-0,2{ malha 102
GRAFICO N9 41 - deslocamentos verticais — linha central superior
inxlb/in —e-experimental
J -o-RM.D.,
-0,2 Y/-HIBRIDO

0,21

modelo: N2 1

malha 102

GRAFICO N2 42 —momento Mx- linha central superior
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tambem ha um melhor ajustamento das curvas experimental e numeri

—_—

Ca.

Observando os graficos 43 e 44 ( especialmen
te este ultimo) verificamos que o mesmo nao ocorre aqui., Os valo
res Nx apresentam para X' = 0", em ambos os elementos, perturba-
goes bastante grandes afastando-se bastante da solugao experimen
tal. Cremos que tal fenOmeno ocorre, porque aqui temos os elemen
tos que constituem o diafragma, e os elementos que constituemas
laminas da folha poliedrica formando um angulo de 90°. Como con-
sequencia o deslocamento w, de um elemento do diafragma, coinci-
dira, em diregao (em coordenadas globais), com um deslocamento u
ou v de um elemento de uma das laminas e vice-versa. Ocorre que,
no R.M.D., as fungoes interpoladoras usadas no estado plano (des
locamentos u e v) sao lineares, enquanto que as fungoes interpo-
ladoras usadas na flexao de placas (deslocamento w) & cubica. A~
creditamos que devido a esta diferenca nas fungoes interpoladoras
sao produzidas as perturbagoes observadas nos valores de Nx. A
maior perturbagao, que se verifica no grafico 44, pode ser expli
cada se nos lembrarmos que no ponto considerado temos ainda um
apoio pontual, Para o elemento HIBRIDO a explicagao & semelhan
te, ja que o deslocamento u e v do elemento hibrido de estado pla
no de tensoes, por nos utilizado, ¢ linear enquanto que, © des
locamento w do elemento hibrido de placas em flexao, e tambem cﬁ

bico.



CAPITULO VI

6 Conclusoes e Recomendacoes

Das numerosas verificagoes realizadas fica
claro que o metodo dos elementos finitos pode ser aplicado com
boas probabilidades de sucesso na analise de folhas poliedri=-

cas.

Podemos reparar pelos numerosos graficos e
tabelas apresentados que tanto o R,M.D, como o HIBRIDO dao re=-
sultado bastante semelhantes., Ambos os elementos apresentam de
um modo geral bons resultados, quando se comparam os resulta-

dos experimentais com os numéricos.

As curvas (experimental e numerica) se a-
proximam tanto em valores numéricos como na forma geometrica.
Ainda queremos ressaltar o fato de que mesmo com malhas gros=-
seiras ja se obteve resultados muito bons na maioria dos mode=-
los. Da maneira como foram usados os programas dos dois ele-
mentos resalta uma certa vantagem para o R.M.D. no que diz res
peito ao tempo., Entretanto as "procedures'" do HIBRIDO talvez pos
sam ser reformuladas, na parte de flexao, para se vencer tal
obstaculo,

Uma primeira recomendagao seria acoplar oe

lemento hibrido do estado plano de tensoes com o clemento do

ESCOLA DE ENGENHARIA

NNt IA\NTC A
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método dos deslocamentos para flexao de placas. Isto porque o e-
lemento hibrido para o estado plano de tensoes apresenta resulta
dos nitidamente superiores aos apresentados pelo elemento corres
pondente do méetodo dos deslocamentos. Por outro lado o elemento
hibrido para flexao de placas, e o elemento para flexao de pla-
cas do método dos deslocamentos, apresentam resultados bastante

semelhantes com leve vantagem para o elemento hibrido.

Uma outra sugestao e o desenvolvimento de um
elemento do tipo quadrilatero para folhas poliedricas para que
se possa resolver problemas onde aparegam laminas triangulares ,
diafragmas nao paralelos etc... A referencia (3) contém o desen-
volvimento de um elemento triangular para o metodo dos desloca -
mentos., Entretanto os resultados ali apresentados mostram a ne-=
cessidade do emprego de um numero muito grande de elementos para
se chegar a resultados que obtivemos com as nossas malhas mais
grosseiras. Raramente as nossas malhas maislfinas chegaram a i =
gualar em numero a quanitidade de elementos das malhas mais gros-—
seiras da referéncia (3). Poderia se pensar tambem em desenvol=

ver um elemento mais refinado que o da referéencia (3).

A tentativa feita para se levar em considera
¢ao o diafragma nos mostra (devido as distorgoes ocorridas) a
provavel necessidade de serem desenvolvidos elementos retangula
res de estado plano de tensoes, com fungaes interpoladoras de des
locamentas de ordem cubica para que possam ser acoplados com com

os ja existentes elementos retangulares de flexao de placas.

Finalmente, podemos ainda sugerir o desenvel
vimento de um elemento, que leve em consideracao a possibilidade
de aparecerem problemas onde existam laminas grossas e nao delga

das.,
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CAPITULD VII

7.1 (Ver 3.2.1, '3.3.1, 3.3.2) Apendice 1

(10) (7

7.1.1 (Ver 3.2.1) Condicoes de Convergencia no Modelo Compativel

Queremos aqui focalizar certas condigoes que devem ser
obedecidas no metodo dos deslocamentos, para que fique assegurada a conver
gencia da solugao do sistema :

=

K.

1l
trdl

a medida que se tomam malhas cada vez wais finas. O modelo compativel, sen
do derivado do metodo de Raleigh-Ritz, deve usar fungoes aproximativas que
sejam admissiveis e que tenham completidade, isto e, que sejam tais que a
solugao do sistema seja igual a solugao exata, quando o somatorio da (3-5)
tiver infinitos termos. Na pratica, para que isto seja assegurado, temosal
guns criterios que devem ser observados, quando serao escolhidas as  fun-

goes aproximativas que irao constituir a matriz A da expressao (3-11).

Criterio 1 - as fungoes aproximativas devem ser tais que se dermos um des-—
locamento de corpo rigido ao elemento, as deformacoes especificas conti-

- - -
nuam tendo o mesme valor que possuiam antes do deslocamento de corpo rigi-
do.

. - . . . i) -«
Critério 2 - a medida que se usam malhas mais finas as deformagoes especi-
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ficas tendem a ter menor wariagao dentro de cada elemento. Se ma realidade
existem deformagoes especificas constantes, o tlemento deve ser tal quepos
sa reproduzir as deformagoes especificas de modo exato. Em caso contrario

o elemento nao apresentaria , em geral, boas condicoes de convergencia. Lo-
go as fungoes aproximativas devem ser tais que , st os deslocamentos mo-
dais do elemento sao compativeis com uma conﬂigio de deslocamentos especf-
ficos constantes, permitam obter exatamente estas deformagoes especificas :

constantes.

No caso em que as funcoes aproximativas sao polinomios
interpoladores, os criterios 1 e 2 ficam automaticamente satisfeitos se to
mamos um polinomio completo , cuja orde seja pelo menos igual a ordem da
maior derivada que aparece nas relagoes entre deformagoes especificas e

deslocamentos.

Criterio 3 - As fungoes aproximativas utilizadas devem assegurar a compati
bilidade nas linhas divisdrias entre os elementos para os deslocamentos e
suas derivadas at& a ordem k-1 , onde k & a ordem da maior derivada que a-

parece nas ralagaes entre deformacoes especificas e deslocamentos.

7.1.2 Condicoes a Serem Satisfeitas pelos Parametros de Tensoes no Modelo
Hibrido (14)

7.1.2.1 (Ver 3.3.1) Estado Plano de Tensoes

Se considerarmos a expressao (3-5), pode-se escrever a
s ~ W & -
expressao (3-69) e a (3-70), nao mais ao nivel do elemento mas sim ao ni -

vel do corpo, como :

n

CE.0 % E'Ee)para'um slemento 1~ 2 =y
i= 1,2,..;.,“‘
m
tgcgn’T.g - Pe).8Ue = 0 - (7-2)

A inspecao da (7-2) mostra que se o numero de tensoes

. n -
assumidas o de todos os m elementos @ menor que o numero total de desloca
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mentos Ue mnao haver@, em geral, solugao para os o, Mesmo que haja solugao
para os gn na (7-2), as incognitas Ue nao poderao ser determinadas unica -
mente da equagao (7-1) uma vez que em tais casos o numero de incognitas Ue,
pelo menos em alguns elementos, & necessariamente maior do que o numero de
o". Sendo M o nimero total de tensdes assumidas o e N, o numero total de
deslocamentos Ue , dos quais pelo menos L devem ser restringidos, L & por-
tanto o numero de graus de liberdade da estrutura considerada como um cor-

po rigido. Entao para que o prvblema tenha solugao deveremos ter :
M N-L (7-3)

7.1.2.2 {Ver 3.3.2) Placas Delpadas em Flexad

Da mesma forma que no item anterior podemos aqui escre-—

ver as expressoes (3-113) e (3-114) para o corpo :

Cﬁ-g “5p - g'gbe)para o elemento i - =
i“ 1’2,Dlll’m
5-8%.6 + 59 .6ueb = 0 (7-6)

_ x P ~ . . - . -+ .
Aqui as consideragoes sao identicas as que foram vistas no item anterior e

levam a mesma conclusao. Somente que aqui temos os parametros de tensao B
n
em lugar dos ¢

7.2 ( Ver 3.2.2, 3.2.3.1 ApSndice 2

Damos a seguir o vetor Aw e a matriz B retirados da re-—
ferencia (9) :



onde :

e fazendo :

a%

b*

o®

d%

e¥
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¢
1=%gn- (3= 260820 - n)-(1 - E)(3 - 2n)n2

(L = £nll - n)?b
~£(1 - E)2(1 -~ n)a
(3 - 26)2(1 - n) + En(1 - n) (1 - 2n)
En(l - n)%b
1 -8)&2Q - n)a
(3 - 28)&%n - En(1 - n)(1 - 2n)
-£(1 - n)n?b
(1 - )E2%na
1 -8)(3=-2mn%+ 5 -8)(Q - 2)n
-1 -8)Q - n)n%

! -£(1 - £)2na

y /b

podemos escrever :

.z/a2

.z/la

.2/b2

.z/b

~2/a.b
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Nas paginas seguintes temos as"procedures" neces-

sarias a montagem do elemento RMD.

Alguns dos simbolos mais usados sao @

EE - modulo de Young
ANU - coeficiente de Poisson
g o5 - espessura da lamina
S XX -
X
SYY - g
y
SXY - i
Xy

MXX - Mx
MYY - My
MXY - Mxy
QX - Qx
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ROV EES T FRdRN/§™ " = S m e e e s s
R0T(241)2=DY1/A3 : e et ;
A0T(3011:=07124% ' s i
ROT(152):=0%4/31
ROT(2+2):=DY6/31
NT(352):=026/3%

ANYI=POTIS[NEL)S

EF:=ELNFL)

TTs=TNEL)S

BF :=8/43% 2 e

COEF:=ZFeTT/ (12,9 (1. ~ANUZANUY) 3

AR:=A®3; :

R0TL193):=(DY18DZ6=DZ12DY4) /ABS
ROT(253):=(DX49DZ1=-0X12024) /AB}
R0T(353):=(DX19DY4~DY1°DX4) /AB]

FOR IP:=1 STEP 1 UNTIL 3 DO

FOR 1Q:=1 STEP 1 UNTIL 3 DO
3EGIN - '
20T (1P+3410431:=ROT(IP41073
ROTUIP+3+121:=0.% '
ROTLIPyI0+3):=043

END3
_FOR N:i=1 STEP | UNTIL NEC 00° ko

RFGIN : -
FOR Ji=1 STEP 1 UNTIL 6-D0

REGIN
VIJ)E=SLINCTOS (N= 1) +JF o (11=1)+J]3
VIJ#+5)1=SLINPTO® (N=1) +JF 2 ([4=1)4J13
VIJ+12):=SLINPTO® (N=1) +JF=(13=-1)+J)3
VIJ+18]:=SLINPTO® (N=1)+JF=(12-1)+J]3
END 3

FOR I:=1 STEP | UNTIL 6 DO
3EGIN '
Jgrla=0. i
Jir+sl:=0. i
JI1+12):=0. i
Jrr+i81:=o, ;

FOR J:=1 STEP I UNTIL &6 DO
3FGIN

JET1:=ULT) +ROT(JeT1eVIIIS
JIT1+611=UTT+6)+R0T{Je115V (4613
JU1+121:=Ul 1+12)+50T(Je1)5V(J+12]
JUI+18):=UCI+141+70T(Jel)oV(I+18]
END3
EnMDS ;

WRITE ([MPRy<//s" ELEMENTOMN,1S/1 ESTADO NE CARGAM,1S//>¢HELWN) §

COORALL)E=0.3CD0RX[2):=1.3C00RX(3T:=1,3CN0RX[4):=0.3C002%K(5]:=.53

CONRY([112=0.3C00RY212=0,3C00RY(3)1=1,3C00RY(4):=1,3C00°Y(S1:=,53

FOR [:=1 STEP 1 UNTIL 5 0O

REGIN :

FTAI=CONRY(I)}

AT:=CO2%X(1])3

[SXX:=(=(1.=ETA)SULL /A~ (1. =X1)2A3UPU{21/R-CTASU(T]/A+
(1o=X1)®aNYSY[RI/R+TTASU(13)/A+X [2ANURU[16 ) /R
(1.=STA)eU[19)2A=X [2U(P0)SANULT) OFEE /(1 o= rNUZE2) §

SYY:i=(={l.-ETA)2ANULULL)/A=(].=XxT1)5U(2)/A-ETABANUSU[T]I/A+
(1e=X[)9U{R)/S+ETACANIRUI L3 ZA+X[2U[ 14 1/0+

1  {1.=STA)SANUBULLO)/A=XT2J[201/R) SFEE/ (1 4=aNUS22) }

! SAYE= (=1 =X1)2U(11/12.95)=(1=ETA)SUL2)/(2,28)+
(1e=X1)2ULT71/(2.94)=ETASU(B]/ (P, 5A)

+X12U131/(2.2R) sETARU[ 14}/ {2,2A) -

X12U(191/(2.28) #(1.=ETA)2UL20)/(2.2A) ) EES (1, =ANU) /(] .~ANUBE2) §

CAXI=( () a=~2.9%R]) R (1l,~ETAYOA PU[3])/7a022=~
(Ze=3.9X1)2(1.~ETA)22,80(5])/A+
(1.-2.9X1)8ETA®S, U9 ] /Abar-
(2.=3,0K1)2ETA®2,5U(1])/a~

H
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(1o=2.ax[§ar [A0h, sU(15)/ANEe &7
(1.=3.9K1) 9K TA®2,9U(17)/A=
(14=2.9X1)9 (1, =ETA) 96,9U(2])/A%02=
(122320 X 1) (15oETA) 821 00( 231/ A) 9EF 0T T203/ (12,0 (1.=ANE32) ) §
FYYI=((1a=X1)2(1,~2,°ETA)26,°U(3]/5002+
(1.=X1)®(2.~3,2ETA) 52, 2U[4)/B=
()e=X1)2(1.=2,°ETA) %A, 2U(9]/Bo82s
(1.=X1)2(1.=3,°ET4)*2,5U(101/8~
X1®(1.=2,25TA)26,90[15]) /82424 .
XJe#(le=3.2ETA)e2,2U(1K]/B+
XT€(1.=2,2ETA)26,5U(2]11/3222+
X19(2,=3,9ET4)22,20(22) /H)SEECTT#53/(12.3(1.-ANU2©2)) 3
FXY:=((10=Ra®K]o(1,-XT)=6,9ETA(1,~ETA)) 2, 2U[31/AB+
(1.-5,9ETA+3,96TA992)22,50(4) /A~
(1.=4.9x143,2X[922)22,0U(5)/3+
(=1e4+6.8X12(1,=XT) 45, 2ETAS(1.-ETA)) 52, 2U(9]/A3~
ETA2(2.-3.9ETA)#2.2U(101/A+
(1a=%.9XT+3,2X1922)22,2U[111/8+
, (1.-640K12(1.=X1)-6.5ETA= (1.-ETA)) #2,2UL 151748+
| ZTA®(2.-3.9ETA)%2,2U(16)/A-
; XT®(2.-3,2X1)92,90(17)/8+
|

(mlatbe? X0 (], =X])+6,25TAR(],~ETA))®2,8U(21)/A3=
| (1.=6.2ETA+3,2ETA292)823U(22]1/A%
! X12(2,-3,2X1)92,5U(23)/B)eEreTTea3/ (172,
AXXI=T=(FXXHANUSEYY) ] MYYI==(EYY+ANUREXX) 1 MXY
JERXXI={=(2./A)3 (], ~ETA)#6,2U(3]/A2024
| (3.7R)2(1.~ETA)22,8U[5]/A=
| (2./74)2ETA®H,2U[G])/A2224
(3./78)0FTAa2,2J(11)1/A+
(P./7A)BFTARS . U ]15)/7A0024
(3./8)2ETAR2,2U[17)/A+
H2,/8)3(1,~ETA)#6,0U[21) /42224 : :
B, /a0 (1 =ETAY®2,3U[23) /A1 OLERTTe83/ (12,9 (] .~-ANUEE2))
BOFYYXi=(=(1,/8) @ (1.=2,86TA) 25,50 (3) /9002~
S (1./78)8(2,~3,9ETA)=2,98U(4])/8+
3f! (lo/7A)2(1.=-2.%ET0) 24 0U[9]/3002~
) /AR (1, =3,3ETA)22,2U(10]1/8~
H1o/A) 8 (1.=2.96TA)8A,2U(15) /32924
Y /A)2(1.=3.2FTA) 22,2 16]/8+
(1./78)2() =2, °FTA) 2R, 8Y[2) ) /80224
(1./78)2(2,=3,2ETA)22,2U[221/B) 2EE=TToe3/(12.%(]1,=-ANU=22) )}
NFAYYIS((=5,2(1./R)2(] . ~ETA)+6,2ETAR(],/8))22,0U[3)/A8+
(=4, (1,/3)+6,2(1,/8)2ETAY®2, 2U[6)/A+
(be®(1./3)2(1.~ETA) =6, 2ETA®(1./3))22,°2U[9]1/AB=
UL /B)2(2.=3.2ETA)=FTAS(3,/R))52,8U[101/7A+
A=2a2 (1a/B) (1 =ETAY+6,9ETAS(],/3)) 82, 2U[15]1/AB+
Ml /B)212,=3.26TA)=ETA®(3,/7R))#2,2U116)/A+
(U5./B) 8] ~ETAY=6,5ETA® (1,/3))92,2U(2]11/A8~
H=(6,/3)+(5,/73)25TAY 22, “u[HE]X&}“%F*TT*ﬂ?f{12.“(1.—nquﬂ°?))I
I I=e (DEXXKHANIEGEY (X) = (DEAY (L] o=~aNU) /2,0 % -
XY I=(={1./4)2(].,=2.,28X[) 86, 2U[3])/A"82¢
{2.=3.241)2(1./78)22,2 U(S)/A+
?l.—2.*!11511./6196.“U{91/A°*2-
{20=3e2x1)*(1./3) 225U 111/A=
|
|

a(]l.—ANJa22) )
t==(EXY2 (]l .=ANU)/2,.)}

H1.=2.2X[)19(1./5)26,2U(15)/7A222=

M1e=3.2x1)8(1./5)92,2U[17)/A+

Ala=2.ox[) 2 () /R) 2R, 3U2] ) /R824

M) e=3,0x1)0(],/5)22,0U(23)/A)REETT#43/ (12,2 (1.~ANUS®2) )3

PEYYYi=(~{1.~X1)2(2./8)26.9U(3]1/3202-

1 =X1)2(3./5)%2.20U(a)/0+

U1, =a )2 (2,/5) vh, vl /w22

(La=XT)#(3./8)22.94(101/B% ; i .

?I¢t2.fﬁ}°5.“U1151144ﬂ2— 4 ; o ' Al VIS RN
T2(3./5)%2,20(16)/8=- ! : nak - ‘

le{p 78) 95,902 1 /130a2=

£T2(3./77) 22, GU(38]/i)*FF“TT““B/(i?.*{l.—ﬁMU*“é}

T L e
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WAYREZ((=(5a/E) (1 a=AT) ¢4, 9K (1a/h))22e0u(3) /A
(=(%e/8) ¢ (6./7B)5X]) 22, 9U(5]/B+

((5./78)0 (1 =X1)=5,5X19(1./4))22,9U(9)/a8+
(=(Lo/B)+(5.70)2X])82,00(11)/3+ _
(=(A/A)0 (] =K[)46,2X]2(]1./7A))22,2U[]15)/A8=
((la78)2(2.=3.2X][)=X[2(3.74))22,9U(171/8+
((5/78)2(]1a=X])=h,2X[2(1a/A))22,.0U[2]1]1/ARs
trl /8)3(2.=3.9XT)=X[2(3./4))82.90U[23)/R)OFESTT083/(12,5(].~ANU222)) 3
Y.:-(jrfo+LNJ°)&XKY]"(UEKYX’(I. AMNUY /2.0
YF 1 LSS 5 THEN GO TO SEGUINTE ELSE 60 TO PROXIMD 3
SFGUINTE tWRTTE (14PR e <HNUAERD DN NO=1eT5¢ X2y MSXXZH¢F 15430 X2eHSYYZH,F 15450
I?Q"SIf="l71535!12|"QK="0F15.5>0N00f4'(“FL-1l*I]oSK)-SYYsS!Y'UXIi

NATTE (1YP2 4 <HNUMERD DO NO="e 150 K3 s XX =1 F 15250 K25 MUY Y= 4F 15,54
X2 K= F 15059 X2s POY=HeF 15,55y NODL6® (MEL=1) +T) s MAX s MY Y MY QY) §
60 TO JUTRD 3

PRIAIMD 1wITE(IMPR.<"PONTO CENTRAL" X2 WS XX=N G F 15,5+ X24"MSYY=13F 15,50

KPaNSAY =4 F 1S, 50 X240 M0X=13F15,5> +SAXsSYYSXYs0QX) 4
WITTE (TMPR,<"PONTO CENTRALM WK A= G F 15,50 X2e"MYY="4F15.50
X2 MMXY= P 15,54 X29MAY=1aF15.5> sMXXaMYYaMAT90Y)
OUTHOIEND L
END3
EMNDE

PRNCENJZE YETCAR(NEL) S

INTEGER NEL §

AFGIN _

INTEGER [1412+13014s1P010sTsJrK3

RFAL. A3
RFEAL As 89 DXle DY1eDX4+DY4+0Z21+D2640X,QY0Z3
ARIAY 20T[1:nel:61eCaRGA[L:2G])3
I]::WO?[Q“{NEL-I)*I]‘
YO 4® (NEL=1)+21)3
T?.=:0)ru°(wFL 1)+3 13
[4:=NOY4®(NEL-1)+4])3
Dxli=x(i2)=-x(1113
Dyl:=Y(I12)-Y(I11%
NZ1:=21121-2(1113%
NxGai=x{T1e)=-x(111%
nYa:‘Y[Ih] YeCriis
Zar=Z16)=201113

'—QO?TIQK1°°2+HY1°°?+D?1“°2)3
HI=SORTIUAGROZeDY69924N26522)

ARI=A®3}
POTLlel)i=0X1/7A ]
ROTI2+118=D2Y1/7A%
ROTI3+1)3=0217A3%
QOT[1e2)2=DXG/A18
RNT[2+2]):=0Y0/81%
AOT{Iv2)2=20207430
POTI)«3)i=(0DY]1oD24- D?!ﬁnYﬁ)/Aai'
ANTI2+3)1:=(DX42DZ2]1-DX12DZ6) FABSG
“OT(A31i=(DX1#DYa~-NY12DA4) FARS
FOR [P:=1 STEP 1 UNTIL 3 DO
FOI [a:=1 STEP 1 UNTIL 3 DO
RFESIN

DOTIIP+3e12+3]): QOT([P'[ﬂ}u
ROTIIP+3+10):=0,3%

HOTLIPa {3+]j.—ﬂ.;

Fre
UY:?UI°“d[llo£]+]2°QWT[Pvd]ﬁJJ*HOT(J 214
X I=A12R0T(19114022R0T(241)+03°R0OT(341 )¢

qu/._01vuort1.a]sJzoaOT[?.dlrnjownI(3.31=

BrcasGAl 1):i=04A2A28/4, 3
CARGA[ 2)i=0YRA®R/4, H
CARGA{ 7)i=0X*Aa®B/4, g Lt Ma A S



‘canGAl Blizaveacns4,
. :J CARGA[13):=0X%A%B/4,

1] CARGA[1G)1=0YRARR/ G,

Ql cavGa(19]):=nx2asi/G,

ZCAIGA(20)i=0Y°Re8/4, §

HMecawnar 311=n029a008/s6,

CALGAL 64):=2 )oaetuoe?)/ah.
CAPGA[ 5):==022(A282)0H/24,
CAavGA[ 5):=0,

CavGAl 31:=070A9R/4,
CARGA[10) =048 (Fa22) /26,

] carGA(ll)i=niepa (Ase2) /26,"

g*cbﬁﬁn[121:=u

= | CARGA[15]):=NZ%A08/4,

1] CARGA(16]):=~0Z0A%(RBB22) /24,
CARGA[1T7):=0/0(A%22)8R/24,
CARGA[18):=0.
CARGA[21):=022A0%R/4,
CARGA[22)i==073A0(R382) /26,

L CANGA(23)i==Z=32 (A®22) /24,

CARGAL24]):=0,%

FNR Ti=] STEP 1 UNTIL & DO

FO2 Ji=] STEP 1 UNTIL & DO HEGIN
COHLOBAL[62(I=-1)+J)2:=0.

FD2 Ki=)] STEP 1 JUNTIL 5 DD

COLOBALI6®(I=1)+J):=COLORALIGZ([=1)+J]+ROT(Js<)2CARGA(6® ([=1)+K ]}

END1E
END§

PRACENIRE [FPI] (MNFL)E
INTEGER NELS
HEGIN

REAL AsHesANUSDX1sDY 1 9DX49DY4+4DZ1 D74 4EFEsTTsHEWCOEF s A3 UMAP JUMERP,

UM3PBER+BEMRT
INTEGER [1312+1341641P419,
ARRAY OT(1:he1:5)TEMP[1:6e1256]1
FORMAT Fl00(HF15.5)%
[1:=NODMGe (NEL=-12+113
[2i=NOD[Go(NEL=1)+2)%
[3:=00D(42 (NEL=1)+3 1}
Tai=ROD(G% (NEL=-1)+4)3%
Dxyi=X(121=x(11])%
nYr:i=y(rel=yteriis
N21s=2012)=20111)%
NAGI=X{TGl=X[{1111%
DYti=Y[16)=Y[{11)1}
N74i=2016)=2001113
&':ﬁ)RT(DAIG°’*0Y1"PH+G?10083
R=S0RT(DX48224DY6802407H232) }
AOT(1e1)3=D2X1/A 3
BOTI2+11:=071/7A%
WOT[3e)):=0717A%
POT(192)1:=)K4/733%
BOTI2e2):=000/3%
ROT(3e2) =300
AMJI=PIOISINEL])S
¢F=1E!vELI:

t=TINFLD S
ur::z/\.
COEFI=EFeTT/ (12,2 (1.—aNURAND)) T
AR =A®93
UvaRi=],+ANUI
UMERI=] ,=ANUS
UM3p =] ,=3,2ANUS
FOR [Pi=]1 STEP | UNTIL ?4 00
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FO< Ta:=1 315-"1 wal Il ¢ bO~
RIG(IPe 1222043

160101 ):=C0EF 0 (2. 02E42, 8UUEP/AED §
2160142 13=COEF® (1,50UMAP)
50201 1:2216(1,2)

FMGI2e2 1:=COEF2(6,/43E+2.2UMEPaRE)
G071 12=CIEF2 (=t ,*RE+UEP/RE)
2160742 1:=COEF=(],52UM37)

2150341 1:==21G{7+2]

50202 1:=COEF=(2,/RE~- 2.‘J~EP¢RE1
RIGLT+7 1:==1601-1)

QAIG07+3 1:==216G[1+2])

21503847 J1:==R16G6(1+2)

RIG(3+5 1:=R1G(2.+2)

<IG013+1 1:=COEFe(-2.°BE-UMEP/BE)

FGL1as]l  1:==2[GI(1+2)

2[G6014s2 1:=COEFe(=2./RE=UMEP2RE)

FMG013+2 1:==21I6G[1+2] :

150137  }:=CIEF2(2,9BE-2,2UMEP/BE)

2I5013¢4  1:=20G(7+2)

RI501ee?  1:=R16G(H 1)

RIGI14e~  J:1=CoEF2 (=4, /BE+UMEP2RE)

RQIGI13413 J:=R[G(101]

Q160131+ J2=RIG[1+2)

(6014913 1:=9[6G(1+2)

MaL1Gsl- 1:=RIG(2+2]

ATGI15]1  J:=CIEF=(2,23E-2.,2UMEP/RE)

RIGILIG2 1:=21G(AR+1)

RGI20e1  1:=RIGIT7+2)

RM5020+2 1:=R[G[1448)

RIS019e7  1:1=%[G11341)

15019 1:=2[6(1+2]

RIGI20+7 1:=21G11+2]

5120 1:=216014+2)

RIGE1G13 1:=R][G(71)

RI5019e1+ 12=2(G(T7+2)

JIG(20413 1:=2[5G13891])

FMGI2041= 1:=2[G(A+2]

1501913 1:=20I6(1s1)

501927 13==RIG(1+2])

21602001 1:=216(19+20)

215020423 1:=R1G(2+2] : :

RFE2:=RZ*4E i
fF“P:=l.f§EZ H

50343 iz4,2 RE?*H’“?}+U 29 (14.-4,2ANU)

FIGI 304 1:=(2.208EV2+40.,2%(1l.+%,28NU) ) 28

215{3+5 1:==(2.2BE2+0.27(1.+4%,2ANN0) ) ®A

QG053 1:=R1G(3+4)

RMG09e0 1i=(4./3.83EM2+4,/15.%(1.=ANU) ) @B4H

AIG[4%-5 jr==aNyzA®g

21503+3 1:=21603+51

L RIG05v s 1:=206(4+5]

AMGI3+5 Ji=({86,/3.2R8E2+6,/15.2(1.—A%U) ) 2A%A

2150343 1i==2,2(2,0HE2=HE12)=0,22 (14 .=".24NU)

MG+ Ji==(=8EM2+0,22 (1, rh,2anl)) el

150945 1:=(2. °4F?‘0 L =ANI) ) =A

1501043 1:=R16(9e0])°

Q1501006 Ti=(P4/3,.285M2=4,/15.2 (1 =ANU) ) =2d 28
RIGL10+5 1:=0,

AIG011e3 1:==20IG(9+5)

5011 3120,

RIGOYI19S Ji=l2./3,28E2~1. fl).“(l.-ﬂll]lal’i"c\
G347 1:=2006(3+3)

b AMGLI+10 Fi=RIGI3+4%) :
2IG09+11 1:==21503+5]) s T e
2060100y T:=R1G(910)
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RIGL10+10
RIGI10411
QIGI11+9
RIGILI1.10
RIS5011911
QTG015+3
RIGI15ew
RIGI15>
RIGL16+3
RIG016+4
RIGL1I645
RIGI17+3
RIGI1T7+4
RIGIL TS
RIGI15+10
Q156015411
RIGI16+9
RIGI16410
RIGI16+11
RIGLLTaY
RIGI1T7410
RIGI1T.11
RIG015915
216015+ 15
RIGL1S17
RIGIL16s15
RIGI16+15
Gll6s17
RIGILIT15
RIGL1ITe15
QRMGI17417
R1G[2143
RIG01Se >
RMGI21 v 4
RIGI2145
216[22+3
RIGL224+0
QRIG02245
QIGIL2343
G023+
RIGL2345
RMGI2149
QNGIM21410
2IGI21+11
RIG(22+9
RIG(22+10
QMGL22+11
RIG[23+9
RGI22+10
RIGIE23411
RIGI2115
RIGI21+15H
R1GE21.17
216022415
RIGI224 15
2AGL22 17
FIG(23415
R1G( 23416
RQU50234 07
215021421
502122
J16021.23
216122421
AMGE22+22
R[5(224+23
16023421
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e
-RIG[445)
IGI9e11)
IG010+111]
IGI5+5)

=2 @ (RE2+3EM2) +] /S 2 (14 ,~4,.2ANU)
(=3FM2+]./5.2(1.=ANJ))*B
(3E2=0,2%(]1,~ANU)) 24

=2[G[15+4]
(le/3,23542+1./15.%(1a~ANJ))=28B2B

T vl

=
.

=RI6GI15+5]

=
.

(1e/3.23m2+1./1%.2(].—ANU)) =ARA
=(2.%25H42+0,29(]1.~A1)) 28

(%‘? =0e2%(latbu,2ANU) ) 2A
=216015+10])

? £3.FREM2-], /l5-°(l.-ANU))¢8“B

LS L 1 ¥ Y | N | | O O R | | II

--Q'LO--.

FG[lSolll

2 /349BE2-0,/154% (1 .=ANU) ) #ACA
216(313)
<BIGC3sh] -
=31613+51]
RIG115+16)
RIG(4e4)

IG{&+5]
15015417)
RIGI1R+1T)
R1GISsS) 3

L0 (BE2=2, 9REM2)
Ir:[?lnj]
(2.°RE42+0.28(1.=ANI1)) 28
—EE240.29 (1. +6.9AN)) ) 8 A
RIG[21v%)
24/3.°3EM2=1,/15.%(1.~ANU) ) 2828

a8 WE mE 8% S8 S8 S8 me 64 4 ks 8 S% 68 6 S8 66 =8 S s% 4E w8 sr we 4w

=0.2°(14,=-4.2ANU)

L T T T TR T

16[21'5]

3./3.9852-0,/15.2 (1 .=ANU) ) 2ABA
21G611543)

RIGI1Sy6] - "

RIGI15+5])

-216121+101

16(1646)

ILLADSQAIHIL'\JLL o o]

10{19 51

8 ®E we WE wE 8B S wE 4% 46 % 66 EE 4w B8 w8 N
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7.3 (Ver 3.3.1 e 3.3.2)Apéendice 3

A seguir temos as'procedures" utilizadas na

montagem do elmento HIBRIDO.

EE
ANU
TT
SXX
SYY
SXY
MXX
MYY
MXY
QX
QY
HF
HP

Os simbolos mais utilizados sao :
Modulo de Young
Coeficiente de Poisson

o -
espessura da lamina

Qy

matriz H (elemento hibrido para placas)

matriz Hp (elemento hibrido para placas)

matriz Gp (elemento hibrido para placas)

matriz de rigidez do elemento hibrido para placas.

matriz G (elemento hibrido para placas)

vetor de cargas equivalentes (elemento hibrido para pla -

cas)
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