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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo de uma classe de teoremas, que sdo
variagdes do classico teorema de Liouville. Este estudo ird mostrar quando uma dada
funcdo u = u(x) € C*(R™) que satisfaga uma determinada inequacdo diferencial é
constante, mostrando contraexemplos de quando as condi¢des necessarias ndo sao

todas satisfeitas.



Abstract

In this work we present a study of a class of theorems, which are variations of the
classical Liouville theorem. This study will show when a given function u = u(x) €
C'(R™) satisfying a certain differential inequality is constant, showing

counterexamples when the necessary conditions are not all satisfied.
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Introducao

Consideremos a classe de teoremas de Liouville para solucdes completas de

inequacdes diferenciais elipticas homogéneas da forma
div{A(|Dul)Du} <0 no R™. (1)

Para desigualdades desse tipo, um nimero de resultados € conhecido. Por exemplo,
uma solucdo fraca completa ndo-negativa u = u(x) € C1(R?) da inequagio

harmoOnica
Au<0 no R?

deve ser constante [1, p. 115]. Uma generalizacdo para o operador p-Laplaciano

também ocorre; isto €, uma solugdo fraca completa ndo-negativa de
Apu = div{|DulP~2Du} <0 noR"

também deve ser constante, onde p = n. Para isso, veja Serrin e Zou [2] e,
independentemente, Mitidieri e Pohozaev [3]. Estas afirma¢des foram generalizadas
por Mitidieri e Pohozaev [4, 3]; eles provaram 2 (dois) casos principais. Primeiro

deles, se
0 < A(t) <C ()

para alguma constante positiva C e para todo t = 0, entdo qualquer solugdo fraca
completa de (1) que seja limitada inferiormente deve ser constante para n = 2
(também para n = 1, mas isso € trivial). O exemplo mais importante nesse caso € a

desigualdade da curvatura média



Du 2
<0 no R~.

div/—=<
J1+ |Dul?

Para o segundo caso, eles descobriram uma versdao mais generalizada de (1),
na qual A é agora dependente de um conjunto de varidveis x, u, Du. Seu principal

resultado é que se existirem constantes positivas ¢; € ¢, tais que
c1sP72 < A(x,u,8) < csP72, p>1, 3)
entdo qualquer solucdo fraca completa da inequacao
div{A(x,u, Du)Du} <0 no R"

que seja limitada inferiormente deve ser constante, onde n < p. Este resultado inclui

0 caso anterior para a desigualdade do p-Laplaciano.

Além do mais, em todos os casos acima, a restricdo quanto a dimensdo n é

necessdria, assim com a dire¢do da desigualdade em (1).

Mais recentemente, Filippucci [5, Teorema 3.3] expande os teoremas de

Mitidieri e Pohozaev, considerando a inequacao
div{h(x) g(u) A(|Du|)Du} < 0 no R"
sob apropriadas condicdes sobre as fun¢des g e h, e assumindo também para t > 0
tP 1 < tA() < tP7 p> 1.

Um outro caso de interesse, no qual o operador principal é a soma dos operadores p-

Laplacianos de diferentes graus, foi obtido por D’ Ambrosio.

O propésito deste trabalho € estudar uma classe de teoremas de Liouville

estabelecido por J. Serrin em [9]. Isto nos permitird expandir em alguns casos os



resultados de Mitidieri e Pohozaev, e de Filippucci (conforme Teoremas 1 e 2
abaixo). Por exemplo, mesmo para a inequacdo harmdnica Au < 0 temos a seguinte

afirmacao

Para a inequagdo harmonica Au < 0 o dominio de u no enunciado do
Teorema 1 pode omitir qualquer conjunto finito de pontos, sem afetar a conclusao,

onden = 2.

Seguindo, devemos considerar especificamente a inequagdo (1) com o

operador principal A tendo a forma A (t) = tP~2A(t), t > 0. Exigimos apenas que

»H» p>1
(i) A €C(0,00))comA(0)>0

(iii)  tP71A(t) seja estritamente crescente para t > 0.

O caso de Laplace Au <0 (A(t) =1,p = 2); o do p-Laplaciano (A(t) =
1,p>1); e o da curvatura média A(t) =1/y/1+[t|? , p =2, obviamente

satisfazem essas condicdes, onde para o caso da curvatura média a condi¢do (iii)

segue de

d t 1
—_ — >
dtv1+¢t2  (1+t2)3/2

0.

Note também que se A € C1(R,), entdo (iii) é equivalente a condi¢do p — 1 +
tA;,/A > 0 para t > 0. De fato, pois A € C}(R,) & tP~1A(t) € C1(R,). Logo,

pela condicao (iii),
4 (-1400)) = 1)tP~24 P=1A 0
- ((PTHAWD) = (p — DEPT2AWE) + P71 A() >

ou, equivalentemente, tP 2A(t)[p — 1+ tA.(t)/A(t)] >0 . Para completar a
demonstragdo, basta provar que A(t) > 0 para todo t > 0 (pois tP~2 > 0). De fato,
pois se existir algum t; > 0 tal que A(t;) <0, sendo A(0) > 0 temos que



t,P71A(t) < 0 < t,P71A(t,) para algum 0 < t, < t; suficientemente préximo de

zero, contradizendo a condigdo (iii).
Mostraremos os seguintes teoremas provados em [9]:

Teorema 1. Seja u = u(x) € C1(R™) uma solucdo completa, no sentido das
distribuicoes, da inequacgdo diferencial (1) e limitada inferiormente. Se a funcdo

A(t) (= tP2A(t)) satisfaz as condicdes (i), (ii) e (iii) e p = n, entdo u é constante.

Quando a fungdo A(t) for continuamente diferenciavel, a condi¢do (iii) pode

ser desconsiderada. Mais precisamente, temos 0o

Teorema 2. Seja A(t) € C*([0,0)) com A(t) > 0 parat = 0. Se u for uma
solucdo completa, no sentido das distribuicées, da inequacdo (1) e limitada

inferiormente ep = n (p > 1), entdo u é constante.

O caso do operador p-Laplaciano é coberto pelos Teoremas 1 e 2, pois atende
as condicdes (i)-(iii) e A(t) = 1 conforme observado anteriormente, assim como

7z

também é coberto o caso do operador curvatura média, que também atende as

condi¢des (i)-(iii) como também observamos e A(t) = 1/+/1 + |t|? > 0.

Finalmente, um surpreendente resultado para o caso de singularidade

removivel também acontece:

O dominio da u no Teorema 1 pode omitir qualquer conjunto finito de pontos,
sem afetar a conclusdo, desde que p = n e que a funcdo A(t) satisfaca a seguinte

condigdo adicional

(iv)  A(t) seja limitada superior e inferiormente para todo t =0

respectivamente pelas constantes K > 0e § > 0.

Veja Teorema 3 na Secdo 4. Note que a condi¢do (iv) € obviamente satisfeita para o

operador Laplaciano e para o p-Laplaciano (com A(t) = 1).



O Capitulo 1 enunciard na sua primeira parte proposi¢des a serem utilizadas
durante as provas dos Teoremas 1, 2 e 3, que constam na bibliografia listada neste
trabalho, enquanto que na sua segunda parte serd construida uma fung¢do radial v que
atende a inequacgdo diferencial inversa a (1), que serd utilizada para as provas dos 3
teoremas. Provaremos os Teoremas 1 e 2 no Capitulo 2, assim como apresentaremos

o enunciado e prova do Teorema 3. Daremos alguns contraexemplos no Capitulo 3.

Nota. O caso de p = 2 do Teorema 1 expande o primeiro caso de Mitidieri e
Pohozaev na qual a condicdo (2) € substituida pelas condi¢des (i1) e (iii). Um
exemplo claro onde (2) falha, mas (ii) e (iii) ocorrem ¢é A(t) = A(t) =
In(2 + t),t = 0. De fato, dado C > 0 basta tomar t > e — 2 para que tenhamos
A(t) >C, logo (2) falha; mas A(0) =In2>0 e tIn(2+t) é estritamente
crescente, portanto (ii) e (iii) sdo satisfeitas. O Teorema 1 também expande o
segundo caso deles, substituindo a condi¢do (3) pelas condi¢cdes (ii) e (iii).
Novamente, um exemplo onde (3) falha, mas (ii) e (iii) ocorrem é A(t) = In(2 + t).
Da mesma forma, o Teorema (2) provém extensdes similares dos resultados de

Mitidieri € Pohozaev.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Pré-requisitos

Enunciaremos nesta sec¢do resultados a serem utilizados nas provas dos
teoremas deste trabalho. A Proposic@o 3 serd demonstrada aqui. Ja as Proposi¢des 1

e 2 terdo suas provas omitidas.

Antes de apresentar as proposicdes, uma definicdo ¢é necessaria. Nos
enunciados dos Teoremas 1 e 2, a fungio u = u(x) € C*(R™) satisfaz por hipétese
a inequacao (1) no sentido das distribuicdes (assim como no enunciado do Teorema

3, a ser mostrado adiante). Entdo, faz-se preciso a

Definicio: Dizemos que uma fungédo u = u(x) € C1(12), 2 € R", satisfaz no

sentido das distribuicoes a inequagdo (1) se

j(cfl(lDuI)Du, D¢) =0
)

para toda funcdo ¢ € CL(R2), com ¢ = 0. Dizemos também que u é uma solugdo

fraca da inequacdo (1).

Para motivar a defini¢do acima, seja a igualdade div(gF) = Vg -F + gdivF,
F:QCR" >R, :QCR*" >R, FEC(Q) e g€ C!(Q). Entdo, se F =
A(|Dul)Du e g = ¢ forem funcdes de classe C1(Q), aplicando o Teorema da

Divergéncia, considerando a desigualdade (1.1), ¢ = 0 em ) e ¢p = 0 em 0}, temos



f (A(|Du|)Du, D) = f div{e. A(|Du|)Du} — j é. div{cA(|Du|)Du}
Q Q Q

= | (¢.A(Du|)Du,7) — j ¢. div{A(|Du|)Du}
2Q Q

= —f ¢. div{A(|Du|)Du} = 0.
Q

A primeira proposi¢do € um caso particular do Teorema 1.1.1 de [7] (P. Pucci e J.

Serrin):

Proposicdo 1 (Principio Forte do Maximo): Se u = u(x) € C'(2),2 € R",

é uma solugdo ndo-negativa da inequagdo (1) onde

() A€C((0;);
(Il)  t— tA(t) é estritamente crescente em (0; ) e tA(t) — 0 quando

t— 0;

entdo vale o Principio Forte do Mdximo; isto é, se inf, u(x) = 0 e existir x, € {2

tal que u(x,) = 0 entdo u = 0 em ).

Antes de enunciarmos o proximo resultado, que se encontra no livro de D. Gilbarg e

N. Trudinger ([8], Lema 7.6), apresentamos a seguinte

Definicao: Seja u uma funcdo localmente integrdvel em (2 e @ um multi-indice
qualquer, isto é, a = (aq,ay, ...,ay) onde a; € {0,1,2,...}. Entdo uma funcdo

localmente integrdvel v é chamada a a-ésima derivada fraca de u se ela satisfaz

fqovdx= (—1)|“|qu“<p dx
[0 0



para toda fungdo @ € C(l)al(ﬂ) (para toda @ |a|vezes diferencidvel em suportes

%1 9%2 g%n

compactos de ), onde D¢ = —m—az .=z @ € la| =a; +a, + -+ a, .
Ox = 0x, 0x,

Dizemos entdo que u é |a| vezes fracamente diferencidvel em 2 e escrevemos

u€e W), onde W*(Q) é o conjuntos das funcoes |a| vezes fracamente

diferencidvel.
Com a defini¢do acima, podemos agora enunciar o Lema 7.6 de [8]:
Proposicio 2: Sejau € W1(Q). Entdou*,u”,|ul e Wi(Q) e

+r.~ _ (Du(x) seu>0
bu (x)—{ 0 seu<0

—,~_( 0 seuz=0
Du™(x) = {Du(x) seu<0

Du(x) seu>0
D|u|(x)={ 0 seu=20
—Du(x) seu<0O.

Finalizamos com uma afirmacdo também de [7] (Proposi¢ado 2.4.2):

Proposicao 3: Sejam & e i vetores no R™, A(t) uma funcdo real positiva

ondet > 0 e ¢p(t) = tA(t) estritamente crescente em R*. Entdo temos

(AEDE —A(nDn, & —n) =0

sempre que & # 1).

Prova: Se um dos vetores for 0 entdo o resultado € trivial. De outra forma,

sejam &, 1 #= 0. Como (&, 7n7) < |&||np| temos que

(AUEDE = AlnDn, & —m)
= AEDE* + AUnDn* — AUEDE 1) — A(nDn, §)
2 ¢(ISDISI + o UnDInl = ¢UEDIn — ¢(InDIS]
={oUSD = ¢UnDIUEI = n) = 0



pois ¢ ¢é estritamente mondtona, com a igualdade ocorrendo quando |§| = |n],

obtendo assim o resultado desejado.

O Principio Forte do Maximo (Proposi¢do 1) é utilizado nas se¢des 2.1.1 e 2.2,
enquanto que as Proposi¢des 2 e 3 sdo aplicadas na secdo 2.3. Quando citados nas

respectivas secoes, eles aparecerdo destacados em ifdlico.

1.2 Construcao da funcao v

As provas dos Teoremas 1 e 2 dependem da construcio de um logaritmo

especial de uma solucdo radial v = v(r) da inequacdo diferencial inversa
div{A(|Dv|)Dv} > 0. (1.1)
Primeiramente, modificamos a fungdo A(t) substituindo-a pela fungio

_(A(®), o0<t<1,
A(0) = {A(l), t>1,

e, para comegar, considere a inequagao
div{A,(|Dv|)Dv} >0, (1.2)

onde A, (t) = tP~2A4,(t). Supondo que v seja radialmente simétrica em relacio a
origem 0 e escrevendo v = v(r), com r = |x| a distincia radial de um ponto x a

origem, temos que

d -1
A DY+ —— (A (DY} 2 0, (13)

De fato, sendo v uma fungdo radial entdo A, (|v'|)v’ também € radial. Temos entio

as seguintes igualdades:



DoG) =/ o 1Dvl = ] TA D) = (A (DY)

Logo, utilizando novamente a igualdade div(gF) = Vg-F +gdivF, F:Q C
R*" - R", g:QCR* > R, F € C(Q) eg e CQ), e definindo g = A, (|Jv'|)v’

e F = x/|x|, tem-se

0 < div{A,(|Dv|)Dv}

X X

} = V{cﬂl(lv’l)v’}.% + A, ([v'Dv". div (—)

= div{A(|v'|)v’
A ] x

|x|
d , ’ n—1 / /
= E{Jll(lv Dv'} + T{dq1(|v Dv'}

Sejam 0 < R < § < o0, e sejam > 0. Procuramos especificamente uma solucio de

(1.3) para R < r < S sob as condi¢des de fronteira
v(R)=m, v(S)=0 @) <O0). (1.4)

De fato, desde que p =n, € suficiente que v satisfaca a equagdo diferencial

ordinaria

d ' ' p-1 ’ r_
AV DY+ = (D =0, (1.5)
pois se v satisfaz (1.5) entdo

d n—1
E{C’ql(lv Dv'}+ T{C’ql(lv Dv'}
d 14 ! p - 1 ! ! n B p ! !
= d—{cﬂl(lv Dv'} + ——{A (W' Dv'} + ——{A(Iv' D'}
r r r
n-— p ! !
=22 qvivy 2 0
visto que A, (|v']) = 0 e v'(r) < 0. Portanto, v também satisfaz (1.3).

Para mostrar a existéncia (e unicidade) da solucdo de (1.4), (1.5), note

primeiro que podemos dividir (1.5) por A, (|v'|)v’ e reescrevé-la

10



p—1
r

d
o los{A (v DIV} + =0, v <0, (1.6)

€, portanto,

d 1—
[ rogtanuDIvy ar = [122 ar =~ pylogr + 4
eloglA([v' vy = elogrl‘p+d’

obtendo

A ([v'DIV'| = (1.7)

rp-1’

onde a = e > 0e d é a constante de integracdo. Pela hipotese (iii), isso pode ser

€scrito como

' . a

onde @(t) = tA,(t) = tP71A;(t) é uma funcdo estritamente crescente para t > 0,

tendendo ao o quando t — o0. Seja ¢ 1(t),0 < t < oo, a inversa de ¢ (t) dada por

vl =0 (o). (18)

Logo, por (1.4) (v(§) = 0ev'(r) < 0),

T S S
v(r) = Jv’(r) dt = f —v'(t)dt = le’(r)ldr.
S T r
Portanto, por (1.8),
S
a
v(r) = f(p—l (Tp_l) dt paraR<r<S. (1.9)

r

11



Pondo 7 = R em (1.9) e usando (1.4), obtemos a seguinte condi¢@o inicial sobre a

constante de integracio a:

s
m=v(R) = f(p_1 (Tpa—l) dr.
R
Afirmamos que isso determina (de forma unica) a = a(m, S) para R fixo. De fato,
pensando na integral do lado direito da igualdade como funcio de a, vemos que ela
desaparece quando a = 0, é crescente para todo a >0 (¢~ ! é estritamente
crescente) e, desde que @~1(o0) é necessariamente oo, torna-se infinita quando
a — o0, 0 que prova a afirmagdo. Resumindo, a funcio v(r) = v(r,m, S) dada por
(1.9) com a =a(m,S) é uma solugio de (1.4), (1.5). Discutiremos agora
propriedades adicionais da solugio (1.5). Desde que A;(0) > 0e A,(t) = A(1) >0
parat > 1, segue que A; tem um limite superior K > 0 para todo t = 0. Logo, por

(1.7,

WP AL (VD) = AL (W' DIV = =

a 1/p-11 a\1/p-11
! = —_— —-_> | — -, = ,S ) 110
v (Al(lv’|)> c2(y) 5 a=ams) (1.10)

e, assim,

s s s
m= jqo—l (Tpa—l) dr = J|V'(T)|dr > J (%)ﬂp_l%dr.
R R

R

Calculando a udltima integral temos,

m = (%)1/19—1 log (%) .

Entao,

12



S\P71
a< mp‘lK/<logE) , (1.11)

fornecendo assim um limite superior para a = a(m, S). Por sua vez, por (1.8) e 1

ser estritamente crescente,

vl = o™ (rr?—l) <¢” (R:—l)

R<r<S. (1.12)

mP-1K
V| < @7t :

(RlogS/R)P™*
Entio se S for suficientemente grande, digamos S = ReMK*/P™H/RA(MW/P™D
o(m), segue que

mP1K

(RmKY/®=1 /RA, (1)V/®@-1)P~*

v'(Ml < w—l( ) =7 (A4D) =1
(pois (1) = 1P71.4;(1) = 4;,(1)) . Logo, A;(|v']) = A(|v']), o que implica
AL([V']) = A(|V']) e a funcdo v dada por (1.9) satisfaz a inequagdo inversa (1.1).

A seguir, por (1.10) e usando (1.4),

r S

S
v(r) = f V(1) dr = f v'(2)] dr > f (%)”p_l% dr.

S r

Calculando a ultima integral obtemos

v(r) = (%)1/1)—1 log (é) a=a(m,S). (1.13)

Por outro lado, assim como em (1.10), também temos

) a 1/p-11 a\1/p-11
1= (i) =)
A (Jv']) T 0 r

13



onde § > 0 é um limite inferior para A, (t),t > 0. Assim, analogamente a (1.13),

v(r) < (%)l/p_l log (S)

r

Pondo r = R, obtemos

ou seja,

a= mp‘ld/(logS/R)p_l.

Substituindo a na equagdo (1.13) tem-se

mP~18 )1/p_1 S
log

v(r) = <K(log S/R)p_1

S\YP L logS/r
=m() R<r<S. (1.14)

logS/R’

14



Capitulo 2

Provas dos Teoremas 1 e 2 e 0o Teorema 3

2.1 Provas dos Teoremas 1 e 2

2.1.1 Prova do Teorema 1

Visto que a solug¢do dada u = u(x) de (1) seja limitada inferiormente, podemos
definir M = infgn u(x) > —oco. Assim %(x) = u(x) — M tem como infimo 0 e
obviamente também é uma solucdo C1(R™) de (1) tendo O como sua maior cota
inferior. Supomos, para comecar, que & > 0 em R™, pois caso contrario teriamos

u(x,) = 0 para algum x, € R™. Mas entdo, pelo Principio Forte do Mdximo, temos
u(x) =0 emR",

o resultado exigido, ou seja, u(x) = M.
Com u(x) > 0, seja R fixado e escolhemos

m=m(R) = |3£|r1=fR u(x) > 0. 2.1

A fungdo v(r), R <r < §, entdo satisfaz a inequagdo (1.1) quando S = a(m),

enquanto u satisfaz (1). Exigimos agora que

u(x) = v(|x]) paraR < |x| <S. (2.2)
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Assumindo por um instante que a exigéncia seja valida (demonstrag¢do na se¢do 2.3),

podemos completar a prova. De fato, tomando |x| = r = VRS em (1.14), obtemos a

notavel desigualdade (observe que S/VRS = /S/R)

5)1/ P logS/VRS _1 (f)l/p_l . (2.3)

u(x) = v(jxl) m(f logS/R B Zm K

Como (2.3) é valida para todo S = o(m), segue que

1/p-1

o 1)
| x1|rl>foo u(x) = Sm (E) . (2.4)

Mas # > 0 em R" e infgn 4 = 0, isto é, necessariamente infly)»0 u(x) = 0. Isto

contradiz (2.4) e a prova esti agora completa.

2.1.2 Provado Teorema 2

Seja C > 0 tal que A(t) < C parat < 1. Como A4 € C'[0,) e A(t) > 0 para todo
t = 0, entdo |tA.(t)|/A(t) = 0 quando t = 0. Logo, existe uma constante ¢ > 0 tal
que [tA:(t)|/A(t) <p—1para0 <t <c; ou seja, p—1+tA(t)/A(t) >0, do

que resulta tP~1A(t) estritamente crescente para 0 < t < c. Seja agora

(A, 0<t<c
A:(6) = {A(c), t>c.

E claro que tP~1A,(t) é estritamente crescente para todo t > 0. Além do mais

existem constantes K > 0 e § > 0 tais que
§<A () <K, t=0.

Podemos agora proceder analogamente como na prova do Teorema 1, observando
que na constru¢cdo da funcdo v deve-se substituir a funcdo A;(t) pela fungdo

A (t) = tP72A4,(t), que atende as condicdes (i)-(iii), e consequentemente teremos
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@(t) = tP"1A(t). Além do mais, devemos tomar S > Re™K*/P7l/cRA()/P ¢

teremos

mP-1K

(RmKY/®=1 /cRA,(c)Y/@-D)P~*

lv' (I < <p‘1< ) =@ (P4 (0) = ¢

(pois @(c) = cP71A.(c)). Assim A (|v']) = A(|v']), o que implica A (|v']) =
A(|v']). A partir dai, procede-se exatamente como no Teorema 1, visto que a

hipoétese (iii) € satisfeita para A..
2.2 Enunciado e Prova do Teorema 3

Retornamos agora para a generalizacdo do Teorema 1 com singularidade
removivel observada na introducdo, a qual pode ser definida explicitamente com a

seguinte afirmacao:

Teorema 3. Seja P um conjunto finito de pontos no R", e seja u € C*(R™\P)
uma solugdo no sentido das distribuicoes da inequacdo diferencial (1) em R™\P, a
qual é limitada inferiormente. Se a funcdo A(t) = tP~2A(t) satisfaz as condicdes
(i)-(iii) da introducdo, valendo também a condicdo (iv) e p = n, entdo u é constante

em R™\P.

Prova. Pela condi¢do (iv) existem constantes K > 0 e § > 0 tais que § <
A(t) < K parat = 0 (A(t) é limitada). Como consequéncia, ndo € preciso no inicio
da prova alterar a funcdo A(t) para a funcdo A;(t), e também ndo é preciso
posteriormente fazer |v'(r)| < 1, como na prova do Teorema 1. Procedemos agora
como na prova do Teorema 1, onde t(x) = u(x) — M, M = infgn u(x) > —o0; ou
seja, 0 € o infimo de u. Suponhamos que % ndo seja identicamente nula e 4 > 0 em
R™\P (Principio Forte do Mdximo). Entao, para cada ponto x; € P,i =

1, ..., k, existe uma constante m; > 0 e uma constante R; > 0 tal que
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u(x) =m;
quando |x| = R;, onde R; é tdo pequeno que u é uma solug¢do de (1) no conjunto
B, (xi)\{x;}. Podemos assegurar que &(x) = u(x) — M obedece

S\YP 1 og|x|/S
) elfl/S o <R, 2.5)

u(x) = vi(Ix]) = m; (E TogR./S"

De fato, como p = n, podemos construir solucdes v; de (1.3) resolvendo a equagao
(1.5) (note que como p=n, o sinal de v;(r) ndo interessa). Além disso,

substituindo (1.4) por
vi($)=0, v(R)=m @'(r)>0)

temos entao

a.
v;(r) = j(p{l (Tpil) dr (S<r<R)
S
onde a; é tal que
R;
—_— a'
m; = v;(R;) = f @it (Tpi1) dr.
S

Se v = v; em (1.10), integrando de S a r tem-se

a; 1/p_1

vi(r) = (EL)

r

log (3—,) . (2.6)

Analogamente a (2.6),

vi(r) < (%)1/1)—1 log (g)
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e, pondo r = R;, obtemos

an1/p-1 R
m; = v;(R;) < (gl) log (El)

ou seja,

1

, b—
a; > mf‘la/(logRl/S) .

Substituindo a; em (2.6), pondo r = |x| e usando #(x) = v(|x|), chegamos a

desigualdade (2.5).
Seja agora |x| = r = \/R;S em (2.5) para obter

1/p-1

_ 1
u(x) = Emi (E) ’ |X| < Ri
como em (2.3). Por sua vez
inf u >_m:[—
xlilgiu(x) 2 5m (K) > 0. 2.7

Além disso, pelo argumento do Teorema 1, existe R > 0e € > 0 tal que %(x) > C

para |x| > R. Logo, a partir disso e de (2.7),

1/p-1
. — > . "'._ [ —
1gfu_mi1n {C'Zml (K) }=C>0,

onde ® = UX_; Bag, (x)\{x;} U (BR(O))C'

Lembremos que # > 0 em R™\P e infgn\ p 7(x) = 0. Portanto,
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0= inf u = inf u,
R™\P R\

pois infg 4 = € > 0. Como R™\® é compacto, ja que R"\® S Br(0) e ® € aberto,

entdo existe x tal que

u(xy) = Rirp\g)ﬁ =0.

Mas isso contradiz o fato de u > 0 e a prova esta completa.

Observacao: Diferentemente dos Teoremas 1 e 2, que tém como hipétese
p = n, no Teorema 3 devemos ter p = n. No Capitulo 3, Secdo 3.4, mostraremos

que o Teorema 3 falha quando p > n.

2.3 Prova da Exigéncia u(x) > v(|x|)

7z

O que vai se provar aqui € um caso particular do chamado Principio da
Comparagdo. Suponhamos por contradi¢do que a exigéncia seja falsa. Entdo existe
um ponto x, com R < |x,| < S tal que u(xy) < v(|x,]), enquanto também tem-se
# > vquando |[x| =R e |x| =S por (1.4) e (2.1). Sejac = v(|xg]|) —u(xy) >0e
U =u+ c. Podemos supor aqui, sem perda de generalidade, que x, é tal que

v(1%0]) = #(xo) = Maxpeixes v(Ix]) — &(x) > 0. Ento
(x) = v(x])

para todo R < [x| S, com u(xy) =v(|xg]). Seja € € (0,c) e definimos o

conjunto
F'={x e R“:R < |x| < S, ulx) —e<v(x]} (2.8)

Claramente, x, € I'. Além disso,
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&l

—&e>u—c=1u=v, quando |x| =R equando |x|=S.

Logo, I' é um subconjunto compacto ndo-vazio de R < |x| < S. Considere a funcdo

teste

p=@w-u+et. (2.9)

Claramente ¢ = 0, enquanto que ¢ se anula fora de I'. Além disso, pela Proposicdo

2,D¢p =Dv—Du emq.t.p.emI'e D¢ = 0 foradeT.
Como u satisfaz (1) no sentido das distribui¢des entdo

j (A(Du|)Du, Dp) > 0.
r

Com um calculo inteiramente analogo ao usado para motivar a definicdo da pagina

6, tem-se

f (A(|Dv|)Dv, Dp) < 0.
r
Subtraindo as duas integrais,

J (A(Dv|)Dv — A(|Dul)Du, Dp) < 0. (2.10)
r

Pela Proposicdo 3, como D¢p = Dv — Du em q.t.p. em I, segue que o integrando
em (2.10) € ndo-negativo. O integrando deve, portanto, se anular em q.t.p. emI'.

Logo, novamente pela Proposicdo 3, temos

Dv = Du em /.
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Mas entdo D¢p = Dv—Du =0 em I', e assim ¢ = constante em componentes
conexas de I'. De fato, essa constante deve ser 0 desde que ¢ = 0 em JT'; isto é,

¢ = 0 em I'. Noutras palavras,

v—u+e=0 emTl

conforme (2.9) e I seria um conjunto vazio, contradizendo a definicao (2.8) de que I'

¢ ndo-vazio, pois xy € I'. Assim, a exigéncia estd provada.
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Capitulo 3

Contraexemplos

Nesta secdo mostraremos 4 diferentes contraexemplos:

I. O Teorema 1 falha quando p < n;

II. O Teorema 2 falha quando p = n e o dominio da solucio é B\P, onde
B € uma bola finita;

III. O Teorema 1 falha quando o sinal da inequacdo (1) € inversa;

IV. O Teorema 3 falha quando p > n.
3.1 Contraexemplo I
Consideremos a funcio w = £(1 + |x|?)¥/2, onde € > 0, k < 0. Denotando a

expressdo (1) por I, vamos avalid-la, pondo |[w'| =t e w' = —t (pois w'(r) =

ek(1 + r?)*=2/2y < 0) e utilizando mais ao final a relacio A(t) = tP~2A(t),
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I = div{A(|Dw|)Dw} = Z—{A(Iw Dw’ }

—w —+c/1(|W Dw"—

=A'(lw'DIw'|w" Zl E + A(w')w" Z| B + A(w' Hw'’ Eaxl (|x|>

! n ! I - 1
= A (W Dw'w" + A(whw" + A(w' Dw' ——

_tAR) A'(D) rw"  — tA(t) —tA'(t) —t rw"

T TW"+—+—( n-Dl=——[ cA(t) +T)7_(n_1)]
A (t (p — 2)tP73A() + tP24'(b) |
r tP72A(t)
_ t"q(t)[( —24 A((tg)+1) + (n—1)]
tA(L) rw"
= [(—1+E ], 3.1)

onde E = E(t) = tA'(t)/A(t) assumindo-se, neste e nos contraexemplos a seguir,
que A € C1(R,). Esta identidade é valida para qualquer funcdo radial tal que

w'(r) < 0. Calculando w" e rw"/w', tem-se
w" = ek(k — 2)(1 + r2)*=D/2p2 4 gle(1 + r2)k-2)/2

rw' sk(k —2)(1 + r2)*=0/2¢2 4 gfe(1 4 r2)k-2)/2 _ (k- 2)r?

= 1
w' ek(1 4 r2)k=2)/2¢ 1+r?
14 (k— Dr?
B 1412
Logo,
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tA 1+ (k—1)r?

O] +(n-1)
B r P 1+ 72
tAD)[p—1+E+[p—-Dk—-p+1+Ek-Dr*+(n—-Dr2+n-1
T 7 [ 1+7r?
A
=—T(tl—_l_(tr)z)[p—1+E+(n—1)+[(p—l)k+n—p+(k—1)E]r2].

Entao, a menos de um fator positivo,
I=—(p—-1+E+(n—-1)—-[(p-Dk+n—p+ (k—1E]r

Mostramos na introducdo que se A € C}(R,) entiop — 1+ E > 0. Logo, I <0

sempre que
p—-Dk+n—-p+(k—1)E =0. (3.2)

Para comecar, quando p < n, devemos identificar um subconjunto A daqueles
operadores A os quais satisfazem as condi¢des (i)-(ili)) e para os quais uma
apropriada escolha (limitada) de k faca com que tenhamos I < 0; isto €, isso produz
um contraexemplo para o Teorema 1 para o conjunto A e para p<n.
Especificamente, tomemos A como o subconjunto dos operadores obedecendo (i)-

(iii) tais que
im0 E(t) <n—p (p < n). (3.3)

Neste caso, se ¢ for suficientemente pequeno, entdo para alguma constante y € (0,1]

temos
E=Et)<(A—-whn-—p), parat < ¢ (3.4)

(note aqui que |w'| = e|k|r(1 +1r?)*k=2/2 < ¢|k| < ¢, se |k| < 1). Usando (3.4), a

condig¢do (3.2) é agora garantida por
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@-Dk+n-p+k-1DA-—whn—p)
=(p-Dk+A-pwh-pk+n—-p—->A—-wh-p)
=[@-D+A-wWh-plk+tun-p) =0 (3.5)

pois(p—Dk+n—p+k-1DE=2(p-Dk+n—-p+k—-1)A—pwn—p).

A desigualdade (3.5) € satisfeita para p < n e para todos paramétros k tais que

p(n—p)

e Dra-wemp

Logo, se k atende a condi¢ao acima e |k| < 1 por (3.4), entdo (3.2) acontece. Para
completar a prova, afirmamos que lim,_oE(t) = 0 para toda funcio A € C*(R,)
que satisfaga as condi¢des (i)-(iii), ou seja, o conjunto dos operadores que satisfazem
(1)-(iii) e para os quais ndo existe k tal que I < 0 é vazio. De fato, caso contrario

existiria alguma funcido A € C1(R,), e um intervalo 0 < t < t, tal que

tA'(t) -

A0 2 c>0 «~ tA(t)=cA(t)=d>0 -~ A=

~ |

Integrando,

A(t) <dlogt + C.

Se t >0, entdio A(t) » —oo, contradizendo a condi¢do (ii). Logo para A
satisfazendo (i)-(iii) existe k tal que I < 0, isto é, existe w solucdo de (1) limitado e

nao-constante. Isto completa o contraexemplo para o Teorema 1 quando p < n.

Exemplo. Quando A = 1, como no caso do operador p-Laplaciano, temos E = 0,

logo

p-Dk+n—p+k-1DE=@pP-Dk+n—p =0,
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ou seja, I <0 quando 0 >k > (p —n)/(p—1). No caso do operador curvatura

média, E < 0 pois

A’(t)=—;<0=>E(t)=wS0

2{/(1+t2)3 A(D)

j& que vimos anteriormente que A(t) > 0 para o operador curvatura média. Logo,
p—-VDk+n—p+(k—-1E = ((p—1)k+n—p,pois k <0 e o mesmo valor de

k é o suficiente.

3.2 Contraexemplo II

Sem perda de generalidade, podemos supor que P = {0} e B = {|x| < 1}.
Procuramos uma fun¢do w em B\{0} tal que (1) acontece, mas w ndo seja constante.
Consideremos w = log(1/r),r < 1. No caso do p-Laplaciano, temos A =1 e
E=0.Comow' =1/rew" =—1/r?tem-se rw"/w’ = —1. A menos de um fator

positivo, com p = n, encontramos entao
I=—[(p—-1+E)~1)+(n—-1)]=p—n+E=E<0,
como queriamos.

3.3 Contraexemplo II1

Considere a funcio w = |x|?. Entdo w’' = 2r,w" =2, e rw"/w’' = 1. Como

neste caso w' > 0, fazendo calculo analogo ao de (3.1), obtemos

onde p — 1+ E > 0 visto que 4 € C}(R,) conforme assumimos no contraexemplo
I; isto é, a funcdo positiva ndo-constante |x|? satisfaz a inequagio (1) com o sinal da

desigualdade invertida.
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3.4 Contraexemplo IV

Sejaw = |x|®~™/®-1D_Entio, escrevendo |x| = r,

wr = PZmA N ((71)

)

(-1
rw' 1-n
w o p-—1

No caso do p-Laplaciano, temos A=1¢e E =0. Como w' > 0, fazendo célculo

andlogo ao de (3.1), tem-se

A " A -n
p=t r(t) (p—1+E)rWl,+(n—1)]=t r(t)[(p—l);j+(n—1)]=0,

ou seja,

div{A(|Dul)Du} = Ayw = 0

para x € R™ \ {0}.
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