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Resumo

Um anel fracamente primitivo é aquele que possui um modulo criticamente com-
pressivel e fiel. O objetivo desta dissertacao é estudar um teorema de densidade

para anéis fracamente primitivos.

Abstract

A weakly primitive ring is a ring which has a faithful critically compressible
module. The purpose of this dissertation is to study a density theorem for weakly

primitive rings.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é tratar sobre a densidade em anéis fracamente prim-
itivos. Essa escolha de terminologia foi dada por Julius Zelmanowitz, e deve-se
ela ao ponto inicial dos estudos, que foi tratar de uma generalizacao do classico

Teorema da Densidade de Jacobson.

O Teorema da Densidade de Jacobson é uma importante generalizagao do Teo-
rema de Wedderburn-Artin. Mais detalhadamente, se R é um anel e D é o anel
de todos endomorfismos de M, onde M é um R-moddulo a direita simples, entao,
pelo Lema de Schur, D é um anel de divisao. Tratando M como um espago vetorial
sobre um anel de divisao, entao dados qualquer conjunto de vetores linearmente
independentes sobre D, e qualquer outro conjunto de vetores com a mesma quan-
tidade de elementos, existe um elemento » € R que associa cada vetor do primeiro
conjunto a um vetor do segundo. Em particular, quando R é primitivo (ou seja,
quando possui um médulo simples e fiel), entao ele é isomorfo a um subanel denso

de transformacoes lineares de um espaco vetorial sobre um anel de divisao.

Tendo ciéncia desta situacao para anéis primitivos, Zelmanowitz percebeu que,
com algumas adaptagoes, esse resultado podia ser expandido para uma classe maior
de anéis, os chamados anéis fracamente primitivos. Para isto, foi preciso genera-

lizar a no¢ao de médulos simples (os assim chamados moédulos criticamente com-



pressiveis), bem como a noc¢ao de densidade (que chamaremos de “densidade fraca”).
De forma sucinta, uma parte do teorema da densidade generalizado diz o seguinte:
um anel R tem um moédulo criticamente compressivel e fiel se , e somente se, R
¢ um subanel fracamente denso de transformagoes lineares de um espago vetorial
sobre um anel de divisao. Mais precisamente, se M é um R-mddulo criticamente
compressivel e fiel, e M denota o fecho quase-injetivo de M, entdo A = End(Mp)
é um anel de divisdo e R é um subanel fracamente denso do anel Enda(M). Reci-
procamente, se R é um subanel fracamente denso de um anel Enda (V') para algum

A-espaco vetorial V', entao para uma escolha adequada de v em V, vR serda um

R-médulo criticamente compressivel e fiel.

A fim de manter uma razodavel organizacao na apresentacao dos resultados, di-
vidimos este trabalho em trés capitulos, ordenados da seguinte maneira: no Capitulo
1, veremos alguns resultados preliminares para a teoria que segue, destacando, den-
tre eles, o Teorema de Wedderburn-Artin. No Capitulo 2, introduziremos a nocao
de primitividade e trabalharemos com alguns resultados basicos, chamando atengao
aqui para o Teorema da Densidade de Jacobson-Chevalley e para o teorema que
fornece uma estrutura para anéis primitivos a direita. Grande parte destes resul-
tados foram retirados do livro “A First Course in Noncommutative Rings”, de T.
Y. Lam, livro este que contribuiu consideravelmente para o desenvolvimento deste
trabalho. No Capitulo 3, apresentaremos os moédulos criticamente compressiveis
e algumas de suas caracterizagoes, e o Teorema da Densidade com algumas con-

seqiiéncias, mostrando, em particular, que todo anel fracamente primitivo é primo.

Por toda esta dissertacao, anéis nao sao necessariamente comutativos, e R! vai
denotar R adjuncao com o conjunto dos inteiros, e serd utilizado quando o anel R

nao possuir unidade. Demais notagoes serao introduzidas no decorrer do texto.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Comecaremos este trabalho enunciando alguns resultados bésicos para a teoria
que sucede. Como foi dito na Introdugao, grande parte destes resultados podem ser

encontrados em §2, §3, §4 e §10 de [9].

1.1 Lema de Zorn

O Lema de Zorn é um axioma da Teoria dos Conjuntos, e sera freqlientemente usado
neste trabalho.

Lema de Zorn. Se, em um conjunto A ndao-vazio e parcialmente ordenado, todo
subconjunto S C A totalmente ordenado tem uma cota superior em A, entao A tem

um elemento mazximal.



1.2 Condicoes de Cadeia

Dizemos que uma familia de subconjuntos {C; : i € I} em um conjunto C' satisfaz
a Condigao da Cadeia Ascendente (ACC, do inglés Ascending Chain Condition) se

nao existir uma cadeia estritamente ascendente infinita

Ci, & Ci, & ...

na familia. As seguintes formulacoes sao equivalentes a esta condicao:

(1) Para qualquer cadeia ascendente C;; C (), C ... na familia, existe um inteiro

ntal que C;, =C;, ., =Cj, ., =
(2) Qualquer subfamilia ndo-vazia de uma familia dada tem um elemento maxi-

mal (com respeito a inclusdo).

A Condigao da Cadeia Descendente (DCC, do inglés Descending Chain Condi-
tion) para uma familia de subconjuntos de C' é definida similarmente, e podemos

fazer uma analogia as afirmacoes (1) e (2).

Definicao 1.2.1. Sejam R um anel e M um R-modulo a direita. Dizemos que o

mddulo M é Noetheriano (resp., Artiniano) se a familia de todos os submddulos de

M satisfaz ACC' (resp., DCC).

1.3 Estrutura de Anéis Semi-simples

Comegaremos esta se¢ao enunciando duas definigoes fundamentais para o estudo da

teoria de modulos.

Definicao 1.3.1. Sejam R um anel e M um R-mddulo a direita.

(a) M é chamado de R-mddulo simples (ou irredutivel) se M # 0, e M ndao possui



outros submddulos além de (0) e M.
(b) M é chamado de R-mddulo semi-simples (ou completamente redutivel) se todo

R-submddulo de M é um R-mddulo somando direto de M.

Note que, de acordo com essas definicoes, o moédulo nulo é semi-simples, mas

nao é simples. Uma aplicagao direta da defini¢ao (b) acima nos fornece o seguinte:

Observagao 1.3.2. Qualquer submddulo (resp., mddulo quociente) de um R-mddulo

semi-simples € semi-simples.

Claramente, todo mddulo simples é também semi-simples. Para entendermos
melhor a relagao entre simplicidade e semi-simplicidade, vamos provar o seguinte

fato:

Lema 1.3.3. Qualquer R-maodulo a direita semi-simples nao-nulo M contém um

submodulo simples.
Demonstracgao:

Seja m um elemento fixo nao-nulo de M. Pelo que foi observado anteriormente, é
suficiente tratar o caso em que M = m.R. Pelo Lema de Zorn, existe um submaodulo
maximal N de M com respeito a propriedade de que m ¢ N. Tome um submdédulo
N’ nao-nulo tal que M = N & N’. Finalizamos mostrando que N’ é simples. De
fato, se N” é um submdédulo nado-nulo de N’ entao N & N” precisa conter m (pela
maximalidade de N), e logo N & N” = M, o que implica que N” = N’ como

queriamos. ]

Este lema nos torna aptos a dar mais duas caracterizacoes de modulos semi-

simples.

Teorema 1.3.4. Para um R-mddulo M = Mg, as sequintes propriedades sao equi-

valentes:



(1) M é semi-simples.

(2) M € a soma direta de uma familia de submddulos simples.

(3) M € a soma de uma familia de submddulos simples.

Convencao: A soma e a soma direta de uma familia vazia de submodulos sao en-
tendidas como o médulo nulo. Esta convencao torna o argumento seguinte valido

em todos os casos, incluindo o caso M = (0).
Demonstragao:

(1) = (3). Seja M; a soma de todos submédulos simples em M, e escreva
M = M; & M,, onde M, é um R-submédulo conveniente. Se My # (0), o lema
implica que Ms contém um R-moddulo simples, mas o ultimo precisa estar em M,

0 que gera uma contradi¢do. Logo My = (0), isto é, My = M.

(3) = (1). Escreva M = Z M;, onde M;’s sao submddulos simples de M. Seja
iel
N C M um submodulo dado. Para mostrar que N é um somando direto de Mg,

considere subconjuntos de indices J C [ com as seguintes propriedades:

(a) g M; é uma soma direta.
jeJ

(b) NN M = (0).
jeJ
Pelo Lema de Zorn, podemos tomar um J maximal. Para este J, seja

M :=N+3.M=N® (@M, com j € J.

Para finalizar, falta mostrar que M’ = M (e entdo N é um somando direto de
Mpg). Para isto, é suficiente mostrar que M’ D M;, para todo ¢ € I. Mas se algum

M; ¢ M’, a simplicidade de M; implica que M’ N M; = (0). Disto, temos que
M'+M; =N @ (P M;) & M;

o que contradiz a maximalidade de J.

(3) = (2). Segue do argumento acima aplicado a N = (0).



(2) = (3). E uma tautologia. |

Aqui comecaremos a estudar alguns resultados em anéis de matrizes, usando os

conceitos de anéis simples e semi-simples.

Teorema 1.3.5. Sejam R um anel e M, (R) o anel de matrizes n x n sobre R.
Entao qualquer ideal I de M,(R) tem a forma M,(U), onde U é um ideal de R
unicamente determinado. Em particular, se R é um anel simples, entio M, (R)

também o €.

A prova deste teorema pode ser vista no teorema 3.1 de [9].

No préximo teorema, vamos estudar em detalhes as propriedades de um anel
de matrizes sobre um anel de divisao. Antes disso, porém, precisamos de uma

definicao.

Definicao 1.3.6. Dizemos que um anel R atua fielmente sobre um R-modulo a

direita V se Vr =0, com r € R, implica que r = 0.

Teorema 1.3.7. Sejam D um anel de divisao e R = M, (D). Entao:

(1) R € simples, semi-simples a direita, artiniano a direita e noetheriano a direita.
(2) R tem um tunico moédulo a direita simples V (a menos de isomorfismos), R atua
fielmente sobre V e Rp = n.V, como R-mddulos.(onde n.V denota a soma direta
de n copias do R-médulo V.)

(3) O anel de endomorfismos End(Vy), visto como um anel de operadores a esquerda

sobre V, € isomorfo a D.

A prova deste teorema pode ser encontrada no teorema 3.3 de [9)].

Para produzir mais exemplos de anéis semi-simples, vamos fazer a seguinte ob-

servacao sobre produto direto de anéis.



Proposicao 1.3.8. Sejam Ry, ..., R, anéis semi-simples a direita. Entdao seu pro-

duto direto R = Ry X ... X R, € também um anel semi-simples a direita.
Demonstragao:

Seja R; = Uy @ ... @ Uiy, onde cada U;; é um ideal a direita minimal de R;.
Vendo R; como um ideal em R, U;; é também um ideal a direita minimal de R.

Como

Rr=Ri®..®R, = @Um
1,7

concluimos que R é semi-simples a direita. [ |

Segue entao que, se D1, ..., D, sao anéis de divisao, entao para niimeros naturais

arbitrarios nq, ..., n,,
M,,(Dy) x ... x M, (D,)

¢ um anel semi-simples a direita.

O proximo teorema sera generalizado no Capitulo 2. Antes disso, vamos enunciar

um lema cléssico que nos auxiliara na prova deste teorema.

Lema 1.3.9. (Lema de Schur). Sejam R um anel e Vg um R-mddulo a direita

simples. Entao End(Vg) € um anel de divisdo.
Demonstracgao:

Seja 0 # f € End(Vg). Entdao Im(f) # 0 e Ker(f) # V. Como Im(f) e
Ker(f) sao ambos submédulos de V, segue que Zm(f) =V e Ker(f) = 0; isto é,

f é invertivel em End(Vg), e portanto End(Vg) é anel de divisao. [

Teorema 1.3.10. (Wedderburn-Artin). Seja R um anel semi-simples a direita.
Entao R = M,, (D) x ... x M, (D,) para adequados anéis de divisao Dy, ..., D,

e inteiros positivos ny, ..., n,.. Ainda temos que r € unicamente determinado, assim



como os pares (ny, D), ..., (nq, D,) (a menos de permutagao); e existem exatamente

r modulos a direita simples sobre R mutuamente nao-isomorfos.
Demonstragao:

Seja R um anel semi-simples a direita. Decomponha Rr como uma soma di-
reta finita de ideais a direita minimais. Agrupando os que sao isomorfos como

R-médulos, podemos escrever
(A) Rp =2mVi & ...®&n,V,,

onde Vi,...,V,. sao R-moédulos a direita simples mutuamente nao-isomorfos. Se V' é
qualquer R-médulo a direita simples, V' é isomorfo a algum quociente de Ry e entao
(pelo Teorema de Jordan-Hélder) isomorfo a algum V;. Portanto {V,...,V,} é um

conjunto de R-moédulos a direita simples mutuamente nao-isomorfos.

Vamos determinar os anéis de R-endomorfismos dos dois médulos em (A),
usando a convencao de que endomorfismos de médulos a direita sao escritos a es-
querda. Para Rp, os R-endomorfismos sao dados pela multiplicacao a esquerda
por elementos de R, logo End(Rg) = R. Para determinar End(m Vi & ... & n,.V,),
seja D; = End(V;). Pelo Lema de Schur, cada D; é um anel de divisao, logo
End(n;V;) = M,,(D;). Como nao existem homomorfismos nao-nulos de V; para V},

se i # 7, temos
End(niVi & ...®n,V,) = End(niV}) X ... x End(n,V,) = M,, (D) x ... x M, (D,).

Logo temos um isomorfismo de anéis R = M, (D;) x ... x M,, (D,).

Para provar a unicidade da decomposi¢ao, suponha que exista um outro isomor-

fismo de anéis

R= M, (D7) x ... x My (DY),

s s



onde D1, ..., D’ sao anéis de divisao. Seja V;' o tinico médulo a direita simples sobre

M, (D;). Podemos também ver V; como um médulo a direita simples sobre R;

claramente, V; 2 V' como R-médulos se i # j. Pelo teorema 1.3.7 e proposigao

1.3.8, temos
(A) RREnV]®...enlV],.

Pelo Teorema de Jordan-Holder, vemos de (A) e (A’) que r = s e que, permutando
os indices, n; = n} e V; = V/ para todo i. Escrevendo R; = M,, (D)), temos pelo

teorema 1.3.7 parte (3) que
D! = Endg,(V!) =2 Endr(V]) = Endg(V;) = D;
para todo 1. |

Como M,,,(D;) X ... X M, (D,) é semi-simples tanto a direita como a esquerda,

temos a seguinte conseqiiéncia interessante deste teorema:

Corolario 1.3.11. Um anel R semi-simples a direita € sempre semi-simples a es-

querda (e reciprocamente).

1.4 O radical de Jacobson

Definicao 1.4.1. Chamamos de radical de Jacobson de um anel R, e denotamos

por J(R), a intersec¢ao de todos os ideais mazximais o direita de R.

Lema 1.4.2. Para y € R, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) y € J(R).
(13) 1 - yz € invertivel a direita para qualquer x € R.

(1ii) My = 0 para qualquer R-mddulo a direita simples M.

10



Demonstracao: (i) = (i1) Seja y € J(R). Por absurdo, suponhamos que
existe x € R tal que 1 — yx nao é invertivel a direita. Assim, o ideal a direita
gerado por 1 — yx nao é o préoprio anel R e conseqiientemente existe um ideal a
direita maximal P tal que (1 —yz)R C P. Como y € J(R) C P, segue que y € P.
Portanto, devemos ter 1 € P, o que é uma contradicao.

(i7) = (i73) Suponhamos que exista m € M tal que my # 0. Entdo myR =
M, pois M é simples. Em particular, existe x € R tal que m = myz, ou seja,
m(1 —yx) = 0, o que produz m = 0 de nossa hipdtese. Esta contradigao prova a
implicagao desejada.

(1ii) = (i) Seja P um ideal a direita maximal de R. Entao M = R/P é
um R-médulo a direita simples. Portanto, 0 = My = (R/P)y, ou seja, ry €
P, para todo r € R. Tomando r = 1, obtemos y € P. Portanto y € N{P :

P é um ideal a direita maximal de R} = J(R), como queriamos mostrar. |

Definicao 1.4.3. Para qualquer R-mddulo a direita M, o anulador de M € definido

por
ann(M) := {r € R; Mr = 0}.

E facil ver que ann(M) é um ideal (bilateral) de R. Como conseqiiéncia direta

do Lema 1.4.2, item (3), e da definigao anterior, temos:

Corolério 1.4.4. J(R) =\ ann(M), onde M percorre todos os R-mddulos a direita

simples. Em particular, J(R) € um ideal de R.

1.5 Anéis Primos e Semiprimos

Vamos iniciar esta secao recordando dois conceitos da teoria de anéis comutativos:

as nogoes de ideal primo e radical primo.
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Sejam R um anel comutativo e U um ideal em R. Dizemos que U é um ideal

primo se U # R e, para a,b € R, ab € U implica que a € U ou b € U.

Dizemos que U é um ideal radical se, para a € R, a™ € U, para algum n > 1,

implica que a € U.

Na algebra comutativa, sabemos que U é um ideal radical se, e somente se U,
¢ uma interseccao de ideais primos. E que, para qualquer ideal U, existe um ideal
radical minimal contendo U, que ¢é a interseccao de todos ideais primos contendo

U. Este radical é denotado por vU, que também pode ser caracterizado por
VU = {z € R: 2" € U para algum n > 1}.

Como um caso especial, nés temos 1/(0) = Nil(R), o ideal de elementos nilpo-
tentes de R.

Nosso objetivo agora é generalizar esses conceitos para o caso nao-comutativo.

Definigcao 1.5.1. Um ideal P em um anel R € dito um ideal primo se P # R e,
para ideais U, B C R,

U.B C P implica que U C P ou B C P.

Para um elemento a € R, vamos escrever (a) = RaR: este é o ideal gerado por

a em R. A seguinte proposicao nos fornece outras caracterizacoes de ideais primos.

Proposicao 1.5.2. Para um ideal P ; R, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1) P ¢ primo.
2) Para a,b € R, (a)(b) C P implica que a € P ou b € P.

(

(

(3) Para a,b € R, aRb C P implica que a € P ou b € P.

(4) Para ideais a direita U, B em R, UB C P implica que U C P ou B C P.
(

4") Para ideais a esquerda U, B em R, UB C P implica que U C P ou B C P.

12



(5) Se U e B sdo ideais de R tais que U 2 P, B2 P eUB C P, entao U = P ou
B =P.

Demonstragao:

(1) = (5): Seja U e B ideais de R tais que U 2 P, BD Pe UB C P. Como P
¢é primo, segue que U C P ou BC P. LogoU = Pou B=P.

(5) = (1): Sejam U, B ideais de R tais que UB C P. Tomando U + P, B+ P
temos (U + P)(B+ P) = UB+ PB+UP + P C P, de onde concluimos que
U+P=PouB+P=P. LogoUCPouBCP.

Agora resta-nos mostrar que (1) = (2) = (3) = (4) = (1). As duas primeiras
implicagoes sao diretas, assim como a iltima. Portanto vamos nos deter na prova
de (3) = (4). Para isto, assuma que UB C P, mas U ¢ P, onde U, B sao
ideais a direita. Fixe um elemento a € U \ P. Para qualquer b € B, temos que

aRb CUB C P, logo por (3), b € P, e isto mostra que B C P. [

Sabemos da dlgebra comutativa que o complementar de um ideal primo é um sis-
tema multiplicativamente fechado. Vamos agora fazer uma definicao que generaliza

este fato para anéis quaisquer.

Definicao 1.5.3. Um conjunto nao-vazio S C R € chamado um m-sistema se, para

quaisquer a,b € S, existe r € R tal que arb € S.

Da Proposicao 1.5.2 e da Definicao 1.5.3, concluimos o seguinte:
Corolario 1.5.4. Um ideal P C R € primo se, e somente se, R\ P é um m-sistema.

Proposicao 1.5.5. Seja S C R um m-sistema, e seja P um ideal maximal com

respeito a propriedade de P ser disjunto de S. Entdao P é um ideal primo.

Demonstragao:
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Suponha que a, b ndo pertencam a P, mas (a)(b) C P. Pela propriedade maximal
de P, existem s,s’ € S tal que s € P+ (a),s’ € P+ (b). Tome r € R com srs’ € S.

Entao

srs’ € (P+ (a))R(P+ (b)) € P+ (a)(b) C P,

uma contradi¢ao. Logo P tem que ser um ideal primo. [ |

Agora vamos generalizar a nocao de v/U.

Definicao 1.5.6. Para qualquer ideal U em um anel R, seja
VU = {s € R: todo m-sistema contendo s intercepta U}

C{seR:s" €U, para algum n > 1}.

Observacao 1.5.7. No caso comutativo, podemos checar que a inclusao “ C 7 € de

fato uma igualdade.

Teorema 1.5.8. Para qualquer anel R e qualquer ideal U C R, VU € igual d
interseccdo de todos os ideais primos contendo U. Em particular, VU € um ideal

em R.
Demonstracgao:

Primeiro vamos mostrar a inclusao “ C 7. Seja s € VU e P qualquer ideal
primo 2O U. Considere o m-sistema R\ P. Este m-sistema nao pode conter s, pois

caso contrario ele interceptaria U e conseqiientemente, P. Logo s € P.

Reciprocamente, suponhamos que s nao pertence & vU. Entéo, pela definicio,
existe um m-sistema S contendo s o qual é disjunto de U. Pelo Lema de Zorn, existe
um ideal P D U que é maximal com respeito a ser disjunto de S. Pela Proposicao

1.5.5, P é um ideal primo e nés temos s ¢ P, como queriamos.
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Vamos agora definir a nocao de ideal semiprimo.

Definicao 1.5.9. Um ideal C' em um anel R € dito um ideal semiprimo se, para
qualquer ideal U de R, U* C C implica que U C C. (Observe que um ideal primo

¢ sempre semiprimo).

Proposicao 1.5.10. Para qualquer ideal C, as sequintes afirmacgoes sao equivalen-
tes:

(1) C é semiprimo.

(2) Para a € R, (a)? C C implica que a € C.

(3) Para a € R, aRa C C implica que a € C.

(4) Para qualquer ideal a direita U em R, U? C C implica que U C C.
(

4') Para qualquer ideal a esquerda U em R, U* C C implica que U C C.

A prova é similar a da Proposicao 1.5.2, por isso vamos omiti-la.

Semelhante a Definicao 1.5.3, dizemos que um conjunto S C R é um n-sistema
se, para qualquer a € S, existe um r € R tal que ara € S. Logo, segue da proposicao

acima que um ideal C' C R é semiprimo se, e somente se, R\ C' é um n-sistema.

Vamos enunciar um lema que relaciona m-sistemas com n-sistemas.

Lema 1.5.11. Sejam N um n-sistema em um anel R e a € N. Entao existe um

m-sistema M C N tal que a € M.
Demonstragao:

Vamos definir M indutivamente como a seguir: a; = a, ay = a;ria; € N (para
algum r1), a3 = asrsay € N (para algum 73), ..., etc. Para mostrar que M é um
m-sistema, precisamos mostrar que, para quaisquer i, j, a;[2a; contém um elemento

de M. Mas se ¢ < j, a;Ra; contém a;Ra;, que contém a;1 € M.
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Teorema 1.5.12. Para qualquer ideal C' C R, as sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes:
(1) C € um ideal semiprimo.

(2) C € uma intersec¢ao de ideais primos.

(3) C =VC.
Demonstragao:

(3) = (2) é claro, pois pelo Teorema 1.5.8, v/C' é uma interseccao de ideais

primos.

(2) = (1). Pela Definigao 1.5.9, fica claro que a intersecgao de qualquer familia

de ideais semiprimos (ou primos) é um ideal semiprimo.

(1) = (3). Para um ideal semiprimo C, precisamos mostrar que v/C C C, ja
que C' C v/C sempre acontece. Seja a ¢ C. Entao N := R\ C é um n-sistema
contendo a. Pelo Lema 1.5.11, existe um m-sistema M C N tal que a € M. Mas

entdo M é disjunto de C, logo, pela Defini¢ao 1.5.6, a ¢ V. |

Como conseqiiéncia deste teorema, temos:

Corolario 1.5.13. Para qualquer ideal C C R, /C € o menor ideal semiprimo em

R que contém C'.

No caso especial em que C' = 0, a relagao de inclusao vista na definicao 1.5.6

mostra que 4/ (0) é sempre um nil ideal. Isto nos leva a uma nova nogao de radical:

Definigao 1.5.14. Para qualquer anel R, definimos Nil,R :=+/(0). Este é chamado
nilradical inferior. Ele é o menor ideal semiprimo em R, e € igual a intersec¢ao
de todos os ideais primos em R. Por causa disso, Nil,R ¢ também chamado de

radical primo de R. Como Nil,R € nil, temos que

Nil,R C J(R).
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Defini¢ao 1.5.15. Um anel R € dito um anel primo (resp. semiprimo) se o ideal

nulo € um ideal primo (resp. semiprimo).

Para facilitar a notacao, a partir de agora escreveremos o ideal gerado por zero

somente como “0”.

Proposicao 1.5.16. Para qualquer anel R, as sequintes afirmagoes sao equivalen-

Demonstragao:

(1) = (2). Como 0 ¢é ideal semiprimo (da defini¢cao 1.5.15), e nao existe ideal
semiprimo menor que 0, segue da definicao 1.5.14 que Nil,R = 0.

(2) = (1). Como 0 = Nil,.R é semiprimo, segue que R ¢é anel semiprimo.

Vamos mostrar agora que (4) = (3) = (1) = (4).

As duas primeiras implicagoes sdo diretas. Para (1) = (4), seja R um anel
semiprimo e seja U um ideal a esquerda nilpotente. Escolha n (> 1) minimal tal
que U" = 0. Sen > 1, entao (U™ !)2 = U2 C U™ = 0, o que implica que
U™ 1 = 0 (pela Proposigao 1.5.10), contradizendo a minimalidade de n. Logon = 1

eU =0. [ |

Enunciaremos agora dois resultados utilizando os conceitos de anéis primos e

semiprimos para anéis de matrizes.

Proposicao 1.5.17. Um anel R é primo (resp. semi-primo) se, e somente se,

M, (R) € primo (resp. semi-primo).
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Demonstragao:

Para a prova, vamos considerar apenas o caso primo. Assuma M,(R) # 0 nao
primo. Entao existem ideais nao-nulos U, B em M,(R) tais que U.B = 0. Pelo
Teorema 1.3.5, nds temos que U = M, (A) e B = M,(H), onde A, H sao ideais
(ndo-nulos) em R. Mas entao U.B = 0 implica que A.H = 0, logo R nao pode ser

primo.

Reciprocamente, suponha que R # 0 nao seja primo. Entao existem ideais nao-
nulos A, H em R tais que A.H = 0. Mas entao M, (A).M,(H) = 0, logo M,(R)

nao pode ser primo. [ |

Vamos entao relacionar anéis semi-simples com anéis semiprimos. Comegaremos

com um lema basico sobre ideais a direita minimais em um anel qualquer.

Lema 1.5.18. Lema de Brauer. Seja U um ideal a direita minimal em um anel

R. Entdo temos que U? =0 ou U = eR para algum idempotente e € U.
Demonstragao:

Assuma U? # 0. Entao a.U # 0 para algum 0 # a € U, e portanto U.a = U.

Escolha e € U tal que a = ea. O conjunto
I'={x€U:za=0}

é um ideal & direita contido propriamente em U, ja que e ¢ I. Portanto, I = 0.

Por outro lado, temos que €2 — e € U e (€2 — e¢)a = 0; entdao e — e = 0, ou seja,

e? = e. Como Ug é minimal, concluimos que U = eR. [

O seguinte resultado fica claro.

Corolario 1.5.19. Se U € um ideal a direita minimal em um anel semiprimo R,

entao U = eR para algum idempotente e € U.
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Temos entao o seguinte resultado, cuja demonstragao pode ser vista no teorema

10.24 de [9).

Teorema 1.5.20. Para qualquer anel R, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(1) R € semi-simples.
(2) R € semiprimo e artiniano a direita.

(3) R € semiprimo e satisfaz DCC em ideais a direita principais.

1.6 Injetividade

Nesta secao listaremos alguns resultados basicos sobre injetividade que serao uti-

lizados no Capitulo 3. O que se discute aqui pode ser encontrado em [4]e [10].

Seja R um anel.

Definicao 1.6.1. Dizemos que um mddulo Mg € injetivo se, para cada par de
mddulos Ar, Br tal que existe h: A — B um monomorfismo, temos a propriedade

que cada f € Hom(Ag, Mg) pode ser estendido a um elemento de Hom(Bg, Mg).

Podemos mostrar que M é injetivo se, e somente se, ¢ um somando direto de

todo médulo ao qual ele é submédulo.

Definicao 1.6.2. Seja Br um submodulo nao-nulo de Mgr. Dizemos que B é um

submdodulo essencial de M se, para cada submodulo nao-nulo C'de M, C'N B # 0.

Recordando que uma extensao M de N através do monomorfismo f é dita
essencial se f(IV) é um submodulo essencial de M, e é dita injetiva se N é injetivo,
podemos mostrar a extensao essencial maximal de M coincide com a extensao
injetiva minimal de M. Veremos este resultado com mais detalhes no decorrer

desta secao.
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Observagao 1.6.3. (1) M C. E se, e somente se, para qualquer elemento nao-nulo

a € FE, exister € R tal que 0 # ar € M.

(2) (Transitividade) Se M C. E e E C, E', entao M C, E'.

A nogao de extensao essencial nos fornece uma nova interpretacao de injetivi-

dade, como segue.

Lema 1.6.4. Um mddulo M € injetivo se, e somente se, nao possui extensoes

ESSENCLaLS Proprias.
Demonstragao:

Primeiro assuma que M ¢ injetivo, e considere qualquer extensao proépria £ D
M. Logo temos que £ = M @& N, para algum submoédulo N # 0. Aqui, NN M =0,

logo £ O M nao é uma extensao essencial.

Reciprocamente, assuma que M nao possui extensoes essenciais proprias, e tome
M imerso em um modulo injetivo Iz. Pelo Lema de Zorn, existe um submédulo S C
I maximal com respeito a propriedade de que SN M = 0. Entao, no quociente 1/S,
qualquer submédulo nao-nulo S’/S intercepta a imagem de M nao trivialmente,
logo Sm(M) C. I/S. Pela hipétese, precisamos ter Sm(M) = I/S. Isto significa

que I = M & S, logo M é um mébdulo injetivo. [ |
Lema 1.6.5. Qualquer modulo Mg possui uma extensdao essencial maximal.
Demonstragao:

Fixe um modulo injetivo I O M, e considere qualquer familia de extensoes
essenciais de M em I que sao linearmente ordenadas por inclusao. Pelo Observacao
1.6.3, parte (1), é claro que a unido desta familia é também essencial sobre M.
Pelo Lema de Zorn, segue que podemos encontrar um submédulo £ maximal com
respeito a propriedade que M C. F C I. Queremos mostrar que E é uma extensao

essencial maximal de M. De fato, se isto nao fosse verdade, poderiamos achar
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E G E' tal que M C, E'. (Note que E’ é apenas algum R-mdédulo, e pode nao estar
em [.) Pela injetividade de I, a aplicagdo de inclusao F C I pode ser estendida
a alguma g : ' — [I. Claramente, (Ker g) N M = 0, logo M C. E’ implica
que Kerg = 0. Portanto podemos identificar £’ com g(E’). Mas entdao M C, E’

contradiz a escolha maximal de E. [ |

Teorema 1.6.6. Para modulos M C I, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) I € extensao essencial mazimal sobre M.
(2) I é mddulo injetivo, e essencial sobre M.

(8) I é extensao injetiva minimal sobre M.
Demonstracgao:

(1) = (2). Pela transitividade (Observagao 1.6.3, (2)), (1) implica que I néo
possui extensao essencial propria. Logo, pelo Lema 1.6.4, I é injetivo.

(2) = (3). Seja I’ um médulo injetivo tal que M C I’ C 1. Logo I = I' ® N,
para algum submédulo N C I. Como N N M = 0, precisamos ter N = 0 (ja que

M C.1I),logo I'=1.

(3) = (1). Assuma que [ é extensdo injetiva minimal sobre M. A prova do
Lema 1.6.5 produz um submédulo E' C I que é essencial maximal sobre M. Usando

(1) = (2), sabemos que E é injetiva, e portanto E = I, o que prova (1). [ |

Definigao 1.6.7. Chamamos de fecho injetivo ]\/4\3 de M ao menor modulo injetivo

tal que Mr C Mg, ou seja, € uma extensao essencial maximal de Mp.

Mostramos assim que o fecho injetivo existe, e é inico, a menos de isomorfismos.

Definicao 1.6.8. Considere Mg um modulo. Chamamos de endomorfismo parcial

a todo homomorfismo de N em Mg, onde N é um submaodulo de M.

Definicao 1.6.9. Dizemos que um mddulo Mg € quase-injetivo se todo endomor-

fismo parcial pode ser estendido a um endomorfismo.
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Salientamos que todo moédulo esta contido em um médulo quase-injetivo, logo

temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 1.6.10. Chamamos de fecho quase-injetivo M p de My ao menor mddulo

quase-injetivo tal que My C Mpg.

Podemos mostrar que o fecho quase-injetivo também é tinico, a menos de iso-

morfismos.

O préximo resultado estabelece uma relagao entre fecho injetivo e moédulo quase-
injetivo.

o~

Proposicao 1.6.11. Seja M um mddulo qualquer. Se A = End(M), entao:
(1) AM € a interseccao de todos submodulos quase-injetivos de M contendo M;
(2) AM ¢ quase-injetivo;

(8) M € quase-injetivo se, e somente se, M = AM.
Demonstracao:

(2) Se f: N — AM ¢ uma aplicacdo de um submédulo N de AM em AM,
entao f é induzida por algum A € A. Como )\(A]\/Z) C AM, Xinduz X € End(A]\//j),

e A por sua vez induz f, mostrando que AM é quase-injetivo.

(1) Seja P um submédulo quase-injetivo de M contendo M. Queremos mostrar
que P DO A]\/Z, logo é suficiente mostrar que aP C P,V o € A. Para isto, note que
Q(a) = {z € P;ax € P} é um submédulo de P, e temos apenas que mostrar que
Q(a)=PVYaeA. Comoq— aq, q€ @ =Q(a), é uma aplicacdo de Q) em P, e P
é quase-injetivo, existe ag € End(P) tal que a;q = aq¥ ¢ € Q). Como Mé injetivo,
existe o € A tal que o’z = ayz Vo € P. Como o’ P C P, se (¢/ — a)P = 0, temos
aP C P. Assim se Q(«) # P, entdo (o/ —a)P # 0. Se M’ O M, necessariamente
M DP, e conseqiientemente (o/ — a)P NP # 0. Mas se 2,0 # y € P sao tais

que y = (¢/ —a)r € (¢ —a)P N P, entao ji que &'z = agx € P, temos que
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ar = apx —y € P. Mas entao = € Q(«a), logo ax = ajx,e portanto y = 0, uma

contradicao.

(3) E uma conseqiiéncia imediata de (1) e (2). |
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Capitulo 2

Anéis Primitivos

Neste capitulo ainda estaremos seguindo [9], pardgrafos §10 e §11.

Antes de iniciarmos a préxima secao, precisamos da definicao de anel semiprimi-

tivo. Dizemos, entao, que um anel é J-semi-simples, ou semiprimitivo, se J(R) = 0.

2.1 Estrutura de Anéis Primitivos

Proposicao 2.1.1. Um anel R é semiprimitivo se, e somente se, R possui um

modulo a direita semi-simples e fiel M.
Demonstragao:

Assuma R semiprimitivo, ou seja, J(R) = 0. Seja {M;} um conjunto de R-
moédulos a direita simples mutuamente nao-isomorfos. Entdo M = @ M, é semi-

simples, e

ann(M) = () ann(M;) = J(R)
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pelo Lema 1.4.2. Como J(R) =0, M é um R-médulo fiel.

Reciprocamente, suponha que exista tal M. Como J(R) atua como zero em
todos R-médulos a direita simples (pelo Lema 1.4.2), nés temos (J(R)).M = 0.

Entao a fidelidade de M implica que J(R) = 0, logo R é semiprimitivo.
[ |

Definigao 2.1.2. Um anel R ¢ dito primitivo a direita (resp., esquerda) se R possui

um mddulo a direita (resp., esquerda) simples e fiel.

Enquanto a nogao de semiprimitividade é simétrica (direita-esquerda), a nogao
de primitividade nao é. Bergman, no seu artigo “A ring primitive on the right
but not on the left”, e Jategaonkar, em “A counterexample in ring theory and
homological algebra”, construiram exemplos de anéis primitivos a um lado e nao ao

outro. Maiores informagoes podem ser encontradas em [2] e [8].

Antes de estudarmos anéis primitivos a direita com mais detalhes, é importante

estendermos a nocao de primitividade a direita de anéis para ideais.

Definicao 2.1.3. Um ideal U C R € dito primitivo a direita (resp., esquerda) se o
anel quociente R/U € primitivo a direita (resp., esquerda).

Proposicao 2.1.4. Um ideal U em R € primitivo a direita se, e somente se, U € o
anulador de um R-maodulo a direita simples.

Demonstragao:

Primeiro, suponha que R/U é um anel primitivo & direita, e seja M um R/U-
modulo a direita simples e fiel. Entao, visto como um R-médulo, My permanece

simples, e o seu anulador em R é U.

Reciprocamente, suponha U = ann(M), onde M é um R-mdédulo a direita
simples. Entao M pode ser visto como um R/U-mé6dulo simples, e como tal, é fiel.

Logo R/U é um anel primitivo a direita. |
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Do Corolério 1.4.4 e da Proposigao 2.1.4, concluimos que:

Corolario 2.1.5. O radical de Jacobson J(R) € a intersec¢ao de todos ideais pri-

mitivos a direita (resp. esquerda) em R.

Vamos entao tentar relacionar anéis primitivos a direita com as outras classes

de anéis que vimos anteriormente.

Proposicao 2.1.6. Um anel simples é primitivo a direita (e esquerda). Um anel

primitivo a direita € semiprimitivo e primo.
Demonstracgao:

A primeira afirmacao é direta, ja que se R é simples, R precisa atuar fielmente
em qualquer R-médulo nao-nulo. O fato de que um anel primitivo a direita é
semiprimitivo vem da Proposicao 2.1.1 e da Definicao 2.1.2, ja que um moddulo
simples é, em particular, semi-simples. Vamos entao mostrar que um anel primitivo
a direita é primo.

Seja R um anel primitivo a direita, e seja M um R-mdédulo a direita simples e fiel.
Considere qualquer ideal nao-nulo U em R. Claramente, M.U é um R-submddulo
de M, e a fidelidade de My implica que M.U # 0. Logo M.U = M. Se B é outro

ideal nao-nulo em R, temos que

M(UB) = (MU)B = M.B = M,

e portanto UB # 0, e isto prova que R é primo. [
Lema 2.1.7. Sejam R um anel semiprimo e a € R. Se aR é um ideal a direita
minimal, entao Ra € um ideal a esquerda minimal.

Demonstracgao:

’

E suficiente mostrar que, para qualquer elemento nao-nulo ra € Ra, temos que
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a € Rra. Como R é semiprimo, rasra # 0 para algum s € R. Seja ¢ : aR — aR o

R-homomorfismo definido por

o(x) = asrzx, para qualquer = € aR.

Como p(a) = asra # 0 e aR é simples, ¢ é um isomorfismo. Seja ¥ o inverso de .

Entao

a = (a)py = (asra)y = (as)yra € Rra.
[

O proximo resultado mostra que, para anéis contendo ideais a direita minimais,

a primitividade é simétrica.

Teorema 2.1.8. Seja R um anel com um ideal a direita minimal U. As sequintes
propriedades sao equivalentes:
(1) R € primo.
(2) R € primitivo a direita.
(3) R é primitivo a esquerda.
Se estas propriedades valem, entao R tem também um ideal a esquerda minimal B.
Qualquer R-mddulo a direita (resp., esquerda) simples e fiel € isomorfo a Ug (resp.,
rB).

Demonstracgao:

(2) = (1) segue da Proposigao 2.1.6.

(1) = (2) Assuma (1). Queremos que U seja um R-médulo a direita fiel. De
fato, se r € R é tal que Ur = 0, entao U(rR) = 0, logo pela Proposi¢ao 1.5.2,

rR =0, isto é, r = 0. Como Ug é também um mdédulo simples, (2) segue.

De maneira andloga podemos mostrar que (1) < (3).
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Agora considere qualquer R-médulo a direita simples fiel M. Entao m.U # 0,

para algum m € M. Pela irredutibilidade de M, temos que M = m.U. A aplicacao
U—-mU=M

mandando a € U em ma € M é claramente um isomorfismo de R-médulos de U
em M. Pelo lema anterior, R também tem um ideal minimal a esquerda, logo as

demais conclusoes seguem da simetria direita-esquerda. |

Finalizamos esta se¢ao apresentando alguns exemplos de anéis primitivos.

Proposicao 2.1.9. Um anel comutativo R € primitivo (a direita) se, e somente se,

€ um corpo.
Demonstragao:

Se R é corpo, entao, visto como um R-moddulo sobre si mesmo, ele é simples e

fiel, e portanto R é primitivo.

Reciprocamente, seja R primitivo e seja M um R-mddulo simples e fiel. Entao
M = R/m, para algum ideal maximal m em R. Como m.M = 0, segue que m = 0.

Assim, R nao tem ideais proprios, donde R é corpo. |

Em principio, anéis primitivos estao em toda parte. De fato, se R um anel
qualquer nao-nulo, e M um R-mdédulo a direita simples, entdo R/ann(M) é um
anel primitivo a direita. Para fornecer um exemplo mais explicito, vamos proceder
da seguinte maneira: Seja k um anel de divisao, V' um k-espaco vetorial a esquerda,
e £ = End(;V), operando pela direita de V. Claramente, V' é um E-mé6dulo simples
e fiel, logo E é um anel primtivo a direita. Se dimy(V) = n < oo, entdao E = M, (k)
é um anel artiniano simples. Mas se dimy (V') ¢ infinita, entdo V' nos d4 um exemplo
de anel primitivo a direita nao-simples, nao-comutativo e ndo-artiniano. A classe
de anéis primitivos a direita construida acima ¢ importante porque, como veremos

mais adiante, um anel R primitivo a direita “se parece”com E = End(;V).
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2.2 O Teorema da Densidade de Jacobson e Cheval-

ley

Nosso préximo passo € provar o Teorema da Densidade de Jacobson e Chevalley.

Para isto, vamos definir a nogao de densidade.

Sejam R,k dois anéis, e M = Vg um (R, k)-bimédulo. Escrevemos F =
End(xV'), que opera sobre V' pela direita. Dizemos que R atua densamente so-
bre ;V se, para qualquer f € F e quaisquer vy,...,v, € V, existe r € R tal que

vir = (v;)f, parai=1,2,....n.

Para explicar porque esta propriedade é referida como “densidade”, vamos fazer

a seguinte observacao:

Seja T a topologia sobre E definida tomando como base todos os conjuntos da

forma

onde n é um numero natural, e v;, v; s@o elementos arbitrarios de V. E facil ver que
R atua densamente sobre V' (no sentido definido acima) se, e somente se, olhando
a aplicagao natural de R para E, a imagem de R ¢ um subanel denso de R com

respeito a topologia T

Antes de enunciarmos o Teorema da Densidade, precisamos de uma definicao e

um resultado preliminar.

Definigao 2.2.1. Dizemos que um mddulo M € totalmente invariante quando f(M) C

M, para todo f € End(]\?)

Lema 2.2.2. Na notacao acima, assuma que Mpr € um R-mddulo semi-simples,
e que k = End(Mg). Entao qualquer R-submddulo W de V é um E-submddulo

(claramente, a reciproca também vale).
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Demonstragao:

Tome um R-submdédulo W’ de V tal que V. =W & W', e seja e € k a projecao

de V em W com respeito a essa decomposicao. Entao, para qualquer f € E, temos
(W)f=(eW)f =e(Wf)cSW,
logo W é um E-submédulo de V. [

Vamos enunciar agora o resultado principal deste capitulo:

Teorema 2.2.3. Teorema da Densidade (Jacobson, Chevalley). Sejam R
um anel e V um R-mddulo a direita semi-simples. Entao, para k = End(Vy), R

atua densamente sobre V.
Demonstragao:

Seja E = End(;V). Para f € Eewy,...,v, € V, procuramos um elemento r € R
tal que v;r = (v;)f,i = 1,2,...,n. A idéia da prova é aplicar o lema anterior para
o R-médulo semi-simples V = V" (soma direta de n cépias de V). Primeiro, note

que

k= End(Vg) = End(V})

= M, (End(Vgs)) = M,(k).

Agora defina f : V. — V tomando f = (f, f, ..., ). Queremos que f € End(-,gf/)

(para poder aplicar o lema).

Para ver isto, seja € € k, e represente € como a matriz (e;;), onde e;; € k,
ja que = M, (k). Entao, para qualquer (wy,...,w,) € V, onde consideraremos

(w1, ..., w,) como uma matriz coluna, temos:

(Ewr, ooy we)) f = (X e1jwj, s 3 Enywy) f
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= (X eyjwy)f, .., (22 enjwi) f)
= (o eyj(ws)f, .. D2 enjw;) f)
= e((wi) [, (wa) f)

= e((wy, ..., wn) f),

como queriamos.

Agora considere o R-submédulo ciclico W de V gerado por (vy,...,v,) € V.
Pelo lema anterior (aplicado em W C 17), W é totalmente invariante, ou seja,

(Wf) - /_W/ L0g07

~ —~

(1, ey vn) f = (1) fy s (0n) f) €W = (v, ..., 0,).R,
ja que W é E-submédulo.
Portanto existe r € R tal que (v;)f = v;r parai=1,2,...,n. [ |

Corolario 2.2.4. Sejam R, V, k e E como no Teorema da Densidade. Se ,V
¢ finitamente gerado como um k-mddulo (a esquerda), entdo a aplica¢ao natural

p: R — E ¢é sobrejetiva.
Demonstragao:

Seja vy, ...,v, € V um conjunto finito de geradores de V' como um k-médulo
a esquerda. Seja f € E. Pelo Teorema da Densidade, existe um r € R tal que
vir = (v;)f para todo i. Para qualquer v € V, escreva v = > a;v; onde a; € k.

Entao
or =) (a)r =Y ai(vr) = Y ai((vi)f) = Qo awi) f = (v) f,
logo f = p(r). [

Um caso de grande interesse no Teorema da Densidade é quando V' é um R-

moédulo simples. Neste caso, o anel de endomorfismos k = End(Vg) é um anel de
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divisao (pelo Lema de Schur), logo V' é um espago vetorial a esquerda sobre k. Isto
sugere que a algebra linear pode nos fornecer uma regra no estudo da acao de R

sobre o modulo simples Vi.

Para proceder mais formalmente, vamos relembrar uma defini¢ao util da algebra
linear. Seja V' um espaco vetorial a esquerda sobre um anel de divisao k, e seja
E = End(;V). Um subconjunto S C E ¢é dito m-transitivo sobre V se, para
qualquer conjunto de n < m vetores linearmente independentes vy, ..., v, e qualquer
outro conjunto vy, ..., v/, em V' existe s € S tal que (v;)s = v} para todo i. Dizemos
que S é um conjunto denso de transformagoes lineares sobre ;V se S é m-transitivo
para todo m finito. A seguinte proposicao nos mostra que esta terminologia é

consistente com a que vimos anteriormente.

Proposicao 2.2.5. Seja V um (k,R)-bimddulo, onde k € um anel de divisao. Sejam
E = End(;V) ep: R — E a aplicagiao natural. Entdo R atua densamente sobre

xV se, e somente se, p(R) é um anel denso de transformacoes lineares sobre V.
Demonstracao:

Suponha que R atua densamente sobre V. Entao para todo f € E, e para
quaisquer vy,...,v,, v;r = (v;)f, para algum r € R. Por um resultado da Algebra

Linear, temos que dados vy, ..., v, linearmente independentes em V', e v}, ...,v] €
KV, existe [V — ,V tal que (v;)f = v}, para i = 1,...,n. Logo, para este f em
particular, existe r € R tal que v;r = (v;)f = v,. Portanto p(r) € p(R) é tal que
(vi)p(r) = v;.

Agora, assuma que p(R) é um anel denso de transformacoes lineares sobre V.
Seja f € E e seja vy,...,v, € V. Reindexando os indices de forma conveniente,
podemos assumir que v, ..., v, sao k-linearmente independentes, e que cada v; é

uma k-combinacao linear de vy, ..., v,,. Como p(R) é m-transitivo sobre V', existe

r € R tal que v;r = (v;) f para i < m. Pela linearidade, segue que esta equagao vale
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para todo 7 < n. [ ]

Combinando os trés ultimos resultados, obtemos uma generalizacao do Teorema
de Wedderburn-Artin, apresentado no Capitulo 1. Em algumas literaturas, este

resultado também é conhecido como “Teorema da Densidade”.

Teorema 2.2.6. Estrutura para anéis primitivos a direita. Seja R um anel
primitivo a direita e V um R-mddulo a direita simples e fiel. Seja k o anel de divisdo
End(Vg). Entio R € isomorfo ao anel denso de transformagoes lineares sobre V.
Mais ainda:

(1) Se R € artiniano a direita, entdo n:=dim(;V') € finita, e R = M, (k).

(2) Se R nao € artiniano a direita, entao dim(;V') € infinita, e para qualquer inteiro

n > 0, existe um subanel R,, de R que admite um epimorfismo de anéis sobre M, (k).

(Note que (1) vem do Teorema de Wedderburn-Artin para anéis artinianos a
direita simples, ja que estes sao exatamente os anéis primitivos a direita e artinianos

a direita. A prova a seguir é independente, e mais geral, que a dada no Capitulo
1.)

Demonstragao:
Como Vy ¢é fiel, a aplicagao natural
p:R— E:=FEnd(;V)

é injetiva. Por 2.2.3 e pela Proposigao 2.2.5, p(R) é um anel denso de transformagoes

lineares sobre V. Isto prova a primeira parte.
Para provar as duas ultimas afirmagcoes, faremos as seguintes argumentacoes.

Suponha agora dim(;V) = n < oco. Pelo Corolario 2.2.4, temos que p(R) = E,

logo R = M, (k), e R ¢ artiniano a direita.

Suponha agora que dim(;V') é infinita. Fixe uma sequéncia de vetores linear-

mente independentes vy, vs, ... em V| e seja
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Vn:Zkvi, onde 1 <n < co.

i+1
Sejam
R,={reR:(V,)r C, V} (um subanel de R);
U,={reR:(V,)r =0} (um ideal de R, e um ideal & direita de R).

Entao R, /U, atua fielmente sobre o k-espago V,,. Pela n-transitividade de R
(sobre V'), qualquer transformacao linear sobre k de V}, pode ser vista como a acao
de algum r € R,,. Portanto a aplicacdao natural R,/V,, — End(x(V,)) é um iso-
morfismo, resultando que R,,/U,, = M, (k). Mais ainda, pela (n+ 1)-transitividade,

existe um r € R tal que
vr = ... =v,r =0, mas v, # 0,

logo U, ; U,+1 para todo n. Assim, U; O Uy D ... é uma cadeia de ideais a direita

em R estritamente decrescente, logo R nao é artiniano a direita.

Assim, se R ¢é artiniano, a segunda parte mostra que dim(;V') < oo e a primeira

parte mostra que R = M, (k).

Se R nao é artiniano, a primeira parte mostra que dim(;V') é infinita e a segunda

parte produz um subanel R, que admite um epimorfismo sobre M, (k). [
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Capitulo 3

Anéis Fracamente Primitivos

O objetivo deste capitulo é descrever uma teoria basica de uma classe de anéis
primos: os anéis fracamente primitivos. Com esta base, chegaremos em um re-
sultado que generaliza o classico Teorema da Densidade de Jacobson. A partir de
agora, seguiremos o trabalho “Weakly Primitive Rings”de Julius Zelmanowitz (ver
[15]).

Para facilitar a notacao, neste capitulo escreveremos o anulador de M como
(0 : M), lembrando que (0 : M) = {r € R: Mr = 0}. Lembramos ainda que
um modulo uniforme é aquele onde cada par de submdédulos nao-nulos tem uma

interseccao nao-nula.

3.1 Mobdulos Criticamente Compressiveis

Um R-médulo nao-nulo M é chamado compressivel se pode ser imerso em cada

um de seus submddulos nao-nulos, e é chamado criticamente compressivel se ele
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for compressivel e, adicionalmente, nao puder ser imerso em nenhum de seus fa-
tores proprios. Observe que um submoédulo nao-nulo de um médulo criticamente

compressivel é também criticamente compressivel.

No decorrer do texto vamos precisar das seguintes definicoes. Consideremos R

um anel e M um R-mddulo & direita.

Definicao 3.1.1. Chamamos de submodulo singular de M a direita ao conjunto
Sing(M) = {x € M; (0:x) é essencial}. M é dito singular se Sing(M) = M; e

nao-singular se Sing(M) = 0.

Definicao 3.1.2. M ¢ dito monoforme se todo endomorfismo parcial ndao-nulo de

M é um monomorfismo.

Proposicao 3.1.3. Para um modulo compressivel M, as sequintes condi¢oes sao
equivalentes:

(i) M € criticamente compressivel.

(i) M € monoforme.

Mais ainda, qualquer mddulo que satisfaz (i1) € uniforme.
Demonstragao:

(1) = (di). Seja f : N — M um endomorfismo parcial ndao-nulo de M. Como M

é compressivel, existe um monomorfismo g : M — f(N). Mas entao a composicao
M2 f(N)= N/Kerf — M/Kerf

produz um monomorfismo de M em M/Kerf. Como M é criticamente com-

pressivel, segue que Kerf = 0, ou seja, f é monomorfismo.

(1) = (i). Suponha que f : M — M/N é um monomorfismo, com N um
submédulo de M. Escreva f(M) = L/N para algum submddulo L de M, com N &

L C M. Vamos chamar de 7 : L — L/N o homomorfismo canonico. Logo h = f~ !z
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é um endomorfismo parcial ndo-nulo de M, e portanto é um monomorfismo (pela

hipétese). Mas N = Ker m C Ker h = 0, logo N = 0.

Finalmente, vamos mostrar que se M satisfaz (ii) e K, L sao submé6dulos nao-
nulos de M, entao K N L # 0, ou seja, M é uniforme. De fato, se K N L = 0,
a projecao de K + L em L produz um endomorfismo parcial nao-nulo de M com

nucleo nao-nulo. [ |

Vamos tomar um momento para citar que grupos abelianos compressiveis sao
ciclicos infinitos ou ciclicos de ordem prima, e sao de fato criticamente compressiveis.
Um modulo simples é certamente criticamente compressivel. A seguinte proposicao,

que pode ser encontrada em [12] nos fornecerda mais exemplos.

Proposicao 3.1.4. Seja M um R-mddulo a direita uniforme nao-singular tal que
Hompg(M,N) # 0 para cada submddulo nao-nulo N de M. Entdo M é criticamente

compressivel.
Demonstragao:

Seja 0 # m um elemento arbitrario em M. Como o mddulo é nao-singular, o
anulador de m nao é um ideal essencial, isto é, existe um ideal a direita nao-nulo
I, em R que nao intercepta (0 : m). Logo mq # 0 para todo 0 # ¢q € I,,,. Como m

¢ arbitrario, temos a colecao de ideais
{In; I, é um ideal a direita em R e 0 #m € M}.

Precisamos mostrar que todo endomorfismo parcial em Mpr é um monomor-
fismo. Note que isto implica a compressibilidade, ja que todo endomorfismo é, em
particular, parcial. De fato, seja f : Ur — Vz um endomorfismo parcial, onde U e
V sao R-submoédulos em em M e, mais ainda, V é a imagem de U. Se f nao for
um monomorfismo, entdo f(u) = 0 para algum w € U. Suponha que f(w) # 0.

Note que o submddulo uR é totalmente anulado pelo endomorfismo parcial f, mas
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f(wq) # 0 para todo ¢ € If). Logo f nao pode anular elementos nao-nulos do
submddulo wlg,). Entretanto, Mp ¢ um médulo uniforme, e entao uRNwl s, # 0,
o que gera uma contradicao. De fato, neste caso, cada elemento nao-nulo desta in-

terseccao pode ser anulado e nao anulado simultaneamente por f. [ |

Exemplo 3.1.5. Um ideal a direita uniforme de um anel nao-singular primo é

criticamente compressivel.

Como vimos na secao 1.6, um moédulo quase-injetivo M é aquele onde cada
endomorfismo parcial pode ser estendido a um endomorfismo de M, e todo mdédulo
pode ser imerso em um menor médulo quase-injetivo M, que ndés chamamos de
fecho quase-injetivo de M (que é tnico, a menos de isomorfismos). Vimos ainda
pela Proposicao 1.6.11 que M =2 AM, onde A é o anel de endomorfismos do fecho
injetivo de M. Como uma conseqiiéncia imediata deste resultado, temos que um
modulo é quase-injetivo se, e somente se, ¢ um submodulo totalmente invariante do

seu fecho injetivo. Disto, segue que M = AM, onde A = End(Mg).

Proposicao 3.1.6. (i) Se My é monoforme, entao os elementos de D = End(MEg)
tém extensoes nicas para elementos de A = End(MEg), e A é um anel de divisdo.
(ii) Se Mg € criticamente compressivel, entdo D é um dominio de Ore a direita

com anel de quociente a direita A.
Demonstragao:

(1) Suponha primeiro que A € Hompg(M, M), com Ker\ # 0. Queremos mostrar
que A = 0. Para isto, seja Ay = X [\-1(uranr) - Note que A™H(M N AM) é um
submodulo de M. Se A # 0, entao A; # 0. Como \; é um endomorfismo parcial
nao-nulo de M, \; precisa ser um monomorfismo (ja que Mg é monoforme). Mas
Kerh; = KerANA"Y (M N AM) # 0, j4 que M é uniforme (pela Proposigao 3.1.3).

Logo chegamos em uma contradi¢ao, o que estabelece que A = 0.

Agora assuma que A\ € End(Mpy) com Ker\ # 0. Vamos mostrar que A = 0.
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Para isto, seja p um elemento arbitrario de A = End(]\/Z r), onde Mp é o fecho inje-
tivo de M contendo M. Entdo Ay |y € Homp(M, M), j4 que M é um submédulo
totalmente invariante de Mp. Mais ainda, se w(M) # 0, entdo u(M) N KerX # 0,
j4 que My é uniforme, logo KerAu |y # 0. Pelo que vimos no pardgrafo an-
terior, temos que A\u(M) = 0. Como 0 # pu € A foi arbitrario, concluimos que

AM = \AM = 0.

Logo segue diretamente que elementos de D tém extensoes unicas em A. Con-

sequientemente, podemos enxergar DD como um subanel de A.

Vamos agora mostrar que A = End(Mpg) é uma anel de divisio. Para isto, seja
0 # A € A um endomorfismo arbitrario. Pelo que vimos anteriormente, A é um
monomorfismo. Seja A\; uma extensao de A para um endomorfismo de M, r; logo A\
também é um monomorfismo (caso contrario, A nao seria monomorfismo). Como
M, é uniforme, M, r € indecomponivel (ou seja, ndo conseguimos escrever M, R COMO
soma direta de submdédulos), e entao /\1]\7 =Me segue que A; ¢ invertivel. Seja
u1 € A o inverso de Aq; isto é, Ay =1 = Ay em M. Como M é um submédulo
totalmente invariante de M , pA =1 = A, onde p = py |57. Logo A possui inverso

e A é um anel de divisao.

(17) Agora assuma adicionalmente que Mg é compressivel. Vamos mostrar que A
¢ um anel de quociente a direita de D. Seja 0 # A\ € A. Entao N = MNA"M # 0,
ja que M é um submédulo totalmente invariante de M, e podemos escolher 0 #
p € Homgr(M,N) C D. Entao 0 # A\u € D, ou em outras palavras, A = yu ™!, para

algum v € D. Segue dai que A é anel de quociente a direita de D. [

O proximo resultado estabelece quando um médulo criticamente compressivel é

simples.

Corolario 3.1.7. Se My € criticamente compressivel, entao Mg € simples precisa-

mente quando € quase-injetivo.
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Demonstragao:

Um modulo simples M ¢ trivialmente quase-injetivo, pois o tnico submddulo
nao-nulo possivel é o proprio M. Logo assuma M criticamente compressivel e
quase-injetivo. Pela Proposigao 3.1.6, End(Mpg) é um anel de divisao. Entao M,

sendo compressivel, nao pode ter submodulos proprios. [ |

3.2 O Teorema da Densidade

Comecamos com um lema técnico, mas que nos sera util no que segue.

Lema 3.2.1. Seja Mpr um mddulo quase-injetivo tal que se mR = 0, com m € M,
t

entao m = 0. Sejam my,...,my € M. Entdo (0:m) D ﬂ(O :m;) se, e somente se,

=1
t

m= Z Aim;, para alguma escolha de Ay, ..., \y € End(MEg)
i=1

Demonstragao:

~

Assuma que (0:m) 2 ﬂ (0 : m;). Isto implica que a aplicacao
v (my,...,mg)R — mR

dada por y((myq,...,m;)r) = mr, estd bem definida.

Note que (my,....,m;) € M® = M@ ...® M. Como Mg é quase-injetivo, y pode
ser estendido a um elemento de Hompg(M ® M ), que também vamos denotar por
.

Agora sejam &;, m;,1 = tl, ...,t ainjeco canodnica e a projecao candnica para M®),

respectivamente. Entao Z g;m = 1 sobre M®. Assim para qualquer r € R, temos
=1

t

mr = vy((mq,...,myr) = ’y(z gimi(mar, ...,myr)) = Z(’V&)( T).

=1
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Agora seja \; = ve; € End(Mpg). Como r € R foi tomado arbitrério, temos que
t t

(m — Z Aim;)R = 0, e segue pela hipétese que m = Z Aim;.
i=1 i=1

A outra implicacao é direta, e por isso vamos oculta-la. [ |

Para facilitar a apresentagao do teorema, vamos chamar uma terna (A,x Vg, Mg)
de R-reticulado se V' é um (A, R)-bimédulo, com A um anel de divisdao, AM =V,
e R atua fielmente sobre M (logo podemos assumir R C End(aAV)). Dizemos que

um anel é fracamente primitivo se possui um maédulo criticamente compressivel e

fiel.

Teorema 3.2.2. (O Teorema da Densidade). Para um anel R, as sequintes

condicoes sao equivalentes:

(1) R € fracamente primitivo.

(17) Eziste um R-reticulado (A,V, M) tal que, dados vy,...,vx € V' linearmente in-

dependentes sobre A, existe 0 # a € A tal que, para quaisquer elementos nq, ..,y €

M, podemos encontrar r € R com an; = v;r € M para cada i = 1,...,k.

(131) Existe um R-reticulado (A, V, M) tal que, dado qualquer 7 € End(AV) e A-
k

subespacos finitamente gerados U e U’ = ZAmi sobre V, com myq,...,my € M,

i=1
existem r,s € R com (1 — s)|y = 0 e r|gr um automorfismo.

Demonstragao:

(1) = (ii). Seja Mp um moédulo criticamente compressivel e fiel. Sabemos da
Proposigao 3.1.6 que D = End(Mpg) é um dominio de Ore a direita com anel total de
quociente A = End(Mpg) (o qual é um anel de divisdo), onde M = AM. Temos
portanto um R-reticulado (A, M, M), e podemos considerar R como subanel de

EndAM

Primeiro vamos mostrar que vR # 0 para qualquer elemento v # 0 em M.

(Vamos fazer isso para usar o Lema 3.2.1). Como Mg é compressivel e vR'NM # 0
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(j& que M é uma extensdo essencial de M), podemos escolher um monomorfismo
a € Homgr(M,vR' N M). Como My ¢é fiel, existe m € M e r € R com mr # 0.

Logo 0 # am = vs para algum s € R!, e entao

0 # a(mr) = (am)r = vsr € vR.

Agora sejam vy, ...,v; € M dados, linearmente independentes sobre A. Para

1=1,...,k, seja A; = ﬂ(() : ), que é um ideal a direita de R. Pelo Lema 3.2.1,
J#
k
v;A; # 0 para cada i, e segue que (ﬂ v;A;)) "M # 0. Como My é compressivel,

1=1
k

podemos escolher um monomorfismo a € Hompg(M, (ﬂ v;A;)) N M). Entao dados
i=1
ni,...,ng € M, existe r; € A;, para i = 1,...,k, com an; = v;r; € M para cada 1.
k

Logo tomando r = Z r;, segue que an; = v;r € M.
i=1
(17) = (i4i). Sejam (A,V,M) um R-reticulado, 7 € End(AV), U e U’ dois
k
subespacos finitamente gerados de V. Seja entao U’ = Z Am;. S.p.g., podemos

i=1
assumir myq, ..., m; linearmente independentes sobre A, pois se eles forem linear-

mente dependentes, podemos eliminar aqueles elementos que sao uma combinagao
linear dos demais.
1
Como V = AM (ja que (A, V, M) é um R-reticulado), temos que U C Z Am;

i=k+1
= V', para alguma escolha de my.1,...,m; € M. Eliminando alguns dos m/s para

k+1 < <, se necesséario, podemos assumir que o conjunto {my, ..., Mg, My41, ..., My
forma uma A — base para W = U’ + V’'. Vamos entao encontrar elementos r, s em

R tais que (177 — s) |w=0 e r |y é um automorfismo.
h
Seja W), = Z Am; e Wy = 0. Vamos provar por inducao em h, 0 < h <[, que
i=1
existem 7, s € R com (77 — s) |w,= 0 e 7 |y é um automorfismo.

Se h =0, Wy = 0, logo podemos escolher r € R, por uma aplicagao de (ii), com

m;r =am;, i =1,....k ealgum a € A, (a #0). Assim, (71— s) |w,= 0, para s € R
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arbitrario e r |7 é um automorfismo.

Agora assuma que 1 < h < [. Indutivamente podemos supor que existe r’, s’ € R

com (77" — ¢) |w,_,= 0 e 7’ |gr é um automorfismo.

Chamando 7" = 71" — ¢/, ¢ suficiente produzir r,s € R com (7' — s) |w,= 0
e r’ |y um automorfismo. De fato, dado qualquer v € Wy, vr(r'r) = v(rr')r =
o(7" + §)r =v(s+ s'r) e r'r |y é um automorfismo.

Temos que a base de W), é dada por {my,...,ms}, a base de Wj_; dada por
{my,...,mp_1} e abase de W = U’ + V' dada por {my, ..., my, mg41, ..., m; }. Vamos

dividir em dois casos:
1° caso) mu7 ¢ U' + W),

Aplicando (i), escolhemos um elemento 0 # a € A relativo aos elementos
linearmente independentes my,...,m;, m,7’, onde j = maxz(h,k). Entdo existem

elementos r, s em R tais que
am; = m;r para 1 <i < j, amy = (my7")r,
onde os n;’s da hipdtese sao my, ..., my e
a0 = m;s para i # h, amy, = mys, a0 = (m,7’)s.

Agora vamos mostrar que r |y é automorfismo.

Se h > k, m;r = am; é um automorfismo, ja que estamos multiplicando por
a elementos que sao L.I. De fato, a aplicacdo é dada por ¢ : U — U’, onde
o(m;) = am,.

Se k > h, a aplicagao é dada por ¢ : U' — U’, onde p(m;) = am;. se 1 <i <k

e o(my7") = amy, que podemos facilmente ver que é um automorfismo.

. H.I.
Para 1 <i < h, m;7'r '="0=m;s, e my7'r = amy, = mys. Logo (7'r — s) |w, =
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2° caso) m,7 € U + W,

Se m,7" =0, escolha 0 # a € A e r € R tais que am; = m;r para 1 <i < k, e
tome s = 0. Nesta situagao, temos que r | é um automorfismo, ja que am; = m;r, e
entao basta tomar a aplicagao r = ¢ : U — U’, onde p(m;) = am;. Temos também

que 7'r — s |w, = 0, pois pela hipétese de indugao 7'r — s |y, = 0 e m,7 = 0.
A
Portanto, vamos supor 0 # my7’ = Z ci,m;,, com cada 0 #¢;, € Ael <ip <

pn=1
. <y < j=max(h,k).

Novamente por (ii) escolhemos um elemento 0 # a € A com respeito aos el-
ementos L.I. my,...,m;; e escolhemos 0 # b € A com respeito aos elementos L.I.
ate,my,, ...,a‘lcijmij e os m;’s restantes (1 < i < j, i diferente de qualquer i,,).

Entao existe r,s € R com:

bm;, = (™ ¢;,m;,)r € M para 1 < i < A,

bm; = m,r para ¢ diferente de qualquer i, e

A
a0 = m;s para i # h, a( g bm;,) = mys.
pu=1
A
Observe que a ultima escolha é possivel, pois g bm;, € M; e, claramente, r |y
p=1
¢ automorfismo.
A
A 1 <i<h mrr 2 0= 'y = =
gora, para 1 < i < h, m;7'r = = m;s e mT'r = Ci, My, T =
pn=1 pn=1
A
—1 . o / o ’
aa= ¢, m;,r = E abm;,r = mys. Logo (7'r — s) |w,= 0, como querfamos.
p=1

(1ii) = (i). Seja M como em (iii). Vamos mostrar que todo R-submédulo

ciclico nao trivial de M é um mddulo criticamente compressivel e fiel.
Afirmacao 1. Para qualquer 0 # m € M, mR' ¢é fiel.

Para isto, seja 0 # t € R. Logo Mt # 0, ja que Mg é fiel ((A,V, M) é um

R-reticulado). Portanto podemos escolher 0 # n € M com nt # 0.
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Escolha 7 € End(AV') com m7T = n e tome r,s € R tais que 77 = s em Am e

r |an € um automorfismo. Entéao
mst = mrrt = nrt # 0,

pois 0 # nr € An e nt # 0. Logo mR't # 0 e mR! é fiel.
Afirmacao 2. mR! é compressivel.

Seja Np um submédulo de mR! nao-nulo. Seja 0 #n € N e tome 7 € End(aAV)
com nT = m. Escolha r,s € R com 7r = s em An e r |p, um automorfismo.
Entao existe a € A com 0 # mr = am e logo 0 # am = mr = ntr = ns € N.
Portanto, a € Homr(mR',N) e Ker a = {mz € mR'/amxz = 0} = 0 (isto porque
a(mzx) = a(m)x = mrx = (mx)r, mas r |am, € isomorfismo, logo (ma)r = 0 implica

que mz = 0).
Afirmacao 3. mR! é criticamente compressivel.

Pela Proposicao 3.1.3, basta mostrar que mR! é monoforme. De fato, podemos
provar que Mp é monoforme. Para isto, seja Ng um submddulo de Mg e seja

0# X € Homg(N, M), digamos Am # 0 para algum m € N.

Dado 0 # n € N arbitrario, escolha 7 € EndaV com nt = m e tome r,s € R

comTr=sem Aner | Axm UM automorfismo. Entéo
(An)s = A(ns) = A(ntr) = AX(mr) = (Am)r # 0,

logo An # 0 e segue que A é um monomorfismo. [ |

Dizemos que R é um anel fracamente denso de transformagoes lineares (a direita)
quando o item (i7) do Teorema acima acontece; e dizemos que R é uma ordem local

(a direita) em End(AV') quando (iii) acontece.

Muitas variacoes das afirmacoes do Teorema da Densidade sao possiveis. Vamos

listar algumas delas, fazendo alguns comentarios.
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1. Podemos enfatizar que quando Mg é um modulo criticamente compressivel

e fiel, R ¢ um subanel fracamente denso de End(aM), onde A = End(Mpg).

2. Se R é um anel fracamente denso de transformacoes lineares com respeito ao

R-reticulado (A, V, M), entdo R é uma ordem local em End(AV).
3. Na afirmagao (i7), o elemento a € A é, de fato, escolhido em D = End(Mpg).

4. Quando provamos (7i7) = (i), usamos somente a propriedade AM C V, e

nao AM = V. E precisamos da hipdtese apenas para subespacos 2-dimensionais.

5. Na demonstragdo de (ii) = (iii) podemos observar que dois aspectos da
hipotese foram fundamentais. Primeiro, o elemento a € A depende somente dos
elementos linearmente independentes vy, ...,v; € nao dos nis (veja o 1° caso); e

segundo, usamos o fato de que v; pode ser escolhido em V' \ M (veja o 2° caso).

6. Na demonstracao de (ii) = (iii), com my,...,my € M linearmente indepen-
dentes sobre A, escolhendo r, s em R tais que (71 — s)|y = 0 e r|yy é¢ um automor-
fismo, podemos aplicar (i) novamente para encontrar elementos 0 # a € A, t € R
com am; = myrt. Entao, substituindo r e s por r; = rt e s; = st respectivamente,
temos (711 — s1) |p= 0 e myr; = am; # 0, para cada i. De fato, a escolha do
elemento r em (7ii) pode ser feita de maneira que r “atue como um escalar”sobre

os elementos linearmente independentes my, ..., my.

7. Finalmente, vamos enunciar uma afirmacao equivalente a condi¢ao (7iz). Os
detalhes da prova sao muito parecidos com os que apresentamos anteriormente, e
por isso nao vamos coloca-los aqui.

(771)" Existe um R-reticulado (A, V, M) tal que dado qualquer 7 € End(AV) e
elementos my, ..., my € M linearmente independentes sobre A, podemos encontrar

r,s € R com m;r = m;s e 0 % m;r € Am;, para cada i.

Lembramos aqui duas defini¢coes que serao necessarias. Seja ) um subanel de
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R. Dizemos que () é uma ordem a direita em R se 1 € R, existem elementos
regulares de () que sao invertiveis em R, e todo elemento de R ¢ da forma ba™!,
com a,b € ) e a regular. Seja M um R-médulo a direita. Dizemos que Mg tem
dimensao uniforme n se existe um submoédulo essencial V' C, M que é uma soma

direta de n submddulos uniformes.

Recordamos também que um anel R é dito um anel de Goldie a direita se R
satisfaz ACC para anuladores a direita e possui dimensao uniforme a direita finita.
O préximo resultado € classico e apresenta propriedades basicas dos anéis de Goldie.

Uma prova pode ser encontrada em [13].

Teorema 3.2.3. Teorema de Goldie. As sequintes condi¢oes em um anel R sao
equivalentes:

(i) R é Goldie a direita semiprimo;

(ii) R € semiprimo, Sing R = 0 e dimensao uniforme a direita de R € finita;

(iii) R tem um anel quociente a direita () que € artiniano semi-simples. Mais ainda,

R € primo se, e somente se, () € simples.

No caso em que M é um R-médulo criticamente compressivel e fiel com dim(a M)
= k < oo, tomando U = U’ = M na condicdo (4ii) do Teorema da Densidade,
vemos que R é uma ordem a direita no anel artiniano simples End(aM) = Ay.

Logo obtemos a seguinte caracterizacao de ordens em anéis artinianos simples.

Corolario 3.2.4. R é uma ordem a direita em um anel artiniano simples se,
e somente se, R possui um modulo criticamente compressivel e fiel M tal que
t

n(() : m;) = 0 para algum conjunto finito de elementos my,...,m; em M (ou

i=1
equivalentemente, tal que dim(aM) < o0).

Demonstragao:

Assuma que R é uma ordem a direita em um anel artiniano simples. Entao R é

um anel primo, possui dimensao finita, ¢ nao-singular, e satisfaz a condi¢ao da cadeia
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descendente para ideais anuladores a direita. Tome M um ideal a direita uniforme
de R, e escolha my, ..., my € M tal que (0 : myq, ..., m;) é minimal (percorrendo todos
anuladores de subconjuntos finitos de M). Entao claramente (0 : mq, ..., my, m) =
(0 : my,...,my) para qualquer m € M e, portanto, (0 : mq,....m;) = (0: M) =0, ja
que R é primo. Mais ainda, como foi no Exemplo 3.1.5, M é um modulo criticamente

compressivel.

Reciprocamente, se tal médulo existe, entao podemos aplicar o Lema 3.2.1 para
ver que dim(aM) < oo. Entdo, pelas observagoes que precedem este coroldrio, e
aplicando (4ii) do teorema para V = M, temos que R é uma ordem & direita em

End(aM). u

3.3 Propriedades de Anéis Fracamente Primiti-

VOS

Nesta se¢ao vamos discutir algumas propriedades interessantes dos anéis fracamente
primitivos. Em particular, temos que todo anel fracamente primitivo é primo.

Comecaremos com o seguinte resultado:

Lema 3.3.1. Se My é um mddulo compressivel, entao (0 : M) é um ideal primo

de R, e (0:M) = (0:N) para qualquer submddulo nao-nulo N de M.
Demonstragao:

Assuma I ¢ J ideais de R tais que I 2 (0 : M) e J 2 (0 : M). Entao
M1 # 0, logo podemos escolher um monomorfismo f € Homg(M, M), ja que Mg
é compressivel. Como também temos MJ # 0, 0 # f(MJ) = f(M)J C MI1J.
Logo I.J € (0: M) e, pela Proposigao 1.5.2, item (5), isto prova que (0 : M) é um

ideal primo.
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A segunda afirmagao é clara, pois qualquer submédulo nao-nulo de M contém

uma copia de M. [ |

Temos entao a seguinte conseqiiéncia:

Corolario 3.3.2. Um anel R fracamente primitivo é primo.
Demonstragao:

Seja Mg um moédulo criticamente compressivel e fiel. Entao 0 = (0 : M) é primo

(pelo lema), e portanto R é primo. [ |

No Teorema 2.2.6 vimos que um anel primitivo R é um anel de matrizes finito
A,, sobre um anel de divisao A, ou possui subanéis, um para cada inteiro ¢t > 1, que
mapeia homomorficamente A;. O préximo teorema nos fornece uma generalizagao

deste resultado para anéis fracamente primitivos.

Teorema 3.3.3. Se R € um anel fracamente primitivo, entao:

(i) R é uma ordem a direita em um anel de matrizes A, para algum anel de divisao
A, e neste caso R contém um subanel isomorfo a Dy para alguma ordem a direita
D de A; ou

(ii) Para cada inteiro positivo t, existe uma ordem a direita D de A e um subanel

de R que mapeia homomorficamente e sobrejetivamente D.
Demonstragao:

Seja M um R-mdédulo criticamente compressivel e fiel. Pelo Teorema da Densi-

dade, R é um subanel fracamente denso de End(aM), onde A = End(Mpg).

Suponha que dim(aM) > t e escolha my, ...,m; € M linearmente independentes
sobre A. Paracadai =1,...,t, seja A; = ﬂ(O : m;). Pelo Lema 3.2.1, A; € (0 : m;)
J#i
para cada ¢, pois caso contrario, m; = Z Ajmj, o que nao pode acontecer, porque
i£]
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t
os m;s sao linearmente independentes. Portanto N = ﬂmiAi ¢ um submoddulo
nao-nulo de Mg, ja que o fato de Mp ser criticamente COI;:plI‘eSSI/Vel implica que Mg
¢ monoforme, e portanto, uniforme (Proposi¢ao 3.1.3), logo m; A; Nm;A; # 0. Seja
D ={a € AJaM C N}; um célculo facil verfica que D é uma ordem a direita em
A. De fato, dado 0 A XA € A, \™!N N N # 0; entdo, escolhendo 0 # a € D tal que
aM C AINNN temos que 0 # Aa € D. Logo existe b € D tal que Aa = b, ou seja,
A =ba"!, coma,b€ D e aregular em D.
t t
Agora tome W = Z Dm;, W' = Z D'm;. Observe que Homp(W',W) = D;.
i=1 i=1 )
Dado ¢ € Homp(W', W), ¢ é bem determinado pelos valores m;p = Zdijmj,
j=1

dij € D,v=1,...,t. Como cada d;;m; € N, podemos escrever cada d;;m; = m;r;j,
t

t
para algum r;; € A;. Entao, myp = Zminj = m;r;, onde r; = an e A,
j=1

J=1
t

Colocando r = Zri, temos que m;p = myr, para cada . Tomando o conjunto
i=1

S ={r e R/W'r C W}, a aplicacio que manda r — (multiplicacdo a direita por r

em W') nos fornece um homomorfismo de S sobre Homp(W’, W) = D, com ntcleo

K ={re R/W'r =0}.

Se, de fato, dim(aM) = t, entdo my, ..., m; fomam uma base para oM e K = 0,
j4 que Mp é fiel. Neste caso, R é uma ordem & direita em End(aM) pelo Corolario

3.2.4, ¢ S é um subanel de R isomorfo a D,. [ |

Observamos que a escolha de D neste teorema depende somente do inteiro t.
Entéo, de fato, podemos escrever D = D[, Se examinarmos a prova mais cuida-
dosamente, podemos perceber que se dim(aM) = oo e my, my,... € M sao linear-

mente independentes sobre A, entdao DI > DBl 5
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3.4 Anéis Primos com Ideais Criticamente Com-

pressiveis

Em [1], um anel primo com um ideal a direita uniforme nao-singular é caracterizado
como uma ordem local (em um anel de transformagoes lineares de um espago vetorial
sobre um anel de divisdo) que contém transformagoes lineares de posto finito. Nosso

préoximo resultado associa esta classe de anéis com anéis fracamente primitivos.

Teorema 3.4.1. Para um anel R, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) R é um anel primo com um ideal a direita uniforme e nao-singular.

(ii) R € uma ordem local no anel de transformacoes lineares End(AV) e R possui
uma transformacao linear nao-nula de posto finito.

(i11) R tem um ideal a direita criticamente compressivel e fiel.
Demonstragao:

(i) = (i1). Seja U um ideal a direita uniforme e nao-singular de R. Como R
¢ primo, pelo que vimos no Exemplo 3.1.5, U é um R-moddulo criticamente com-
pressivel e fiel. Logo R é um subanel fracamente denso de End(aU), onde A =
End(Ug), e R é uma ordem local (pelo Teorema da Densidade). Seja 0 # u € U;
entdo para qualquer elemento v € U, (0 : vu) D (0 : u). Logo pelo Lema 3.2.1,

vu € Au. Como v € U é arbitrario, Uu C Au. Portanto, o elemento u € U repre-

senta uma transformacdo linear de AU de posto 1, que é ndo-nula ja que Uu # 0.

(1) = (i17). Suponha que R é uma ordem local com respeito ao R-reticulado
(A, V, M), e seja 0 # r € R uma transformagao linear de posto finito sobre A V.

Primeiro, vamos mostrar que R contém uma transformacao linear de posto 1.
t
Como V = AM, podemos escrever Vr C Z Am; com myq,...,m; € M, linear-
i=1
mente independentes sobre A.
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t

S.p.g., podemos assumir que Z Aim; € Vr, com cada \; € A e A\ # 0. Escolha
i=1
T € End(AV) com miT = my e myT = 0 para 1 < i < t. Pela hipdtese, existe
t

ri1,s1 € R tais que 7r; = s1 sobre U = E Am; e r1 |am, € um automorfismo. Entao

=1
t

t t
Vrs; C ZAmisl = ZAmﬁrl = Amyr; = Am; e, similarmente, (Z Aim;)sy =
i=1

i=1 =1
t

(Z Aim;)Try = Aymyry; # 0 em Vrsy. Logo rs; € R representa uma transformacgao
i=1
linear de posto 1.

Vamos assumir agora que r € R ¢ uma transformacgao linear de posto 1 sobre
AV, e vamos mostrar que o ideal a direita R é um ideal a direita criticamente

compressivel e fiel. E claro que rR é fiel, pois R é um anel primo.

Para ver que rR é compressivel, seja 0 # Ir C rR. Entao Ir # 0, pois caso
contrario I? = 0, o que contradiz o fato de R ser primo. Logo podemos escolher
0 #t el comtr # 0. Como r tem posto 1, Vir = Vr. Logo para qualquer

elemento s € R,
rs=0Vrs=0Vtrs=0<trs=0.

Portanto a aplicagao rR — I definida por rs +— trs estd bem definida e é um

monomorfismo de 7R em I, e segue que rR é compressivel.

Falta mostrarmos que rR é criticamente compressivel. Para isto, suponha que
f:rR — rR/I é um R-homomorfismo com 0 # [z C rR; precisamos mostrar que
Kerf # 0. Como fizemos anteriormente, podemos escolher um elemento ¢t € I com
tr # 0. Tome qualquer elemento nao-nulo s € rR, e escreva f(s) = s’ + I, com
0+# s €rR ComoV = AM, podemos escolher um elemento m € M \ Ker r;
entao V = Ker r & AM ja que r possui posto 1. Observe que, pelo mesmo motivo,
para qualquer elemento nao-nulo r’ de rR, Ker ' = Ker r. Logo mr’ # 0, e a acao

de ' sobre V' estd completamente determinada pelo valor mr”’.
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Agora defina a transformacao linear 7 € End(AV) por (mt)r = ms' e (Ker
r)T = 0; isto é possivel porque tr # 0 implica que mir # 0, e portanto V = Ker
r @ Amt. Usando a hipdtese que R é uma ordem local em End(AV), existe u e v
em R com 7u = v em Amt e com U |ams+ams Um automorfismo. Logo 0 # msu e
0 # ms'u = mttu = mtv. Portanto, s'u =tv € I e f(su) = f(s)u = su+ 1 =1,

de onde concluimos que 0 # su € Kerf.

(7ii) = (7). Suponha que I é um ideal a direita criticamente compressivel e fiel.
Entado R ¢ um anel primo (pelo Coroldrio 3.3.2) e Ir é um médulo uniforme (pela
Proposicao 3.1.3). Logo precisamos mostrar que I é nao-singular. Como I? # 0,
podemos escolher t € I com tI # 0. Considere f € End(Ig) definido por f(r) = tr;
f # 0, logo f é um monomorfismo, ja que Ir ¢ monoforme (Proposicao 3.1.3). Entao
IN(0:t) =0, e portanto t ¢ Sing(I). Mas I é compressivel, e isto implica que
Sing(I) = I ou Sing(I) = 0. Logo precisamos ter Sing(I) = 0, ou seja, I ¢ um

R-mo6dulo nao-singular. [ |
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