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Resumo

Neste trabalho investigamos a propagagao auto-consistente de pulsos eletromagnéti-
cos em um plasma relativistico frio de dois fluidos (ionico-eletronico). A aplicacao do
formalismo Hamiltoniano em um modelo cujas solucoes foram previamente estudadas na
literatura de forma numérica e analitica nos permite interpretar o problema sob a perspec-
tiva da dindmica nao linear de uma quase-particula em um potencial efetivo, fornecendo
informacoes relevantes sobre questoes de interesse. Sao analisadas a existéncia e a estabili-
dade de solugoes com pequenas amplitudes propagando-se em alta e em baixa velocidade,
com énfase no mecanismo de destruicao dessas solugoes que resulta na perda do movi-
mento adiabatico. Pulsos com grandes amplitudes propagando-se em baixa velocidade
também sao estudados com a finalidade de se conhecer mais detalhes sobre o espectro
dessas solucoes. As simulacoes mostram que esses pulsos nao sao solugoes isoladas como

descrito na literatura, e sim periodicas.
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Abstract

In this work we investigate the self-consistent propagation of nonlinear electromagnetic
pulses in a cold relativistic two-fluids plasma model. Application of Hamiltonian forma-
lism in a model whose solutions had been studied in the literature both numerically and
analytically allows us to interpret the system from the perspective of nonlinear dynamics
as a quasi-particle in an effective potential, addressing issues of current interest. Existence
and stability of small amplitude solutions propagating at both high and low speeds are
analyzed focusing on how these solutions are destroyed and adiabatic motion is broken.
Larger amplitude pulses propagating at low speeds are also investigated in order to have a
better understanding of these solutions spectra. Simulations show that pulses with larger

amplitudes are not isolated as described in the literature, but rather periodic solutions.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contexto e motivacao

A propagacao de pulsos eletromagnéticos intensos em plasmas é um assunto de in-
teresse comum a diversas areas, dentre as quais podemos citar a aceleracao de fétons e
particulas, a 6ptica nao-linear, a fusdo a laser e outras |1, 2, 3, 4, 5|. Esses pulsos ao
propagarem-se no plasma deslocam seus elétrons, criando um campo elétrico com os cam-
pos de densidade associados. Sob condicoes adequadas é possivel obter coeréncia entre
estes campos de modo que o pulso mantém a sua forma. Estudos numéricos e analiti-
cos tém sido conduzidos para investigar a localizacao desses pulsos e suas propriedades.
Kozlov et al. [6] investigaram numericamente a propagacao de modos eletrostaticos e ele-
tromagnéticos acoplados em plasmas relativisticos frios de elétrons e fons e concluiram
que solucgoes localizadas com pequenas e grandes amplitudes podem estar presentes. Mo-
fiz e de Angelis |7] aplicaram aproximacoes analiticas para o mesmo modelo e sugeriram
como essas solucoes localizadas podem ser obtidas. Trabalhos mais recentes fornecem
uma melhor compreensao de diversas caracteristicas que tém sido estudadas, tais como
a influéncia do movimento dos fons em solitons lentos para a aceleragao destas parti-
culas [8], a existéncia de solitons propagantes [4], a existéncia de oscila¢oes de plasma
residuais seguindo pulsos isolados [9, 10] e outras. Alguns pontos entretanto, tais como
de que maneira solucoes localizadas de pequenas amplitudes sao destruidas e quais sao
as caracteristicas do espectro de solugoes em regimes de grandes amplitudes, por exem-
plo, ainda nao sao completamente compreendidos. Essas sao questoes relevantes a quem
desejar estabelecer as propriedades da faixa de existéncia e da estabilidade de solucoes

localizadas.
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1.2 Aceleradores baseados em plasmas

A medida que um pulso eletromagnético intenso (gerado por um laser de alta intensi-
dade, por exemplo) se propaga em um plasma, seu campo elétrico separa os elétrons dos
fons. Como os elétrons sao muito mais leves, eles se deslocam muito mais que os ions,
criando uma separacao de cargas. Quando o pulso se afasta, os elétrons sao fortemente
atraidos de volta pelos fons (que praticamente nao se deslocaram), ganhando velocidade
durante a trajetoria de tal modo que se acumulam (por um curto periodo) de forma mas-
siva antes de perderem esta energia por colisoes e retornarem a uma distribuicao mais
equilibrada. Embora as particulas nao estejam se movendo com muita velocidade durante
esse periodo, macroscopicamente parece que ha uma “bolha” de carga se movendo através
do plasma a velocidades proximas a velocidade da luz. A bolha é de fato a regiao livre de
elétrons (sendo portanto positivamente carregada), seguida por uma regido de acumulo
dos mesmos (ou seja, negativamente carregada). Essa configuracdo, ilustrada na figura
1.1, resulta em um campo elétrico muito intenso no rastro do pulso eletromagético, o qual
é conhecido por wakefield (ou, em uma traducao livre, campo de rastro). A utilizacao des-
ses wakefields para acelerar particulas tem sido exaustivamente estudada, pois o plasma
oferece a vantagem de suportar campos elétricos da ordem de centenas de gigavolts por
metro [5], ou seja, algumas ordens de grandeza maiores que os campos suportados nas
cavidades (metalicas ou supercondutoras) de aceleradores convencionais. De fato, em ex-
perimentos recentes realizados no SLAC (Stanford Linear Accelerator Center), uma certa
fracao de elétrons inicialmente com 42GeV teve sua energia dobrada ao passar por um

acelerador baseado em plasma com 85cm de comprimento [11].

Figura 1.1: utilizacdo do wakefield para a aceleracdo de elétrons [12]
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1.3 Estrutura do trabalho

Este trabalho estd dividido em seis capitulos, os quais apresentam a introducao do
problema, o modelo adotado, o formalismo Hamiltoniano e suas implicacoes, a propagacao
de pulsos em alta velocidade, a propagacao de pulsos em baixa velocidade e, finalmente,
as conclusoes obtidas a partir das andalises aqui realizadas.

O capitulo 2 apresenta uma derivacao detalhada do modelo a ser utilizado. Partindo
das equagoes de Maxwell e da aproximacao de fluido, obtemos as equagoes diferenciais que
governam a evolucdo temporal dos potenciais vetor e escalar (1) e ¢, respectivamente).
O potencial vetor 1) estd associado ao pulso eletromagnético que se propaga no plasma
(produzido por um laser de alta intensidade por exemplo); o potencial escalar ¢ esta
associado ao campo elétrico gerado no plasma (o wakefield, por exemplo).

No capitulo 3 apresentamos um Hamiltoniano a partir do qual as equagoes que go-
vernam a dinamica dos potenciais podem ser obtidas. Esse Hamiltoniano nos permite
comparar qualitativamente a dinamica do sistema com uma quase-particula sob a acao
de um potencial efetivo. Além disso, sua forma impoe restricbes sobre os valores de ¢
permitidos para a existéncia de solucoes periddicas e determina o limite de energia dessa
quase-particula, a partir do qual ocorre a quebra de onda. A linearizacao das equacoes
dos potenciais nos permite determinar as condicoes necessarias para o surgimento de ins-
tabilidade no sistema para pequenas oscilagoes. Essa instabilidade desempenha um papel
importante na obtencao de campos intensos a partir de solugoes com amplitudes peque-
nas. Ainda nesse capitulo discutimos sobre algumas ferramentas de analise nao linear, tais
como a se¢ao de Poincaré e o indice de estabilidade «, que serao utilizados nos capitulos
seguintes.

Tajima e Dawson [2] observaram que a propagagdo em alta velocidade de pulsos ele-
tromagnéticos em plasmas relativisticos do tipo underdense, para os quais a freqiiéncia do
plasma w, ¢ muito menor que a freqiiéncia do pulso w, é um regime conveniente para a
aceleragao de elétrons por esquemas de wakefield (como citado no item 1.2). No capitulo 4,
estudamos e existéncia e a estabilidade de solucoes com amplitudes pequenas para esse
regime. Um de nossos interesses principais é analisar do ponto de vista da dinamica nao
linear qual mecanismo esta por tras da destruicao de solugoes com amplitudes pequenas
e do regime adiabatico.

No capitulo 5 estudamos pulsos se propagando em baixa velocidade. Partimos da
anélise de solugoes com amplitudes pequenas, de forma analoga ao que fizemos para a
propagacao em alta velocidade no capitulo 4. Feito isso, analisamos um regime especifico,

estudado por Kozlov et al. [6], para o qual a existéncia de solu¢oes com amplitudes grandes
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é conhecida. Nosso objetivo é obter mais informacoes sobre o espectro de solucoes com
amplitudes grandes, até entao apresentado como sendo discreto no espaco de parametros,
e verificar se essas solugoes sao realmente pulsos solitarios.

No capitulo 6 apresentamos as conclusoes obtidas a partir das anélises que realizamos

para os diferentes regimes citados.



Capitulo 2

O Modelo

Neste capitulo fazemos uma derivacao detalhada do modelo adotado. Definimos as
caracteristicas do plasma e (a partir das equacoes de Maxwell) expressamos os campos
elétrico e magnético em termos dos potenciais escalar e vetor. Manipulando estas expres-
soes, concluimos que estes potenciais devem satisfazer as equacoes de Poisson e da onda
inomogénea, respectivamente.

Aplicando a segunda lei de Newton em particulas sujeitas & forca de Lorentz e uti-
lizando a aproximacao de fluido, obtemos as equagoes de movimento que descrevem a
resposta do plasma aos campos (e nos permitem resolver o problema auto-consistente).

A partir da equagao da continuidade obtemos uma expressao para as densidades dos
fluidos de elétrons e ions. Aproveitando a simetria cilindrica do problema abordado,
separamos as equagoes até entao obtidas em componentes longitudinais e transversais.

A seguir, obtemos expressoes para as grandezas envolvidas e, utilizando uma integral
de movimento, as escrevemos em funcao dos potenciais. Finalmente, obtemos um conjunto
de equacoes diferenciais nao lineares acopladas que descrevem a evolucao dos potenciais
6, 7].

2.1 O plasma

Podemos definir um plasma como um gas quase neutro, parcial ou totalmente ionizado,
cuja dinamica é dominada pelos efeitos coletivos (interacao entre as particulas carregadas
devido as forgas coulombianas)?.

Neste trabalho, consideramos um plasma composto por elétrons e por uma tnica espé-

cie de fons. Da quase neutralidade, temos que a densidade de elétrons é aproximadamente

1Uma defini¢gao mais rigorosa envolveria a verificagdo do atendimento a certas condigoes ou critérios,
pois nem todo gas ionizado pode ser classificado como um plasma.
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igual & densidade de fons (n. ~ n; = n, onde n é a densidade do plasma. Além disso,
desprezamos as colisdes (uma consideragao razoavel dado que o mecanismo priméario de

interagao entre particulas é via potencial eletromagnético) e os efeitos térmicos.

2.2 Os campos

Para um dado estado do plasma (ou seja, uma distribui¢do de cargas conhecida),

podemos obter os campos elétrico (E) e magnético (B) utilizando as equagdes de Maxwell:

V-E = 4mp (2.1)
V.B = 0 (2.2)
10B
41 10E

ondeJ =) nq.qav, é densidade de corrente totale p = ) nqq, é a carga total. O indice
« indica o tipo de particula (i para fons, e para elétrons). Neste trabalho expressamos

esses campos em termos dos potenciais escalar (¢) e vetor (A):

10A

E = -V¢p——— 2
¢ c Ot )
B = VxA (2.6)

Substituindo (2.5) em (2.1),
V-E = 4mp
10A

V2 + Q(V -A) = —dmp (2.7)

ot
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e usando (2.5) e (2.6) em (2.4),

A7 1 0E
B = —J+-——
VX c +c@t
A7 10 10A
A) = —J+——| — -
VX (VxA) c +c@t( ve c@t)
A7 110 19%A
A VA = -2 = - 2.
V(V-A) -V o - 15 (23)

chegamos a um sistema de duas equagoes acopladas para os potenciais.

Neste momento, ¢ conveniente definirmos mais algumas caracteristicas do problema

que pretendemos tratar neste trabalho.

Com relacao as variaveis, supomos que todas sao fungoes de uma dimensao espacial
(a coordenada na diregdo de propagagao da onda, definida como z) e do tempo ¢. Nessa
abordagem unidimensional, o problema pode ser interpretado como uma onda plana que
se propaga em um plasma infinito (sem bordas). Embora essa situagao seja simplificada
em relacdo ao fenémeno fisico em questao (que seria descrito de forma mais completa
introduzindo-se um perfil transversal no modelo), ela pode ser utilizada para descrever
a dinamica longitudinal ao longo das linhas de campos magnéticos externos e para
descrever a dinamica na frente de ondas (onde essas sao localmente planas). Além disso,
temos também a intencao de estabelecer conexoes entre nossos resultados e investigacoes

previamente conduzidas nesse modelo unidimensional [6, 7].

A onda (pulso eletromagnético propagando-se no plasma, cuja dinamica seréa estudada)
é circularmente polarizada no plano zy (dire¢ao perpendicular a propagacao) e tem a

seguinte forma:

A(z,t) = p(&)[TcosB(z,t) + gsinb(z,t)] , 0=kz—wt (2.9)

que corresponde a uma amplitude, dependente do espaco e do tempo através da variavel

£ =z—Vt (V éavelocidade de propagacao da onda), modulando uma onda plana.

A utilizacdo dos potenciais ao invés dos campos em geral requer a escolha de um
calibre. Considerando-se as caracteristicas acima definidas, o calibre de Coulomb, em que

V- A =0, é uma escolha adequada. Aplicando este calibre nas equacgoes (2.7) e (2.8)
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temos que

V2 = —dmp (2.10)
ou seja, o potencial escalar deve satisfazer a equacao de Poisson, e

1 0’°A 0

o potencial vetor deve satisfazer a equacao da onda inomogénea.

2.3 A aproximacao de fluido

Para descrever o plasma fazemos uso da aproximacao de fluido: consideramos este
composto por dois fluidos com carga elétrica interpenetrados. Utilizamos entao duas
equagoes de movimento (uma para o fluido i6nico, com carga positiva, outra para o fluido
eletronico, com carga negativa) para descrever a resposta do plasma aos campos E e B

(e resolver o problema auto-consistente).

2.3.1 A equacao de movimento do fluido

Uma particula carregada imersa em um campo eletromagnético esta sujeita a acao da

forca de Lorentz e obedece a seguinte equacao de movimento:

dP v X B
= E 2.12
v q( Tt ) (2.12)

Como em nosso modelo as colisoes e efeitos térmicos sao desprezados, podemos con-
siderar que todas as particulas de um elemento de fluido se movem juntas, com uma
velocidade média igual a velocidade individual das mesmas. Abrindo a derivada total

com relagao ao tempo

dP(r,t) oP OP dr;

~[Zre)e

podemos reescrever a equagao (2.12):
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{%jL(V-V)}P:q(EijiB) (2.13)

Substituindo os campos elétrico e magnético pelos potenciais escalar e vetor, através

das equagoes (2.5) e (2.6), podemos reescrever (2.13):

0 10A 1
— . P=gq| - -+ - A 2.14
{at—l—(v V)] q{ Vo Cat—l—cvx(Vx )] (2.14)
Como temos dois fluidos, utilizamos a partir deste ponto um indice nas equagoes.

Desse modo, a equagao (2.14) por exemplo passa a ser

P v v)] P, — 4. (2.15)

10A 1
ot

—vqb—EE—FEVaX(VXA)

Essa é a equacao de movimento do fluido, com o = ¢ para o fluido i6nico e a = e para

o fluido eletronico.

2.3.2 Equacao da continuidade

Esta é a equagao da continuidade do fluido:

on,
B + V- (nave) =0 (2.16)

2.4 Separacao das equacoes em componentes longitu-

dinais e transversais

Dada a simetria cilindrica do nosso problema, é interessante separarmos as equacoes
relevantes em componentes longitudinal (na dire¢ao de propagacao z, de acordo com nosso
sistema de coordenadas definido) e transversal (no plano zy). Um vetor G qualquer, por

exemplo, pode ser decomposto da seguinte maneira:

G = G,i+G,j+G.k
= G, +G,
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A mesma decomposicao pode ser utilizada no operador diferencial V:

;0 .0 0
_ (39 0 2
v (181’ +‘]8y) + 0z

= V,+V,

Através da aplicacao deste procedimento (e de algumas manipulagoes algébricas) nas

equagoes de interesse, podemos separa-las em componentes longitudinal e transversal.

2.4.1 Equacgao da onda

Como ¢ s6 possui dependéncia na coordenada longitudinal z, podemos expressar V¢
como k(9¢/dz). Fazendo isto na equacio (2.11) e expressando a densidade de corrente

como J =J, + J, temos que

CA_1PA_[10(00) x|, dn
022 2 ot2  |coz\ ot ¢ ? c

Esta equacao pode ser separada em duas partes:

uma transversal,

*A 1 0*°A 4dm

02 @oe et (2.17)
outra longitudinal,
10 (0¢ 47
-—— =) =—/ 2.18
c0z ( ot ) c (2.18)

2.4.2 Equacao de movimento do fluido

A esquerda da igualdade na equacdo de movimento (2.15) temos o produto escalar

Vo -V, que pode ser reescrito da seguinte forma:

Vo - V = (Vaz +VaL) : (vz + VL)
= Vaz'vz+vaz'VL+VaL'Vz+VaL'VL
= Vgz- vz + Vol - VJ_

Mas, como s6 ha dependéncia espacial em z (dire¢ao longitudinal), V| aplicado a qualquer

termo serd nulo. Assim,

0
a = Vaz " Vz = Vaz5_ 2.1
Vo - V=v, -V,=1v o (2.19)
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Ainda na equagcdo (2.15), a direita da igualdade, temos o produto vetorial v, x (V x A),

que pode ser escrito da seguinte forma:

K (VX A) = (Vai +Var) X [(mmi)xA}
= (Val + Vaz) X (/f (‘9A>

0z
= (Vi +Va) X GA i 8A$§,
82 0z

( DA, - aA) ( DA, - anA,)
= Vor X | ——=Zi+ + Voo X | — —=Zi+

0z 0z 0z 0z
A, DA, 0A,.  OA, -
= Vg B + Vay Oz k Uazgl — Vaz E]
0A\ - 0A
= (VaJ_ . g)k — UQZE (220)

Aplicando agora (2.20) e (2.19) em (2.15) e abrindo o vetor P, = P,. + P, temos

9 9 B 0p. 10A 1 DA 1/ oA
(at””az)(P“Z*P“l)_qa{_aﬁ‘é%*é(vﬂ a)k__<a_)]

Dividindo agora ambos os lados da igualdade por mc e definindo U = n% ,

5 5 [ 9, 10A 1 OA\ . 1/ 0A
R L e I L (S LR O )

temos uma equacao que pode ser separada em duas partes:

uma transversal,

0 0 o [ OA 0A
( + Vaz )Ual:_ a 2(—+Uozz—)
mc 0z

ot 0z ot
0 0 0 0
(at * “‘“Zaz)U“l T (8t * ““Zaz)A =0
0 0 Ga _
(at + Uazaz) (Uai + @A) =0 (221)

parte transversal da equacao de movimento

outra longitudinal,

) ) 4 o OA
(a”a@)%—%( 9z ¢ Va_)
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que pode ser reescrita como

0 0 _ Ga 0¢ 0A
(a + /Uaz&)Uaz = ( . + Vol - @) (2.22)

parte longitudinal da equacao de movimento

2.5 Obtencao da velocidade de propagacao das parti-

culas v,

Podemos expressar v, como a soma de suas componentes longitudinal e transversal
Vo = Vo, + Va1, onde a componente v, pode ser calculada a partir da parte transversal

da equagao de movimento (2.21), que nos leva a concluir que

mc

(Ual + qa2 A) = constante

U,, = constante — o

mc?

Tomando a constante igual a zero (ou seja, assumindo que os elétrons e fons sejam

imoveis no infinito onde o campo é nulo) e considerando que U = P _v

temos que
mc C

v, = o A (2.23)
mey,

CALCULAR v,,?7??

2.6 Obtencao da densidade de corrente J

De forma anéloga ao que fizemos com a velocidade v, vamos expressar a densidade de
corrente J em funcao de suas componentes longitudinal e transversal J =J, + J, . Para
obtermos a componente J, vamos utilizar a parte longitudinal da equagao da onda (2.18)

10 (09 _4m,
coz\ot) ¢ °°

Como pretendemos expressar todas as equagoes como funcoes da variavel £ = z — Vi,

é interessante explicitarmos as relacoes entre 2z ,t e 5 . Partindo da definicao de é , temos
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que

ou seja, podemos estabelecer uma equivaléncia entre as derivadas parciais em relacao a z

e t e as derivadas parciais em relacao a &

o 0
o 5,
5 = _Va_é (2.25)

Aplicando essas relagoes na equacao (2.18) podemos obter uma expressao para J,:

2
J— YO0 (2.26)
4 5¢?

Essa expressao pode ainda ser simplificada se aplicarmos a relacao (2.25) na equacao de

Poisson (2.7)
0?¢ D¢

e abrirmos a expressao da carga total

P = ZQana
a

= (e)n; + (—e)ne
p = edn (2.28)

onde n; é a densidade de ions, n, é a densidade de elétrons e én = n; — n,. Finalmente,
aplicando (2.28) e (2.27) em (2.26),

J, =eVin (2.29)

parte longitudinal da densidade de corrente

que pode ser interpretada como a densidade de corrente liquida no referencial da onda.

A componente J; pode ser obtida aplicando-se a componente transversal da velocidade
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Voo (2.23) na expressao J = > naqaVa
JJ_ - Z NaqaVal
(0%
- _ZHQQQ< o A)
~ MCYq
2
= — Z Nala A
— MCYa
Nee

2
= — A—

MeCYe m;Ccy;

2 )
_ CE+ZE&)A
MeC \ Ve my i

n; 62

A

ou ainda, definindo = m./m; ,

2 .
j J— ("— + ME)A (2.30)
MeC \ Ve i

parte transversal da densidade de corrente

2.7 Obtencao da densidade de particulas n,

Abrindo o operador diferencial V na equacao da continuidade (2.16)

Ony,
W + (vz + VL) : (nava) =0

Dado que s6 ha dependéncia espacial em z, o produto escalar de V com qualquer outro

vetor tera resultado nulo. Podemos entao simplificar a expressao acima:

% + V. (navae) =0

Além disso, V, - vy =V, (Var + Vai ) = V., - Vo, = (0/02)(vaz) , OU seja

on, O B
ot ) =0

Definindo 3, = v,./c e aplicando essa defini¢ao na equagao anterior

Oony, 0 B
rra + C&(naﬂa) =0
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Utilizando as relacdes entre as derivadas em z e t e as derivadas em £, (2.24) e (2.25)

—Vana +c 0 —(nafa) = 0
o€ 85
on, ¢ 0

3—§_V€9§( aﬂa) = 0

e definindo V, = V/e

Oong, 10 B
aé’_" _Voa_g(naﬂoJ - O

0 Cnafa
a{(na Vo) = 0 (2.31)

podemos a partir da equagao (2.31) obter n,, :

NaBa
Vo

Na — = constante = ny (2.32)
Dessa expressao vemos que se as particulas se deslocarem com a mesma velocidade que
a onda (5, = Vy), a constante ng = 0. Ou seja, todas as particulas a acompanham e a
densidade de fundo é nula. Considerando o caso em que ng nao é nula e isolando n, em

(2.32) temos que
noVo

_ﬁa

Essa expressao nos permite observar que n, — oo a medida que 3, — V{, uma condicao

Ng = (2.33)
que caracteriza a quebra de onda. 2
2.8 Obtencgao do fator relativistico -,

B 1
o= 1—02 /2

. ~ AN 2 5 2.
Faremos algumas manipulagoes algébricas para expressar v, como funcao de UZ:

Por definicao,

,y2 _ 1 _ 1_U§Z/CZ+U§z/CZ =14+ ’Uiz/CZ
“ 1—22 /02 1 -2 /c? 1 -2 /c?
2.2 9 p2
:1+7aa_1+mﬁyaa_1+ a:1+U2
c? m2c? m2c?

2A quebra de onda sera discutida na secdo 3.2.2.
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Com isso, temos a seguinte expressao para 7> :

v:i=1+U? (2.34)

2.9 Obtencgao da integral de movimento

Substituindo v, (2.23) e v,, por 3, na parte longitudinal da equagao de movimento
(2.22) temos

0 0 G (09 4o A
el il - _ kit A2
<3t + cbe 82) Uas mc? <C 0z * MaCYa 0z )
ou ainda,
aUvozz aUaz o a¢ qz 0A o
ot +cla 0z + meC 0% + m2c3y, 0z 0

Reescrevendo o produto entre o potencial vetor e sua derivada em relacao a z

oA _10/AF
0z 2 0z

e aplicando as relacoes entre as derivadas em z e ¢ e as derivadas em &, (2.24) e (2.25)

temos 3

dU.,. dUs.  qa d 2 1dA]?
Ly Was g Uos | G0 O qn LA

e dE ' macdé  miva2 dE

. 2 2 ~ .
Definindo A\, = ﬁ = —5— , esta expressao pode ser reescrita como
« «

V' dU,. o d Ao d|A|?
(ﬁa——) = + q2_d3+_!~\ =0
c) d&  mactdE 2% dE

Substituindo V/¢ por V; (conforme definimos anteriormente), obtemos a seguinte expres-
0 du, d Ao d|AJ?
?Z + qa 5 _¢i + o | J — 0
dE ' Ma®df | 2va df

Como queremos obter uma integral de movimento a partir dessa equacao, tentamos

(ﬂa - VE])

(2.35)

reescrevé-la de uma forma mais compacta. Expressando (3, como funcao de U,,

PO(Z _ ma’YaUaz UO(Z

= 'Vaﬂa - 60( = (236)

MeC MeC Ve

Uaz -

3Nessa expressao as derivadas parciais foram substituidas por derivadas totais sem perda de generali-
dade, dado que todas as variaveis sao fun¢oes somente de &.
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e aplicando (2.36) em (2.35) temos

Upo AU dUpe  Go dd Ao d]AJ
v Ga_dd Ao dAF

Yo dE A€ ma df | 27a dE

(2.37)

Analisando os termos desta equagao que contém 1/7, (ou seja, o primeiro e o quarto

termos):
Us: dUs. Ao d|AJ? 1 dU2, A, d|AJ?
e = oy 2
Ya d& 2V dE 2V dE 27 dE
1 [dU? d|Al?
_ _( Ui“z+)\a‘—~|) (2.38)
290\ d€ dé

Mas, de (2.34) temos que
7% =1+U.=1+U., +U., (2.39)

e de (2.23) podemos expressar U, em fungio de |A[?

(_Qa)2
m2ct

2
UaJ__

AP = AP = MJAP (2.40)
Substituindo entao (2.40) em (2.39),

V=14 NJAP + U2, (2.41)
derivando esta expressao em relacao a é

d”y; B

dU?, d|A?

= + A (2.42)
g dg dg
e aplicando (2.42) em (2.38), temos
Un: AUs: | Ao d|AP? 1 (dUsz d\AIQ)
r + =~ — - ——— + =~
Yo dE 27 d¢ 29, \ d¢ d¢
_ L(%)
270 \ d€
1
- 2o
2% d¢
A 2
Uor sz | Ao dIAF_ - dte (2.43)

Yo dE 2V dE d¢
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Utilizando (2.43) podemos reescrever (2.37),

dq AUy, o d
Doy e q—2—¢ =0
dé . mac® d¢
d Qo
v = VoU,, + —2— =0
dg (7 0 + m ch))

(67

ou seja,

mqa02¢) = constante (2.44)
o

Yo — ‘/()Uaz +

Podemos ainda aplicar a relagao (2.36), entre Uy, € Yo , em (2.44)

Ya(1 = BaVo) + da 5¢ = constante
My C

(67

Considerando que, para |£| — oo,

Yo — 1
Bay® — 0

podemos concluir que a constante ¢ igual a 1. Finalmente, temos a integral de movimento

Yol = BuVo) + mqac2¢> =1 (2.45)

(0%

a partir da qual poderemos expressar todas as quantidades em termos dos potenciais ¢ e A.

2.10 Expressando 7, em termos dos potenciais

Partindo da integral de movimento (2.45)

Ya(1=BaVo) = 1— L g

72(1 - ﬁoz‘/())2 =

Us:.,  U? A
7§<1—2 Vo + ‘;ZVO?) - (1— d qs)

P)/Ol 704

V2 — 274 Ua: Vo + U2V

R ¢)2 (2.46)
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De (2.41) temos que U2, = v2 — 1 — \,|A|?. Aplicando esta relagio em (2.46),

M C2

2
72 - 2’701Uaz% + (72 -1- )‘Ot’A‘Q)‘/(? = (1 - fo ¢)

2
Yo T72V5 = 2%la:Vo = <1 - o ) + (14 A APV
(2.47)
Manipulando o lado esquerdo da igualdade
'72 + ’72%2 - ZVaUaz‘/O = ’72 + ’72%2 - 27a(7aﬁa)‘/()
= Y2+ 7aVe — 2720 Vo + V2B — 2l
= N +7Vo—Ba)* =205
= 2+ Vo—6a)’ - (U2)
= Yat7a(Vo— 0B = (7a —1 - alAP)
Vo + Y3V = 27%UaVo = 7a(Vo — Ba)? + 1+ Xa|AJ? (2.48)

podemos reescrever (2.47):

2
0= P41 AIAR = (1= ) 1A AP

2
=07 = (1= 200) (1 MJAPIVE - (14 AuJAP

2
R0a= ) = (1= 0] (0 - DL+ AJAP

Definindo p =1 — V}}

2
72(%_ﬂa)2 = <1_mq«102¢) _p(1+)‘a’A‘2)

o= = [(1- %<Qz—pa+AaAmr (2.49)

M, C2

e multiplicando —Vj, obtemos a seguinte expressao

1

2
_Va‘/()2+'7a‘/0ﬂa - _‘/O|:(1_ qa2¢) _p(1+/\a|A‘2):|

MeC
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cujo lado esquerdo da igualdade pode ser reescrito da seguinte forma:

Va%ﬂa - P)/a‘/()Q == P)/a‘/()ﬁa - P)/a‘/()Z + Yo — Vo
= Va(l - VOQ) - ’Ya(l - BaVO)
’Vav()ﬂa - 70(%2 = PVa — ’70((1 - 60(‘/0) (250)

Da integral de movimento (2.45) temos

Ga
MeC?

Ya(l = BaVo) =1 - ¢ (2.51)

que, ao ser aplicada em (2.50), resulta na seguinte expressao :

ma—(l— fo ¢>) =—vo[(1— o ¢)2—p<1+AQ|A\2)r

MeC? MeC?

Yo = {(1 = mqjcgcb) - voKl - mq:Cch)g —p(1+ Aa\AP)] %}/p (2.52)

Yo €m funcao dos potenciais

2.11 Expressando 3, em termos dos potenciais

Dividindo (2.49) por Vj

aMo 1 (7 2 2
o — JoPa _ {(1— q 2¢) — p(1+ M\|A]?)

Vo W M C

podemos reescrever o lado esquerdo da igualdade da seguinte forma:

'Vaﬂa ’Yaﬁa
a - a aav_ aav
gl Vi gl 7 + YalBaVo = YalaVo
YoBe Yala
a = al_ aV aav_
Yo =y Yol = BaVo) + VaBaVo v

(2.53)

ou ainda, utilizando a relagao (2.51),

’Yaﬂa _ ( qo
Yo — - -
Vo
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Substituindo a expressao acima em (2.53)

1

2 2
(1 - mqaCQd)) + YalBaVo — Yoo _ 1 Kl - 2¢) —p(1+ AaIA\Q)}

a Vo Vo M, C

e multiplicando-a por —V}

1

2
_VE] (1 - qulCQQS) + P)/aﬁa‘/oQ - P)/aﬁa = - |:<1 - fo 2¢) _p(l + )\Q‘A|2):|

« meacC
1

2 2
-V (1 - mq“62¢) Y Ba(1=V5) = — [(1 — e 2¢) —p(1+ Aa\AIQ)}

« meacC

Mas, como ja definimos, p =1 — V{:
1

2 2
—V (1 - mqa02¢) + PVafa = — {(1 _ _Ga 2¢) —p(l1+ )\a|A\2)}

for maC

Finalmente, podemos isolar (3, e expressa-lo em funcao dos potenciais

Ba = {Vo(l - mq:CQ¢) — Kl — mq:CQ¢)2 —p(1+ )‘a|A‘2):| %}/ma (2.54)

2.12 Expressando n, em termos dos potenciais

Tomando a inversa de (2.49)

—-|(1- q“2¢)2—p<1+xa|A\2>}

’Ya(Vo - ﬂa maC

D=

e multiplicando-a por ngVy

1
2

v AN
ﬁ = ’fLoVo’Ya |:(1 - mq 62¢) —p(l + /\a‘A|2>:|

Mas, de (2.33), temos que o lado esquerdo da igualdade é o proprio n,. Ou seja, esta é a

expressao de n, em funcao dos potenciais:

1
2

"o :novova{(l _ o ¢)2 —p<1+Aa\A|2>} (2.55)

M C2
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2.13 Expressando J, em termos dos potenciais

Utilizando a expressao obtida para n, (2.55) na equagao da J, (2.30)

¢ [ noVoy ¢ .\ E
J = — e[(1— 62¢) —p(1+Ae\A|2)] +
mec Ye MmeC
noVos i 2 -3
+ wu{(l— Z2¢) —p(1+)\i\A|2)} }A (2.56)
i m;c
Expressando \; em funcao de A,
e? m? e? m? e?
A= m2ct T m2midt mim2ct HA: (257)
e considerando que a carga dos elétrons é ¢. = —e e a carga dos fons é ¢; = e
i Me ¢ Me g, € 3
50 = = — SO =p——=0=A¢
m;c Me M;C m; MeC mec

podemos reescrever a expressao (2.56) da seguinte forma

2
1
Jl - _noe ‘/O{ 1 1 +
M€ L1+ 2A9)2 = p(L+ A JA])]?
+ . 1 }A (2.58)
(1= pAZ¢)? — p(1+ p2A|A?)]2
Definindo
02 = A\ (2.59)
W= AJAJ? (2.60)
e aplicando (2.59) e (2.60) em (2.58) temos
2
nge 1 "
J =- Vo +
mee | /(I + 92 =p(L+9?2) /(1= pp)? = p(1+ p2y?)
ou ainda, se definirmos (por simplicidade de notacao)
relp, ) = V(1+9)?2—p(l+y?) (2.61)

ri(e, ) = V(1= pp)? — p(1+ p2¢?) (2.62)
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temos finalmente J, em fun¢ao dos potenciais

2

JL _ _noe ‘/O

1 p
reed) | Tl w)] A (2:63)

MeC

2.14 Expressando én em termos dos potenciais

Como on =n; —n, , temos:

2 3
5n:n0V0{% [ (1— qi2¢) —p(1+)\i|A‘2)] -

m;C

. { (1— q62¢)2—p(1+Ae|A\2)y%}

MeC

Utilizando a expressao (2.52) para substituir 7; e 7. na equagao anterior e aplicando as
defini¢oes (2.59), (2.60), (2.61) e (2.62) temos

5n = Vo | (L—pp) —rile, D)Vo (14 ¢) —relp, ¥V

p 7"1(907w) Tg(@ﬂﬂ)

oo | (L—pp) (L4
S T ) e (264)

on em func¢ao dos potenciais

2.15 Obtencao das equacoes diferenciais nao lineares

acopladas para a evolucao dos potenciais

Aplicando p = edn (2.28) na equagdo de Poisson escrita como fun¢ao da variavel 5

(2.27) e substituindo on pela sua expressao (2.64) temos

P mno%[l—us@ 1+ }
O€2 p Lrile, ) re(e, )
Como ¢ = g = (e/mc?)¢ , multiplicando ambos os lados da igualdade por (e/m.c?)
temos
P  —4meing Vj
g2 me

L—pp 149
T’L(SO7¢) T6(¢7¢>
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Definindo a freqiiéncia de plasma dos elétrons w? = (4meng)/(me),

Po Vowi| 1+p  1—pp
852 C2p Te(QO7 ¢) Ti(@? ¢)
e redefinindo a variavel ¢&:
We ~ 82 2 82
e S 2.65
(=% =Y (2.65)

temos finalmente a seguinte equacao diferencial para a evolucao de ¢:

Pyp W
oz p

Y XY Y (2.66)

l+¢ 1—u90]

Substituindo J; (2.30) na parte transversal da equagao da onda (2.17) e considerando
as definigoes (2.61) e (2.62),

A 1A 47r{ nge?
= — Vo

022 2o ¢

1 1%
7"6(90, W " Ti(@? w)] A}

Multiplicando essa equagao por ¢?, utilizando a defini¢ao da freqiiéncia w? e introdu-
zindo a variavel complexa A(z,t) = Ao 1/2¢(§) 01 tal que |A]2 = |A]2 = A2,

MeC

o2 o re(p, ¥) * ri(p, ) (2.67)

3214 92A 1 ~
=z ‘/OWQ 1% A
(
Utilizando essa definicéio, que nos permite relacionar ¢ com v (da definigao de A temos
que |A|? = 92, ou seja, ¥* = X\;'9?), podemos reescrever o primeiro termo a esquerda da,

igualdade em (2.67) da seguinte forma:

82A 0? 1 0z,
Cog = Ao MO "]
B 5 O (OY 4 det? -1
= <5 (a Y )
_ 32¢ 19 éw) aeu‘) 82 6 _%
B < +23_3z +¢3z2) ‘

ou ainda, como (06/0z) =k ,

2 2 1.
aa;; = (g—f +2i ka_w - k%) A 2e? (2.68)
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Analogamente, o segundo termo a esquerda da igualdade em (2.67) pode ser reescrito da
seguinte forma:
?A 0

28 = D@t

B o de? -1
B 6t(8t Y )

_ (82¢ 0 L9 aw 8619 8261‘9)

Ae

N

Bl o ot Ve

ou ainda, como (00/0t) = —w ,

PA (P 0, \ L
oA _ [TV 9, %Y 2 2.
5 (8152 W —w w))\ e (2.69)

O lado esquerdo da igualdade em (2.67) pode ser reescrito como

ﬁ—w—[( G~ g e ety ) (G oG 1 @)

Aplicando essa expressao na equagao (2.67) temos

2P Py op ¥
( m — W — ]CQCZ'QD +w2¢) (k02 G 815 )

Vow? N 1Vow?
Te(@,¢) rl(@aqu))

¥ (2.71)

Como o lado direito da igualdade em (2.71) nao possui termos imaginérios, os termos

imaginarios do lado esquerdo devem se anular. Ou seja,

82/1 PA 1 0% %Y 2 122
T2 _ T2 _ a2l 2V _ 2.72
o T e { oz gp Tk W] (2.72)

Através das relagoes (2.24) e (2.25) podemos expressar as derivadas parciais em relagao

4Desta equagao podemos concluir que V = c?k/w, onde V pode ser interpretada como a velocidade
de grupo nao linear, dado que estamos trabalhando em regimes onde w e k estao relacionados por uma
relagao de dispersao nao linear.
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a z e t como derivadas parciais em relacao a &

62882—;21 — a;—t? = )\;%eia (¢ — VQ)Q—}f + (o — k202)¢]
o1 Y (e
| @ ) o
= /\e_%ew -62<1 —-V5) Z}f (w? k202)¢]
BAPE il P (2, -

Aplicando entao a relagdo (2.73) na equacao (2.67) e substituindo nessa a expressao

- EE T
A = )\ 29¢e" temos

2 2
62/\6_%6“9 {pa 4 + (w_2 — k2) 14 = Vow?
c

1 1
)+ H ]¢)\e;eze

O€2 re(p, ) T, 1))
0% (w2 2) Vow? 1 0
TP (L ) =

v t\a R ) = e re@,w*w,w]w

2 0&?

2 92 2
P v eI
2 0&? c?

pw_g@Q_w + (w_Q_k2)¢:%wg¢

>y & w? w? 1 U
o pw2{<k2_c_2)¢+%c_2¢[re(%¢)+m(<p,¢)”

aQ—w _ (k2c2_w2) +%
o¢? pwg

1 M
ree ) n(so,w]
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Como Vy = V/c = (kc/w) — k*c? = w?V:

o - (wQVing)“%*” n(si,w*n(ﬁ,w)]
% - _O%wzvog)”%*%” n(si,@z))*n(sf,w)]
g%p = re«i,«m*n(:«m]
& ‘5_ - n(si,w)*n(ﬁw)]

Definindo w?/w? = 1, temos a seguinte equagao diferencial para a evolugao de

oy 1. W
o nw+pw

1 %
@) Ti(so,w)] 27

Finalmente, alterando (por simplicidade) a notagao das derivadas em relagao a &,

6295 7
5% "

podemos reescrever as equagoes (2.66) e (2.74):

//:‘/0

p

Te((paqu)) Ti((paqu))

(2.75)

1+¢ 1—u<p]

equacao diferencial para a evolug¢ao de ¢

1 7
re ) m(soﬂﬁ)] (2:70)

equacao diferencial para a evolugao de

N
n p

As equagbes (2.75) e (2.76), que governam a dindmica dos pulsos eletromagnéticos no
plasma, nos fornecem a base necessaria para estudarmos os fendmenos de interesse. A
partir desse momento, por simplicidade, re-escalamos w/ck — w e w,/ck — w,. Com isso

n preserva a sua forma e w = 1/Vj.



Capitulo 3

O formalismo Hamiltoniano e suas

implicacoes

Neste capitulo apresentamos um Hamiltoniano a partir do qual as equagoes para a
evolugao temporal dos potenciais (2.76) e (2.75) podem ser obtidas. Essa formulac¢ao nos
permite interpretar o problema abordado como uma quase-particula com dois graus de
liberdade, sob a agdo de um potencial efetivo [13]. Vemos também que a presenca de
raizes nesse Hamiltoniano restringe os valores possiveis de ¢, e que a forma assimétrica
do potencial efetivo o divide em duas regioes distintas e estabelece um limite de energias
para a existéncia de Orbitas periddicas. Por fim, discutimos sobre as técnicas de analise
de dinamica nao linear utilizadas para abordar o problema, buscar solucoes e avaliar a

estabilidade das mesmas.

3.1 O formalismo Hamiltoniano

A existéncia de uma constante de movimento calculada por Mofiz e de Angelis [7] é
um forte indicio de que o sistema pode ser descrito por um Hamiltoniano das coordenadas
Y e ¢ e seus respectivos momenta conjugados Py e P,. A percepcao de que o momentum
conjugado P, nao é ¢ (forma “tradicional”), mas —¢’/p, nos conduziu a obtencao desse

Hamiltoniano )

P? P 1 % 1
H=-2_p=2 4+ 424+ 2y, —r 3.1
5 P +2n¢ + T(so,iﬁ)JrM?“(smﬁ) (3.1)

a partir do qual podemos calcular as variaveis de interesse através das equacgoes de Ha-

milton



Capitulo 3: O formalismo Hamiltoniano e suas implicacdes 29

o0 1. W L p }: "
Fo= o nw 7 v L“e(w,@/)) MR v (33)
. OH
7= ap —pF, (3.4)

OH _Vo[lﬂo 1—#90] ¢"
Te((paqu)) Ti((paqu))

P[p = —% = ]? = - (35)

resgatando (como esperado) as equagdes diferenciais para a evolugao temporal dos poten-
ciais (2.76) e (2.75).

Essa formulagao nos permite interpretar o problema como uma quase-particula sob a
acdo de um potencial efetivo U(p, ),

Ul ) = =500 = -2 el ) + i) (36)
onde o sinal é negativo devido & massa efetiva negativa de ¢, como pode ser visto no
Hamiltoniano (3.1).

H é constante, dado que nao depende da variavel “tempo” &, e seu valor £ pode ser
calculado apos especificarmos condicoes iniciais adequadas. Como estamos interessados
na propagagao de pulsos localizados, que desaparecem para |{| — oo, sabemos que as
condicoes Py = P, = ¢ = 1) = 0 devem pertencer a dinamica relevante. Aplicando essas

condigoes no Hamiltoniano podemos calcular o seu valor (que corresponde a energia do

(5

sistema):

3.2 A dinAmica

3.2.1 Condigoes impostas pelo Hamiltoniano

Dado que estamos interessados em quantidades que sao reais, a presenca de raizes no
2

Hamiltoniano limita a dindmica da quase-particula a regiao em que r2, r? > 0 simulta-

neamente. Para garantir essa condi¢ao, precisamos aplicar restricoes sobre os possiveis
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valores de ¢. Considerando que p=1—V, >0,

re(e, ) > 0
(1+¢)?=p1+9*) > 0
p > V(14972 -1 (3.8)
i, ) > 0
(1= pp)? = p(1 + p**) > 0
1= VR > (3.9)

Ou seja, ¢ deve ser maior que a quantidade calculada em (3.8), a qual denominamos
©min, € menor que a quantidade calculada em (3.9), a qual denominamos .. Combi-
nando as desigualdades, concluimos que a dinamica deve evoluir dentro da seguinte regiao
fisica

Cmin = VP(1+9?) —1 <@ < %[1 — V(1 + p2?)] = Omas (3.10)

Como estamos interessados na resposta do plasma a propagacao dos pulsos eletro-
magnéticos, fixamos a nossa atencao no comportamento do potencial eletrostatico, ana-
lisando a evolugao temporal de ¢ e P, para diferentes pulsos (caracterizados por valores
de parametro' distintos). Como o sistema possui dois graus de liberdade?, a analise do
comportamento de ¢ e P, requer condi¢oes sobre ¢ e P, . Em nosso caso, realizamos essa
analise quando o plano ¢ = 0 & cruzado com P, < 0. Nessa condi¢ao, o potencial efetivo

V. 1
U(p,0) = —p—S (1+90)2—P+p (1—pp)?—p (3.11)

tem um minimo em ¢ = 0, o qual é um ponto fixo estavel para pequenas oscilagoes de ¢,

e a desigualdade (3.10) se resume a

1
Pmin = \/]3 —l<ep< ;[1 - \/ﬁ] = Ymaz (3-12)

Outra caracteristica relevante de U(p,0) pode ser observada se utilizarmos os valores

!Detalhes sao discutidos na secio 3.3.1.
2Consideramos cada par formado por coordenada e momentum conjugado como um grau de liberdade.
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extremos de ¢: calculando a diferenga entre os quadrados

2(1 = p?)(1 = p)V§
127/

U(@min) = U (Prmaz) = >0 (3.13)

vemos que o valor é sempre positivo. Como U < 0, podemos afirmar que U(@min) <
U(@maz). Ou seja, a “altura” do potencial em ¢4, € sempre maior que em @y, -

Essa assimetria, exemplificada na Figura 3.1, divide o potencial em duas regides dis-
tintas, estabelecendo um limite para érbitas ciclicas: ¢ deve ser tal que o correspondente

potencial nunca esteja acima do nivel U(@mir).

) ©

(@ Ulg, 0)

Ulg, 0)

—4.952x% 10°
—0.20008

-4.9522x 1¢°

~0.00005 _ 0.00005 000015 ¥ o1 01 03 05 ¢ 5 10 15 ¢

Figura 3.1: graficos do potencial U(p,0) tragados para (a) V5 = 0,01, (b) Vo = 0,51 e
(¢c) Vo = 0,99. Embora os extremos a esquerda dos graficos correspondam aos valores de
wmin referentes as velocidades citadas, os extremos a direita nao correspondem aos valores
de @mas (0s gréaficos foram truncados nesta direcao)

3.2.2 A quebra de onda (wave breaking)

Além de limitarem os possiveis valores de ¢ para evitar resultados complexos, as raizes
re(p, 1) e ri(¢, 1) também desempenham um papel relevante na ocorréncia do fenomeno
conhecido como quebra de onda (wave breaking), onde a amplitude da onda de densidade
das particulas (elétrons ou ions, dependendo do caso) cresce tanto (e de forma tao abrupta)
que as particulas do plasma nao conseguem ultrapassar seu pico e sao arrastadas, criando
singularidades na densidade do plasma. Quando isso ocorre, o modelo deixa de ser valido
para descrever o problema.

Podemos compreender a relacao entre essas raizes e a quebra de onda através da
analise das densidades de elétrons e ions: partindo da equacao de n, expressa em funcao
dos potenciais (2.55) e fazendo uso da equacao de v, (2.52), da relagdo entre A\, e \;
(2.57) e das definigoes de ¢ (2.59), ¢ (2.60), r. (2.61) e r; (2.62), chegamos as seguintes
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equacoes:
o nOVE) (1+(10)_T6(90aw)‘/0
o= MRS 1)
~_ noVo [ (1= pe) — e, ) Vo
O B e 619

Dessas equagoes vemos que as densidades das particulas sao inversamente proporcionais
as raizes (n, o '), ou seja, n, diverge & medida que r, — 0, caracterizando a ocorréncia
da quebra de onda.

E importante enfatizarmos que, embora essa divergéncia da densidade sirva para indi-
car a ocorréncia do fenomeno de quebra de onda, ela é de fato uma limitacao do modelo de
plasma frio; em um modelo com efeitos térmicos, estes limitam a quantidade de particulas
capturadas pela onda e impedem o surgimento de singularidades na densidade do plasma.

Quando a velocidade de grupo da onda esta proxima da velocidade da luz temos que
Vo — 1 e, consequentemente, p = 1 — ViZ — 0; podemos entao concluir a partir de (3.13)
que U?(0min) < U*(Pmaz) € que essa é uma condigdo em que a ocorréncia da quebra de
onda é muito mais provavel para os elétrons do que para os fons. J4 quando Vj — 0
(p — 1), temos que U?(@min) ~ U*(¢Ymaz); nessa condigao, a quebra de onda também

pode ocorrer para os ions.

3.2.3 Analise linear

Podemos avaliar o comportamento do potencial vetor 1, associado a amplitude (e,
conseqiientemente, a intensidade) do pulso eletromagnético (um laser, por exemplo) e do
potencial eletrostatico ¢ (associado ao wakefield, o campo elétrico gerado pela propaga-
¢ao do pulso eletromagnético) frente a pequenas perturbagoes calculando as freqiiéncias
lineares associadas a pequenas flutuacdes dos mesmos. A aplicacao de uma expansao do
tipo

of of

fle, ) = f(0,0)+ %(0, 0)e + %(O7 0)Y + ... (3.16)

nas equagoes (2.75) e (2.76) nos permite reescrevé-las da seguinte forma:

P = QY (3.17)
" 2
" = —Qp (3.18)
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onde y, e €2, sao as freqiiéncias lineares que estamos procurando

1 1
0 = ——4+=(1+ 3.19
) 7 p( 1) (3.19)
1

De (3.20) temos que a freqiiéncia €2, € real, condi¢ao que aplicada a equagao (3.18) garante
a estabilidade do potencial ¢. J4 a freqiiéncia {2, pode ser imaginaria (pr < 0, que implica
em um comportamento oscilatorio) ou real (be > 0, que implica em um comportamento
instavel, dado que perturbagoes crescem indefinidamente). De fato, a igualdade be =0

nos permite obter o valor limiar de n

p
= ——— 3.21
L (3.21)
a partir do qual pr > 0 e a instabilidade est& presente. Essa é uma condicao necessaria
para que v alcance valores grandes a partir de oscilagoes muito pequenas, que pode ser
garantida se a seguinte relacdo, expressa em fungio de w e obtida a partir de (3.19) e da

defini¢ao de n = w?/w?, for atendida:

Q> 0
1 1
~(1+p) =2 -
p 1
Lavy > W
PO
wi(l+p) = po’ (3.22)

Como p=1—-VZ e w=1/Vp, temos que pw? = w? — 1. Podemos entao reescrever a

expressao (3.22) da seguinte forma:
T+wi(1+p) > w? (3.23)

Finalmente, considerando também a limitagdo w > 1 (imposta pela condigao Vp < 1),

temos a relagao para w que garante a presenca da instabilidade:

l<w’ <14+w(l+p) (3.24)
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Tomando o sinal de igualdade na relagao (3.23), podemos calcular o valor limiar de w na

condicao Q2 =
we =1+ w2(1+p) (3.25)

de modo que para w < w, a instabilidade esta presente. Se expressarmos (3.25) como
fungao das das grandezas originais (ndo adimensionalizadas), vemos que w, é também a

relagao de dispersao linear para ondas eletromagnéticas: w,? = k?c* + w?(1 + p).

3.2.4 Regimes esperados

Iniciando a propagacao de um pulso com w ligeiramente menor que w,, esperamos
ver ondas com amplitudes pequenas, que crescem a medida que nos distanciamos desse
limiar. Além disso, nessa condicao de proximidade do limiar as modulacoes da amplitude
do campo do laser (1)) sdo extremamente lentas, enquanto que as oscila¢oes do potencial
elétrico ¢ permanecem relativamente altas. Essa disparidade entre as freqiiéncias fornece
as condigoes necessarias para uma dinamica lenta adiabatica onde, para um dado potencial
vetor ¢ (que varia lentamente), o potencial elétrico ¢ sempre se acomoda nas proximidades
do minimo do potencial efetivo (3.6).

Um fato relevante na procura por solugoes adiabaticas é o quao préximo do minimo de
U deve-se estar para encontra-las: se nao posicionarmos ¢ exatamente sobre esse minimo,
havera movimento oscilatério em torno deste ponto (que se desloca lentamente devido a
acao do 1)). Porém, essas oscilagoes so ocorrem de forma consistente se a orbita estiver
livre para vagar tanto para a esquerda quanto para a direita do minimo ¢ = 0, ou seja,
se ela estiver inteiramente aprisionada no potencial U .

E importante observarmos em (3.10) que ¢, refere-se ao menor valor de ¢ dispo-
nivel, e ndo ao minimo de U. A medida que nos afastamos do limiar w,, esperamos que
modulagoes mais rapidas e amplitudes maiores comecem a introduzir comportamento cao-
tico no sistema, fazendo com que este deixe de ser integravel. Esse tipo de perspectiva
concorda com o resultado de trabalhos anteriores |6, 7|, onde regides adiabaticas tém sido
interpretadas como estando essencialmente associadas com dinamicas quase-neutras.

Para a analise de pulsos com amplitudes grandes (a ser discutida no capitulo 5),
partimos de condigoes previamente estudadas para as quais a existéncia desse tipo de

solucdo é conhecida [6].
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3.3 Analise da dinAmica nao linear

3.3.1 Os parametros

Partindo do valor de V4 (o qual define o regime em que estamos trabalhando) calcula-
mos w = 1/Vj, que deve ser maior que a unidade para que a condicao (3.22) seja satisfeita,
e 1, o valor limiar de 7, a partir da expressao (3.21). Esse valor limiar aplicado na defini-
¢ao do parametro n = w?/w? nos permite calcular a freqiiéncia de plasma dos elétrons no
limite da estabilidade: w? = n,w?. Parametrizando 7 em relagao a 7, , como 1 = (1+0§)n.
com 0 < § < 1, por exemplo, podemos estudar a dinamica do problema a medida que

nos afastamos desse limiar.

3.3.2 Secao de Poincaré

O espago de fase de um Hamiltoniano contém informacoes que possibilitam a analise
qualitativa da dinamica do sistema em estudo. Vamos visualiza-lo através de secoes de
Poincaré tragadas para o par de varidveis (¢, P,), cujos valores sao registrados cada vez
que o plano ¢ = 0 é cruzado com P, < 0.

Como pulsos isolados nao podem ser vistos em secoes periodicas, temos que fazer uma
pequena alteracao na energia

g=" (1 + 3) (140 (3.26)

p H
onde € < 1. Este artificio nos permite evitar a cauda evanescente P, = P, = =19 =0 e
converte pulsos isolados em trens de pulsos quase-isolados. Nas simulacoes, nos nos certifi-

camos da convergéncia desses trens de pulsos para solugoes solitarias a medida que € — 0.

Na simulagao numérica realizada para obtermos os dados necessarios para tracar as
secoes de Poincaré, integramos o conjunto de equagoes acopladas (3.2) a (3.5) para cal-
cular a evolucdo temporal de 20 particulas com condigoes iniciais distintas (previamente
definidas) durante 10.000 periodos do potencial vetor . Os valores do par (¢, P,) foram
registrados cada vez que ¢ = 0 e P, < 0. Desse modo, as se¢oes de Poincaré representam
o espaco de fase no plano ¢ = 0, onde um ponto (¢, P,) é tracado cada vez que Py cruza
esse plano no sentido definido por P, < 0.

Para estudarmos a transicao de um regime quase-integravel para um regime caotico,
fizemos simulagoes numeéricas para diversos regimes, basicamente caracterizados por va-

lores de Vy e n distintos (em geral, foram tragadas se¢oes de Poincaré variando-se o valor
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de n para um dado valor de Vj).

3.3.3 Indice de estabilidade «

O comportamento dos pontos fixos (que representam as solugoes periddicas) pode ser
estudado utilizando-se o algoritmo de Newton-Raphson para orbitas periodicas. Esse
método nos permite tracar diagramas de estabilidade, que mostram o comportamento do
chamado indice de estabilidade « [14] como fun¢ao de um certo parametro perturbador
que, em nosso caso, é 0 7.

Enquanto o médulo do indice de estabilidade |«| permanece menor que 1, o ponto fixo
para o qual ele esta sendo calculado é estéavel; caso || atinja a unidade, o ponto fixo se
instabiliza. Nessa situacao, seu sinal fornece um indicativo do mecanismo que instabilizou

o ponto fixo:

e para a = —1 temos um dobramento de periodo, que pode ser direto ou inverso. No
dobramento de perfodo direto uma orbita estavel torna-se instavel e d4 origem a
duas novas oOrbitas periodicas estaveis com periodos iguais ao dobro da orbita que
perdeu a estabilidade. Caso a bifurcagao ocorra no sentido contrario, o dobramento

de periodo é dito inverso.

e para a = +1 temos duas possibilidades: a bifurcacao tangente ou a bifurcacao de
forquilha sem dobramento de periodo. A bifurcac¢do tangente (que pode ser direta
ou inversa, dependendo do sentido) ocorre quando duas orbitas de mesma periodi-
cidade (uma instavel, outra estavel) colidem e deixam de existir [15]; a bifurcacao
de forquilha ocorre quando uma orbita estavel se instabiliza e surgem duas 6rbitas

estaveis com periodos iguais ao da orbita que perdeu a estabilidade.

Apos localizarmos uma determinada solugao, utilizamos o indice o como uma ferra-
menta para calcular o valor do parametro n em que ela se instabiliza e deixa de existir.
Assim, podemos tragar secoes de Poincaré imediatamente apds esse valor limite de n e

analisar a dinamica do sistema nesse regime.
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Propagacao em alta velocidade

Tendo como motivagao o estudo de uma configuracao adequada a aceleracao de elétrons
por esquemas de wakefield, analisamos a propagagao em alta velocidade (V, — 1) de pulsos
em plasmas rarefeitos que satisfazem o critério w, < w, conhecidos como plasmas do tipo
underdense [2]. Além disso, como os elétrons apresentam grande mobilidade, pulsos com
amplitudes pequenas sao suficientes para esta finalidade.

Simulag¢oes numéricas (onde essencialmente integramos numericamente nosso conjunto
de equagdes acopladas) fornecem os dados necessarios para estudarmos a existéncia e a
estabilidade de solucoes através da aplicacao de ferramentas de dindmica nao linear.

Dado que pulsos isolados nao podem ser vistos em secoes periddicas, é necessario que
a energia IV seja ligeiramente alterada; com isto convertemos pulsos isolados em trens de
pulsos quase-isolados.

O espaco de fase do Hamiltoniano, visualizado com o auxilio de se¢oes de Poincaré,
nos permite analisar de forma qualitativa a dindmica do potencial eletrostatico (variaveis
¢, P,). Para tanto, partimos de um regime em que 7 é ligeiramente maior que seu limiar
N« (ou seja, imediatamente apds o inicio da instabilidade modulacional do pulso), onde
aproximacoes adiabaticas sao plenamente validas, e analisamos a estabilidade deste pulso
utilizando o método de Newton-Raphson e calculando o indice de estabilidade « [16]. A
andlise de um segundo regime, com 7 ligeiramente acima do valor limite para a existéncia
do pulso (ou seja, imediatamente apos o = +1), mostra a dinamica apds a destruicao da

solugao (ponto fixo da se¢ao de Poincaré) [13].

Um dos nossos interesses é ver precisamente como a dinamica adiabatica é quebrada

a medida que entramos nos regimes nao integraveis.
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4.1 O regime

Uma dos objetivos mais freqiientes na pesquisa da propagacao de pulsos eletromagné-
ticos intensos em plasmas tém sido a possibilidade de utilizar esquemas de wakefield para
acelerar particulas. Por isso, analisamos inicialmente uma configuracao relevante para

a aceleracao de elétrons !

: a propagacao em alta velocidade de pulsos com amplitudes
pequenas em um plasma rarefeito do tipo underdense (onde o critério w, < w deve ser
satisfeito). Esse regime foi caracterizado definindo-se V5 = 0,99, ou seja, uma velocidade
proxima a velocidade da luz. Além disso, como pretendemos estabelecer conexao com
resultados anteriores obtidos por Kozlov et al. [6] e Farina e Bulanov [8], tomamos u, a
razao entre a massa do elétron e a massa do proton, igual a 0, 0005 em todas as simulacoes
realizadas. A partir dos valores de 1}y e u podemos calcular o limiar para a instabilidade
do potencial vetor n, = p/(1 + p) ~ 0.0199 (ou seja, para esses valores dos parametros o

critério para que o plasma seja do tipo underdense é satisfeito).

4.2 O potencial AU(yp)

Por conveniéncia fizemos uma translacao vertical no potencial, localizando a origem
das coordenadas no minimo do mesmo. Passamos a partir de agora a trabalhar com

AU(yp), calculado da seguinte maneira:

AU(p) =U(p, ¥ =0) = U(p = 0,7 = 0) (4.1)

Para o regime em estudo (V5 = 0.99, u = 0.0005), a forma do potencial AU(y) pode
ser visualizada através da figura 4.1. Orbitas na regido I, com energias inferiores a energia
de quebra de onda E,y,., oscilam confinadas em ¢,,;, < ¢ < ¢; orbitas na regiao Il (com
energias maiores que FE,;.) eventualmente alcangam ¢, fato que resulta na quebra de
onda. A energia de quebra de onda FE,;,., que define o limite entre as regioes [ e 11, é

equivalente ao valor do potencial AU calculado em ¢,,;,:

%5 11
Euor = AU (Pmin) = —2 |1+ — — — /(1 = 110min)? — 4.2
b (fmin) = 25|14 WO\/( [4Pmin)? — P (4.2)

A expressao (4.2) pode ainda ser simplificada aplicando-se algumas aproximagoes, validas

!Tajima e Dawson [2] demonstraram que o ganho de energia dos elétrons é proporcional & razio w/w;
desse modo, quanto maior for w em relacdo a w, , maior serd o ganho de energia dos elétrons.
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para u,p < 1 (que sdo adequadas ao regime que estamos estudando):

w3

E’wb?‘ ~ —3 (43)
we
Usando entao a conservacao de energia e o valor da energia de quebra FEy;., podemos

mostrar que o campo elétrico |¢'| = |pP,| na quebra de onda vale

2w

N~y — 4.4
]~y = (1.4

300 — — ‘ -

N

S

o
I

-2 0 2 4 6 8 10 12

Figura 4.1: potencial AU para 1) = 0. Solugoes na regiao I sao periddicas. Na regiao /1,
como o potencial nao é confinante, a quebra de onda para os elétrons ocorre quando ¢
atinge se valor minimo ¢,,;,.

4.3 A dindmica

Para investigarmos o regime adiabéatico da dinamica nao linear relevante analisamos
secoes de Poincaré tracadas para valores de 7 ligeiramente maiores que 7,. Na figura
4.2(a) vemos o espago de fase para n = 1,000017, ; com esse afastamento relativamente
pequeno da estabilidade marginal, as modulacoes sao lentas com |Q2,| > |Qy|. Nessas
condicoes, aproximacoes adiabéticas sao plenamente aceitaveis e o que vemos no espaco
de fase é apenas um conjunto de curvas KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser), fazendo com
que o sistema seja aproximadamente integravel. O ponto fixo central corresponde a uma
orbita periodica isolada, dado que representa uma solug¢ao com fases sincronizadas que

retorna periodicamente para ¢ = 0 quando ¢ — 0, e as curvas que circundam o ponto fixo
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representam regimes de flutuacoes quase-periodicas de . Ilhas de ressonancia ja estao
presentes mas ainda nao afetam a regiao central do retrato de fase onde a solucao solitaria
se encontra.

O comportamento do ponto fixo & medida que 1 aumenta pode ser observado em termos
do seu indice de estabilidade representado na figura 4.2(b). Inicialmente o indice oscila
dentro de uma faixa estavel, a qual marca a existéncia de um ponto eliptico central proximo
a origem, até que ele finalmente alcanca o = +1, como pode ser visto na figura citada.
Além deste ponto a oOrbita central deixa de existir: isto indica uma bifurcacao tangente
com uma érbita vizinha, a qual extingiie a existéncia do ponto central [17]. Imediatamente
apoOs a tangéncia, o retrato de fase em ¢ = 0 ainda esta restrito a pequenos valores de
como pode ser visto na figura 4.2(c), onde n = 1,00017, .

Valores maiores de 1 causam difusao para niveis superiores de AU (), como pode ser
visto na figura 4.3 onde noés investigamos o comportamento da energia E,,, correspondente
ao campo eletrostatico ¢, definida a seguir:

2

Py
E,= o+ AU(yp) (4.5)

Neste ponto introduzimos as variaveis compactas e, e @,

_ Xebp
e, = P 4.6
® X6+E<p ( )
o = NP (4.7)
Xso‘i_’@’

que nos permitem representar no mesmo grafico grandes variacoes de energia e do potencial
elétrico sem deformar estas quantidades quando elas sdo pequenas (nas proximidades das
condi¢oes iniciais, por exemplo). Em (4.6) e (4.7) os termos x. € X, representam a escala
sobre a qual as varidveis correspondentes sao compactadas; para o estudo da difusao,
definimos apods alguns testes x. = x,, = 0,0001 .

Em um regime regular como o representado na figura 4.3(a), onde n = 1,0000117,,
nao ocorre nenhuma difusao e a quase-particula permanece préoxima das suas condicoes
iniciais P, = 0, p = 10%. Paran = 1, 000217, o ponto fixo central e as curvas KAM (que
isolavam a regido central do retrato de fase) ndo mais existem. Nesse regime a difusdo
é observada, como mostra a figura 4.3(b): a quase-particula se move na dire¢ao de Eyy,
e eventualmente alcanca esse valor critico de energia, produzindo a quebra de onda nos
elétrons. A difusao comeca de forma lenta, tornando-se rapida & medida que a energia da

quase-particula aumenta. As regioes vazias existentes na figura correspondem a ilhas de
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Figura 4.2: 4.2(a) se¢ao de Poincaré mostrando o espago de fase proximo ao limiar da
estabilidade modulacional, com 7 = 1,000017,; 4.2(b) indice de estabilidade o em func¢ao
da razao n/n.; 4.2(c) segdo de Poincaré apds a tangéncia inversa vista em 4.2(b) , com
n=1,0001n,; e = 10711,
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ressonancia no espaco de fase: durante o processo de difusao a quase-particula vai subindo
nos contornos destas ressonancias, que aumentam progressivamente. Esta é a razao pela
qual o processo de difusao é lento no inicio e rapido em estagios mais avancados. Ainda
no caso da figura 4.3(b), varios pulsos sdo vistos antes da quebra de onda mas, para
valores de 1 grandes a ponto de nao haver ressonancias, a quebra de onda pode ocorrer
instantaneamente.

Um fato relevante de ser mencionado é que, embora as amplitudes de pulsos eletromag-
néticos sejam pequenas quando V5 — 1 [4], o processo de difusao permite que amplitudes
muito altas sejam alcancadas para as ondas eletrostaticas mesmo a partir de pulsos ini-
cialmente pequenos. Um exemplo desse comportamento, que pode ser de interesse para
esquemas de aceleracao por wakefield, pode ser observado através da figura 4.4 onde, em

um regime difusivo com 7 = 1,00047, , o campo elétrico —¢’ = pP, evolui de pequenos
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Figura 4.3: representacdo da dinamica através de e, no espaco ®: 4.3(a) n = 1,000017, ;
4.3(b) n = 1,000217; . €wor = XeEwbr/(Xe + Ewpr) -
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valores proximos as condicoes iniciais até o valor da quebra de onda, que apresenta uma
concordancia razoavel com o valor calculado a partir da figura 4.1 e da expressao 4.2:
2w
|| ~ ] — ~3,5 (4.8)
w

e

* quebra de onda)/‘

0% [ u

i l

10'72“”\””\”
0 50 100 150 200 250 300

g

Figura 4.4: série temporal para o campo elétrico |dp/d€| para n = 1,00047,.

A seguir vamos resumir a dinamica estudada para a propagacao de pulsos em alta
velocidade. Para valores de 7 suficientemente pequenos, existem solucoes confinadas que
representam pulsos isolados coexistindo com solugoes quase-periodicas (que as circundam);
estas solucoes quase-periodicas continuam existindo quando v vai a zero. Aumentando-se
n a um valor que passe da bifurcagao tangente mas que nao chegue a destruicao completa
das curvas KAM, encontramos ainda um regime de solucoes periodicas cadenciadas por
1 = 0, embora ja seja detectado um comportamente ligeiramente ca6tico no movimento
de ¢; neste regime, os casos onde ¢ = 0 mas ¢ # 0 correspondem a pulsos quase-neutros
de ¢ acompanhados por rastros de atividade de ¢ |9, 10|, que podem ser regulares ou
caoticos. Finalmente, para valores suficientemente grandes de 7, nao mais existem cur-
vas KAM para impedir a difusao e a quebra de onda ocorre quando r, — 0, conforme
discutimos previamente. Podemos interpretar esse ponto, onde o movimento adiabatico é
perdido, como o ponto em que solucoes solitarias de amplitudes pequenas sao completa-

mente destruidas, como comentado por Poorkala et al. [4] e Farina e Burlanov [§].
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Motivados por estudos anteriores sobre a propagagao de solitons em baixa veloci-
dade [6, 8|, estudamos esse regime utilizando técnicas de andlise de dindmica ndo li-
near [18]. Inicialmente, analisamos o mecanismo de destrui¢ao das solugbes com amplitu-
des pequenas (como fizemos para a propagacao em alta velocidade, no capitulo 4). Feito
isso, partimos para o estudo de pulsos com grandes amplitudes, apresentados até entao
como s6litons de espectro discreto em relagao ao espaco de parametros. Nossas simulacoes
nos mostram que essas solugoes sao de fato periddicas (e nao solitarias) e existem para

intervalos muito estreitos de parametros.

5.1 O regime

Kozlov et al. [6] estudaram a existéncia e as propriedades de solitons se propagando
em um plasma relativistico frio para diversos regimes, caracterizados por conjuntos de
parametros distintos. Em um regime especifico dentre os estudados, partindo de n =
w?/w? = 2,0 eles encontraram um so6liton com grande amplitude para Vy ~ 0,235.
Um céalculo realizado com maior precisao numérica mostra que, de fato, para n = 2,0 as
velocidades devem estar proximas a 0, 235810877579131 para encontrarmos a solucao com
amplitude grande. Como agora nosso interesse nao se limita & anélise de solugdes com
amplitudes pequenas, adotamos essa velocidade, Vy = 0,235810877579131, para a qual
sabemos da existéncia de pelo menos uma solu¢ao com grande amplitude; novamente,
p=0,0005.

Para analisar as solu¢oes com amplitudes pequenas, seguimos a mesma metodologia
adotada no capitulo sobre a propagacao em alta velocidade. Com o valor de V definido,

calculamos o limiar para a instabilidade do potencial vetor 7, = p/(1 + p) ~ 0,943921.
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Nesse regime, o plasma nao é do tipo underdense!.

Com relacao a solugoes com grandes amplitudes, calculamos o indice de estabilidade
a para valores de 1 proximos a 2,0 (um regime onde w, > w ), pois a existéncia desse tipo
de solucao para esses parametros é conhecida. Por fim, as séries temporais dos potenciais
¥ e ¢ nos permitem observar a existéncia de periodicidade em solu¢oes supostamente

solitarias [8].

5.2 O potencial AU(yp)

Utilizamos também para os ions a definicao AU (p) = U(yp) —U(0), para que a energia
seja zero no ponto minimo do potencial. A figura 5.1 representa esse potencial para
o regime em estudo (V5 = 0,235...). Qualitativamente, a analise é similar ao caso da
propagacao em alta velocidade: 6rbitas na regiao I, com energias inferiores a energia de
quebra de onda F,,, oscilam confinadas em ¢,,;,, < ¢ < @, enquanto que o6rbitas na regiao
I1 (com energias maiores que E,y,) estdo sujeitas & quebra de onda. Embora o valor de
©maz S€ja mais “acessivel” em regimes de propagacao em baixa velocidade (pois, conforme
citado na se¢do 3.2.2, U(@min) ~ U(@Pmaez) & medida que a velocidade de propagacao
diminui), a quebra de onda continua sendo mais provavel para os elétrons do que para os

ions.

AU(¢)

-0.04 0 O(.I)O4 0.08 0.12

Figura 5.1: regiao periodica (/) e de quebra de onda (1) para o potencial AU em ¢ = 0.

'Como w. < w, a condi¢do para que o plasma seja underdense (w. < w) nao é atingida
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5.3 A dinamica

5.3.1 Pulsos com amplitudes pequenas

A analise da dindmica de pulsos com amplitudes pequenas propagando-se em baixa
velocidade é qualitativamente similar ao caso de propagagao em alta velocidade. Para n =
1,001, , figura 5.2(a), as modulagbes sao lentas de modo que aproximagoes adiabaticas
sao aceitaveis. Nessas condigoes, o espaco de fase apresenta apenas um conjunto de curvas
KAM e o sistema é aproximadamente integravel. O ponto fixo central corresponde a uma
orbita periddica isolada que retorna periodicamente para 1) = 0 quando ¢ = 0, e as curvas
que circundam o ponto fixo representam regimes de flutuagoes quase-periodicas de ¢ (que
nao se extingiiem quando i) = 0). Para esse valor de 7, ainda nao ha ilhas de ressonancia
no espaco de fase.

O comportamento do ponto fixo pode ser observado através do seu indice de esta-
bilidade o. A medida que 7 aumenta, inicialmente o apresenta um comportamento os-
cilatorio intenso, como pode ser visto na figura 5.2(b), mas o ponto permanece estavel
(pois |a| < 1). Porém, para um certo valor de n o indice finalmente atinge o valor +1,
como mostra a figura 5.3(a). Para esse valor de n o ponto fixo central se instabiliza e,
imediatamente apos ele, deixa de existir [17, 19, 20]. A figura 5.3(b) mostra o espago de
fase logo apés a tangéncia: embora nao existam curvas KAM e o comportamento cadtico
esteja presente, a dinamica continua restrita a pequenos valores de ¢. Valores maiores de
n causam difusao em direcao a niveis de energia superiores até que ocorra a quebra de
onda para 7. — 0 (ou, com menor probabilidade, r; — 0). Para ilustrar essa dinamica
difusiva, a figura 5.3(c) mostra a energia eletrostatica E, = pP,/2+AU de uma trajetoria
que partiu da origem alcancando valores proximos a energia de quebra de onda.

A dindmica dos pulsos com amplitudes pequenas se propagando em baixa velocidade
é portanto anéloga a estudada para a propagacao em alta velocidade: para valores pe-
quenos de 1 temos uma solugao periodica (ponto fixo central, referente ao pulso isolado
se propagando) cercada por solugoes quase-periodicas (que ndo sdo nulas quando ¢ = 0);
Para 7 imediatamente apo6s a instabilizacao do ponto fixo central ainda existem curvas
KAM, mas ja é percebida a existéncia de caos no movimento de ¢. Casos onde 1) = 0
mas ¢ # 0 correspondem a pulsos quase-neutros de 1 acompanhados por rastros de
atividade de ¢ |9, 10|. Por fim, para valores maiores de 1 as curvas KAM (que antes
impediam a difusdo) sdo destruidas; nesse ponto (onde aproximagoes adiabaticas nao tém
mais validade) nossas solugoes (pulsos solitarios com pequenas amplitudes) sao totalmente

destruidas [8, 4]. A difusao permite entao que a quase-particula ganhe energia suficiente
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para atingir a quebra de onda.
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Figura 5.2: 5.2(a) se¢do de Poincaré mostrando o espago de fase proximo ao limiar da
estabilidade modulacional, com 1 = 1,001#,; 5.2(b) indice de estabilidade o em fungao
de n; e = 10711,

5.3.2 Pulsos com amplitudes grandes

J& vimos que pulsos com amplitudes pequenas, estudados em regimes onde n < 1,
existem para faixas de parametros. Para uma dada velocidade Vj, por exemplo, existem
solucoes para uma faixa de valores de 7. Por isso, diz-se que o espectro das solugoes é
continuo. Pulsos com amplitudes grandes foram apresentados por Kozlov et al. [6] como
sendo parte de um espectro discreto de solucoes.

Para a nossa escolha de parametros, temos em 7 = w?/w? ~ 2.0 um pulso eletro-
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Figura 5.3: 5.3(a) indice de estabilidade « alcanga +1; 5.2(b) segao de Poincaré mostrando
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de AU(p); e = 10711
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magnético se propagando cujo envelope apresenta um né 2. Solugdes com mais nos (e
também outras solu¢oes com um no) foram encontradas em algumas regioes especificas
do espago de parametros [8, 6, 4], mas restringimos nossa analise a soluc¢ao citada dado

que as caracteristicas que vamos estudar sao comuns a todos os casos.

Estudamos a existéncia e a estabilidade de solugoes através do comportamento do
indice de estabilidade o em relagao a 7. Partimos de um valor de n para o qual nao
encontramos nenhuma solucao e, a medida que aumentamos esse parametro, cruzamos
um certo valor limite onde o ponto fixo fica instével e surgem duas solugoes, uma instéavel
(o > 41 em toda a sua extensao) e outra inicialmente estavel. A figura 5.4(a) mostra
o surgimento dessas solucoes e o intervalo em n para o qual uma delas é estavel. Além
disso, vemos que a solucao instavel vai além de n = 2,0 , sendo provavelmente a solucao
detectada por Kozlov et al. na referéncia [6].

A mesma figura nos permite ainda observar que o intervalo de existéncia em 7 de
ambas as solucoes é curto, mas finito. Ou seja, o espectro de solucoes com grandes
amplitudes, interpretado até entao como sendo discreto, é de fato um espectro continuo

localizado em uma banda muito estreita.

Outro resultado relevante para solugoes com grandes amplitudes foi verificado ao fa-
zermos € — 0 nas simulacoes nesse regime. Ao contrario do que ocorreu em regimes de
baixas amplitudes (tanto para a propagacgao em alta velocidade quanto para a propagacao
em baixa velocidade), as solugdes nao convergem para um pulso isolado, solitario. Esse
comportamento pode ser observado na figura 5.4(b), que foi obtida com ¢ = 0. Esse
comportamento nos leva a conclusao de que os pontos fixos representados nas figuras sao
pontos periddicos intrinsecos do sistema, ja que a existéncia desses pontos nao esta con-
dicionada a alteracao na energia causada pela utilizacao de um € pequeno mas nao nulo.
Portanto, as solugoes com amplitudes grandes nao sao solugoes solitarias, e sim trens de

pulsos nao completamente isolados entre si.

20 pulso cruza uma vez o eixo zero; ver figura 5.4(b) para uma visualizagio.
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Conclusoes

Neste trabalho estudamos a propagacao de pulsos eletromagnéticos em plasmas rela-
tivisticos frios. A partir de um modelo para o qual solu¢oes numéricas e aproximacoes
analiticas foram previamente estudadas, construimos um Hamiltoniano que nos permitiu
interpretar o problema como uma quase-particula sob a acao de um potencial efetivo.
Condicoes impostas pela forma desse potencial definem uma faixa de valores de ¢ para os
quais solucoes periddicas sao possiveis. Do ponto de vista da energia da quase-particula,
podemos calcular o valor limite F,;,, a partir do qual ocorre a quebra de onda. A utiliza-
¢ao de técnicas de anélise de dinamica nao linear nos permitiu estudar de forma unificada o
sistema em diferentes regimes, bem como os mecanismos de transi¢ao entre esses regimes.

Expandindo as equagoes que governam a dinamica dos potenciais 1 € ¢ obtivemos as
freqiiéncias lineares €2y e ), associadas aos mesmos. Utilizamos essas freqiiéncias para
estudar a existéncia e a estabilidade de solucoes com amplitudes pequenas: da equacao
linearizada ¢ = Q71 a condigao de instabilizagao do potencial vetor €27, > 0 nos permitiu
calcular o valor limiar do parametro de perturbacao 7, . Ou seja, para n = 7, o sistema se
instabiliza e a partir desse valor surgem pulsos eletrostaticos, inicialmente com amplitudes
pequenas.

Estudamos essas solugoes (pulsos com pequenas amplitudes) propagando-se em alta
velocidade, em um plasma do tipo underdense onde w, < w (uma configuracao apropriada
para esquemas de aceleracdo por wakefield), e em baixa velocidade (em um plasma onde
we S w). Do ponto de vista qualitativo, as dinamicas observadas nas propagagoes em
alta velocidade e em baixa velocidade sao equivalentes: em regimes caracterizados por n
imediatamente ap0ds seu valor limiar 7, , vemos pulsos isolados ou pulsos coexistindo com
rastros de ¢ regulares; & medida que aumentamos 71 (afastando-se assim desse limiar), o

ponto fixo é aniquilado por uma bifurcacao tangente e ji existe atividade eletrostatica
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cadtica (que ainda permanece confinada a pequenas amplitudes devido as curvas KAM
que a circundam); finalmente, para valores ainda maiores de 1 as curvas KAM (que
antes confinavam a atividade eletrostatica) sao destruidas, pulsos nao sdo mais possiveis
e a quebra de onda ocorre devido a difusao caotica. Esse corresponde ao ponto em que
solucoes solitarias com amplitudes pequenas sao destruidas, como comentado por Farina e
Bulanov [8] e Poornakala et al. [4]. Temos portanto trés regimes claramente identificados
na propagagao de pulsos com amplitudes pequenas: (i) um regime regular ou adiabético,
onde a dindmica é aproximadamente integravel; (ii) um regime fracamente nao linear,
onde o caos estd presente mas a difusao caodtica ainda nao ocorre devido a existéncia
das curvas KAM e, finalmente, (iii) um regime caotico difusivo onde as curvas KAM
isolantes estao ausentes. Esse processo de difusao cadtica é o mecanismo responsavel pela
destruicao das solucoes adiabaticas: através dele, trajetorias inicialmente confinadas no
potencial efetivo alcangam niveis superiores de energia e escapam do confinamento (nessa

situagdo a energia da quase-particula é maior ou igual a F,;,. e a quebra de onda ocorre).

No regime de grandes amplitudes utilizamos valores de parametros (Vy, 1) para os
quais a existéncia de solugoes foi estudada por Kozlov et al. [6]. Mostramos que o espectro
de solucoes, pensado até entao como sendo discreto e contendo um tnico ramo, é de fato
um espectro que bifurca em dois ramos continuos de solu¢oes (um instéavel, outro estéavel)
contidos em bandas paramétricas estreitas. Outro resultado relevante nesse mesmo regime
é que todas as solucoes periddicas persistem mesmo quando tomamos € — 0. Isso nos
leva a conclusao de que as solucoes sao de fato periddicas, ou seja, nao temos soélitons com

grandes amplitudes mas trens periddicos de pulsos quase-isolados.



Referéncias Bibliograficas

[1]
2]

3]

4]

[5]
6]

17l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

Mendonga J. Theory of Photon Acceleration. Bristol: IOP Publishing 2001;

Tajima T, Dawson J. Laser Electron Accelerator. Physical Review Letters 43, 267,
1979;

Shukla P, Rao N, Yu M, Tsintsadze N. Relativistic nonlinear effects in plasmas.
Physics Reports 138, 1, 1986;

Poornakala S, Das A, Sen A, Kaw P. Laser envelope solitons in cold overdense
plasmas. Physics of Plasmas 9, 1820, 2002;

Bingham R. Accelerator physics: In the wake of success. Nature 424, 258, 2003;

Kozlov VA, Litvak AG, Suvorov EV. Envelope solitons of relativistic strong electro-
magnetic waves. Sov Phys - JETP (Engl Transl) 76, 148, 1979;

Mofiz UA, de Angelis U. Nonlinear propagation and localization of intense electro-

magnetic waves in relativistic plasmas. Journal of Plasma Physics 33, 107, 1985;

Farina D, Bulanov S. Relativistic FElectromagnetic Solitons in the FElectron-Ion
Plasma. Physical Review Letters 86, 5289, 2001;

Kuehl H, Zhang C. One-dimensional, weakly nonlinear electromagnetic solitary waves
in a plasma. Physical Review E 48, 1316, 1993;

Sudan R, Dimant Y, Shiryaev O. One-dimensional intense laser pulse solitons in a
plasma. Physics of Plasmas 4, 1489, 1997,

Blumenfeld I, Clayton C, Decker F, Hogan M. Energy doubling of 42 GeV electrons

in a metre-scale plasma wakefield accelerator. Nature, 445, 741, 2007,

Bingham R. Plasma physics: On the crest of a wake. Nature 445, 721, 2007;



Referéncias Bibliograficas 54

[13] Bonatto A, Pakter R, Rizzato F. Nonlinear dynamics of electromagnetic pulses in

cold relativistic plasmas. Journal of Plasma Physics 72, 179, 2005;

[14] Polymilis C, Hizanidis K. Transition to stochasticity in the relativistic and the non-

relativistic versions of a dynamical system. Physical Review E 41 vol 6, 4381, 1993;

[15] Corso G, Rizzato F. Hamiltonian bifurcations leading to chaos in a low-energy rela-

tivistic wave-particle system. Physica D: Nonlinear Phenomena 80, 296, 1995;

[16] Pakter R, Rizzato F. Stability of Periodically Focused Intense Particle Beams. Phy-
sical Review Letters 87, 044801, 2001;

[17|] Rizzato F, Pakter R. Gap Bifurcations in Nonlinear Dynamical Systems. Physical
Review Letters 89, 184102, 2002;

[18] Bonnato A, Pakter R, Rizzato F. Nonlinear field dynamics of electromagnetic pulses
in plasmas. Chaos Sol. & Fractals 32, 951, 2007;

[19] Gerhardt G, Frichembruder M, Rizzato F. Sudden transition to spatiotemporal chaos
in a nonlinear Klein—Gordon equation. Chaos 13, 1269, 2002;

[20] Caetano T, Couto F, Corso G, Pakter R, Brunett L, Rizzato F. Nonmonotonic maps

and related bifurcations in laser accelerators. Chaos Sol. & Fractals 7, 165, 1996;



