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Resumo

Nessa dissertacao estudamos Sistemas Dinamicos do ponto de vista da Oti-
mizacao Ergddica. Analizamos o problema da maximizagao da integral de
potenciais com respeito a probabilidades invariantes pela dinamica. Mos-
tramos que toda medida ergddica é unicamente maximizante para algum
potencial. Verificamos que o conjunto de potenciais com exatamente uma
medida maximizadora é residual. Esses resultados sao obtidos através de
técnicas da Teoria Ergddica e Andlise Convexa.

Palavras-chave: Otimizacao Ergddica, Andlise Convexa, Probabilidades
Unicamente Maximizantes.

Abstract

In this thesis we study dynamical systems trough the viewpoint of ergodic
optimization. We analyze the problem of maximizing integrals of potentials
with respect to invariant probabilities. We show that every ergodic measure
is uniquely maximizing for some potential. We also verify that the set of
potentials with exactly one maximizing measure is residual. This results are
obtained through techniques of ergodic theory and convex analysis.

Key-words: Ergodic Optimization, Convex Analysis, Uniquely Maximizing
Probabilities.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao

No presente trabalho abordamos Sistemas Dinamicos sob o ponto de vista
da Otimizagao Ergddica. Analisamos o problema de maximizacao das inte-
grais de potenciais ¢ : M — R com respeito a probabilidades invariantes pela
dinamica f : M — M. As questoes consideradas referem-se a existéncia e
presenca de certos conjuntos de medidas maximizantes. No primeiro sentido
mostramos que toda medida ergddica é unicamente maximizadora para al-
gum observavel, ja na segunda perspectiva verificamos que esse fendmemo é
o que geralmente ocorre ao tomarmos um potencial qualquer. Tais resultados
sao iluminados sob a 6tica da Analise Convexa. Como fontes de inspiragao e
referéncia citamos especialmente [2], [5], [7] e [9], os quais contém os enunci-
ados finais desse texto.

A dissertacao é estruturada em dois capitulos. No primeiro deles recor-
damos objetos e ferramentas da Teoria Ergddica necessarios para o desenvol-
vimento das ideias nas segoes posteriores. No segundo capitulo comecamos
apresentando trés quantidades associadadas a um observéavel e discutimos
sua relagao com a questao de maximizagao. Em seguida mudamos o foco e
passamos a caracterizar os conjuntos de medidas maximizantes. Encerramos
o trabalho concluindo que tais conjuntos sao unitdrios ao experimentarmos
potenciais genéricos.



Capitulo 2

Preliminares

Como preparacao para os proximos capitulos relembramos alguns con-
ceitos e teoremas fundamentais da Teoria Ergddica. No decorrer dessa dis-
sertacao iremos sempre trabalhar no contexto de espagos métricos compactos
(M,d), com a topologia induzida pela métrica e a respectiva o—algebra de
Borel, que denotamos por B.

Definigao 2.0.1. Um sistema dinamico é um par (M, f), onde M é um
espaco métrico compacto e f : M — M € continua sobrejetiva.

A Teoria Ergddica se concentra no estudo de sistemas dinamicos que
possuem alguma probabilidade invariante, portanto recordamos a seguinte
definicao.

Definicao 2.0.2. Uma probabilidade jn em M é dita invariante para dinamica
f se u(f~1(B)) = u(B) para qualquer boreliano B € B. Denotamos M(f) o
conjunto das probabilidades invariantes do sistema dindamico (M, f).

Todos sistemas dinamicos que iremos estudar possuem alguma probabi-
lidade invariante. Essa afirmacao é estabelecida pelo seguinte teorema.

Teorema 2.0.3. Se M ¢é métrico compacto e f : M — M ¢é continua, entao

M(f) # .



Iremos esbogar a demonstracao desse teorema, porém antes disso recor-
damos outros objetos e resultados relevantes. Representamos por M (M) o
espaco vetorial das medidas borelianas com sinal em M. Consideramos a
norma da variacao total ||| := |u[(M) para u € M(M). Os potenciais, ou
observaveis, de M sao as fungoes continuas ¢ : M — R, e seu conjunto é
rotulado C'(M). Tomamos a norma da continuidade uniforme ||- |, em C'(M)
a qual associa @]« := sup |p(x)], e com isso C'(M) é um espago de Banach.

xzeM

Pelo cldssico Teorema de Riesz-Markov (M(M),|| - |) é isometricamente
isomorfo ao dual do espago (C(M),| - |). Através dessa identificagao e
do Teorema de Hahn-Banach apresentado mais adiante, fica claro que
dadas p, v € M(f) vale

hm by e ngd,uzfgbdu, Vo e C(M).

Um artificio que é utilizado em espacos vetoriais de dimensao infinita é
o de enfraquecer a topologia visando tornar alguns fechados em compactos.
Realizamos a construgao da topologia fraca® em M (M), isto é, escolhemos

a menor topologia em M (M) para a qual as aplicagoes p — | ¢ du sao
continuas para qualquer ¢ € C'(M). Um net (fn)o em M(M) converge a u
nessa topologia, o — i, se e somente se, | ¢ duy — fqb dp, Yo € C(M).

Além disso, sobre tais circunstancias verifica-se que os funcionais lineares
continuos na topologia fraca™ sao exatamente os funcionais lineares continuos
para topologia original gerada pela norma.

Em algumas situacoes particulares é necessario o manuseio de medidas
com sinal invariantes pela dinamica, ou seja, medidas p que satisfazem
w(f1(B)) = u(B), VB € B. Nomeamos E; o espaco vetorial das medi-
das com sinal de M invariantes por f, e Cy o seu respectivo cone de medidas
positivas, isto é, Cy = {p € E; | u(B) = 0,VB € B}.

Finalmente escrevemos M (M) para o simplexo de M(M) constituido
apenas pelas probabilidades em M, ou seja,
My (M) := {pe M(M) | p(M) =1, (B) = 0,VB € B}.

Observe que podemos escrever M(f) = My(M)nCy = Mi(M)n E;. Além
disso, verifica-se que se p € My (M) entao
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peM(f) = [odu= oo f du ¥oe c)

A topologia fraca™ considerada em M (M) pode ser caracterizada através
de bases de vizinhancas definidas a partir de subconjuntos abertos de M.
Dados p e M(M), A= {A,...,A,} uma familia de abertos de M e ¢ > 0,
definimos a vizinhanga V' (i, A, €) de p como

Vi, A€e) i ={ve My(M) | u(A;) <v(4;) +e Yi=1,...,n}.

O fato dessa base de vizinhangas também dar lugar a topologia fraca™ é
estabelecido como uma das equivaléncias do Teorema de Portmanteau apre-
sentada a seguir.

Teorema 2.0.4 (Portmanteau). A topologia gerada pela base de vizinhangas
{V(,u,A, €) ‘ peMi(M), A, e> O}

¢ a topologia fraca™* de My(M).

Outro recurso disponivel para trabalhar com a topologia fraca* em M; (M)
ou M(f) é que é metrizavel em ambos espagos topoldgicos. Isso facilita o uso
dessa topologia, pois permite utilizar argumentos com sequéncias, que em ge-
ral sao mais simples de tratar. Esse resultado e os Teoremas de Riesz-Markov
e Portmanteau estao presentes em [11].

Dois enunciados especialmente titeis no estudo de espacos vetoriais e fun-
cionais lineares sao as versoes geométrica e usual do Teorema de Hahn-
Banach. A primeira delas permite estender funcionais lineares continuos
definidos apenas em subespacos ao espaco como um todo, e assim proporci-
ona um meio habil de construir funcionais com caracteristicas especiais. Ja
a segunda versao é de muita ajuda ao lidar com subconjuntos convexos de
um espaco vetorial normado. Demonstragoes de ambos resultados podem ser
consultadas em [3].

Teorema 2.0.5 (Hahn-Banach). Sejam E um espago vetorial topoldgico lo-
calmente convexo e V. um subespaco vetorial de E. FEntdo todo funcional
linear continuo ¢y : V. — R pode ser estendido a E preservando linearidade

e continutdade, isto €, existe ¢ : E — R linear continuo tal que ¢| = ¢y.
v
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Teorema 2.0.6 (Geométrico de Hahn-Banach). Sejam A e B subconjun-
tos converos, nao vazios e disjuntos do espaco vetorial topologico localmente
convero E. Se A € compacto e B € fechado, entao existe funcional linear
continuo ¢ : E — R com

sup ¢(x) < inf ¢(x).
€A zeB

Note que qualquer espaco normado é também um espacgo vetorial to-
polégico, e portanto esta no escopo de ambas versoes de Hahn-Banach. Além
disso, temos que M(M) com a topologia fraca* é um espago vetorial to-
polégico localmente convexo. Logo podemos aplicar o Teorema Geométrico
de Hahn-Banach para conjuntos fechados e compactos apenas na topologia
fraca*. Esse fato pode ser consultado em [3].

O préximo teorema consolida o propdsito atribuido a topologia fraca* ao
recuperar a compacidade das bolas fechadas unitarias, que nao sao compactas
para a topologia da norma em espagos vetorias de dimensao infinita. Como
aplicagao determinamos a compacidade de alguns conjuntos ja citados.

Teorema 2.0.7 (Banach-Alaoglu). Para todo espag¢o normado E a bola fe-

chada unitdria B € compacta na topologia fraca™ de E'.

Através desse teorema obtemos que a bola unitdria fechada By €
compacta na topologia fraca*™. Note que M;(M) e M(f) sao fechados em
By, e portanto M (M) e M(f) sao compactos na topologia fraca™.

A dinamica em (M, f) induz uma agao em M; (M), que oferece uma nova
perspectiva sobre as probabilidades invariantes. Introduzimos a aplicacao
fo : My(M) —> My(M), p— fop associada a f de modo que

f*N(B) = M(f_l(B))v VBeB.

Repare que dada p € M; (M) temos

[0t = [00 rau voecan,

e consequentemente p € M(f) se, e sé se, fyupu = . Denotamos



= Juofuo---of, parajeNe [ = Idpm, (-

J

O lema a seguir, que verifica propriedades essenciais de f,, tem sua de-
monstracao baseada na obra [I1].

Lema 2.0.8. Seja (M, f) sistema dinamico, a aplicag¢ao f, € continua rela-
tivamente a topologia fraca® e preserva combinagoes convezas.

Demonstracao. E imediato que f, preserva combinacoes convexas. De fato,

dados pi1, ..., € My(M) e ty, ..., t, €[0,1] com Zti = 1 temos

i=1

J (Z tiﬂi) (B) = (Z tiﬂi) (f7H(B)) = Zti/iz'(ffl(B)) =
_ itif*,ui(B), VBeB — f. <Zn] tiu,») _ itif*,ui‘

i=1

Assuma que a sequéncia (p,), em M; (M) possua limite u € M;(M).
Dada ¢ € C(M) temos que ¢ o f € C(M), e portanto

liTILnngof du, = ngof dp.
Com isso,
i | 0 d(fupun) =tim [ 6 f de, -

= [ocsdu=|odn voec) — £ (lmp) = fop = lim fop

Concluimos que f, é sequencialmente continua, e portanto continua, pois
M (M) é espago métrico. Isso demonstra o lema. O



O resultado enunciado abaixo, conforme [11], descreve uma receita para
construcao de probabilidades invariantes para uma dinamica qualquer fixada.

Teorema 2.0.9. Sejam (M, f) um sistema dinamico, (v,), sequéncia de
probabilidades em M e defina para n € N

1 n—1
iy 1= - Z f,,]fl/n
k=0

Entao qualquer ponto de acumulag¢do p de (p,)n na topologia fraca™ é uma
probabilidade f-invariante.

Demonstracao. Admita que lilgn [n, = M, pela continuidade de f,, verificada

no Lema [2.0.8, temos que
fep = fulim g, ) = Tim fufin,.

Do fato de f, preservar combinacoes convexas,

ng—1

1 : 1 &
Febing = fu (n— 2 f,zunk> = n—Zf

Fixado ¢ € C'(M) obtemos que,

ng—1

S J 1 J —

j=0
2 (fosn- o) -

- UcbOf"’“ v, = [ 0 dvnk) :
sof—o,
Ny .

:‘ <J|¢>of LI g, oMol kg
N N

‘ | 0t = [ & d,

Logo,



[ ¢ttt [0 dtrmn) =tim [ 6 di, = [0 dn —

fapr = p = pe M(f).

Concluimos que i ¢ uma probabilidade invariante por f, como queriamos. [J

Para provar o teorema de existéncia tome uma probabilidade qual-
1 n—1
quer v € M (M) e defina a sequéncia (v,),, em M; (M) como v, := — Z fru.
n
k=0

Do fato de M; (M) ser compacto na topologia fraca* obtemos ponto de acu-
mulacao p de (v,)n, que pelo teorema anterior sabemos ser invariante. Daf
deduzimos € M(f) # & o que demonstra o Teorema [2.0.3]

Uma demonstracao mais curta do teorema de existéncia pode ser obtida
simplesmente através da convexidade e compacidade de M;(M) e conti-
nuidade de f,, que se encaixam nas hipdéteses do Teorema de Tychonoff-
Schauder.

Teorema 2.0.10 (Tychonoff-Schauder). Seja K um subconjunto convezo de
um espago vetorial topologico e T : K — K wuma fun¢ao continua tal que
T(K) é um compacto em K. Entao T possui um ponto fixo.

O conjunto de probabilidades M;(M) é um convexo compacto do espago
vetorial topolégico M(M) com a topologia fraca® e f, : My(M) — M;(M)
é continua com f,(M;(M)) compacto. O Teorema ¢ imediato, por-
que todo ponto fixo de f,, que por Tychonoff-Schauder sabemos existirem,

pertencem a M(f). Os Teoremas e [2.0.10| podem ser encontrados em
3.

Uma propriedade extremamente relevante, e muitas vezes desejavel, sa-
tisfeita por algumas probabilidades invariantes é a de ergodicidade. Esse
conceito esta relacionado com a irredutibilidade da dinamica no sentido ex-
posto a seguir.

Definigao 2.0.11. Uma probabilidade p € M(f) € ergddica se dado um
boreliano B satifazendo f~Y(B) = B wale que u(B) € {0,1}. FEscrevemos
M. (f) o subconjunto de M(f) constituido pelas medidas ergédicas.



O Teorema Ergddico de Birkhoff ¢ um dos principais da Teoria Ergddica.
Por meio dele visualizamos uma conexao entre as médias temporais e globais
de observaveis. Além disso, esse teorema ilustra a importancia da ergodici-
dade, hipdtese sobre a qual conseguimos resultado mais preciso. A obra [11]
contém demonstracao desse resultado.

Teorema 2.0.12 (Ergddico de Birkhoff). Sejam (M, f) sistema dindmico
e i uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer func¢ao p-integrdvel
¢: M — R, o limite

Ty Sed
o(x) .—hrrln .

. 1 n—1 .
(0) = lim — Y (60 /") (@)
k=0
existe em p-q.t.p. x € M e valem:

(i) & é f-invariante e p-integrdvel;
(i) [ édu= [ o du;
(iii) Se e M(f) entio ¢(z) = ng dp em p-q.t.p. x€ M;

Podemos realizar o conceito de medidas ergddicas no contexto de conve-
xidade. E imediato verificar que M(f) é um conjunto convexo, 0 que nos
traz a nogao de extremos de M(f). Dizemos que p € M(f) é um extremo
do convexo M(f) se pu = tuy + (1 — t)pg, com t € (0,1) e p1, 2 € M(f),
implica p1 = u = pe. A exposicao abaixo segue o roteiro de [I1].

Lema 2.0.13. As medidas ergddicas sao precisamente os extremos de M(f).

Demonstragdo. Primeiramente se p € M(f)\M.(f) entdao existe subcon-
junto A< M com f1(A) = Ae pu(A) #0,1. Defina as probabilidades u4 e
fac COMO

_ AN B)
(A)

(A n B)

ka(B) 1(A°)

e pac(B) = ,VBeB.

Note que pia, piac € M(f) devido a invariancia de A e u por f:



jac(FL(B)) = AT fH(B) _ p(f A fHB))

1(A°) w(A)
_ (A A fNB) (AN B))
pu(A) p(AC)
u(AC A B))
- W = pysc(B), VBe B = pyc € M(f), e analogamente

fia € M(f).

Agora, 1 = p(A)pa+p(A9)pac, onde pa # pu # pac e p(A)+p(A°) =1,
e portanto p nao é extremo do convexo M(f). Isso mostra que necessaria-
mente todo extremo de M(f) é uma medida ergédica.

Admita agora que u é probabilidade ergddica e exista combinagao convexa
po=tu + (1 —t)ue com py, e € M(f) et € (0,1). Vamos mostrar que
1 = [ = po, donde segue que p é extremal. Observe que pp e o sao
absolutamente continuas com relagao a u:

w(B) =0 = tu(B) + (1 —t)p2(B) =0 = (B) =0 = ps(B).

Dada qualquer ¢ € C'(M) pelo Teorema Ergédico de Birkhoff aplicado a
e M(f) vale que:

¢ = fcb dp p-q.t.p.
E logo, como p; « p, @ = 1,2,
ds = J¢ dp  p-q.t.p. = jé dp; = J¢ du (2.1)

Por outro lado aplicando o Teorema Ergddico de Birkhoff [2.0.12| para u;
conseguimos,

| &= [ o dm. (2.2)
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Pelas equacoes [2.1] e [2.2] obtemos,

[ o dni= [dau = [odu. voecan, vie 2.
Consequentemente j1; = p = 1o, como queriamos. O

Para completar a coletanea de definigoes e resultados, citamos o Teo-
rema de Choquet, que afirma que toda probabilidade invariante pode ser
escrita de maneira Unica como uma combinacao convexa generalizada de
medidas ergddicas. A relevancia desse resultado reside no fato de que pode-
mos estender diversos enunciados inicialmente verificados apenas em M.(f)
para probabilidades invariantes em geral. Além disso, obtemos como con-
sequéncia desse teorema a existéncia de medidas ergddicas para qualquer
sistema dinamico. A demonstragao pode ser consultada em [12].

Teorema 2.0.14 (Choquet). Considere um sistema dinamico (M, ), entdo
para qualquer p € M(f) existe uma unica probabilidade m, na o-dlgebra de
borel de M(f) com m,(M.(f)) =1 e baricentro u, ou seja,

ng dp = fw) ng dv dm,(v), ¥é € C(M).

11



Capitulo 3

Otimizacao Ergddica

3.1 Conceitos iniciais

A principal motivagao da Otimizacao Ergddica é estudar a maximizagao
das integrais de potenciais ¢ : M — R com respeito a medidas em M(f)
e caracterizar as probabilidades que atingem o méaximo. Nesta se¢ao men-
cilonamos brevemente trés perspectivas sobre essa questao e verificamos um
resultado que amarra as trés abordagens. Essa exposigao segue o artigo [0].

Dado um sistema dinamico podemos estudar certos aspectos através das
S 1 n—1
médias temporais qu = — Z ¢ o f*. O Teorema Ergédico de Birkhoff
n n
k=0

2.0.12| elucida uma conexao entre as médias temporais e globais, e portanto
sugere que as médias temporais desempenham um papel relevante na questao
bésica de maximizacao da integral de um potencial. A pergunta natural que
surge (ne)ssas circunstancias é o que pode ser dito sobre o limite superior de
(anb x

n

) quando percorremos x € M.
n

Definicao 3.1.1. Dado um potencial ¢ : M — R definimos

o) = supTm 222(z),
zeM T n

12



. 8 L Spo
o mdzimo dentre os pontos de acumulagdo das sequéncias | ——(x) ao
n
n
variar x € M.

A segunda abordagem tem suas raizes na nogao de cobordos, que sao
potenciais especiais da forma (ho f —h) : M — R onde h € C(M). A partir
dai brota uma relagao de equivaléncia sobre os observaveis.

Definigao 3.1.2. Dois potencias ¢,v € C(M) sao ditos cohomdlogos, ou
equivalentes, 1 ~ @, se sua diferenca é um cobordo, ou seja, se existe poten-

cial h € C(M) tal que ¢ —1p = ho f — h.

A propriedade basica de fungoes cohomélogas é que partilham suas médias
temporais e globais. Mais precisamente se ¢ ~ 1 e (ng), é sequéncia crescente
em N entao

Sn Sn o :
lim —’“qﬁ(x) = lim —*—(z), Yz tal que algum dos dois limites existe e
k Nk k Ny
(3.1)
[ o dn= [ v an vie mep). (32

De fato, ¢ ~ ¢ <= ¢ =1 + ho f — h e portanto para qualquer sequéncia
crescente (ny)r em N e z tal que algum dos limites de existe:

C Sub, 1S

@nﬁm4y5§www@—
ng—1

:hlgnnikjz()(¢ofj+hofj+1_hofj)(a;):

ho f* —h 1! ,
=li’£n<fn—k+n—kao¢ofj> (z) =

= lim (—(h o f™ —h) (x) + M(x)> = lim M(m) -

k N Ny k Ny




Além disso, dada pu e M(f),

fqbd,u:J-¢+hof—hduzjwd/wrfhofdu—fhdu:
= [vdut [natta = | ndu=[vdus [bdu= [ndn=[vau —
[ o dn= [ v au twe min.

Essas relagoes insinuam que observaveis cohomélogos sao idénticos do
ponto de vista da questao de maximizagao. Introduzimos uma nova quanti-
dade associada as classes de cohomologia.

Definicao 3.1.3. Para um observdvel ¢ : M — R define-se
v(¢) := inf sup ¢(x),
Y~d e M

o infimo dos supremos das fungoes na classe de cohomologia de ¢.

Note que ambos a(¢) e y(¢) tem suas defini¢oes independentes da estru-
tura de M(f) e utilizam apenas conceitos ligados a dinamica f e topologia

de M.

Finalmente trabalhamos com medidas invariantes, e nos concentramos na
questao que abre essa secao.

Definicao 3.1.4. Seja ¢ : M — R continua, denotamos

MW(@:{ueM(f)\ [ o= sup)jqédu},

neM(f

o conjunto das medidas maximizantes de ¢.

A compacidade de M(f) e continuidade da aplicac¢ao p — ng dp na to-

pologia fraca* implicam que o supremo ¢é atingido por alguma probabilidade,
e logo Mna(¢) # &, Yo € C(M). Algumas observagdes imediatas sobre
M naz () é que é um conjunto convexo e compacto na topologia fraca*. De
fato, se v, € Mynas(9) € t € ]0,1] entao
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ngd(tu+(1—t)n)ztfgbdqu(l—t)fngdn:
_ i (1 — Q= d
o ot =0 sy [odi= sp [od —
(tV + (1 - t)TI) € Mmam(¢)a

o que verifica a convexidade de M,q.(¢). Além disso, se (v,), é sequéncia
em M. (6) com v, %> v e M(f) entdo

Jqﬁdu:li}lnfqbdyn—hm sup ngdﬂ_ sup ngdp, —

™ peM(f) peM(f)
ve Mmax(¢)7

e10go Mnq. () é compacto. A equagao[3.2)e linearidade da integral implicam
que para quaisquer ¢ ~ ¢, A > 0 e B € R vale M,,0.(¢) = Mpnau (A + B).

As trés abordagens apresentadas para o estudo de um potencial ¢ € C'(M)
estao intimamente relacionadas, como mostra a préxima proposicao.

Proposicao 3.1.5. Dado qualquer observavel ¢ : M — R wvale a igualdade

a(6) = () = &m)J¢dM

peM(f

onde o supremo € atingido por alguma py € M(f).

Demonstracao. Verificamos trés desigualdades:

1. v(¢) < sup fqﬁ dp : Observemos inicialmente que
HeM(f)

k
—Sk(io /) ¢, Yk € N. De fato, se ¢y, := %;Sn¢EC(M) entao
Si(¢ f) _Sigof) 1 L\ gy
kaof—wk—T—E;SWHE;M—
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Si(¢of)
k

Com isso, =¢—Yrof+ i, YkeN, elogo

7(¢) = inf supti(a) < infsup(o— v 0 f + 1) (@) —

P ¢xEM
() < infsup 22020 )
k xeM k

é continua e M compacto, existe xp € M com

Sk(¢o f)

Sk(¢0f)($k) — sup k ([L’)

k xzeM

=
Defina p; = Z J40 sy, onde dy(,,) é a probabilidade delta de Dirac

n=0
. 1 se eB
no ponto f(xy), ou seja, dp(,)(B) = { 0 se ;Ex:; ¢ B para qualquer

B e B. Note que

MOI) () = L3 (60 1)) = 1 (60 F)(F ) =

n=1 n=0

?vli—‘

1kt =

Sk(¢o f)
) = [ o du
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Pela compacidade de M (M) existe ponto de acumulacao v € M;(M)
de (ux)k, e pelo Teorema vale que v € M(f). Assuma que

w* ~
fn,, — V, entao:

v(¢) < inf sup M(gc) = inf M(Ik) <
xeM k k k
<t IO - nt [ 6 di, <

<li]£n f(bdunk = fgbdué sup f(bdu.

peM(f)

Dai segue que v(¢) < sup ng dp.
HeM(f

2. sup fgzﬁ dp < af¢) : J& sabemos que M,,..(¢) # & e portanto
HEM()
existe v € Mua(@). Agora pelo Teorema de Choquet [2.0.14] existe m,,

probabilidade em M(f) com m,(M.(f)) =1 tal que
J¢ dv = f f«p d\ dmy (), Vb € C(M).
M(f)

Logo deve existir pg € M (f) com

sup [odu=[odv<[odn — swp [odu=[0du

HEM([) neM(f)

Mo € Mmaw(¢) M Me(f)

Pelo Teorema Ergddico de Birkhoff [2.0.12}

Sn¢

lim = ngﬁ dug, para po-q.t.p.
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Sh )
Em particular existe xo € M com lim —(b(azo) = J(b dp. Com isso
non

sup J¢ du = J(b dpy = lim Snd
) noon

peM(f

S,

- (z0) <

<swplm2(a) = a(0) — [6du= swp [odu<a(o),

weM ™ T peM(f)

onde pp € M.(f).

3. a(p) < v(¢) : Fixe alguma ¢ ~ 1) = ¢ + ho f — h, e observe que pela

equacao [3.1}
T2 (2) = Tm2Y (@), Vo e M.
n n n n
Logo,
—Sn¢ _Snw -_1 o k
o = sup lim——(z) = sup im—~(z) = sup lim— o T) <
(©) = sup T =) = sup =t (0) = swp - 33000 74))
1l .
< supTim= 3 sup (y) = sup Fm supv(y) = sup () —>
zeM T nkZOyGM zeM ™ yeM yeM

a(p) < sup ().

zeM

Finalmente tomando o infimo sobre ¢ ~ ¢ conseguimos

a(¢) < inf sup ¢ (x) = ().

Y~ ze M

Logo a(¢) = 2(6) = sup |6 du = [0 dyo, onde o € M.(1). Tsso
peM(f)

demonstra o enunciado. O
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Concluimos a se¢ao apresentando uma maneira de explorar a igualdade do
teorema anterior. Chamamos 1) de subacdo com relacao a ¢ quando satisfaz a
desigualdade ¥ o f = 9+ ¢ —v(¢). Nesse caso, uma medida v é maximizante

para ¢ se, e somente se, () o f —1) — ¢)‘ o = —v(¢). De fato, é facil ver
supp(v
que para qualquer v € M(f):

sdv—swp [odu=[6dr-1(0) = [o=r(0) dv < [vor-vav=0,

peM(f)

Como ¢ — y(¢) < o f — 1), ocorre igualdade se, e apenas se, é satisfeita

a relacao (Yo f —1) — gb)‘ . = —y(¢). Em suma, as subagbes permitem
supp(v
detectar as regioes de M que contém os suportes das medidas maximizadoras,

e assim possivelmente descrever o suporte de tais probabilidades.

3.2 Medidas Maximizantes

Vamos tratar a questao de quais sao as colecoes possiveis de medidas
maximizantes, ou seja, iremos buscamos uma descricao mais palpavel do
conjunto { M. (¢) | ¢ € C(M)}. Investigaremos em particular se toda me-
dida ergddica p é unicamente maximizante, isto é, se existe algum potencial
particular ¢ satisfazendo M ,q. () = {u}.

Note que para potenciais cohomoélogos a constantes temos que todas medi-
das sao maximizantes, e portanto é claro que toda probabilidade invariante
¢ maximizante para algum observavel. O assunto proposto nessa secao ¢
mais especifico e pede especialmente um parecer sobre medidas unicamente
maximizantes.

Como o conjunto de medidas maximizantes de um potencial sempre pos-
sui uma medida ergddica, é claro que somente as probabilidades ergddicas
podem ser unicamente maximizantes. Dada uma medida p € M. (f), um can-
didato natural ¢ € C(M) tal que Ma.(0) = {u} é ¢(z) = —d(x, supp(p)).
Obtemos nesse caso que p € Miynae(¢) e possivelmente Mpas(¢) # M(f),
mas nao hé garantias que M,,q..(¢) = {u}. Essa sugestao s tem sucesso
garantido quando p é unicamente ergdédica em seu suporte.
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A existéncia do potencial ¢ com M,,..(¢) = {u} obtida nessa segao
nao assume hipéteses adicionais sobre p € M.(f). Além disso, a técnica
funciona para outros subconjuntos de M( f) que guardam semelhanga com as
medidas ergddicas. Como consequéncia obtemos descrigao dos subconjuntos
de medidas maximizantes. Pelo Teorema de Choquet apresentado no
inicio do texto sabemos que M(f) é um simplexo com extremais ergédicas.
A caracterizacao das medidas maximizantes que obtemos se da precisamente
em termos de suconjuntos de M. (f). Iremos seguir a estrutura do artigo [9].

Comecamos fazendo um estudo detalhado de funcionais afins continuos
em M(f). Dado um observavel ¢ € C(M) sabemos que este induz um

funcional linear continuo em M (M) dado por p — | ¢ du. Sua restrigao

a M(f) é continua e afim, isto é, preserva combinagoes convexas. Mais
geralmente, uma funcao L : M(f) — R é dita afim se

L(tu+ (1 —t)v) =tL(p) + (1 —t)L(v),Yu,v e M(f),te[0,1].

Escrevemos A(M(f)) para o conjunto de fungoes L : M(f) — R afins
e continuas na topologia fraca®™. A primeira proposicao mostra que todos

funcionais L € A(M(f)) sao da forma p +— ng dp para alguma ¢ € C(M).

Esse resultado é no fundo uma aplicagao do Teorema de Riesz-Markov.

Proposicao 3.2.1. Seja L € A(M(f)) entao existe ¢ € C(M) tal que

L) = [ dn

Demonstracao. A estratégia da demonstracao é estender L sucessivamente
para funcionais continuos em Cy, Ey e M(M), e em seguida usar a tecnologia
de dualidade da Analise Funcional para obter o potencial ¢.

Note que cada elemento nao-nulo m € C; pode ser escrito de maneira
tnica como m = cu onde ¢ > 0 e up € M(f). De fato, basta tomar pro-

babilidade p := E)}W) € M(f) e constante ¢ := m(M) > 0. Considere
m

L, : Oy — R definido por
Ly(cp) := cL(p), onde ¢ > 0 e pe M(f).
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Claramente L; é positivamente homogéneo por construcao, pois dado
A= 0vale Ly(Aep) = AeL(p) = ALy (cp). Utilizando esse fato e que L é afim
temos a aditividade de L;:

Lalep + dv) = Iy ((c—i—d) <Cidu+ dey» =

= (c+d)L (cid“%id”) = (c+d) (cjdL(u)+deL(y)) -

= cL(p) + dL(v) = Li(cu) + Li(dv).

Além disso, a continuidade de L implica que L; é continuo em Cy\{0}.
Considere net (cgpg)s em Cp\{0} com cgps 3 cpu € Cp\{0}, temos que

g = fl d(cspp) — fl d(cp) = c,
e portanto pg > p = L(ug) — L(p). Logo
Li(capp) = csL(pg) = cL(p) = Li(cp).

Afirmamos que L; também é continuo no zero. Para verificar isso, tome
net cgup — 0. Novamente cg = Jl d(cgpg) — 0 e como M(f) é compacto e

L ¢ continuo temos {L(y5)}, limitado. Logo Li(mg) = csL(ps) — 0, o que
prova a afirmacao. Concluimos que L; é funcional positivamente homogéneo,
aditivo e continuo em Cf.

Dado p € Ey considere as componentes positiva e negativa de u dadas por
pti=max{y,0} e p= := max{—pu, 0}, respectivamente, temos p = pu* — .
E evidente que p e p~ sao medidas positivas em M, afirmamos que p* e
1~ também sao invariantes por f. De fato,

u(f1(B)) = max {u(f = (B)), 0} = max {u(B),0} = u*(B), VB ¢ B,

o que implica p* € Cf, e de maneira andloga = € Cy.

Estendemos Ly & Ly : Ef — R fazendo Ly(p) := Li(p*) — Li(p). A
aditividade de L; implica que a imagem de qualquer medida em Ef por L,
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independe de sua decomposicao em medidas de Cy. Se p*, u=,my,me € Cf
com ut — pT = = my — msy, entao

pt A my =my+pT = Li(p") + Li(me) = Li(mi) + Li(p™) =

Li(p*) = Li(p) = La(ma) = Li(ma).

Note que L, ¢ linear, pois tomando u,v € E;y e A = 0, temos
M—v=MAT+v)— A\ +vh) =
Ly(App—v) = LA +v7) = Li(Adp™ +v7) =
= ALy () + Li(r) = ALy () = Ly(v*) =

= MLi(p") = Li(p7) = (La(v") = Li(v7)) = ALa(p) — La(v).

Agora verificamos a continuidade de Ly. Como E; é espago vetorial to-
pologico e Lo € linear temos que ¢é suficiente verificar que o nucleo de Lo,
Nuc(Ls), é fechado para concluir que Ly é continuo. Uma demonstragao
desse fato estd presente em [3].

Vamos mostrar que Nuc(Ls) é fechado na topologia fraca*™. A lineari-
dade de Ly permite reduzir a demonstragao a verificar que Nuc(La) N B
¢ fechado na topologia fraca™, onde B ¢ a bola fechada unitaria de

(M(M),| - ]). Considere um net (iq)e em Nuc(Ly) com g 5 p. Ob-
serve que ub, iy € Cp 0 Bagary, Ya. Como Cy é fechado e a bola B €
compacta na topologia fraca™ pelo Teorema temos que Cr N By €

compacto na topologia fraca®. Logo existe subnet (uz)s tal que juj By e
. w* . . + _
g — Vo, onde vy, 5 € Cy, e logo p = hénpﬂ = hén(,uﬂ — pg) = vi — 1. Pela

continuidade de L; temos que

Loy(p) = La(v1) — La(12) = Li(11) — Li(12) = hgl(Ll(ME) — Li(pg)) =
= liénLg(,uﬁ) =0 = Ly(p) =0 < pe Nuc(Ly).

Isso mostra que Nuc(Ly) é fechado na topologia fraca®* e portanto Ly é
continuo nessa mesma topologia.
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Finalmente Ly : Ey — R ¢ funcional linear continuo no subespaco vetorial
E; do espaco vetorial topolégico localmente convexo M(M). Pelo Teorema
de Hahn-Banach [2.0.5| existe Ly : M(M) — R linear continuo com Lj| =
Ey
Ly. Pelo Teorema de Riesz-Markov C'(M) é dual de M (M) e portanto existe

¢ e C(M) tal que L3(u) = ngﬁ du. Restringindo a M(f) obtemos que

L) = La(k) = | & dp, ¥iu € M)
Isso prova o enunciado. O

O fato de M(f) ser simplexo, resultado contido no Teorema de Choquet
[2.0.14] permite o uso de ferramentas mais especificas para analisar sua es-
trutura linear e de funcionais afins. Um exemplo disso, que logo mais nos
serd 1til, é a especializa¢do do Teorema de Edwards para M(f), apresentada
abaixo. O livro [I] estabelece generalizacao desse enunciado.

Teorema 3.2.2 (Edwards). Sejam & : M(f) — R convexa semicontinua
superiormente e n : M(f) — R concava semicontinua inferiormente, onde
M(f) estd munido da topologia fraca™. Se & < n entao existe L € A(M(f))
funcional afim continuo com & < L <.

Uma propriedade facilmente verificavel do conjunto de medidas maximi-
zantes é que para qualquer ¢ € C(M) se tu + (1 — t)v € Mypas(¢), onde
te(0,1) e p,ve M(f), entao p, v € Miya.(¢). Denotamos faces os objetos
mais gerais de M(f) com essa caracteristica.

Definicao 3.2.3. Uma face de M(f) é um subconjunto convexo F < M(f)
tal que se tp+ (1 —t)v e F, onde t € (0,1) e u,v e M(f), entao p,v € F.
Uma face que € fechada como subconjunto de M(f) na topologia fraca™ é
dita uma face fechada.

O interessante é que essa propriedade isolada ¢ suficiente para caracterizar
os conjuntos maximizantes. Foi demonstrado no artigo [§], em um contexto
mais geral, que todas as faces fechadas de um simplexo compacto metrizavel
estao expostas.
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Teorema 3.2.4. As faces fechadas de M(f) sao precisamente os subconjun-
tos maximizantes de potenciais, ou seja,

{F | F ¢ face fechada de M(f)} = {Mupax(9) | ¢ € C(M)}.

Demonstragao. Dada uma face fechada F' de M(f) construiremos um fun-

cional afim continuo L tal que L| =0e L < 0.
F M\F

Seja u € M(f)\F, pelo Teorema Geométrico de Hahn-Banach existe
funcional linear continuo A : M(M) — R tal que A(n) < 0 e )\‘ > 0, pois
F

F e {§} sdo convexos disjuntos com F' fechado e {1} compacto e M(M) é
espaco vetorial topolégico localmente convexo com a topologia fraca*. Defina
as aplicagoes 1, ¢ : M(f) — R como

l/ZIIliH)\I/,Oe‘EO, ‘ = — max |A(v)|.
o) = min(\w). 0 el =0.¢ == max pw)

Agora, n é continuo e concavo, pois é minimo de dois funcionais lineares
continuos, e £ é semicontinuo superiormente e convexo. A semicontinuidade
superior é devida ao fato de F' ser fechado e a convexidade de & segue de F' ser
face. De fato, sejam fi, 7 € M(f) se tfi+(1—t)v € M(f)\F, entao é claro que

€+ (1= 1)7) = = max |\0)| =
= t{— max AW))) + (1= )(= max \©))) < #603) + (1~ (7).

Ja se tfi+ (1 —t)v € F entao por F ser face temos fi, 7 € F, e portanto
§tp+ (1 —1)r) =0 =t&(m) + (1 - )&@).
Logo ¢ é aplicagao convexa.
Além disso, por contrucao & < 7. Pelas propriedades ja citadas de 7 e

¢ estamos nas hipdtes do Teorema de Edwards [3.2.2l Logo existe funcional
afim continuo L, : M(f) — R com & < L, < 7. Esse funcional afim satisfaz

Lu(p) < (1) = min(A(#),0) = A(u) < 0 0=¢| <L, <n =0 —

L, = 0. Além disso, L, < n = min(\, 0) < 0 implica que L, é nao-positivo.
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Considere N subconjunto fechado de M(f) disjunto de F. Para cada
elemento 1 € N defina V), := {v € N|L,(v) < 0} vizinhanca de . Temos que

N = U V, e como N ¢é compacto, pois é subconjunto fechado do compacto

HEN
n n
M(f), existe subcobertura N = U V.. Defina Ly := Z L,,, entao Ly é
k=1 k=1
funcional afim continuo nao-positivo com L N‘N <0elL N‘F =0.

Como F é fechado dentro do espago métrico M(f) temos que é um G, ou
seja, podemos escrever M(f)\F = U Ny, onde N;, é fechado para qualquer
k

k € N. Essa representacao pode ser obtida fazendo

Ny = {a:eM(f)‘d(m,F))%}, Wk e N.

1
Reescalamos Ly, ,Vk € N de modo que max |Ly, (v)] = —,Vk € N.
veM(f) 2k

Finalmente definimos L = Z Ly, , e obtemos o funcional com as propriedades
k
que desejavamos. E claro que L é afim continuo e satisfaz

L‘F N zkl Law,

= 0.
F

Além disso, dada v € M(f)\F = UNk existe j € N com v € Nj, e
K

portanto

L(v) = Y Ly, (v) < Ly, (v) < 0 =

L) <0, Yve M(f\F < L‘M(W <0.

Para terminar, pela proposicao existe um potencial ¢ € C(M) tal
que L(v) = qu dv, Yv € M(f). Logo F = L™ Y(0) = Mn..(9), e porcon-

seguinte toda face fechada é subconjunto maximizante. Por outro lado ja
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sabemos que todo subconjunto maximizante é face fechada. Isso verifica que
os conjuntos coincidem. O

O préximo enunciado é uma das ferramentas utilizadas na caracterizagao
das faces fechadas de M(f). Para a demonstragao seguimos a obra [12].
Lema 3.2.5. Seja E < M (f) fechado na topologia fraca®, entdo

supp(m,) € E <= pue€ conv(E).

Demonstragdo. (=) Supoe supp(m,,) < E, entao para qualquer ¢ € C(M)

temos
[0~ fw) | o xam, o - f . f¢ A\ dm, () <

< sup qud)\ supfgbd)\ sup Jqﬁd)\=>

Aesupp(my,) AEE Aeconv(E)

Jlﬁdy/ sup JlﬁdA (3.3)

Aeconv(E)

Assuma, por absurdo, que p ¢ conv(E). Como os conjuntos {u} e
conv(E) sao convexos fechados disjuntos e {u} é compacto, temos pelo Te-
orema Geométrico de Hahn-Banach e Teorema de Riesz-Markov que
existe ¢ € C(M) com

sup J¢dA<J¢du (3.4)

Aeconv(E)

Pelas desigualdades [3.3] e [3.4] obtemos

sup fgbd)\<f¢du sup Jqﬁd}\,

Aeconv(E) Aeconv(E)

0 que é uma contradicio. Logo € conv(E).

( < ) Assuma agora que p € conv(FE), como M(f) é espago métrico,
ng Nk

existe sequéncia ju, = Zx\fyf convergindo a p onde A\¥ > 0, Z)\f =1le
i=1 '
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vFeE. Associamos a i a medida
my = ZA’“& r € My(M(f)), com supp(my) < E. Do fato de M(f) ser

metr1co compacto temos que M;(M(f)) é compacto na topologia fraca*, e
portanto existe subsequéncia my <3 m € My (M(f)).

Agora,

qu dp = lim f 6 dyne = lim JM(f f b A\ dmy () —
_ fw) ng A\ dm()), Voe C(M) —s
J(p dp fw) J(p dx dm()), ¥é € C(M). (3.5)

Como my(E) = 1, Vk' e E é fechado, temos que supp(my) < E, VE'
Pelo Teorema de Portmanteau[2.0.4] dados A subconjunto aberto de M(f)\E
e € > 0 temos que V(m, {A},€) é vizinhanga de m na topologia fraca*. Do
fato de my 23 m obtemos que my € V(m, {A},¢) <= m(A) < mp(A) + ¢
para todo k' grande. Acontece que A € M(f)\F e supp(mp) < E,VE e
logo my/(A) = 0,VEK'. Com isso

m(A) <mp(A) +e€=¢VEk grande = m(A) <eVe>0 = m(A) =0.

Concluimos que m(A) = 0 para qualquer aberto A < M(f)\E, e por-
tanto supp(m) < E. Em particular supp(m) € £ = m(E) = 1 =
m(M.(f)) = 1. Pela equagao e m(M.(f)) = 1 concluimos através da
unicidade do Teorema de Choquet que m = m,,, e portanto

supp(m,,) = supp(m) < E.

Isso encerra a demonstracao. 0

Com o auxilio desse lema estamos preparados para classificar as faces
fechadas de M(f).
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Teorema 3.2.6. (i) Toda face fechada F de M(f) é da forma conv(E)
onde E = F n M.(f).

(ii) Se E < M.(f) € fechado na topologia fraca™ entio conv(E) é uma face
fechada de M(f).

Demonstragao. (i) Seja ' uma face fechada de M(f). Pelo Teorema [3.2.4]
sabemos que F' = M,,..(¢) para algum potencial ¢ € C(M) e a proposi¢ao
nos diz que E := M (f) n F = MJf) 0 Mpae(d) # . Vamos

verificar que conv(E) = F.

Por um lado, como F é convexo fechado e £ < F ¢ claro que vale
conv(E) € F. Suponha, por contradi¢ao, que exista u € F\conv(FE). Pelo
Teorema Geométrico de Hahn-Banach existe funcional linear L com

= i v

L(u)>0elL < 0. Considere F’ : eF ‘ L(v) = sup L()\)}, entao
conv(E) AeF

F’ # &, pois F' é compacto, e ' nE = &, porque L(u) > 0> L(v),Yv e E.

Além disso, F’ é uma face de F, e portanto uma face de M(f). De
fato, assuma que tvy + (1 —t)vy € F' com t € (0,1) e vy, € M(f), entao
try + (1 —t)rp € F, e como F é face, vy, 15 € F. Agora,

tL(v1) + (1 —t)L(va) = L(tvy + (1 — t)1n) = sup L(\) =
AeF

L) = L(rp) = SAUEL(A) — v, e F.
€

Isso mostra que F' é face. E imediato através da continuidade de L que F’
é fechado. Concluimos que F” é face fechada.

Utilizando o mesmo raciocinio do inicio da demonstracao obtemos, por

F’ ser face fechada de M(f), que

e F nM(f)=F nFnaM(f)=FnE — F nE#,

um absurdo. Concluimos que F' = conv(E).

(i) Seja pu € conv(FE) e suponha que p = tuy + (1 —t)uy com ¢t € (0,1) e
1, po € M(f). Pelo Teorema de Choquet [2.0.14] temos que existem medidas

m,, My, € my, com baricentros u, j1 € s, respectivamente.

Pela unicidade do Teorema de Choquet [2.0.14] é véalido que
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my = tmy, + (1 —t)my,.

O Lema implica que supp(m,) < E, donde segue supp(m,,,) < E.
Desse mesmo lema resulta que yu; € conv(FE) para i = 1,2. Concluimos que
conv(E) é face fechada, como querfamos. O

Finalmente verificamos o teorema mencionado no inicio dessa secao.

Teorema 3.2.7. Seja E = M.(f) um conjunto fechado em M(f), entao
existe um potencial p € C(M) tal que Mnaz(9) = conv(E). Reciprocamente,
para qualquer ¢ € C(M) o conjunto das medidas mazimizantes é da forma
conv(E) para algum subconjunto E < M.(f).

Demonstracao. Basta combinar os resultados e|3.2.6] O

Como consequéncia desse teorema temos o caso particular de conjuntos
unitarios de medidas ergddicas.

Corolario 3.2.8. Dada pn € M.(f) existe p € C(M) tal que Mpaz(9) = {11}

Isso mostra que para qualquer medida ergddica existe a possibilidade de
observar algumas de suas propriedades através de um potencial para o qual
é maximizante. Embora a existéncia de tal potencial seja atestada por esse
ultimo resultado, em geral é dificil obté-lo explicitamente, até mesmo nos
casos mais simples. Encerramos a secao mencionando o seguinte problema
em aberto:

Para a dinamica no circilo S, f : S' — S' 2 — 2x(mod 1), encon-
trar explicitamente potencial ¢ tal que a medida de Lebesgue é unicamente
maximizante.

3.3 Genericidade

Na secao anterior foi comprovado que qualquer medida ergddica é uni-
camente maximizante, o que assegura a existéncia de varios potenciais que
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possuem apenas uma Unica medida maximizante. Isso motiva o questiona-
mento sobre quao frequentemente devemos esperar que valha #M,,q.(¢) = 1
ao experimentarmos observéaveis ¢ € C(M).

Dizemos que uma propriedade é genérica para um dado espaco topoldgico
se o conjunto U dos elementos que possuem tal propriedade contém uma
intersecao enumeravel de abertos densos, U 2 ﬂ U,. Vamos mostrar que

n
a existéncia de uma tunica medida maximizante é robusta desse ponto de
vista para a topologia da convergéncia uniforme em C(M). Essa segao é
estruturada de acordo com [2], [3] e [10].

Teorema 3.3.1. Genericamente para a norma da convergéncia uniforme um
potencial possui uma unica probabilidade maximizante, que € ergodica.

A genericidade ainda é valida quando nos restringirmos a outros su-
bespagos de potenciais. Para « € [0, 1] definimos o espago de fungoes a-

Holder de M como
sup 12@) — oWl _ oo},

CO* (M) = {¢ I B e

Note que para a = 0, devido a compacidade de M, recuperamos o conjunto
de fungoes continuas, C**(M) = C%(M) = C(M). J4 se a = 1 intitulamos
CY*(M) = C%(M) o espago de funcoes Lipschitz.

Para qualquer ¢ € C%*(M) definimos a quantidade |¢|, := sup (@) = o(y)|
vty d(T,y)"
Equipamos o espago C%*(M) com a norma
[¢la == max {|@l, [la}, Yo € C™(M).
Verifica-se que (C%*(M),| - |lo) é um espago de Banach que se realiza con-

tinuamente e densamente em (C(M),| - |«), ou seja, a funcao inclusao
P2 (CO(M). | - [) — (COD).| - o). & oo 6. 6 contima o sua imagem
¢ densa em (C'(M), | - ).

A regularidade das funcoes Holder as torna proeminentes na Teoria Ergddica
e existem resultados muito profundos as envolvendo. Abaixo anunciamos a
genericidade para essa classe de fungoes.
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Teorema 3.3.2. Genericamente um potencial em (CO*(M),| - |a) possui
uma unica medida mazrimizante, que € ergodica.

A principal conjectura em Otimizacao Ergddica durante a ultima década,
que motivou os resultados aqui expostos, previa que para uma dinamica ex-
pansiva genericamente os potenciais Lipschitz ou Holder possuem uma tnica
medida maximizante suportada em uma érbita periddica. Nesse texto veri-
ficaremos através de técnicas da Andlise Convexa que genericamente existe
uma unica medida maximizante, deixando em aberto a questao sobre o su-
porte de tais medidas. Recentemente no artigo [4] a conjectura foi verifi-
cada por completo utilizando ferramentas préprias das dreas de Sistemas
Dinamicos e Teoria Ergddica.

Concluimos o texto obtendo ambos resultados B.3.1 e B.3.2 como co-
rolarios de um mesmo teorema, que se exprime na linguagem de Anaélise
Funcional. Lembremos que para qualquer espago normado E existe um mer-
gulho candnico Av : E — E”. Essa aplicacao é uma isometria linear definida
como Av(¢) = Avy : B = R,  Avy(§) :=&(¢), V¢ € E. Um espago nor-
mado E é dito reflexivo se o mapa Av é sobrejetor, e portanto um isomorfismo
isométrico.

Pelo Teorema de Riesz-Markov para qualquer espago métrico compacto M
o espago de Banach (C'(M), || |ls) ¢ reflexivo e seu dual é isométrico isomorfo

a (M(M),| - ). Nesse caso, Avg(u) = J(b du, Ype M(M),Yo e C(M).
A préxima demonstragao segue a apresentada em [2].

Teorema 3.3.3. Sejam E espago normado reflexivo separdvel, C < E' con-
vezo compacto na topologia fraca® e para ¢ € E defina

Minae(¢) 1= {5 eC ‘ Avg(€) = IaXAvd)(x)}.

eC
Considere H espaco vetorial topoldgico que se realiza continuamente e den-
samente em E. Entao genericamente para ¢ € H vale # Moz (6) = 1.

Demonstra¢ao. Como H é denso em F, que é separdvel, existe (1,,), sequéncia
em H que é densa em E. Pelo Teorema de Hahn-Banach e reflexividade
de E temos que

{p€ H| #Mupar(¢) > 1} = | Fum,
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onde

1
Fom = {¢ e H ‘ A2,y € Minaz (@) t.q. |Avy, (x) — Avy, (y)| = E}

Vamos mostrar que os F}, ,,, sao fechados e possuem interior vazio em H
para quaisquer n,m € N. Denotamos y(¢) := max Avg(x), onde o maximo é
X

atingido, pois C' é compacto na topologia fraca™ e a funcao avaliacao Av, é
continua nessa mesma topologia. Comegamos com o seguinte:

Lema 3.3.4. Considere (¢n,)n sequéncia em H com ¢, — ¢ € H. Para cada
n € N assuma que &, € Miar(0n) € tome & um ponto de acumulacao de (&)
na topologia fraca™®. Entao lim~y(¢,) = v(¢) € £ € Mpna(0).

Demonstracao. Como H se realiza continuamente em F e ¢,, — ¢, fazendo
R= max |z|| temos que para todo € > 0 e n grande vale
xe
€
|4, — Ave, | = 6= 6] < & —

€ € .
max Avy(r) — 1 < max Av,, () < max Avg(2) + 5 —> lm(6) = (6.

N . s . . wk
Passando a subsequéncia se necessario podemos assumir &, — £. Note que

é.n € Mmax(¢n) = AU¢n(fn) = 7(@5”)7

e portanto, para finalizar mostramos que Avy, (&,) — Avy(§). De fato,

|Avg (€) — Avg,, (En)] < [Ave(§ = En)l + [Avs -, (En)] <
< [Avg(§ = &n)l + |6 — onl - [&nl-

Como (&), converge fracamente temos {|&, |}, limitado. Logo

|Avg(€) — Avg, (£,)] < [Avg(€ =€) + [|¢ — bnll - [€al] "7 0

Isso prova o Lema. ]
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Vamos verificar que F,, ,, é fechado Vn, m € N. Considere (¢ ), sequéncia
em [, ,, com ¢ — ¢ em H. Para qualquer k£ € N, como ¢, € F,, ,,, existem

1
Tk, Yk € Mimaz (@) com |Avy, (x) — Avy, (yx)| = e Pela compacidade de C

existem x e y pontos de acumulagao de (zx)r e (yx)x, respectivamente. Pelo
Lema conseguimos .,y € M,q.(¢), e logo mais a continuidade de Avy,

implica | Avy, (z)—Avy, (y)| = —. Dai segue que existem z, y € M,0.(¢) com
m

|Avy, () — Avy, (y)| = —. Concluimos que ¢ € F), ,,, que é por conseguinte
m
fechado.

Resta provar que intF,, ,, = . Para cadan € N considere 7, : H xR — R
dada por v, (¢, €) := (¢ + €th,,). Afirmamos que se ¢ € U F,.m entao v,(¢, -)

m
nao é diferencidavel em € = 0. Assuma que existem as derivadas laterais para
Yn(®,-) em € = 0. Acontece que ¢ € F, ,,, para um determinado m implica

1
que existem z,y € Mq,(¢) com Avy, (z) = Avy, (y) + —. Agora,
m

ryn(qsv 6) — Vn(gb, 0) _

lim = lim =
-0+ € e—07t €
— i 2O W) Z A gy AV (@) = Avsle) oy
e—0t € e—0t €
> Avg, (1) + — = — + lim Avgrei, (y) = AVo(y)
m m e—0~ €
oLy g 20 n) —Av(y) 1 (@ evn) = 9(9)
m =0~ € m e—0— €
1 —
m e—0~ €
i 22(8) = Wm(0,0) 1 (€)= m(9,0).
-0+ € m e—0— €

Logo para v,(¢, -) a derivada a direita é maior do que a derivada & esquerda
em € = 0, o que verifica a afirmagao. Recorremos a outro lema:

Lema 3.3.5. A aplica¢io v: E — R, ¢ — ~(¢) € convexa.
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Demonstragao. Dados ¢,v € E et € [0, 1] temos

Yt + (1 = 1)¢) = max Avig 1-yu () =

= max[f- Ay (1) + (1 1) Avy ()] < max[t- Avy ()] + max[(1-1)- Avy (2)] =

=t-9(@) + (1 —1) - () = (to+ (1 —1)¢) <t-7(9) + (1 —1)-7(¥),

o que encerra o lema. O]

Pelo Lema as fungoes v, (¢, ) sdo convexas para quaisquer n € N
e ¢ € F fixados, e logo sao diferenciaveis a menos de conjunto enumeravel
de pontos. Em contrapartida, observe que v, (¢, €0) = (¢ + €01y, 0) e pela
afirmagao se ¢ + €y, € F,, n, entdo v,(¢,-) nao é diferencidvel em € = e.

Pelas consideracoes acima concluimos que existem € € R arbitrariamente
proximos de 0 onde v,(¢, €) é diferencidvel, e portanto ¢ + e, ¢ F, ,,,. Con-
clufmos que int(F,.,) = &, Yn,m € N, e que {¢p € H | #M (@) = 1} é

genérico em H. O]

Demonstragao. (Teorema [3.3.1)) Note que (C(M), | -|l) é espago de Banach
separavel reflexivo e M(f) <€ C(M)" é convexo e compacto na topologia
fraca*. Fazendo H = C'(M) obtemos pelo Teorema [3.3.3| que genericamente
para ¢ € C(M) vale # M pa:(¢) = 1. O

Demonstragao. (Teoremal[3.3.2) Temos que M(f) < C(M)’ é convexo e com-
pacto na topologia fraca®, (C(M),| - ) é espago de Banach separdvel re-
flexivo e (C*(M),| - |lo) ¢ espaco vetorial topoldgico que se realiza conti-
nuamente e densamente no espago (C(M), | - |,). Basta aplicar [3.3.3] para
concluir a demonstragao. O]
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