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RESUMO

Este trabalho apresenta uma nova metodologia para a sgieskanea de contro-

lador e lagcoanti-windupvisando o problema de seguimento de referéncias em sistemas

sujeitos a saturagdo. Além do projeto dos controladores agesentada uma estimativa
dos dominios de estabilidade e do conjunto de referéncragaileis. O seguimento de
referéncias constantes e a rejeicdo de perturbacdes, tagtéstantes, serd garantido
pelo principio do modelo interno, ou seja, uma a¢ao integmal adicionada a uma malha
de controle com realimentacdo de saida. Além da adicao dedtaintegral, uma mu-
danca de coordenadas sera aplicada ao sistema, onde ser#igegue o Unico ponto de
equilibrio que garante erro nulo de seguimento esta naonteéa sua regido de lineari-
dade. Os efeitos da saturagéo no sistema seréo considated@s de condi¢des de setor
modificadas, as quais introduzem novos graus de liberdageoggio. Em um primeiro
momento, a metodologia sera aplicada para sistemas de ongouo, considerando
um esquema de controle conhecido como “integradoresgetaks”. Posteriormente,
este esquema serd simplificado, no que foi chamado de sdtigésica”. Além de apre-
sentar um esquema de controle mais simples e um nimero mercandicdes, estas
condicOes sdo obtidas diretamente na forma de LMIs, ewitasdim, a utilizacdo de es-
guemas iterativos. Alguns problemas de otimizacéao sen@saptados, podendo levar a
trés objetivos de controle distintos: maximizacéo da éfeia admissivel, maximizacéo
da condicgéo inicial e maximizacdo da perturbacdo admissRer meio de exemplos,
serd mostrado que esta solucdo apresenta resultados rmesesvativos do que os apre-
sentados na literatura corrente, além de chamar a atenigiiomparoblema ignorado por
outros autores. Este problema se refere a existéncia despdatequilibrio dentro dos
dominios de estabilidade mas fora da regiao linear, o quessibpilita a garantia de erro
de seguimento nulo. Num segundo momento, esta metodolegiastendida para sis-
temas de tempo discreto. Mais uma vez, condi¢cées LMI seridasha fim de projetar
os controladores e oferecer estimativas dos dominios dbikdade. Por ndo haver uma
referéncia direta para comparacao dos resultados, a nhegialsera aplicada para exem-
plos estaveis, instaveis e com integradores, tanto no casovariavel quanto no caso
multivariavel. Finalmente, sera apresentado um estudgdots de equilibrio fora da
regiao de linearidade, como mencionado anteriormenteiderando tanto sistemas de
tempo continuo quanto em tempo discreto. Este estudo séiZado para alguns tipos de
sistemas, considerando apenas o caso monovariavel. S&eprque estes equilibrios
s6 sdo possiveis em plantas assintoticamente estavejg)dexia consideracédo de uma
condicéo extra na solucdo do problema de otimizacéo.

Palavras-chave: Seguimento de referéncias, rejeicdo derpgrbacdes, anti-windup,
saturacao de controle, Inequacdes matriciais lineares (LM).



ABSTRACT

This work addresses the problem of tracking constant nefexe for linear systems
subject to control saturation. The main idea is to present ¢dmditions in order to de-
sign both a stabilizing controller and an anti-windup galiese conditions ensure that
the trajectories of the closed-loop system are bounded loyvanant ellipsoidal set, pro-
vided that the initial conditions are taken in this set aredrfferences and the disturbances
belong to a certain admissible set. The constant refereacking and constant distur-
bance rejection is taken into account by the internal modetiple, i. e., considering the
introduction of an integral action in a unitary output feadb scheme. We also introduce
the error co-ordinate representation, where is provedtea¢ exists only one equilibrium
point inside the linearity region and that this equilibrigpmint ensures perfect reference
tracking. In order to consider the saturation effects, weeaisnodified sector condition,
introducing new degrees of freedom to the synthesis probliem first step, the proposed
framework was applied to the control scheme called “irgeliit integrators”, regarding
continuous-time systems. However, this control schems dogallow the simultaneous
synthesis so it is simplified to the so called “classical’i-avindup scheme. Based on
this simplified control structure, LMI conditions are ditlgcderived, avoiding therefore
the necessity of applying iterative schemes. Convex opétiun problems aiming at the
maximization of the invariant set of admissible states antiie maximization of the set
of admissible references/disturbances are proposed. We bly means of an example,
that the obtained results are less conservative than tisggmaeiously presented in related
works. In these examples, we also show that a study abouiibierce of other equi-
libria inside the invariant set is worthwhile. Later, theposed framework is extended
to discrete-time systems, where new LMI conditions aregues] in order to synthesize
the controller and present an estimate of the stability dosnaDue to a lack of related
works, our framework is applied to stable, unstable andgnatter examples. These ex-
amples consider both single and multi-variable systemsallyi we conclude this work
with a study about the possibility of existence of other &qua inside the invariant set.
For the single-input case, we show that this is only possililee open-loop system is
asymptotically stable. In this case, in order to avoid cogerce to these points, addi-
tional constraints on the admissible references to be ¢chskould be considered. It is
worth to emphasize that such kind of analysis has not bedarped in previous works.

Keywords: Reference Tracking, disturbance rejection, antwindup, LMI, control
saturation.
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1 INTRODUCAO

Os sistemas de controle séo de vital importancia para atiesoderna, onde 0s mé-
todos de producao devem atender aos cada vez mais restqtasitos de desempenho
e produtividade. Esta importancia proporciona uma demanda vez maior de ferra-
mentas tedricas e praticas capazes de lidar com a complexigstes processos. Aliado
a isto, aplicagbes envolvendo equipamentos de alta tegiaotéoconfiabilidade exigem
estratégias de controle que levem em conta todas as partitades dos sistemas, a fim
de garantir alta precisdo nas respostas, bem como imunédfadieas e comportamentos
nao previstos. Todavia, de modo a atingir estas amplas nmeéisdos de projeto de sis-
temas de controle devem considerar especificacfes eskitdassempenho, estabilidade
e robustez. Além disso os modelos utilizados sdo geralnagmtximacgfes de uma rea-
lidade muito mais complexa. Neste contexto, é importamtartemodelo apropriado e
considerar no projeto do controle os efeitos de comportsmsehnamicos ndo-lineares,
bem como restricBes tecnoldgicas e de seguranca.

Uma das restricdes de projeto mais critica € a limitacacefisii construtiva dos atua-
dores no que diz respeito a quantidade de energia que estesmtregar ao sistema.
Quando estes limites sao violados, 0 sistema passa a se tangmmo se nhao existisse
um controlador, 0 que, na maioria dos casos, impossibiltanoprimento de alguns re-
quisitos do projeto. Os efeitos mais comuns da violacaceddshites séo a perda de
performance, o surgimento de trajetorias indesejadas citus-limite e, no pior caso,
a instabilidade do sistema. A partir destas constatac@ssera motivacao e o interesse
pelo estudo de sistemas sujeitos a saturagdes, no sentidmsidera-las explicitamente
no projeto do controlador, a fim de se evitar comportamemidssiejaveis, ou, pelo me-
nos, de poder avaliar os seus efeitos sobre a estabilidatsempenho e a robustez do
sistema em malha-fechada.

A maneira mais usual de reduzir os efeitos da saturacdo émacizanti-windup
onde um controle previamente projetado desconsideraratar@gao € realimentado com
a diferenca entre os sinais de entrada e saida do atuadmestle um compensador
estatico ou dindmico. O objetivo desta técnica é corrigistado do controlador a fim
de recuperar o desempenho do sistema saturado. Os prirtraipathos a tratar deste
problema foram (LOZIER, 1956) e (FERTIK; ROSS, 1967), osigjgantribuiram para
a abertura de um novo campo de pesquisa para varios aut@ecadas seguintes.
Os resultados deste tipo de técnica estdo fortemente comaitos ao modelo escolhido
para representar os efeitos da saturagdo. O desenvolamestes modelos vem sendo
aprimorado nos ultimos anos, com destaque para os tralm@h{bkJ; LIN; CHEN, 2002)

e (GOMES DA SILVA Jr; TARBOURIECH, 2005).

Por outro lado, em uma perspectiva pratica, o seguimentefdeéncias é um dos

objetivos de controle mais empregados na industria. A naadws processos tem como
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objetivo seguir uma dada referéncia, podendo ser tempayg@iessao, vazao, altitude ou
até mesmo uma trajetoria pré-definida para um rob6. Um dos océdebres exemplos
de seguimento de referéncias € o sistema de piloto autangtiavides, onde o sistema
de controle é responsavel por manter uma altitude especmasiderando os sistemas
lineares, o principio do modelo interno é uma das formas o@isuns de se garantir o
seguimento de referéncias com erro nulo. Este principisistitnem incorporar os modos
instaveis da referéncia no préprio controlador. E baseadterprincipio que se justifica
a grande utilizacdo de controladores contendo acao ithtegmao no caso dos contro-
ladores proporcional-integral-derivativo (PID), no siegento de referéncias constantes.
Além disto, a maioria das técnicas de projeto de contro&slexistentes com fins de as-
segurar 0 seguimento de referéncia, estabilidade e cexes nle desempenho para o
sistema em malha-fechada sdo baseados no dominio da fee@éam sua maioria, ndo
se adaptam a analise de comportamentos nao lineares otende restricdes do sinal
de controle.

O seguimento de referéncia em sistemas sujeitos a satwgacamcao dos dois pro-
blemas discutidos até agora. No inicio do ano 2000, MattheWuther (TURNER;
POSTLETHWAITE; WALKER, 2000) j4 apontava a escassez deattads tratando deste
tema. Quando comparado aos trabalhos tratando do problemegdlacdo, este pano-
rama pouco se modificou nestes Ultimos anos. Os meios magésudel tratar o se-
guimento de referéncias em sistemas com controles respddem ser resumidos em
duas linhas de pesquisa distintas: a primeira delas trataldgma de forma iterativa,
baseando-se em técnicas de controle preditivo. Neste éigold¢édo, uma sequéncia de
acoes de controle € escolhida de forma a prever a evolucdstdma. A cada instante
uma nova seqiéncia é calculada e substitui a anterior,devam conta dois objetivos:
otimizar o desempenho do seguimento e evitar que o sistent@ag restricbes. A se-
gunda linha de pesquisa tem como objetivo projetar os gasthth@sntrolador e do laco
anti-windup além de estudar a estabilidade e desempenho do sistemalkeaffechada.
Neste tipo de solugéo séo apresentadas estimativas doridsmé estabilidade do sis-
tema e sua formulacéo é baseada em inequacdes linearesarstiMI’'s). Na maioria
das vezes, a conservatividade das solucfes propostasampea sintese do controlador
e do lacoanti-windupsejam realizadas em uma Unica etapa.

E nesta segunda linha de pesquisa que este trabalho se bassiderando o estudo
de um sistema linear sujeito a saturacdo dos atuadores. efivob¢ garantir o segui-
mento de referéncias constantes e a rejeicdo de pertusbgibém constantes, em re-
gime permanente, através da adi¢do de uma acao integraha dwkontrole. A partir
das condi¢bes de (GOMES DA SILVA Jr; TARBOURIECH, 2005),tprele-se obter re-
lacBes lineares que permitam o projeto simultaneo do dextivoe do lac@anti-windup
além de apresentar estimativas dos dominios de estalg@ldadistema e dos conjuntos
de referéncias/perturbactes admissiveis.

Este trabalho sera apresentado da seguinte forma: no @apjtalguns conceitos
basicos de sistemas lineares e ndo-lineares serdo apasergeguidos por uma revisao
bibliografica sobre sistemas saturados no Capitulo 3. Nesgiséo, serdo apresentadas
as técnicas mais comuns de sintese e analise de sistenisssugaturacdo, destacando
principalmente o problema de seguimento de referénciates Eapitulos iniciais tem
como objetivo ilustrar quais problemas e abordagens datdercontrole este trabalho
ird utilizar.

No Capitulo 4, os resultados principais deste trabalhcosgpfiesentados conside-
rando sistemas de tempo continuo, em uma comparacao diwetas resultados apre-



15

sentados em (TARBOURIECH; PITTET; BURGAT, 2000) e (CAO; L\NNARD, 2004).
Além de uma solucéo baseada nestes trabalhos, um novo esgeerontrole sera pro-
posto, com estrutura mais simples e com um numero reduziddide Por meio de
exemplos, as solucdes serdo comparadas a fim de evidenatagsalidades e defei-
tos. No Capitulo 5, os resultados obtidos para sistemascmst serdo estendidos para
sistemas em tempo discreto. Mesmo sem uma referéncia papacacao direta, a apli-
cabilidade da solucéo desenvolvida € mostrada atravésedepdos numericos.

Finalmente, um estudo sobre pontos de equilibrio indesgjadra apresentado no
Capitulo 6. A existéncia de pontos de equilibrio no intedordominio de estabilidade
do sistema que néo garantem seguimento com erro nulo nuinegplorada em trabal-
hos prévios. A partir de caracteristicas do sistema em nadibeta foram estabelecidas
condi¢des que garantem a existéncia de um unico ponto déxeiuilentro dos dominios
de estabilidade, o qual apresenta erro de seguimento nulo.

O trabalho seré finalizado com conclusdes e perspectivasioghos futuros, além
de um breve resumo sobre inequacdes lineares matriciaisjltd Apéndice A.
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2 CONCEITOS DE BASE

2.1 Introducao

Neste capitulo serdo apresentados alguns conceitos $asilizados ao longo dos
desenvolvimentos subseqiientes. No que se refere a sidiepa®es, destacam-se 0s
conceitos de estabilidade interna e entrada-saida, algonimtipio do modelo interno.
Na area de sistemas nao-lineares, o maior destaque sera parabilidade no sentido
de Lyapunov, conjuntos invariantes e estabilidade absokstes conceitos serdo a base
de todos os desenvolvimentos apresentados neste trabajhe,torna seu entendimento
fundamental.

2.2 Sistemas Lineares

Nesta secdo serdo apresentados 0s conceitos assocideloasibneares utilizados
nos capitulos seguintes. Apesar do foco principal do thabsér sistemas sujeitos a sa-
turagcdo, quando nao saturado, estes sistemas comport@mseum sistema linear. A
secdo sera divida em trés subsecdes, sendo uma delasdrdtaedtabilidade entrada-
saida (BIBO estabilidade), outra tratando da estabilidatéena e, finalmente, uma sub-
secao tratando do principio do modelo interno. A maioriacogeitos aqui apresentados
foram retirados de (CHEN, 1970).

2.2.1 Estabilidade BIBO

O conceito de estabilidade BIBd@unded-input bounded-outputstabelece uma
relacdo direta entre a entrada e a saida do sistema. Pa@®I8&% ela pode ser definida
como:

Definigdo 2.2.1Um sistema é dito BIBO estavel se toda entrada limitada adua
saida também limitada.

Esta definicdo sO se aplica para a resposta com estadossinigias gero-state res-
ponse e se o sistema estiver inicialmente relaxado. Assim, [gedgizer que um sistema

causal é BIBO estavel se, e somente se, a sua resposta wapisifor absolutamente
integravel no interval¢0, co) ou, ainda (CHEN, 1970),

/ ()] dt < M < oo,
0

para um dadd/ constante.
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Em termos de fun¢Bes de transferéncia, uma fungéo de trénsia racional propria
g(s) é BIBO estavel se, e somente se, todo polgjde possui parte real negativa ou,
equivalentemente, esta no semi-plano esquerdo do planoleom

Um sistema linear multivariavel com resposta impulsivarivial G(t) = [g;;(t)] €
BIBO estavel se, e somente se, cagldt) € absolutamente integravel gfico). Em
termos de fungBes de transferéncia, um sistema multiecéavmn uma matriz de funcéo
de transferénci&s (s) = [j;;(s)] € BIBO estavel se, e somente se, todo polo de todas as
g:;(s) possuir parte real negativa.

No espaco de estados, o estudo da estabilidade do sistemagrddito com base nos
autovalores da matrid. Pode-se mostrar que todo pélo @és) é um autovalor de,
entretanto, nem todo autovalor deé um pélo deG (s). Isto ocorre devido a possiveis
cancelamentos entre polos e zeros na funcéo de trans&réngue possibilita que um
sistema seja BIBO estavel mesmo que este possua modozisstdernamente. Devido
a este problema, faz-se necessaria uma analise da estdbiliterna do sistema. Esta
analise é mostrada na secao a seguir.

2.2.2 Estabilidade interna

Considere a representacdo no espaco de estados do sisténaau
i(t) = Az(t) 1)

excitado por um estado inicial,. E facil de observar que a resposta temporal deste
sistema é dada por

z(t) = e,

Baseado nesta resposta, a seguinte definicdo de estabilidatha pode ser enun-
ciada:

Definicdo 2.2.20 sistema (1) é marginalmente estavel ou estavel no sentidyajpu-
nov se cada estado inicial finitg, produz um resposta limitada. Este sistema sera dito
assintoticamente estavel se ele for estavel e ainda sua saida a 0 quando — oc.

Segue que, em termos dos autovaloresida estabilidade interna do sistema fica
caracterizada como:

e O sistema (1) é estavel se, e somente se, todos 0s autov@ddodgsossuem parte
real negativa;

e O sistema (1) é marginalmente estavel se, e somente se,ds@dogovalores dd
possuem parte real nula ou negativa e aqueles com parteiteafio raizes simples
do polinbmio minimo ded;

e O sistema (1) é assintoticamente estavel se, e somentales,ds autovalores de
A possuem parte real negativa.

Assim, pode-se afirmar que estabilidade assintética im@in estabilidade BIBO,
mas estabilidade BIBO ndo necessariamente implica emileddale assintotica. Estes
conceitos de estabilidade serdo expandidos para sistexlmeares ao longo deste capi-
tulo.
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2.2.3 Principio do modelo interno

O principio do modelo interno baseia-se na introducao doefoadh referéncia que
deseja-se seguir e/ou da perturbacao a ser rejeitada nddagontrole. Esta forma de
garantir o seguimento € insensivel as variacdes paramaticmodelo, garantindo assim,
seguimento com erro nulo e rejeicdo a perturbacdes de favmssta. No espaco de
estados, o principio do modelo interno pode ser formuladsedainte forma:

Considere um planta descrita por

{ i(t) = Ax(t) + Bu(t) + Bad(t) )
y(t) = Cx(t) + Bult) + Ed(t)

ondex(t) € R é o vetor de estados(t) € R? é a entrada de controlg(t) € R? é a saida
do sistema €/(t) € R? € um vetor de perturbac¢des. As matrizesB, C, E, E; e By

séo constantes, de dimensdes compativeis, assume-se quéA B) é controlavel e
ainda que o pafC, A) é observavel. O sinal de perturbagéo) é gerado pela dindmica

Tq(t) = Agg(t), d(t) = Cyzq(t)
e a referéncia que deseja-se seguir com erro nulo é dada por
T (t) = Apx,(t), r(t) = Crax,(t).
Sejamg,(s) e ¢,.(s) 0s polindBmios minimos dd, e A,, respectivamente, e que
B(s) =" + a8+ aps™" T4+,

seja 0 minimo multiplo comum das raizesdgiés) e ¢,.(s) no semi-plano direito fechado
do planos. Logo, todas as raizes d€s) possuem parte real ndo-negativa. O modelo
internog~'(s)I, pode ser realizado como

{ t.(t) = A z.(t) + B e(t)
Ye(t) = (1)

ondeA. = diag{l',T',...,T'} e B. = diag{7,7,...,7}. Neste casod. e B, sdo forma-
dos porg elementogd’ (ou7), definidos por

)

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
I = : : : : ER™™ 1= |1 | eR™!
0 0 0 1
—Qp —Qpe1 —Qpe2 T 1

ee =1 —y(t). Neste casod, € R™7*™7 e B, € R™7*4, A inclusdo do modelo interno
leva ao seguinte sistema aumentado:

) lose AL [ e ]

Para que os autovalores do sistema composto possam sdppadas arbitrariamente
pela realimentacao estatica de estado

u=[KKc][ﬂ

[
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basta que o sistema (2) seja controlavel e ainda que nenlaimden(s) seja um zero de
transmissao da planta. Isto pode ser obtido se a seguiatéicelor verificada:

1 sl — A 0 B —_—
Ml Bo o sI—A, —Bp | T

A configuracéo final do sistema em malha-fechada é apresensaldigura 1.

&, = Acze + Bee

Figura 1: Principio do Modelo Interno - Espaco de Estados.

E baseado neste principio que insere-se uma acéo integnalha de controle quando
deseja-se seguir referéncias constantes e rejeitar Ipacties, também constantes. Neste
caso, em regime permanente, o erro de seguimento de raéeséng dado pela expressao

e(0o0) =17 — C(—A) ' Bu(oo) + C(—A) ' Byd.

Desta forma, a carga acumulada no integrador é responsavesiabelecetr(co) de tal
forma que a presenca da perturbacéo e da referéncia sejgmesados, tornando assim,
o erro nulo.

2.3 Sistemas nao-lineares

O estudo dos sistemas nao-lineares é um dos tépicos maidecmspma area de sis-
temas de controle. A presenca de ndo-linearidades na makb@ndole faz com que al-
gumas verdades estabelecidas em sistemas lineares temdhapilisabilidade restrita ou,
em alguns casos, estejam completamente erradas. Nesta samdietivo é apresentar
0S conceitos de sistema nao-lineares utilizados nos tapieaguintes. O foco principal
sera a estabilizacdo deste tipo de sistema, tanto pelantasrde estabilidade de Lya-
punov quanto pela abordagem via estabilidade absolutam Aiéso, alguns conceitos
como regido de atracao e conjuntos invariantes serdo apaess, ja que estes conceitos
aparecerao varias vezes ao longo do trabalho.

2.3.1 Estabilidade no sentido de Lyapunov

Um dos métodos mais usuais para se caracterizar a estebitidaum ponto de equili-
brio € estuda-la através dos métodos de Lyapunov. Os tesmenestabilidade de Lya-
punov fornecem condi¢des suficientes pra caracterizarabibdtde destes pontos de
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equilibrio. O principio basico destes teoremas € que o pmtquilibrio sera conside-
rado estavel se todas as trajetdrias iniciadas em pontesw® ndo apenas se manterao
proximas como podem tender ao ponto de equilibrio. Algunsras (SASTRY, 1999),
consideram este método como uma generalizacdo do coneaitedir a “dissipacéo de
energia” do sistema a fim de analisar a sua estabilidade.

A seguir, serd apresentado o segundo método de Lyapunowa garacterizacdo da
estabilidade em sistema n&o-lineares.

Teorema 2.3.1(KHALIL, 1992) Sejar = 0 um ponto de equilibrio para o sistema—=
f(z)ondef(-) : R — D eD C R"éum dominio contendo = 0. Sejal’ : D — R
uma fungéo continuamente diferenciavel tal que

V(0) = 0eV(x)>0emD — {0}
V(r) < 0emD.

Entdoz = 0 é estavel. Além disso, se

V(z) < 0emD — {0},
entdozr = 0 é assintoticamente estavel.

2.3.1.1 Regiado de atracéo

Quando um ponto de equilibrio é assintoticamente estavelegessante determinar
quao afastado deste ponto pode-se inciar uma trajetoriat@ssamente convergente.
Este interesse da origem a definigdo de regido de atracdo dadoyponto de equilibrio,
COmo a sequir:

Definicdo 2.3.1A regido de atracdo de um dado ponto de equilibrio € o conjulgo
todos os pontos para 0s quais as trajetorias do sistemaadas nestes pontos convergem
assintoticamente para o equilibrio.

A determinacédo exata da regido de atracado de um ponto débeiguilode ser dificil
ou até mesmo impossivel, impondo assim a necessidade dmuhetedo de estimativas
desta regido. Uma das estimativas mais comuns, apesar gergativa, € através de
dominios de Lyapunov. Um dominio de Lyapunov é definido cora aorva de nivel da
funcé@o de Lyapunov, ou sejf,. = {z € R"|V(z) < ¢}. Se uma funcdo de Lyapunov
garante estabilidade assintotica em um dominie ainda s&). C D é limitado, entdo
toda trajetoria iniciada effil. permanece confinada a este conjunto e ainda tende ao ponto
de equilibrio quand6 — oco. Assim, (). € uma estimativa da regido de atracao do sistema.
Outra maneira de estimar a regiao de atracdo € determinandgetérias que definem o
seu limite. Estas estimativas sé@o obtidas através daagidle de simula¢cées numéricas,
estando assim, fora do escopo deste trabalho.

2.3.1.2 Conjuntos invariantes

Conjuntos invariantes sao de grande utilidade no projetistemas de controle. Seu
principio basico € que toda trajetoria do sistema inicéa&dentro deste tipo de conjunto
permanece confinada em seu interior. A seguir sera aprédseataa definicdo formal
destes conjuntos.
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Definicdo 2.3.2(KHALIL, 1992) Um conjuntd/ é dito invariante em relagdo ao sistema
autbnoma: = f(z) se
x(0) e M = x(t) € M Vt € R.

O conjuntoM seré dito positivamente invariante se
x(0) e M = z(t) € M Vt > 0.
Finalmente, o conjuntd/ sera contrativamente invariante se

z(0)e M = x(t) e M Vt>0e lim(z(t)) =z,

t—o0

ondez, € um dado ponto de equilibrio no interior dl&.

No que se refere a sistemas com saturacao, 0s conjuntogirtesrpodem ser usados
como estimativas da regido de atracdo de um dado ponto dibequEm (BLANCHINI,
1999), é feita uma extensa analise sobre conjuntos intasi@suas aplicacdes a siste-
mas de controle. Outras aplicacfes dos conceitos de inc&ié contratividade podem
ser encontrados em (CASTELAN, 1992), (CASTELAN; TARBOURI, 1994), (SUA-
REZ; ALVAREZ; J., 1995), (PITTET, TARBOURIECH; BURGAT, 199, (GOMES DA
SILVA Jr; TARBOURIECH, 1999), (HU; LIN, 2002), (LIN; LV, 200) e (COUTINHO;
GOMES DA SILVA JR, 2007).

2.3.2 Problema de Lure

Muitos sistemas néo-lineares podem ser representadogstia um sistema linear
realimentado por um elemento ndo-linear, conforme mostnadFigura 2. O estudo da
estabilidade deste tipo de sistema constitui-se no chafidddema de Lure.

r=0 +_u Sistema Linear Y -
— G(s)
W(ty) Elemento -
N3o-Linear

Figura 2: Sistema na Forma de Lure

O sistema da Figura 2 pode ser representado como

y(t) = Cul(t) (4)

onde o palA, B) € controlavel, o pafC, A) € observavel &(t, y) € uma ndo-linearidade

sem memoria, linear por partes éra localmente Lipschitz(ver (KHALIL, 1992)) em y.

A ndo-linearidade) (¢, y) deve obedecer uma série de condi¢cdes chamadas condi¢Bes de
setor. Algumas destas condi¢des de setor sdo definidasia segu
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2.3.2.1 Condicao de Setor Classica

Esta é a condicdo de setor mais comum na literatura (KHAL892), (SASTRY,
1999) e (SLOTINE; LI, 1991). Uma possivel definicdo formalseguinte:

Defini¢céo 2.3.3Uma fungéo continud : [0,00) x R — R pertence ao setdi,, k»] se
existem dois numeros nao-negative® ko, k» > k1, tais que

ki < y(tu) < kay? %)
se verifica. A relagdo (5) pode ser escrita na forma
[(t,y) — kyl[(t,y) — kay] < 0. (6)

No caso multivariavely : [0,00) x R" — R") e considerando o setfil, k;)], i =
1,...,m, pode-se escrever a relacdo (6) na forma

ou ainda, matricialmente

Dt y) [t y) — Au) <0, (8)
ondeA = diag{ku}, i = 1,...,m. Esta condicdo garante qu€t, y) esteja localizada
no primeiro e terceiro quadrantes e ainda gu€t,y) > 0. A satisfacdo de uma dada
condicéo de setor pode ser caracterizada tanto de forniajleenato global. Por exemplo,
para o caso de uma nao-linearidade do tipo zona morta, @odetar que esta verifica
o setor[0, 1] globalmente, isto &y, (ver Figura 3(a)) e que este tipo de ndo-linearidade
verifica o setof0, b], b < 1, apenas para € [—a, a], ou seja, de forma local.

A A

-
.
.
.
; .*
| .
; .
RS
.
g

(a) Global (b) Local

Figura 3: Condic&o de Setor - Zona-morta.

2.3.2.2 Estabilidade Absoluta

Baseado no sistema na forma de Lure e das condi¢Oes de satar pode-se definir
a estabilidade absoluta como segue:

Definicdo 2.3.4(KHALIL, 1992) Considere o sistema (4), onde a ndo-lineadiel) (¢, y)
satisfaz uma dada condicao de setor. Este sistema é globtdrabsolutamente estavel
se a origem é globalmente assintoticamente estavel parkygeiando-linearidade em
um dado setor. Este sistema sera localmente absolutamstiteekse a origem é as-
sintoticamente estavel para qualquer ndo-linearidadec@mente contida em um dado
setor.
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Pode-se notar que a estabilidade absoluta é uma caracteeistiusiva do sistema e
do setor escolhido, sendo valida para qualquer nao-luadei pertencente a este setor.

Na Figura 4(a) € ilustrada a estabilidade absoluta localci dle notar que a n&o-
linearidade verifica a condi¢@o de setor apenas no intefvglp Na Figura 4(b) pode-se
notar que a condicao de setor € verificada paragodaracterizando assim, a estabilidade
absoluta global.

-

(a) Caso Local (b) Caso Global

Figura 4: Estabilidade Absoluta - Caso Local e Global.

Além da condicéo de setor classica, outras condi¢cdes defsem estabelecidas na
literatura. Algumas destas condi¢cfes sdo apresentadas¢i@ss a seguir:

2.3.2.3 Condicao de setor modificada
Esta condicdo € uma generalizacdo da condicdo de setoicalaaplicada a nao-

linearidades do tipo zona-morta descentralizada, defpoda

(i) (t) — uo)  S€uq)(t) > o)
\Ifuo(i)(U(i) (t)) = 0 S€ — Ug() < U (s) (t) < Uo(4) (9)
U(j) (t) + (i) SGU(Z-) (t) < —Ug(s)-

Para este caso, a relacdo (8) pode ser substituida por (GA@MESLVA Jr; TAR-
BOURIECH, 2005)
Wy (u(t) TP (ult)) — v(t)] <0 (10)

ondeT' é uma matriz diagonal positiva definida. Neste caso, es@ighmso € valida se
u(t) ewv(t) pertencem ao conjunt®(u — v, ug), definido como segue:

S(u—v,u) 2 {u € R™ veR™

Uy — ’U(Z-)} < U (3) 5 1= 1, ce ,m}. (11)

Observacéo 2.3.1Considerandas(t) = K¢(t), pode-se mostrar qué,,, (K&(t)) satis-
faz a condig&o de setor classiga,, (KE(t)) [P, (KE())—AKE(H)] <0, VE € S(K,uy),
ondeA é uma matriz diagonal e (PAIM, 2003)

S(K,ug‘)é {fERm;}K@)f‘ < 1110(2“, 1= 1,]...,m}.

A condigdo de setor modificada pode ser escrita, considerafld = G, como

Wy, (KE) TV, (KE) — GE] <0, (12)
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aqual é validav¢ € S(K — G, ugp), ondeS(K — G, ug) € definido em (11).

Assim, pode-se estabelecer a condicdo de setor classi@amdala ndo-linearidade
zona morta descentralizada como um caso particular da gdwalde setor modificada,
ondeT = I,, e aindaG = AK.

Observacéo 2.3.2Neste caso, o sentido de estabilidade absoluta se perdae, ddéseu
apelo geométrico. Por outro lado, esta condi¢cao de setamjitera obtencao de condi¢des
de estabilidade diretamente na forma de LMIs. Por ser meanservativa, pois leva em
consideragdo a caracteristica da ndo-linearidade, a cgédide setor modificada vem
apresentado resultados menos conservativos quando dpl@a problema de regulacao
de sistema lineares sujeitos a saturacdo (GOMES DA SILVAARRBOURIECH, 2005).
Um dos objetivos deste trabalho € aplicar esta condic&o pgpeoblema de seguimento
de referéncias e verificar se a reducao da conservatividadaantém.

2.3.2.4 Condicao de setor linear por partes

A condicao de setor linear por partes foi apresentada em RUIANG; LIN, 2004),
em conjunto com uma extensa analise sobre os critériosalsletdde utilizando este tipo
funcdo. Ela baseia-se no principio de que o setor € uma cagénrde varias retas com
inclinacdes diferentes. A seguir sera apresentada umagdefideste tipo de condicao.

Definicdo 2.3.5Considere as funcdes (u) e ¢, (u) com simetria impar, linear por partes
e convexas para > 0. Entédo a ndo-linearidade sem memotigu, t) estara inclusa no
setor(¢;(u), po(u)) se arelagéo

[W(u,t) — g1 (w)][Y(u, ) — ¢2(u)] <0

se verifica.

Este tipo de condi¢do de setor € mais geral, como exemplificasl Figuras 5(a) e 5(b).

Vo4 v, (u) v, v
/// ‘l//(uat) ““

// w,(u)
u

N v, (u)

v

(a) Exemplo 1 (b) Exemplo 2

Figura 5: Condic&o de setor linear por partes

2.3.2.5 Aplicacdo da condicdo de setor na determinacéo thbeslade

Nesta secdo, serd mostrado como as condi¢des de setor padatitizadas a fim de
caracterizar a estabilidade do sistema. As consideragsta decdo serdo baseadas na
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condicao de setor modificada, ja que esta é o foco princijsié deabalho, e na fungéo de
Lyapunov definida no Teorema 2.3.1. A sua extensao para agéande setor classica é
direta.

SejaV : D — R uma fungdo de Lyapunov E(z(t)) a derivada desta funcéo ao
longo da trajetdrias do sistema. Da Secéo 2.3.2.3, sabeessey(t) e v(t) pertencem a
S(u(t) —v(t),up), entdo a condicdo (10) é verificada. Aplicad8-procedureonforme
apresentado em (BOYD et al., 1994) obtém-se

V(@) = 2Wyq (u(t) T T[W 0 (u(t)) = v(t)] <0,

a partir da qual pode-se concluir quéz(t)) < 0 Yu(t), v(t) € S(u(t) — v(t), up). Com
isso, garante-se que as condi¢cOes do Teorema 2.3.1 sdocadatilocalmente, na regido
de validade da condicao de setor.

2.4 Comentarios Finais

Neste capitulo, foram discutidos alguns conceitos daaet@icontrole que seréo de
fundamental importancia ao longo deste trabalho. Os ctwxcde estabilidade foram
apresentados tanto para sistemas lineares, na forma de &0ilidade e estabilidade
interna, quanto para sistemas néo-lineares, onde a @faleifoi apresentada através dos
métodos de Lyapunov e em termos de estabilidade absoletenéeu-se assim, abordar
0S conceitos mais importantes destas teorias, facilitanctompreenséo dos desenvolvi-
mentos subsequentes.
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3 REVISAO BIBLIOGRAFICA: SISTEMAS LINEARES SU-
JEITOS A SATURACAO DE CONTROLE

3.1 Introducao

Por mais que as teorias em sistemas de controle evoluam testas ndo podem ser
dissociadas da realidade e das aplicacdes praticas queaosigy seu desenvolvimento.
Um projeto que garanta um dado desempenho de nada valer&lsenentos fisicos que
compdem a planta ndo puderem responder da forma esperaaarésiricoes podem ser
tanto construtivas, como capacidade de abertura de umal@#&ly tensédo de alimentacao
de um amplificador, quanto inerentes ao processo que sexdms#jolar, por exemplo,
inércia ou tempo de resposta. Foi visando introduzir esstsigdes fisicas nos modelos
tedricos que surgiu o conceito de saturacao.

Os efeitos causados pela saturacdo sdo bem conhecidos daidade cientifica. O
menos nocivo deles é a perda de desempenho, podendo deiséermnasmais lento e
menos amortecido. Além disso, a saturacdo pode provocaare@mento de pontos
de equilibrio parasitas, fazendo com que os estados donsistEndam a um ponto de
operacao diferente do projetado. Nesta mesma linha decfaimpa saturacéo pode tornar
o0 sistema oscilatério com o aparecimento de ciclos-limitaioda, em um caso extremo,
levar o sistema em malha-fechada & instabilidade.

Visando reduzir estes efeitos nocivos, o estudo da saturs&guiu por varios ru-
mos nos ultimos anos. No problema de andlise, alguns aytovesraram modelar 0os
efeitos da saturac&o no sistema, enquanto outros estatagtecondicdes e dominios de
estabilidade para o mesmo. No problema de sintese, novasraeag de controle foram
propostos, bem como novas formas de projetar estes caldrela Este capitulo apre-
senta alguns destes temas, mostrando um pouco do que taitddrsan a oferecer sobre o
assunto.

3.2 Sistema de Interesse

Nesta secao, sera apresentada uma formulacéo basicaamoasesttudado neste tra-
balho. Nela, serdo definidas algumas propriedades impestalos sistemas sujeitos a
saturacao de controle. A maioria da formulacdo apreserdatizcorrente de (PAIM,
2003) e (GOMES DA SILVA Jr., 1997)

Considere o sistema linear, em tempo continuo, invariamtempo e descrito por

{ i(t) = Ax(t) + Bu(t) + B,r(t) + Bad(t)
y(t) = Cu(t)

ondex(t) € R™ é o vetor de estadog,(t) € R™ € a entrada de controlg(t) € R?

(13)
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é a saida do sistema(t) € R é a referéncia que se deseja segui(® € R* é um
vetor de perturbacbes. As matrizdas B, C, B,, e B, sdo constantes e de dimensodes
compativeis.

Considere agora, que o controle é uma realimentacéo estitscestados do sistema,
isto é,

u(t) = Kz(t), K € R™",

Se nenhuma restricao é aplicada ao controle e aifida= 0 e ¢(¢t) = 0, o sistema

(13) apresenta um comportamento linear em malha-fechaltauta

#(t) = (A+ BK)z(t).

Neste caso, pode-se caracterizar a estabilidade do sibesaado nos autovalores da
matriz (A + BK), conforme apresentado na Segéo 2.2.2. Se o0 sistema éigatabjl
entdo a matriz de ganhig pode ser escolhida de tal forma que os autovalores da matriz
de (A + BK) sejam posicionados em qualquer lugar do semi-plano esgjueodcaso
continuo.

Considerando agora, o sinal de controle limitado em suaitrdp| ou seja, cada
componente do vetai(t) esta restrita entre um valor maximo e minimo. Assiitt,)
deve pertencer ao conjunto poliedral definido por

Q2 {ueR™ —up < u < up} (14)

comuggy > 0 paravi = 1,...,m. A lei de controle efetivamente aplicada ao sistema é
u(t) = sat,,(Kxz(t)), onde cada componente d¢&) é dado por

—Uo(i) SEK(Z-){L’(t) < —Ug(s)
up(t) = ¢ Kapz(t) se —uoe < Kez(t) < uog (15)
Uo(s) seKx(t) > uo)

Assim, o sistema em malha-fechada com restricdo de cortiddelo por
&(t) = Ax(t) + Bsat,,(u(t)) + B,r(t) + Bad(t) (16)

Em relacéo ao sistema (16), pode-se definir a chamada reglaeedridade ou regido
linear do sistema. Nesta regido, o valoridg)z(t) esta confinado entrewug) € ug),
isto &, ndo viola os limites de controle. Esta regido é definamo

S(K,ug) = {x € R"; —ug < Kz(t) < ug}. a7)

Nesta regi&o, o sistema (16) apresenta um comportamemioiecte linear. E impor-
tante observar que, mesmo com o sistema inicializad® & w,), isto ndo quer dizer
que seu comportamento global seja linear.

Observacéo 3.2.1As definicbes apresentadas para o controle via realimemtagéatica
de estado podem ser estendidas para o caso de realimentaggdh. A matriZ{ pode
ser obtida reescrevendo o sistema de forma convenientexieonplo, considerando uma
realimentacéo estatica de said&, = KC (LIN; STOORVOGEL; SABERI, 1996). O
caso de realimentacdo dindmica de saida pode ser reforroutadho um problema de
realimentagéo estética de saida, considerando-se unmsésteimentado.

Nas sec¢les seguintes, serdo apresentados os problemasuaéssdecorrentes desta
formulacdo. No inicio de cada secéo, serdo apresentaddig@es as quais a solucéo se
aplica, mostrando ainda as referéncias relevantes sofl@easaunto.
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3.3 Problema de Regulacao

O problema de regulacdo € um dos problemas mais estudadodogse trata de
sistemas sujeitos a saturacdo. Nesta secdo, sera codsideraso em que sistema (13)
ndo esta sujeito a influéncias externas, isto(é, = 0 e d(t) = 0. A seguir, serdo
mostrados alguns estudos realizados neste tipo de problema

3.3.1 Andlise de estabilidade

Dado um controlador calculado previamente, a andlise @biédade engloba uma
série de estudos feito sobre comportamento do sistema ena+feadhada. Os principais
objetivos, neste caso, sao determinar os dominios de leaalei do sistema e estudar o
seu desempenho.

Pode-se definir como dominio de estabilidade de um sistenaaregiéio do espaco
de estados onde, para qualquer condicao inicial em seliomias trajetorias do sistema
ficam confinadas. Isto nada mais é do que aplicar os conceitiowakiancia de conjun-
tos aos sistemas saturados. O objetivo, neste caso, é abEpaestimativa da regiao
de atracao possivel para aquele dado controle. Alguns dasigste tipo de andlise po-
dem ser encontrados em (DOLPHUS; SCHMITENDORF, 1991), (ESNDA SILVA
Jr.; TARBOURIECH; REGINATTO, 2002), (PAIM et al., 2002) eBENBAUER; ALL-
GOWER, 2007), além daqueles ja citados na Sec¢éo 2.3.1.2.

3.3.2 Estabilizacao

Neste caso, 0 objetivo € projetar uma estrutura de contrala eontrolador de tal
forma que o sistema resultante em malha-fechada seja kgtdgendo esta estabilidade
ser global, semi-global ou apenas local. No caso globalN[B@; SUSSMANN, 1990)

e (BURGAT; TARBOURIECH, 1992) afirmam que sempre € possiwebatrar uma rea-
limentacdo de estados que estabilize o sistema saturashie dee este seja estavel em
malha aberta. Geralmente, estabilidade global implicaesempenho insatisfatério.

A estabilizacdo semi-global implica em uma regido de atragé grande quanto se
queira, desde que limitada. Em (HU; LIN, 2001) e (LIN; SABER®93) sdo apresen-
tados resultados neste sentido para o caso em que (01pA&r é estabilizavel e que o
sistema nao seja instavel. O caso local é o que melhor se @pfitstemas instaveis em
malha-aberta. Neste caso, a garantia de estabilidaded & uma regido particular do
espaco de estados, ou seja, um conjunto contrativo aseaiamha funcéo de Lyapunov
(ver Secao 2.3.1.1). Fora desta regido nada pode-se ga@nte a estabilidade do sis-
tema. A estabilizacédo local é abordada em (GOMES DA SILVATARBOURIECH,
2001) e (PITTET; TARBOURIECH; BURGAT, 1997), entre outros.

Além do objetivo de estabilizacdo, pode-se impor algumsisicées de desempenho
ao sistema em malha-fechada. Neste caso, o objetivo é qusisgt®ma atenda a requi-
sitos de performance como tempo de estabilizacdo e maxibre-sinal. No caso de
uma formulacéo via LMIs, (CHILALI; GAHINET, 1996) e (CHILAL GAHINET; AP-
KARIAN, 1999) apresentam condi¢des para alocacéo de paiaggides especificas do
espaco de estados como, por exemplo, um circulo centradiagesng um setor circular
ou uma intersecédo de planos. A alocacéo dos pélos do sisestasnmegides esta intima-
mente ligada ao seu desempenho em malha-fechada, desaetie de uma vizinhanca
do ponto de equilibrio na regido linear do sistema.
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3.4 Problema deanti-windup

A sintese de malhas dati-windupé um dos tépicos mais explorados no que se refere
a sistemas com saturacéo. Inicialmente, o problemart#upfoi detectado em malhas de
controle com acao integral, sendo depois expandido patqugraliferenca entre a saida
e a entrada de algum elemento na malha de controle (DOYLETBMENNS, 1987).
Um dos possiveis esquemas de controle envolvendodatgawindupé apresentado na
Figura 6.

Saturacgéo

Planta y
G(s)

Anti-windup

Controlador
C(s) B

Figura 6: Esquema de Controle com Lac¢oAdgi-windup

O principio basico da técnica dati-winduppara sistemas com saturagdo consiste em
projetar um controlador nominal que nao leve em conta ocedi@itsaturacao e depois pro-
jetar um outro controlador a fim recuperar a perda de desdmpsEusada pela mesma.
Neste tipo de problema, o objetivo do lagoti-windupé a melhoria de desempenho ou
a maximizacdo dos dominios de estabilidade do sistema.aRaacar estes objetivos, a
compensacao deinduppode ser feita tanto de maneira estatica quanto dinamica.

Visando recuperar a performance de controladores PID,-pedéar as técnicaad
hoc como oback calculationde (FERTIK; ROSS, 1967), os “integradores inteligentes”
de (KRIKELIS, 1980) e anti-reset windupgle (ASTROM; WITTENMARK, 1984). As
primeiras tentativas de se analisar a estabilidade de gasti-windupforam os tra-
balhos (GLATTFELDER; SCHAUFELBERGER, 1983) e (KAPASOURISTHANS;
STEIN, 1988), onde foram aplicados os critérios do circulie @opov e em (CAMPO;
MORARI, 1990), baseado no teorema dos pequenos gasbaled small gain theorem
Outros métodos utilizados incluem analise por funcéesrii#as (ASTROM; RUNDQ-
WIST, 1989), andlise de ganhos incrementais (ROMANCHUK| BN 1996) e a técnica
de subespacos invariantes (KAPOOR; TEEL; DAOUTIDIS, 1998)

Em (WALGAMA; STERNBY, 1990), os autores observam que digsrgcnicas de
anti-windupapresentam caracteristicas de observacao de estadosd8ase observa-
¢cbes semelhantes, (KOTHARE et al., 1994) unifica as primctganicas danti-windup
conhecidas. Utilizando-se desta metodologia geral, (MINYN O; VINNICOMBE, 1996)
propdem uma técnica que permite realizar o projeto baseadbesempenhd/,,. Re-
sultados menos conservativos foram obtidos pelo chamatitevindupL,, onde uma lei
de controle ndo-linear € utilizada a fim de compensar osfdd saturacao.

No escopo deste trabalho, as técnicas mais relevantes s@lasfaseadas em LMIs.
Em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH; REGINATTO, 2002), os gunios de es-
tabilidade do sistema séo caracterizados explicitamerggimizando-se a estimativa da
regido de atracdo da origem. A modelagem dos efeitos daagéatufoi obtida atraves da
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condicdo de setor classica. Em (HU; LIN; CHEN, 2002), umanfdacdo baseada em
BMIs relaxadas € proposta, usando agora como modelo daesatucondicdes politopi-
cas menos conservativas. A sintesaui-windupestatico baseada em condi¢des de setor
modificadas € proposta em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIEC2003). Neste tipo

de modelagem, a estrutura da condi¢do de setor classicax@adal adicionando graus
de liberdade ao sistema e permitindo a obtencdo de condig@amente na forma de
LMls.

Resultados relativos a compensadores dinamicastiavindupsao apresentados em
(GRIMM et al., 2003). Neste trabalho, os autores garantengammoL- finito para um
sistema exponencialmente estavel. Em (GOMES DA SILVA JRBOURIECH, 2006)

e (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA Jr.; BENDER, 2006), a sintedeanti-windup
dindmico é considerada para o caso discreto e, em (GOMES D¥ASIr.; LIMON;
ALAMO, 2005) e (BENDER, 2006), a sintese simultanea do adatior e dos lacos de
anti-windupé proposta para sistemas limitados em amplitude e taxa @e&ar metodo-
logia estendida para sistemas com restricdo em acelerat@BENDER; GOMES DA
SILVA Jr, 2007).

3.5 Problema de seguimento de referéncias

O problema de seguimento de referéncias em sistemas sujegaturacdo é mais
critico quando comparado ao problema de regulacdo. A g@strnais evidente neste
caso € o fato de o sistema ndo conseguir seguir com erro naeferéncia qualquer,
dando origem a um conjunto de referéncias admissiveis. Aiéso, a presenca de um
sinal externo pode levar as trajetorias do sistema a divergi

Em termos do sistema (13), considerars¢ 0 e d = 0. Neste tipo de problema,
dois objetivos distintos podem ser destacados. No primeiabjetivo é identificar e/ou
maximizar a referéncia que o sistema pode seguir. Além,distomativas dos dominios
de estabilidade podem ser obtidas. No segundo caso, ovobgetitimizar a performance
do seguimento para uma dada referéncia, ou, ainda, minioszzfeitos de perturbacdes
na saida do sistema.

A seguir, sera apresentado um resumo das técnicas mais wguaeguimento de
referéncias sujeitos a saturacdo, baseado em (REGINATTI@))2 Algumas técnicas
utilizandoanti-windupja foram expostas na se¢ao anterior.

3.5.1 Controle preditivo baseado em modelo

Nestas técnicas de controle, 0 modelo do processo € utiligadch predizer o com-
portamento futuro do sistema e uma sequéncia de acdes deleamr malha-aberta é
calculada através da solu¢do de um problema de otimizac@ant@iro elemento desta
sequéncia é entdo utilizado como entrada de controle e cgislelfamentos sao descarta-
dos. Aplicando-se uma abordagem de horizontes deslizanpgeblema de otimizacéo
é resolvido a cada periodo de amostragem e as medidas doaisde consideradas na
correcao da predicdo do modelo, conferindo um caréater deanfathada a estratégia.

A predicao do comportamento do sistema pode ser considgradexemplo, como

Thysrie = ATpysip + BAugyspk
Uktsle = CTpyspk (18)

ondexz; 4, € 0 estado do sistema na amostra ¢ predito na amostra. O custo a
ser minimizado €, em geral, um critério quadratico envaleea erro de seguimento,
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Chtolk = Thtslk — Ykts|ks € O €rro de controléuy, 5, como, por exemplo

N-1
JN(Z'k:’ r, Aﬂk) = Z(€Z+5|kQ€k+5\k + AU£+5|kRAUk+5\k)> (19)
=0
ondeR = R" >0, Q = QT > 0, o par(Q'/?, A) é detectavelN é o horizonte de
predicdo e aindau;, = (Augk, AUgiije, -, AUppn_1jk)-
Assim, o custo/y deve ser minimizado em relacaad\a, respeitando as restricdes e
a dinamica (18), na forma

min JN(IL'k, T, Aﬂk)
Adiy,

||uk’+j\k||00 < M, J=0,.. LN =1
[Au ikl <R, j=0,...,N =1
sujeito aq  xxk = T,
dinamica (18)
Ck+olk = Thtjlk — Yktijlks J =0, o, N — 1,
ondeM e R representam os limites das restricdes do sinal de contrdéeseia taxa de
variacao, respectivamente.

Uma grande vantagem deste tipo de técnica é a facilidadecdeporar as restricdes
no problema de otimizacé&o (20). Suas maiores dificuldades garantia de factibilidade
do problema de otimizacdo e a garantia da estabilidade sor&dRAWLINGS, 2000).
Uma andlise mais profunda sobre este tipo de controle stiges pode ser encontrada
em (MACIEJOWSKI, 2002), (GRIMM et al., 2007), (HU; CHEN, 2D0Q (CAMACHO;
BORDONS, 1997) (OLIVEIRA; BIEGLER, 1994) ou (MICHALSKA; MXNE, 1993).

3.5.2 Condicionador de referéncias

Este tipo de abordagem permite tratar de forma separadaloiepras de desempenho
em regime permanente e de satisfacdo de restricoes. Istospoabtido através da in-
troducéao de um condicionador de referéncragefence governgr elemento de controle
gue atua entre o sinal de referéncia e a entrada do sistemabra-fachada. A Figura 7
ilustra a introdugéo deste elemento na malha de controle.

r(t Condicionador | Vv(t) Sistemaem ———*
de Referéncia "| Malha Fechada | »

z(t)
T w(t)

Figura 7: Condicionador de Referéncia

Os condicionadores de referéncias foram muito populareg€oada de 1990 e inicio
dos anos 2000. Para um estudo mais aprofundado do tema éredaata a leitura dos tra-
balhos (GILBERT; KOLMANOVSKY, 1999a), (GILBERT; KOLMANOWKY, 2001),
(GILBERT; KOLMANOVSKY, 2002), (KAPASOURIS; ATHANS; STEIN1988), (AN-
GELI; CASAVOLA; MOSCA, 2000) e (BLANCHINI; MIANI, 2000), a¢m de outros
trabalhos citados nesta secéo.
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O projeto deste tipo de controlador poder feito em duas garfEan uma primeira
etapa, um controlador é projetado para o sistema sem levaoeta as restricdes, com
0 objetivo de garantir os requisitos de desempenho e adtdal A caracteristica ndo-
linear do sistema (restricdes) fica exclusivamente cordimadcondicionador de referén-
cia.

O condicionador de referéncia ajusta as transi¢des doginale tal maneira que as
restricdes sejam respeitadas para um grande numero de dnegferéncia e condigdes
iniciais. Ele gera sinais(t) como uma sequiéncia de sinais admissiveis no que diz respeito
aviolacao das restrigfes, tais gue) tenda otimamente em dire¢éo ao valor atual(de
Para algumas condi¢fes razoaveis, o valar(desera igual ao valor nominal da referén-
ciar(t) em um tempo finito. Neste sentido, o condicionador de reé@émplementa
uma espécie de controle preditivo, nos moldes daqueleseypesios na secao anterior. A
grande diferenca do condicionador de referéncias em ekaggicontroladores preditivos
é a utilizacdo de conceitos de conjuntos admissiveis. Ailssgéd mostrada uma breve
formulacdo para o caso discreto. Extensdes para caso worgduem ser encontradas
em (BEMPORAD, 1998), (GILBERT; KOLMANOVSKY, 1999b) ou (MILER et al.,
2000).

Considere o sistema em malha-fechada para o qual foi pdojetan controle sem
considerar as restricdes, dado por

Tmp(k+1) = Ansms(k) + Bugr(k)
y(k) = Cupams(k)
z2(k) = Comg@ms(k) + Daomyr (k)

(20)

ondez € R" é um conjunto de variaveis que deve satisfazer restrico¢ipalo € 2.
Este tipo de representacéo pode ser usada para modelargstnigdes no estado quanto
no sinal de controle. Neste ponto, € importante definir o qum& referéncia realizavel
para um dado sistema:

Definicdo 3.5.1(REGINATTO, 2000) Uma referéncia é dita realizavel em regpar-
manente para o sistema (20) se o ponto de equilibrio cormedpate satisfaz® =
szfx;f(k) + D,ngr € Z. Assim, o conjunto de referéncias realizaveis em regime
permanente pode ser dado por

Ry = {r: Hyr € Z}, (21)

COMmH, = Dsz + szf(] — Amf)_lef.
Pode-se dizer, entdo, que o sinal de referéncia é realizwaltrajetoria é tak(t)
Z, Vit > 0.

Parafins de simplicidade, a matrz, ; sera considerada Schur-estavel, o(gar,.r, A,.r)
é observavel e aindd é um conjunto compacto na foridfa= {z € R"= : ;(2) <0, i =
1,...,n,}. Se as fungBesg(.) forem lineares, entdsg sera um politopo. A seguir, seréo
mostradas as duas estratégias mais usuais de se implemmentandicionador de refe-
réncias.

Condicionador estatico: Neste tipo de condicionador, a referéncia € corrigida agpena
por um ganho, na forma
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'U(k) = I{(Tv ZL'mf)T(k?), (22)
ondex(r, z.,r) € dado por
_ Ay (k) + BgCr(k) € Oco(Amp, Cy, Z)
R { Com gty (k) + Dy Cr(k) € Z @

O conjuntoO o (A f, Crng, Z) € conhecido como maximo conjunto saida-admissimek(-
mal output admissible st Uma explicacdo mais detalhada sobres estes conjuntos pode
ser encontrada no Apéndice B de (REGINATTO, 2000) e naséedas la contidas.

Assim, a relagéo (23) se resume a encontrar um esctdhgue o sistema permaneca
dentro do conjunto de saida-admissivel e ainda que as;fEsgtrndo sejam violadas. A
simplicidade deste tipo de condicionador vem associadgumsalproblemas de estabili-
dade, como mostrado em (GILBERT; KOLMANOQOVSKY, 1995).

Condicionador dinamico: Neste caso, a referéncia é corrigida segundo a dinamica

vk +1) =v(k)+ k(r,zg)(r(k) —v(k)), (24)

ondezx é o estado aumentado incluindo a dindmicavffe). O ganhok(r,zs) serve
como ponderacdo entre a influénciarde) ouv(k) na saida do condicionador. No caso
em quex(r,zg) = 0, tem-sev(k + 1) = v(k). Quandok(r, zg) = 1, onde as restricdes
nao sao violadas, a saida do condicionador sera a propi@nefa desejada, atrasada de
uma amostra, ou sejdk + 1) = r(k).

O sistema aumentado € dado por

ra(k+1) = Agzg(k)+ Bak(r,zq)(r(k) — [I Olzg(k))
z2(k) = Cgrg(k) (25)

onde
I 0 I
AG:[Bmf Amf]’BG:{U}’CG:[Dmf Comy |-

Com isto, o ganha(r, xs) é determinado através da solugéo do seguinte problema de
otimizacao:

k(r,xg) = max{C € [0,1] : Agzg(k) + Ba((r(k) — [I O)zg(k)) € Ox(Ag,Ca, Z)}.
(26)
Quando calculado desta forma, o condicionador dindmicangaique o sistema recu-
pere assintoticamente o desempenho do sistema nominal@uara referéncia converge
a um valor realizavel. Esta propriedade é mais forte do quarantja de estabilidade
do condicionador estatico. Seu maior problema € a restdedeeferéncia modificada
a valores realizaveis mesmo durante os transitorios, o gupimmete a velocidade de
convergéncia da resposta do sistema (GILBERT; KOLMANOVSKAN, 1995).

Este conjunto pode ser definido como o maior conjunto pasitante invariante tal que as trajetorias
do sistema satisfazem a restrico) € Z, V¢t > 0
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3.5.3 Regulagéo de saida

Este tipo de abordagem baseia-se em uma realimentaca@dessbmposta por uma
realimentacao de estados linear, que desconsidera acsatuaalicionada de um elemento
nao-linear. Pode-se provar que, para um dado elementon&-k ndo-negativo na
realimentacao, o sistema seguira assintoticamente umi@nefa constante e ainda seu
estado ficara confinado a um certo conjunto elipsoidal. A rizaios trabalhos nesta
area tratam o problema tanto na forma de realimentacao a@osstuanto na forma de
realimentacao de erro.

Os trabalhos mais relevantes desta abordagem séo (LIN; BVOGEL; SABERI,
1996), onde a teoria de regulacéo de saida de (FRANCIS, Eapljcada ao caso com
saturagcdo em conjunto com a nocao de estabilidade senatgieim (TURNER; POST-
LETHWAITE; WALKER, 2000) o trabalho de (LIN; STOORVOGEL; ERI, 1996) é
estendido para o caso multivariavel. Em (HU; LIN, 2000), eacterizada uma regido de
regulabilidade assintética, isto €, um conjunto de corefigiiciais do sistema e da refe-
réncia/perturbacédo para o qual a regulacao de saida aindai&@l. Recentemente, nessa
mesma linha, pode-se citar os trabalhos (SU; WU, 2006), GERU; DUAN, 2007) e
(PAVLOV;, WOUW; NIJMEIJER, 2007).

Os maiores problemas deste tipo de solucédo sdo a determidagdm termo néo-
linear adequado a fim de recuperar o desempenho do controlachinal e ainda a falta
de robustez no célculo do seguimento de referéncia, ja quleunga acdo integral ou
controlador dindmico é utilizado.

3.5.4 Abordagem via principio do modelo interno

Esta abordagem baseia-se no principio do modelo interm@@gio 2.2.3), ou seja,
inserir os polos instaveis da funcédo de transferéncia daéedia que se deseja seguir
no controlador. A maioria dos autores considera o segummteferéncias constantes,
fazendo-se necessaria a introdugcdo de uma acao integralha de controle. Um dos
primeiros trabalhos neste sentido foi (KRIKELIS, 1980)lefoi proposta a técnica cha-
mada de “integradores inteligentes”.

Este tipo de solugéo foi amplamente estudada em (TARBOURJECTTET; BUR-
GAT, 2000) e (CAO; LIN; WARD, 2004). Em (TARBOURIECH; PITTEBURGAT,
2000), o esquema de controle utilizado considera a int@woldgde uma acéo integral e
de um laco danti-windup conforme proposto inicialmente em (KRIKELIS; BARKAS,
1984). Uma metodologia para a sintese de uma realimentacéstaldos estabilizante e
do ganho denti-windupé proposta, com o objetivo de garantir que as trajetdriassdo s
tema em malha-fechada néo deixem um conjunto elipsoidstiedgue as condicdes in-
iciais pertencam a este conjunto e que as referéncias elpg@ies do sistema pertencam
a um dado conjunto admissivel. Além disso, € garantido quentople equilibrio asso-
ciado com o perfeito seguimento de referéncia esta noanteasi regiao linear do sistema.
Finalmente, uma comparac¢éo entre a solucdo via equac@sialts de Riccati(ARE) e
LMIs é apresentada, considerando um modelo politdpico a éimedresentar os efeitos
da saturacéo no sistema. Estes resultados foram estepdidosistemas discretos e com
referéncias variantes em (TARBOURIECH; QUEINNEC; PITTEU0O0).

Seguindo as mesmas idéias, mas utilizando um modelo piclitdpenos conserva-
tivo, estes resultados foram melhorados em (CAO; LIN; WARDQ4). Mesmo com
condicbes menos conservativas, ainda néo foi possivel fazéntese simultanea do
controlador estabilizante e do ganhanti-windup exigindo assim, a utilizacdo de pro-
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cedimentos iterativos. Estes procedimentos iterativo©s@aior problema destas abor-
dagens, ocasionados pelo fato de que as condicfes te@mwasmesentadas na forma
de inequacdes matriciais ndo-lineares. Outro problemangoadoi considerado em nen-
hum dos trabalhos é que, para um dado conjunto de referfparitagbacdes admissiveis,
podem existir pontos de equilibrio no interior dos domimiesestabilidade, mas fora da
regido de linearidade, que ndo garantam erro de seguimelato n

E pelas lacunas deixadas por estas abordagens que estharsdgustifica. Uti-
lizando a condicdo de setor modificada de (GOMES DA SILVA ARBOURIECH,
2005), o objetivo é promover a sintese simultanea do cauoole do lac@nti-windup
e ainda garantir que ndo existam equilibrios dentro da oedgéestabilidade mas fora
da regido linear. Os resultados obtidos até agora podemrmsenteados em (FLORES;
ECKHARD; GOMES DA SILVA JR, 2008).

3.6 Problema de tolerancia e atenuacao de perturbacoes

Os sistemas fisicos estéo sujeitos a uma enorme quantidguoEtdrbacdes, erros de
medida ou incertezas. Neste caso, é importante estudar e@artrolador projetado se
comporta quando submetido a este tipo de influéncia exteerestes efeitos indesejados
sao tolerados ou, preferencialmente, totalmente refwstafe as perturbacdes forem su-
ficientemente fortes, pode-se perder a garantia de queamesio sistema permanecam
confinados no interior do dominio de estabilidade (PAIM,300Para este tipo de pro-
blema, o sistema (13) esta sujeito a uma referéncia nula eagarnurbacadd # 0. Na
verdade, se a referénci&) e a perturbagéd(t) forem da mesma natureza (por exemplo,
constantes ou senoides de mesma freqiiéncia), os dois étsnpexlem ser combinados
a fim de formar um termo de referéncia/perturbag@®. Neste caso, a garantia de se-
guimento de referéncia e a tolerancia a perturbacdes poeeoossideradas como um
problema Gnico. E este tipo de abordagem que sera utilizasloapitulos seguintes.

As perturbacdes normalmente estudadas podem ser de diss @pvetord(t) pode
ser limitado em energia, ou seja, considera-se que o &itialem normal, menor que
T4, IStO €, a relacéo

1d(t)|| :/ dV(t)d(t)dt < 74, Yt >0
0

se verifica. Este tipo de perturbagdo é conhecida como peg@oL,, utilizada nos
trabalhos (BENDER, 2006) e (PAIM, 2003), entre outros. Namente, este tipo de
perturbacao atua no sistema durante um intervalo de temmp@sdtem seus efeitos
zerados. O outro tipo de perturbacgéo € a perturbacéo lisméadamplitude. Neste caso,
o0 sinald(t) pertence ao conjuntP, definido por

D2 {d:d"(t)d(t) < 14, Vt >0}

Esta classe engloba varias perturbacdes persistentes pomexemplo, as perturbagdes
contantes. Resultados considerando este tipo de per@aripaglem ser encontrados no
Capitulo 10 de (HU; LIN, 2001), nos trabalhos de BlanchiniABICHINI; SZNAIER,
1995), (BLANCHINI; SZNAIER, 2000), na tese (SU, 2002) e réfecias la contidas. E
este tipo de perturbacdo que sera estudado ao longo désthtra

A seguir, serdo caracterizados os problemas de atenuagBwantia a perturbacdes
(PAIM, 2003):
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Problema 3.6.1 Tolerancia a perturbagfesNeste caso, 0 objetivo é analisar se existe
um conjunto invariante para as trajetorias do sistema nasprea das perturbacdes.
Considere os conjuntds, e S; tais que

e Parad(t) = 0, toda trajetdria iniciada emsS, converge assintoticamente para a
origem;

e Parad(t) # 0, a estabilidade do sistema é garantida, isto é, para todd € S,
as trajetérias do sistema nédo deixay Esta definicdo € ilustrada na Figura 8.

A X

Ra

&)
-

Figura 8: Tolerancia a Perturbacdes

Problema 3.6.2 Atenuacao de perturbacdesste problema é um problema adicional
ao de tolerancia, onde o objetivo € minimizar os efeitos déupeacao nas variaveis de
interesse do sistema (geralmente a saida). Isto pode s&tooivtinimizando a relacéo
perturbacdo/saida (minimizacdo do ganiig (BOYD et al., 1994), por exemplo) ou,
ainda, através do principio do modelo interno. E a opgéo viagipio do modelo interno
que sera considerada ao longo deste trabalho.

3.7 Modelos de Saturacao

Para os problemas de sintese e analise, existem variasrasateimodelar os efeitos
da saturacdo. Como a saturacdo é o unico efeito ndo-linesemte no sistema consi-
derado, a forma como esta € modelada esta diretamente tgada conservatividade
das solugbes. Além disto, com uma modelagem adequada,spaaigter condi¢cdes de
estabilidade diretamente na forma de LMIs, evitando assimade esquemas iterati-
vos. As modelagens mais relevantes sdo: por ndo-linearitladetor do tipo zona-morta
(GOMES DA SILVA Jr; TARBOURIECH, 2005), politépica (MOLCHKXOV; PYAT-
NITSKIY, 1989), por regides de saturacao (GOMES DA SILVA 1897), por incerteza
paramétrica limitada em norma (GOMES DA SILVA Jr; TARBOURIH, 2000) e por
saturacdo homogénea (CASTELAN, 1992). Uma visao geraéssdgumas destas mode-
lagens pode ser encontrada em (PAIM, 2003). A seguir setathddas as trés primeiras
delas.

3.7.1 Modelagem por ndo-linearidade do tipo zona-morta

Esta modelagem foi apresentada em (GOMES DA SILVA Jr; TARBIELH, 2005)
e se baseia na condicdo de setor modificada (10). Como vis8eg@o 2.3.2.1, esta
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condicdo de setor aplica-se somente a ndo-linearidadégadpana-morta. Com isto, €
necessaria uma pequena alteracéo no sistema (13), dessegair:

Considere o sistema (13). Este sistema néo altera-se casd 8K x(¢) seja somado
e subtraido em seu lado direito, originando, assim

#(t) = Az(t) + BKx(t) + Bsat,,(Kz(t)) — BKx(t) + B,r(t) + Bad(t)

que, devido ao fato da néo-linearidade ser definida comou(t)) = u(t) — saty,, (u(t)),
pode ser reescrita na forma

©(t) = (A + B K )x(t) — B V,,(Kx(t)) + B, r(t) + Bq d(t). (27)

E através da equacio (27) que pode-se inferir sobre a ébaleildo sistema saturado
usando a condicdo de setor modificada.
Considere a matrizz € R™*™ e o conjunto poliedral

S(K — G, ug) £ {x € R™;

(K@) — G| < uowy, i=1,...,m}. (28)
Entdo, o seguinte lema pode ser enunciado:
Lema 3.7.1 Sex(t) € S(K — G, uy), entédo a relagcéo
U, (Ka(8) T, (Ka(t)) — Ga(t)] < 0 (29)
é verificada para todd” € R™*™ diagonal positiva definida.

A prova formal deste lema pode ser encontrada em (GOMES DX¥ASJk; TARBOU-
RIECH, 2005) ou ainda em (BENDER, 2006).

3.7.2 Modelagem politépica

A modelagem politopica foi inicialmente proposta em (MOLANMOV; PYATNITS-
KIY, 1989), aplicada a alguns casos especiais do sistemadad r(t) = 0 e d(t)=0.
Para aplicagbes deste tipo de modelagem sédo recomendadababtos (TARBOU-
RIECH; GOMES DA SILVA Jr., 1997), (SCORLETTI; FOLCHER; EL G¥UI, 1997),
(TARBOURIECH; PITTET; BURGAT, 2000) e referéncias ali cuolats. Neste tipo de
modelagem, pode-se definir o vetor de controle como

U(s) (t) = SCLtUO (K(i)l’(t)) = Q) (.T(t))K(Z—)JJ(t) (30)

onde .

Toam ¢ Kon(t) > uo)
ag(z(t) =49 1 se —uo) < Kiz(t) < uogp (31)

worw S¢ Koz(t) < —uo

comO < ay(z(t)) <1, i =1,...,m. E importante notar que;(x(t)) pode ser consi-

derado um indicativo do grau de saturacdo do sistema. Alésodserdo considerados

ag)(t) = o (x(t)) e aindaA(a(t)) = diag{o) (x(t))}. Assim, o sistema (13) pode ser

reescrito na forma

#(t) = (A + BA(a(t) K)z(t) = Aw(t). (32)
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Quanto menor for o valor de; (), mais distante o estadqt) estara da regiéo linear.
Considere, agora, um conjunto compaldtp Parax(t) € I1,, pode-se definir o seguinte
limite inferior para o vetory(¢):

Omini) = min o) (t); 2(t) € o,

Assim,Vz(t) € Il,, os escalares; (t) satisfazend < cuini) < o(t) < 1, i =
1,...,m. Entéo, pode-se defin¥™ matrizesA;, j = 1,...,2™ como

.Aj =A+ BA(’YU))K, (33)

ondeA(y(;)) € uma matriz diagonal de forma que os elementgsassumem valorek
OU amin(s)- A partir da definicdo ded; pode-se concluir quéiz(t) € 11,2,

A ecov{A;; j=1,...,2m}

ou seja,A; pertence a um politopo de matrizes o qual os vertices séo ag@sad,;.
Logo, o sistema (13) pode ser representado localmente palelm

i(t) = Z A(z(t)Az(t), j=1,...,2m (34)

com Z?:l Aj(z(t)) = 1e\;(z(t)) <0. Todas as trajetorias do sistema sob saturagéo po-
dem ser obtidas pelo modelo (34), mas nem todas as tragtirimnodelo sao trajetérias
reais do sistema. Por isso, faz-se necessaria a determid@céna regido de validade do
modelo. Esta regido é definida como

S(K,uy) ={x e R"; —uy < Kz <ug} (35)

Uo(4)

comug; = . O dominioS(K, uf) contém necessariamente o conjubitp Para
utilizar o modelo politépico a fim de tirar conclusdes sobestabilidade do sistema (13),
precisa-se garantir que todas as trajetorias iniciadaldgpermanecam erfi( K, ug).

Condicdes politopicas menos conservativas sdo apressneaa (HU; LIN; CHEN,
2002). Sua formulacédo é baseada na matriz de realimentac@éstadods, em uma
realimentacao auxiliaff e em um veton € V, comV = {v € R™;v; = 10u0, i =
i,...,m}. Pode-se assim, definir o vetdf (v, K, H) como

Ulkl + (1 — Ul)hl
M(v, K, H) = :
Vmkm + (1 — v) oy

Os2™ elementos do vetar séo utilizados para escolher entre as linhas das matkizes
H, formando assim)/ (v, K, H). Por exemplo, para m=2, tem-se

{M(U,K,H):UEV}:{H, [Z;} Hﬂ K}.

A utilizagdo desta condicdo so sera valida se a restri¢8oc S(H,ug), S(H,u) =

{z € R"; |Hya| < ugwy, i =1...,m} for verificada. Com os graus de liberdade adi-
cionados pela matri#/, as relacfes decorrentes das condi¢cdes de estabilidadesas
conservativas, permitindo assim, que estas condi¢coes sgaritas na forma de LMIs.
A modelagem precedente aparece, entdo, como um caso [sartlesta Gltima, quando
H=K.

20ndecov{W} representa o envelope convexo cujos vértices sdo dadd¥ por
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3.7.3 Modelagem por regides de saturagao

Esta modelagem consiste em dividir o espaco de estados erardés regides, onde
0 sistema se comportara como um sistema linear com umalpegfio aditiva. Considere
o sistema (13). Para este sistema, pode-se definir o segetote;), ¢ = 1,...,m, onde
S(;) atende as seguintes condic¢des:

e Seu(;(t) esta saturado no limite superior, istafé(i)x(t) > ug(;), entdog;) = 1;
e Seu;(t) esta naregido linear, isto € < K(i)x(t) < ugg), entaos;) = 0;

e Seuy,(t) esta saturado no limite inferior, isto &,(i)x(t) < —ugq), €Nta0g;) =
—1.

Logo, cada vetot representa um combinacdo possivel entre as entradasdsat@ra
ndo-saturadas. E possivel, assim, cons®tivetoress. Por exemplo, um sistema com
duas entradas e duas saidas= 2) apresenta nove regides de saturacdo, mostradas na
Figura 9.

“x2 KQ.T = Up2

R2 KQ.CC = —Up2
Ry R
R,
RS Rl =‘,1:1
R7 R5 Klﬂj = Uq
R6 Klﬂf = —Ug1

Figura 9: Regifes de Saturacdo

Baseado em, a evolucéo das trajetorias do sistema (13) pode ser dei@danpor

x(t) = (A+Bdiag{1m—}<(j)}}K)x(t)+Bu(§(i))+Br7’(t)+de(t), j=1...,3™ (36)

onde
Uo)  se Sy =1
ugy(sy) =4 0 se iy =0 (37)
—Uo) s€ Sy = —1

Assim, o sistema saturado poder ser escrito genericamente am sistema linear
com uma perturbacéo aditiva, como a seguir (GOMES DA SILVAIARBOURIECH,
1999):

#(t) = Aya(t) + pgy + Bor(t) + Bad(t), j=1...,3™ (38)

com[l(j) = (A + Bdiag{lm — }g(j)}}K) ep(j) = u(g(l-)).
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3.8 Pontos de Equilibrio em Sistemas Sujeitos a Saturacao

A presenca da saturacao pode levar o sistema a equilibidesosobjetivos de projeto
nao sao satisfeitos, invalidando todo o projeto do cordmiaA fim de evitar que isto
aconteca, é interessante forcar que estes pontos de gquiBib existam ou estejam fora
dos dominios de estabilidade do sistema. No caso de um sistémlinear qualquer,
consideracfes importantes sobre seus pontos de equipibdien ser encontradas em
(KHALIL, 1992).

Considerando o modelo por regides de saturacdo, os pontxpudibdrio do sistema
(38) parar(t) = 0 ed(t) = 0 podem ser calculados a partir de

Te = A(_j%p(j), j=1...,3"

O ponto de equilibria,, sera efetivamente um ponto de equilibrio do sistema (3®esa,
uma dada regido de saturagaeste ponto de equilibrio encontra-se realmente no imterio
desta regidao (GOMES DA SILVA Jr., 1997). Este teste tornaraa maneira pratica de
verificar se um dado ponto de equilibrio é realmente um poateqiilibrio do sistema
saturado.

Em (SUAREZ; ALVAREZ; J., 1995), sdo estabelecidas algunueslioes genéricas
para a existéncia de pontos de equilibrio do sistema SISO

(t) = Ax(t)+ Bsat,u(t)
u(t) = Kz(t), (39)

resumidas no Lema a seguir:

Lema 3.8.1 Considere o paf A, B) controlavel e ainda:, 0 nUmero de autovalores de
A € R™ com parte real positiva. Entdo o seguinte pode ser afirmadtoesos pontos de
equilibrio de (39):

e SeA éinversivel e ainda se, € impar, entdo (39) possui trés pontos de equilibrio,
sendo um deles estavel e dois pontos de sela, norcason. No cason,, = n, 0S
equilibrios sdo um estavel e dois instaveis;

e SeA éinversivel e ainda se, € par, entdo (39) possui um unico ponto de equilibrio,
estavel;

e Sedet(A) = 0, entdo (39) possui um Unico ponto de equilibrio, estavel.

No caso multivariavel, a caracterizacdo dos pontos deibquildo sistema é mais
complexa. Este tipo de problema envolve a existéncia dedaifdes ndo-diferenciaveis,
onde um ponto de equilibrio desaparece quando este colideatgum dos limites de
saturacdo. Maiores detalhes sobre a teoria de bifurcagiEnpser encontrados em
(ALONSO et al., 2004).

3.9 Comentéarios Finais

Neste capitulo foi apresentada uma breve revisdo biblicgraobre sistemas sujei-
tos a saturacdo, mostrando, sempre que possivel, a suaorelag os objetivos deste
trabalho. Baseado num sistema genérico, foram caraadeszas problemas de sintese,
analise e tolerancia a perturbacdes. O maior destaquedoiataproblema de seguimento
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de referéncias, expandindo e atualizando alguns dos netqatesentados em (REGI-
NATTO, 2000). Além disso, alguns modelos de saturacéo foretor caracterizados,

ja que estes tém papel fundamental na conservatividadelg®es mostradas. Por fim,
foi apresentado um breve estudo sobre os pontos de equiibrisistemas saturados,
estudo este que sera particularizado no Capitulo 6.
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4 PROBLEMA DE SEGUIMENTO DE REFERENCIAS EM
SISTEMAS SUJEITOS A SATURACAO: CASO CONTINUO

4.1 Introducéo

Neste capitulo sera mostrado um dos resultados princigsig drabalho. A idéia
basica é aplicar a condicdo de setor modificada de (GOMES D¥ASIr; TARBOU-
RIECH, 2005) para modelar os efeitos da saturagcdo no esqdemantrole proposto
em (TARBOURIECH; PITTET; BURGAT, 2000) e posteriormentabsado em (CAO;
LIN; WARD, 2004). Através de formulacdo LMI, o objetivo é calar o controlador e 0
ganhoanti-windupem um Unico passo, evitando assim solucdes iterativas. Aisso,
estimativas do dominio de estabilidade e do conjunto deufertdes admissiveis séo
apresentadas.

Este capitulo € baseado em duas sec¢fes principais. Na qaridedas, o esquema
de controle proposto por (TARBOURIECH; PITTET; BURGAT, 20 utilizado em
sua integra, no que é chamado de “Integradores Inteligestguindo a nomenclatura
adotada inicialmente em (KRIKELIS, 1980). Na secéo seguagte esquema é simplifi-
cado na chamada abordagem “Classica”. O capitulo ser&dadoaom alguns exemplos
numericos e comentarios finais.

E importante ressaltar que os desenvolvimentos aqui apieekes estio resumidos no
trabalho (FLORES; ECKHARD; GOMES DA SILVA JR, 2008).

4.2 Abordagem “Integradores Inteligentes”

4.2.1 Formulacéo geral

Considere o sistema linear, invariante no tempo, desaito p

#(t) = Ax(t) + Bsaty,(u(t)) + Bad
y(t) = Cu(t) (40)
elt) = y(t) - r

ondex(t) € R™ é o vetor de estados,(t) € R™ é a entrada de controlg(t) € R?

é a saida do sistemd, ¢ R* é um vetor de perturbacdes constantes; RP é um
vetor referéncias constantes que deseja-se seg(iy € R” é o erro de seguimento. As
matrizesA, B, C, e B,y sdo constantes e de dimensdes compativeis. O vetor decsatura
é dado por

satuo(i)(u(i)(t)) =S sign(u(t)) min(}u(i)(t)} o)), Vi=1,...,m. (412)

Sobre este sistema, as seguintes hipoteses serao feitas:
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Al O par(A, B) é controlavel e o pafC, A) € observavel;
A2 A condicédo (YOUNG; WILLEMS, 1972)

i ([ 4 2]) =

é verificada;
A3 MatrizesB e C possuem posto completo;
A4 O numero de entradas é maior ou igual ao numero de saidasy).

Caso a suposicdo Al nao seja atendida, basta que se apligugansformacédo de
similaridade no sistema, separando a parte controlavederedvel da parte que ndo pode
ser alterada. A suposicédo A2 forca que a funcéo de transfar@n sistema nao possua
zeros de transmisséo na origem. Caso isto nao se verifigdedae um integrador nao
garantird o seguimento de referéncias constantes. AsigpesA3 e A4 garantem que
ndo ha combinagéo linear entre as colunas ou linhas dagzesdire C' e entre as saidas
do sistema.

A fim de garantir o seguimento de referéncias constantes camalo em regime
permanente, faz-se necesséria a introducdo de uma acgmirdemalha de controle.
Esta adicéo se justifica pelo principio do modelo interncgsgntado na Secao 2.2.3. Isto
é obtido com a introducéo do estado adicigf{a) € R?, definido como

£(t) = e(t) + Be(saty, (v(1)) — v(1)), (42)

ondev(t) € R? € uma entrada de controle adicional que pode ser utilizagiaocimtuito

de melhorar a performance do sistema em malha fechada. a&éggtr adotada néo per-
mite que o limite de saturacdg seja calculado durante o problema de sintese, mas sua
influéncia pode ser analisadgosteriori O termoFE., (sat,,(v(t)) — v(t)) foi adicionado

a fim de corrigir quaisquer efeitos indesejaveis causadasspéuracdo dos atuadores. A
matriz £, € RP*™ é conhecida como matriz de gandwati-windupe o valor dev, pode

ser escolhido como um parametro de projeto.

Seguindo a formulagéo proposta em (TARBOURIECH; PITTETR&AT, 2000), €
introduzida a mudanca de coordenadas do sistema para aaddsmooordenadas de erro
(KRIKELIS; BARKAS, 1984). Nestas coordenadas, o novo vel®restados € definido
como

e(t)

2(t) = | xo(t) | € R™P (43)
§(t)

ondex,(t) € R*? é dado porr,(t) = M,z(t) e M; € R(P)x" ¢ escolhida de tal forma
que

seja nao-singular.
A partir de (40), pode-se escrever as seguintes relagdes:
é(t) = y(t) = Ci(t) = CAx(t) + CBsaty,(u(t)) + CBad
.Tg(t) = MlA.T(t) + MlBSCLtuO(U(t)) + Mled
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Estas relacdes podem ser escritas na forma matricial como

{ gi((% ] _ { ng } Aa(t) + { ﬁl ] Bsaty, (u(t)) + { ]\31 ] Bud

ou, partindo do fato qué/, = [CT MI]T é inversivel, como

[ ;2(8) } = MyAM;" [ ]\iﬁ(tt)) } + My Bsat,, (u(t)) + Mo Byd.

Devido ao fato d&’'z(t) = e(t
(

)
ity | = | 0

+rexy(t) = Myxz(t), arelagdo anterior é equivalente a

Iy

} + My Bsat,, (u(t)) + My AM; ! [ 0

} T+ Mgde.

(44)
ou, apos a composi¢do com (42) afim de fora(ay, tem-se

é(t) _ e(t)
N e L O B A PN
£(t) §(t)
-1
+ l EO } (satu (u(t)) — u(t)) + l VoAl E } o l Vb } d
(45)
Assim, nestas coordenadas, o sistema original (40) podeesgrito como
2(t) = Az(t) + Bysaty, (u(t)) + Ba(sat,, (v(t)) — v(t)) + Bsg (46)

de tal forma que

_ MZAM2_1 Onxp . M2B o OnXm _ . Onxp
A - |: ET Opo ) Bl - OpXm ) B2 — Ec - VEc7 V = I s

p

Bg,:{oln ]E:{ . ]EQ=M2AM51ET+Mzde

pXn O(N—p)xp
Nota-se que, pelas suposi¢cdes A1-A3, o([arB,) também é controlavel.

Observacao 4.2.1E importante notar que o novo vetor de influéncias extegr@aagora
uma combinacdo entre o sinal de referéncia e a perturbacdodagno sistema. Em
(CAO; LIN; WARD, 2004) as matrize¥, AM; ' E e M, B, sdo incorporadas a matriz
B3, deixandog = [r7 d']7. Este tipo de solucéo provoca uma dificuldade adicional na
composicao das LMIs, ja que é necessaria a existéncia dalpseuersa pela esquerda
de B;. Esta pseudo-inversa pode néo existir, dependendo daszemit, M, e B,.
Conservando a formulacéo proposta em (TARBOURIECH; PITBURGAT, 2000), a
matrizB; possui a desejavel propriedade BE B; = I,,.

Observagéo 4.2.2Se E.. for considerado nulo, entdo a evolugdo gdeg) se d4 como

uma acéo integral pura, definida em (KRIKELIS; BARKAS, 1983)modelo conhe-

cido como integradores inteligentes proposto em (KRIKEB®RKAS, 1984) considera
v(t) =&(t) = [0 I,]z(t), ou seja,

E(t) = e(t) + Ee(saty, (§()) — &(1)).
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A fim de estabilizar o sistema (46), as seguintes realiméetagstaticas de estados
serao utilizadas:

u(t) = Fi2(t), Fy € Rm0Hp) (47)
v(t) = Fyz(t), Fy € RPXHP), (48)

A partir desta realimentacéo, o sistema (46) pode ser esaiforma
2(t) = Az(t) + Bysat,, (F12(t)) + Ba(saty, (Fyz(t)) — Faz(t)) + Bsqg  (49)
ou, apos somar e subtrdii z(¢) no lado direito da equagéo, por

2(t) = (A4+B1F1)z(t)+Bi(sat,, (F12(t))— Fi2(t))+Ba(sat,, (Faz(t)) — Faz(t) )+ Bsg.
(50)
Utilizando a nédo-linearidade zona-morta descentraliZ8jiao sistema (50) é dado
por
£(t) = (A + Bif1)z(t) — BiWy, (F12(t)) — Bo Uy (F22(1))) + Bag. (51)

ou ainda, por
2(t) = Az(t) — By, (Fi2(t)) — BoW,, (F22(1))) + Bag, (52)

ondeA = A + B, F;. O esquema de controle utilizado é ilustrado na Figura 10.

Figura 10: Esquema de Controle: “Integradores Inteliggnte

4.2.2 Propriedades dos pontos de equilibrio

A transformacéo do sistema de coordenadas para as cooesdeth@ae@rro se justifica
por algumas propriedades especiais dos pontos de equiibrsistema. Os resultados
desta secdo sdo uma compilacdo dos resultados de (TARB@HRIBITTET; BUR-
GAT, 2000).

Como um dos obijetivos de controle é garantir o0 seguimenteféeéncias com erro
nulo, o ponto de equilibrie, do sistema (52) deve ser da forma

0

Ze = | X2 | . (53)
Ee

As condicdes para existéncia deste tipo de ponto de edaifjbdem ser resumidas
no lema a seguir:
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Lema 4.2.1 SuponhaA Hurwitz e considere os conjuntds £y, ug) € S(F», vy) dados
por

{z e R"P;|Fiz| < up} (54)
{z € R"P; [ Fyz| < wo}. (55)

A
A

Ent&o, existe um ponto de equilibrio na forma (53) no inted@ intersecc¢ao das regides
lineares do sistema, isto &, € S(Fy, up) N S(Fz, vp).

Prova.No ponto de equilibrio, o sistema (52) satisfaz
0= A,Ze - BI\IIUO(Flze) - BQ\IIUO(FQZQ)) —+ B3d

ou, baseado nas matrizes de transformagao do sistema,

0 = MQAMQ_I |i ;8 } + BlsatuO(Flze) + Mgde + MQAMQ_IET (56)
2e
0 = ET [ ;e ] + E.(sat,,(Fyz.) — Fyz.). (57)
2e

SupontoE,. # 0, para que o erro em equilibrio seja nulo, a relagéo (57) fquga
saty, (Fyz.) = Fyz., iSto é, quez, € S(Fy,vg). A relagdo (56) pode descrever &té
regioes de saturacao €Ri? (GOMES DA SILVA Jr; TARBOURIECH, 1999), levando
assim a, no maxima@™ pontos de equilibrio(vide Se¢éo 3.8). Estes pontos deibrail
podem ser localmente estudados em termos de existénciarfiasde simplificar este
estudo, serdo considerados apenas os pontos de equilibimenior da regido linear
S(Fy,up). Assim, o equilibrio na forma (53) estara contido 8(#7, ug) N S(F2,v). m
Na regido linear, o sistema (52) é representado pela di@amic

£(t) = Az(t) + Bsg, (58)
0 que leva ao seguinte ponto de equilibrio
2. = —A"'Bsq. (59)

Em (TARBOURIECH; PITTET; BURGAT, 2000) prova-se que estafoode equili-
brio é o Unico ponto de equilibrio no interior da regido lmed2ontos de equilibrio fora
desta regido e que ndo garantem seguimento ndo foram caukidgelos autores. Um
breve estudo sobre estes pontos de equilibrio € mostradapitu® 6.

A fim de garantirz, € S(Fy, up) N S(Fz,vp), as restricées

|—=Fi)(A™'B3q)| < wo@, i=1,...,m (60)
|—Faq) (A7'Bsg)| < v g=1,....p (61)
devem ser verificadas para todo sinal de referéncia/pextéidy. Estas relacdes seréo

incorporadas nas condicOes tedricas para a sintese doledoir na forma de relacdes
matriciais, como sera mostrado na Secao 4.2.4.
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4.2.3 Formulacgéo do problema

ConsidereZ, o conjunto de condic¢des iniciais admissive@sgo conjunto de referén-
cias/perturbacdes admissiveis para o sistema (52). Basestes conjuntos, o seguinte
problema é formulado:

Problema 4.2.1 Calcular simultaneamente os ganhos do controlafipre R™*("+7) e

F, € R™*("+p) @ o ganhaanti-windupE, tais que,vz(0) € 2, e Vr, d tais queg € Qy,
para o sistema (52), o ponto de equilibeioc S(F, uy) seja localmente assintoticamente
estavel e aindg(t) — r quandot — cc.

Um problema de otimizag&o implicito no Problema 4.2.1 érdetear F;, F; e E.
tais que os conjuntos admissivéig e Q, sejam maximizados. Neste caso, 0s conjuntos
Z, e Qq serao considerados os conjuntos elipsoidais definidos por

Zy = QP v)={zeR" P <v}, P=Pl>0eROP*0P) 15 0cR
Q = QR,0)={¢eR¢"Rg<o},R=R">0cR™,0>0€R.
4.2.4 Resultado principal

Considere as matrizes, ¢ R™*("*) e G, € RP*(™+P) 0s conjuntoss (F] — G, u)
e S(Fy — G, vg) definidos por

S(Fl - Gl,UO) = {Z c Rn—i—p; (Fl(z) - Gl(l))Z‘ S Uo(i), 1= 1, . ,m}
S(Fy — Ga,v0) = {z € R™P; | (Fyg) — Gog))z| <oy, g=1,...,p}

e a funcdo candidata de Lyapunov quadrética
V(z(t)) = 2(t)" P2(t). (62)
Baseado nestas matrizes, o seguinte teorema pode seraainci

Teorema 4.2.1Se existem matrizes simétricas positivas definifiag R +2)x(+p) @
R € R™™, matrizesy; € R™(+p) Yy, ¢ Rpx(tr) ) X, ¢ Rmx(tp) | X, ¢ Rp*(tp)
e M € RP*P, matrizes diagonais positivas definidag € R™*™ e L, € RP*P e 0s
escalares positivos, w, v e o satisfazendb

WAT + AW + B,V +Y'BT + A\« * *
-L,BT + X1 —2I4 * * *
—~MVT + XT 0 —2L, * < 0(63)
BY 0 0 —wR *
0 0 0 0 wo—A\v
w * .
[ )/1(2) i XIT(Z) I/_lug(i) :| Z 0, 1 = 1, .o, (64)
|74 *
_ >0,g=1,...,p 65
l Ya(g) — X2T(g) v 1Ug(g) ] J (63)
( —B3;BI (AW + B,Y;) .
—(AW + B,Y;)TB;BY .
BT R . >0,i=1,...,m (66)

Yi4) 0 (wo) 'ugy,

10s elementos s&o escolhidos de forma a manter a simetria das matrizes.
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*

( —B;B} (AW + B,Y))
—(AW + B1Y1)TB3Bg B
Ya(g) 0 (wo)~lug,

entdo os ganhog) = VW', F, = ;W' e E, = ML, séo tais queyq € Q(R, o),
o elips6ide2( P, v) € um dominio positivamente invariante para o sistema (5894 o
Unico ponto de equilibrio na forma (53) no interior 8¢F}, uy) N S(Fy, vp).

Prova. Calculando a derivada temporal da fungéo (62) ao longo dpetdrias do sistema
(52), tem-sé

V(z) = 2I(ATP+ PA)z —2:"PB.U,, (Fi2) — 227 PB,yW,, (Fy2) + 227 PBsgq,

ondeA = A+B, F;. Usando agora as condi¢es de setor modificédad 2) 11 [V, (F1z)—
Ghz] <0e W, (Foz2)TL [V, (Frz) — Goz] < 0, segue que

V(z) < V(2) =20, (Fi2) 1V, (Fi2) + 2V, (F12)T1G12 — 20, (Fy2)To W, (Fy2)
+ 2\111)0 (FQZ)TQGQZ, Vz € S(Fl — Gl, Uo) N S(F2 — GQ, UQ). (68)

O conjuntof2( P, v) sera positivamente invariante € (R, o) se for garantido que
V(z) seja negativa-definida para tode ¢ tais que:” Pz = v e q” Rq < . Usando oS-
procedureg(vide Apéndice A.0.3), isto pode ser obtido caso existansoalares positivos
A ew tais que

V(z) < 25(ATP+ PA)z — 227 [-PB, + GTT) |V, (Fi2) — 2V, (Fi2)T T\ 0, (F\ 2)
—227[—PBy + G|V, (Fy2) — 2W,, (Fo2) Ty W, (Fy2) + 227 PBsq
+A2TPz —v) +w(o — ¢ " Rq) <0

eQ(P, l/) C S(Fl — Gl,UO) N S(F2 — GQ,UQ).
Esta relacédo pode ser escrita na forma matricial como

(
. \Puo(Flz)
Vi(z) <[ 27 U (Fi2)T Wy (F2)T ¢ I [M| U, (Fz) | <0,
q
1
[ ATP+ PA+ AP —PB,+GTTY —PBy+GIT, PBs 0 |
* —2T1 0 0 0
M= * * =215 0 0
* * * —wR 0
i * * * * — AV +wo |

Como trata-se de uma relacdo quadratica, bastalqueeja negativa definida para
garantir-se qué&’(z) também o seja. Relembrando dBe= VE. e queA = A + B, [,

2Para fins de prova, a dependéncia temporal(dgfoi omitida.
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basta pré e pés-multiplicavt por diag{ P~*, T ", T, ", I, I’} e considerar a mudanca de
variaveisW = P71, X, = P7I1GT, Xy, = P7'GY, Y1 = P, Yo = ByP7L L) =
T, Ly =T, e M = E_,T, " para concluir queV < 0 € equivalente a relacdo (63).

As relacdes (64) e (65) garantem a inclusée@dgna regido onde a condigéo de setor
modificada se verifica, isto é(t) € S(Fy — Gy,up) N S(F2 — Go,vp). A relacéo (64),
apos pré e pos-multiplicacéo pding{ P, [ } e a substituico de variaveis, é equivalente a

P *
B >0 i=1,..., 69
Fygy — Gy v 2y | = " (69)

a qual, apos a aplicacdo do complemento de Schur, é equialen
T V
P — (Fis) — Giw) o (Fig) — Giy) > 0.
0(i)

Segue entaoyz, que

1%
ZTPZ - ZT(Fl(,-) - Gl(i))Tug—(Fl(i) - Gl(,-))z 2 0 (70)
0(7)
ou, ainda
1%
0(z)

Pela definicdo do elipséide( P, v), sabe-se que&iz € Q(P,v),
2N (Fyy — Gl(i))Té(i)(Fl(i) — Giy)z < 2" Pz <,
relacdo esta, que é equivalente a

2 (Fuay — Gi) " (Fie) — Gua)z < g (71)

de onde conclui-se que (64) garafieP,v) C S(F; — G1,up). De maneira analoga,
(65) garanté)(P,v) C S(Fy — G, vp)

As relacbes (66) e (67) garantem que o equilibrio est4 noontéa intersecdo das
regides de linearidade do sistema. Como mostrado na Seaorkesta regido existe um
anico ponto de equilibrio e este ponto de equilibrio garante nulo de seguimento de
referéncia para qualquere (R, o). A seguir, serd mostrada a prova da relacéo (66)
apenas, ja que a prova da relacdo (67) pode ser obtida de &véh@ga. Esta prova € a
versao completa da prova apresentada em (TARBOURIECH;FPTTBURGAT, 2000).

Substituindo-sé*~! = W e P~1F, =Y}, arelacéo (66) é equivalente a

_P(ATB3BY — B;BIA)P! i
BT WR x >0 i=1,...m (72)
P~'Fy; 0 (wa)_lug(i)

ou, apos a aplicacao do complemento de Schur,

_P~(ATB,BY — B,;BIA)P~' — w'B,R'BY *
P~ Fy (wo)~tug, =0 (79
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Caso o complemento de Schur seja hovamente aplicado ao€lg)é esta for multipli-
cada pelo escalar positivo !, tem-se

—w ' PTIATB3By + BsByA|PT! —w’BsRT'By — P, —u;‘ F@P™ >0,
(i)
1=1,...,m.(74)

Considere agora a relacéo quadratifa' ATB;+w'B; R~ R(BYAP™'+ R7'BT) >
0, a qual é equivalente a

P'ATB3RBIAP ™ > —w ' PTATBBI P —w ' PTIB3BI AP —w 2 B3R 'B].
(75)
Baseado na relacéo (75), segue diretamente que, se a réldg&overificada, entdo

PTIATByRBIAP™ — PTUFl ——Fi P~ 2 0. (76)
0(i)

também sera verificada. Pré e pés-multiplicando a relagéwagmr P, tem-se

A"B3;RBJA — qu Fi) > 0. (77)
0(i)

Seguindo a mesma metodologia utilizada na prova de (64) leréevdo queBIB; =
I,,, arelacdo (77) pode ser convertida em um termo quadratitaricha

_ o -
q"Rq—¢"BjA TF1T(Z-)u2—F1(¢)A B3¢ >0
0(2)
ou ainda, ”
qTBgA_TﬂT(i)ug—Fm)A_lBsq <q¢"Rq.
0()
Pela defini¢do do elipsoide(R, o), tem-sey¥q € Q(R, o),

g

"By ATTF—5—FinA ' Bsg < ¢"Rg < o,

“3< )
relacdo esta, que é equivalente a
" ByATTF; Fyp A Bsg < udyy, i =1,...,m. (78)

Logo, prova-se que. € S(F},ug) é equivalente a verificar a relagéo (66). A prova da
relacdo (67) € analoga

Em (TARBOURIECH; PITTET; BURGAT, 2000) é apresentada unmana alterna-
tiva para a relacéo (66). A grande vantagem desta relacae élgundepende dg},
apresentando assim resultados menos conservativos.stdayma para a relacéo (66)
sera utilizada nas sec¢des a seguir, resumida no seguirdge lem

Lema 4.2.2 (TARBOURIECH; PITTET; BURGAT, 2000) O ponto de equilibti@sta
no interior da regidoS(F, ug) seq € S(F, up), ondeS(F, uy) é definida pot

S(F,ug) £ {q € R";

Foa| <o, i=1,...,m},

30 sinal# denota a pseudo-inversa pela direita de uma matriz. Casériz sgja quadrada, a pseudo-
inversa pode ser substituida pela propria inversa da matriz
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e
-1 #
F=—[0 I,] { Mzé% M5 } Bs. (79)
0
Assim, considerando quec Q(R, o), arelagéo (66) é equivalente a
R * .
|: f(z) U_lug(i) :| > 0, 1= 1, o, (80)

Prova. O ponto de equilibria., caso exista, satisfaz a relagd® + B F1)z. = —Bsq, a
qual é equivalente a

MAMGY MBI 0] o
ET 0 Py Fp |- 0

ondeF; = [F1; Fi»]. Da matriz de transformagéo de coordenadas, tem-se que

My, 0 A B[ M?*' 0] [ MyAM;' M,B
0 L,||C 0O 0o I, ET 0

e, pelas suposicdes Al e A2, segue que

MyAM;' M,B A B
rank({ 2ET2 (2) })zrank‘({c O}):n%—p

0 que permite a escrita da seguinte relacao:

Bsq

L, 0. [ MAMy' MB ¥
Fi Fi |7 ET 0

onde
MyAM;' M,B | [ MyAM;' M,B 17
ET 0 ET 0
Assim, segue que
MyAM;' M,B 1"
[ Fiu Fip | ze = Fize = [0 I,)] [ 2ET 2 (2] ] Bsg, (81)
0 que prova a equivaléncia entte € S(F1,up) e q € S(F,ug). A prova da relagdo
(80) € andloga aquela apresentada para a prova das relégpegg5) do Teorema 4.2.1.
Assim, (80) garante que(R, o) C S(F,up), ou seja, que todg admissivel pertenca a
S(f, UO)- |
Baseado nos desenvolvimentos do Teorema 4.2.1 e do Lerlaskfdo apresentados
na Secao 4.4 alguns problemas de otimizagéo convexa dtbzzo projeto dos controla-
dores.

4.3 Abordagem “Classica”

A chamada abordagem “classica”, na verdade, € uma simpéficdo esquema de
controle da secao anterior. O esquema de controle foi dtieta forma que termo de
anti-windupé calculado agora, em funcéo da entrada de controle origilainando a
entrada de controle auxiliaft), ou seja, um lago danti-windupclassico é utilizado. Um
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Figura 11: Esquema de Controle: Solucéo “Classica”

dos motivos que levaram a eliminac@owde) é a falta de um critério claro na escolha de
v, Normalmente sendo escolhidp= uq. SeF; = F,, um valor menor de, adicionaria
um carater antecipatorio a compensacawishelup As vantagens desta antecipacao pode
ser um objetivo para trabalhos futuros. Estas mudancadisitadas no esquema de
controle da Figura 11.

No que se refere a formulacdo propriamente dita, a acaorattégntroduzida ao
sistema como

E(t) = e(t) + Eu(saty, (u(t)) — u(?)). (82)
A representacdo nas coordenadas do erro é praticamentereazsdo origem ao sis-
tema aumentado

2(t) = Az(t) + Bysat,, (u(t)) + Ba(sat,, (u(t)) — u(t)) + Basg, (83)
o qual pode ser escrito na forma
z2=Az(t) —BY,, (Fz(t)) + Bsq (84)

ondeA = A + B, F eB = B; + B,. Neste caso, as consideracdes feitas sobre os pontos
de equilibrio do sistema continuam validas, apenas levandoonta o fato de que agora
basta que. € S(F, uy) € ndo mais a intersecc¢ao das regides de linearidade. Ozl
desta secado séo resumidos no teorema a seguir:

Teorema 4.3.1Se existem matrizes simétricas positivas-definiffag R t?)x(*+r) g
R € R™", matrizesy € R™ (P X ¢ R™*(+r) e \J ¢ RP*™, a matriz diagonal
positiva-definidal. € R™*™ e os escalares positivds w, v e ¢ satisfazendo

WAT + AW + B, Y + YTBT + A\ W % * *
—LBlT —MTVT 4 XT —2L * *
<0
BY 0 —wR *
0 0 0 -\ +wo
w * )
|: }/(Z) N X(Z) l/_lug(i) :| 2 07 1 = ]_7 oo, (85)
R *
_ >0,i=1,...,m, (86)
{ Fay o ugg }

entdo os ganhog’ = YW~ e E. = ML™! sdo tais queyq € Q(R,v), o elipsoide
Q(P,v) é uma regido positivamente invariante para as trajetériasistema (84) e, é
0 Unico ponto de equilibrio na forma (53) no interior da regi&( F, uy).
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Prova. A prova deste teorema segue 0S mesmo passos da prova do aeb&fin Por
nao acrescentar nenhuma novidade quanto ao procedimemtotela;do das relacdes,
esta sera omitidam

Assim como no caso dos “integradores inteligentes”, unaée analoga as relacdes
(66) e (67) pode ser obtida a fim de de garantir a incluség éen S(F, uy). A relagéo
(86) foi escolhida por ser mais simples e menos restritivgue esta independe de

Observacao 4.3.1E importante notar que esta abordagem reduz o nimero dedesac
em2p, 0 que € bastante significativo em sistemas com um grandero@@entradas e
saidas. Esta reducéo implica em custo computacional e tetaalculo dos controla-
dores menor do que aqueles obtidos na abordagem “integexdioteligentes”.

4.4 Problema de Otimizacéo

Baseado nos teoremas das sec¢fes anteriores, pode-seafoaiguhs problemas de
otimizacdo a fim de obter os ganhos do controlador e do lacantlevindup Estes
problemas podem ser divididos em dois casos distintos:

4.4.1 Dominio de invariancia contendo um conjunto conhecdaa priori

Neste caso, 0os ganhds, F, e E. deverdo ser calculados a fim de garantir que
0 elips6ideQ(P,v) seja um dominio invariante e queP,v) e Q(R, o) contenham
as regides dadas. Em geral, tais regides podem ser cazad&siatravés dos conjun-
tos poliedraisZ, = cov{zi,zs,...,z} € Q, = cov{qi,q,...,qs}, Onde 0s vertices
z; e R"? j=1,...,leq; € R", j =1,...,s séo conhecidoa priori. Assim, basta
que as restricdes adicionais

q;Rq; <o, j=1,...,s

sejam satisfeitas.

4.4.2 Maximizacdo deQ(P,v) eQ(R, o)

Neste caso, o objetivo é calcul@y, I e E. de tal forma que o tamanho dos elipsoéides
Q(P,v) elouQ)(R, o) sejam maximizados. O tamanho dos conjuri?og, v) e Q(R, o)
pode ser medido em relacdo aos conjuntos poliedais Q, definidos anteriormente e
onde os vértices; € R"™?, ¢ =1,...,leq; € R, j = 1,...,s correspondem, neste
caso, as direcdes em que deseja-se maximiza-los. Os e Q, sdo conhecidos
comoshape sets

Assim, o objetivo do problema de otimizac¢ao torna-se maanai > 0 e 3 > 0 a fim
de maximizaiwZ, C Q(P,v) e Q, C Q(R, o). A Figura 12 ilustra este procedimento
para a maximizacao de( P, v). Neste exemplaRa pode ser considerado como qualquer
restricdo nos tamanhos dos elipsoides.

Dois problemas de otimizacdo podem entdo ser formulado® s@gue, sendo um
deles relativo a abordagem “integradores inteligentesiteaelativo a abordagem “clas-
sica”™
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Figura 12: Maximizacao deZz,.

PO1: A fim de comparar os resultados deste capitulo com aquelesagados em
(CAO; LIN; WARD, 2004), é necessario que algumas restricgggam impostas
nas variaveis\, w, v eo. Neste caso, considera<se= A erv = o = 1, gerando
os elipsoides)(P, 1) e (R, 1). O seguinte problema de otimizagao convexa pode

ser proposto:

min (1 — €)y + €d

v oz .
1 > —
|:Zi W]_O, i=1,...,1
QRq; <94, j=1,...,s
[ WAT + AW + B, +YIBT W« *
BT + xT —2L; %
~MVT 4 X 0 —2L, =
i BY 0 0 —AR
[ w * }>O
Yi_XT' U2- Z U, 1=1, , M
sujeito a{ 1) 1@ 706
[ %% * }>0 )
T U, g=1,...,p
L Ya9) — Xag) Vi)
[ R
P ]20,1':1,...,771
L @) Yo
[ [ —B3BI(AW + B1Y;)
—(AW + B1Y;)"B3B] -
BT AR * =
-1,,2
L Ya(g) 0 A7 g
{ g=1,...,p.

(87)
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PO2: Esta é aversao do problema PO1 para a abordagem “classetadbfetivo princi-
pal € mostrar que, mesmo com menos graus de liberdade, maiateda apresenta
melhores resultados do que os apresentados (CAO; LIN; WRR04).

min (1 —€)y + €

/
T > =
[Zi W:|_O,Z 1,...,1

QRg; <46, j=1,...,s

[ WAT + AW + B Y +YIBT + AW « *
.. —LB{—MTVT—FXT —2L * <0
sujeito a BT 0 )R (88)

w *

>0,t=1,....m
5@—&nU&J

| 7 ug(i)]zO,Z—l,...,m.

Em todos os casos, considerande- % ep = % a minimizacao de e ¢ implica
na maximizacgdo de e 5. O escalab < ¢ < 1 pode ser escolhido a fim de priorizar a
maximizagéo dé)(P,v) ou (R, o). Na solu¢éo destes problemas de otimizacéo, sera
utilizado umgrid em relagéo a variavel. Assim, todas as relagfes utilizadas tornam-se
LMiIs.

A maximizacéo da referéncia admissivel esta relacionadeehjpsoides)(P,v) e
Q(R, o) de forma distinta. Para o elipsoi€E P, v), esta referéncia, na verdade, € uma
condic&o inicial do sistema. E facil de notar que, case- 0 e ¢ = 0, a condicao inicial
nas coordenadas do erro seré

Assim, basta que o elips6idE P, v) seja maximizado e, = cov{z;},z; = [1 0 0]7,
para que a referéncia também seja maximizada. Apoés catcaladatrizP, pode-se
determinar a méaxima referéncia, para o caso SISO e consatera0) = 0 e{ = 0, da
seguinte forma:

N +1
[-r 0 0]P] 0 [ <1=rP(L,l)r<l=r<

0 VP(1,1)

Para o elipséidé2(R,v), basta que este seja maximizado €m = cov{q:}, q1 =
[(MyAM;*E)T 0]" para que a referéncia seja maximizada. O procedimento para a
obtencao desta referéncia € analogo ao anterior, consdteespenas a matriz em vez
da matrizP.

Diferentemente da maxima referéncia admissivel, a coadigéial dos estados do
sistema . (0)) esta exclusivamente relacionada ao tamanho do elipSjifte/). Tendo
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a matriz P calculada para algum dos problemas de otimizacdo acini@) pode ser
determinado, para uma referéncia desejgdal = 0, atraves de

Td
[ rT 2(0)T 0] P | 22(0) | <1
0
Tendoz,(0) calculado, a determinacéo d€0) pode ser feita diretamente, através da
matriz M, .

4.5 Exemplos Numéricos

Nesta secdo serdo apresentados exemplos numeéricos corfidadieale ilustrar al-
gumas propriedades importantes dos desenvolvimentas chgsitulo. Quando possivel,
€ através destes exemplos que sera mostrado que os resolidos sdo menos conser-
vativos do que aqueles apresentados em (TARBOURIECH; PTTBEHRGAT, 2000) e
(CAO; LIN; WARD, 2004). A secéo sera dividida em trés partesja uma delas apre-
sentando objetivos de controle distintos: maximizacaoefler&ncia, maximizacédo do
conjunto das condig¢fes iniciais e maximizacao da pertéxbag

Os exemplos utilizados nesta se¢édo sao os seguintes:

Integrador Duplo: Este exemplo € o conhecido caso de dois integradores emtaasca
apresentado em (TYAN; BERNSTEIN, 1995) e posteriormertigasio em (TAR-
BOURIECH; PITTET; BURGAT, 2000) e (CAO; LIN; WARD, 2004). Esexem-
plo sera a base de comparacao entre as metodologias pspesta capitulo e
aquelas apresentadas na literatura. Sua representacépagw &e estados € dada
por

0 1 0 1
A:lo 0},3:[1},&[:[1],0:[1 0], eu =0.3.

Quando necessario, o valor dos limites da entrada de ceraditional(¢) seréo
considerados iguais aos limites da entrada de contr@le ou seja,vy = uy =
0.3. Por simplicidade); = [0 1], o qual leva a\/; = I,. O integrador duplo
possui uma propriedade muito interessante: devido ao fat-H M, 'E = 0,
a referénciar ndo influencia no elips6id@(R, o). Isto implica que a maxima
referéncia admissivel é definida unicamente{p@?, ) e ainda qué)( R, v) define
exclusivamente a maxima perturbagao admissivel.

Planta Estavel: Para este caso, foi considerada uma planta estavel em atadniz
dada por

—-06 1 0 1
A:[ 0 _0.9},32{1],&1:{1},0:[1 0] euy=0.3.

NovamenteM; = [0 1] tal que M, = I,. E importante notar que este exemplo
ndo apresenta a propriedade dgAM, ' E = 0. Com isto, a maxima referéncia
admissivel sera o menor valor entre a referéncia determipad (P, v) e aquela
determinada pof2(R, o). Este exemplo seré utilizado para mostrar a existéncia de
pontos de equilibrio indesejaveis no interiorfde?, v).
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Planta Instavel: Considere a planta com um polo instavel dada por

—0.6 1 0 1
A:[ 0 0.9],3:{1},&1:{1},0:[10}eu0:0.3.

Como nos outros exemplosf; = [0 1] tal quel, = I,. Esta planta sera utilizada
para mostrar que a abordagem proposta € capaz de estabiiiema, garantir
seguimento de referéncia e ainda rejeitar perturbacOetarues.

Planta Multivariavel: Este exemplo consiste em projetar um controlador para a dina
mica longitudinal do eixo de ataque do avido de caca F-1@&saptado em (SC-
MITENDORF; SCHIRM, 1991). Sua formulag&o, no espaco dedesta dada

por
0 1 0 0 0
A=|0 —087 4322 | ,C=[1 0 0],B=—|1725 158 |,
0 099 -134 0.17 0.25
60 010
Bd——B,uO—|i60:|,eM1—|:0 0 1:|

Com esta escolha d&/; tem-selM, = I3. Os pélos do sistema em malha aberta
sé0{0, —7.6505, 5.4405}, ou seja, pdlos na origem, estavel e instavel, respectiva-
mente.

4.5.1 Maximizagéo da referéncia admissivel

Neste caso, o objetivo de controle € maximizar a referénataaysistema € capaz
de seguir com erro nulo. O procedimento para o calculo degtaéncia € apresentado
na Secado 4.4. A seguir, a referéncia sera maximizada paesawad das abordagens
propostas neste capitulo. Finalmente, um relacdo entrexem@adeferéncia e a posicao
dos podlos em malha-fechada seréa estabelecida, oferecesidg am objetivo de controle
adicional.

4.5.1.1 “Integradores inteligentes” (PO1)

Para a abordagem “integradores inteligentes” foi aplicadoesmo procedimento
usado em (CAO; LIN; WARD, 2004), isto €, dados os controladdt, F, e E, = 1,
entdo o problema de otimizag&o convexo foi resolvido comjetivb de maximizar a
referéncia que o sistema pode seguir. O problema de otidnzaQ* foi aplicado aos
controladores apresentados em (TARBOURIECH; PITTET; BBIR@000), tanto para
a abordagem equacdes algébricas de Riccati (ARE) quard@satucdo via LMIs. Estes
controladores séo dados por

FARE — 1045 —0.95 —0.10] F5'"F =1[9.51 10.0 4.48]
FIMI—1-0.28 —0.61 —0.04] FF = [3.24 4.997 2.32]

e os resultados obtidos sdo mostrados na Tabela 1. Pod&asgqumos resultados obtidos
para o problema POl sdo bem menos conservativos do que agpeésentados nas
referéncias. Este mesmo problema foi resolvido consideraih e F; livres e £, = 1.
Neste caso, a maxima referéncia obtida, considerandd = 0 e £(0) = 0, foi ry0e =



Tabela 1: Maximizacdo da Referéncia Admissivel

Solugéo rARE [ LMT
(TARBOURIECH; PITTET; BURGAT, 2000) 1.0876| 1.7598
(CAQO; LIN; WARD, 2004) 1.9777| 2.6223
Otimizacéo PO1 4.2225| 5.1427
Resposta do sistema, r = Max = 803.1744
1000~
g  eo0f
200
00 5‘0 1(‘)0 1é0 2(‘)0 2éo 380 3%0 4(30 4é0 500
Tempo(s)
0.4
0.2
_0'40 5‘0 1[‘)0 1é0 280 2;0 3(‘)0 35‘)0 4(‘)0 4;0 500
Tempo(s)

Figura 13: Maxima Referéncia - PO1
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803.1744. A resposta do sistema para esta referéncia é mostradaura ERy Esta figura
tem como objetivo mostrar que o sistema realmente € capaegiér sima referéncia
desta amplitude. Além disso, mostra que o sinal de contesl@@nece saturado por mais
de 10% do tempo de acomodacé&o do sistema.

4.5.1.2 Solucgédo “classica” (PO2)

Como néo existe nenhum controlador calculadariori, o problema PO2 foi resol-
vido utilizando todas as variaveis livres.

Como no caso do integrador duplo a referéncia é determinedasézamente pelo
elips6ideQ2( P, v), o problema PO2 foi resolvido considerande- 0 e ainda\ = 6.5 x
103, Com isto, os resultados obtidos foram

E.=—1.4020, F = [ —0.4168 —21.6875 —0.0064 |

€ mar = 891.3698. Mais uma vez os resultados foram menos conservativos egéeh
literatura e ao problema POL1. A verificacdo da capacidadegiéraento foi feita através
de simulacdes e € mostrada na Figura 14.

Resposta do sistema, r=r =891.3698
max

1500 T T T T T

1000 - N

y(®

500 - -

) I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Tempo(s)

~0.4 I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Tempo(s)

Figura 14: Maxima Referéncia - Integrador Duplo - PO2

O comportamento da abordagem “classica” foi analisado Bo ean quel,. = 1,
ou seja, mesmas condi¢des do caso “integradores intadigienA referéncia maxima
obtida foi der,,,, = 803.6829, praticamente o0 mesmo valor obtido para o problema PO1.
Neste caso, pode-se concluir que o problema PO1 realmemteazénenhuma vantagem
significativa em relagéo ao problema PO2.

Para os exemplos estavel e instavel, a maxima referéncitegmiieada pelos dois
elipsoides. Neste caso, faz-se necessgfie= cov{q;} comq, = [(M,AM; ' E)T 0]7,
bem como decidir qual peso deve ser escolhido ha maximizagébpsodides. Ao longo

4Na verdade, trata-se de um problema similar, oRdeF’, e E. sdo conhecidos, e ndo incognitas em
Y1, Yoe M.
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deste trabalho, a referéncia relativa ao elipséid®, /) foi chamada de,,..,; € a refe-
réncia relativa )(R, o) foi chamada de,,..». Na Tabela 2 é apresentada a variagéo
das referéncias em relacéo aos valores. d@aseado nesta tabela, nota-se que ha pouca

Tabela 2: Maximizag&o da Referéncia - Planta Estavel.
e=0 e=1 e=20.5
Tmaz1 | 2.3562 x 10* | 2.7696 x 103 | 4.3349 x 10°
Tmaze | 2.4657 x 1074 245.4187 245.1580

diferenca entre a escolha éle- 0.5 oue = 1. Na Figura 15 € mostrada a saida do sistema
para uma referéncia= 50 em0 < ¢t < 20 er = —50 emt¢ > 20, consideranda, = 0 e

¢ = 0. E importante notar que estes valores encontram-se distdos valores maximos
de referéncia admitida.

-0.4 L L L L L L 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo(s)

Figura 15: Saida do Sistema - Planta Estavel - PO2

Nota-se claramente que o sistema permanece saturado tedgpo € que, mesmo
assim, ele se acomoda em um valor de referéncia diferentes#gedio, mas ainda dentro
do elipsdéide. Neste caso,

0.0532 0.1135 0.0760 —49.4444
P=10"%{ 0.1135 0.2522 0.1675 ) Zeo = 0.3333
0.0760 0.1675 0.1135 32.6793
49.4444
para a referéncia = 50 e z,, = 0.3333 |, parar = —50. Em ambos o0s casos,
32.6793

2L Pz, = 5.5843 x 1075, valor este que confirma que, esta realmente no interior de
Q(P,1). Foi este exemplo que motivou o estudo dos pontos de edaiftia da regido
linear realizado no Capitulo 6. Por enquanto, para o caswadstoda referéncia maior
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quer = 0.5556 sera desconsideradadNa Figura 16 € mostrada a saida do sistema para o
casor = 0.55.

Kesposta ao sistema, r = U.bo

y@®
o
IS

T

I

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo(s)

0.301

0.3

0.299

sato_a(u(t))

0.298

0.297

0.296 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo(s)

Figura 16: Saida do Sistema - Planta Estavel0.55 - PO2

Um detalhe importante desta figura é o fato do sistema telegoido seguir a refe-
réncia mesmo permanecendo mais da metade do tempo de agéimsdaurado. No caso
da planta instavel, a maxima referéncia obtida foirglg,, = 0.5542, cuja simulacéo é
mostrada na Figura 17.

Finalmente, o problema de maximizacéo foi aplicado a plemttivariavel. Como
esta planta possui apenas uma entrada, a determinacao thaaméferéncia é feita de
forma anéloga aos exemplos SISO. A aplicagdo de PO2 resuttauma méxima referén-
ciar,q.2 = 147.9413. A simulacao deste sistema é mostrada na Figura 18. Pod#ese n
a rapida convergéncia do sistema assim que 0s sinais deleotixam de saturar. Isso
mostra que @nti-windupesta evitando que o integrador acumule uma carga excessiva.

4.5.1.3 Posicionamento de pélos

Neste exemplo, o objetivo € mostrar que a posicao dos polasaha-fechada esta
intimamente ligada ao valor dee que existe um compromisso entre o tempo de acomo-
dacdo e a maxima referéncia admissivel. A estrutide” + AW +B,Y + Y BT 4+ A\
do primeiro termo das inequacdes (63) e (85) tem um papellsante ao da relagao (20)
em (CHILALI; GAHINET, 1996), onde os po6los sao alocados auesda de uma reta
vertical no planos passando pas = —\/2. Com isto, € esperado que, para valores pe-
quenos de\, o sistema seja lento mas siga referéncias grandes comuwore gue, para
valores grandes dg o sistema seja rapido, porém siga referéncias menores.

Para o problema PO1, foi utilizado o exemplo do integradptalcom 2, = cov{z, },
zi =[1 0 0,¢e =0ekE, = 1. O valor de) foi variado entrel.2 x 1075 e 1.2,
apresentando os resultados resumidos na Tabela 3. Na Ri§usfio apresentadas a

SValor de G, (0)ug, ondeG,(0) é o ganho estatico da planta em relagdo a entrada satufgde:
Saty, (u(t)).
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Resposta do sistema, r = 0.5

y(t)
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I I I
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Figura 17: Saida do Sistema - Planta Instavel 0.5 - PO2

150

Resposta do sistema, r = rmax=147.9413

100

y@®

Tempo(s)

sat, (u(t)

Figura 18:

Tempo(s)

Saida do Sistema - Planta Multivariavel - PO2
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saida do sistema e o sinal de controle para cada um dos vdmieda tabela anterior.
Todas as simulacdes foram feitas considerangdo(0.3441, ou seja, a menor referéncia
admissivel comum a todos os casos. Pode-se notar que, agsdn®dres valores de

0 sistema permanece pouco tempo saturado, ja que a reteg&nailhida € muito menor
gue a maxima referéncia admissivel.

Variagéo de A - "Integradores Inteligentes” @ r = 0.3431

0.45

y(t)

‘= A=1.2x107°
— A=1.2x107* |
© A=1.2x1072
A=0.12
- - \=12

I

i i i i
0 100 200 300 400 500 600
Tempo(s)

T
= 12x107°
— 1.2x107*
" 12x1072 |

0.12
--12

Tempo(s)

Figura 19: Variacao dg& - “Integradores Inteligentes”

No problema PO2, foi utilizado o exemplo estavel odge= cov{z;},z, = [1 0 0]7,

e = 0.5 e E, livre. O valor de)\ foi variado entred.7 x 1075 e 9.7, apresentando os
resultados resumidos na Tabela 4.

Pode-se notar que o compromisso entre a referéncia e o wlarahtinua o mesmo,
isto €, inversamente proporcional. Um fato interessarntepgde ser observado na Figura
20 é que a variacdo do tempo de seguimento € menos pronumeatacaso. Estas
simulag@es foram feitas considerando-se uma referén@engétude.5, muito proxima
do menor valor obtido. Isto € justificado pelo fato das refeid@s maiores qué 5556 Nnao
garantirem erro nulo (vide secéo anterior ou o Capitulo 8%i, 0 “esforco” necessario
para alcancar estas referéncias pode ser utilizado a finrhr t sistema mais rapido.

Tabela 3: Variacdo dg& - “Integradores Inteligentes”
A 1.2x107° [ 1.2x 1074 | 1.2 x 1072 0.12 1.2

Tmae | S03.1744 | 801.2981 | 619.0280 | 34.4438 | 0.3431




Tabela 4: Variacdo dg& - Caso “Classico”

9.7x107° [9.7x107* [ 9.7x 1072 | 0.97

9.7

Tmaw

245.1580 | 242.2713 | 183.4285 | 20.9912

0.5556

Variaggo de A - "Classico" @ r = 0.5
T T

07
06 B
05 e
ze
0.4 B
=
03 B
02 B
— A=9.7x107°
N -
01l r=0.7107% ||
~ A=9.7x10
— A=0.97
~ - =97
o I
0 5 10 15
Tempo(s)
s
5
3
]
8
— 9.7x10°
© o97x107
~'9.7x1072 [
0.97
--97
. . T
15 20 25 30
Tempo(s)

Figura 20: Variacdo d& - Caso “Classico”
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4.5.2 Maximizagao do conjunto de condic¢des iniciais

Nesta se¢do, 0 objetivo é maximizar o conjunto de condigiiem$ para as quais
0 sistema garante o seguimento. O tamanho do conjunto estardente relacionado
a direcdo de maximizacao escolhida. Caso o interesse sejanaximizacao uniforme
de Q(P,v), pode-se utilizar como critério de minimizagdo o tragco darimd/’, isto &,
minimizando o traco dél’ obtém-se, indiretamente, a maximizacéo do tracd’deA
fim de manter a comparacéo com (CAO; LIN; WARD, 2004), o ditéle maximizacao
continua sendo maximizar tal quea.Z, C (P, v). Mais uma vez, a direcao escolhida
foi Z, = cov{z1},z; = [1 1 0]T. A seguir serdo apresentados os resultados para cada
um dos problemas de otimizacao.

4.5.2.1 “Integradores inteligentes” (PO1)

Neste caso, o problema de otimizacdo PO1 foi aplicado ao m@reto integrador
duplo para um valor d&. fixo. Como a dire¢cdo de maximizacdo é a mesma da méaxima
referéncia, € de se esperar que os resultadosopgraejam muito proximos aos valores
der,,... Parak, = 1, o valor obtido foic,,: = 803.6513, estimativa menos conservativa
do quea,,: = 669.2 apresentado em (CAO; LIN; WARD, 2004). Para uma referéncia
arbitrariar = 500, 0 maximo valor possivel de condic¢éo inicial para os estdd@sstema
€ 15(0) = £34.4551. Na Figura 21 é mostrada a saida do sistema para esta réderénc
e condicdo inicial. Devido ao fato do sistema ser instaveheatha aberta, ele torna-

Resposta do sistema, r = 500 e ci=34.455
1500 T T T

1000

500

()

-500

-1000 I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700
Tempo(s)

0.4

0.2 q

satoa(u(t))

-0.4 I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700
Tempo(s)

Figura 21: Resposta a Condicéo Inicial - Integrador Dupl®1P

se mais sensivel a influéncia da condigéo inicial, mas messimaonsegue seguir a
referéncia desejada. A referéncia e a condicao iniciabagi@cionadas, ou seja, para
uma referéncia menor, a condicéo inicial podera ser maior.

4.5.2.2 Solucgédo “classica” (PO2)

O problema de otimizacdo convexa PO2 foi aplicado a todoxesgos utiliza-
dos neste capitulo. Nos casos estavel e instavel, o valeraekp dex,,; ja ndo deve
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ser proximo ao valor da referéncia maxima, ja que esta emrdietada também pelo
elipso6ideQ2(R, o). Na Tabela 5 é mostrado o valor dg,: para cada um dos exemplos,
sendo: = 0,5 egrid emA.

Tabela 5: Maximizacgéo da Condigé&o Inicial - PO2.
Planta estave| Integrador duplg Planta instave
Qopt | 2.3460 x 107 891.3673 8.1594

No caso do integrador duplo, o problema de otimizacéo ftzatlo a fim de verifi-
car 0 seu comportamento coff = 1. Analogamente ao problema de maximizacéo da
referéncia, o resultado de,,, = 803.5173 € muito préximo ao valor obtido com o pro-
blema POL1. Isto reforca a hipotese de que a abordagem ‘autexggs inteligentes” ndo
traz vantagens em relacao a abordagem classica.

Para o exemplo estavel seguindo uma referéncia de 0.5, a maxima condigcéo
inicial admissivel é:,(0) = +£4302.9. Este valor elevado justifica-se pelo fato da planta
ser estavel em malha-aberta, ou seja, se ndo houvesseag&ataste sistema garantiria
0 seguimento com erro nulo para condic¢des iniciais infinifasaida do sistema, nesta
situacao, € apresentada na Figura 22, onde nota-se queprpesmanecendo saturado
em grande parte do tempo, o sistema consegue garantir orsagoida referéncia.

Resposta do sistema, r = 0.5 e ci=4000
6000 T T T T T

Tempo(s)

1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo(s)

Figura 22: Resposta a Condicéo Inicial - Planta Estavel - PO2

Este exemplo serve também, para mostrar a eficiéncia do meatdwindup Na
Figura 23, é mostrada uma comparacao entre o controladerané um controlador
calculado sem considerar o lagati-windup isto é, £. = 0. Pode-se notar que, para
E. # 0, 0 tempo que o sistema leva para atingir o seguimento comrmeloalepois que o
sinal controle deixar de saturar é cerca de trés vezes menor.

Devido ao fato do integrador duplo ndo ser estavel em mdiketaa a maxima condi-

cao inicial possivel para a referéncia- 0.5 é 25(0) = 24.5479, cuja resposta é mostrada
na Figura 24.
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Saida do sistema, r=1e x2(0)=10
12 T T T T

y@®

e =
T T T 1 1 1
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tempo(s)
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©
n -0.1+
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-03 E 70 [|
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Figura 23: Comparagédoentte =0e FE, # 0

Resposta do sistema, r = 0.5 e ci=24.5479
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A condicao inicial admissivel para o exemplo da planta wetgéomr = 0.5 é
z2(0) = 0.0243. Como mostrado na Figura 25, a influéncia da condi¢&o inéciat-
perceptivel. Para esta planta, nestas condi¢des, podeesede praticamente nenhuma
condicéo inicial relevante é admissivel.

Resposta do sistema, r = 0.5 ¢i=0.02432
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Figura 25: Resposta a Condicéo Inicial - Planta Instavel2 PO

O exemplo multivariavel exige um pouco mais de cuidado na ligr determinar
72(0). ComolM; € R?**3, 1,(0) terd duas componentes, ou sejd() = [721(0) z2(0)]”.
Para fins de exemplo, sera consideragid0) = z(0), 0 qual, apos a aplicacéo de PO2,
apresentour,; (0) = x9(0) = 32.1602. A saida do sistema é mostrada na Figura 26,
onde percebe-se que o sistema satura duas vezes anteddizasta

4.5.3 Maximizacgao da perturbacdo admissivel

Nesta secdo, o objetivo € maximizar a perturbacéo para aogsiastema consegue
seguir uma dada referéncia fixa Para isto, sera feita a maximizagd@, C (R, o) e,
a partir deg,,; e da direcéo escolhida, calcular a maior perturbacéo auespassivel de
ser rejeitada. Como a referéncia a ser seguida é fixa, aoelaca

/
[27 ;V} >0, i=1,...,1

deve ser alterada a fim de que a referéncia desejada sejaman@&teréncia admissivel
pelo sistema. Assim, tém-se

2 /
Ty 24 C
{Zi W}ZO’ 1=1,...,1. (89)

Como apresentado em (CAQO; LIN; WARD, 2004), séo escolhifips= cov{z },
z; = [100]", Q, = cov{qi} comq; = [ry 0.1]7 ee = 1. Partindo da diregéq,
escolhido, a maxima perturbacéo a ser rejeitadacserd.13,,,. Isto ocorre pelo fato de

1 o
qf Rqy < bopt ¢ [ra 0.1]R [ (ﬁ ] < —— & [raBopt 0.1Bop) R l gdlﬁﬁpt ] <1
: opt . opt
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Resposta do sistema, r = 100, xz(o) =32.1602
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Figura 26: Resposta a Condicao Inicial - Planta MultivagiawrO2

4.5.3.1 “Integradores inteligentes” (PO1)

Seguindo a metodologia apresentada em (CAO; LIN; WARD, 2004roblema de
otimizacao POL1 foi aplicado ao exemplo dos integradoretoduigmm £.. fixo e igual a
unidade. A solucéo obtida para wmd em A foi 3,,, = 4.1861, A\, = 0.0290. Pode-
se notar que este resultado € menos conservativo dggue- 1.7275 apresentado em
(CAQO; LIN; WARD, 2004), podendo assim, rejeitar uma peragdio del,,,, = 0.4186
guando o objetivo é seguir uma referéncia unitarja=£ 1). Na Figura 27, é apresentada a
simulacao do sistema para esta referéncia e a perturdggadPode-se notar que, mesmo
apresentando um sobre sinal elevado e permanecendo gramee@tempo saturado, o
sistema € plenamente capaz de rejeitar a perturbacéao.

4.5.3.2 Solugéo “classica” (PO2)

O problema PO2 foi aplicado a todos os exemplos com suasveeiivres egrid
em . A fim de manter a comparagcdo com o problema anterior, apenagemplo do
integrador duplo a referéncia desejada foi consideradaniai Nos demais exemplos, a
referéncia desejada foi consideraga= 0.5, admissivel para o caso estavel.

O exemplo dos integradores duplos apresentou como resyiad= 5.8349 para um
Aopt = 0.0340, mais uma vez menos conservativo do que aqueles obtidogaiz. dNa
Figura 28 é apresentada a simulag&o do sistema quando sidénperturbacad,, . =
0.5835.

E importante notar que o comportamento apresentado é miGitono do apresentado
na Figura 27, apenas ressaltando o menor tempo de esteddieasobre-sinal.

Para o exemplo estavel, o resultado obtidodgi = 1.5791 e, no caso exemplo
instavel,5,,: = 0.6879. Na Figura 29, o exemplo estavel é simulado para uma pegiioba
méxima ded,,,.., = —0.1579. A simulac¢do do exemplo instavel € mostrada na Figura 30.
E facil de notar que, em ambos 0s casos, 0 sistema garantguTsto, mesmo com
o sistema estavel voltando a ficar saturado apdés a aplicacperturbacao. Além disso,
pode-se observar que o tempo de acomodacéao € idénticopaato seguimento quanto
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Figura 27: Resposta a Perturbacao - Integrador Duplo - PO1

Resposta do sistema, r = 1, d=0.5847
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para a rejeicdo. Isto implica que ndo existem modos lentosetados no seguimento e
que reaparecem na rejeicao da perturbacéao.

Resposia 0o sistema, r = U.5 € d=U.15 em >25
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Figura 29: Resposta a Perturbacao - Planta Estavel - PO2

No caso da planta multivariavel, considera-se a maximzagdlirecéae; = [1 1 1]7.
Com isto, existem duas perturbac@es d, a serem determinadas. Assim como no pro-
blema de maximizac&o da condicao inicial, foi escolhide- d,. Uma outra alternativa
seria maximizar o elipséide( R, o) na diregaay; = [1 1 0]7, determinando assif, ..

e, logo apo6s, maximizar na direggo= [1 0 1]7, a qual definels,,... A aplicagdo de
PO2 apresentou como resultadio= d, = 59.8. Para mostrar a influéncia de cada uma
das perturbagdes, a perturbagdoi aplicada emt > 4s e d, foi aplicada emt > 7s,
conforme mostrado na Figura 31.

A Figura 32 apresenta em detalhe o sinal de controle aposcaggd das duas per-
turbacdes. Pode-se notar que os dois controles voltamrasapos a entrada das pertur-
bacdes no sistema, mas, mesmo assim, o0 seguimento é garantid

4.6 Comentarios Finais

Um novo método para calculo dos controladores em uma estrdéucontrole utili-
zando acéo integral e realimentagao de estados com o olgjetyarantir o seguimento de
referéncias e a rejeicao de perturbacfes constantes rempaede saturacao de controle
foi proposto. Através de condicdes tedricas, é possivellzal simultaneamente uma
realimentacao estatica de estados e o ganhantievindup garantindo, assim, que as
trajetorias do sistema em malha-fechada figuem confinadagsreoonjunto invariante,
desde que as condicdes iniciais pertengam a este mesmaiwejgue as referéncias e
perturbacdes pertencam a um conjunto admissivel.

Baseado nestas condi¢fes tedricas, problemas de otimizagéexa foram propos-
tos, a fim de maximizar a referéncia admissivel, o conjunsocdadicdes iniciais ou 0
conjunto das perturbacdes admissiveis. A maior vantagemet@dologia proposta em
relacdo aos trabalhos anteriores € o fato de que as conthgiEsis podem ser expressas
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Detalhe do sinal de controle
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Figura 32: Detalhe - Planta Multivariavel

diretamente na forma de LMIs, eliminando, assim, a necadsida aplicacdo de esque-
mas iterativos para a solucao dos problemas de otimizadiaves da simplificacdo do
esquema de controle, o nimero de condi¢cdes LMIs foi reduzielm que esta reducéo
comprometesse os resultados obtidos.

Através de exemplos, foi mostrado que os resultados obsi@lmsnenos conservati-
vos do que os apresentados na literatura. Além disso, a gare&etnplos foi expan-
dida, cobrindo, assim, a maioria dos sistemas reais. Em casty simulacbes foram
apresentadas, mostrando o comportamento do sistemaranistpropriedades impor-
tantes. Finalmente, foi estabelecida uma relacéo entienasgdes obtidas e as condi¢des
de posicionamento de polos de (CHILALI; GAHINET, 1996),astlecendo assim, um
compromisso entre tempo de seguimento e maxima referéeissivel.
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5 PROBLEMA DE SEGUIMENTO DE REFERENCIAS EM
SISTEMAS SUJEITOS A SATURACAQO: CASO DISCRETO

5.1 Introducao

Este capitulo consiste na extensédo da metodologia desatavolo capitulo anterior
para sistemas em tempo discreto. Das duas solucfes apoeEsgendpenas 0 esquema
de controle “classico” sera considerado, ja que o esquentagfiadores inteligentes”
apresenta poucas vantagens. Mais uma vez, o objetivo daralemn um Unico passo, o
controlador estabilizante e o ganho de lagti-windupa fim de maximizar os conjuntos
de condicBes inciais e referéncias/perturbacdes admissiVAs referéncias principais
sdo (TARBOURIECH; QUEINNEC; PITTET, 2000), onde o traba(fl@RBOURIECH,;
PITTET; BURGAT, 2000) foi estendido para o caso discreto cefaréncias variantes e
(GOMES DA SILVA Jr; TARBOURIECH, 2006), onde a condi¢do déosenodificada é
apresentada para sistemas de tempo discreto.

5.2 Abordagem “Classica”

5.2.1 Formulagéo geral
Considere o sistema em tempo discreto sujeito a saturagétamdores, descrito por
x(k+1) = Ax(k)+ Bsat,,(u(k)) + Bqd
y(k) = Cu(k)
ek) = ylk)—r (90)
ondexz(k) € R"™ é o vetor de estados do sistemék) € R™ é a entrada de controle,
y(k) € R? é a saida do sistemd,c R* € um vetor de perturbages constantes, R?
é a referéncia constante que se deseja segi(it)ec R? é o erro de seguimento. As

matrizesA, B, B, e sé&o matrizes contantes, reais e de dimensdes apropriaddsa. C
componente do termo de saturacdo em (90) pode ser definida com

Aty (w@p(k)) £ sign(ug)(k)) min(|ug) (k)

As suposicdes Al, A3 e A4 sdo iguais as suposicoes apreasmtadapitulo anterior.
Arelacdo A2 deve ser modificada para

W[ -4 =B\ _, .
ran _C 0 =n+p.

Como o objetivo de controle é garantir o seguimento de nef&é contantes com erro
nulo e rejeitar perturbacdes também constantes em regimmapente, uma acgao integral

,Uo(i)), 1= 1,...,m.
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em tempo discreto é adicionada a malha de controle(videipiondo modelo interno).
Assim, é introduzido o estado adiciorggk) € R? dado por

E(k+1) =e(k) +&(k)+ E.(saty, (u(k)) —u(k)). (91)

O termoFE.(sat,, (u(k)) —u(k)) corresponde a um termo dati-windup introduzido
a fim de evitar quaisquer efeitos indesejados causados ggelasio do atuadof,. €
RP*™ é a chamada matriz de gan&eti-windup

A exemplo do capitulo anterior, € feita a mudanca de cooniendo sistema para as
coordenadas do erro (KRIKELIS; BARKAS, 1984). Nestas ceoatlas, o novo vetor de
estados é dado por

(k) =

e(k)
xo(k) c R™P (92)
§(k)

comax, (k) € R*? definido porz, (k) = M, x(k), ondeM; € R~P)*" ¢ escolhida de tal

forma que
C

— nxn
A@_»LMi}eR
seja inversivel.
A partir do sistema (90), pode-se escrever as seguintedesa

y(k+1)=Cx(k+1) = CAx(k) + CBsat,,(u(k)) + CBad (93)
xo(k+ 1) = Myx(k + 1) = My Ax(k) + M, Bsat,,(u(k)) + My Byd.

No caso discreto, 0 erro na amostra seguinte é dade(paer 1) = y(k + 1) — r, ou seja,
y(k+ 1) =e(k+ 1) 4+ r. Comisto, a relagéo (93) pode ser reescrita como

e(k +1) = CAx(k) + CBsat,,(u(k)) +r+ CBqyd

ou, na forma matricial, como

[ :ce;(kkilf) } B { ]\31 } Ax(k) + [ ]\31 } Bsat,,(u(k)) + [ ]5’ } r+ [ ]\31 } Byd.

Por suposigdo), = [CT M{I]" é inversivel, o que permite que a relagdo acima seja
escrita na forma

{ ;2((]2:11)) ] = M AM;” { J\%g } + My Bsaty, (u(k)) + { Ié’ } r + M,Byd

a qual, apods a substituicdo de:(k) = e(k) + r exo(k) = My x(k), € dada por

{ ;2((]{:;;11)) } = MpAMy! { ((k)) ]+MzBsatu0( () +(Ma AMy ' —1,) [ ‘8’ } 7+ My Byd.

(94)
A composicéo da equagéao (94) com o termo integral (91), forma
e(k+1) MoAM=L 0 |: e(k) ] M>B
ok +1) | = 22 zo(k) | 4+ | 727 | saty,(u(k))
§k+1) ] [ 2 0] () [ ’ ]
-1
+ [ gc}@atm&u(m)—u(mw [ (AN, © = [n)E M%Bd} [ 2].

(99)
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Assim, neste novo sistema de coordenadas, (90) pode sert@esmo
z2(k+1) =Az(k) + Bysat,, (u(k)) + Ba(sat,, (u(k)) — u(k)) + Bsg, (96)

onde

. MQAMQ_I 0n><p o M2B - 0n><m _ _ 0n><p

p

B3: |: In :|, E = [ Ip :|, eq:(MgAMz_l—]n)Er—i—Mgde
Opxn On—p)xp
Novamente, a perturbagéo constante do sistengaima combinagéo entre a referén-
cia que deseja-se seguir e a perturbacao original a seadgei
Considerando, agora, o sinal de controle como uma realag@atestatica do estado
z(k), entdo
u(k) = Fz(k), F € R™*(p),

0 que leva ao seguinte sistema em malha-fechada:

comV,, (w(k)) = w(k) — sat,,(w(k)) sendo uma néo-linearidade do tipo zona morta
descentralizada. De forma anéloga ao caso continuo, qeeagderandd = A+ B F
eB = B; + B», o sistema (97) pode ser reescrito como

z(k+1) = Az(k) — BV, (Fz(k)) + Bsg. (98)

5.2.2 Propriedades dos pontos de equilibrio

As consideracdes sobre os pontos de equilibrio do sistemrensdogas aquelas apre-
sentadas no capitulo anterior. Devido a algumas partidaldes do caso discreto, elas
serdo novamente apresentadas.

Como o objetivo é o seguimento de referéncias com erro nyponto de equilibrio

de interesse deve ser da forma
0

Ze = Toe . (99)
€e

Suponha, agora, que este ponto de equilibrio esteja niinderregido de linearidade do
sistema, ou seja, € S(F,ug), com

S(F,up) £ {2 € R"*P;

F(Z-)Z‘ <wugpy, t=1,... ,m}.

Se(A + B, F) é Schur-estavel, entéo foi provado em (TARBOURIECH; PITTBUR-
GAT, 2000) que o ponto de equilibrio

Ze = (Intp — (A + B1F)) "By, (100)

€ 0 Unico ponto de equilibrio do sistema (98) no intefiQF’, ug). A fim de satisfazet, €
S(F,up), € necessario adicionar a seguinte restricdo ao vetor el@nefa/perturbacap

‘F(Z-)((In_,_p — (A + BlF))_lng)‘ < Up(4) 5 i=1,...,m. (101)
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Ainda baseado nos resultados de (TARBOURIECH; PITTET,; BBIRGZ000), pode-se
provar quez, € S(F,ug) € equivalente g € S(F, uy) onde

S(F,up) £ {q € R";

f(z)q‘ SUO(i)v 'L.:lv"'vm}v
I, — MyAMy' —M,B 1"
—ET 0

A prova desta solugdo segue 0s mesmos passos mostradostatmeagerior. Com isto,
obtém-se uma condi¢do independentdde

F =1[01,)] B;. (102)

5.2.3 Colocacéo do problema

Para o caso discreto, o0 objetivo de controle € analogo atabgpresentado para os
“integradores inteligentes”, apenas levando em conta xjgeeeum Unico ganho estabili-
zanteF'. Assim, este problema pode ser resumido como

Problema 5.2.1 Calcular o ganho do controladoF’ € R™* (") e a matriz de ganho
anti-windupF. tais que,vz(0) € Q(P,v) eVr,d tal queq € Q(R, o), 0 ponto de equili-
brio z. € S(F,up) € localmente assintoticamente estavel e aipla — r quando

k — oo.

Mais uma vez sera considerado o objetivo implicito de catcas ganhos a fim de
maximizar os dominio de estabilidade e de referénciasitdes admissiveis. E im-
portante ressaltar que este ndo € o foco principal de (TARBIBUOH; QUEINNEC,;
PITTET, 2000), ja que, neste artigo, 0s autores estao sgades em mostrar a aplicabi-
lidade da metodologia para o caso de referéncias variaAtssm, a comparacao direta
dos resultados obtidos fica prejudicada.

5.2.4 Resultado principal
Os resultados principais deste capitulo podem ser ressmiaeeguinte teorema:
Teorema 5.2.1Se existem as matrizes simétricas positivas-defifiidas R7)x(n+»)

e R € R™", matrizesy € R™* (") X ¢ R™*("+P) @ \f € RP*™, uma matriz diagonal
positiva-definidal. € R™*™ e os escalares positivosw, v e o satisfazendo

—\W * * * *
X —2L * * *
0 0 —wR * * <0, (103)
0 0 0 ANV +wo—v %
i AW +B,Y —LB;— MV Bs; 0 -W ]
W *
_ >0,i=1,....m 104
[Yu) —Xo vugy } = (104)
e
R * .
|: f(z) U_lug(i) :| > 0, 1= 1, e,y (105)

entdo os ganho$’ = YW~! e E,. = ML~ séo tais queyq € Q(R, o), o elipsoide
Q(P,v) é uma regido de invariancia positiva para o sistema (98) elai(l00) é o unico
ponto de equilibrio na forma (99) dentro $&F', uy).
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Prova. A satisfacé@o de (104) implica que o elipsofd@P, v) esté incluso na regids F' —
G, up). Logo, para toda(t) € Q(P,v), segue que a ndo-linearidadie, (F'z(t)) satisfaz
a condicao de setor (10). Esta condicao sera utilizada va plieorelacéo (103).

A relacdo (105) vem da inclusédo do vetor de referénciasffmrtdes admissiveis
q € Q(R, o) naregidaS(F,ug). Esta condicdo é satisfeita caso a relagéo

qT}{Q)uZL}"@q <¢'Rg<o,i=1,....,m (106)
0(i)
seja verificada. Com a aplicagédo do complemento de Schur @), (degue que (105)
garanteYq € Q(R, o), queq € S(F,up). Como provado na se¢do anterior, isto significa
gue o ponto de equilibrig. contido na regido linear é Unico e garante erro de seguimento
nulo em regime permanente.
Considere a seguinte funcdo candidata de Lyapunov quealrati

V(k) = z(k)' Pz(k). (107)
O valor desta funcdo na amostra seguinte € dado por

ATPA * *
Vk+1)=n"| -B"PA B'PB * n, (108)
BIPA —-BIPB B!PB;

Para garantir a invariancia do elipséidéP, v), basta que(k+1) € Q(P,v), ou seja,
z(k+ 1D)TPz(k+ 1T < v, Vz(k) € Q(P,v) eVq € Q(R, o). Usando dS-procedurge
pode-se mostrar que isto é garantido se existirem os essalar 0 ew > 0 que verificam
arelacao

V(k+1)—v—Xz(k)"Pz(k) —v) —w(¢"Rg— ) <0 (109)

Considere agora, qugt) € S(F' — G, u,) e que o Lema 3.7.1 se verifica para o caso
discreto. Entéo, (109) sera verificada se

Vk+1) <V(k+1)—v—Xz(k)TPz(k) —v) —w(¢"Rg— o) — nT

0 0 0
(110)
A relacdo (110) pode ser colocada na forma forma matricial po
[nTI}M[HSO (111)
ondeM é dado por

ATPA — \P * * *

—~BTPA +GT BTPB - 2T * *
M= BT PA _BIPB  BIPB; - wR . (112)

0 0 0 AV +wo — v
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Assim, para que (110) seja satisfeita, bastagtie: 0 e queQ2(P,v) C S(F—G, ug).
Esta ultima condicéo é satisfeita pela relacdo (104). Aigdiod\1 < 0 pode ser escrita
como

—A\P * * * AT
GT =-2T * * BT
0 0 —wR . + | Br P[A B By 0]<0 (113
0 0 0 AV +wo — v 0

ou, apos a aplicacdo do complemento de Schur,

[ —)\P

* * * *
TG =2T * * *
0 0 —wR * * < 0. (114)
0 0 0 AV +wo — v *
| A B B; 0 —p! ]

Pré e p6s-multiplicando (114) pdiag{ P!, 7,1, I, I} e fazendo a substitui¢do de
variaveisW = P7!, X = GP™', Y = FP™', L = T-'e M = E.T~! conclui-se
entdo, que (114) é equivalente a (103), encerrando assiava @o teoremam

5.3 Problema de Otimizacéo

Baseado no teorema da secdo anterior, pode-se formularsapgablemas de oti-
mizacao a fim de obter os ganhos do controlador e do lagntevindup Como no
caso continuo, estes problemas podem ser divididos em alis clistintos. O primeiro
caso, ondé€)(P,v) eQ(R, o) sdo determinados pela inclusdo de um conjunto poliedral, é
analogo ao apresentado no capitulo anterior. Assim, ageocaso da maximizacao dos
elipsodides sera detalhado, a seguir.

5.3.1 Maximizagéo de&(P,v) eQ(R, o)

Mais uma vez, o tamanho de(P,v) e Q(R, o) pode ser medido em relagdo aos
conjuntos poliedrai€, = cov{z,zs,...,z} € Q, = cov{qi,qs,--.,qs}, Onde 0s ver-
ticesz, € R"™?, i=1,...,leq; € R", j =1,...,s sdo as dire¢Bes em que se deseja
maximizar os elipsodides, conhecidapriori. Assim, o objetivo € maximizar os escalares
a > 0ef > 0 a fimde maximizawz, C Q(P,v) e Q, C Q(R,0). Em (TAR-
BOURIECH; QUEINNEC; PITTET, 2000) é apresentado um estudwesos critérios de
maximizacgdo a serem utilizados, onde 0s autores sugerem cat@rio a minimizacao
de tragcdR) + =, devido ao fato do elipséide( R, o) ser mais restritivo do que o elipséide
Q(P,v).

A sequir, serdo apresentadas duas formas de se obter assdtugéoblema de otimi-
zacgdo, cada uma delas baseada em um critério diferente.

POD1: Este problema de otimizacdo é analogo ao utilizado na seg&da, isto €,
possui como critério de otimizagdo o tamanho dos elips@deama dada dire¢éo
especifica. Este problema sera aplicado a todos os exemplimgles os objetivos
de maximizagéo. Sua formalizacéo é dada por

min (1 — €)y + €d
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( !/
vy z; .
? > —_=
[Zz W}_O,z 1,....,1

sujeito a (115)

qQ;Rq; <0d, j=1,...,s

Relacdes (103)-(105).

POD2: Neste caso, o critério de maximizacdo adotado é o mesmodesadd em
(TARBOURIECH; QUEINNEC; PITTET, 2000), aqui chamado deugélo “traco”.
A fim de tornar a rela¢des do Teorema 5.2.1 idénticas as aypessem (TARBOU-
RIECH; QUEINNEC; PITTET, 2000), as substituicdes= < en = 1 fazem-se
necessarias. Assim, o novo critério de maximizacao € trace », originando o
seguinte problema de otimizacéao:

min tracd R) + 7

( —\W * * * *
X —2L * * *
0 0 —wR * * <0,
0 0 0 Mm+wx—n =
. AW +B,Y —-LB,— MV Bs; 0 W
sujeito a
Relacéo (104),
[j_{% h } >0,i=1,...,m.
\ @) M)
(116)
Mais uma vezp = %, B = % e0 < e < 1. Na solugdo dos problemas de otimiza-

cao sera utilizado urgrid em relacdo as variavels w, v eo, fazendo com que todas
as relacbes utilizadas nos problemas de otimizacdo toseehMls. A escolha destes
parametros sera apresentada junto dos resultados. Osantadh a determinacéo da
maxima referéncia e da condicao inicial admitidas pel@sisté analogo ao apresentado
para o caso continuo.

5.4 Exemplos Numéricos

Nesta secao, o comportamento da solucao proposta seradlistaseado em exem-
plos numéricos. Os exemplos escolhidos sdo idénticos dizadibs no caso continuo,
apenas considerando sua formulagdo em tempo discreto. Gonanteriormente, a
comparacao destes resultados com a literatura apresditadarejudicada, conside-
rando que nem (TARBOURIECH; PITTET; BURGAT, 2000), nem (CAIN; WARD,
2004), foram diretamente estendidos para o caso discratab@ho (TARBOURIECH,;
QUEINNEC; PITTET, 2000) foca seus resultados na variacaefdméncia, sem expli-
citar diretamente a maxima referéncia obtida ou os conguadinissiveis. Os exemplos
utilizados nesta secao foram os seguintes

Integrador Duplo: Este exemplo € a versdo discreta do caso de dois integragores
cascata. Sua representacao no espaco de estados é dada por

11 0 1
A:lo 1},3:[1},&[:[1},0:[1 0], eu =0.3.
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Para manter a coeréncia com o caso contindio= [0 1], o qual leva a\l, = I.
Novamente, a desejavel propriedddg — M, AM, ') E = 0 é verificada, fazendo
com que a referéncia ndo influencie no elips6id@(R, o). Assim, a maxima
referéncia admissivel é definida unicamente Q0P, ) e ainda2(R, v) define
exclusivamente a maxima perturbagao admissivel.

Planta Estavel: Para este caso, foi considerada uma planta estavel em atadiniz
dada por

0.8 1 0
A:[ 0 0.9],32[1},02[1 0] euy=0.3.

Novamente); = [0 1] tal queM, = I,. Neste caso, a maxima referéncia admissi-
vel ser4 o menor valor entre a referéncia determinadd&)pBrv) e aquela deter-
minada por)(R, o). Este exemplo sera utilizado para mostrar que a existéncia d
pontos de equilibrio indesejaveis no interior@eP, ») € motivo de preocupacao
mesmo para sistemas em tempo discreto.

Planta Instavel: Considere a planta com um polo instavel dada por

1.1 1 0
A:{ 0 0.8],32{1],0:[1 0], Mi=[0 1] eu=03.
Esta planta sera utilizada para mostrar que a solu¢do pgeoposapar de esta-
bilizar o sistema, garantir seguimento de referéncia eaaregkitar perturbagdes
constantes, mesmo para plantas instaveis.

Planta Multivariavel: Este exemplo é a discretizacdo do exemplo multivariavet uti
zado na capitulo anterior, conforme apresentado em (CHBIQINA; HADDAD;
OH, 1999) e estudado em (TARBOURIECH; QUEINNEC; PITTET, @00Sua
formulacdo, no espaco de estados € dada por

1 0.1025 0.2080 0.0879 0.0097
A=1]0 11167 41522 | ,C=[1 0 0], B=—| 1.8038 0.2140 |,
0 0.0951 1.0716 0.0992 0.0326
11
60 010
Ba= 11 ’“0_[60}’8M1_[001]

Com esta escolha d¥; tem-selM, = I3. Este exemplo tem como objetivo mostrar
a aplicabilidade da solucdo proposta a um sistema mulielriretirado de um
problemareal. Os autovalores da mattigdo dados paf1.0000, 1.7229, 0.4654}.

5.4.1 Influéncia da variacdo de parametros

O objetivo desta secéo € analisar como os paramatras v e o influenciam nos
resultados dos problema de otimizagéo. A Tabela 5.4.1 epie®s resultados do pro-
blema de otimizag&o para a planta estavel, eem0.5, Z, = cov{z;},z; =[1 0 0] e
Q, = cov{qi} comq; = [(MyAM; ' — I,)E)T 0],

Pode-se notar qug influencia da mesma forma em todas as variaveis de interesse.
Assim, quanto maior o valor de melhores tendem a ser os resultados. Infelizmente, esta
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Influéncia da variacdo de parametros

Variacdo de\ (w = 1.0 x 1075, v =1.0 x 107%, 0 = v)

A 0.9000 0.8000 0.5000 0.2000 0.1000

a 15.3198 6.8455 0.5356 0.0704 0.0294

3 0.6277 0.3196 0.0236 0.0026 0.0009
Tmazt | 1.9896 x 10 | 1.0127 x 10% | 0.0748 x 10% | 0.0081 x 10% | 0.0030 x 10?
Timaz2 6.9764 3.5522 0.2628 0.0286 0.0104

Variagdodev (A = 0.9, v =1.0 x 1073, 0 = v)

w 1.0 x 1072 1.0 x 1073 1.0x107* | 1.0x107° 1.0 x 1076

a 137.2529 96.0340 53.7874 42.5101 15.6091

3 14.9916 14.9918 5.5361 1.7516 0.5538
Tmazt | 4.3448 x 10% | 3.0426 x 103 | 1.7576 x 10% | 1.7563 x 10% | 1.7568 x 10°
T'maz? 52.6898 52.6898 19.4587 6.1560 1.9464

Variacdo dev (A = 0.9, w = 0.01, 0 = 1.0 x 107°)

v 1.0 x 1071 1.0 x 1072 1.0x1073 | 1.0x107* | 1.0x107°

a 223.2618 137.2412 54.7233 20.0400 11.0011

3 5.1706 5.2624 5.5424 6.2662 7.2422
Tmaz1 | 1.6373 x 103 | 1.6678 x 10% | 1.7559 x 10° | 2.0111 x 10° | 3.4813 x 10°
Tmaz2 | 181.6984 184.9405 194.7703 220.2506 254.5437

Variagdo der (A = 0.9, w = 0.01, v = 0.1)

o 1.0 x 107! 1.0 x 1072 1.0 x 1073 1.0 x 107 1.0 x 107

a 499.6460 743.7363 395.5589 327.9742 223.2618

3 14.9941 14.9977 14.9900 14.9910 5.1706
Tmazt | 3.3301 x 103 | 3.3452 x 103 | 3.2545 x 10% | 1.9551 x 10% | 1.6373 x 10°
Timaz2 5.2694 16.6654 52.6872 166.6406 181.6984

Tabela 6: Variacdo d&, w, v eo
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variavel tem um limitante superior, ou seja, para que a&elét03) garanta a estabilidade
assintotica do sistema em malha-fechada, deve-se ¢erl. Uma condicdo ainda mais
restritiva € que, para dadas v e o, 0 valor de) fica limitado porAv + wo — v. A
variacdo dev se comporta de maneira analoga,acom a vantagem de poder assumir
gualquer valor desde queseja suficientemente pequeno.

O valor der apresenta resultados diferentes pado que as demais variaveis, apre-
sentando um comportamento diretamente proporcionalmAss o objetivo for maximi-
zar«, o valor dev devera se grande. Outro fator importante é que o valgr éenenos
sensivel a variacado dedo que as demais variaveis de interesse. Rarae o fixos, v
pode assumir qualquer valor desejado.

A variavel o apresenta um comportamento peculiar, ja que esta possuiconu@
variacdo proximo a = 1.0 x 1072 paraa, 3 € m,..1. Outros fatos marcantes séo a
pouca variacdo em relacédo as variaveis r,,.,1 € a grande variacdo para as demais.
Assim comaw, a variacao de esta limitada pela relac@o’ + wo — v.

5.4.2 Maximizacgéo da referéncia admissivel

Assim como no caso continuo, o objetivo de controle € maxdmazreferéncia que
o sistema é capaz de seguir com erro nulo. O procedimentoopediculo desta re-
feréncia, considerande,(0) = 0 e {(0) = 0, é apresentado na Sec¢do 4.4. Os pro-
blemas de otimizacéo serdo aplicados a cada um dos exengpius. aOs parametros
A, w, v e o indicados em cada exemplo correspondem a configuracdo geseajou
a maior referéncia possivel. Nos exemplos SISO da abordatfesica, os elipséides
foram maximizados nas dire¢d&s = cov{z,;} comz; = [1 0 0|7 e Q, = cov{q:}
comq; = [(MyAMy* — I,)E)T 0]7. Para o exemplo multivariavel as dire¢des foram
z;=1[1000Teq =[(MAM; ' — I,)E)T 0 0] .

5.4.2.1 Solucao “classica” (POD1)

O primeiro exemplo ao qual POD1 foi aplicado € o caso do iaggrduplo. Como a
referéncia maxima admissivel depende exclusivament &fev), o problema foi resol-
vido considerande =0, A =0.9, v =1.0x 107, v =1.0x 102 eoc = 1.0 x 1075,
resultando em,,,., = 532.1852. O resultado da simulag&o do sistema é apresentado na
Figura 33, onde nota-se claramente que o sistema satuneetrés em limites distintos
antes de se acomodar.

A aplicacdo de POD1 para a planta estavel apresentou o pralile existéncia de
pontos de equilibrio fora da regido linear, mas ainda noiortdo elipsoide. Os resultados
parac = 0.5, A =09, w =1.0, v =1.0x 102 e0 = 1.0 x 107 foramr,,4,1 = 2338.6
€ Trmar2 = 1666.1. A Figura 34 mostra a saida do sistema para uma referéneid 00
para0 < k < 70 er = —100 parak > 70. Pode-se notar que a saida do sistema néo
ultrapassa o valéiG, (1)us = 15. Novamente, um estudo mais detalhado sobre este tipo
de ponto de equilibrio sera apresentado no Capitulo 6. Agmna o exemplo estavel,
qualquer referéncia maior que= 15 sera desconsiderada. Na Figura 35 é apresentada a
saida do sistema para= 14. Pode-se notar que o sistema permanece saturado por quase
todo o tempo de estabilizacao.

Para a planta instavel, o POD1 foi aplicado considerango0.5, A = 0.83, w =
1.0, v = 1.0 x 1002 eo = 1.0 x 1074, tendo como resultado,,.,; = 19.7914 e

1As fungdes de transferéncia de malha fechada séo definidds, o) = 38, Ga(z) = 38 onde
0(t) = (satuq (u(k)).
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Resposta do sistema, r = 14
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Figura 35: M&xima Referéncia - Planta Estavel - POD1

rmazz = 13.2174. Mais uma vez, simulacdo da saida do sistema e do sinal delsoét
apresentada na Figura 36.

O ultimo exemplo a ser estudado é o caso multivariavel. @rs@escolhido apresenta
uma Unica saida, fazendo com que o célculo da maxima refarédmissivel seja feito
de forma analoga ao caso SISO. Mais uma vez 0.5, A = 0.9, w = 0.01, v =
1.0 x 1072 e o = v, parametros que geraram como resultado, apds a solugdote, PO
Tmaz1 = 1793.8 € a0 = 104.1962. Estes resultados séo ilustrados através da simulacao
da saida do sistema apresentada na Figura 37. Para os @issdgrcontrole, pode-se
observar um carater inicial analogo ao apresentado pararopa do integrador duplo,
isto &, o sinal de controle oscilando entre os limites deragéo.

5.4.2.2 Solucéo “traco” (POD?2)

Neste caso, ndo é necessaria a escolha de nenhuma dire¢é@nidacdo bem como
dee. Um cuidado que deve-se ter € que, como o critério descansid®, ), a referéncia
Tmaz1 POOE SEr Menor que,..o. Para fins de comparacao, os paramektas, v e o Sao
0s mesmos utilizados no problema POD1. Os resultados sldjults a solugdo de POD2
sdo mostrados na Tabela 7.

Tabela 7: Maximizacdo da Referéncia - POD2
Integrador Duplg Planta Estave| Planta Instave| Multivariavel
T'magl 527.9145 6672.0 159.4810 2083.8
Tmaz2 698.3267 1617.8 9.2839 60.3193

Pode-se notar que o valor de referéncia obtido para o irdegdaiplo € muito proximo
ao valor obtido pelo problema POD1. Outro fato relevantees ga contrario dos outros
exemplos, a referéncia mais restritiva fQj,,1. E provavel que, utilizando-se um crité-
rio que leve em cont®( P, v), a maxima referéncia admissivel seja maior. Para a planta
estavel, os resultados obtidos também foram muito proxamesio POD1, fato que néo
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Resposta do sistema, r=r__ =13.2174
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ocorreu para a planta estavel e a planta multivariavel, osdesultados obtidos foram
cerca de30% menores. Isto pode ser explicado pelo fato da diregatio ser a dire¢édo
de maximizacdo mais restritiva.

5.4.3 Maximizacéo do conjunto de condicdes iniciais

O objetivo, agora, € maximizar o conjunto de condi¢desasido sistema (90), isto
é, determinar,(0) com&(0) = 0 para qual o seguimento de referéncias com erro nulo
€ garantido. Um cuidado que deve-se ter na escolha dos gan&réeque a referéncia
desejada ainda seja admissivel pelo sistema. Isto faz cempgwa alguns exemplos
e = 0 e outros = 0.5.

5.4.3.1 Solucéo “classica” (POD1)

Seguindo a mesma linha apresentada no caso continuo, g&otmaicial admissivel
para o sistema foi maximizada considerando unicamentgeditieQ2( P, ) e conside-
rando uma referéncia desejada: 5.0. Para o integrador duplo utilizando como parame-
trose =0, A=09, w=10x10"° vr=10x10"2ec = 1.0 x 107°, 0 méximo valor
dex,(0) encontrado foiry(0) = 70.5620, cuja simulagéo da saida do sistema € apresen-
tada na Figura 38. E facil de notar que esta condi¢do aceptoatater oscilatorio que a
resposta apresentava para a maximizacao da referéncia.

4 Resposta do sistema, r = 5 ci = 70.56
1 T T T

I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Amostra

sat, (u(k))

1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Amostra

Figura 38: M&xima Condicao Inicial - Integrador Duplo - POD1

Para aplicacdo de POD1 na planta estavel, é esperado queoastga garantir o
seguimento de referéncia com erro nulo para grandes valieres(0). Tendo como
parametros = 0.5, A = 0.9, w = 0.1, v = 1.0 x 1072 e 0 = 0.1, o resultado obtido
foi 25(0) = 886.3017. Na simulacdo apresentada na Figura 39 pode-se notar gue, al
do elevado sobre-sinal, o sinal de controle permanecesskatyror quase todo tempo de
acomodacéao. Isto indica um grande esfor¢o do &agowindup

A exemplo do caso continuo, foi projetado um controladorsmerandof,. = 0.
Mais uma vez, o objetivo € comparar a influéncia do teamt»-windup Na Figura 40,
nota-se que o sistema com compensacasidéupse acomoda muito mais rapido do que
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Resposta do sistema, r = 5 ci = 886.30
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Figura 39: Maxima Condic¢é&o Inicial - Planta Estavel - POD1

o controlador com¥, = 0. Novamente, o0 tempo que o sistema leva para se acomodar
apos o controle deixar de saturar € menor no sistemaacirwvindup

Em se tratando do exemplo instavel, é esperado que esteaaamenor condicao
inicial para a qual o seguimento € garantido. O problema PfoDdplicado ao sistema
considerande = 0.5, A\=0.83, w=1, v =1.0x10"2ec = 1.0 x 10~*, apresentando
como resultada,(0) = 2.2984. Na Figura 41 nota-se que o sistema se torna mais lento
e 0 controle permanece saturado em grande parte do temporded@acao.

Considerando a planta multivariavel e de forma analoga so cantinuo, foi escol-
hido 25, (0) = 72,(0) €, aindac = 0.5, A = 0.9, w = 1.0x 1072, v = 1.0 x 103 e
o =1.0x1072. O problema POD1 apresentou como solugd®0) = x,(0) = 22.6473,
mostrada na Figura 42.

5.4.3.2 Solucéo “traco” (POD?2)

A aplicacdo de POD2, neste caso, fica prejudicada, ja quenasteonsidera o ta-
manho do elips6id€)(P, ) no critério de maximizagdo. Mesmo sem considerar este
elipsoide, serd mostrado que a condicéo inicial obtida @idPainda esta em um valor
aceitavel, isto €, é significativa em relacéo a referéncraatfbrma alternativa, seria uti-
lizar como critério a minimizagéo de tragd ') + x + tragg R) + n. Os resultados da
aplicacdo de POD2 em cada um dos exemplos sdo mostradoseia §abais uma vez,
0S parametroa, w, v eo foram os mesmos utilizados no problema POD1.

Tabela 8: Maximizacéo da Condicéo Inicial - POD2
Integrador Duplog Planta Estave] Planta Instave| Multivariavel
x2(0) 23.6601 350.8061 2.2157 22.9612

A Unica melhora nos resultados em relacéo aos obtidos padgpna POD1 foi para
o exemplo multivariavel, mas mesmo assim pouco relevards.dgmais exemplos, ou 0
resultado foi praticamente o mesmo (planta instavel), oisideravelmente menor.
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Resposta do sistema, r=1 x2(0)=[22.6473 22.6473]T
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Figura 42: Maxima Condic¢é&o Inicial - Planta Multivariavét©D1

5.4.4 Maximizacédo da perturbacédo admissivel

Assim como no caso continuo, o0 objetivo € maximizar a pesaizab constante para
gual o sistema consegue garantir o seguimento da referéesgada,. Mais uma vez,
a primeira relacdo do problema POD1 deve substituida pkleae (89), a fim de que
Q(P,v) seja maximizado para a referénecja Em todos os casos, e referéncia escolhida
foi rqg = 1.

5.4.4.1 Solucao “classica” (POD1)

Neste caso, como ndo é possivel uma comparacdo direta cderadulia, existe
a liberdade na escolha da direcgo A diregdo escolhida foy, = [((MyAM;' —
I,)E)T (MyBy)*]" para todos exemplos, o que leva a maximizagdo conjunta ea dir
caor=1ed=1

O problema POD1 foi aplicado ao integrador duplo considdyazomo parametros
e=1,A=09, w=0.01, »=1ec =1, 0s quais resultarem efy,, = 0.0619. Como
esta ilustrado na Figura 43, mesmo este pequeno valor delpegéio provoca um grande
sobre-sinal na saida do sistema. O sinal de controle na@chegjngir os limites de
saturacao devido ao fato da referéncia escolhida ser memongue a maxima referéncia
admissivel. A perturbagé&b= 0.0619 foi aplicada emk > 150.

Para o exemplo da planta estavel, os parametros utilizadasé = 1, A = 0.9, w =
0.001, » = 1 eo = 1. A solugéo do problema POD1 apresenti) = 0.2542, o qual
foi aplicado ao sistema el > 50, conforme mostrado na Figura 44. Pode-se notar que
a perturbacao faz com que o sistema volte a saturar e assimapecer por quase todo o
tempo de rejeicao.

Conforme o esperado, a planta instavel foi a que apresemboespresultados em
relacdo a rejeicdo da perturbacdo. Para os parametrosl, A = 0.9, w = 1.0 x
107, v = 1 eo = 100, o resultado obtido foj3,,; = 0.0405. Esta perturbagéo foi
aplicada a saida do sistema ém> 100, conforme mostrado na Figura 45. O sistema
inicia saturado, mas a perturbacdo néo é suficiente panadazeque o controle volte a
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Figura 43: Méaxima Perturbacéo - Integrador Duplo - POD1
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Figura 44: Maxima Perturbacéo - Planta Estavel - POD1
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saturar.

Resposta do sistema, r = 1d = 0.0405 @ k > 100
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Figura 45: Maxima Perturbagéo - Planta Instavel - POD1

Levando em conta as mesmas consideracdes relativas arplaltitariavel feitas para
caso continuo, o problema POD1 foi resolvido considerarsdoanametros = 1, A =
09, w=10x10"2 vr=10x10"%ec = 1.0 x 1072 e apresentando como resultado
dy, = dy = 1.3509. A simulacdo da saida do sistema e sinal de controle é apaesema
Figura 46, onde nota-se que a referéncia ndo chega a sasisterma, mas a perturbacao
faz com que a saida (k) fique saturada por quase todo tempo de seguimento.

5.4.4.2 Solucéo “traco” (POD?2)

Seguindo a metodologia adotada no outros exemplo, 0s patEhe w, v e o Seréo
0s mesmos utilizados para o problema POD1, permitindo assita comparacéao direta
dos resultados obtidos. As solugdes obtidas séo apreasntadiabela 9.

Tabela 9: Maximizacéo da Perturbagdo Admissivel - POD2
Integrador Duplol Planta Estave|] Planta Instave| multivariavel
Amaz 0.2904 0.2565 0.1954 1.4260

Pode-se notar que houve um ganho significativo nos resslgamtegrador duplo e
da planta instavel, provavelmente causada pela existédaaiana direcdo menos conser-
vativa do que a escolhida no POD1. Ja o ganho para os casesl estaultivariavel ndo
foi tdo grande, mas mesmo assim houve uma melhora. A regpimsistema para 0s casos
do integrador duplo e da planta estavel € mostrada nas Bigire 48, respectivamente.

5.5 Comentéarios Finais

Nesta capitulo, a solucéo apresentada no Capitulo 4 foidideepara sistemas em
tempo discreto. Mais uma vez, foi possivel estabelecericoes tedricas para a sin-
tese simultanea do controlador estabilizante e do gamtievindupa fim de garantir
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Resposta do sistema, r = 1 d1=d2=13509 @ k> 60
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Figura 46: Maxima Perturbacgéo - Planta multivariavel - POD1

Resposta do sistema, r = 1, d = 0.2904
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Figura 47: Maxima Perturbacéo - Integrador Duplo - POD2
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Resposta do sistema, r = 1, d = 0.1954
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Figura 48: Maxima Perturbagéo - Planta Instavel - POD2

0 seguimento de referéncias constantes e a rejeicdo deljaedo também constantes.
Foi possivel determinar um conjunto de condic¢des iniciaa pa quais as trajetorias do
sistema ficam confinadas, além de um conjunto de influénciames admissiveis.

Mesmo sem ter um trabalho para comparacao direta de ressilfadmostrada a apli-
cabilidade da abordagem proposta para uma gama de exempgstigos de controle.
Um breve estudo sobre a influéncias da escolha de algunsegtandrde projeto foi apre-
sentado, estabelecendo assim, tendéncias de escolhaigsparametros nos exemplos
seguintes. Além disso, foi estabelecida uma comparacéie argbordagem proposta e
a abordagem que considera como critério da maximizacaga fta+ n. Para a abor-
dagem proposta em (TARBOURIECH; QUEINNEC; PITTET, 2008@}teecra o critério
que apresentava os melhores resultados. Esta comparasfourgue a otimizacao pro-
posta em (TARBOURIECH; QUEINNEC; PITTET, 2000) s6 apreaantlhora signifi-
cativa dos resultados quando o objetivo de otimizacdo é ammacao do conjunto de
perturbacdes admissiveis. Finalmente, um problema ratiliivel foi apresentado a fim
de mostrar o comportamento do sistema quando ha caractesidistintas nos polos da
planta.
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6 ANALISE DA EXISTENCIA DE PONTOS DE EQUILI-
BRIO FORA DA REGIAO DE LINEARIDADE

6.1 Introducao

Os resultados apresentados até agora garantem apenaagpexista um ponto de
equilibrio garantindo erro de seguimento nulo, este postar& dentro da regido de linea-
ridade do sistema. Entretanto, nada é observado sobretérexisde outros pontos de
equilibrio fora da regido linear. O que deseja-se estudargasa um dade(0) € Q(P, v)
eVvr,q tal queq € Q(R, o), pode ocorrer a existéncia de um ponto de equilibrio fora de
S(F,up) mas ainda no interior d@(P, ). Neste caso, este suposto ponto de equilibrio
ocasionara um erro de seguimento na saida do sistema. Esthilidade n&o foi consi-
derada em nenhum dos trabalhos anteriores que utilizantoggtingia de controle. As-
sim, neste capitulo sera feito um estudo sobre estes pomtguilibrio e ainda, quando
necessario, serdo apresentadas condi¢fes que imptssilzilsua existéncia.

Nas secdes a seguir, serdo apresentadas condicfes baseaalat®valores da matriz
A e nas funcdes de transferéncia do sistema em malha abetia,ptra sistemas de
tempo continuo quanto para sistemas em tempo discreto. digiims apresentadas se
aplicam apenas para o caso SISO. Condi¢des para sistentasriaveis serdo objetivos
de estudos futuros.

6.2 Caso Continuo

Considere as fungdes de transferéncia em malha-abgfta e G,(s), definidas por

y(s) - y(s) -
=22 —O(sl, — A)'B === =C(sl,—A)"' B
G,(s) o(5) C(sl, ) Ga(s) a0s) C(sl, )" By
ondew(t) = (sat,,(u(t)). As condi¢cbes aqui apresentadas considefaiid) > 0 e
G4(0) > 0. A deducdo pardr,(0) < 0 e G4(0) < 0 é feita de forma analoga. Além
disso, considere., como o possivel ponto de equilibrio fora da regido linearsoCa,
exista, entdo as seguintes equagdes devem ser verificadas:

~ €e
0 = A l o } + My Bsat,, (Fze) + q, (117)
€e
0 — BT [ @e } - Eu(satuy (Fze) — Froo), (118)

ondeA = M,AM, ", Note que a relagéo (118) é equivalente a
ee = BV, (Fzep). (119)
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CasoEFE, fosse nulo, a existéncia de outros pontos de equilibrio eda possivel. Neste
caso, o integrador continuaria a acumular carga indefirétiéen levando o sistema a
perda da estabilidade no sentido de Lyapunov.

Supbe-se que todas as condi¢bes do Teorema 4.3.1 sdo desficBaseado neste
teorema, pode-se entdo enunciar 0s seguintes corolé&iasyos a trés casos dos auto-
valores da matriz.

Caso 1: Matriz A possui todos todos autovalores com parte real negativarfsaasem
malha aberta assintoticamente estavel).

Neste caso, 0 seguinte corolario pode ser enunciado endioedegxisténcia de,,

Corolario 6.2.1 Se o sistema em malha-aberta é assintoticamente estaved e se
referénciar e a perturbacaael sdo constantes e verificam a relacéo

r

i1 -1 ]| <60 (120)

entdo o ponto de equilibria. € S(F, u,) € o Unico ponto de equilibrio no interior
do elipsoideQ(P, v).

Prova. Suponha que o sistema (40) esta saturado em qualquer umsdinsiees
(aqui chamado de,) e ainda que o ponto de equilibrig, existe. Entdo, a saida
Yoo dO Sistema sera dada por

Yeo = Gv(o)ue + Gd(o)d (121)

ConsidereF, < 0 e que o sistema esta saturado em seu limite superior. Neste ca
ue = ug € aindav,,(Fz,) > 0. Pela relacdo (119), pode-se concluir que este
equilibrio existird somente se = y., — r < 0 ou, ainda, se

Go(0)ug + Ga(0)d — 1 < 0. (122)

Desta equacao, segue que o ponto de equilipris0o existira se- — G4(0)d >
G,(0)ug, 0 que contradiz a relagéo (120).

Considere agordy,. < 0 e que o sistema esta saturado em seu limite inferior. Neste
caso,u, = —ug € ainda¥,,, (Fz.,) < 0. Pela relacdo (119), pode-se concluir que
este equilibrio existira somente se= y., — r > 0 ou, ainda, se

—Gy(0)ug + Ga(0)d — r > 0. (123)

Desta equacao, segue que o0 ponto de equilipric0o existira se- — G4(0)d <
—Gy(0)ug, 0 que também contradiz a relacdo (120).

E importante notar que 8. > 0, por construc&o, ndo ha a possibilidade de exis-
téncia dez.,,, devido ao fato que a relacdo (119) ndo possuir solucdo. Beeaa
esté saturado em seu limite superior, enbdQ(F'z.,) > 0 ey., < r, 0 que impos-
sibilita a verificacdo de (119). O mesmo pode-se concluia paando o sistema
estiver saturado em seu limite inferiaa.
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Observacéo 6.2.1A ocorréncia destes pontos de equilibrio esté diretamegite r
cionada a introducao do laco denti-windupna malha de controle. No caso sem
anti-windup(E, = 0), a relagéo (119) implicaria em erro nulo de seguimento tam-
bém para estes pontos. Conforme provado anteriormenteico ponto de equili-
brio que garante erro nulo de seguimento dentroSdle”, v) esté no interior da
regido de linearidade do sistema, 0 que contradiz a suposilgique o equilibrio
esta fora desta regido.

Observacao 6.2.2Note que, caso (120) ndo seja satisfeita, mesmo-guésejam

tais queg € Q(R, o), isto implica que- ndo é uma referéncia admissivel (realiza-
vel) no sentido da Definicdo 3.5.1. Na abordagem propostaymunto Z seria
equivalente & (F, uy). Assim, nada pode-se garantir sobre o erro de seguimento
para esta referéncia.

Caso 2: Matriz A é ndo-singular e possui pelo menos um autovalor com paittpasia
tiva.

Para plantas instaveis em malha-aberta, o seguinte dor8ume a existéncia de
Zeo:

Coroléario 6.2.2 Se o sistema (40) é instavel, entdo o ponto de equilibrie
S(F,up) € o Unico ponto de equilibrio no interior do elipsoif¢r, v).

Prova. O sistema nas coordenadas do erro (46) pode ser reescrionma f
5(t) = Az(t) + Bsat,, (F2(t)) + Bsq (124)

ondeA = A — B,F eB = B, + B,, conforme definido anteriormente. Assim, o
suposto ponto de equilibrig, fora da regido linear deve ser da forma

Reo = A_l(_]Bue - B3q>:

ondeu, € o um dos limites de saturacao.
Fazendo a mudancga de variav@l) = z(t) — z., no entorno do ponto de equilibrio,

segue que
Z(t) = Az(t) 4 Aze + Bsaty,(FZ — Fz.,) + Bsg,
Z(t) = Az(t) 4+ Az, + Bu. + Bag,
) = Az(t). (125)

Por defini¢do, a matriz = A — B, F pode ser escrita, consideranlo= [f1 fal,

como L
Ao [ MeAM 04,
ET —E.fi —FE.f» |’

ou seja, uma matriz bloco-triangular inferior. Assim, coidgAM, ' é uma trans-
formacao de similaridade e esta n&o altera os autovalorestiiz 4, A possuiré 0s
mesmos autovalores de acrescidos dos autovalores-dé&. f,. Logo, seA é insta-
vel, entdoA também serd, o que implica qug, se existir, € um ponto equilibrio
instavel e, consequentemente, ndo pode estar no interiaf 8e/), pois existi-
riam direcdes invariantes (associadas aos autovetoré} s quais as condicdes
iniciais provocariam a divergéncia das trajetorims.
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Caso 3: Matriz A possui pelo menos um autovalor real nulo.
Para este tipo de sistema, a existéncia.gipode ser resumida no corolario a seguir:

Corolario 6.2.3 Se o sistema (40) possui polos na origem, entéo o ponto dié-equi
brio z. € S(F, u) € 0 tnico ponto de equilibrio no interior do elipsoiR¢r, v).

Prova. Este caso é equivalente a um integrador em malha abertédosajeima
entrada constante. E conhecido da teoria de analise deastsmeares que um
sistema em malha-aberta com pélos em zero sujeito a umaamipastante tende
a divergir, ou sejay(t) — oo quandot — oo. Suponha agora que o sistema (40)
esta saturado em qualquer um de seus limites, admitindauosegomportamento:

i(t) = Az(t) + Bu, + Bed = i(t) = Az(t) + Ba

Partindo das suposi¢fes que os pdresB) e (C, A) sdo controlaveis e observa-
veis, respectivamente, e de que o sistema esta em equéibrig,, a saida do sis-
temay(t) = Cz(t) diverge e, conseqlientementg,) = y(t) — r também diverge.
Como o ponto de equilibria,,, por definicdo, € dado por

€eo
Zeo = L2e0 )

§eo

entao, o fato do sinal de erro estar divergindo contradipasigdo de que o sistema
esta em equilibrio. Note que, caso contrario, existe simabadtrole suficiente para
cancelar os efeitos da perturbacédo e o ponto de equilibiaodesa regiao linear,
alcancada devido ao fato deF'z, = —Byd. =

6.3 Caso Discreto

Considere agora, as funcdes de de transferéncia em madha@h(z) e G,(z), de-
finidas por

Gy(z) = % =C(zI, — A)'B Gy(2) = % =C(zI, — A)'B
ondewv(k) é o sinal de controle efetivamente entregue a planta, deftochov(k) =
(sat,,(u(k)). Como no caso continuo, foi considerado como valor de reganmanente
das funcdes de transferéneia (1) > 0 e G4(1) > 0. A deducdo pardr,(1) < 0 e
G4(1) < 0 é andloga. Além disso, considerg como o possivel ponto de equilibrio fora
da regido linear. Caso,, exista, entdo as seguintes equacdes devem ser verificadas:

{ Ce } = A[ Ce }+MngatuO(ero)+q, (126)
T2e T2e
ee

& - B { “ } &t Bulsatuy (Fzu) — Fzuo), (127)

ondeA = M,AM, . Note que, assim como no caso continuo, a relagdo (127) ésequi
lente a
ee = BV, (Fzep). (128)
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Seguindo a metodologia adotada, a analise da existénejaslera apresentada consi-
derando trés casos relacionado aos autovalores da MaBapde-se que todas as condi-
cbes do Teorema 5.2.1 sédo verificadas, possibilitando assemunciado dos seguintes
corolarios:

Caso 1: Matriz A possui todos autovalores no interior do circulo unitaristésna em
malha aberta assintoticamente estavel).

Coroléario 6.3.1 Se o sistema em malha-aberta é assintoticamente estaved e se
referénciar e a perturbacaael sdo constantes e verificam a relagcéo

r

i -] ]| <6 (129)

entdo o ponto de equilibria. € S(F,u) € 0 Unico ponto de equilibrio no interior
do elipsoideQ( P, v).

Prova. Esta prova é analoga a prova apresentada no caso continuoddPacres-
centar nenhum novo conhecimento, ela serd omitaa.

E importante ressaltar que as Observacdes 6.2.1 e 6.2szapdas para sistemas
continuos continuam sendo validas em se tratando de sistintaetos.

Caso 2: Matriz I,,— A € ndo-singular €l possui pelo menos um autovalor fora do circulo
unitario (sistema em malha-aberta é exponencialment@ei$t

Para plantas instaveis em malha-aberta, o seguinte dor@8ume a existéncia de
Zeo:

Coroléario 6.3.2 Se o sistema (90) é instavel, entdo o ponto de equilibrie
S(F,ug) € o tnico ponto de equilibrio no interior do elipsoif¢P, v).

Prova. Esta prova é feita seguindo 0s mesmo passos da prova para cocasuo.
Devido a algumas caracteristicas especias de sistemasrgru thscreto, ela sera
apresentada a seguir. O sistema nas coordenadas do erpo@@G3er reescrito na
forma

z(k +1) = Az(k) + Bsat,, (Fz(k)) + Bsq (130)

onded = A — B,F eB = B, + B,, conforme definido anteriormente. Assim, o
suposto ponto de equilibrig, fora da regido linear deve ser da forma

Zeo = (In—l—p - A)_l(_Bue - BSQ)a

ondeu, € o um dos limites de saturacao.

Fazendo, agora, a mudanca de varia&) = z(k) — z., no entorno do ponto de
equilibrio, segue que

2+ 1)+ 200 = AZ() 4+ Azep + Bsaty, (FZ(k) — Fze,) + Bag,
(k) Aé(k‘) + (/I — Ih1p)%eo + Bu. + Bag,
(k) = Az(k). (131)

ISy

IS0
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Por defini¢éo, a matriz = A — B, F pode ser escrita, consideranflo= [f1 fal,

como
Ao MyAMy' Opxy

ET_chl Ip_ch2 ’
ou seja, uma matriz bloco-triangular inferior. Assim, coldgAM, " é uma trans-
formagcao de similaridade e néo altera os autovalores dazmafpossuira os mes-
mos autovalores dél, acrescidos dos autovalores fie— E.f,. Logo, seA €
instavel, entdod também serd, o que implica qug, se existir, € um ponto de
equilibrio instavel e, consequentemente, ndo pode esiatermr de)( P, v) pois,
CcOmo no caso continuo, existiriam dire¢des invariantem@adas aos autovetores
de A) nas quais as condi¢8es iniciais provocariam a divergétasidrajetériasm

Caso 3: Matriz A possui pelo menos um autovalor real unitario(sistema cdegia-
dores).

Para este tipo de sistema, a existéncia.gpode ser resumida no corolario a seguir:

Coroléario 6.3.3 Se o sistema (90) possui polos na origem, entéo o ponto dié-equi
brio z. € S(F, u) € 0 Gnico ponto de equilibrio no interior do elipsoiR¢r, v).

Prova. Assim como no caso continuo, este sistema continuara seoctango
como um integrador em malha aberta sujeito a uma entradéaactdeso que faz
com que a prova do Corolario 6.3.3 siga 0s mesmos passos \dadoadCorolario
6.2.3.m

E importante ressaltar que o estudo da possivel existéagarttos de equilibrio fora
da regido linear para sistemas cuja matriapresenta autovalores puramente imaginarios
(ou autovalores sobre o circulo unitario, no caso discrestd sob investigacdo. Este
estudo ainda nao foi concluido por tratar da existéncia bigadrestaveis no entorno de
um ponto de equilibrio saturado.

6.4 Exemplos Numéricos

Nesta secado, serdo mostrados alguns resultados numéaieos pxemplo da planta
estavel. O objetivo é fazer uma comparacéo direta entresofiados apresentados nos
capitulos anteriores e os resultados apresentados apdsaa dds condi¢cbes (120) e
(129).

Para o caso continuo, o sistema utilizado foi

—06 1 0
A:[ 0 _0‘9},32[1},(}:[1 0] euy=0.3.

comM; = [0 1] tal queM, = I, ¢ = 0.5, Z, = cov{z,} ondez, = [1 0 0] e

Q, = cov{qi} comq; = [((MyAM; ' —1,)E)T 0]”. Para este problem@&, (0) = 1.8519

o que leva a4, (0)uy = 0.5556 e aindaG,;(0) = 3.5185 0 que leva &4(0)ug = 1.0556

O chamado PO2 restrito € o problema de otimizacdo PO2 adubioda restricao (120).
Para o caso discreto, considere

0.8 1 0
A:[ 0 0.9],32[1},0:[1 0] eup=0.3.



comM; = [0 1) talqueMy = I, e = 05, A =09, w = 1.0, v =
cov{z;} ondez; =

o =10x10", 2, =

[1 0 O]TeQb:
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1.0 x 1072,
cov{q:} comq;

[(MyAM;'E)T 0]T. Neste casai,(1) = 50 o que leva &', (1).uo = 15. Novamente, o
chamado PODL restrito € o problema de otimizacdo POD1 adidmda restricao (129).
Uma comparacao entre os resultados obtidos € apresentadbela 6.4

PO2 PO2 restrito POD1 POD1 restrito
o 108.4566 43.2656 230.4685 3.9176
I} 5.5556 0.5556 14.9907 0.1349
Tmaz1 | 1.5816 x 10% | 1.4530 x 10% | 2.3386 x 10° | 3.2802 x 103
Tmaz? 245.1580 0.5555 1.6661 x 103 14.9964

Tabela 10: Efeito da Adicao de (120) e (129)

Pode-se notar que as restrigcdes (120) e (129), além denggstrivalor das referéncias
emG,(0)ug (0uG,(1)ug), também diminuem consideravelmente o tamanho dos essalar
« e 3. Vale a pena ressaltar que esta restricao soO se aplica pegilaasonde € necessario
determinar a maxima referéncia admissivel. Na maximizdedoondicao inicial, desde
que a referéncia seja admissivel, pode-se utilizar os @mudd de otimizacdo sem consi-
derar esta restricdo, conforme mostrado nas Figuras 22M&8.uma vez vale ressaltar
que este resultado so6 seré vélido para referéncias raspeith20) e (129).

Na Figura 49 é apresentada uma comparacao entre as sinsdkcsistema conside-
rando PO2 e PO2 restrito. Pode-se observar que o compotmamesentado € analogo,
destacando-se apenas que o sinal de controle de PO2 résigjgaramente mais oscilaté-

ro.

03[ ==-======
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sat, (u(t)

0.27
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Figura 49: Comparacgado PO2 e PO2 restrito

Na Figura 50 tem-se a comparacao entre POD1 e PODL1 restgioalle controle de
POD1 restrito permanece saturado por mais tempo do que wlode POD1, o que faz
com que a saida seja ligeiramente mais lenta. Assim comoswoccatinuo, a diferenca

foi pouco significativa.



102

Resposta do sistema r = 14
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Figura 50: Comparagéo POD1 e POD1 restrito

6.5 Comentarios Finais

Neste capitulo foi mostrado que a existéncia de pontos diéileoufora da regido
linear, mas ainda no interior do elipsoif¥P, v), é uma realidade para alguns tipos de
sistemas. O estudo apresentado foi baseado nos autovddoneatrizA, considerando
sistemas SISO, tanto para o caso continuo quanto para oisasetal

Para plantas instaveis ou que possuem integradores, fafadosjue ndo existem
estes equilibrios indesejados, possibilitando assimagumetodologias apresentadas nos
capitulos anteriores possam ser aplicadas sem nenhumegatie Para plantas estaveis,
mostrou-se a necessidade de uma nova restricédo a fim decpuitastes equilibrio apa-
recam.

Por meio de exemplos, foi mostrado que esta restricdo adiaiiminui as estimativas
dos tamanhos dos elipsoidesP, v) eQ)(R, o) mas, por sua vez, garante que a referéncia
maxima seja admissivel para o sistema, isto é, seja segoidano nulo em regime
permanente. Além disso, foi mostrado que, em termos de ¢es#ro, esta nova restricao
pouco influencia, mantendo as carateristicas dos casoes&igao.

Mais uma vez, é importante ressaltar que alguns casos pecsram em aberto. A
possibilidade da existéncia de pontos de equilibrio pamatas marginalmente estaveis e
da existéncia de ciclos-limite ou Orbitas estaveis aintlassh investigacdo. Além disso,
faz-se necessaria a extensdo dos estudos apresentadosasoale sistemas multivaria-
veis.
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7 CONCLUSOES

O problema de seguimento de referéncias, considerando lbondagem no espaco
de estados e a estabilidade interna do sistema, tem sidgpico fouco explorado pelos
estudiosos de sistemas sujeitos a saturacdo. Quandoderaddiar com este tipo de
problema, projetistas e autores lancam méao de técnicasivees (controladores prediti-
vos, condicionadores de referéncia, etc) ou fazem a samtitmicontroladores altamente
restritivos, evitando assim, que o sistema sature. Os goagres que se aventuram
neste tipo de problema apresentam solugdes baseadas epas&is: em um primeiro
momento, um controlador estabilizante € projetado e, lggs,a0s efeitos indesejados
da saturacéo séo corrigidos através de um la@ntievindup Motivado por esses fatos,
este trabalho apresentou uma metodologia de sintese &maaltle controlador e lago
anti-winduppara sistemas visando o seguimento de referéncias casstant

Em um primeiro momento, a metodologia foi desenvolvida g&stemas em tempo
continuo, seguindo a linha apresentada em (TARBOURIECHT ET; BURGAT, 2000)

e (CAO; LIN; WARD, 2004). Além do calculo dos controladorestimativas dos domi-
nios de estabilidade do sistema em malha-fechada forarsaapeglas, isto €, conjuntos
onde as trajetéria do sistema ficam confinadas. Esta topotigicontrole foi simpli-
ficada, dando origem a solucdo “classica’. Para este nowesessg|de controle foram
obtidas novas condi¢des LMI, as quais permitiram o cumprtmdos objetivos de pro-
jeto. Através dos problemas de otimizagao propostos, pedscolher como objetivo de
controle a maximizacao da referéncia para o qual o seguingegarantido, do conjunto
de condi¢des inciais do sistema ou ainda, da perturbac&tecta que pode ser rejeitada.
Além disso, uma alternativa de posicionamento de pélos &eaptada, ao custo da di-
minuicdo da méxima referéncia admissivel. Por meio de ekenfpi evidenciado que,
além das vantagens de um esquema de controle com menos LMIsietése simulta-
nea, os resultados sdo menos conservativos do que os dpdeseaté entdo na literatura,
considerando abordagens similares. Estes resultados &plicados a um niimero consi-
deravel de exemplos, com o intuito de validar a metodologipgsta.

A sequéncia natural deste trabalho foi estender a metododpyesentada para sis-
tema em tempo discreto. Nesta area, o numero de referénoi@sd¥ ainda, dificultando,
assim, as comparacdes dos resultados encontrados. Aléabgtisos de controle co-
muns ao caso continuo, um estudo sobre a influéncia da valisgmarametros de projeto
foi apresentado, servindo de guia para a obtencao dos resltesultados possiveis. Mais
uma vez, a metodologia proposta foi aplicada a véarios exaswgansiderando dois crité-
rios de otimizacgéao diferentes, estabelecendo uma confmaemtre eles.

A melhoria consideravel dos resultados e a sintese sineatédn controlador e do
laco deanti-windupso foram possiveis devido aos graus de liberdade introdsizidla
condicéo de setor modificada apresentada em (GOMES DA SItEVFARBOURIECH,
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2005) e (GOMES DA SILVA Jr; TARBOURIECH, 2006). Este trabalbonfirmou a ex-
pectativa de que os resultados menos conservativos olpida® problema de regulacéo
poderiam ser estendidos para o seguimento de referéncias.

A parte final deste trabalho surgiu apds alguns exemplosanéormaportarem da ma-
neira esperada. Estes exemplos atentaram para a necesdidastudo da existéncia de
pontos de equilibrio indesejados, ou seja, que nao garamtenmulo de seguimento.
Através de procedimentos algébricos simples, foi mostgagoestes pontos nao existem
para sistemas instaveis ou com integradores, exigindog@ss$ adicionais apenas para
plantas estaveis em malha aberta. Estas consideracdesrafolévadas em conta em
nenhum dos trabalhos prévios desta mesma linha.

Apesar de apresentar algumas contribui¢cdes relevantggicemente, este trabalho
estalonge de esgotar as possibilidades da metodologihiekscou da area de seguimento
de referéncias para sistemas saturados. A seguir seramaussalguns topicos possiveis
para a sequéncia deste trabalho:

e Estudo formal da existéncia de pontos de equilibrio pas$gue ndo garantem o
seguimento com erro zero) no caso multivariavel, além delaoro estudo feito
até agora, considerando plantas marginalmente estaveis;

e Estudo formal da existéncia de ciclos-limite dentro da&egie estabilidade;

e Tratamento de restricdes assimétricas de controle e coaseutilizacdo de domi-
nios elipsoidais invariantes ndo centrados na origem;

e Proposicao de novas estratégias considerando realirdentiigdmica de saida e
utilizacao de controladores de estrutura fixa, como PIDs;

¢ Incorporacdo de requisitos de desempenho e robustez raesint

e Generalizacdo das metodologias de projeto para outros dipaeferéncias, nota-
damente senoidais;

e Proposicao de metodologias de projeto considerando sinedtmente saturacdes
em amplitude e taxa de variacdo dos sinais de controle;

e Aplicacdo da metodologia proposta a plantas reais comoexamplo, a plantas
que simulam processos quimicos ou manipuladores robpticos

e Extensdo da metodologia para o caso de plantas ndo-lindmste caso, dever-se-
a focar na classe de sistemas racionais e na classe de sisifgoriaure.
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APENDICE A INEQUACOES LINEARES MATRICIAIS

Nesta secdo serdo mostradas algumas ferramentas comutilezgdas a fim de ex-
pressar os desenvolvimentos obtidos na forma de LMIs. Adtagdo através de LMIs
ganhou grande importancia apos o trabalho (BOYD et al., 1 99%e foi evidenciada
sua aplicacdo em sistemas de controle. Segundo o autor,aaavantagem € que as
LMIs que surgem da maioria dos problemas de controle podeforseuladas como um
problema de otimizagc&o convexa, relativamente amigavekedesolver computacional-
mente.

A.0.1 Definicédo

Uma LMI € uma desigualdade da forma
F({L’) = Fy+ Z x(i)F(Z-) >0 (132)
=1

ondexr € R” € a variavel de interessefg; = F(; € R™*" séo matrizes conhecidas.
Desde que o cone de matrizes definidas positivas seja coavexoatrizF'(z) seja uma
funcéo a fim emx, entdo a restricdd’(x) > 0 € uma restricdo convexa emEsta é uma
das propriedades fundamentais das LMIs. Com isso, 0 seguioblema de otimizacao

pode ser formulado:

min ¢’ x

sujeito a (133)
F(x) >0
no qualc € R™. O problema (133) € uma generalizagcdo do problema de progéon
linear classico em um cone de matrizes definidas positivas.
A.0.2 Complemento de Schur

O complemento de Schur é a ferramenta utilizada para cenvieekquacdes nao-
lineares convexas em LMIs. Considere a seguinte ndo |oeedeiconvexa

Q(s) = ST(x)R(z) ' S(z) > 0, Q(z) = Q" (x), R(z)=R"(z)>0. (134)
Através da aplicacdo deste complemento, é possivel cemaeihequacao (134) na
LMI
Qz) ST(z)
{ S(z) R(x) } > 0. (135)

Uma prova relativamente simples do complemento de Schue ped encontrado no
Apéndice de (VANANTWERP; BRAATZ, 2000).
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A.0.3 S-procedure

Um dos problemas mais comuns na programacao convexa € omas@ alefinicao
em sinal de um funcdo quadratica deve verificar-se sempra gieéinicdo em sinal de
outra funcdo quadratica for verificada. $procedure2 uma maneira conservativa de
aproximar esta relacao através de uma LMI. A seqguir ser&aptado &-procedurgara
fungbes quadraticas e inequagdes estritas (BOYD et al4)18®jaly, ..., T, € R™"
matrizes simétricas sujeitas a seguinte condi¢ao:

TTy¢ > 0, paratodat # 0 tal quec™ T >0, i=1,...,p. (136)
()

Pode-se demonstrar que, se existerx 0, ..., 7, > 0 tais que
p
Ty — Z T(i)T(i) > 0, (137)
i=1

entdo a relagdo (136) se verifica. E importante notar quedigam(137) € uma LMI nas
variaveisly e, . .., 7.



