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REsuMO

No presente trabalho procurou-se estudar o Problema de Dirichlet, enxergando-o através de
sua formulagao variacional. Para tal, introduzimos os espagos de Sobolev e uma série de suas
propriedades. Apés, estudamos a formulagdo fraca do problema, onde, na busca pela existéncia
e unicidade de sua solucao, estudamos o funcional que surge naturalmente. Finalmente, usando
esses resultados, apresentamos a formulacao variacional do referido problema, para fecharmos o
trabalho com um estudo de caso, onde a solugao existe e é Unica.

ABSTRACT

In the present work sought to study the Problem of Dirichlet, in a variational formulation view.
To this end, we introduced the spaces of Sobolev, and a number of its properties. After we studied
the weak formulation of the problem, where in the search for the existence and uniqueness of its
solution, we studied the way that comes naturally. Finally, using these results, we present the
variational formulation of the problem, to close the work with a case study where the solution
exists and is unique.
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1 Introducao

Nos cursos inicias de Equagoes Diferenciais nos deparamos com frequéncia com o Problema de
Dirichlet (Problema este que se caracteriza por ser uma Equacao Diferencial Parcial com a condigao
de que, na fronteira do conjunto onde a fungao solucao estd definida, esta fungao é zero; ele sera
bem estudado no capitulo 3) visto a sua importéncia tanto na Matematica quanto na Fisica.
Porém,utilizamos para a sua solugao o método da separacao de varidveis, que é adequado para a
fronteira extremamente bem comportada estudada nesses casos. Mesmo no estudo inicial de Teoria
Eletromagnética ou Termodinamica, areas onde a Equagao Diferencial Parcial é habitué, sempre
sao citados os casos mais simples, afinal, se trata apenas de um primeiro contato.

No caso mais geral, entretanto, a resolugao depende da definigao de derivada fraca, o que trata-
remos na primeira parte do nosso trabalho, que serd um tanto quanto drida, dado que serd uma
colegao de definigbes, mas nescessaria para o desenvolvimento da dissertacao. Iniciaremo, entao,
definindo o Espago de Sobolev, espaco esse onde habitam as funcoes cuja derivada em questao é
a fraca. Também trataremos de algumas de suas caracteristicas, bem como das Desigualdades de
Sobolev, de suma importancia para a resolu¢ao do Problema de Dirichlet.

Este, por sua vez, comegard a ser estudado na segunda parte de nosso trabalho, onde comegaremos
a procurar algumas condigOes para a existéncia e unicidade de solugao para referido Problema,
através de sua formulacao fraca. Estudaremos, também, a caracterizacao dos autovalores e au-
tofungoes do funcional associado ao Problema. Fechando essa parte, estudaremos o Principio do
Maéximo bem como uma de suas consequéncias interessantes.

Finalmente, baseado no que foi desenvolvido até entao, acharemos condi¢Ges para nossa EDP
ter solugao Unica, e usaremos essas condigoes para mostrar essas condi¢oes podem ser aplicadas no
caso da minimizacdo de area, tdo comum na Geometria, quando a nossa fungdo tem sua primeira
derivada controlada.
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2 Espacos de Sobolev

Definigao 2.1. Seja Q C R™. Entdo:

L) ={f:Q— R | f mensuravel e /V |f(z)|dzx < 00,YV CC Q}

Também sabemos que uma func¢do nem sempre tem derivada (no sentido tradicional), mas, se
formos mais maledveis nessa questao, facilitaremos muito a nossa vida, pois poderemos achar
solugoes para EDP que nao se encaixariam em uma solucao classica. Definimos, assim, a derivada
fraca.

Definigao 2.2. Dados ©Q C R™ conjunto aberto e u € L, (), definimos D®u como um funcional
linear em C§° dado por:

Du(p(e) = (<D [ u(e)Dp(a)ds = (1) *lu( D p(a),
Q
onde a = (o, s, ..., a,) com «; € NJ{0},

aal aa2 aan
ol =1 +as+...+a, e D*=
Oz Oxy Oxy,

Note que néo ha problema para a existéncia de D%¢p, pois ¢ € C§°(Q).

Esta definicao é motivada pelo fato de que se u € C§°, entao, pelo Teorema da Divergéncia,
temos

Dulp(e)) = [

D%u(x)p(z) do = (—1) / u(z)D%p(x)dx
Q

Q

Com essa idéia de Derivada, podemos agora definir o Espaco de Sobolev.
Definigao 2.3. Seja Q CR™ um conjunto aberto e f € LP.
Dizemos que f € WP se, V¥ |a| < k existe g € LP tal que:
F(D%) = (=1)lg(p(x)) Ve € C5°

Outra definicao para o espago de Sobolev seria:

WP = {f € L, )|f € L ¢ D*f € L? Y|a| < k}

Nesse momento cabe a pergunta: Por que ”"Espago de Sobolev”’? Seria mesmo um espago?
Mostremos, entao, que Sobolev nao estava enganado.

Proposigao 2.1. Seja Q conjunto aberto em R™.

(i) WkP(Q) ¢é espaco vetorial

(ii) A aplicacio| |lywr.r = || |lk,p : W*P — R dada por
1 lep = (D IDfIIE.)"
llell<k

€ uma norma

(iii) Esse espago, com essa norma, € de Banach.

Os ftens (i) e (ii) sdo de demonstracdo simples, entdo iremos demonstrar o item (iii):
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Demonstragao: Seja (u,) uma seqiiéncia de Cauchy em W*P?(Q). Entdo, para cada |a| < k,
temos que (D%u,,) é uma seqiiéncia de Cauchy em L?(€2). Dado que L? é completo, existem fungoes
U € LP(Q) tais que

D%y, — us em LP(Q)

para cada |a| < k. Em particular,
Up — U(,...0) = u em LP(Q)

Cabe a pergunta: Du = u,? Para responder, fixemos ¢ € C§°. Entao

/ uD%p dx = lim/ U, D%p dz = lim(—1)/°! / D%y dx = (1) / Ugp dT
Q Q Q Q

Entao a resposta é afirmativa. Logo D%*u,, — D*u em LP(Q), para todo |a| < k, temos que u,, — u
em WEP(Q).

E interessante notar que, dada uma fungao pertencente a um Espago de Sobolev, suas derivadas
também pertencerao a Espagos de Sobolev. Entao:

Proposicao 2.2. (i) Se f € WkP(Q), entdo
D e WFIebP(Q) | tal que |a| <k

Além disso,
D7 =DY(Df) = D*(D?f), para o + |6 <k

(i) D*(fg) = > ( 3 )DafDaﬁg

BLa

Uma propriedade deveras interessante das fungoes de Sobolev é que elas podem ser aproximadas
por funcées C§°. Vamos introduzir, pois, as fungdes suavisadoras, para iniciar a construcao de
uma familia que se encaixa no que queremos.

Definicao 2.4 (Fungoes Suavizadoras). Seja n(z) : R™ — R dada por:

1
cel=l?-1 selz| <1
T) =
() { 0 selx| =1

onde ¢ > 0 € tal que [, n(z)dx = 1.

Observe que:
(i) n=>0eneC5R");
(ii) O suporte de n é B1(0);
(iii) » é infinitamente diferencidvel.
Como queremos fungbes que se aproximam de nossa fungdo de Sobolev, nada mais interessante

que achar uma sequéncia que o faca. Definimos, assim, um conjunto de fungoes que podem ser
facilmente tranformadas em tal ente.
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Definigao 2.5. Defino n. : R — R por

ne@) =~ (2).

en €

Seguindo a nossa senda em busca da fungao C§° adequada, seguimos definindo:

Definicao 2.6 (Convolugao). Seja f: R™ — R localmente integrdvel. Defina

frne(z) = wahaw—yﬂy

chamada de convolugdo entre f e 1.

Definigao 2.7. Sejam Q C R™ aberto e f € L} (). Dado ¢ > 0, definimos

loc

Q. ={zxeQ | dist(z,00) >}

Com esse ferramental, chegamos agora a um conjunto de fungoes que comegam a ficar com a
aparéncia da adequada. Esse conjunto possui uma série de propriedades tao interessantes que serao
listadas, mas nao demonstradas:

Proposigao 2.3. Seja Q C R™ aberto e f. = f *n.. Entdo
(i) f- € C=(Q);
(i) fe — f q.t.p, quando € — 0O;
(#ii) Se f é continua, entdo f. — f uniformemente em compactos de §);

(iv) Se f € LY (), entdo f- — f em LP(V) para qualquer V C £ compacto.

loc

Como consequéncia, temos o seguinte teorema de aproximagao local:
Teorema 2.1. Sejam Q C R™ aberto e u € WEP(Q) onde k € N e 1 < p < co. Entdo:
(i) ue = uxn. € C°(),Ve >0

(it) ue € WEP(Q) e |ue — ullwr.r vy — 0 quando € — 0, para qualquer V C §2 compacto.

loc

Pois bem, basta verificar se existe uma sequéncia de tais funcdes que convergem Yu € W*P que
teremos chegado ao desfecho de nossa busca, achando um resultado de aproximacgao global.

Teorema 2.2. Seja Q2 C R™ um aberto limitado. Dadou € WP (Q), eziste (um)men C C(Q) WEP(Q)
tal que
[t = v [lwrn () — 0
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Demonstragao: Seja Q, = {z € Q|dist(z,00) > 1}. Seja V,, = Q,15\Q11 onde Vy = Q3.
Logo V,, é aberto paran =1,2,...e Q= [JT V.

Seja {p,}52 , uma partigdo da unidade associada & colegao {V,}52, isto é:
(i) on € C5° (Vi)
(il) 0 < 9 < 1
(iii) > pn=1
0
Note que ¢ -u € WEP(Q) V n € {1,2,..} jd que ¢, € C(Q) e u € WFP(Q). Além disso,
sup(pn - u) C Vp,n € {1,2,...}.

Pelo Teorema zeta da aproximagao, dado ¢ > 0, existe g; > 0 tal que:

0
7, * (n - u) — on - U”W’W(Un) < on

onde U, = Q,14\Qy, j4 que U,, é um compacto em €.
Note que se ¢; é pequeno, entao sup(n., * (¢n - u)) C U,.

De fato, tomando

< 1 1
g6 < —— — ———,
n+3 n+4
temos, para x € Uf, que
dist(x, 09) < — dist(w,0Q) > + = dist(x, V) > — NN
ist(x < ou dist(zx, > — ist(x,Vy) = — &
’ n+4 n n+3 n+4
= [ e =)o 0 dy = o
Logo
)
17, * on - u — @n - UHW’W(Q) = |1, * P - u— n - UHW’W(U") < on

(oo}
Seja ., = 27767' * (¢n - ).
0

Afirmagao : u,, € C®(Q).

Demonstracao da Afirmacao : Dado = € 2, seja ng tal que 7710 < dist(z,00). Logo % <
dist(z,00), ¥V n > ng. Isso implica que = ¢ U, para n > ng. Portanto 7., * (¢, - u) = 0 pois

x ¢ sup(ne, * (¢n - u) para n = ng.

ng
Logo tm = > _1e, * (on - u)(2).
0
De fato, essa igualdade continua verdadeira em uma vizinhanca de x.
Logo u,, é C°° em z, j4 que é uma soma finita de funcoes C'*° em uma vizinhanga de z.

Afirmagdo 2 : flum — ullwrr (@) < 26.
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Demonstracao da Afirmagao 2 :

o0
um = ullwrs @) = HZ%L (en - u) )—U'Z%wa(g) =
0

oo

(o]
= Z[nei *(Qn - u) —@n - u ||W" P( Z ||7751 (On - u) — @n - UHW’”’ Z
0

0

o _
271

Logo ||tm — ullwi.r) < 20, e portanto, u, —u € W*P(Q).
Como u € WEP(Q), entao uy, = (um —u) +u € WEP(Q), j4 que W*P(Q) é espago vetorial.
Deste resultado tiramos mais uma definicao.

Definicao 2.8. Wok’p(Q) = Fecho de Cg°na norma || |lwr.»(q)-

Observagao 1. WP(Q) c Whr(Q).

Uma pergunta que surge é se existe alguma relagao entre as normas dos diferentes espagos de
~ . k , , ~ s .
funcoes, seja LP, WkP, W,"P... Vamos ver que é possivel achar uma relagao entre vérias delas, e que
essa relacao serd usada mais adiante, quando formos estudar a resolucao de Problemas envolvendo
EDPs.

Entao introduzimos as

Desigualdades de Sobolev:

Comegaremos com uma motivagao:

Seja f € C}(R). Seja y tal que f(y) =0, onde y ¢ supp(f).

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo:

/f ﬁéﬂ):/f@ﬁi

xT x —+o0
") dt| < ") dt < "(t)] dt
/yf() < [roras [ ironas
+oo

:»|f<x>|</ ()] dt, VzeR

— 00

= |f(2)] =

Logo
“+o0
suplf ()] < / PO dt = [ floe < I 21, V¥ f € CLR)

— 0o

Como podemos generalizar esta desigualdade para f € C§°(R™)?
Vamos tentar obter uma estimativa da forma
Il fllLany < cllVFllLe@ny,
para p e ¢q sao adequados. Note que quando p =1 e g = oo, ja foi feito para n=1.

Qual a relagao entre n, p e q7
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Suponhamos que a desigualdade seja valida para algum p e q.

Considere fy € C}(R"™) dada por:
() = fO), A0,

Como a desigualdade vale em Cg(R™), vale, em particular, para fy. Ou seja,
1

I llrgee) < AV Alseny = ([ 1£000 ) < [ 19700 do)

Para néo carregar a notagao, chamamos LP(R™) = LP e LY(R™) = L?. Fazendo y = Az na primeira

([ an)" =5 ([ 1w an)" = 57l

Fazendo y = Az na segunda integral, temos
1

) A (/ IV, F ) dy) -

integral, temos

Ve

([ s a

r=c ATV =
Ve YA>0

cl[V

Portanto,
Tl fllze = (Al
c AP

= A7\ f|| Lo
Tomando f # 0, f € CL(R™), temos que a = ||f||r« >0 e b=c||[Vf] L > 0.

AN

Entao ’
AMaa< AT b=a< AP e b YAS0
Note que se
(i) 1= 3+ 4 >0, entdo o
a< lim AV 5 Te b=0=0a=0,

A—0t

o que é um absurdo.

(ii) 1 =2 + 2 <0, entéo
lim M *Te b=0=0a=0

a <
A——+oo

0 que também é um absurdo.
Entao 1 — Z + % = (0 para nao haver contradicao. Mas entao

n o n 1
l=—F—-=—-=
n

b q

hS N
Q|

Desigualdade de Hdélder:

Sejam f1, ..., fr mensuraveis em 2. Entao

[1h g ar < (/Q|f1|pldx>é,“_ (/ﬂwkdx);k

1 1 _
ondep—l—l-...—&—p—k—l
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Teorema 2.3 (Gagliardo - Nirenberg - Sobolev). Sejam n € N e p tal que 1 < p < n. Eziste uma
constante ¢ = c(n,p) tal que ||f||Le < c||Vf|Le,Vf € CLR™) onde

11 1
p g n
ou seja,
np
q:
n—p

Demonstragao : 1° caso: p=1en>1

([ 15

Como f € C}(R™), 3 Q cubo tal que supp(f) C Q.

n—1

#1d0)" " <ol [ [91(@)lda)

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo

f(lCl, T2y ...X45-1, ZZ'7£L'Z'+1, (En) — f((El, T2y eeey Lj—1,Yiy $i+1, veey In) =

Zq 8
= / —— (X1, @2y ooy Ti—1, 8y Tt 1y ooy Ty )dS
Yy

Tomando (z1, ..., Ti—1,Yi, Tit1, ..., T ) fora de @, temos
Zq af
fl@r, @, .o ic1, 24y Tig1,y o Tpy) = D (T1, 22y ey Tim1y Sy ereig 1y oovy Ty )dS =
Yi ?
Z4g af
= [f(x1, 22, i1, 2 Tig1, - Tp)| < / |8xv (L1, 825 ey Tim15 8,y L1, ey Ty) | dS <
Yi 1

+o0o af
</ |a—(x1,x2,...,xi,l,s7...xi+1,...,xn)\ds
—00 €Ty

Multiplicando as n desigualdades, temos

+oo ) +oo o
|f(x)|”</ —f(s,...,xn)|ds~...~/ Ti(xl,...,sﬂds

— 00 8.’13’1

Elevando a ——
n—1

N +oo o ﬁ +oo o n—1
1 ()] 7 <</ (,%fl(s,...,xnﬂds) (/ axfl(xl,...,sﬂds)

Integrando em 1, temos:

+o00 " +o0 +oo 8f ﬁ +oo 8f ﬁ
/_DO 1F()] dxl\/_oo (/_Oo s ,xn)ds> (/_Oo (o, ,s)|ds> di,

Tomando k=n—1, py=n—1,..., p,_1 =n — 1 temos:

1 1 1
e = + ..+
P1 Pn—1 n—1 n—1
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Assim, podemos aplicar a Desigualdade de Holder:

/:Olf(a:)n"l dxlg/:o </:o 53{1( ,xn>d5>ﬁ,”_, </:O|aaxfl<r1,-..,s>|ds)* s
([T (T ) ([T 2 aean)

Integrando em relagao a To, temos:

/:O /+:f<x> T doy da < /:o <</m (9ar > </+0® /+OO' - dx1)711

—+o0 ~+o0 il "*1
. (/ / |a—f|ds dxl) ) dxo
oo oo Oxp

Aplicando novamente a Desigualdade de Holder, chegamos a:

+oo +oo +oo +oo +oo +oo 8 ﬁ
/ / "1 dzy das < (/ / | |ds dxg) (/ / |—\ds dx1>
400 ptoo  pFoo +oo  pto0 ptoo T
(/ / / | |ds dxy dwg) (/ / / \ \ ds dx; d:v2>

E assim, integrando em rela(;ao a rs, ..., Tn, obtemos:

+oo +oo +o0 +oo ﬁ
/ / nldxl. dxn\</ / \ )

( T ds)w .
= /. |f ()| 7T da < (/ IV f ()| dx>"l_1 s (/R IV /() dx) = N

o [ @) e < ( / |Vf<m>|dx)"l:»
R‘n, n

= ([ @ dx) < [ i@l

=l e < IVl

20

e <[V

Idéia: Aplicar a desigualdade do 1° caso em |f|" para r > 1.

Sendo p > 1,tomamos
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Afirmagdo: Se f € C§(R") e r > 1, entdo |f|" € C§(R")

Demonstracao da Afirmagao:

n n—1

n—1 dz) n

AVl = (051

Como
n—1 n—op
= ( ) T
n np

temos:

np n—p .. r
([ 115da) S = 11
R

n—r

Pois bem, usando a afirmacgao, o 1° caso e a Desigualdade de Holder, temos que

(/ f|f"1dx) < [ UTas = [ 15 s s

<</ |f““—”pf1dx) ' (/ V1P dx)"
R R

p(n=1)
n—p

Substituindo r por temos

Usando uma desigualdade anterior, temos

P 1

(/Rn|f|ﬁdx>nw <c(/Rn w%;);

Corolario 2.1. Sejan €N e 1< p < n. Entio W-P(R") C L7-7 (R™).

Além disso, 3¢ = c(n,p) > 0 tal que:

IF1l . < eIV Fllze,VF € Wy P (R")

n—p

O préximo teorema sera enunciado a titulo de curiosidade:

Teorema 2.4. Wol’p(R”) = Whr(R™)

Que W, P (R™) € WHP(R™) é ébvio, o interesse se resume a W, ?(R") D W'P(R"). Heuristica-
mente, para toda fungao f € WHP(R™) temos que f(z) — 0, bem como suas derivadas, quando
cada x,, — co. Entéo temos que W, *(R") > W1 P(R")
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Teorema 2.5 (Teorema da Extensdo). Seja 2 limitado de R™ com fronteira de classe C'. Dado
um V conjunto tal que Q C V, existe uma aplicagdo linear E : WHP(Q) — WLP(R") e emiste
c=c(n,p,Q,V) >0 tais que:

(i) E(u(z)) = u(x) Vo € Q
(i) supp(E(u(z))) C V

(iii) | Bullwroqamy < cllullwrsoy
Teorema 2.6. Seja Q um aberto limitado do R™ tal que 0 é de classe C', n€Nel<p<n .
Entao: e = c(n,p, Q) > 0 tal que:

lull 22, ) < cllullwrre

Notagao: Dado n € N e 1 < p <n, denotamos p* = &

Corolério 2.2. Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira C* , n € N el < p < n. Dado
1<qg<p*, Je=c(n,p,Q,q) >0 tal que:

lull ey < cllullwira)
Teorema 2.7. Seja Q2 C R™ aberto limitado, n € N, 1 < p <n. Entao Ic(n,p,Q) > 0 tal que:
l[ulle < ¢l[Dul|L»
Yu € WyP(Q) el1<q<p*

Teorema 2.8. Seja 2 C R™ um aberto limitado tal que O € de classe C'. Sejak € N el <p

tais que n > kp. Entdo WFP(Q) C LI(Q), onde q < ni’;p. Além disso, dc = ¢(n,p, 2, k) > 0 tal
que:

lull o) < cllullwer (o),
Vu € WEP(Q).

Agora, gostariamos da atenc¢do do ilustre leitor, pois iremos enunciar um teorema de grande
importancia para o nosso trabalho. Infelizmente nao iremos demonstra-lo, deixando isso a cargo
de autores de maior quilate. A nossa referéncia [3] contém tal demonstracao.

Teorema 2.9 (Teorema de Relhich-Kondrachov). Seja Q C R™ um aberto limitado tal que O €
de classe C'. Se p < n, entdo a aplicacdo identidade:

I:WP(Q) — LYQ)
€ compacta para 1 < g < p*.
De fato, se (u,) C WHP(Q) é uma sequéncia limitada (em W1P(Q)) entio existe uma sub-
sequéncia (un, )tal que u,, — u em LINVq < p*.
Porém, para salvar a nossa honra, vamos nao sé enunciar como também demonstraremos a nao
menos importante Desigualdade de Poincaré.

Teorema 2.10 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C R™ um aberto limitado tal que 02 é C*.
dado 1 < p <n, Jc=c(n,p,Q) > 0 tais que:

lu = ul|zr < cl|Dul|zy,

onde )
ug = —/ u(z)dz, Yue€ WhHP(Q)
1 Jo



2 ESPACOS DE SOBOLEV 16

Demonstragao: Vamos provar por contradicao.
Suponha que seja falso. Logo para n € N existe u,, € W1P(Q) tal que:

lu — (un)allLe > nl[Dun| L

Seja
v, — Un — (un)Q
" s = (un)allLe
Logo:
Dy, = — Pun
[un — (un)ell
Portanto: | Du | )
Un || Lr
Dvu,l|lpp = o < —
1oonller = = el <
Entao temos:
IDvale < = e fonlze = l[un = (un)oll -1
n [un — (un)el|

Note que Dv,, — 0 em LP.

Portanto, ||v,|lw,, < ¢,V n. Mas entdo 3 (vy, ) subsequéncia tal que v,, — v em L%,V g < p*.

Em Particular isso vale para ¢ = p < p* = p. nﬁp > 1.

Assim, denotando wy = vy, , temos:
(i) wg — v em LP
(if) [Jwgllr =1

(iii) Dwy — 0 em L?

Afirmagao: Dv = 0 no sentido das distribuicoes.

Demonstracao da Afirmacao : Seja ¢ € C§°. Logo:

aﬁ;ﬁf) == /Q v(x) gfi (z)dr = —lim /Q Wk(x)gi (z) dz = lim /Q %Zf (z) (x) dz =0

Obs.: A dltima igualdade é mostrada através da desigualdade de Holder.

Logo
v o
() = 0,9 € G (@)
ou seja,
v

Assim, Dv € LP ¢ Dv = 0.
Observe que se v € W1P(2) é tal que Dv =0 (q.t.p.) e  é conexo, entdo v = ¢ constante.

Portanto, wy — v = c em LP.
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Assim,

1
P 1
fuelzs = ol = ( [ lePas) " =clat? >0
Q
Observando que

Up,, AT
(o =120 [ ar =l

podemos desenvolver

/wkdﬂlC _ / U, d :/ u"k_—(u”)ﬁdm _
Q Q [, — (uny)all
L L/ Up, dx — (Up,) / 1 dx} 0
= n — (Uny )0 =
[, = (uny)all Lo " § Q

» _
Como wy, — v em LP, entao [, wpdr — [, v dz.

/vdac:O

Q
/vdx:/cdx:dm onde ¢ > 0.
Q Q

3 Problema de Dirichlet

Logo

Isso contradiz

Apos esse periodo de definigoes basicas do espago de Sobolev, iremos passar para o Problema
de Dirichlet. Iremos, é claro, comecar com um caso simples, para entao passar para algo mais
complicado, mas que nao passa de uma generalizagao do primeiro.

3.1 Um caso simples

Usaremos a partir de agora, a notagao cléssica para o Espago de Sobolev: H} = WO1 2

Considere o Problema de Dirichlet:

—Au=f em Q
u=g em OS2

onde f é dado.

Podemos separar esse problema em dois:

—Auy=f em
{ up =0 em Of) (1)

—NAusy =0 em €
{ Uy = g em 0f) (2)

Como estamos trabalhando um caso simples,vamos nos ater ao problema (1).
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Agora, usando a primeira parte de nosso trabalho, vamos expandir o conceito de derivada fraca
para o conceito de solugao fraca:

Definigao 3.1. Dizemos que uma fungdo u € H} é uma solucdo fraca do problema (1) se
[ Vu@Vetds = [ f@pds e CE@
Q Q

Proposicao 3.1. Se u € C?(Q) € solugdo cldssica de (1), entdo, pelo Teorema da Divergéncia,

/Q Vu(2)Vi(a)de = / f@p@)dr Yo € HY(Q)

Uma coisa deveras interessante, que resulta da definicao de derivada fraca é:

Proposicao 3.2. H' ¢ espago de Hilbert com o produto interno

<u,v >1:/Qu(ac)v(x)dac—&—/QVu(x)Vv(x)dx

Podemos definir, também, um produto interno que torna Hi em um Espaco de Hilbert.

Proposicao 3.3. H} € espaco de Hilbert em relagdo ao produto interno

< u,v >= /QVU(:E)Vv(z)dQ:

Esta é a definicao que usaremos doravante. Note que o problema original pode ser reformulado:
<up>= [ falplads  Voe HY®
Q

Observe que que se f € L%(Q), entao f define um funcional linear limitado Iy em L? da seguinte
forma:

(o) = [ 2f@plars
Podemos, ainda, reescrever o problema por
<u, 0 >=1lp(p)
Assim, resolver o problema de Dirichlet (1) em um domimio limitado, é equivalente a:
Dado Iy € (H})' , achar u € H} tal que < u,p >= (), € H}

A existéncia de tal u é garantida pelo Teorema de Riesz, bem como sua unicidade.

3.2 Formulacao Fraca do Problema de Dirichlet

Passada a fase do caso simples, onde todos brincam e se divertem, vamos comecar a complicar um
pouco. Considere o problema de Dirichlet:
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Seja 2 C R™ aberto limitado, f € L?(f2), a;;(x), b;(z), c(z) fungdes limitadas e mensuréveis.

_ Z 5% (Mj(-%‘)aa‘:j(af)) +Zbi($)%(l’) + c(z) u(z) = f(x) em Q

ij=1
u(z) =0 em 00

Multiplicando a equagao por ¢ € Hy, e integrando, temos
’Z/ax ‘( derZ/ axl o(z) do +

+ /Qc(a:) u(z) p(x) de = /Qf(ﬂﬂ p(x

Usando integragao por partes, chegamos a
Xn:/ (@02 d+z (@) o) dz +
Q Ox;j 8% 8x1

+ /Q () u(z) plz) dr = /Q f() o) (4)

Definindo o lado esquerdo de (4) como B(u,¢), podemos generalizar a definigdo de solucao fraca
do caso simples.

Definigao 3.2. Dizemos que u € Hi(2) € solucdo fraca de (4) se:

B(u, p) /f ) dr Vo € H(Q)
Observagao 2. Note que B(u,p) € bilinear.
Uma ferramenta importante para a resolucao deste problema é o Teorema de Lax-Milgram,
porém, antes de o enurciarmos, mais 2 definigoes:

Definicao 3.3. B € limitada, i.e.,3c < 0 tal que |B(u,v)| < c||lul|||v], Yu,v € H.
Definicao 3.4. B ¢ coerciva , i.e.,3D > 0 tal que D|ul|* < |B(u,u)|.

Agora, o teorema:
Teorema 3.1 (Lax-Milgram). Sejam H espago de Hilbert e B : H x H — R uma forma bilinear
que € limitada e coerciva, entao, ¥ 1 € H', Ju € H tal que B(p,u) = l(p), Vo € H.

Ora, como podemos ver, basta B obedecer as condigoes do teorema de Lax-Milgram que teremos
a unicidade da solucao do Problema de Dirichlet! Verifiquemos, entao.

B ¢ limitada:

uv|—|2/ 83: 8% dx—f—Z/ 0331 v(z) de +

3,j=1

—|—/Q c(x) u(z) v(z) dz| <
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Z/M 8:c )8; |dm+Z/|b ()| do +

/ le(x (z)| dx (5)

Como a; ;(x) , bi(x) e c(x) s@o limitados, existe um M € R tal que |a; ;(x)],|bi(z)],|c(z)| s@o
menores que M. Entao:

Z axl @)lde + Z

7,7=1

|dx—|—/ lu(z) v(z)| dz (6)

i

Aplicando a Desigualdade de Holder, chegamos a:

(6) < ; 1(/ \&CZ |2>; ( ) g;i(xﬂzdm)% n
+Xn:</ axl x)[? dx)l (/QUQ(x)dm)% + (/Qu?(a:)dac)é (/Qf(x)dxf] <

1=1

Do IVullalVolze + D IVullzzlolze + llullzzllollze | =

i,j=1 i=1
= M [n?ullmllollmy + nllullall lolze + Julllols | (7)
Aplicando a Desigualdade de Poincaré em (7), temos:
(1) < M [l mglloly + ollullgyelvlay + lulalols] =
= Cllullm vl

O que implica que B é limitada.

E a coercividade, ocorre sempre? A resposta para essa pergunta é: ndo. Mas, para ndo termos
trabalhado em vao, podemos estabelecer algumas condigoes sobre B para que ocorra.

Condigoes para a coercividade de B:
Primeiro, faremos um estimativa por baixo:

Seja

L(u) = — Z 5; (aijagsj)> + sz(x)agg(s) + c(x)u(x)

ij=1
Assim, o problema original pode ser escrito:

L(u) = f(x) em Q
{ u(xr) = 0 e (8)
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n
Definigao 3.5. Dizemos que L é uniformemente eliptico se: I\ > 0 tal que Z aijYiy; = Ay|I?
i,j=1
ondey = (Y1,Y2,--yYn) ER" ez € 0

Observagao 3.

Seja A(x) = = (aij (7))

Qp1 " Gpn

n
Note que < A(x)y,y > = Za” (x)yiy;. Assim, podemos reescrever a igualdade da definicao
€omo por: "
<A@y, y > = Alyl?
Neste caso, dizemos que A(x) = (a;;(x)) = A
Como conseqiiéncia, A é uma matriz positiva definida. Em outras palavras, dizer que L é
uniformemente eliptico é dizer que I\ > 0 tal que A(z) = (a;;(z)) > A

Seja B : Hi x H} — R dada por:

Dizemos que u € H} é solugio fraca de (8) se
B(u,v) =< f,v> ,Yv € H}
onde < f,v>= [, f(z) v(z) dx

Muito bem, pegaremos L uniformemente elipica, ja que dai nao apresenta problema. E como vamos
fazer isso, por que nao aproveitamos e impomos alguma condicoes para b;(x) e c(z)?

Teorema 3.2. Suponhamos que bj(x) = 0,Yi e c(x) > 0.Além disso, a;; e c(x) sdo limitados e
o operador definido por eles € uniformemente eliptico. Entdo

=3 @)= @) + ewulz) = f(@) em Q

tem solugao fraca.

Demonstragao: Ja vimos que B associado a L é limitado, entao basta provar que é coercivo
Afirmo que: 3 ¢ > 0 tal que B(u,u) > c||ul|?,V u € HE.

Como L é eliptico,3 A > 0 tal que

> aiiti&; = APV EeRn
iy
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Assim, tomando §& = Du(z) = Vu(z) = (ug, (2),...,us, (x)), temos:

- ou ou
aijm—(x)m—(z) = NVul|* =
Z J&m axj

ij=1

ou 9 9
= > = 1
/Q E a;;(z axz &Tj( ) de > /ﬂ)\|Vu| dx /\||uHH0

Além disso, como ¢(z) > 0, temos:

)= [ Y st ot [ o) i >

i,j=1

au 9
E > .
/ axz 830 (@) dw > )\HUHHO

3,j=1

Logo B(u,u) > )\||u||H17 o que faz com que B seja coerciva.

Entdo, por Lax-Milgram, 3 u € H{ tal que B(u,v) = < f,v >,V v € H}
Observagao 4. Para aplicar Laz-Milgram, basta que o funcional do lado direito esteja no dual de
H}, ie.,
le (HY) = 3 ue H tal que B(u,v) = I(v),Y v e Hy. (9)

Chegamos, assim, a B tal que obedece as condig¢oes do teorema de Lax-Milgram. Porém, no nosso
problema original isso nao ocorre, mas podemos achar outra propriedade sobre B, que acarretara
consequéncias bem interessantes.

Teorema 3.3. Seja L : Hi — R definido por:

Lu) = — Z aij(z )868% Z bi( [“)xz () + c(x)u(z)

1,7=1 1,9=1

Seja L operador uniformemente eliptico com coeficientes limitados. Entao existem o e 3 > 0 tais
que:
2 2
Bllullfyy < Blu,u) + allullz.

Demonstragao:
) dz + bi( u(z) dx +
/ zgzl 8I] / Z
2 . i(z Ou u(z) dx
+ /Qc(a:) u(z) dz 2/@)\|Vu(sc)| dx + /QZIJZ( ) (x) dz +

+ /c( ) u(e )dx:>)\/|Vu|2dx
Z/ 83@, u(z) de 7/96(“?) u?(z) dx (10)
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Fazendo as estimativas:

/Qc(x) u?

x </Q|c(x)| u?(z) dmg/ﬂKl u?(z) de = Ki||ul?s (11)

onde K; € R

i/gbi@)g‘;y

< Z/QKQ\VM lu| dz < Kgn/Q\Vu| lu(z)| dz <

Kan ([ 19uta)? dx)% ([ dx); = Kolluly (12)

Usando as estimativas (11) e (12) na desigualdade (10), obtemos:

Z/lb 2 o) )] e <

A VUl de < B(u,u) + Killullz. + Kslullm ulz: =
Q

= Mlullfy < Bu,u) + Kollulli + Ksllull gy llullze

Aplicando a Desigualdade de Young:

U 2
Kallullgullz> < 5 (V2 + cluly ) para e >0

4e
Logo:
Ks||ul/?
Mully < Blww) + Kollulfs + “0E 4 g, -
2 K 2
= (A= Kse)llully < Blu,u) + (= + Kz ) |lullz.
Tomando ¢ = 2K , temos
A K A— K A A
_ e = \— AN
3 3 9K, 2
Defino \ %
3
—_ = R — K frd
5 B e (45 + 2) a
Entao

Bllullfz < Blu,u) + allulZ

Como B nao é exatamente o que desejamos, vamos trabalhar com um outro funcional que esta
intimamente associado a ele, mas que obedece as condigoes que queremos.

Corolario 3.1. Seja L, = L + ol e seja By a forma bilinear associada a Ly, i.€.,

B, (u,v) = B(u,v) + /Qau(x) v(z) dx

onde B(u,u) é como definida acima. Entao By (u,u) € coerciva e limitada.
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Demonstragao: (i) B, é claramente coerciva, pelo Teorema anterior:
Bo(u,u) = B(u,u) + a/ u?(z) dx}ﬂ”u”%lé
Q

(ii) By (u, u) é limitada:
Usando que B ¢ limitada e as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré, temos:

|B(u,u) + a/

Q

| Bo(u; u)

u(z) v(x) dz| < |B(u,u)| + oz/Qu(z) v(z) de <

<clullmllvllmy + ellulle 2llvllze < cllullmllolm + acllullm vl
onde ¢ € R é constante.

Portanto, podemos aplicar Lax-Migram para garantir que:

{ L(u(z)) + au(z) = f(z) em Q
u(z) = 0em 00

tem solugdo para toda f € (HZ)'.

Teorema 3.4. Seja L com as hipdteses do teorema anterior.Entao ou

L(u(z)) = f(x) em Q
{ u((z))z 0 en”z o0 (13)

tem solucdo para toda f € L?(Q) ou Ju # 0 tal que

L(u(x)) = f(x) em O
{5 )

Demonstragao: Vimos que 3 a > 0 tal que

{ L(u(z)) + au(z) = f(z) em Q
u(z) = 0em 00
tem solugao Vf € (Hg)'. Além disso a solugao é tnica.
Logo (L + «l): H} — (H})' ¢ uma bijegao. Entao existe (L + of)~': (H}) — H}
Em particular, (L + o)~z : L? — L?

Note que o problema

L(u(x))
{ o0 (15)

tem solucao se, e somente se,

em 0 (16)

u(x) = (L + o)1 f +au)(x) em Q
{ u(z) = 0 em 0N @ (17)

24
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Note que:

u = L' (f + ou) = L3'f + L3 (aw) = u — alg'(u) = L3'(f)

Denotando K(u) = aL_!, isso equivale A u — K(u) = L_!

[}

Entao, o problema (15) tem solugdo se, e somente se,

{ u(r) — K(u(z)) = LiYz) em Q

u(z) = 0em 00 (18)

tem solucao.
Afirmagdo : K = oL;': L?(Q) — L*(Q) é compacto.

Demonstragao da Afirmagao :

Seja (u,) C L?. Defina w,, = K(uy).

Note que:
1 _ L,(w 1
awn = Lal(un) & O‘(a n) = u, & aBa(wn,go) = < Up,p >r2, Vp € Hé
Tomando ¢ = w,, e usando a Desigualdade de Poincaré, temos:
ﬁHwnHijé < Ba(wnawn> = a < Up,Wn >L2< OéHunHL2||wnHL2 =

= Blwnlfy < allunllzzlwnllze < allunllzz - cllwnllay =
= Bllwnllug < Cllunll2

Onde C, ¢ € R Como u,, ¢é limitada , entao 3 M > 0 tal que |luy,||r 2 < M. Logo:

Bllwnllgy < C- M

Entdo (wy,) é limitada em H{, e portanto, por Reilich - Kondrachov, 3 (w,, ) subsequéncia con-
vergente em L2. Logo K é compacto.

Assim, (15) tem solucéo se, e somente se,

{ u(@) — K@) = L (f(x)) em Q 19)
u(z) = 0em 09
tem solucao e K é compacto.

Sim, mas o leitor deve estar se perguntando o por qué de estarmos insistindo no ponto de que
K é compacto. E para podermor usar a

Alternativa de Fredholm: Seja K : H — H um operador linear compacto. Entao:
i) N(I — K) tem dimensao finita.

ii) Im(I — K) é fechada.

(

(

(iii) Im(I — K) = [N(I - K)]L

(iv) NU-K) = {0} & Im(I-K) = H
(

v) dim N(I — K) = dim N(I — K*)
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E em que usaremos isto?

Suponhamos que 3 f € L%() tal que o problema (15) nao tem solugdo. Logo (19) também nio
tem solugao. Assim, L;1(f) ¢ Im(I — K) , o que implica em) Im(I — K) G L?

Entéo, pela Alternativa de Fredholm, item (d), N(I — K) # {0}

Entao, 3v#0talquev e NI — K) ,ie,v — K(v) = 0, que implica em:

L(v(z)) = 0em Q
{ v(z) = 0em 0N (20)

com v # 0

Assim, provamos que , se para alguma f € L? o problema (15) nio tem solugao, entdo 3 v # 0
que é solugao de (20).

Reciprocamente, se este problema nao tem solucao, entdo 3 f € L? tal que (15) ndo tem solugao.
Neste caso, cabe saber para quais f o problema nao tem solucao.

Observacao 5. Caso o problema (20) tenha solugdo nao-trivial, entdo N(I — K) 2 {0}, e daf
dim N(I—K) > 1. Note que a dimensio de N(I —K) < oo (Item (a) da Alternativa se Fredholm,)
edim N(I - K) = dim N(I—K*) (item e). E pelo item(c), temos Im(I — K) = [N(I—K)]*

Assim,(I — K)(u(x)) = g(x) sd ndo terd solu¢ao para g contido em um subespago de dimensdo
finita..Portanto, existe um espaco de dimensdo finita E C L?, tal que se f € E*, entdo (15) tem
solugao.

Nesse momento podemos estabelecer um paralelo com os espagos de dimensao finita, quanto ao
aspecto autovalor e autovetor. Entao

Definicao 3.6. Dizemos que A € C é um autovalor de L se se 3 u # 0 tal que

u = em
{ u((x)( :) Oe éQ) (21)

Note que u(z) faz as vezes de autovetor.
Vejamos uma propriedade dos conjunto dos autovalores, através de um teorema.

Teorema 3.5. Ezxiste um X C R enumerdvel tal que o problema

Liu(@)) = du(x) + f(x) em Q o)
u(z) = 0em 09
tem solugio Vf € L> &\ ¢ %
Além disso, se X ¢ infinito, entao ¥ = {1, Ag,...} € uma seqiiencia ndo-decrescente indo para

o infinito.

Demonstragao: Seja Ly(u(zr)) = L(u(x)) — Au(x).Logo (22) equivale ao problema

)
{L(U( z)) = f(z) em Q
= m OS2
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Como foi visto, esse problema tem solucdo para qualquer f € L? se , e somente se,

{ Ly(u(z)) = 0em Q
u(z) = 0em 00

s6 tem solugao trivial. Ou seja,

{ L(u(x )) Az) em Q
u(x) =0 em 09

s6 tem solugao trivial. Isto é, A nao é autovalor.
Chamamos o conjunto dos autovalores reais de 3, entao A ¢ 3.
Afirmacao: 3 é enumerével.

Demonstragio da Afirmaciao: Seja A € ¥. Logo 3 u # 0 € H} tal que

{ L(u(x)) = Au(z) em Q (23)

u(z) =0 em I

Seja a tal que I(L + o)~ limitada. Note que

L(u(z)) + au(z) = Mu(z) + au(z) em Q
{ u(z) =0 em 0N (24)
ocorre se, e somente se,
ulw) = L (0 + a)u(z)) em 9
{ u(z) =0 em 09 (25)
que ocorre se, e somente se,
uw(x) = (A + o)L (u(x)) em Q
{ u(z) =0em 39 (26)
Chamando K = L3}, isto equivale a
= 1 u(z) em
{ e e e o

Com isto, A € ¥ < ﬁ é autovalor de K.

Da Analise Funcional temos que se K é compacto, entdo os autovalores de K sdo enumeraveis ,
ou seja, tem que ocorrer um dos casos:

(1) op(K) = {p1, p2, ...} onde u,, — 0, logo:

1 1 1
= lp para algumn e —=A+as& ——a=A
Ata Hn Hn

(ii) op(K) = {p1, poy ooy pin }
(ili) op(K) = {0}

Portanto, o é enumeravel, entao a quantidade de A\ tem que ser enumeravel, pois (H%) = lin.
Se o é infinito, entao
op(K) = {p1, p2 < ...} com py, — 0
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Assim,

1

N+ o= — — +o00

fin

Além disso, como A, € R, ﬁ € R. E também, A+ a > 0, pois:
B, (u,
< La(u).u>= Ba(uu) =< (+ a)uu>= (A + aulfs = A+ a= S
ul|72

Logo u, = M%a > 0, e portanto, A = l%ﬂ —a — 400

Observagao 6. Se a;; = aj;, entdo os autovaloores de L formam um conjunto infinito enumerdvel
{1, A2, .} tal que Ay < Ao < ...

Demonstragao: Basta notar que K (da afirmagao) é autoadjunto, infinito e L? tem dimensao
infinita.

3.3 Caracterizacao das Autofuncoes e Autovalores de L

Seja Q um aberto limitado de R e \; < ... < A\, < ... os autovalores de

Lu=— Z %(a”(x)aa—u) + c(z)u

4 s
ij=1""" J

onde a;; = aj; e L é uniformemente eliptica e os coeficientes sao limitados. Seja A\; o menor autova-
lor de Lu. Podemos mostrar quem é esse menor autovalor, e o melhor, a partir dele conseguiremos
achar todos os outros.

Teorema 3.6. Seja
n
0 du(x)
Lu = — — | @i ——— cu(x

Y o (w52 + cate)

1,7=1
um operador uniformemte eliptico com coeficientes a;; = a;j(x) e ¢ = c(x) fun¢oes limitados, onde
05 a;j 530 SIMELTicos.

Q C R™ um aberto limitado.

Entao o primeiro autovalor de L ¢ dado por

B(u,u)

A1 = in
wery |Jufl7z

onde B € a forma bilinear associada a L, uy #0 e up € H(} tais que
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Demonstracgao:

Afirmagao 1 : B(u,u) é limitado inferiormente, isso é, possui infimo.

Demonstracao da Afirmacao 1 :

Como L é uniformente eliptico, existe um v > 0 tal que
n
Z ai;&i&; > yI€)> vE e R™.
ij=1

Tome & = Vu,u € Hy.

Entao teremos
n

Ou Ou 9
Z ’Ua a >’7|vu| =

4,j=1

~ ou Ou
Z aijﬁg + CU2 Z ’)/|VU|2
i,j=1 v

Integrando ambos os lados
~ ou 0
Bl = [ 3 aygt S b etde > [ [VuPde =4 Vul =
Q=
i,j=1

B(u,u) = 7||Vullz: =

Pela desigualdade de Poincaré

B(u,u) > yDulz> = Cllulli-

C< Blu,u) , Yu € H}
Jull2.
Logo existe infimo, provando a Afirmagao 1.
Afirmagao 2 :
[— mf B0

wery [lull7.

onde \; é o menor autovalor de L em H{.

Demonstragao da Afirmagao 2 : Seja u; o autovetor associado ao autovalor A;. Ou seja,

—Lu; = Mug em
up =0 em OS)

Entéo Vo € H}

/ Z Uaul +cu1<pdx—)\1/u1<pdx
Ox; O

Q

29
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Tome ¢ = u;
B(ui,ur) = M [lur||72

Logo
B B
I— in (u,2u) < (u1,2U1) — A
weHy ull72 [l
Portando I < A1, provando a Afirmacéo 2.
Afirmacio 3 : Existe um 4 € H} tal que
_ B(u,u)
1217
Demonstragao da Afirmagao 3 : Como
B
[= i B0
we) [ull7.
entdo existe uma sequéncia (u,)nen € Hi tal que:
B(Una;l'n) NS
l[un 7
Seja
Un
Up = ——
l[wnll L2
Como
(% Un||L2
fonllze = o e = LomllE2
llvnll L2 l[vnllL2
a sequéncia (vp)nen € limitada.
Além disso, a sequéncia (%)HGN também ¢ limitada, pois:
Qo _ 0 _wn G
Oz Oxi unllpz”  un||r2
Ounp
dv, gzl _ V|
52 = <
Ox; [[un L2 l[wnll L2
Portanto
2
(0o, < IVemls  Blunwa) T

Oxi 7 7 unllze = Allunllia v

30
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~ . . Lo Hv,,
Observagao 7. A sequnda desigualdade vem do fato de L ser uniformemente eliptico. Logo 8%

também € limitada.

Ou seja, (Up)nen € (%)%N sao sequéncias limitadas.
k3

Como % e v, € H& C W2 c L? entéo (Un)nen é uma sequéncia limitada em w2,

Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov existe uma subsequéncia (v,)r — @ € L% Observamos
também que como (vy,)nen é uma sequéncia limitada no espaco de Hilbert H{}, existe uma sub-
sequéncia fracamente convergente em Hi. Ou seja:

Up,,, =V € H;.

Resumindo e renomeando, temos:
U — U € L?

v —v € H}
Como
vl—>ﬂ€L2:>vl—\ﬂ€L2
vEHyCL? =y —~velL?
Pela unicidade do limite @ = v em L? .

Entao:
U — U € L? (].)

v —uE H& (2)
De (1),
v — € L= |2 — |lall € L? = Jlal|z: =1
Seja <,>1: H} x H} — R dado por

< wu,v >1= B(u,v).

Defina |ull1 = /< u, u >1

Vamos supor que ||.[1 é de fato uma norma e suponhamos ainda que as normas ||.[[1 e ||.|[z;
sejam equivalentes (serd provado posteriormente).

Por (2) v; € H} que é espago de Hilbert. Sabemos da teoria classica que nesse caso
vy — 4= ||allp < liminf |1,
considerando o espago normado (H{, ||.[l1).

Portanto
w1

[[a| L2

Uuj

[l 2

[l@]l1 < liminf || |1 = lim inf

Como

B
lull _ lim inf 7(1“’“[)

lim inf =
[l L2 [l 22
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Entao
B B

(u, u) = liminf 7(1”’2“[) =I
[l 2 l[wllZ2

|lz]l; <liminf Y——"—=

Logo
lallf <T= B(a,u) <1

Note que como ||u[|2, = 1, entao:

B(u,u)

|z wemy [ull?s

Portanto temos que

provando a Afirmagao 3.

Para concluir a demostracao basta verificar a equivaléncia das normas |.[[1 e [|.|| ;.

vamos mostrar que existem constantes A e C tais que
Cllullmy < llull < Allull gy Yu € Hy.

Note que:

- Ou Ju
Mﬁ:/gz”z_: I e 3 —|—cu dr, ¢>0

Ou  Ou
Il < [ lealgll g+ el 0

1,j=1

[|w|? g/ > M|Vul|Vu| + cu® do,  ai;| < M

ij=1

ki STZQM/ |Vu|2das—|—c/ wldz
Q Q

lall? < n2Mllulldy + cllullze < Ml + cDllull}
[ullf < (n*M + cD)|ull;,
lull? < Alluli,
onde A = (n?M + cD) é constante.

Por outro lado, como L ¢é uniformemente eliptico, existe v > 0 tal que

3 a6 > ER, VEER™, €= (&, 6n).

i,j=1

32

Ou seja,
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Tomando ¢ = Vu

’Y‘vu|2 S Z 8u Gu < Z au 6’& +C’U,2

Y oy = iy B
=1 O0x; Ox; bt Oz Ox;
Integrando
/ Vul*dz < / Zn: a~@% + cutdr =
7 Q o Qi,j:l * 6l‘i aLL'j
Maullz < lull? = vAllullay < llull
Logo
Cllullms < llull, onde C = .
Ou seja,

Cllullgy < llully < Allu |#-
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3.4 Principio do Maximo

O Principio do Maximo se divide em dois casos: o Fraco e o Forte. Demonstraremos primeiro o
Fraco, para entao usa-lo na demonstracao do Forte.

Teorema 3.7 (Principio Fraco do Méximo). Seja Q um aberto limitado e u € C2(Q) (N C(Q) tal

que
n

Lu=— Z i () U Uz ; + Zbl(x)uz <0
i=1

4,j=1
onde a;;(x),b;i(z) sdo fungdes continuas em Q e L é uniformemente eliptico e a;; = aj;. Entdo

maxu = maxu
E)) a

Demonstragao: Vamos supor que maxpo u < maxgu. Logo, existe zg € Q tal que u(zg) =
maxg u > Maxao U

Como A(zg) = (a;j(x0)) é uma matriz simétrica, entao A é diagonalizavel e 30 matriz ortogonal

01 0 ce 0
tal que OAO+ =D = 0

. On—1 .

0o ... 0 On

Como L é uniformemente eliptica e A é positiva definida, portanto os autovalores de A sao
positivos.Como A e D sao semelhantes, os seus autovalores sao iguais e dai, 0; > 0 para todo i.

Seja y = 9+ O.(x—x0) Portanto, y—x¢ = O.(x —z(). Como O é ortogonal, 00+ = I, portanto:

Ol(y —x9) = OLO(f —20) = Ol(y —Z0) =T — T = T =T+ Ol(y — o)
Assim, pela Regra da Cadeia:

=1

Note que se denominarmos O = (0;;), temos:

1 1
Y1 on) Tl — Iy
2 011 N O1n 2
Y2 n) T2 — Iy
y = . =x0+ O.(x — zp) = . + : : . =
) ] o ... O '
Un 1’8 nl nn Ty — xg

n n
= :x6+205k (g —z’g) = (Y)w;, =0+ 0 = Uy, = Zuyl o
k=1 =1
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Temos, também:

n n n
Ug;z; = Ua:l x; § uaﬁ, *Okj = E (E uyzoli)ykok‘j = E E :uylyg ’ " Okj
k=1

k=1 1=1 k=11=1
Logo:
n n n n
> i (20)ts e, (20) = Y a E Uy, 010k = D Y Uy, ij0LiOk; =
4,j=1 4,j=1 lk 1 i,j=1k,l=1
n n
= E :uyzyk E , QijOliOkj = E , Uy, i = E Uyy, * di
i,j=1 l,k=1 =1

n
pois g ai;01;0k; = dy,.

4,J=1

Demonstragao do caso geral:

n
LU:_Zaz] uxx]+zb Uzl\

,j=1

Seja ue(x) = u(x) + ce*™ onde A é escolhido de forma adequada e x; é a 1° coordenada de x.

Afirmagao: Lu. < 0 para ¢ > 0 e A adequado.

Observagao: Lu. = L(u + ee’*') = Lu + eLe*t .Ora, como Lu < 0, entdo

n

Lu + eLe™ < eL(e*™) = ¢[— Z a;;(x) (er1),, iz + Zb (er)
ij=1
= —5[@11(20)/\2@“ + by (x)/\e)‘“] = eA[all)\eM“ — b (x)e”l] = —eAeAf”l[au(x))\ — by ()]
Pois bem,—eAe?*t é negativo, e queremos que essa expressao seja negativa, entao queremos que

an(l‘)/\ — b1($) >0

n

como ai(z) > € Z a;j(2)&& | = MEI?, basta tomar € = (1,0, ...,0) = e.

4,j=1

Logo
bi(x)

a1

Lu. < —eXe™[ap A — by ()] <0 se A > sup
Completando a afirmacao.
Logo maxpq ue = maxg ue. Fazendo € — 0, temos:

maxu = maxu
EX9) ol
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Teorema 3.8 (Principio Forte do Méximo).

Seja Q2 aberto, limitado e conexo; seja u € C*(Q) (N C(Q) tal que:

Z QijUg;; + Zb Uy, + c(x)u <0

1,7=1

1° )Suponhamos que c(x) = 0. Se xg € Q tal que u(zg) = maxgu, entdo u(x) = u(zg), Ve € Q

2°) Suponhamos c(x) > 0. Se 3 zg € Q tal que 0 < u(xrg) = maxgu, entdo u(x) = u(xo)Ve €
Lema 1 (Lema de Hopf). Seja Q C R™ aberto e u € C?(Q)(C(Q) tal que:

Lu=-— Z i () U z; + Z bi(x)uy, + c(x)u <0
i=1

4,j=1

1° ) Suponhamos que c(x) = 0, 3 g € N tal que u(x) < u(xg), para x € Q. Se xg satisfizer a
condigdo de Bola Interior, i.e.,3 B,(x') C Q tal que o € IB,(z'), entdo a“(wo) >0

2°) Caso c(x) 2 0 e u(zg) > 0 e u(xg) > u(z), Vo € Q comaxg € N (com a condigio de Bola

Interior), entdo 8“(%) >0

Demonstragao do Lema: 1° caso) Suponhamos, s.p.g., que 2’ = 0. Seja v(z) = e Aal® _ g=Ar?

em B,.(0), onde \ serd construido posteriormente.

Note que:
2 2 2 2
Lo = L(e™Nl" — ey = L(e M=) — L(e™) =

n

== 3 ayl@)e ) H]+Zb (e F)

i,j=1
= — Z aij(1‘)[41‘@17]‘)\267)\‘1|2 — 2)\562‘5”‘67/\'96'2] - qu;)\Qxie*MxP =
i,j=1 i—

n

= e_lez [—4)\2 Z Qij (x)xla:] + 2\ Z xiaii(x) —2X Z z;b; (.Z‘)]
1=1

ij=1 i=1
Como L é uniformemente eliptica, temos que, para algum o, isso é menor ou igual a:
R n
e M (AN 0l + 20D @] + il [bix))
i=1

Considerando que |a;;| e |b;| s@o limitados, ou seja, IM tal que |a;jl, |b;| < M e z; é limitado em
B, (0), essa equagao é menor ou igual a:

e M [—4 0 A2|2)2 + 2M|A|] = e M =4 0 X222+ cA] (A > 0)
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No anel A= {z € Q| § <d(z,0) <r}, vale que isso é menor ou igual a

—Nz|? o 77 _ = Az? 242
e [—4 oA Z—l—c)\]—e [0\ +eA] <0

para A\ suficientemente grande.

Assim, para A suficientemente grande, Lv < 0 em A.

Observagao: Como u(zg) > u(z), Vo € Q, entdo
u(zo) > xenéa;%o) u(z) = u(z1)

Seja € > 0 tal que
u(zo) = u(z) + ev(x), Yz € Bz (0)

Em 0B
m 0B,(0), e e
J=e T —e T = =0

v(z
Logo u(x) + ev(z) = u(x) em dB,.(0).
Como u(r) < u(xg) para x € Q, entdo u(z) < u(zo) para z € Q. Assim, u(zo) > u(z) =
u(x) + ev(x) para x € 9B,(0).

Resumindo o que vimos até agora:

(i) L(u(z) + ev(z) — u(wo)) < 0
(ii) u(z) + ev(z) — ulzo) < 0 em B, (0)

(ifi) u(z) + ev(z) — u(zo) < 0 em IB; (0)

Renomeando w(z) = u(z) + ev(z) — u(zo), temos, pelo Principio Fraco do Maximo:

maxw < maxw < 0
A oA

Mas entao

w(z) < 0= ulx) +ev(z) — ulxo) < 0= u(zg) = ulx) +ev(z) em A

Tomando x = yxg, 7 < 1, temos:
u(zo) = u(yzo) + v(y0)
Como v < 1, podemos fazer:

u(wo) —ulro) _ ev(ra) _ eolze) = viao)

1—7v T 1—n 1—7v
Fazendo v — 1,
] i) de ™ — e ,
a—Z(xo) > —88—:;(960) = Vu(zg) -n = (e P ) = —2xse ™ <0 onde |s| =r
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2° caso) Estd demonstrado em [3], sendo a demonstra¢ao bem parecida com a do 1° caso.

Demonstracao do Teorema:

Seja M = maxgq u. Suponhamos que 3 ¢ € 2 tal que u(zg) = M. Seja A = {z € Q | u(x) = M}.
Logo xo € A. Suponhamos que A # Q, ie., B={z € Q| u(z) < M} # (. Afirmo: 3 21 € B tal
que d(z1,A) < d(z1,00)

Seja R = d(z1,A). Logo Bgr(z1) C B e 0Bgr(z1)(A # 0. Seja yo € dBgr(x1) () A.-Temos que
u(yo) = M, pois yo € A e u(z) < M,V x € Br(x1). Considerando o dominio como sendo Br(z1),
pelo Lema de Hopf, g—Z(yo) >0 (n é normal a 0Bg(z1))

Isso contradiz que ¥y é ponto de maximo local de u no interior de Q)

Vu(yo) = 0= 2 (y0) = 0)

n
.~ . o Ju
Proposicao 3.4. Seja Q um aberto limitado conexo e Lu = — Z (@ij (a:)a—
i,j=1
uniformemente eliptico, onde a;;(z) € C(Q) e a;; = aj;. Seja A1 o menor autovalor associado a L.
Entao o espaco de autovetores associados a A1 tem dimensdo 1 e qualquer autofuncao associada a
A1 ndao muda de sinal.

(7))z,; um operador

Demonstragao: 1) Vamos mostrar que u ndo muda de sinal.
Seja u autofuncao associada a A;.
Afirmagdo: Ouwu > 0 ou u < 0.

Suponhamos que
A={z e Qu(z) >0} #0

B ={z € Qlu(z) <0} #0

Seja uy = max{u,0} e u_ = max{—u,0}. Entdo u = uy — u_. Pela Teoria sobre Espagos de
Sobolev, uy,u_ € Hi() e:

Seja f : R — R uma funcio C! tal que |f/'(z)] < M e u € H(Q).

Afirmacao: fou € HY(Q) e D(f ou) = f'(u) - Du no sentido fraco. Poupamos o leitor da
demonstracao da Afirmacao.

Observagao: Seja g : R — R dada por:

tset>0
g(t)—{ 0set<0
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Assim g(u) = uy.

Seja g.(t) : R — R dada por:
Vit +e2 4+t
9:l) ==

Temos que g. € Ct e

2t
() = sviere T 1 _t+\/t2+52 2V +e2
¢ 2 W2 e +e2

Isso implica que g.(u) € H(Q) e Dge(u) = g.(u) - Du.

Assim,

0 0 0
0. (00u) = (00w (52 ) == [fw) 52 o=ty [ 4 20 (9

Como g.(u) € H!, entdo:

(28):;12(1) Qa(f’;@ (pdgc—hm/gE

gpdx—/a @ dx

Note que na tultima igualdade usamos que g — 1 quando € — 0.

n
ou 0
Denotando B(u,v) fQ Z uau av dx temos:

4,5=1

B(u,u) = B(uy —u_,uy —u_) = B(uy,uy) —2B(us,u_)+ Blu_,u_)

Note que:
Ouy du— / = Ouy Ou_ = Ouy Ou_
B(uy,u / i dr = az——d —|—/ aji——— dx
l_]zl J 81'7, ﬁxj Ai,jZZI 7 8 8IEJ B i,jZ:1 J 3:102 81173
Note que
= Ouy 5’u_ 8u+ 8u_
7,7=1 J
e
B B
M= min 200 L B B s Az Vo e H
vEH] HU”L2 HU”L2
Entao

B(u,u) = Bus,us) + Blu—,u-) > M(|Jut||Z2 + u-|72) = Millulz> = B(u, u)

Logo:
B(ut,us) + Bu—,u-) = Mllus|lfz + A flu]|7-

Como B(ui,ut) = Mllut]|?: e Blu—,u_) > |lu_||2,, entao:
Bluy,uy) = A Jug 122

Blu_,u_) = |[u_|3
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0 que implica em:

B(u-‘rzu-i-) B(u—au—)
AL = 2 = 2
lutl72 Ju—||7-

Mas entao u4 e u_ sao autovalores, isto é:

Luy =XMuy e Lu_ = M\u_
Pela Teoria da Regularidade, u,u, e u_ € C'(Q), pois sdo autofuncoes.
Como Luy = Aus > 0, logo, pelo Principio Forte do Maximo (Minimo), nao existe minimo
interior (= 0) a néo ser que u; = 0, o que ndo ocorre, pois A # (. Além disso, B # 0, isto é,

3 zg € B, e portanto uy(z9) = 0. Absurdo. Assim, ou A ou B = {).

De fato, se u(z) > 0, Vo € Q, entdo, pelo Principio do Méximo, nao existe zop € Q tal que
u(zo) = 0. Portanto, ou u > 0, ou u < 0 em §.

2) Vamos mostrar que, dado V = {u € H} | Lu = \ju}, entdo dim V=1.
Suponhamos que dimV # 1. Entdao 3 v,w € V tal que v e w sdo LI

Como v e w sao LI, entao ;- nao é constante. Logo, 3 1 e 3 tais que:

Suponhamos, sem perda de generalidade,

Seja ¢ constante tal que:
v(z) v(z2)
>
w(wy) w(w2)

=v(zy) > cw(zr) e cw(za) > v(ry) =
=ov(z1) —cw(x) >0 e v(zg) —cw(zy) <0

Defino v — cw = w.

Como u é autofungao de A1, pois é gerada por duas autofuncgoes, e u(z1) > 0 e u(za) < 0, surge
o absurdo, ja que, ou u(x) > 0 ou u(z) < 0, Yz € Q.
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4 Calculo de Variacgoes

4.1 Um Exemplo:

Com toda a ferramenta desenvolvida até agora, podemos comecar a procurar problemas e verificar
quando eles tém solugao. Comecaremos com um exemplo simples. Considere o Problema de
Dirichlet:

(29)

—Au=ulu""t em Q, 0<y<1
u=0 em 90

Para resolver o problema, considere o funcional J : Hi — R dado por:
Jul+!

dx
avtl1

|Vul? d
Q
Afirmagao 1: Se ug é o minimo de J em Hg, entdo ug é solucio de (29). Mais geralmente, isto é
valido se ug é ponto critico de J.

Demonstragio: Sejae > 0e p € Hi. Como ug é ponto de minimo, entao J(ug+ep) —J(ug) = 0,
0 que implica em:

v—1
V(uo + £9)|? dz — Mdm _
\ @
v—1
1

Y
(/Wuﬁdx /'“0' )0

1 lup + e[+t Jup !
= [ = [2¢e < Vug, Vo > + 2|V de—/ dr >0
/ 5 | 0, Ve Vel P P
Fazendo f(t) = ‘fyl:rll, temos, pelo Teorema do Valor Intermediario:

fluo +ep) = f(uo) + f'(uo + ) - £ =

lup + et Jug !
y+1 oy +1

+ (uo + €p)|ug + £ e =

1
= [ 5 e < Vuo Vo> 42196 do — [ w0+ Eolluo+ 67 ep do >0
Q Q

Dividimos tudo por &, que é maior do que 0, chegando a:
€
[ <VuoTe> 45196l do [ (uo+gollun+ 60D o do >0
Q Q

Lembrando o Teorema da Convergéncia Dominada:

Teorema 4.1 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (fy,) uma seqiéncia de fungdes de LP.
Suponhamos que:

(i) fu(x) — f(x) ¢.5. em Q
(i) Eziste uma funcdo g(x) € LP tal que, para cada n, |fn(z)| < g(x) ¢.s. em Q.
Entao f € LP(Q) e |f, — f| — 0.
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Continuando,

J(ug +ep) — J(up)
€

— 0 quando e — 0

1) Note que & — 0 quando € — 0, pois 0 < & < . Logo:

(uo + &p)|uo + o' — uglug|" !

quando € — 0. Em particular, tomando ¢, = %, temos que

(uo + &np)|uo + &l — uolue" ™!

onde &, esta associado a €, = %

2) [(uo + &n)luo + Enp] ™ = Juo + Enpl” < (Juol + [€alle]) el <

< (luol + )]s

que ¢é integrével, pois (Jug| + |¢|)” e |¢| s@o integraveis.

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos:

/ (uo + &n)|uo + &t do — / uolug|" ™" dx
Q Q

quando € — 0.

Logo:
/ < Vug, Vo > dx — /u0|u0|7_1cp dx >0
Q Q

Repetindo o processo com ¢ > 0, temos que:

/<Vu0,V<p> dr — /u0|u0|"’_190 dr <0
Q Q

Portanto,
/ VugVe dor — /u0|u0|7_1g0 dx =0
Q Q

que é a formulagao fraca de

—Au=ulu""t emQ, 0<y<1
u=0 em 00

Note que achamos um funcional J(u) tal que a equagao
J'(u)-¢=0
é a equagdo da formulagao fraca de (29). Assim, provamos que o minimo de J(u) é a solugao de

(29).

Afirmagao 2: J(u) possui um minimo u # 0.
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Demonstragao da Afirmagao:

1* etapa) J é limitado inferiormente:

1 y+1
= f/ \Vul|? de — / [ul dx
2 Ja oY+l

Vamos analisar cada uma das parcelas da soma separadamente.

Lembremos que

Pela desigualdade de Holder, temos:

ati 1

/ '+ de < </ (Jup )7 dx) </ 14 d:z:)q
Q Q Q

onde%—i-i:l.

y+1
Mas isso implica em:

y+1

2
Lo < ([ qupac) ol = duy
Q Q

Note que ¢ = \Qﬁ constante.
Usando a Desigualdade de Poincaré, temos:
cllull 7 < e(kllull )t = Dlull}i’
onde D e k sao constantes.

Logo

1 V-l 1 1
J(u) = */ Vul* dv — /L de > 5 |ullfy - Dlull}i" =
2 Ja ov—1 2 v+1
1 1
= J(u) > 5 fullfy - Elull}y (31)
Fazendo g(t) = %tQ — Et"*t! para t > 0, vemos que g é limitada inferiormente, o que implica que

3 ¢ tal que
gt) = e, Vi2 0= J(u) = c

Assim, J também possui um infimo.
2% etapa) Seja I = inf,cpa J(u). 1 <0.

Seja u # 0, u € H}. Note que:

1 tu|7 1
25/ |V (tu)|? dz — / VULI dx =
Q Q
2 ~y+1
= t2/ |V§‘ dx — |t|7+1/ MT de = t*?A—|t"'B
Q Q7

Para t pequeno, temos

t?A — [tPT'B <0
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pois v < 1. Logo J(tu) < 0 quando ¢ é suficientemente pequeno. Portanto I < J(tou) < 0.

3% etapa) 3 ug tal que J(ug) = 1.

Seja u,, € H} tal que J(u,) — I. Assim, usando (31), temos:

1
5 ”un”z& - EHunH'H—l I J(un) — 1

Logo % ||un|\§{é - EHunH"Jrl fica limitada superiormente. Portanto,||u, ||z fica limitado, pois

e [[un [l — oo, entdo 5 ||unk||2 B, 5 — +o0.

Pela Andlise Funcional e pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, 3 (u,,) subsequéncia tal que
Up, — Up €m H& € Up, — U em L2. J4 vimos que v = ug quase sempre.

Vamos renomear u,, = .
4% etapa) liminf J(ug) = J(uo)

Como uy, — ug em L2, entdo:

v+1 7+1 1
/LOI dr — / [ da:‘ < /||u0‘7+17|w€|‘v+1| dr <
o 7+1 o 7+1 v+1Ja

_2 1

FF1 q

< ug — up|? T de < —— (/uquz> </1qd:c)
'y+1/|0 kl 7_’_1 |ug k| o

Note que [, [ug — ug|* dz — 0 pois uy, — uo.

Como ug — ug em H}, temos:
0>

1 1 1 1
lim inf [|ug || g2 = |Juol| gz = liminf = |jugl|3: = = |uoll3: = liminff/ |Vug [2dz > 7/ |Vug|dz
0 0 2 0 2 0 2 Q 2 Q

Como ) )
lim 7/ lug|"rdx = 7/ luo| " dx
v+1 /o v+1Ja
entao
1 ) 1 » 1 1 -
liminf = [ |Vug|°de — —— [ |ug|""dx = = | |Vugldt — —— [ |uo|""dax =
2 Jo v+1Jg 2 Jo v+1Jg

= liminf J(ug) = J(ug) = I = J(up)
E como J(ug) > I, entao J(ug) = 1.
Conclusao: O problema (29) possui uma solucao fraca néao trivial.

Deﬁnigéio 4.1. Seja Q C R™. Considere L : R® x R x Q@ — R de classe C' e o funcional
fQ (Vu,u,z) de. L é chamado de lagrangiano.

Mediante certas hipoteses sobre L, podemos mostrar que os pontos criticos de J em VVO1 P(Q)
sao solucoes fracas de:

— Z D, L(Vu,u,z) + D;L(Vu,u,z) =0 em Q (32)

1
u=0em 0N
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Em particular, se uo for um ponto de minimo de J, entdo wuy é solugdo fraca de (32). Surgem,
assim, alguma questoes:

1° questdo) Achar uma condigao sobre L que garanta a existéncia de minimo.

Antes de propormos a 2% questdo, vamos a uma definig¢do:

Definicao 4.2. Suponhamos que L satisfaca a sequinte condicdo:
F o, 8> 0 tal que L(p,t,x) = a|p|? — 8, onde 1 < ¢ < o0.
Logo:
J(u) = / L(Vu,u,x) dr > / a|Vul? — 8 dx = a/ |Vul? dx—ﬁ/ dx =
Q Q Q Q
= J(u) 2 o Vul[L, - 8I€ (33)
Claramente, J é limitado inferiormente por —B|€}.

A desigualdade (33) é chamada condigdo de coercividade.

Note que condigao de coercividade nao é o mesmo que dizer que uma fungao é coerciva.

2% questdo) Se u é minimo de J, mas ndo é nescessariamente suave, u satisfaz a equacgéo
(33), Yo € C§°(Q)?
Definicao 4.3. Dizemos que f : I — R é semi-continua inferiormente em a € I se Ve > 0,30 > 0
tal que |z —a| <0 = f(x) > f(a) —e.

Proposicao 4.1. Se f : I — R € semi-continua inferiormente em a € I e x, — a (x, € I), entdo
liminf f(x,) > f(a).

Demonstragao: Dado e > 0, 39 > 0 tal que |z —a| < 8 = f(x) > f(a) —e. Como z,, — a,
Ing tal que |z, —a] <  se n = ng. Logo f(x) > f(a) — ¢, Vn = ng. E isso implica que
liminf f(x,) > f(a) —e. Como ¢ é arbitrario, liminf f(z,) > f(a).

Definigdo 4.4. Dizemos que J : Wh4(Q) — R € fracamente semi-continua inferiormente em
ug € WH4(Q) se para uma sequéncia (u;) em WhH4(Q) valer:
w — w = liminf J(u;) > J(uo)

Teorema 4.2. Seja L : R™ x R" x Q — R uma aplicagdo suave, limitada inferiormente e tal que
p — L(p,t,x) € convexa para t e x fizos. Entdao J € fracamente semi-continuo inferiormente.

Demonstragao: Seja u € Wol’p(Q) e suponhamos que u; — u.

Logo, pelo Teorema da Limitacdo Uniforme, sup ||ulHW01,q < 00. Entao, por Rellich-Kondrachov,

existe subsequéncia (ug, ) tal que u;, — v em L9. Como foi visto, v = u.
Seja I = liminf J(ug). Suponhamos que J(ug) — I. J(u) < I?

Renomeando u;,, = uy, temos ux — uem LY. Entdo, pela Teoria da Medida, 3 (ug, ) subsequéncia
tal que ug; — u quase sempre em (2.

Renomeando uy; = uj, temos:
U; — U g.s.
u; — u em L1
u; = em wha
J(UJ7> — I
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Definigao 4.5. Dizemos que f, converge quase uniformemente a f se, dado € > 0, existe conjunto
A e 3Ing tal que m(A) < e e|fu(x) — f(z)| <e parax ¢ A en > ng.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que, para € < €¢, temos A, C A, .

Pelo Teorema de Egoroff, como u; — u g.s., entao u; converge a u quase uniformemente, isto é,
dado g > 0,3 A,, tal que m(A.,) < €9 e |uj(x) —u(z)| < g para z ¢ A.,. Podemos supor que
A C A, para e < gp.

Seja E. = Q\A.. Defina F. = {z € Q| |u(z) < L e [D(u(x))] < 1}.
Note que: [Q\E.| — 0 e |Q\F| — 0.
Seja G, = E. () F- Note que |Q\G.| — 0.

Como L ¢ limitado inferiormente, L > ¢, para algum ¢ € R, ou seja, L — ¢ > 0. Renomeamos
L—c=1Lx

Como L é convexo, L* é convexo. Vamos trabalhar com L*, renomeando por L. Portanto, L > 0.

Logo:

J(“j):/QL(VUj,Uj,x) dw)/G L(Vuj,uj,x) dx

Lembremos que se f : A — R é convexa e diferencidvel em z¢ € A, entdo, tomando f(xg) +
f(xo) - h = f(zo) + f'(x0)(x — x0), temos:

f convera < f(x) = f(xo) + f'(x0)(x —xo) Vz, 70 tal que, ou (z,z0) C A, ou (z9,2) C A
Pois entao, como L é convexa em p, entao:
L(Vuj,u;,x) > L(Vug,uju, x) + Dy L(Vug, uj, ) (Vu; — Vug)

O que implica em
J(uj) = / L(Vuj,u;,x) de > / L(Vug,u;, ) dw—i—/ D, L(Vug, u;,z)(Vuj — Vug) dz
GE Gs GE

Como u; — up uniformemente em G, e D, L é continua, entdo Dp,L(Vug,uj, ) — DpL(Vug, ug, x)
uniformemente em G..

Logo
/ D, L(Vug,u;,z)(Vuj — Vug) do =
Ge

= / D, L(Vug, uj,z)(Vuj — Vug) dz —/ D, L(Vug, ug, z)(Vuj; — Vug) de+
Ge G
+/ DpL(VU(),U(),{E)(VUj - VU()) dxr =
G

= / (DpL(Vug,uj, ) — DpL(Vug, uo, x))(Vu; — Vug) d:v—i—/ D, L(Vug, ug, z)(Vuj; — Vug) da
Ge G

Note que D, L(Vug, u;,z) — DpL(Vug, ug, z) — 0 uniformemente, (Vu; — Vug) é limitada. Além
disso, [, DpL(Vuo,ug,z)(Vu; — Vug) do é um funcional linear limitado em W4(9), logo vai
para 0, pois u; — up em Wh4(Q2). Entéo:

/ D,L(Vug,u;,z)(Vu; — Vug) dez — 0
Ge
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Temos, entao:
/ L(Vug,uj,x) dx—>/ L(Vug,uj,x) do
GE GE
pois u; — up uniformemente, L é continua e Vug ¢ limitada.

Portanto, fazendo j — oo, temos que
lim inf J(u;) 2/ L(Vug,uj,x) dx
Ge
e como [ = liminf J(u;), entdo:

I}/ L(Vug,uj,x) dz
G

€

47

Quando € — 0, [, L(Vuo,uj,x) dv — [o, L(Vug,uo, ) dz, visto que L > 0. Mas entao

1> / L(Vug, ug, x) de = J(ugp)
Q

Teorema 4.3. Suponha que L satifaz a desigualdade de coercividade e é convera na varidvel p.

entao

J(u) = /QL(Vu,ch) dx

. iy 1
possui um minimo em Wy*(§2).

Demonstracao: Seja I = infueW(}’P(Q) J(u)

1° caso) I = 400

Neste caso, J(u) = I, Yu € Wy*(2), ou seja qualquer u € W, ?(Q) é minimo de .J.

2° caso) I < 400

J& vimos que a desigualdade de coercividade para L implica na condigao de coercividade J(u) >

o Vul|2, — 8]9Q]. Logo J(u) = =S|, Yu € Wy (). Portanto I > —oco (I € R).

Seja (u,) sequéncia em W, *(Q2) tal que J(u,) — I. Como J(u,) é convergente, ¢ também

limitada. Ou seja, 3D > 0 tal que J(u,) < D, Vn € N.

Pela condicao de coercividade ,

D = J(un) 2 a[Vullg, = BI9 = [[Vul|7, >

ou seja, Vu, ¢é limitada em L9.

D + 5|9
o

Pela Desigualdade de Poincaré, |ul|zq é limitada. Logo u, é limitada em W, ().

Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, 3(u,,, ) subsequéncia convergente em L7: w,

Afirmagio: WyP(Q) é reflexivo:

Demonstracao da Afirmagao: L? é reflexivo = L x ... x L4 é reflexivo.

Seja @ : WyP(Q) — LUQ) x ... x LI(Q) dada por:
ow ow

(I)(w):(w7871'1”87xn)

k

— v e L1,
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Considere a norma em L(2) x ... x L1(Q) dada por:

1
[wi, .oy wpga || = (lwrl|Ta + -+ [[wngal|7a) ™
Logo
ow ow 1
[@(w)[| = (lwillfe + I3 170 + -+ 15 70) 7 = lwllwre
0x1 ox
n

Entao ® é imersao isométrica.
Assim ®(WHP) ¢ fechado em L9 x ... x L4, pois WP é completo.
Logo ®(W'P) é um subespaco fechado de um reflexivo e , portanto, reflexivo.
E como ® é uma transformacio linear isométrica, entdo WP é reflexivo.
Note que VVO1 P ¢ reflexivo pois é fechado em WP,

Continuando, entao, como WO1 P(Q) é reflexivo, temos que (uy,, ) possui uma subsequéncia fraca-
mente convergente, isto ¢, I(un,, ) em WyP(Q) tal que Upy, —UE WP ().

Como ja vimos, u = v quase sempre. Assim, renomeando u; = Unp,, , teMOs u; — u em Lie
1
w — uem WyP(Q).

Como L é limitado inferiormente, suave, convexo em p, pelo Teorema 4.2, J é fracamente
semicontinua inferiormente.

Logo liminf J(u;) > J(u) j& que u; — u.
Entao I > J(u), o que implica que u é ponto de minimo de J.
Teorema 4.4. Seja L(p,t,x) um lagrangiano que satisfaz as sequintes condigdes de crescimento:
(1) |L(p, t, )| < c(|p|* + [t[* + 1)
(i1) | DyL(p,t,2)| < c(lplt=" + 111 +1)
(iii) | D¢ L(p, t, )| < c(|pl?™! + [t]971 + 1)
onde ¢ > 0 é uma constante que nao depende de p,t,x.

Se ug € WyP(Q) € um minimo do funcional

J(u) = / L(Vu,u,x) dx
Q
Entao ug satisfaz:

/ Dy L(Vug, ug, x) - Vi dx +/ D.L(Vug,ug,z) - ¢ dz =0 Vo € Wy P (). (34)
Q Q

Demonstragao: Note que ji haviamos mostrado (34) no caso em que uy é um minimizador
suave e ¢ € C§°.

Veremos agora que com as condigoes de crescimento sobre L é possivel estender o resultado para
Lp
€ Wyt (Q)

Seja @ € WP (). Logo Jp, € C3°(Q) tal que @, — @ em W, ().
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Provamos que se ug é suave, para ¢, € C§°, vale:

/ D,L(Vug,ug, )V, dc —|—/ D:L(Vug,ug, ) - @, de =0
Q Q

Afirmacao 1: [, D,L(Vug, ug, x) - Vo d — [ DpyL(Vug, ug, x) - Vo dx

Demonstracao da Afirmacao 1:

<

/ D,L(Vug, ug, ) - Vi, de — / D,L(Vug,up,z) - Vo dz
Q Q

|DpL(Vug, ug, z)| - |V — V| dx (35)
Q

Aplicando a Desigualdade de Holder, temos que :

(35) < (/ \DpL(Vuo,uo,a:)|ﬁ dm) ’ (/ Vo — Ve, |? dac) ’ <
Q Q

< </ c(|Vug|T + Jugl?™! + l)q%l dx) ’ (/ Vo — Vp,|? dx) ! (36)
Q Q

1
Observando que ([, [V — Vi, |? dz)* — 0 temos:

(36) < / (Vo175 + (Juolt=) T +175]F da (/ Vi — Vo dx> "0
Q Q

g—1

pois [, (|Vuo |9 )T T + (Jue|T1) 7T + 171)"F da < +oo

Para D; a demonstracao é idéntica, entao:

/ D,L(Vug,ug,z) - Vo dx —|—/ D:L(Vug,ug,z) - ¢ de =0
Q Q

Agora iremos mostrar para ug € W, *(€2) niio necessariamente suave.
Dada ¢ € W, (), defina I : R — R por:

J(uo +ep) — J(ug) fQ L(V(ug + p),uo + ep, ) — L(Vug,ug, x) dz
€ €

I(e) =

Renomeando:
L(V(uo + €p),up + ep, x) — L(Vug, ug, )

3

L. =

Como wug, Vug, p, Vo € Li(), entdo estdo definidas quase sempre, isto é, 3A C Q tal que
m(Q\A) =0 e up(z), p(x) € R e Vuy, Vyp € R" para x € A.

Seja xg € A. Como L é suave e ug(xg), Vuo(xo), ¢(x0), Vio(xo) estio fixos, entdo L. é suave em
€ # 0, e, quando € — 0,

Le(z0) — DpL(Vug,ug, z0) - V(xo) + D L(Vug, uo, ) - ¢(20)

Assim, L. — D,L + D;L quase sempre, quando € — 0.



4 CALCULO DE VARIACOES 50

Note que, para xg € A, vale:

|L(Vuo(wo) +eVp(xo), uo(wo) + ep(wo), zo) — L(Vuo(x0), uo(x0), z0)| =

€ d
/ T L(Vug(zo) + sV(xo), ug(xo) + se(xo), zo) ds| <
0

/06 |DpL(Vuo(z0) + sV(20), uo(0) + s¢(w0), w0)| - [Veo(w0)| + [ D L(Vug, ug, 2)|| - p(x0)| ds <
S /oE (| Vuo (o) + sV(xo) 97" + |uo(wo) + ()9 + 1) - [Veo(zo)|+
+ (| Vuo(wo) + sVe(x0) |9 + |uo(2o) + (o) |97 + 1) - |p(wo)]| ds (37)

Pela Desigualdade de Young;:

) < C/Oe <|V<,0(qa?0)q n q; 1|Vuo(xo) n chp(xo)|q> +

. (W(fo”q NE ! o(on) Hw(%)'q) . <|V<P(qa:0)q N q;1 .1) +
N <|s0(9;o)|q n %quo(xo) I 5v¢(z0)|q) + (@(!Zo)l" + %wo(xo) + sw(xo)|q> +
= [ oot + Siptap + 224
+ 2 )+ 59l + 2 D) + st ) s (39)

Note que, sendo s < e < 1,
[Vuo(zo) + sVp(wo)|* < ([Vuo(zo)| + [s|[ V(o)) < ¢ Vuo(zo)|? 4[| Veo(zo))? <

< o Vuo(@o)|* + [e] | Vep(20) [T < e([Vuo (o) + [Vip(wo)[)*

Entao
(38) < c [ AV(ao)l" + Blo(ao)l" + CIVua(eo)? + Dlua(ea) ! + E ds <
0
<K [ V()" + plan)|" + [Vun(ao)|" + fuofao)]? + 1 ds =
0
= eK([Vip(xo)|? + (o)l + [ Vauo(zo)|” + o) +1)
Logo

eK(IVep(xo)| + l(@o)l* + [Vuo(zo)|* + |uo(z0)[* +1) _
£
= Le(z0) < K(|Vp(x0)|? + [p(x0)|? + [Vuo(xo)|? + [uo(zo)|? + 1)

LE(-’”O) <

Chamando g(z) = K(|[Ve(z)|? + |o(2)|? + [Vue(z)|? + |up(x)|? + 1), temos que g(z) € L e
L.(z) < g(z) para x € A.
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Assim, como L.(x) — DpL(Vug,up,x) - Vo(z) + DiL(Vug,up, ) - ¢(x) quase sempre, pelo
Teorema da Convergéncia Dominada,

/ L.(z) dv — | D,L(Vug,uo,x) Vo dr+ [ DL(Vug,ug,z)- ¢ dx
Q Q Q

Como I(g) > 0 para € > 0, temos que o limite é > 0. E como I(g) < para € < 0, temos que o
limite é < 0. Entao o limite é igual a zero.

Unicidade: Seja ug solucao fraca do problema:

- Z D,,L(Vu,u,x) + D, L(Vu,u,z) =0 em Q (39)

1
u =0 em 0N

Logo ug satifaz :

/ D,L(Vug,up,x) - Vo dx Jr/ D L(Vug, ug, ) - ¢ dr =0 Yo € WyP(Q)
Q Q

Como L é convexa, vale:

Seja w € Wol’p(Q). Aplicando a desigualdade acima para t = ug, s = w, p = Vug, e ¢ = Vw,
temos:

L(Vw,w,z) > L(Vug, up, x) + DpL(Vug, uo, ) (Vw — Vug) + Dy L(Vug, ug, ) (w — up)
Integrando, temos:
/QL(Vw,w,x) dr > /QL(Vuo,uo,x) dx—|—/QDpL(Vu0,uo,a:)(V(w —ug))+
+DL(Vug,ug, x)(w — ug) dz

Como
/ D, L(Vug,uo, z)(V(w — ug)) + Dt L(Vug, uo, ) (w — up) dez =0
Q

, pois ug € solucao fraca, entao:
/ L(Vw,w,z) dr > / L(Vug, ug, x) de = J(w) = J(ug)
Q Q
Teorema 4.5. Seja Q C R™ conexo, e L um lagrangiano tal que:

(1) L=L(p,x)

(i) Z Dypp; L(p, ) &:&5 > 6|¢|%, para algum 6 > 0 que independe de x e €.

4,7=0

Entio s6 existe um minimo para o funcional J(u) = [, L(Vu,u,x) dx em Wol’p(Q).
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Demonstracao: Sejam u; e ug minimos de J em Wolp(ﬂ) Seja v = %
Afirmagao: Se uy # ug, entdo J(v) < J(uy1) = J(uz).

Demonstracao da Afirmacao: Pela férmula de Taylor com resto de Lagrange:

L"(p+¢&h,x) - h?

L(p+h,x) = L(p,x) + L' (p,x) - h + 5

parap,h € R" e 0 < £ < 1 e z fixo.
Pela condigao (ii),

L"(p+ €h,x) - h?
2

_qn _ <h,HL(p+&h,xz)-h>
— L(p+ €hia) - ()2 = : -
o|n[?
2

1 n
9 Z Dy, L(p +&h, x) - hihj >

i,j=0
Logo:

O que implica que a funcao L é estritamente convexa.

Aplicando essa desigualdade para p = Vv e h = Vu; — Vo, temos:

1
L(Vuy,z) > L(Vv,z) + D, L(Vv,z) - (Vu; — Vo) + 3 0|Vu; — Vol?

Analogamente:

1
L(Vug,x) > L(Vv,z) + D,L(Vv,z) - (Vus — Vv) + 3 0|Vuy — Vu|?

Note que, como: (Vu; —Vv) e (Vuz — V) sdo simétricos, se somados fica igual a zero. Portanto:

2

L(VU1,$)+L(VUQ,$) >2L(VU,1~)+0‘VU1;VU2
L L ~ )
:/ (Vu,2) % H{Vus2) dw/L(w,x)ﬁ‘M .
Q 2 0 5 5

J(ul) + J(ug)
2

Como J(u1) = J(uz) = minimo = m, entdo:

0
2](1})—1—7/ |VU1—V’U,2|2 dx
8 Ja

0
J(v)ém—f/ |Vuy — Vuy|® da
8 Ja

Entao J(v) < J(u1) = J(uz), concluindo a Afirmagdo. Mas como m é minimo, J(v) ndo pode ser
menor que m, logo:

Q/ |Vu1—Vu2\2 de =0
8 Ja

Como 2 é conexo, u; —us = k constante. Como u; e us valem 0 na fronteira, temos que u; —ug = 0
0 que implica em uy = us.
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4.2 Minimizacao de Superficie:
Agora chegamos ao desfecho do nosso trabalho, quando apresentamos um problema que se encaixa
em tudo que foi desenvolvido até aqui.
Seja C um a curva fechada tal que C € R2. Seja f : C — R3.Seja € a 4rea no interior da curva.
Problema: Achar v : Q — R tal que:
(a) u= f em C.
(b) graf(u) tem drea minima.
A questao é: Essa superficie é tinica?

Lembremos que a drea de graf(u) é dada por:

S(u) = /Q (1+ |VuP)? da (40)

Desejamos minimizar (40), onde u € W'P(Q) e u = f em 0.

Afirmagdo: Se uj e ug sdo solugoes do Problema (40) tal que Vuy e Vusy sdo limitadas, entéo
Up = ug.

Demonstracio da Afirmacio : L(p) = (1 + |Vu|?)2 é o lagrangiano associado ao funcional drea

S.

L = L(p), ou seja, a condigdo (i) do Teorema 4.5 estd satisfeita.

> Dy, Lp) - &&5 > 01¢[°, V€ € R™, onde 6 néo depende de p e £ ?

ij=1

Infelizmente, isto nao é verdadeiro para todo p.

1 1 Dj
_ 2 _ L J
Dy, L(p) = Dy, (1 +|p[")2 = 21+ |p|2)% 2p; = 1+ \p|2)%
i _ Pi
D, L(p) ( pj ): S+~ 2 s _ (1 +[pP?) — pip;
(1+1p|) 1+ [pP? (1+1p|*)?
Logo
= ~ 0i;(1+ |p[*) — pip;
Dypp, L(p) - &i&5 = ’ T &g =
121 ’ 1‘;1 (1 + ‘p|2)2
J j
= fzfj - — = & (41)
Hzl (1+p?)? w-zzl (1+1[pl?)?
Note que:
z”: dij (1 + [pl ) € = zn: (1L+[pP) e = (1+|pl*) Z 1
iSj = TS T T 9.3 1
S (L p?)2 = (L+p?)> (L+pl?)? = (1+ |pl?)= €2
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Note, também, que:

'Zl # &&= (1 +| ‘ Z pi&ipi&; = szgz ijﬁj =
i,j=

3,7=1 +‘ |
1 172
3 pi&i < 3 13 p? =
(+||2<Z ) 1+||22<Z><;>
- pip; 2 2 1
= = G& <l ——
Z: (1+|p)E > (1+pP)?
Assim,

= = -é)?
A+ (+p»)E A+ (1+p)?
No entanto, como estamos supondo que Vu; e Vus sao limitados, entao para p = Vuy e p = Vuo,
temos que:
1
——>60>0
(1+[p?)2

Logo a condigao (ii) do Teorema 4.5 ¢ satifeita para p = Vuy e Vuge. Entéo, com as condigoes
satifeitas, temos que u; = us.
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