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RESUMO

A Teoria Espectral de Grafos tem como objetivo descobrir proprieda-
des de um grafo G através da analise do espectro de uma matriz associada ao grafo.
Nesta dissertagao estudamos a matriz de adjacéncia A(G), a matriz laplaciana L(G)
e a matriz laplaciana sem sinal Q(G). Para cada uma dessas matrizes estudamos o
comportamento dos autovalores no que diz respeito a integralidade. Mais especifi-
camente, estudamos os grafos integrais, os grafos (J-integrais e os grafos L-integrais,
que sdo os grafos que tém espectro inteiro em relagdo as matrizes A(G), Q(G) e

L(G), respectivamente.

Estudamos a variagao espectral inteira via adicao de aresta para a ma-
triz laplaciana. Vimos que se os autovalores da matriz laplaciana variam de maneira
inteira, entao um dos autovalores aumenta em duas unidades ou dois dos autovalores
aumentam em uma unidade cada um. Esses dois tipos de variacoes sao conhecidas
como variagdo espectral inteira em um lugar e dois lugares [26, 33], respectiva-
mente. FEssas duas variacoes foram cruciais para estabelecermos uma estratégia
para construcao de grafos L-integrais por adicao de arestas. Além disso, estudamos
os grafos construtivelmente laplaciano integrais [28], que sdo um subconjunto dos
grafos L-integrais. Caracterizamos este subconjunto através dos subgrafos induzidos

e mostramos uma técnica alternativa para calcular o seu espectro.

Estudamos também algumas familias com infinitos grafos integrais e

grafos Q-integrais construidos através do join de grafos regulares [12, 15, 24].
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ABSTRACT

The spectral graph theory aims to discover properties of a graph G
by analyzing the spectrum of a matrix associated to the graph. In this thesis, we
study the adjacency matrix A(G), Laplacian matrix L(G) and the signless Laplacian
matrix Q(G). For each of these matrices we study the behavior of eigenvalues with
respect to integrality. More specifically, we study integral graphs, ()-integral graphs
and L-integral graphs, which are graphs that have integral spectrum with regard to

the matrices A(G), Q(G) and L(G), respectively.

We study the spectral integral variation for the Laplacian matrix under
the addition of an edge. We have seen that if the eigenvalues of the Laplacian matrix
change by integer quantities, then one of the eigenvalues increases by two units or two
of the eigenvalues increase by one unit each. These two types of variation are known
as spectral integral variation in one place and two places [26, 33|, respectively. These
two variations were crucial to establish a strategy for building L-integral graphs by
adding edges. Moreover, we studied the class of constructably Laplacian integral
graphs, that are a subset of L-integral graphs. We characterize this subset through
vertex-induced subgraphs and show an alternative technique for calculating their

spectrum.

We also study some families with infinite integral graphs and Q-integral

graphs built through the join of regular graphs [12, 15, 24].
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1 INTRODUCAO

1.1 Introducao a Teoria de Grafos

A cidade de Kénigsberg (territério da Prussia até 1945, atual Kalinin-
grado) é banhada pelo rio Pregel que, ao atravessar a cidade se ramifica formando
uma ilha (Kneiphof) que estd ligada ao restante da cidade, por sete pontes. Dizia-se
que os habitantes da cidade, nos dias de descanso, tentavam efetuar um percurso
fechado (percurso que sai de um lugar e retorna ao mesmo) que os obrigasse a passar
por todas as pontes, mas apenas uma vez em cada uma. Como as suas tentativas
nunca davam certo, muitos deles acreditavam que nao era possivel encontrar tal

percurso. Sera que tinham razao?

Antes de discutirmos este problema das pontes, olhemos para o conceito
de grafo. Um grafo G é um par ordenado (V, E) que consiste de um conjunto V'
finito e nao vazio cujos elementos sao chamados de vértices, e um conjunto F de
subconjuntos de dois elementos de V' denominados de arestas. Um grafo pode ser
representado de varias maneiras, a mais comum delas é representar os vértices por

pontos e as arestas por ligagoes entre estes pontos, como na Figura 1.1.

Figura 1.1 Exemplo de um grafo

Voltando ao problema inicial, Euler em 1736 o resolveu [17] usando um
raciocinio muito simples. Considerou as pontes como as arestas e as ilhas ou mar-

gens como vértices, criando possivelmente o primeiro grafo da histéria, ver Figura



1.2. Mais do que resolver o problema, Euler o generalizou e introduziu o conceito
de caminho euleriano. Para ser considerado euleriano, um grafo deve possuir um
caminho (fechado (que sai e volta ao mesmo lugar) ou aberto (que sai e ndo retorna
ao mesmo lugar)) que passe por todos as arestas apenas uma vez. Euler mostrou
que todo grafo conexo possui caminho euleriano se somente se todos o vértices deste
caminho tém grau par no caso do caminho fechado ou todos os vértices tém grau par
exceto os vértices dos extremos deste caminho no caso do caminho aberto. Logo, o
grafo que representa o problema das sete pontes de Konigsberg nao pode ser consi-
derado euleriano, pois todos os quatro vértices tém grau impar, e portanto nao ha

caminho que passa por todas as pontes apenas uma vez.

Figura 1.2 Grafo modelo das 7 pontes de Konigsberg

Outro problema cléssico da Teoria de Grafos é o problema da coloracao
de mapas. Sabe-se que a cartografia teve uma importancia muito significativa no
desenvolvimento das civilizacoes. Muito cedo, mapas foram sendo desenhados e
gragas a esses mapas novas descobertas puderam ser feitas. Na época das navegagoes

a sua difusao atinge seu auge.

Desde muito cedo se conjecturou que quatro cores bastariam para co-
lorir mapas de tal maneira que paises vizinhos nao tivessem a mesma cor. Este
problema foi modelado da seguinte forma: os vértices representavam os paises e
dois vértices eram ligados se os paises correspondentes tivessem fronteira em co-
mum. Desta forma, o problema consiste em encontrar o ntimero minimo de cores
necessarias para colorir os vértices do grafo de tal maneira que vértices adjacentes

nao possuam a mesma cor. Em 1852, Francis Guthrie enquanto tentava colorir os



varios distritos do mapa da Inglaterra de tal modo que dois distritos vizinhos nao
tivessem a mesma cor, conjecturou que qualquer mapa poderia ser colorido com
apenas quatro cores. O problema da determinacao do niimero minimo de cores ne-
cessarias para colorir um mapa de forma que paises com fronteira comum tenham
cores diferentes seguiu sem solucao por muitos anos. Matematicos perseguiram por

muito tempo a sua prova.

A conjectura seguiu até 1976 quando Kenneth Appel e Wolfgang Ha-
ken [2] apresentaram uma demonstragao do Teorema das Quatro Cores, através
do uso de aproximadamente 1200 horas de calculo computacional, que prova que
qualquer mapa poderia ser colorido com apenas quatro cores! Muitos dos melhores
matematicos do século XX trabalharam seriamente neste problema e pelo caminho
muitas questoes foram postas e varios problemas relacionados foram resolvidos. Este

estudo teve um papel muito importante no desenvolvimento da Teoria de Grafos.

1.2 Introducao a Teoria Espectral de Grafos

A Teoria Espectral de Grafos é uma &area da Teoria de Grafos que
relaciona a estrutura de um grafo com propriedades obtidas da Teoria de Matrizes
e Algebra Linear. Os estudos em Teoria Espectral de Grafos consideram a obtencao
de invariantes de grafos a partir do espectro de matrizes associadas a estes grafos. As
matrizes mais utilizadas sao as de adjacéncia, incidéncia, laplaciana e laplaciana sem
sinal. A Teoria Espectral de Grafos teve origem na Quimica Quantica. Em 1931,
Huckel [25] produziu um modelo teérico para um problema a partir de moléculas de
hidrocarbonetos nao saturadas em que os niveis de energia de certos elétrons eram
representados por autovalores de um grafo. Com o artigo [38] de Collatz e Sinogowitz
foram estabelecidos os fundamentos da Teoria Espectral de Grafos, consolidada em

1971, com a tese de doutorado de Cvetkovi¢ [9].



Ha& vérias propriedades de grafos que podem ser deduzidas através dos
autovalores, autovetores e polinomios caracteristicos das matrizes associadas a estes
grafos. A matriz de adjacéncia de um grafo G com n vértices, com conjunto de
vértices V' = {v1,...,v,}, é a matriz quadrada A(G) de ordem n com entradas a;

dadas por:

1, se{v,v;} € E;
aij =

0, se{v,v;}¢E.

Podemos verificar varias propriedades do grafo analisando a prépria ma-
triz de adjacéncia, o seu polinémio caracteristico Py(q)(x) = 2" + a1z ! +asa™ 2 +

-+ +a,_1T + a, ou os seus autovalores, como por exemplo,

e o numero de arestas ¢é igual a —as, e também ¢é igual a soma da metade

dos quadrados dos autovalores;

Y

, ‘A - — L tr(A(G)?
e o numero de triangulos ¢ igual a =2, e também ¢ igual a %‘

a entrada da matriz A(G)* situada na linha i e na coluna j é o niimero

de caminhos de comprimento ¢ entre o vértice v; e o vértice v; do grafo

G;

um grafo G é bipartido se, e somente se, o espectro de A(G) for simétrico

em relagao ao zero.

A matriz laplaciana de um grafo, assim como as outras matrizes as-
sociadas a grafos, é uma ferramenta importante para obter informacoes sobre os
invariantes de um grafo. Por exemplo, Fiedler mostrou em [18] que um grafo é
conexo se e somente se o seu segundo menor autovalor laplaciano for maior que
zero. Um dos mais importantes resultados sobre a matriz laplaciana é o Teorema

da Monotocidade de Fiedler [3]. Esse teorema relaciona a estrutura dos vértices de

4



um grafo com qualquer autovetor associado ao segundo menor autovalor da matriz
laplaciana. Outra aplicacao importante da matriz laplaciana é o Teorema Matriz-
arvore [1], que em sua versao espectral nos diz como obter o nimero de arvores

geradoras de um grafo através dos autovalores de sua matriz laplaciana.

A matriz laplaciana sem sinal, dentre todas outras mencionadas ante-
riormente, tem assumido papel relevante dentro da Teoria Espectral de Grafos pois
ha fortes indicios experimentais com grafos com até 11 vértices, de acordo com os
resultados apresentados em [23, 36], de que o espectro dessa matriz associado ao
grafo descreve de maneira mais clara as propriedades estruturais do mesmo. Pois,
segundo estes experimentos computacionais, ela produz um menor nimero de pa-
res de grafos coespectrais nao isomorfos. Por isso ha um crescente interesse dos

pesquisadores em estudar o comportamento dos autovalores desta matriz.

Em 1980 surge o primeiro livro sobre Teoria Espectral de Grafos, Spectra
of Graphs: Theory and Application [12], dos autores D. Cvetkovi¢ , M. Doob e H.
Sachs. Nos ultimos anos, o nimero de livros sobre Teoria Espectral de Grafos vem
crescendo rapidamente, com destaque para [8, 11, 13, 20]. Ha vérias aplicagoes da
Teoria Espectral de Grafos na Quimica [22, 35], na computacao e em problemas de

particionamento.

1.3 Introducao a integralidade de grafos

Dentre o vasto nimero de tépicos de pesquisa importantes na Teoria
Espectral de Grafos, a busca por grafos integrais ¢ uma delas, isto é, grafos cujo
espectro em relacao a matriz de adjacéncia é constituido somente por nimeros in-
teiros. O interesse por grafos com esta propriedade se iniciou em 1973, quando
Harary e Schwenk publicaram o artigo Which graphs have integral spectra?[24]. Os
autores notaram que uma caracterizacao geral destes grafos parecia um problema

bem complicado e a partir de entao, a procura por grafos integrais se da através



de classes especiais de grafos. Uma aplicacao importante dos grafos integrais é a
transferéncia perfeita de estados arbitrarios em quantum spin networks [5]. Um dos
primeiros resultados mais gerais sobre grafos integrais é devido a Cvetkovi¢ em [7].
Neste artigo Cvetkovi¢ mostra que o conjunto de todos grafos r-regulares integrais,

com r fixo, é um conjunto finito.

Determinar ou caracterizar drvores integrais também nao é facil [39].
Apesar de haver alguns resultados mais gerais, grande parte dos artigos encontrados
na literatura aborda casos particulares. Em [24], Harary e Schwenk mencionaram

as arvores integrais, mas os primeiros resultados contundentes foram publicados por

Watanabe [40] e Watanabe e Schwenk [41].

A medida que as outras matrizes (laplaciana e laplaciana sem sinal)
foram inventadas, o questionamento analogo ao que deu nome ao artigo de Harary e
Schwenk foi naturalmente feito para o espectro das outras matrizes. Isso deu origem
ao estudo dos grafos L-integrais e (J-integrais, que sao os grafos que tém espectro em

relagao as matrizes L(G) e Q(G), respectivamente, constituido somente por inteiros.

Em 1994, Grone e Merris [21] estudaram os grafos L-integrais, também
conhecidos como laplaciano integrais. Eles enfatizaram que, comparados aos grafos
integrais, os grafos L-integrais apareciam de maneira mais frequente. Por exemplo,
do total de 112 grafos conexos com 6 vértices, 37 sao L-integrais enquanto que
apenas 6 sao integrais. Esta observagao despertou o interesse em grafos L-integrais.
Diferentemente das arvores integrais, o problema de determinar quais arvores sao L-
integrais estd inteiramente resolvido (portanto, o problema das arvores Q-integrais
também, pois veremos que no caso dos grafos bipartidos os espectros de Q(G) e L(G)
coincidem). Fiedler [18] provou que, se T é uma &rvore, entao sua conectividade
algébrica (segundo menor autovalor da matriz laplaciana) é menor do que 1, exceto
se T é uma estrela (T = K, ,,). Uma vez que Spect(L(K;,)) = {n, 1"~ 0}, temos
que uma arvore 1’ é L-integral se, e somente se, T' = K ,,. Assim, para cada n € N,

existe uma tunica arvore L-integral de ordem n + 1.



Nesta dissertacao vamos estudar os grafos integrais, os grafos L-integrais
e os grafos Q)-integrais, trabalhando com foco nas operagoes que preservam a integra-
lidade, L-integralidade e ()-integralidade, respectivamente. Ou seja, operagoes que
quando aplicadas em um grafo com espectro inteiro em relacao a uma das matrizes
anteriormente citadas, geram um novo grafo que herde esta mesma propriedade. De
posse destas operacoes construiremos familias de grafos integrais, grafos ()-integrais

e caracterizaremos algumas familias de grafos L-integrais.

No Capitulo 2, apresentaremos alguns grafos especiais e definiremos
alguns conceitos preliminares e de suma importancia para o desenvolvimento de

uma teoria basica sobre grafos.

No Capitulo 3, dedicaremos nosso foco as matrizes de adjacéncia, lapla-
ciana e laplaciana sem sinal. Mostraremos algumas propriedades sobre os espectros
dessas matrizes. Tais propriedades serao fundamentais para desenvolvermos nosso

estudo sobre a integralidade de grafos nos capitulos 5 e 6.

No Capitulo 4, estudaremos a variagao espectral inteira, [26, 33], mais
especificamente, estudaremos quando o espectro da matriz laplaciana varia de ma-
neira inteira quando adicionamos uma aresta e em um grafo GG, ou seja, veremos
quando a diferenga entre o autovalor «; de L(G) e o correspondente autovalor /3; de
L(G + e) é um numero inteiro. Quando «; — 3; é um nimero inteiro para todo i
dizemos que ocorreu variacao espectral inteira via adicao da aresta e. Neste capitulo
mostraremos condicoes necessarias e suficientes para que ocorra as variacoes espec-
trais integrais em um e dois lugares. Estes resultados serao primordiais para que
no Capitulo 5 possamos estabecer uma estratégia para a construcao de grafos L-

integrais por adicao de aresta.

No Capitulo 5, iniciaremos o estudo sobre a construcao de grafos L-
integrais por adicao de aresta com base no artigo Constructably Laplacian integral

graphs [28], de Kirkland. Neste capitulo estudaremos os grafos laplaciano integrais,



ou seja, grafos que tém o espectro em relagao a matriz laplaciana constituido so-
mente por nimeros inteiros. Com base no estudo da variagao espectral inteira, feita
no capitulo anterior, veremos como obter um grafo L-integral adicionando somente
uma aresta e em um grafo L-integral dado. Apos isso, definiremos um subconjunto
dos grafos L-integrais que sao os grafos construtivelmente laplaciano integrais defi-
nidos por Kirkland [28]. Esses grafos podem ser obtidos de um conjunto de vértices
isolados adicionando uma aresta por vez de tal forma que a cada adicao de aresta um
novo grafo L-integral é obtido. Kirkland caracterizou os grafos construtivelmente
laplaciano integrais através de subgrafos induzidos, mais precisamente, mostrare-
mos que um grafo é construtivelmente laplaciano integral se e somente se nao tiver
nenhum Pj e Cy como subgrafo induzido. Falaremos de como obter o espectro lapla-
ciano dos grafos construtivelmente laplaciano integrais associando a eles uma arvore
direcionada. Também estudaremos os grafos terminais, que sao os grafos constru-
tivelmente laplaciano integrais tais que ao adicionarmos uma aresta qualquer nao
conseguimos construir um grafo L-integral. Mostraremos que um grafo é terminal
se e somente se nao tiver nenhum P, e C); como subgrafo induzido e qualquer par

de vértices nao adjacentes se localizar em um subgrafo induzido igual a Ky U Kj.

No Capitulo 6, continuaremos nosso estudo sobre a integralidade de
grafos, mas com foco nas matrizes de adjacéncia e laplaciana sem sinal. Primeira-
mente falaremos sobre os grafos integrais, que sao os grafos que tém o espectro em
relagao a matriz de adjacéncia formado somente por niimeros inteiros. Com base nos
artigos [12, 15, 24|, exibiremos e provaremos que algumas operagoes mantém a inte-
gralidade, ou seja, operacoes que quando aplicadas em um grafo integral geram um
novo grafo integral. Também mostraremos a existéncia de uma familia com infinitos
grafos integrais. Posteriormente estudaremos os grafos ()-integrais, que sao os grafos
que tém o espectro em relagao a matriz laplaciana sem sinal formada somente por
inteiros. Provaremos alguns resultados que serao fundamentais para construirmos
familias de grafos ()-integrais através do join de grafos ()-integrais e regulares. No

final deste capitulo provamos que ha familias com infinitos grafos )-integrais.



E por tltimo, no capitulo 7 faremos algumas consideragoes finais sobre
a variacao espectral inteira, a operacao grafo total em grafos regulares e as arvores

integrais com o objetivo de motivar futuras investigagoes sobre o topico.



2 NOCOES BASICAS SOBRE GRAFOS

Este capitulo esta dividido em duas secoes. Na primeira secao iremos
apresentar alguns grafos especiais que aparecem ao longo deste trabalho e definir
alguns conceitos preliminares e de suma importancia para o desenvolvimento de uma
teoria basica sobre grafos. Ja na segunda se¢ao falaremos de algumas operagoes em

grafos. Para mais detalhes recomendamos a leitura das referéncias [1, 12, 19].

2.1 Definicoes preliminares e grafos especiais

Definigao 2.1. Um grafo G é um par ordenado (V, E) que consiste em um conjunto
V' finito e nao vazio cujo os elementos sao chamados de vértices, e um conjunto

E de subconjuntos de dois elementos de V' denominados de arestas.

Se u e v pertencem a V' e e = {u,v} € E, dizemos que a aresta e incide
nos vértices u e v ou ainda que u e v sdo vizinhos (adjacentes). O grau do vértice
v, denotado por d(v), é o nimero de arestas incidentes em v. O conjunto do vértices
adjacentes a um vértice v é chamado de vizinhanca de v e é denotado por N(v),
ou seja, N(v) = {u|[{u,v} € E}. Neste trabalho, consideramos apenas grafos sem
arestas ligando um vértice a ele mesmo (lagos), sem arestas multiplas (mais de
uma aresta incidindo no mesmo par de vértices) e sem orientacao. Tais grafos sao

chamados de grafos simples.

No grafo G = (V, F) da Figura 2.1 temos um exemplo de um grafo
simples com V' = {vy, vy, v3,04,05,U6} € E = {ey,€9,€3,€4,€5,66}. As arestas sao
e = {v1, 09}, ea = {v1,v5}, e3 = {v1,v4}, €4 = {vyg, 05}, 5 = {va, 05} € e = {vs5, v6}.
Os graus dos vértices sao: d(v1) = 3, d(v2) = 2, d(v3) = 0, d(vy) = 2, d(vs) =4 e
d(ve) = 1.
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Podemos ver também na Figura 2.1 um grafo H = (V', E') que nao é
simples, com V' = {uy, ug, us, ug, us, ugy ¢ E = {er, es, €9, €10, €11, €12, €13, €14, €15, €16, €17,
e1g}. As arestas sdo e; = {ug,us}, es = {ug,us}, eg = e15 = e = {ug, us},
el = {uy, U1}, enn = {ur,ue}, era = {uz, us}, €13 = el = {us, us}, e1r = {uq, ue}

e e15 = {ug,us}. Os graus dos vértices sao: d(uy) = 5, d(uz) = b, d(uz) = 4,
d(uyg) = 3, d(us) =4 e d(ug) = 3. Note que as arestas eg = €15 = €16 € €13 = €14 SA0

miultiplas. Observe também que a aresta e;yp € um laco. €10

Figura 2.1 Grafo simples e nao simples.

Definigao 2.2. Seja G = (V, E) um grafo. Dizemos que G = (V', E') é um subgrafo
de G se V. CV e E C E. Dizemos ainda que G € um subgrafo de G = (V, E)
induzido pelos vértices V', se dados dois vértices de V' entdo eles sao adjacentes em

! ~ .
G se e somente se sao adjacentes em G.

Os grafos G' e G" da Figura 2.2 sdo subgrafos do grafo G da Figura 2.1.

Além disso, o grafo G’ é um subgrafo de G induzido pelo vértices {v1, 9, vy, v5}.
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€2

Figura 2.2 Subgrafos de G.

Definicao 2.3. Um grafo € dito r-reqular se todos os seus vértices tém o mesmo

grau de valor r.

Na Figura 2.3 podemos ver um grafo 4-regular.

Figura 2.3 Grafo 4-regular.

Definicao 2.4. GGy e Gy sao ditos grafos isomorfos quando existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre seus conjuntos de vértices de modo que as adjacéncias

sejam preservadas, e denotamos por G1>~G5. Neste caso, a bijecao é chamada um

1somorfismo.

Na Figura 2.4 podemos ver dois grafos isomorfos.
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G1 GQ

Figura 2.4 Grafos isomorfos (G; ~ Gs).

Definicao 2.5. Um passeio de vy a vy € uma sequéncia finita de vértices vy, v, . .., U

de um grafo G = (V, E) tal que {v;,v;11} € E para 1 <i <k —1.

Dizemos que um passeio vy, vg, . . ., v} é fechado se v; = v,. Um caminho
¢ um passeio vy, Vs, ...,V em que v; # v; para i # j e 1 <¢,7 < k. Um ciclo é um
passeio fechado vy, vs, ..., vy noqual, vy # v, v; #v; ,parai # je2 <4, 5,1 <k —1.
Um caminho e um ciclo com n vértices sao denotados por P, e C,,, respectivamente.
O comprimento de um caminho ou de um ciclo é dado pelo niimero de arestas pelos

quais cada um é constituido.

A Figura 2.5 nos dd um exemplo de um caminho com 4 vértices e um

ciclo com 5 vértices, respectivamente.

P4 05

Figura 2.5 Caminho e Ciclo.
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Definicao 2.6. Dizemos que um grafo é conexo se, dados dois vértices quaisquer,
houver pelo menos um caminho que os liga. Caso nao haja esse caminho dizemos

q