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Resumo

O objetivo deste trabalho foi compreender trés pilares dos estudos de Siste-
mas Dindmicos conservativos: O Teorema de Aubry-Mather, A Forma Nor-
mal de Birkhoff e o Teorema KAM. Esse teoremas também ajudam a enten-
der a classe de fun¢oes chamadas Aplicagoes do Tipo do Twist, cujo exemplo
importante é a Aplicacao Standard que aparece em diversos modelos fisicos.
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Capitulo 1

Aplicacao Standard

O estudo da Aplicacao Standard pode ser encontrado, por volta de 1940,
nos trabalhos de Frenkel e Kontorova [14| e de V.I.Veksler [24]. Em 1969
Chirikov [4] descreve propriedades importantes sobre a Aplica¢ao Standard,
cujo o nome foi dado, apenas em 1979, por Chirikov [5] e por isso também é
conhecida como Aplicacao Standard de Chirikov.

1.1 Aplicagao Standard e pontos fixos

A Aplicagao Standard, ou Aplicagao Standard de Chirikov, é uma aplicagao
f:(z,y) € R? = (¢/,y') € R? definida por

k
:L"::E+y—2—sin27rx
f: . T (1.1)

Yy =1y — — sin27x
2

A aplicacao pode ser naturalmente considerada no cilindro S! x R, fazendo
a identificacdo © — x (mod 1), tendo em vista que f(x + 1,y) = f(z,v).
Além disso observamos que f(z,y +n) = f(x,y) + (n,n) com isso, se ainda
considerarmos a identificacdo y — y (mod 1) a aplicagao define um dife-
omorfismo no toro T?. Em cada situacao iremos escolher o dominio mais
adequado, porém veremos no Capitulo 2 que a Aplicagao Standard conside-
rada no S' x R faz parte de uma classe mais geral de aplicacoes, as Aplicacoes
do tipo Twist. Na Figura 1.1 podemos ver algumas simulacoes variando o
parametro k, note que para k = 0, a 6rbita de um ponto (z,y) é apenas a
translagao horizontal por y.



Figura 1.1: Aplicagao Standard para mil iterados de pontos da forma
(0,7/100), com 5 € {0,...,90} e para k = 0.5 e k = 1 respectivamente
na primeira linha e para k = 4 e k = 8 respectivamente na segunda linha

Proposigao 1.1.1. Seja f : T?> — T2 como em 1.1. Os pontos (0,0) e
(1/2,0) sao os unicos pontos fixos.

Demonstra¢ao. Um ponto (zo,yo) € ponto fixo se, e somente se, f(xo,yo) =
(%0, Yo) com isso temos

To = To+ Yo — =——sin27wxy (mod 1)
2
Yo = Yo — — sin2mxy  (mod 1)
2m

mas isto ocorre apenas se, e somente se,
Yo = o sin2rzy  (mod 1)
T

0= g sin2mxy  (mod 1)



logo (xo,%0) € ponto fixo se, e somente se, o = 0 (mod 1) ou zy =
1/2 (mod 1) eyo=0 (mod1).
[

Para analisar a estabilidade da aplicacao Standard em cada ponto calcu-
lamos D f e obtemos:

1 —kcos2mz 1
Dy [ = { }

—kcos2rx 1

Logo
1—k 1 1+Ek 1
Doy f = [ _k 1} Doy f = { I 1]

Seja A(z,y) um autovalor de D, f, calculando o determinante de (Do) f —
M) e (Daja0f — M) e resolvendo seus polinomios caracteristicos, ficamos

com
—k+2+VEk?—4k

2
k+2+ VEk?+ 4k

2
Analisando o termo contido na raiz, temos que Vk € R* o ponto (1/2,0)
é hiperbolico, entretanto para k € (0,4) o ponto (0,0) é eliptico, no caso
k € (4,400) temos que (0,0) é um hiperbolico. Noés estamos interessados
em calcular a quantidade de pontos fixos de f2, consideramos f definida no
cilindro, apenas para facilitar alguns calculos.

Ao0) =

Aa/2,0) =

Proposigao 1.1.2. Seja f(x,y) a aplicagio Standard definida em S' x R
com k > 2, isto €,

k k
flzyy)=(z+y— %sin%rx (mod 1),y — %sin%m).

~—

Além disso seja p = arccos (2/k) e « tal que

k
om0

contém pelo menos 8|[(a)]|—8 e no mdzimo

o =

= 3~

Entdo o conjunto X = S*x |0, 1
8/[(c)]] + 4 pontos fizo para f?.

Demonstragao. Seja (x',y') = f(x,y) logo (x,y) é ponto fixo para f? se, e
somente se, f(z/,y') = (z,y) . Utilizando a equagao 1.1 temos:

k k k
r=r+y— %sin%rx—i-y— %sin%m— %SiHQﬂ'JJ/ (mod 1)

k
Yy =1y — — sin 27z — — sin 27’
2m 2



Através de algumas substituigoes e simplificagoes obtemos
k.
0=2y— —sin2rx (mod 1)
27
k
—sin 27z = sin (27 (x +y — by sin 27z))
T

Dividimos o sistema em dois, ou
(
y = —sin27x (mod 1)
4
— sin 27 = sin (2 ~ % gin2
| —sin 2wz sin (27 (x +y 5, Sin X))
ou

k 1
y=-—sin2rx + = (mod 1)
4 2

k
—sin 27z = sin (27 (x + y — — sin 27x))
\ 2m

por substituicao novamente temos ou

y=-—sin27x (mod 1)
4m

k
—sin 2mx = sin (27x — — sin 27x)
2m

ou

k 1
y=-—sin2rx + = (mod 1)
4m 2

k
—sin 27z = sin (27 — By sin 2wx) + 7
T

(1.2)

(1.3)

Entao noés ficamos com os estudos dessas duas equagoes 1.2 e 1.3, separada-
mente. Fazendo um mudanga de coordenadas para t = 2wz, com t € [0, 27),

alterando o sinal da equacao.

—sint = sin (t — §smt)

(1.4)

Vamos considerar ¢ € (0,7), pois t € (0,7) é solugdo da equacao acima se,
e somente se, 2 — t também é solugao, além disso é facil ver que 0 e 7 sao

solugoes.

Iremos estudar a funcdo h(t) = sin(t — 4sint) , para k > 2. Comegamos

por analisar os pontos criticos de h(t). Temos

B (t) = cos(t — gsin(t))(l — gcos t)



Logo KW' (t) = 0 se

k k
(1-— B cost) =0 ou cos(t— §sin(t)) =0

Como k > 2 entao 2/k < 1 logo no primero caso temos t = arccos (2/k), no
segundo temos que

; k.t 7T+. ~ k:.t T 0 ez
— —sint = — T — —sint — — — j7T =
9 9 J 9 9 J y J

Definimos

k
gj(t):t—§sint—g—j7r com j€Z fixo,

queremos saber se para j € Z, t € [0, 7], g;(t) = 0.

Afirmacao 1.1.3. Se j > 0 entao g; nao tem raiz.

Demonstragao. De fato, como t € (0,7) temos t — (k/2)sint < m, logo
gj(t) < 0. ]

Consideramos agora j = 0.

Afirmagao 1.1.4. Se j = 0 entao gy tem uma tunica raiz maior que p =
arccos (2/k).

Demonstracao. Note que ¢go(0) = —7/2 < 0 e go(m) = 7/2 > 0, temos
também

k
gt)=1- Ecost

Como ¢((0) < 0 e o tnico ponto critico é p, concluimos que p é ponto de
minimo e com isso garantimos a existéncia e a unicidade da raiz com a pro-
priedade acima. O

Afirmacgao 1.1.5. Seja

1( . 7r)
a=—(p— =sinp— —
S S

Se a < j < 0 entao g; tem duas raizes, uma maior que p e outra menor que
.



Demonstracao. Note que
k k
gj(O):O——SinO—E—jw>0 e gj(ﬂ'):ﬂ'——sil’lﬂ'—z—jﬂ'>0, JEL
2 2 2 2
temos novamente
t)y=1- k t
g;(t) = 5 coS

Com p sendo o tnico ponto critico, concluimos que se g;(p) < 0 garantimos
a existéncia e a unicidade das raizes com a propriedade acima. Queremos

(p) <0& ks T <O<:>1( K 7T)<‘
j — —smnp— — — —(p— =sinp— —
g;\p b 25 b 5 Jm WP 25 p 5 J
Il

Concluimos que h(t) tem 2|[(«)]| pontos criticos, sendo |[(a)]| — 1 menor
que p e |[(a)]] maior que p e 7. Por tltimo observamos que se ty # p é um
ponto critico, entdo h(ty) = £1. De fato ¢, é tal que

k k
cos(ty — B sin(tg)) =0 = h(ty) = sin(ty — B sin(tp)) = £1

logo tem pelo menos 2|[(«)]| — 1 pontos de minimos ou méximos. Podemos
afirmar que a equagao h(t) = — sint tem pelo menos 2|[(«)]|—3 solugdes e no
méaximo 2|[(a)]| no intervalo (0, 7). Como observamos anteriormente, cada
solugao de para t € (0,7) corresponde a um solugdo de t € (m,27). Além
disso 0 e 7 sao sempre solugoes. Logo o ntimero de solugoes no intervalo
[0,27) é pelo menos 4|[(a)]| — 4 e no maximo 4|[(«)]| + 2.

1

|\

Figura 1.2: Grafico para h(t) com k = 30 (neste caso |[(a)]| =5)

-1

Tinhamos duas relacoes envolvendo y, por isso para cada x que obtivemos,
temos dois pontos fixos para f2. Assim temos o resultado. O
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Corolario 1.1.6. Seja f a Aplicacio Standard com k < 2 entio f? tem
apenas 4 pontos fizos a saber, (0,0), (1/2,0), (0,1/2) e (1/2,1/2).

Demonstra¢ao. Basta observar que na demonstra¢do acima a func¢ao h(t)
tem apenas um ponto critico no intervalo (0, 7), e A'(0) > 0 logo a equagao
1.4 tem solucao apenas para t = 0 e t = 7w, que correspondem a z = 0 e
x=1/2. O

A conta acima mostra a dificuldade de se encontrar ou calcular a quanti-
dade de pontos periédicos. De fato existe uma famosa conjectura proposta
por Arnold, provada apenas recentemente, que diz que uma Hamiltoniano em
uma variedade simplética compacta tem pelo tantos pontos fixos quanto uma
funcao real nessa variedade tem pontos criticos. Sem muitos detalhes, uma
variadade simplética é uma variadade munida de uma 2-forma diferencial
fechada e nao degenerada (veja o Apéndice A).

1.2 Motivacao

A Aplicacao Standard é encontrada em diversos modelos fisicos, trazemos
aqui, sem muita rigor, duas motivagoes. Seguindo Ragazzo, Carneiro e Za-
nata [23], a primeira é o modelo de Frenkel-Kontora, uma exposi¢ao com-
pleta desse modelo pode ser vista em Braun e Kivshar [3]. Considere uma
cadeia infinita unidimensional de particulas @, cuja a forca de interacao entre
duas particulas vizinhas é igual a for¢a de uma mola com constante elastica e
comprimento de repouso [, suponhamos ainda que a cadeia de particulas estéa
sujeita a um potencial periodico V(zy) = (a/47?) cos(2rzy), onde a é uma
constante positiva e xy é a posigao da k-ésima particula. A energia de intera-
¢ao entre a k-ésima particula e a (k — 1)-ésima particula é (zy — zp_1 —1)?/2.
Logo a energia total do sistema W é

W(x) = Z B(wk — =)+ 2 cos(2mxy)

472
keZ

Uma configuracao x é de equilibrio se dW (x) = 0. Posteriormente mostra-
remos que W é a acdo (ver defini¢ao 2.2.2) associada a Aplicagao Standard,
e que dW(x) = 0 se, e somente se, x for projegao no eixo x de uma orbita
da Aplicagao Standard (ver proposi¢ao 2.2.3).



Figura 1.3: Imagem retirada de Ragazzo, Carneiro e Zanata [23]. Modelo de
Frenkel-Kontorova.

Nossa segunda motivacao é dada a partir de um modelo simplificado de
um ciclotron encontrada em Meiss [20]. Considere um campo magnético
constante B, e uma queda de voltagem, que depende do tempo ¢, dada por
V sin(wt) em um pequeno intervalo angular como na figura 1.4.

B

V sin(mt)

Figura 1.4: Figura retirada de Meiss [20]. Modelo de Ciclontron

Considere ainda um elétron de carga e, massa m, velocidade ¢ e raio da
trajetoria r, que é circular por causa do campo constante B, pelo mesmo
motivo temos ainda que a forca centripeta é igual a forca de Lorentz. Com
isso periodo o T é dado por
mryc E

=27
eB eBc
Onde 7 é uma constante que leva em conta a massa relativistica e £ = m~yc? é
a energia da particula. A variacao da energia ao passar pelo intervalo angular
¢ AF = —eVsinwt. Seja (E,t) a energia e o tempo antes de passar pelo
pelo intervalo, e (E’,t') a energia e tempo depois de passar pelo intervalo e
antes de entrar novamente no intervalo entao

T =2n

P
E =E—eVsinwt, t =t+ <—7T) E
ceB

9



Considerando a mudanga de variavel © = wt/21 e y = wE /ceb temos
! k . / / k .
Yy =y———sin2rz), o' =z+y =x+y— —sin(2rx)
2m 2m

onde k = 2rwV/cB, observe que a equagao acima é analoga a 1.1

10



Capitulo 2
Aplicacoes do tipo Twist

A aplicacao Standard definida no cilindro S' x R ¢ um exemplo de uma
classe mais geral de aplicagoes chamadas Aplicagoes Twist cuja a motivagao
surge do estudo de Hamiltonianos, tal motivagao pode ser encontrada em
Golé [10] e Siegel, Moser [21]. Comegaremos por entender Aplica¢oes Twist
em S' x I, onde I é um intervalo fechado da reta, e depois estenderemos
para o cilindro S' x R. Nesse capitulo se faz necessario alguns conceitos de
formas diferencias, um resumo sucinto pode se encontrar no Apéndice A.
Esse capitulo ¢ inspirado em Golé [10] .

Seja f(z,y) : S* x I — S' x I, chamamos a funcao F : (x,y) € R x [ —
(X(z,y),Y(x,y)) € R x I de levantamento da funcdo f, se para todo ponto
(x0,y0) de R x I vale que

¢ o F(xo,90) = [ © d(z0, Y0) (2.1)

Onde ¢(z,y) = (z (mod 1),y).

Observamos que a afirmagao acima nos diz que se f é um difeomor-
fismo entao temos que F(xg+ 1,y0) = F(z0,v0) + (1,0) para qualquer ponto
(xo,90) € R x I, de fato a partir da equagao 2.1 temos

¢OF(x07y0) :f0¢<$0,y0):f0¢($0+1,y0>:¢OF($0+1,yO)

portanto temos F'(xg, yo) = F(xo+1,40) + (n,0), isso significa que X (z,y) —
X(x+1,y) = n. Como X(x,y) — X(x + 1,y) é uma funcdo continua e
assume valores inteiros, entao deve ser constante igual n. Além disso como
Flio1 € um difeomorfismo, temos que existe (zo,10) € [0,1) x I, tal que
F<x0> yO) = F(17y) o (17 0)7 10g0 (b(F(anyO)) = ¢(F<17 y) o (17 0))7 pelo fato
de ¢ ser a proje¢ao no eixo x, temos ¢(F(xo,v0)) = ¢(F(1,y)) e portanto
F (0 90) = £(0,) 0 que implica que (z0,50) = (0,) e portanto F(0,y) =
F(1,y) — (1,0).

11



Definicao 2.0.1. Seja F(x,y) = (X(z,y),Y(z,y)) um difeomorfismo no
plano R x I, com I = [a, b]. Satisfazendo:

(i) F preserva os fins do cilindro, isto é, Y (z,a) =a, Y(z,b) =b

(ii) Fixado zg a fungao real y — X (zg,y) é estritamente monotona (esta é
chamada Condi¢ao Twist).

(iii) F preserva area e orientagao, isto é, det DF =1
(iv) F(z+1,y) = F(z,y) + (1,0)

Com isso F induz uma aplicacdo f em S! x I denominada aplicacao de tipo
twist.

Visto que F' é um difeomorfismo em um conexo, a segunda condicao
poderia ser substituida por
0X
— #0
dy 7
com isso teriamos
0X 0X
—>0 ou — <0,
dy Ay
dizemos que f induzida pela definicao 2.0.1 é, respectivamente, um aplicagao
do tipo Twist positiva e negativa.
Uma definigao equivalente para as aplicagoes twist pode ser dados a partir
dos conceitos de Fluxo e Funcao Geradora.

2.1 Funcoes geradoras e Fluxo

Definigao 2.1.1. Seja F': (z,y) € Rx I — (X(z,y),Y(z,y)) € R x I um
difeomorfismo que preserva area, onde I é um intervalo fechado da reta ou
toda reta. Fixado um ponto base zy € R x I , uma func¢ao geradora de F' é
uma fungao S,, : R x I — R definida por:

S, (2) :/ YdX — ydx

20

onde z = (z,y), na definigdo acima temos que dX é a derivada exterior da
funcao X(x,y), dr deve ser considerada a 1-forma canonica e y é a projegao
no eixo y, mais detalhes sobre essas afirmagoes podem ser encontradas no

Apéndice A.
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Vamos mostrar que usando o Teorema de Stokes A.0.14 (veja o Apéndice
A) S,, esta bem definida e que S, — S, ¢ constante, com isso a escolha do
ponto base é irrelavante para este estudo e portanto denotaremos a funcao
geradora apenas por S, ficando implicito que fizemos uma escolha de base.
Salientamos ainda que se F' induz uma aplicacao twist, a Condi¢ao Twist nos
permite definir a mudanga de coordenada ¢(x,y) = (x, X(z,y)). Assim se
considerarmos func¢ao S nas coordenadas (z, X), isto é S o ¢, temos que a
derivada exterior de S é tal que dS = YdX — ydx, implicando em

_9S(x.X) | 95(x,X)

2.2
or ' 0X (22)

y:

Logo podemos obter a funcao original a partir da funcao S, justificando assim
seu nome. Embora a Aplicacao Standard esteja definida apenas em S' x R,
podemos obter uma fungao geradora. Seguiremos de uma maneira um pouco
informal. Temos que F(z,y) = (X,Y) tal que

k
X=x4+y— —sin2nx
2m
Y =y — —sin2nmx
2

é o levantamento da Aplicacao Standard definida no cilindro. Com isso po-
demos obter

k
y=X —x+ —sin2rx
2m
Y=X—-ux
Seja S(x, X) = (X —x)?/2+ (k/47?) cos(27x), temos que satisfaz a equagao

2.2 para a Aplica¢do Standard. Em coordenadas (x,y), temos que

k k
S(z,y) = (y — o sin 27rz)? + 72 €08 2rx
e

Definicao 2.1.2. O Fluxo de uma funcao F': R x I — R x [ que preserva
area e tal que F(z + 1,y) = F(z,y) + (1,0), onde I é um intervalo fechado
da reta ou toda reta. E o ntmero real denotado por Fluz(F), dado por:

Fluz(F) = S(x+1,y) — S(z,v)

Proposigao 2.1.3. A funcao S e o fluro estao bem definidos.

13



Demonstra¢ao. Comegamos pelo fungao S,,, temos que mostrar que S,, nao
depende do caminho escolhido, pelo lema A.0.13 é suficiente mostrar a que
1-forma w = Y (z,y)dX — y(z,y)dy é tal que dw = dY NdX — dy A dx = 0.
Observamos que

0X 0X oY oY
logo
0X oY 0XoY
YNdX=——— —— =1
dY Nd (895 3y By ax)dy/\al:zc dy N dx

com isso dw = 0 Nos voltamos agora para o fluxo. Primeiro precisamos
mostrar que independe da escolha do ponto base, note que dados dois pontos
29 € 21, temos que

z

S (x,y) — S, (z,y) :/ YdX — ydz —/ YdX — ydx :/ YdX — ydx

20 Z1 z20

E como ja mostramos que a integral independe do caminho o valor acima é
constante logo S, (z+1,y) — S, (x,y) = S,,(x+ 1,y) — S, (z,y), portanto a
partir de agora denotaremos a fungao geradora por S, onde fica implicito uma
escolha de base. Queremos fluxo independa do ponto, isto é, S(xg+ 1,y0) —
S(xo,y0) = S(x1 + 1,y1) — S(x1,y1) para todo (xg,yo) e (z1,y1) pertencente
ao R2.

Seja w como antes, observamos primeiro que

(z+1,y) (z,y) (z+1,y)
S(x+1,y)—5(x,y)=/ w = / w=/ w
(

20 20 z,y)
Considere a aplicacao T'(x,y) = (x + 1,y) e denotamos (xg,y0) = 2o €
(x1,11) = 21. Sejay; e vy, caminhos que ligam zy a T'(29) e T'(21) & 21, respec-
tivamente, além disso seja 3 um caminho que liga zy & 21, e v4 = —T(73).

Definimos 7 = 77 0207307, , as afirmagoes acima estao resumidas na figura
abaixo.

14



Y4 = —=T(73)

T(Zl)
Figura 2.1: Caminhos 71, v2,73, V4

Como 7 é um caminho fechado, w é uma 1-forma fechada em um conjunto
simplesmente conexo temos

e fee o

Note que Y e y sdo invariantes por 7', além disso v = (T'(y))’. Logo

oo e
V3 T(v3) —T(vs) Y4
Portanto

0= / o / w = S0+ 1,y0) — S0, 90) — (S(a1 +1,5) — S(a1, 1)) = 0
Y1

Y2

]

Observe que se F' é o levantamento de uma Aplicacao do tipo Twist como
em 2.0.1, temos que o Fluxo de F' ¢ 0. De fato, basta observar que F' preserva
os fins do cilindro, com isso considerando v(t) = (¢, a), temos

5(0,a) = 5(1,a) —/0 Y(y()dX (' () — y(v(t))dz(v' (1))
:/0 a-dX((1,0) - a-dx((1,0))

[ 6 (Ghem)-2)s

0

Infelizmente a Aplicagdo Standard nao preserva os fins do cilindro, logo
se faz necessario definirmos uma aplicacao twist no cilindro S' x R.
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Definigao 2.1.4. Seja f um difeomorfismo no cilindro S* x R e F(z,y) =
(X(z,y),Y (z,y)) seu levantamento para o plano R?, satisfazendo:

(i) F' & homotopica a identidade

(ii) Fixado z( a fungao real y — X (zo,y) ¢ estritamente monotona.
(iii) F preserva area e orientacao, isto é, det DF =1
(iv) F tem fluxo zero.

Assim f é uma aplicacao twist no cilindro St x R.

Salientamos novamente que uma aplicagao twist possui uma fungao gera-
dora S, tal que S(x+1,y) = S(z,y), além disso considerando a mudanca de
coordenadas que leva (x,y) — (z, X (z,y)), temos S(x+1, X +1) = S(z, X).
O fato de que dS = YdX — ydx nos permite expressar a formula 2.2, que é
uma das mais relavantes sobre o estudo de Aplicac¢oes do tipo Twist.

2.2 Principios Variacionais e Ntimero de rota-
cao

Seja funcao F' como na defini¢ao 2.1.4. Vamos chamar de 6rbita de um ponto
(%0, Yo) a sequéncia

0(1‘04/0) - { B (m—lv y—1)7 (*T07 yO)’ ($1,y1), e } = U{Fk(xoyyo)}
kEZ

A proxima proposicao afirma que para estudar o comportamento de uma
orbita basta apenas observar o que acontece com a sequéncia formada pelos

{xn}neZ-

Proposicao 2.2.1. Seja F uma aplicagao Twist no sentido da definigcao 2.1.4
e S sua fungao geradora nas coordenadas (v, X). Existe uma correspondén-
cia biunivoca entre a drbita de um ponto (xg,yo) € a sequéncia {x,}nez que
satisfaz

0S(Tp, Tpy1) N 0S(Tp_1,%n)
ox 0X

A demonstragao sera anéloga a de Golé [10]

=0 . (2.3)
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Demonstragao. Seja {(x,, yn)}nez uma oOrbita de F, iremos mostrar que
sequéncia {x, },ez formada pelas projegoes na primeira coordenada da orbita,
satisfaz 2.3. Observe que a equacao 2.2 determina que

_aS(x'nJ X(xnu yn)) o _aS(Ina xn-{-l)

yn = a =
x or
o o aS(xnfla X('Tnfly ynfl)) o aS<xn717 xn)
Yn = Y(-fnfla ynfl) — aX — aX

Juntando ambas equagoes temos

aS(-rna anrl) + 85(95,1,1, *Tn)

=0 VkeZ
Ox 0X
Dada uma sequéncia {x, },cz satisfazendo a equagao 2.3, definimos
0S(xy, x,,—
= _%
x

Queremos mostrar que Uyez{(Zn, yn)} € uma oOrbita, isto ¢, que F(x,—1,Yn—1)
= (Zn, Yn). Primeiro observamos que a inversa da mudanga de coordenadas
¢ : (z,y) — (2, X(x,y)) é dada implicitamente pela fungao S, tal que ¢! :
(z,X) = (z,—%3(z, X)) e além disso podemos escrever a funcdo F, como

Flon) = (ma(ote.0), G0t

onde 7y & a projegao na segunda coordenada. Note que ¢~ '(x,_1,z,) =
(Tn_1, —%(mn,l,xn))) = (Tp_1,Yn_1). Temos

F(p-1,Yn-1) = F(¢7 (Tnor, 2n)) = (Wz(xn—hxn),

B 0S(wp, Tpy1)\
- (Ina 833' > - (x’rwyn)

aS(xn—la xn)
0X

O

Apobs a proposicao acima, nos preocuparemos apenas com a sequéncia
formada pelos z,, e podemos agora definir a agao de uma sequéncia de pontos.

Definigao 2.2.2. Seja (wy,...,7y) € RFM=N A acdo associada a ele é
definida por
M-1
W($N> e ,l’M) = Z S(ﬂh‘, fl?i+1)
i=N



Observamos que na defini¢ao acima a funcao geradora é considerada nas
coordenadas (z, X), assim a agdo é invariante por uma translagao inteira,
isto é, a sequéncia {xy}rez € a sequéncia {xy + m}rez com m € Z tem a
mesma acao para qualquer tamanho de segmento.

Proposicao 2.2.3. Uma sequéncia € a projecao de uma orbita no eizo x
se, e somente se, for um ponto critico para a ac¢ao restrita ao espago das
sequéncias que comegam com Ty € terminam em Tj;.

Demonstracao. Observamos que W restrito ao espago das sequéncias que
comecam com xy e terminam x;; ¢ uma funcao que depende apenas das
variaveis x;, com N < ¢ < M. Logo temos

M—1
ow . Z 6S(xi,xi+1) 85(%,1,:@) QS(xi,a:iH)

- = =Yi1—wu

Portanto uma sequéncia é critica para W se, e somente se, Y;_; = y;, isto é,
{(xn,yn), -+ 5 (¥ar,ym) b € uma orbita. u

Definigao 2.2.4. Seja uma orbita {2, } ez de um ponto z chamamos nimero
de rotagao, pr(z) quando os limites abaixo existirem e forem iguais:
Tp —

. Lo .
pr(z) = lim —— = lim
n—r00 n n——o0 n

Tn — Zo

Definicao 2.2.5. Uma orbita ou sequéncia {z,}7 ¢ dita uma (m,n)-6rbita
ou uma (m,n)-sequéncia se existem m € N e n € N tal que Vk:

Thtn = Tk + M
Proposigao 2.2.6. Uma (m,n)-drbita tem mimero de rotagdo ™.

Demonstra¢ao. Seja x uma (m,n)-Orbita. Mostraremos que fixado um na-
tural r entre 0 e n, a sequéncia

Lyiygn — X0

,com q € N
r+qn

converge para m/n. De fato temos por defini¢do que x4, = =, + ¢m logo

. Lrqgn — Lo . Ty +qm — Zo m
lm —————=Ilim —— = —

RS g—oo T+ qn n’

pois r, x,., n, m e xg sao fixos. Isso mostra que p(x) = m/n, pois para todo
ntmero natural N temos N = gyn +r e N >> 0 implica que ¢y >> 0. [
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Podemos definir uma nogao de ac¢ao periodica para uma (m,n)-orbita,
como
Definigao 2.2.7. Seja  uma (m,n)-orbita. A agao associada a ela é defi-
ninda por

n—1

Win (21, ... 2,) = Z S(wi, Tiv1) + S(@p, w1 +m)

i=1

Obtemos um resultado analogo ao anterior, cuja demonstragao também
é analoga.
Proposicao 2.2.8. Uma (m,n)-sequéncia € a projecao de uma (m,n)-orbita
no eixo x se, e somente se, for um ponto critico para a a¢cao W,

Uma propriedade interessante da acao W,,,, é a invariancia por translacao
inteira e pelo shift.
Proposicao 2.2.9. Seja  uma (m,n)-sequéncia e definimos 7, ;(x) = y
onde Yy = Ty + 7 entao x e y tem a mesma agao.
Demonstragao. Como S(x, X) = S(x+1,X + 1) temos que 7,9(x) = 7, j(x)
tem mesma acao para todo j. Agora basta mostrar para 7'1,0(3:) e aplicar o
processo de indugao. Finalmente temos que mostrar que

Wmn(xla s 7xn) = Wmn(an s 7$n+1)

Note que
n—1
W (1, ... xy) = Z S(xiyxiv1) + S(xn, z1 +m)
n—1
= Z S(@i, Tiv1) + S(@n, Try1)
i=1
n—1
= S(x1,22) + Z S(Tis1, Tiva)
i=1
como
S(x1, ) = S(z1+m,xe + m) = S(Tpi1, 22 +m)
temos

n—1

Wi (1, ..o xn) = Z S(Tig1, Tiv2) + S(Xpg1, T2 +m) = Wn(xe, ..., Tpia)

i=1
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Podemos nos perguntar sobre a existéncia de (m,n)-Orbitas e a reposta
é que sempre existem (m,n)-6rbitas, de fato o Teorema de Poincaré (como
apresentado em Le Calvez [15]), afirma que existem pelo menos duas (m,n)-
orbitas, porém enunciaremos aqui uma versao um pouco mais fraca.

Teorema 2.2.10. Seja F(z,y) = (X (z,v),Y(x,y)) o levantamento de uma
aplicacao twist uniforme, isto €,

aX>a>0
oy ’

entao existe pelo uma (m,n)-drbita para todo o m,n € N.

Mostraremos que uma aplicacao twist uniforme satisfaz a condicao de
coercao 3.1, isto é, que

lim Sz, X) =

| X —z|—00

E com isso o teorema acima é um caso particular do Teorema de Aubry. De
fato isso decorre da seguinte proposicao apresentada por Mackay, Meiss e

Stark [17].

Proposicao 2.2.11. Se F satisfaz a condi¢ao de twist uniforme entdo exis-
tem «, B ey numeros nao-negativos tais que

S(a, X) > a—B|X — x| +7]X —zf
Demonstragao. Fixamos inicialmente um ponto (x, X). A partir do teorema
de Stokes e considerando a curva y(s) = (1 — s)z + sX s € [0, 1], obtemos
' 0S(x,7(9))
X) — = X — d
Sz, X) — S(x,x) /0 5X ( x) ds

Fixado um s, a curva 8(r) = ((1—r)z+7rvy(s)) r € [0, 1] utilizando a mesma
ideia acima obtemos

PO st = [ EEi e x)

Juntando ambas equacoes temos

Sz, X) = S(z,z) + /01 0508 v3) oy 4

aX
/1 (/1%(%?@%) (X — z)ds
=S(z,z) + v
(X_x)/olﬁswg))ﬂs ~ (X —) / ds / .

20



finalmente tomamos

0S(z,x)
0X

= min S = ma
“= RS, Feug

ambos estao bem definidos, pois S tem periodo 1. Além disso observamos

que
0. X) _ 0 (05 _ oy _ (0X)"
0r0X — 0X \oX /) o0X \ 0y
Logo basta tomar v = a/2. O
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Capitulo 3

O Teorema de Aubry-Mather

Iremos primeiro enunciar o Teorema de Aubry-Mather mesmo sem todas
as defini¢oes necessarias, que serao apresentadas ao longo da secao. Esse
capitulo tem como referéncia Golé [10].

Teorema 3.0.12. Seja F : R? — R? o levantamento de uma aplicagdo twist
flz,y) = (X(x,y),Y(z,y)), com uma fungao geradora S nas coordenadas
(x, X), satisfazendo a condi¢cao de coer¢ao:

lim S(z,X)— o0 (3.1)

|X —a|—o0
entao F' possui orbitas com nimero de rotacao real qualquer tais que
1. Sao bem Ciclicamente Ordenadas (CO).
2. Minimizam a a¢cao W da definigcao 2.2.2 .
3. Pertencem a um conjunto de Aubry-Mather.

A demonstragao desse teorema sera dividida em resultados menores, por
isso sempre que mencionarmos F', estamos falando de uma F' com as mesmas
hipoteses do Teorema de Aubry-Mather.

Proposicao 3.0.13. F possui (m,n)-drbita que minimiza W,

Demonstracao. Observe que W : R™*1=" 5 R, vamos provar que a imagem
inversa de um intervalo (—oo, K|, W,-!((—o0, K]) é compacto e pelo Teorema
de Weierstrass tem uma (m, n)-sequéncia minimizante.

Lembramos que S(z + 1,X + 1) = S(z,X), logo a acdo W, ¢é invari-
ante por translagoes inteiras. Com isso podemos considerar o conjunto
das (m,n)-sequéncias tais que z; € [0,1], mais precisamente seja X, =
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{(z1, - ,zp)|x1 € [0,1]}. Se ||xz|| — o0, na norma usual de R", com
x € X, entdo pelo menos alguma de suas coordenadas |x;| — oo, logo te-
mos que |xj41 — ;| — 0o, de fato para isso ndo acontecer terfamos |z;| — oo
para todo j = 1,2,--- ,n, mas x; ¢é limitado. O fato acima e condigao de
coergao nos garante que

lim W,,(x) = o0 (3.2)

||| |00
Logo se escolhermos K suficientemente grande temos que W, 1((—o0, K]) é
limitado, pois caso contrario 3.2 nao poderia acontecer, e nao vazio, como
W € continua, temos W 1((—oo, K]) ¢ fechado, limitado ¢ nao vazio e
portanto compacto com isso existe uma (m, n)-sequéncia que minimiza W,,,,
pela proposicao 2.2.6 essa sequéncia é uma (m, n)-orbita. ]

Note que a partir da proposicao acima fica demonstrada a versao mais
fraca do Teorema de Poincaré enunciado anteriormente. Para obter uma o6r-
bita com numero de rotacgao irracional, vamos considerar um sequéncia de
orbitas com nimeros de rotagao racionais cujo o limite é o irracional dese-
jado e obter uma subsequéncia convergente, mas antes discutiremos algumas
propriedades de 6rbitas minimizantes.

3.1 Orbitas Ciclicamente Ordendas

Uma 6rbita = {z,};ez ¢ dita ciclicamente ordenada ou CO se
ﬂfj§$k+f?:>$j+1§$kz+l+p Vkvjapez

A motivacao para esse nome decorre que se considerarmos a 6rbita de um
levantamento de um homeomorfismo no circulo, entao ele deve satisfazer
a propriedade acima. Lembramos também que as orbitas (ou sequéncias)
possuem um ordem parcial dada por

=y <y VkelkZ

Proposicao 3.1.1. Seja @ = {x;};cz uma orbita CO entio x possui um
nidmero de rotagao p(x) e

|z, — 2o — kp(z)| < 1 (3.3)

Demonstracao. Seja & uma Orbita CO precisamos analisar os limites

. xn - wO .
lim — ; lim
n—o00 n n——oo n

ITn — Zo
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vamos comegar provando que para n — oo a sequéncia é de Cauchy. Fixado
um n > 0 seja «a,, € Z tal que

To+ o, <xp < a0+ 00 +1 (3.4)
Como x é CO, temos que
2o + kay, < 2 < 20 + ko, + k (3.5)
de fato suponhamos que a equacao 3.5 seja valida para algum k temos

xo+ ko, < xpp < xo+ kap, +k =21+ ko, < gy < 21+ ko, + K

Seguindo indutivamente temos

xn+kan S Lkn+n < xn+kan+k

Utilizando a equacao 3.4 acima obtemos
ro+ (k+1Don < gy < xo+ (K + 1oy, +k+1

Assim a equagao 3.5 fica demonstrada por indugao.
A partir de 3.5 obtemos

Lkn —

T
a, < 0 <a,+1

- k

Como a afirmagao acima ¢é valida para todo k temos que

_lgxkn—$o_$n—$0§1:> xkn—ﬂfo_wn—ﬂfo S]-
k 1 k 1 (3.6)
Tpn — To Ty — Lo 1 '

= — <=

nk n n

Finalmente podemos provar que a sequéncia desejada é de Cauchy. Dado

e > 0 sejanem tais que n”t + m™! < e, por 3.6 e pela desigualdade
triangular temos

an—fo_l’m—xo < xnm_$0_$n_$0 +$nm_w0_xm_x0
n m o nm n nm m
1 1
<—+—<e
n m
(3.7)
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Logo a sequéncia é de Cauchy e seja p(x) seu limite. Tomando o limite
m — 0o em 3.7 temos:
1

< — =z, —zo—np(x) <1
n

Ty — Ton
— —p(x)

n

Precisamos agora mostrar que a sequéncia converge para o mesmo valor
quando tomamos o limite para —oo. Podemos alterar o argumento acima
substituindo xg por um x,, com m < 0 e obtermos:

Ti(n—m)—m — Tm . Ty — Tm < 1
m—m)k—m  (n—m)—m/k| = |(n—m)—m/k|

observamos que tomando k£ — oo e multiplicando por (n — m) ficamos com

Ty — Tom < 1
T n—m

m JE—
o) - 22
Considerando o limite de m — —oo fica mostrado que p(x) esta bem definido.

Para mostrar a continuidade de p, consideramos uma sequéncia ') for-
madas por sequéncias CO convergindo para uma sequéncia & queremos mos-
trar que p(x)) converge para p(x). Denotamos xfj ) 0 k-6simo elemento da

sequéncia p(x). Logo

() ()

e =T () <1 Tk — %o _ <l 3.8
denotamos z) e z respectivamente por
Z(j) _ iL’,(fj) — l’(()j) = T — Zo
g k ’ k

temos que z2V) converge para z. Vamos mostrar que a sequéncia p(z?)) é de
Cauchy.

(D) =p(a®)] < |p(aP) = 2|+ 2 =20 |42 —p(a?)] < L+ =2
como a expressao acima vale para todo k e zU) é convergente, concluimos

que p(a:(j)) ¢é convergente, denotamos seu limite por w, tomando o limite para
Jj — oo em 3.8, obtemos

|2 —w| < - ez —pla)| <

T =
T =

O que garante que w = p(x). O]
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Outro lema que nos permitira obter subsequéncias convergentes é

Proposicao 3.1.2. O conjunto
COpy ={z € COlp(z) € [a,b]}
€ fechado na topologia da convergéncia pontual e
COpy N{z € R”|zo € [0,1]}
é compacto.

Demonstracao. Comecamos por mostrar que o conjunto C'O formado pe-
las sequéncia CO é fechado na topologia da convergéncia pontual (Veja o
Apéndice B e Munkres [22]), para isso consideramos seu complementar, isto
é, o conjunto das fungoes que nao sao CO, mais precisamente seja  uma
sequéncia tal que existem ¢, 7, k, p € Z tais que

T <xitpexiyy > T t+p

por simplicidade vamos supor p positivo, ¢ # j, 7 # i + 1, e observe que
podemos assumir que z; < x; + p, fazemos isso para evitar prolongar a
demonstrar em muitos casos. Definimos agora o conjunto

A={y e RZ]yi € (z; — €0, T +¢€0),y; € (xj — €0, + €0),

Yir1 € (Tiy1 — €1, Tiy1 +€1),Yjr1 € (Tj41 — €1,Tj41 +€1)}

onde
Tj—T;+p Tit1 —Tj41 — P
B —— e o) 1=

2 2
A é aberto na topologia da convergéncia pontual, se mostrarmos que toda
sequéncia y em A, nao é CO, concluiremos que o complementar do conjunto
CO é aberto e com isso o conjunto C'O é fechado. Note que

o —

Tj— T +p Tj—Ti+p
ytp>r - S =Tt o 2
temos também que
Tiy1 — Tjp1 — P Tiy1 — Tjp1 — P
Yis1 > T — —— 25 = T4+ — = +P>Yjm1tp

2 2

Com isso y nao é CO, logo o conjunto C'O é fechado.
Por continuidade da funcao p temos C'Oy,p) € fechado. Dado @ € C'Op, 5N
{x € RZ%|zy € [0,1]}, definimos w e y;, como

w=plx) e yp=1zr— 0 — kW
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Observe que pela proposigao 3.1.1 |y;| < 1 com isso temos que & € COpqp) N
{x € R?|zy € [0,1]} ¢ um subconjunto de

{x € R%|z), = m0 + kw + Y, (z0, w, ) € [0,1] x [a,b] x [-1,1]%}

que é compacto pelo teorema B.0.24 de Tychonov’s (veja Munkres 22| para
mais detalhes), que afirma que o produto arbitrario de conjuntos compactos
¢ compacto, logo COpp N {x € R%|zq € [0,1]} também ¢é compacto. O

Uma maneira 1til de representar uma orbita @ = {x; };cz € 0 que chama-
mos de diagrama de Aubry, onde é considerado uma curva x; com t € R tal
que se x; = x, se t for igual a algum inteiro k, caso contrario é a combinacao
linear entre os inteiros mais proximos, como por exemplo, na figura abaixo:

Figura 3.1: Exemplo de um diagrama de Aubry,onde z_o = 1,21 = 2,29 =
—1,$1 = 1,.1'2 =1

Umas das vantagens do diagrama de Aubry-Mather é que podemos agora
falar em cruzamento de oOrbitas, isto é, duas orbitas se cruzam se seus dia-
grama de Aubry se cruzam, mais precisamente duas orbitas x e y se cruzam
se existe um k inteiro e um n natural tal que

(Tr = Yk) (Than — Yrin) <0

Antes de enunciar o lema fundamental de Aubry-Mather, vamos ao um re-
sultado premiliminar

Proposigao 3.1.3. Suponhamos que (z —w)(X — W) > 0 entao
S(x, X)+ S(w,W)—S(x,W) - S(w, X) <0

Ocorrendo a igualdade somente quando (x —w)(X — W) =0
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Demonstragao. Usando o teorema do Teorema de Stokes A.0.14 (veja o Apén-
dice A ) e considerando a curva (s) = (z, X(s) = (1 — s)IW + sX podemos
escrever

Sz, X) = S(x, W) = /1 M(X — W)ds

0X
0
Consideramos agora a funcao h(y) = S(y, X) — S(y, W), considerando a
curva x(r) = (1 — r)w + rx, temos

0

h(z) — h(w) = /1 b (z(r)(x — w))dr

M [P OS(x(r), X (s)(X = W) (z — w)
_/0 /o 0x0X dsdr
9

como a condicdo twist nos garante que 55 < 0 concluimos que S(x, X) +

S(w,W)=8(x, W)—=S(w,X) =h(x)—h(w) <0se (r—w)(X-W)#0. O

Enunciaremos agora o lema fundamental de Aubry-Mather cuja a de-
monstragao segue de Meiss [20]

Lema 3.1.4 (Lema Fundamental de Aubry-Mather). Duas drbitas minimi-
zantes distintas se cruzam no mdzrimo uma vez.

Demonstracao. A demonstracao desse lema consiste em mostrar que se duas
orbitas minimizantes se cruzam duas vezes, podemos construir uma nova
orbita e, com o auxilio do lema, mostrar que sua acao ¢é estritamente menor
que as Orbitas minimizantes gerando assim um absurdo.

Seja x e w duas Obitas minimizantes que se cruzam duas vezes. Existem
trés tipos de cruzamentos, suponhamos primeiro que ambos se cruzam em
tempos nao inteiros como na figura abaixo.

Figura 3.2: Exemplo de um cruzamento em tempo nao inteiro.

Sejat; € (i —1,i) e to € (j,7 + 1) os tempos de cruzamento. Definimos
duas sequéncias x’ e w’

, {wk, se k € [i, 7] , {xk, se k € [i, ]
wk -

Tk, caso contrario Wk, Caso contrario
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Considerando a agado no intervalo contendo [i — 1,5 + 1], temos que x e x’
coincidem em i — 1 e j + 1, logo devemos ter que W (x") — W(x) > 0, pois
a’ ¢ minimal, analogamente temos W (w’) — W (w) > 0. Além disso temos

j—1
W(x') = S(xi—1,w;) + Z S(wg, wigr) + S(wy, xj41)
k=i
j—1
W(’U)l) = S(’U)i_l, ZEZ) + Z S(L’Ek, l‘k+1) + S(ZL‘]‘, U)j_|_1)
k=i

Com isso temos que

W(z') — W(x) +W(w') — W(w) =
S(l’i,b wl) + S(UJZ',l, .T,L> — S(l,ifl; LUZ> - S(wi,l, U)Z) (39)

+8(2j, wir1) + S(wj, wje1) — S(xj, 2541) — S(wj, wj)

Observamos que (z;-1 — w;—1)(z; — w;) < 0 pelo lema anterior temos que a
soma acima é estritamente negativa contrariando a minimalidade de & ou w.
Logo « e w nao podem se cruzar mais que uma vez. Consideramos agora o
caso em que um cruzamento ocorre em inteiro e outro nao. Suponhamos que
o cruzamento inteiro ocorra antes, isto é, r; = w; e o préoximo cruzamento
ocorre no intervalo de (7,74 1) com j > i. Construindo a sequéncias x’ e w’
da mesma maneira, temos que a equacao 3.9 fica

Wiz —W(x) + W(w') — W(w) =

S(xj, wip1) + S(wy, vj1) — S(wj,2541) — S(wj, wjg1)

Pelo mesmo motivo temos que a soma acima contradiz a minimalidade de @
ou w. Analogamente se o cruzamento inteiro ocorre posteriomente em um
tempo j temos que

W(x') — W(x) + W(w') — W(w) =
S(J]Z‘_l, wz) + S(wi_l, ZEZ) — S(xi—h JTZ) — S(U)Z‘_l, U}l)

gerando o mesmo absurdo.

Finalmente suponhamos que & e w se cruzem em tempos inteiros. Note
que esse cruzamente nao pode ser consecutivo, pois se duas sequéncias sao
minimizante entao elas correspondea duas orbitas, mas se ambas sao tais
que x; = w; € T;1 = wiyp pela propriedade 2.2 temos que y;(x;, xip1) =
yi(w;, wi11) logo as orbitas coincidem em um ponto e por consequéncia sao
a mesma, mas € e¢ w sao distintas. Suponhamos que x e w se cruzem em
tempos i e j tais que ¢ + 1 < j e construimos as sequéncias x’ e w’ como
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anteriormente temos que a equagao 3.9 é zero, logo ’ e w’ s@o minimizantes
e correspondem a Orbitas, mas x’ coincide com « para todo tempo k < i e
com w nos tempos 7,7 + 1, pelo que observamos antes temos que as érbitas
de @, £’ ¢ w devem coincidir, mas x e w sao distintas. O]

Corolario 3.1.5. Duas orbitas W,,,, -minimizantes nunca se cruzam.

Demonstragao. Observe que se x é uma (m,n)—sequéncia entao
Wmn(a}) = W(xla T, T, X1+ m) = W(xla Tty Tn, *TnJrl) (310)

pelo lema de Aubry, duas (m,n)—sequéncias ndo podem se cruzar duas ve-
zes entre o intervalo de [1,n + 1], e pela proposi¢ao 2.2.9, elas nao podem
se cruzar duas vezes em qualquer intervalo fechado de tamanho n porém
duas (m,n)—sequéncias que se cruzam uma vezes entre [1,n + 1] devem se
cruzar novamente, de fato suponhamos por absurdo que x e y sejam duas
(m, n)—sequéncias que se cruzem uma vez, se para algum j tivermos x; = y;
por definicao de (m,n)—sequéncia temos que Z,.; = Y,1; O que gera um
absurdo, pois seria um segundo cruzamento no intervalo [, j + n]. Suponha-
manhos que x; > y; e que o primeiro cruzamento ocorra entre (j — 1, j),
isto é, ;-1 > y;—1 e y; > x; entao como x; > y; temos T,41 > Yny1, 10go
por continuidade mais um cruzamento entre o intervalo (j,n + 1], gerando
novamente um absurdo. O]

Corolario 3.1.6. As orbita W,,,-minimizantes sao CO e o conjunto for-
mado por elas € completamente ordenado para relagao parcial.

Demonstra¢ao. Comegamos por mostrar que uma (m, n)—sequéncia minimi-
zante & CO. Seja & uma (m, n)-sequéncia minimizante, dados k, j,p € Z tais
que z < xj +p . Seja y uma (m,n)-sequéncia definida por y; = x(j_g)i +p
pela proposigao 2.2.9 temos y também é minimizante, logo nao pode cruzar
com x, como temos que x; < Y, isso implica que Tp41 < Ypp1 = Tjp1 +p e
com isso concluimos que @ ¢ CO. O corolario acima garante que dados duas
(m, n)-sequéncias minimizantes e y devemos ter que x < youx = y. [

Proposicao 3.1.7. Toda orbita W,,,, -minimizante minimiza a agdo W

Demonstrac¢ao. Se uma é6rbita minimiza a agdo em um segmento de tamanho
n temos que ela ird minimzar um a acao em um segmento menor que 7,
logo para mostrar que uma sequéncia ¢ minizante, basta mostrar que ela
minimiza segmentos arbitrariamente grandes. Dada uma (m,n)—sequéncia
mostraremos ela minimiza segmentos de tamanho kn, para todo natural k,
observe que pela equagao 3.10, minimizar W,,,,, ¢ minimizar um segmento de
tamanho n.
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Seja & uma (m,n)-sequéncia minimizante, mostraremos que ela mini-
miza a agao Wigm)kn), comegamos por mostra que um sequéncia y minimiza
Wikm)(kn) €ntao y é uma (m, n)-sequéncia. Ja sabemos que y ¢ uma (km, kn)-
sequéncia, suponhamos, por absurdo, que y nao é uma (m, n)-sequéncia, de-
finimos sequéncia w tal que w; = Y1, + m como estamos supondo que y
nao é uma (m,n)-sequéncia entdo w e y sao distintas e logo ndo podem se
cruzar, sem perda de generalidade, suponhamos w > y para todo i € Z.

w® tal que wj(?) = Wj4n + M = Yjton + 2m, afirmamos que w® > y, note
que
UJJ(-Q) = Yjton T 2M = Yjpnpn + M A M = Wiy +M > Yjpn +m = w; >y,

Podemos continuar esse processo e obter wh) = k=D — vy, mas isto
gera um abusurdo, pois terfamos que

wj(»k) = Yjtrhn + km > y;

O que contradiz o fato de y ser uma (km, kn)-sequéncia, logo temos que y é
uma (m, n)-sequéncia. Finalmente vamos mostrar que uma (m, n)-sequéncia
minimiza a acao W, se, e somente se, minimiza W)xn), de fato observe
que se x é uma (m,n)-sequéncia entao

kn—1

kn
W(k’m)(kn)(w) = Z S(xi, $i+1) + S(kald + k:m) = Z S(Oﬁi; $z+1)
i=1

=1

=> ) S+ (j — Dm, w1 + (5 — )m)

j=1 i=1

= Z Z S(l’i, 37i+1)

j=1 i=1

= kW, ()

Logo temos que se x minimiza a acao W,,, entao ela minimiza a acao
W(km)(kn) Para todo k natural, portanto  minimiza a agao W para qualquer
segmento de tamanho kn e por consequéncia é uma sequéncia minimizante
para a acao W O]

Até agora, conseguimos mostrar que F' tem orbitas para qualquer nu-
mero racional e que ainda sao CO e minimizao a agao W. Para obter o
mesmo resultado para niimeros irracionais precisamos do lema abaixo, cuja
demonstragao segue de Ragazzo, Carneiro e Zanata [23].
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Lema 3.1.8. Seja ¥ uma sequéncia de sequéncia minimizantes convergindo
para uma sequéncia € entao * € minimizante.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que & nao é minimizante entao
existe uma sequéncia w tal que W(z,, - ,z,) = W(w,, -+ ,w,) + ¢ para
algum m e n naturais e algum ¢ positivo, e com z,, = w, e x,, = w,,. Como
W é continua temos que existe kg tal que para todo k& > kg temos

W, ) = Wiah, o) < S
€

| (wn, wng1) = S(@, wapa)| < 1

€

|S(wm—lawm> - S(wm—laxfr?” < 4_1

Vamos construir uma sequéncia y cuja a acdo é menor que a acao de ¥,
gerando um absurdo. Definimos

w; set=n+1---m—1

Yi = ko

€

i caso contrario.

analisando a acao de y temos
m—1
W(yna o 7ym) = Z S(yw yi—i—l)

m—2
= S(@F w,41) + S(w_q, 7)) + Z S(w;, wiyq)
i=n-+1

= S(xF w, 1) + S(Wime1, ) + W (wn, -+, W) —

S(wn7 wn—i—l) - S(wm—ly wm)
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Analisando a diferenca entre a acao de x e y

W(Z’ﬁo,"' ,CC,:)S) _W(yTM 7ym)
:W(l'fio’ ’xko) _W(l'n7... 71’m)+W($n’ 7l'm)

_W<ym... ,ym>

:W@ﬁoa'“ ’xﬁ) — Wy, ) + W (T, )
— W (wp, - wp) + S (W, Wny1) — S w,y)
+ S (W1, W) — S (Wn—1, )

> W(aye, - ag) = W(a, - am)| + e

- |S(wn7wn+1) - S(xlriovwn-ﬁ-l”

- ‘S<wm*17wm) - S(wm,l,xf,ij)\

3
>ec——-¢>0
) 48

O

Podemos agora mostrar que F' possui érbitas com ntimero de rotagao
irracional que é CO e minimizante.

Demonstracao. Seja g, uma sequéncia de ntimeros racionais convergindo ao
um irracional w, para cada ¢ existe uma sequéncia x* que ¢ CO e mi-
nimizante, podemos também supor que zf € [0,1), pois ao realizar uma
translacao inteira que a acao e o nimero de rotacao nao se alteram. Assim
pelo lema 3.1.2 temos que existe uma subsequéncia convergente, seja x tal
sequéncia, temos que x é CO, pois o conjunto de sequéncias CO é fechado,
pelo lema 3.1.1 tem nimero de rotacao w e pelo que mostramos acima é
minimizante. O

Para concluir a demonstracao do Teorema de Aubry-Mather, falta definir
e mostrar que as 6rbitas acima estao em um conjunto de Aubry.

3.2 Conjuntos de Aubry-Mather

Um lema ttil para essa secao é o que Golé chama de fenémeno Ratchet

Lema 3.2.1 (Lema Ratchet). Seja F' o levantamento de uma de uma apli-
cagao twist que satisfaz a condigdo

X
b>aa—y>a>0 (3.11)
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em uma regiao entao para todo ponto z na regiao existem um cone vertival
Cy(2) centrado em z e um cone horizontal Cp,(F(z)) centrado em F(z), tal que
F(Cy(z)) C Ch(F(2)). Lembramos que um cone vertical C,(zo) centrado em
um ponto zy € um conjunto definido a partir de dois vetores u e v linearmentes
independentes tais que Cy(z9) = {z € R?|z = 20 + au + Bv, onde a- 3 > 0}
e além disso zp + (0,1) € Cy(z0), e um cone horizontal Cy(zo) € definido
de maneira andloga, porém é exigido que zy + (1,0) € Ch(zp) ao invés de
Zo + (0, 1)

Demonstra¢ao. Comecamos fazendo algumas observagoes, primeiro se F' é
o levantamento de uma Aplicacao do tipo Twist positiva, denotamos duas
inversa por =1 = (X1, Y1) e sua composta por F? = (X?,Y?) a regra da
cadeia nos diz que

-1 2

0X
—a > >-b : 2b>— >2
a ay ; a9y a

Fixe z e considere as retas verticais [; = {F(z) + (0,y)|ly € R} e l_; =
{F71(2)+(0,y)|ly € R}. Seja C, a regiao entre F~1(I) e F(I_;) que contém
a reta vertical e C), a regiao entre [; e FQ(Ll) que contém a reta vertical
como na figura abaixo.

F7H (1) F(l-) L F2(1-0)

Afirmamos que F(C,) C Cy. Note que F(I_1) é grafico crescente em
relagao ao eixo x e F~1(l;) decrescente em relagao ao eixo z. Seja zy € C,,
suponhamos primeiro que z; estd acima de z e ainda que estd a esquerda
de z, considere s.(z) a semi-reta vertical que inicia em F~'(l}) e passa
por 2y, temos que F'(s.(29)) esta contido em Cj, de fato, F(s.(z9)) ¢ uma
grafico crescente que inicia-se em [; e nao pode cruzar com F?(I_;), pois
isso implicaria que s.(z9) e F'(I_1) possuem pontos em comum, mas Se(zo)
estd a esquerda de z e F'(I_;) é monotona crescente, com isso temos que
F(sc(z0)) € C} e consequentemente F'(zp) € Cj,. Suponhamos agora que
2o esteja a direita de z, considere a semi-reta vertical s4(29) que passa por
2o e inicia-se em F'(I_1), F(s¢(z0)) é uma grafico crescente que inicia-se em
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F?(I_1), F(s4(20)) nao pode intersectar novamente F?(I_), pela observagao
anterior que o vetor tangente de F%(I_;) tem sempre uma inclinagdo maior
que F'(sa(z0)), logo F(s4(z0)) C Cy e com isso zg € Cj. Com mostramos que
parte superior de F(C,) esta contindo da parte a direita de C}. Podemos
fazer um argumento analogo para parte de baixo e mostrar que ela é levada
pela F' na parte a esquerda de C},.

Para finalizar a demonstracao do lema, basta observar que C, contém
um cone vertical e que (Y, estd contido em um cone horizontal, mas isto é
garantido por 3.11. O

A partir da demonstragao acima temos também o seguinte corolario

Corolario 3.2.2. Os cones obtidos no Lema 3.2.1 sao tais que a parte su-
pertor do cone vertical € levada na parte a direta do cone horizontal.

Definigao 3.2.3. Seja M C R? ¢ dito F-ordenado se, para todo (z,y) ,
(«',y') € M,
r<i =Xy <X, y)

onde F(z,y) = (X(z,y),Y (x,y)). Se além de ser F-ordenado, tivermos que
M ¢ invariante por F' e por F~!, dizemos que M ¢ F-ordenado invariante.

Observe que um conjunto F-ordenado invariante nao pode conter dois
pontos z, 2’ tais que 7(z) = 7w(2’), pois isto implicaria que 2’ estd acima de
z e como F~! é o levantamento de uma aplicacio twist negativa teriamos
m(F~Y(2")) < 7(F~Y(2)), mas 7(z) = 7(2’) o que gera um absurdo. Observe
que um conjunto é limitado verticalmente, basta utilizar a proposicao 3.1.2
com isso temos que

Proposicao 3.2.4. O fecho de um conjunto F-ordenado invariante é um
conjunto F-ordenado invariante.

Demonstracao. Seja M um conjunto F-ordenado invariante, por continui-
dade da funcdo F temos que M ¢é invariante. Suponhamos que F é o levan-
tamento de uma aplicacdo twist positiva. Afirmamos que que se z, 2’ € M
e m(z) < 7w(2') entdao w(F(z)) < w(F(Z)), Existem duas possibilidades ou
7(z) = 7(2’) e a condigao twist nos garante que 7(F(z)) < w(F(2')), ou
m(2) < m(2') entdo existem sequéncias {z;}icz e {2 }iez com 7(z) < 7(z))
para todo 7 e com isso (F(z)) < m(F(2;)) e logo m(F(2)) < 7(F(2)). Que-
remos mostrar que 7(F(z)) = n(F(z')) ndo pode acontecer. Suponhamos por
absurdo que 7(z) < 7(2') e 7(F(z)) = n(F(z")). Aplicando o Lema Ratchet
3.2.1 em F~! para F(z), como 2’ esta a direita de z, temos que F(z') esta
abaixo de F(z). Pela condigdo de twist temos que 7(F?(z)) < 7w(F%(")), o
que gera um absurdo, pois w(z) < 7(2'). O
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Lembramos que um funcao f é dita de Lipschitz se existe uma constante
K > 0 tal que ||f(y) — f(x)|| < |ly — z||. Dizemos que um subconjunto
A C R? é um grafico de Lipschitz sobre a coordenada z se 7|4 é uma fungao
injetiva e sua inversa é tal que m, (7' (z)) ¢ fungao de Lipschitz, onde 7, ¢ a
projecao na coordenada y.

Proposicao 3.2.5. Se M é um conjunto F-ordenado invariante entao existe
uma constante K, que depende de F, tal que se (x,y) e (z',y') € M entao

Y =yl < Kla' -z
Isto €, M ¢ um grdfico de Lipschitz sobre a coordenadas x.

Demonstracao. Como em M nao pode ter dois pontos em uma reta vertical,
a funcdo 7 |y € injetiva. Mostraremos agora que é um grafico de Lipschitz.
Seja z,z’ € M, suponhamos, sem perda de generalidade, que m(z) < 7(2).
Considerando o fenomeno ratchet para F~! no ponto z temos que se 2’ nao
pode estar no cone superior de z, pois se estivesse terfamos que F~1(2) esta
a esquerda de F~!(z) contrariando o fato de M ser F-ordenado invariante,
analogamente considerando o Lema Ratchet 3.2.1 para F' no ponto z, 2z’ ndo
pode estar no cone inferior de z, logo 2’ deve estar fora do cone de z, logo M
é um grafico de Lipschitz. O

Lema 3.2.6. Todos os ponto de um conjunto F'-ordenado tem o mesmo ni-
mero de rotacao.

Demonstracao. Seja M tal conjunto. Mostraremos primeiro que a projecao
de uma 6rbita de um ponto de um conjunto F-ordenado é CO. Seja z € M
suponhamos que 7(z) < 7(F(z)), como M é F-ordenado temos m(F(z)) <
7(F?%(z)) e assim por diante temos 7(F%(2)) < m(F™1(2)) o que implica que
a orbita ¢ CO. Além disso se tivermos dois pontos z, 2’ € M, suas 6rbitas nao
se cruzam , pois se m(z) < 7(z’) temos novamente que 7(F*(2)) < w(F'(2"))
para todo i. Finalmente mostraremos que dadas duas sequéncias CO, que
nao se cruzam, elas tem o mesmo ntmero de rotagao.

Seja x,x’ duas sequéncias CO, tais que < x’, observe que se i > 0 e
k<0

St e SEs R
1 7 k k
com isso temos
. / !
1imx—,l<limx—,z e lim ﬁ> lim =
i—00 1 i—00 1 k——oco k k——oco k
finalmente
p(x) <p(x') e plx)>p()
portanto temos p(x) = p(x’). O
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Finalmente definimos um conjunto de Aubry-Mather.

Definigao 3.2.7. Um conjunto M é dito Aubry-Mather para o levantamento
de uma aplicacao twist F' se M for fechado, F-ordenado invariante e invari-
ante por translacao inteira no eixo x.

A propriedade de invariancia por translagoes inteiras nao excerce grande
influéncia, pois dado um conjunto F-ordenado invariante e unirmos com to-
das as possiveis translagoes inteiras ele ird continuar sendo F-ordenado inva-
riante, pois [’ ¢ invariante por translagao inteira no eixo x.

Ja que mostramos que existem orbitas CO para todos os nimeros de
rotagao reais, e considerando o fecho de uma 6rbita CO e suas translagoes
inteiras temos um conjunto de Aubry-Mather, isto prova a parte final do
teorema. Os resultados anteriores nos garantem que um conjunto M de
Aubry-Mather é um gréfico de Lipschitz e que todas as érbitas em M sao
CO com o mesmo numero de rotagao. Uma propriedade muito interessante
dos conjuntos de Aubry-Mather é

Teorema 3.2.8. F restrita a um conjunto M de Aubry-Mather € conjugada
a um levantamento de um homeormorfismo no circulo pela projecdo .

Demonstragao. Note que w(M) é fechado pela proposigao B.0.23. Observa-
mos também que 7(M) é invariante por translagao inteira, com isso 7 induz
um homeomorfismo G : 7(M) — R definido por G(7(z)) = m(F(z)), tal que
G(x+1)=G(z)+1,se 7(M) =R entdao G é um levantmento de um home-
omorfismo no circulo, se m(M) # R ent@o seu complementar é um aberto na
reta, que pode ser escrito como uniao disjunta de intervalos abertos. Note
que esse intervalos devem ser sempre limitados, pois um conjunto de Aubry-
Mather ¢ ilimitado no eixo z, seja (a,b) um intervalos desses definimos G
nesse intervalo como o segmento de reta unindo G(a) até G(b), note que se
(a,b) nado interseciona m(M) entdo pela invariancia temos que (a + 1,b+ 1)
também néo interseciona o m(M) e além disso temos que G(t+1) = G(t) + 1
para todo t € (a,b), pois G(a +1) = G(a) +1 e G(b+ 1) = G(b) + 1. Logo
temos G é continua, G(v + 1) = G(z) + 1 para todo t € R e G é cres-
cente por definicao de G e de conjunto F-ordenado, logo é o levantamento
de um homeomorfismo do circulo que preserva orientacao e por definicao
G(m(z)) = m(F(2)) para todo z € M, logo m ¢ uma conjugagao entre F' |5, e

Observamos que na demonstracgao acima obtemos um fung¢ao G que além
de ser um levantamento de um homeomorfismo do circulo , é também Lips-
chitz e possui o mesmo ntimero de rotagao que M. Uma pergunta natural é
como se caracterizam os homeomorfismos do circulo, a reposta é dada pelo
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Teorema de Classicacao de Poincaré. Alguns autores, como Katok e Has-
selblatt [13|, definem um conjunto de Aubry-Mather como a proje¢ao do
conjunto no cilindro no caso em que M é um conjunto de Cantor. Note que
sobre a Aplicagao Standard com k = 0 se resume a f(z,y) = (x + y,y), logo
se considerarmos M = {(z,y)|y = yo}, M é um conjunto de Aubry-Mather,
e nesse conjunto a aplicacao Standard é conjugada a uma rotagao yg o teo-
rema acima mostra que de uma certa maneira acontece para qualquer valor
de k, isto é, existe um conjunto M com nimero de rotacao y, tal que restrita
a esse conjunto a aplicacao Standard é conjugada a um homeomorfismo no
circulo com nimero de rotagao g, o que parece surpreendente se observamos
a figura 1.1, no caso em que k = 8.

3.3 Teorema de Classificacao de Poincaré

Os resultados dessa segao seguem a partir de Katok e Hasselblatt [13] Come-
¢amos com alguns resultados preliminares.

Proposicao 3.3.1. Seja F' o levantamento de um homeomorfismo do circulo
que preserva orientacdo entdao o nimero de rotagdo € o mesmo para qualquer
reR

Demonstracao. F' é crescente logo toda a 6rbita é CO, além disso duas orbitas
nunca se cruzam, assim pelo o que foi feito no Lema 3.2.6 temos que toda
orbita tem o mesmo ntmero de rotacao. O]

Com isso podemos definir naturalmente o nimero de rotagao p(f) de um
homeomorfismo no circulo como o nimero de rotagao de um ponto qualquer.
Além disso definmos w-limite e a-limite de maneira usual.

Definigao 3.3.2. Seja f um homeomorfismo do circulo, e seja x € St, defi-
nimos w(z) como o conjunto de pontos y de S! tal que existe uma sequéncia
de indices ny, crescendo para oo com f" () convergindo a y. Definimos a(x)
analogamente considerando a sequéncia de indices descrecendo para —oc.

O Teorema de Classificagao de Poincaré que queremos demonstrar é

Teorema 3.3.3 (Teorema de Classificagao de Poincaré). Seja f um homeo-
morfismo no circulo que preserva orientacao e F' seu levantamento. Entao

o Se p(f) € racional entao w(z) e a(x) sao drbita periddicas para todo
reS!
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o Se p(f) € irracional entio w(x) = a(z) para todo x € S* e além disso,
w(x) independe de x, isto €, w(x) = w(z') para todo x,z' € S'. Denote
Q = w(x), entio ou Q = S' ou é um conjunto de Cantor, isto €, é
fechado, perfeito e totalmente desconexo.

Comegamos por considerar o caso onde p(f) é racional.

Proposicao 3.3.4. Seja f um homeomorfismo do circulo tal que p(f) €
racional entao f tem uma orbita periddica.

Demonstra¢ao. Comegamos por mostrar que se p(f) = 0 entdo f tem ponto
fixo. Por contraposicao suponhamos que f nao tem ponto fixo, seja F' seu
levantamento tal que F'(0) € [0, 1) temos que F(z) —x ¢ Z, como F(x) —x é
continua, temos que 0 < F'(z) < 1, pois caso isso nao acontecesse o Teorema
do Valor Intermediario F'(z) — = assumiria um valor inteiro, além disso como
[0, 1] é compacto temos que F'(z)—x assume minimo e maximo, logo podemos
assumir que
0<i<Fz)—xz<1-60<1

Como F' tem periodo igual a 1, a desigualdade acima vale para todo xz € R.
Com isso

i< FO0)—-0 <1-9¢
6< F2(0)—F(0) <1-94§

§ < F(0) — F=Y(0)<1—6

somando as inequagoes acima obtemos

£(0)

0 < <1-9

finalmente p(f) # 0 . Suponhamos agora que p(f) = p/q. Considere G(z) =
F9(z) — p observe que

G"0) F™0)—-np  F™0)—np
n o n —1 qn

Logo p(G) = q(p/q — p/q) = 0 Logo G tem ponto fixo, mas isso implica que
f9 tem ponto fixo e portanto tem orbita periddica. O

Queremos mostrar agora que w(z) e a(x) sdo orbitas periddicas. Mostra-
remos mais do que isso

Proposigao 3.3.5. Se p(f) =p/q € Q e x € S' é uma drbita nao periddica
temos duas possibilidades:
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1. Se f tem apenas uma drbita periddica O(zo) = {xo, f(xo),- -+ f97 (z0)}
entao x € um ponto heteroclinico para dois pontos de (xy) em relagao
a f. Esse pontos sao distintos se ¢ > 1.

2. Se f tem mais de uma orbita periodica entao x € um ponto heteroclinico
em relacao a f9 para dois pontos de orbitas periodicas distintas.

Demonstracao. Seja F' o levantamento de f e xy um ponto peridédico de f,
considere a fungdo G(y) = FY(y) — p definida para todo y € [zo,zo + 1],
note que G ¢é crescente, pois F'9 é o levantamento de f9. Como x é nao
periodico temos que G(x) # x, suponhamos que G(z) > z, seja I = (a,b) o
maior intervalo contendo x tal que G(y) > y, a existéncia de I é garantida
pelo fato de G ser continua e observe que a e b devem ser pontos fixos,
pois I é maximal. Como G ¢é crescente temos G((a,b)) C [a,b], com isso
temos G" () é uma sequéncia crescente e limitada por b, logo é convergente,
mas G é um homeomorfismo no intervalo G"(x) s6 pode convergir para um
ponto fixo, neste caso b. Note que se G(z) > = temos que G~ !(x) < z, logo
G~ "(x) é uma sequéncia decrescente e analogamente deve convergir para
a. No caso G(x) < x o argumento é similar,pois teriamos que G™(z) é
decrescente convergindo para a e G~"(x) crescente convergindo para b. Com
isso mostramos a primeira parte de 1. e 2.. Observe que em 1. se ¢ > 1 entao
G tem um ponto fixo entre (zg,xo + 1), logo temos que b — a < 1 portanto
a # b mod 1 garantido que a e b sdo pontos distintos de o(xy). No caso
2. suponhamos por absurdo que a e b pertencem a mesma orbita, isto é, b
mod 1 = f¥(a mod 1) para algum k € Z, mas com isso terfamos que I = (a
mod 1, f¥(a mod 1)) ndo contém nenhum ponto periédico o mesmo valendo
para f™*(I), entretando temos que Up<,<,f™*(I) cobre todo o complementar
da orbita de a, assim f teria apenas uma orbita periddica contrariando nossa
hipotese. O

Consideramos agora o caso em que p(f) € R\Q. Comegamos por um
lema auxiliar.

Lema 3.3.6. Se p(f) e R\Q , mn € Zm #n, sejax € S* e I CS! um
intervalo fechado delimitado por f*(x) e f™(x). Entio S* C Urenf *(I)

Demonstragio. Consideramos I, = f"~™)(I), note que estes intervalos estdo
lado a lado, isto é, I e Ixy; tem um ponto que os delimitam em comum.
Suponhos por absurdo que S # Ugenf¥(I) entao a sequéncia dos pontos
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que delimitam converge a um ponto z e com isso teriamos
2= Jim fHO(p () = dim [ ()
k—o00 k—ro0
= lim o —m)(f7m (7 () = o7 (Jim fHO7 (7 (@)))
500 k—ro0
= f""(z)

Com isso teriamos z um ponto periddico, mas isto implicaria que p(f) é
racional. n

Proposicao 3.3.7. Seja f um homeomorfismo no circulo tal que p(f) €
irracional. Entao w(x) nao depende do ponto x e w(x) € todo o S' ou um
congunto de Cantor, isto €, perfeito, fechado e totalmente desconezo.

Demonstra¢ao. Comegamos por mostrar que w(z) ndo depende do ponto z,
considere z e y € St e seja f"(x) — z € w(x). Fixado um I,,, considerando o
intervalo fechado I; formado por f(x) e f2(x) pelo lema anterior existe um
ki tal que f* (y) € I, considerando o intervalo fechado I, formado por [5 e
I3 novamento o lema anterior garante que existe um ky tal que f*+*1(y) € I,
construindo a sequéncia por inducao e denotando K,, = ki +ky+- - - k,,,, com
isso temos que K,, — oo quando m — oo e além disso temos

lim f%(y) = 2
m—00

e com isso w(x) C w(y), realizando a mesma construgdo para um ponto
z € w(y) concluimos que w(z) = w(y). w(x) nao depende de x, seja 2 = w(z).
Observe que se A é um conjunto fechado e invariante por f, entao f"(z) € A
para todo x € A, e como A é fechado qualquer ponto de acumulgao de
{f™(@)}nen pertence a A, logo 2 C A, logo os tnicos subconjuntos fechados
e invariantes de Q2 sdo () e o proprio 2. Note que 99 é invariante por f, de fato
seja z € 92 e D uma aberto contendo f(z), temos que D deve conter pontos
Q e seu complementar por f~1(D) ¢ um aberto que contém z. Além disso a
fronteira de um conjunto ¢ um fechado, logo temos que ou 92 = () e com isso
interior de  é igual a Q portanto €2 é aberto e fechado logo = S! ou 90 = Q
com isso o interior de €2 é vazio, e como {2 é fechado temos que €2 é nowwhere
dense que no circulo é equivalente a ser totalmente desconexo. Finalmente
queremos concluir que §2 é perfeito, seja x € (2, existe uma sequéncia [,, tal
que f'm(z) — x, pois conjunto Q = w(x), note que fim(z) € Q, pois Q é
invariante, além disso f'(z) # x, pois como p(f) é irracional temos que f
nao tem ponto periodicos. O

A partir da proposi¢ao acima denotaremos o w(zx) como Q(f).
A proposicao abaixo é o ultimo resultado preliminar antes de demons-
trarmos a parte final do Teorema de Classificacao de Poincaré
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Proposicao 3.3.8. Se p(f) = p € R\Q entao para ny,ng,my,ms € Z e
xr € R temos

nip +ms <n2p+m2<:>F”1(x)+m1 <F”2(x)+m2

Demonstragao. Comegamos observando que o fato que p € R\Q implica
que nip + my # naop + me. Dados ny,ng, my, me € Z, defina uma fungao
G(z) = F™(x) +my — F"(x) — my, observe que G ndo pode ter zeros, pois
se G(z) = 0 para algum z € R, teriamos que F™ (z)—F"2(z) € Z e com isso z
mod 1 seria uma 6rbita periddica, contrariando nossa hipétese. Suponhamos
que F™(z) +my < F™(z) + my , por continuidade G nao troca de sinal e
portanto a desigualda independe do ponto x com isso tomando = = F~"2(0)
e x = F™~2"2(()), obtemos respectivamente as deseigulades

Frn2 (0) < Mo — My
FPmmm2)(0) < (mg — my) + F™72(0)
Combinando as desigualdades acima obtemos F2™~"2)(0) < 2(my — my),

prosseguindo indutivamente temos F™™~"2)(0) < n(my — m;) para todo
n € N, agora note que

Fn(nl—ng) . o
p=lim ——(0) < lim n(mg —mi) _ (ma —mi)
n—oo n(ny — ngy) n—oo n(ny — ngy) (ny —n2)
Consequentemente

nip +mp < ngp + me

De maneira analoga podemos mostrar que se F™ (z) +my > F"(x) + mq
entao nip + my > n9p + Mo ]

Finalmente mostraremos a parte final do Teorema de Classificacao de
Poincaré, lembramos que g ¢ dita um fator topolégico de f, se existe uma
funcao continua sobrejetiva h tal que ho f = goh, h é chamada de semicon-
jugacao.

Teorema 3.3.9. Suponhamos que p(f) = p seja irracional temos que se
Q(f) =S entao f ¢ conjugada a rotagio R, de dngulo p, caso contrdrio R,
€ um fator topologico de f.

Demonstracao. Seja F' o levantamento de f, x € R e B o levantamento
da orbita de * mod 1, isto ¢, B = {F"(x) + m|m,n € Z}. Definimos
H : B — R, tal que F) +m + np + m, a proposi¢do acima nos diz
que H é monotona, além disso H(B) é denso em R, pois o conjunto {np
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mod 1|n € Z} é denso no intervalo [0,1). Seja R, o levantamento de R,
dado por R,(z) = x + p, temos que

HoF(F"(z)+m)=HF" z)+m)=n+1)p+m
R,0o H(F"(z)+m)=R,(np+1)=(n+1)p+m

Consequentemente se restringirmos F' ao conjunto B, temos H o F' = Eo H.
Note ainda que se z € B, temos

H(z+1)=H(F"(zx)+m+1)=np+m+1=H(z)+1 (3.12)

Afirmamos que podemos extender H continuamente ao fecho B de B. Seja
y € B, temos que existe sequéncia z, em B vujo o limite é y e portanto
definimos H (y) = lim,,_,, H(x,), precisamos primeiro mostrar que tal limite
existe. Se x,, > y ou x,, < y temos que o limite desejado existe e independe
da escolha de x,,, pois H é monotona e H(B) é denso.Se z,, for uma sequéncia
qualquer e zy,_ , z;, subsequéncias tais que zy,, > vy e x;, < y, poderiamos
ter que

m

b= lim H(zg,)> lim H(x,)=a

m—ro0 m—r 00

Mas isto n@o ocorre, pois se ocorresse teriamos que R\ H(B) conteria o in-
tervalo (a,b), mas isto gera uma contradigao, pois H(B) é denso. Observe
que H em relacdo a B é continua por construcio é sobrejetiva (pois H(B) é
denso. Note que se Q(f) = S', temos que B = R, como a equacio 3.12 con-
tinua valendo para extencdo H ao conjunto B, assim como a monotocidade,
temos que H conjuga f e R,. Caso contrario, podemos extender H continu-
amente & R, dado um intervalo complementar de B definimos H constante
igual ao valor dos extremos, e com isso conseguimos semiconjugacao entre f
e R, (observe que H nao ¢ mais injetiva). O
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Capitulo 4

Forma Normal de Birkhoft

Uma das motivagoes para o estudo de aplicacoes twist vem do estudo de
Hamiltonianos com uma o6rbita eliptica, essencialmente, se considerarmos
uma secao de Poincaré em torno de um ponto dessa orbita a aplicagao de
primeiro retorno nessa secao, temos uma aplicacao twist. Comecamos por
estudar Hamiltonianos, seguimos Lopes [1| e Grébert [9].

4.1 Hamiltonianos

Considere uma particula contida em R" com massa m, cuja sua posi¢ao em
fungao do tempo é dada por q(t) = (q1(t), -+, ¢n(t)) e sob influéncia de um
campo de forcas, que nao varia ao longo do tempo, F' : R” — R", a Lei de
Newton afirma que

mq"(t) = F(q(t))
Se definirmos o momento candnico por p(t) = (mqy(t),--- ,mq,(t)) e tomar-
mos F um campo conservativo, isto é, existe uma funcao U : R" — R, tal
que F' = —VU, entao a energia total do sistema denotada por H : R** — R
é dada por

Como F' é conservativo ¢ possivel mostrar (ver Lopes [1]) que a energia total
é conservada, ou seja, se mantém constante ao longo do tempo e também
que a Lei de Newton fica reduzida a

q;(t):aH7 Z:17' ,
Ip;
- (4.1)
p;(t):_aqla Z:L' ,
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A equacao 4.1 é conhecida como as equacoes da Hamilton-Jacobi. Essa foi
a motivagao inicial de William Rowan Hamilton, que permitiu um entendi-
mento maior da Mecéanica Cléssica, e se permitirmos fungoes mais gerais
para H, podemos descrever outros modelos fisicos que nao possuem um
campo conservativo, para mais detalhes ver Lopes [2] e o Mackay e Meiss
[16]. Neste trabalho Hamiltonianos sempre serao autéonomos, isto é, nao de-
pendem do tempo e por isso chamaremos apenas Hamiltonianos como na
definicao abaixo.

Definicao 4.1.1. Um Hamiltoniano com n graus de liberdade é uma fungao
C*>, H(q,p) : R" x R" — R, a equagao diferencial

¢=(4,p)=JVH(q,p), J= {_0[ é] , I éaidentidade em R"

é o Sistema Hamiltoniano para H, VH(q,p) é o campo Hamiltoninano de H
e ¢ é o fluxo Hamiltoniano de H.

Um conceito importatnte para o entendimento de equacoes diferenciais
e por consequéncia Sistemas Hamiltonianos é o de Integral Primeira, uma
funcao V : E — R, onde E é um aberto de R?" ¢ dita uma integral primeira
de um Hamiltoniano com n graus de liberdade se V' nao for constante em
abertos contidos em F, mas for constante ao longo do fluxo Hamiltoniano.

Definigao 4.1.2. Sejam f(q,p) : R*™ — R e g(q,p) : R*™ — R fungoes C*,
defina h(q,p) : R* — R por

N~ (0f 09 9f dg
hg,p) =) (8qi I o aq) ()

i=1

h é chamada e de colchete de Poisson de f e g, e serd denotado por {f, g}.
Uma outra maneira mais sucinta de escrever h é h = Vf - JVg, onde J é a
matriz da definicao 4.1.1.

O colchete de Poisson é uma maneira ttil para procurar integrais primei-
ras de um Hamiltoniano, tendo em vista a proposi¢ao abaixo

Proposigao 4.1.3. Dado um Hamiltoniano H(q,p)R*" — R temos
e [ € uma integral de primeira ordem de H se, e somente se, {f,H} =0

e Se f e g sao integrais primeiras de H entao {f,g} também é.
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Demonstracao. Observe que

8f8H_3f8H_8f.+8f,_ﬁ
dq; Opi  Opi 0q; (9qiq 8pip_ dt

{f,H} = (¢1)

logo f se uma integral primeira se, e s6 se, %(@) = 0 mas isto ocorre se, e
somente se, {f, H} = 0. A segunda afirmagao decorre direto da identidade

de Jacobi descrita na proposi¢ao seguinte O]
Proposicao 4.1.4. Sejam f, g e h funcoes de R*™ em R e a € R temos que
o {f+g.h}={fh}+{gh}
o {a-f.g} =a{f g}
o {f,9} =9, /}

o {{f,9},h}+{{9,h}, f} +{{h, f},g} =0 . Estd é chamada de identi-
dade de Jacobi

Todos os itens acima decorrem diretamente da definigao de Colchetes de
Poisson. Além de Integrais Primeiras podemos procurar mudancas de coor-
denadas que simplifiquem o Hamiltoniano, mas mantenham a sua estrutura.

Definigao 4.1.5. Um difeomorfismo ¢ : R?" — R?" ¢ dito canonico se
preservar o Colchetes de Poisson, isto é, dadas quaisquer duas funcoes f e g
R?" em R, temos

{figlop={fop,gow}

Uma maneira de obtermos mudancas de coordenadas canonicas é através
da Transformada de Lie.

Definicao 4.1.6. Seja y : R* — R uma funcio regular e seja ¢, o fluxo
gerado por JVy, chamamos aplicagdo ¢ := ¢; de a transformada de Lie
gerada por Y.

Observamos que a aplica¢do (t;¢,p) — (g, p) esté definida apenas em
um aberto em torno de (q,p), se ¢ esta definida em ponto (g,p) entao ela
esté localmente definida em um aberto em torno de (g, p).

Lema 4.1.7. Seja G : R*™ — R uma funcdo reqular e @, o fluzo gerado por

JVx, temos que
d

S(Gow) ={Gx}ow

46



Demonstracao. Utilizando a regra da cadeia obtemos

%(G 0 ¢:)(q,p) = V(G o wi(q,p)) - ¢:(q,p) (4.2)
= V(G owqp) - IVx(elq,p)) ={G x}ow (43)
0

O lema acima nos permite escrever a série de Taylor de uma fungao regular
GG composta com a transforma de Lie da seguinte forma

GOQOZG‘F{G,X}‘FW‘F'”

4.2 Forma Normal de Birkhoff para Hamilto-
nianos

Um dos problemas da Mecanica Celeste é enteder o que acontece proximo a
uma Orbita eliptica, de uma maneira simplificada, sabemos que se conside-
rarmos apenas o sistema formado pelo Sol e a Terra, temos que a trajetoria
da Terra ¢ eliptica, porém se adicionarmos Jupiter em nosso sistema, teremos
uma pequena perturbacao na trajetéria da Terra, queremos entao analisar o
que podemos dizer sobre a trajetoria da Terra que esté proxima da trajetoria
eliptica formada pelo sistema Sol-Terra.

Seja H : R?™ — R um Hamiltoniano com um ponto eliptico na origem.
A formula de Taylor na origem para H nos diz

H(p,q) = H(0,0)+ < VH(0,0), (p,q) > + < HessH(p, q), (p,q) > +P(p,q)

Onde P(p,q) é uma fun¢do C* tem um zero de terceira ordem na origem
¢ HessH ¢ a matriz Hessiana de H no ponto (0,0). Como a origem ¢ um
ponto eliptico na origem temos que H =< HessHo)(p, q), (p,q) > +P(p, q).
Afirmamos que

Proposicao 4.2.1. Se H : R*® — R um Hamiltoniano com um ponto eliptico
na ortgem entao existe uma mudanca de coordenadas tais que

< HessH o,0)(p, q), (p,q) >= Zu@(p? + qJQ)
j=1

Onde os w; sao dados pelo spec(JHessH o)) = {Fiwy, -+, F£iw,}
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A prova desse resultado pode ser encontrada em Hofer [12]. A proposigao
acima afirma que H = Hy + P onde Hj é o oscilador harmoénico, isto é,

n 2 2 n
P+
Hy(q,p) = E w;= 5 L= E w; 1
=1 =1

2

2
onde I;, que é igual a b ;qj, é chamado de a j-ésima agao de (¢q,p). Além

disso dizemos que P esté na forma normal em relagdo a H se {P,H} = 0.

Definigao 4.2.2. Seja r € N, um vetor w € R" é dito nao ressonante de
ordem r se para todo k € Z" tal que 0 < |k| < r temos

=1

Teorema 4.2.3 (Forma Normal de Birkhoff). Seja H : R*" — R um hamil-
toniano da forma H = Hy+ P, onde Hy € o oscilador harmoénico e P é C*
com um zero de ordem 3 na origem. FEntao para todo inteiro r > 3 fixado,
temos que existe uma mudan¢anda de coordenada T(¢',p') : U — V que €
uma fungao real analitica e candénica, onde U eV sdo vizinhangas da origem
em R?" tal que

H((,p))=Hor=Hy+Z+R

onde

1. Z € um polinomio de ordem r e {Z, Hy} = 0, isto €, Z estd na forma
normal em relacao a Hy.

2. RéC™ e R(¢,p) =O(|(d,p)|]) "

3. 7(¢p) = (1) + Ol P)I)?

Em particular se w = (w1, -+ ,wy), onde w; sao os coeficientes de Hy, for
(0})*+(d})?

nao ressonante entao Z depende apenas de I; = 5

Demonstracao. Para facilitar as contas, vamos trabalhar me varidveis com-
plexas,

1 , 1 ,
& = E(%‘ +ip;) e ;= E(q‘j — ip;)
observe que nessas coordenadas temos
2 .2
G +pj
SU/E %
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Fixado um r vamos obter indutivamente transformagoes 7, com k =
2,---,r tal que

Hy:=Hom, = Hy+ Zp + Pry1 + Rigo
onde

1. Zj ¢ um polinémio de grau k que possui um zero de grau de 3 na origem

e {Zk, Ho} =0
2. P11 ¢ um polindbmio homogéneo de grau k + 1

3. Rji2 ¢ um Hamiltoniano Regular que possui um zero de ordem k + 2

Faremos isso, pois quando k = r, tomando Z = Z. ¢ R = R, 5 + P, fica
provado o teorema.

Para & = 2, definimos 7 como a identidade, Z, = 0, P3 como sendo
a expanc¢ao de Taylor de P de ordem 3 e Ry = P — P3. Seja xjy1 um
polinémio homogéneo de grau k4 1, podemos associar ele a um Hamiltoniano
e considerar sua transformada de Lie ¢;,1. Com isso temos que Hy o ¢ 1 =
Hyo ¢pi1+ Zi 0 pr1 + Pra1 0 Ops1 + Riyo 0 drr1 que podemos reescrever da
seguinte forma

Hy 0 ¢pp1 = Ho+ Zy + {Ho, Xer1} + Prta (4.4)
+ Riy2 0 Q1 + Ho 0 dpr — Ho — {Ho, Xi41} (4.5)
+ 23 © Q1 — Zi + Prg1 0 Gpr1 — Pia (4.6)

Observe que dados dois polinomios F; e Fy temos que {Fy, F»} ¢ um polino-
mio cuja o grau ¢ igual a soma dos graus de F; e F5 menos 2. Além disso
como Xk+1(£77]> = O(||(£7 T])H)k temos que ¢k+1(£7 77) = (57 77) + O(H(&?U)H)k
e portanto 4.5 e 4.6 sao Hamiltonianos regulares com um zero na origem de
ordem k + 2, logo usando a férmula de Taylor podemos decompor a soma
em Py + Rj.3, onde P,.; é um polindmio homogénio de grau k + 1 e
Ry 3 ¢ um Hamiltoniano Regular que possui um zero de ordem k + 2. O
lema abaixo nos permite mostrar que existe uma escolha de xx,; tal que
Z = Zy + {Hp, Xps1} + Pry1 € um polindmio de grau k + 1 que possui um
zero de grau de 3 na origem e {Z, Hy} = 0 o0 que prova a primeira parte do
teorema.

Lema 4.2.4. Seja Q um polinémio real de grau [, existe um polindomios real
homogéneo x de grau l tal que Z definido abaizo

{Ho,x}+Q =2 (4.7)
€ um polinomio real de grau | que estd na forma normal, isto €,
{Z,Hp} =0 (4.8)
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A demonstracao envolve um quantidade de indices que dificulta o seu
entendimento, portanto vamos comegar com um exemplo. Seja Q = 2&,&n5+
3&1€9mme, por conveniéncia escrevemos @ = 2£1&9m9ms + 3E1E2m1 M2, observe
que

{Ho, &1&omone}t = i(wim - 0 — wi&y - Eamama + wans - 2618012 — wals - E11a1)2)
= —i(w1 + wo — w2 — w2)&1&amm2

Seja (1,2;2,2) = (wiws — wa — ws) € 2(1,2;1,2) = (w1 + wy — w1 — wo),
suponhamos que €2(1,2;2,2) # 0 , definimos

2
X = m&&ﬁﬂb

E como €(1,2;1,2) = 0, definimos Z = 3£1&m11m9 € com isso temos {Hy, Z} =
OeZ={Hy,x}+Q=72.

Demonstragdo. Seja j € [1,...,n]" el € [1,...,n]*, tal que ky + ky = k e
denotamos £0) = Eir &g, © nW =, - *1,» calculando como no exemplo
acima, obtemos

{Ho, 69y} = —iQ(j; )€
onde Q(j;1) = wj, + - + Wy, — Wy, — 0 —wy, , como @ é homogéneo, Q)
pode ser escrito da forma

Q= Z a;EWn®
(GDEL,.m]*

agora seja

= 0 e ¢;=0 quando Q(j;1) #0
bi=0 e c¢jy=uaj; quando Q(j;1)=0
assim como no exemplo, definimos
= Y nE z- Y e )
(4,D)€EL,...,n]* (3,D)€[L,...,n]k

Assim temos que y e Z, satisfazem as hipoteses, alem disso como () é um
polinémio real, temos @;; = a;; e temos também que Q(j;1) = —Q(l;5). O
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Observe que a condi¢ao de ressonancia nos garante que §2(j;1) =0 < j =

[, neste caso teremos
7 — Z ajjﬁ(j)n(j)
(.9)€lL,....,n)*

]

Considere um hamiltoniano H : R? — R nas hipoteses do teorema acima,
entao H pode ser escrito da seguinte forma

P>+ ¢

H(q,p) = A +Z+R

como no teorema acima, suponhamos que A seja nao ressonante de ordem /[,
logo temos

2 2 ! 2 2\ ¢
p°+q p°+q
H = A i R
(¢,p) 5T ;:1 a ( 5 ) +

Considere H = H — R, gostarfamos de escrever o Hamiltoniano H ¢ H em
coordenadas polares, porém essa mudanca de coordenadas nao preserva area,
logo nao preserva a estrutura simplética de H, porém a seguinte mudanca de
coordenadas ¢ = (2r)"/2cosf e p = (2r)"/?sin 6 preserva, nessa coordenadas

temos
l

H=M+2, Z:Zai(r)i
i=1

As equagoes de Hamilton-Jacobi ficam reduzidas &

) aﬁ i—1
o

o9

P=
Vemos facilmente que o fluxo de H, ¢,(0,r) = (6 + (o + P(r))t,r), onde
P(r) =% a; (r)"". Observe que o fluxo de H ¢; é tal que ¢, —¢; = O(|r])?,
obtemos portanto que ¢1(6,7) = (6 + XA + P(r) + O(|r])',r + O(|r])"), se
substituirmos r por (r?)/2, obtemos em coordenadas polares tradicionais
¢1(0,7) = (0 + X+ P(r*) + O(Ir])*,r + O(|r|)?) f, ainda se considerarmos
¢1 em coordenadas complexas z = re?? temos ¢(2) = Az + O(27)?
De fato vale um resultado que também é conhecido como a Forma Normal

de Birkhoff que diz
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Teorema 4.2.5. Se f é um difeomorfismo que preserva drea em uma vizi-
nhanga de 0 em R?, tal que 0 é um ponto fixo elipitco nio degenerado seja
A = 2™ ym dos autovalores de D f(0), ainda se \™ # 1 paran =1,2,--+ ,q.
Entao existe uma mudanga de coordenada que juntamente com as coordena-
das polares f pode ser escrita em uma vizinhanga de (0,0) da sequinte forma

fO,r) = (0 +a+P@*) +O(r|)*,r + O(|r])*)
Com P(z) = a1z + -+ + apx™ tal que 2m +1 < q

A demonstracao desse teorema é similar a demonstracao do Teorema da
Forma Normal de Birkhoff 4.2.3, pode ser encontrada em Le Calvez [15], a
prova é feita por indugao em ¢ e o polindmio P é construido recursivamente.
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Capitulo 5

Teorema KAM e algumas
aplicacoes

O Teorema KAM é parte fundamental da teoria conhecida como Teoria KAM,
surgiu no final da década de 60, nos trabalhos de Kolmogorov, Arnold e Mo-
ser, que dao nome a teoria, a motivacao principal era a que ja mencionamos
da mecanica celeste, dado um hamiltoniano integravel, conseguir entender
um hamiltoniano nao integravel que ¢ uma perturbagao do hamiltoniano in-
tegral, como no caso dos problemas dos 3 corpos, citado no capitulo anterior.

5.1 O Teorema KAM

Comecaremos por enunciar o Teorema KAM para aplicagoes simpléticas em
sua maior generalidade, porém nao explicaremos o significado de cada uma
das afirmacoes. O que faremos é reescrever o mesmo Teorema em uma versao
mais simplificada, a qual condiz com o trabalho aqui apresentado.

Teorema 5.1.1 (KAM). Seja fo seja uma aplicagao integrdvel simplética do
tipo do tunst de T x D™ da forma

folg, p) = (¢ + w(p), p)
onde D™ é um disco do R" e w : D™ +— R" é C*. Seja po € o interior D™.
Se existem duas constantes positivas ¢ e T tais que

n+1

> (M kDT 5D

Entao existe uma vizinhanca W de fo de fungoes C™> exatas simpléticas tais
que para cada f € W, existe um toro invariante imerso Ty >~ T" no interior
de T™ x D™ tal que

vk € 7" — {0},

Z kjw;(po) + knit
=1
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(1) Ty € um grdfico Lagrangiano C™ sobre a segao 0
(i1) f|1rf ¢ C™ e conjugada a translagdao rigida por w(pe)

(iii) Ty e a conjugacio depende C™ em f. Ainda a medida do complementar
das unioes dos torus Tr(po) tende a zero quando ||f — fo|| — 0

Observe que se considerarmos n = 1, w como a identidade e D = R, temos
que fo(q,p) = (g+p,p), a condi¢ao 5.1 se reduz a condigao de py ser um irra-
cional diofantino (ver 5.3), logo se considerarmos k suficentemente pequeno,
a aplicagao Stadandard f; possui um circulo invariante S que é um grafico
e restrita a esse conjunto fi é conjugada & uma translacao py. Observe que
isto difere do Teorema Aubry-Mather, pois no Teorema de Aubry-Mather
nao conseguimos garantir que f; tem um circulo invariante, mas nao pre-
cisamos que o numero de rotacao seja diofantino. O quao pequeno deve ser
k para que tenha circulo invariante ¢ dada por MacKay e Percival [18] que
mostraram que para k > 63/64, f; ndo tem circulos invariantes. Enunciamos
agora a versao do teorema acima no caso n = 1.

Teorema 5.1.2. Seja fy do tipo do twist de S' x R da forma

folg,p) = (g +w(p),p)

onde w:R— R € C®. Seja py € R. Se existem duas constantes positivas c
e T tais que

Vhi,ky € Z—{0},  |kiw(po) + kol = c([ka| + |kal) ™ (5.2)

Entao existe uma vizinhanga W de fy de fungoes C* twists tais que para
cada f € W, existe um circulo invariante Cy ~ S' no interior de S* x R tal
que

(1) Cy € um grdfico sobre a se¢ao Cy = {(x,y)|ly = 0}
(i1) flcf ¢ C* e conjugada a translagao rigida por w(pg)

(iii) Cy e a conjugagao depende C™ em f. Ainda a medida do complementar
das unioes dos circulos invariantes Cr(py) tende a zero quando ||f —
f()|| —0
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5.2 Aplicacoes do Teorema KAM

Definicao 5.2.1. « ¢é dito um irracional diofantino se existem constantes
C >0eT1 >2tais que

a-LI>=2 vleq (5.3)
q qr q
Utilizando o Teorema da Forma Normal de Birkhoff para fungoes planares
4.2.5 e o Teorema KAM, podemos obter o seguinte resultado.

p‘C

Proposicao 5.2.2. Seja f nas hipoteses do Teorema 4.2.5, se o autovalor
de f for da forma e com o um irracional diofantino. Entdo f tem circulos
invariantes em um vizinhanga de (0,0) e a medida de tais circulos tendem a
medida total quando a medida da vizinhanca tende a zero.

Demonstracao. Aplicando o Teorema de Birkhoff para fungoes planares 4.2.5
temos que f(0,r) = (0 +a+ P(r?)+O(|r])?%,r+O(|r|)??), seja fo = (0,1) =
(0 + o + P(r?),r) , aplicamos o Teorema KAM 5.1.2 para ry = 0, observe
que nesse caso w(r) = a + P(r?) e com isso w(0) = « satisfaz 5.2, pois «a é
diofantino. Agora basta observer que quanto mais proximo da origem f esté
mais proxima de fy, obtendo assim o resultado. ]

5.2.1 O modelo May

Embora os objetos de estudo dessa capitulo foram desenvolvidos a partir
de problemas da mecénica celeste, uma aplicacao do Teorema KAM pode
ser encontrada no trabalho(que é a referéncia dessa se¢ao) de Gidea, Meiss,
Ugarcovici, Weiss [8] sobre dindmicas populacionais. Um dos modelos estu-
dados nesse trabalho é modelo MAY, que trata sobre evolucao de sistema de
parasitas e hospedeiros, tratado aqui nessa secao.

Queremos estudar a evolucao discreta de um sistema de parasitas e hos-
pedeiros, sejam x, € y, a polugao de hospedeiros e de parasitas, respectiva-
mente, na n—eésima geragao, considere uma fungao f(z,,y,) que representa
a fracdo de hospedeiros que nio estdo infectados. E razoével supor (veja
Hassel [11] para mais detalhes) que a evolugao de hospedeiros é proporci-
onal a populacao de hospedeiros nao infectados e a evolucao dos parasitas
é proporcional a populacao de hospedeiros infectado, com isto obtemos as
equagoes abaixo

Tpi1 = A f (T, Yn)
Ynt1 = an(l - f(xna yﬂ))

May [19] considera a funcao f(z,,y,) = [(1+by,)/k]~*, que modela casos em
que a distribuicao de ataques por hospedeiros é dada por uma distribuicao

(5.4)
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binomial negativa com parametro k, como pode ser observado a partir dos
dados coletados de Griffiths & Holling (1969) entre o parasita Pleolophus
basizonus e o hospedeiro Neodiprion sertifer, que em termos leigos sao um
tipo de vespa e mosca encontrados no norte da Europa. O modelo considerado
por Gidea, Meiss, Ugarcovici, Weiss [8] considera o caso em que a = ¢ e
b=k =1, com isso obtemos

axy,
Tyt =
+1 1+yn
X (5.5)
=axr,|1— = 3Enbn
ynJrl n 1 + yn 1 + yn

Considerando a funcao

M(x’y):( az amy)

1+y 14y

Temos que (z,,, yn) = M"™(xq,yo). Observe que os pontos (0,0) e (1,a—1) sdo
pontos fixos, porém que o Jacobiano de M no ponto (z,y) é dado portanto

DM = [: _ﬁ]

T+y  (1+y)?
e com isso temos que

a 0 R

Isso significa que em uma vizinhanga de (0,0) a populacdo tende a crescer
exponencialmente rapido e a populacao de hospedeiros deve desaparecer na
proxima geragao. Infelizmente DetD, , M = a*z/(1 + y)?, o que significa
que M nao preserva area, entretando mudando para coordenadas logaritimi-
cas, isto é, considerando (u,v) = (Inz,Iny), que estd bem definida em uma
vizinhanga de (1,a — 1), note que (x,y) = (e*, e") e logo a transformacao M
e D) M sao tais que

M(u,v) = (Ina+u—1In(l+¢€"),lna+u+v—In(l+¢€"))

J—
DMM:[ 1+ey }
( ) 1 1_1+6”

Agora temos que M preserva area e orientagdo. Note que o ponto fixo (1,a—
1), nas coordenadas (u,v) é o ponto (0,In (e — 1)), assim temos

s}

1 —a=l
D (a-1yM = {1 a ]

Q=
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Cujo os autovalores sao

(a+1)++v—-3a2+2a+1

A:
2a

Observe que —3a? + 2a + 1 < 0 para todo a > 1, com isso (0,In(a — 1)) é
um ponto eliptico da forma e* com « = arccosa + 1/(2a). Podemos ainda
considerar mais uma mudanga de coordenadas, que leva (u,v) — (u,v +
In (a — 1)), para que colocar (0,1In (a — 1)) na origem. Para podermos usar o
teorema da Forma Normal de Birkhoff 4.2.5, precisamos ainda que \ seja nao
degenerado, essa conta esta em Gidea, Meiss, Ugarcovici, Weiss [8] e devido
seu tamanho, nao a repetiremos aqui. Finalmente temos que a seja um
irracional diofantino entao o Modelo May possui circulos invariantes em uma
vizinhanga do ponto eliptico. A hipotese de a ser um irracional diofantino
nao ¢é necessario se utilizarmos o Teorema Twist de Moser |21], como de fato
foi feito em Gidea, Meiss, Ugarcovici, Weiss [8|.

5.3 O Grafico de Birkhoff

Teorema 5.3.1. Seja f uma aplicacao do tipo Twist no Cilindro entao

1. Qualquer circulo invariante homeotdpico ao circulo Cy = {(z,y)|y = 0}
€ um grafico de Lipschitz sobre Cy.

2. Se dois circulos invariante C_ e Cy sao homeotdpico a Cy e formam
uma regiao limitada sem circulos invariantes, entao para todo € > 0
existem orbitas que estao € proximas de Cy que ficam € prozima de C_
e vice-versa.

Demonstra¢ao. Suponhamos sem perda de generalidade que f é uma apli-
cacao do tipo Twist Positiva. Seja C', um circulo invariante orientado da
esquerda para direita e seja C' um grafico sobre o circulo {(z,y)ly = 0}
abaixo de C;, f(C) nao é necessariamente um grafico sobre Cj, mas po-
demos transforma-lo em um pseudografico da seguinte maneira, considere o
conjunto de todos os pontos vistos de cima, esse conjunto forma um grafico,
que denotaremos por h(z), continuo exceto em um quantidade enumeravel
de pontos, como ilustra a figura abaixo:
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/1)

Figura 5.1: Um exemplo do conjunto formado pelos pontos vistos de cima

Observamos que f(C') nao pode ter vetor tangente vertical apontando
para cima, pois como f~! é uma aplicacao do tipo Twist Negativa, terfamos
em C' um vetor apontando para esquerda e com isso C' nao seria um grafico,
logo todas as descontinuidades devem ser pulos para baixo, de uma maneira
mais formal, queremos dizer que

lim A(x) > lim h(x) Va

=T x%xsr
Formamos nosso pseudografico a direita, considerando o conjunto dos pontos
vistos de cima e unindo os pontos de descontinuidade por segmentos de retas
verticais orientados para baixo, como mostra a figura.

Figura 5.2: Pseudografico a direita obtido da curva em 5.1

Denotaremos esse processo de U f(C'), isto €, consideramos C' uma curva
e transformamos f(C') em um pseudografico a direita. A condi¢ao twist po-
sitiva nos permite aplicar esse novamente, pois pelo mesmo motivo anterior
f(Uf(C)) nao pode ter nenhum vetor tangente apontando para cima. Assim
denotamos Cy = C' e C,, = U f(C,_1). Afirmamos que Cy, = lim,, o, sup C,,
onde lim sup é no sentido de fungdes y = h(x) permitindo segmentos verticais,
¢ um grafico invariante pela f. Observe que dados dois pontos z e 2/, onde 2’
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estd a direita de z em C,, com n > 0, tem estar no cone horizontal construido
no lema 3.2.1, pelo Teorema do Valor Médio. Assim C\, é um pseudogra-
fico. Definimos uma ordem parcial no conjuntos do circulos homoetépicos a
{(z,y)|ly = 0}, dizemos que C' < C’ se C' esté no na parte superior do fecho
do complementar de C'. Temos que f e o processo de obter os pseudografico
U, preservam essa ordem e também que C' < U(C'), com isso temos para
todo n que f*(C) = Uf"(C) = Cx e portanto f(Cx) = Uf(Cx) =X Cx.
Suponhamos por absurdo que f(Cy) # Cu, temos entdao que f(C..) esta
abaixo de C, seja A a éarea entre as curvas, e § uma parametrizacao de Cy
observe que

A /F(m gz — /Bydx _ /ﬁmx - /Bydx _ S(B(1)) - S(B(0)

Como £(1) = 5(0) + (1,0), A é igual ao fluxo gerando um absurdo. logo
f(Cx) = Uf(Cx) = Cu, agora observe que Co, nao pode conter retas
verticais, pois neste caso F'(Cy,) estaria abaixo de Cy O

Falta agora provar que qualquer circulo invariante C* hometépico ao cir-
culo {(z,y)|y = 0} é um grafico de Lipschitz, pela proposi¢ao 3.2.5, qualquer
circulo invariante que é um grafico é um grafico de Lipschitz, portanto basta
mostrar que C*, considere a regiao abaixo de C* e seja C,, o supremo ( em
relacdo a ordem parcial <) de graficos invariantes na regiao abaixo de C*.
C,, € um grafico invariante e suponhamos por absurdo que C* # C,,, apli-
cando o processo anterior, para C,,, obtemos C., que é um grafico tal que
C,n < Cx =< Cx, 0 que contradiz a maximalidade de C,,. Podemos fazer o
mesmo processo considerando os pontos vistos de baixo, e considerando um
pseudografico a esquerda e com isso obter os mesmos resultados. Isso de fato
prova o segundo item, pois basta pegar uma curva ¢ proxima de C_ e aplicar
o processo U e assim, obtemos uma orbita € proxima de C'; e vice e versa.
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Apéndice A
Formas Diferenciais

Essa é um breve resumo do que sera necessario para este trabalho. Enun-
ciaremos os resultados apenas no caso bi-dimensional, entretanto todas as
defnicoes e proposicoes podem ser extendidas para o cado n-dimensional e
inclusive para superficies além do plano. Para uma exposi¢ao mais detalhada
do assunto referimos a Manfredo [6].

Definigao A.0.2. O espago tangente de um ponto (x,y) € R? é o conjunto
de todos os vetores que tem origem em (z,y) denotado por R%I’y).

Um campo de vetores diferenciavel de R? é uma aplicacao v que associa
cada ponto (x,y) = p de R? a um vetor v(p) no espago tangente de p, que

pode ser escrito como

v(p) = ai(p)(e1), + aza(p)(e2)yp

onde e; =p+(1,0) e ea = p+(0,1) e ay, ay sdo fungoes diferenciaveis de R?
em R

O espago dual de um espago tangente a p é formado por todas as fungoes
lineares de ]Rf) em R . Chamamos dx e dy as projecoes nas coordenadas x
e y, respetivamente, e (dx), e d(y), sdo as projecoes no espago tangente a p.

Definicao A.0.3. Uma 1-forma diferencial w é uma transformacao que asso-
cia cada ponto p € R? a uma funcao linear de Rﬁ em R, que pode ser escrita
da forma

w(p) = a1(p)(dz), + az(p)(dy),

Onde a;, assao funcoes diferenciaveis de R? em R.

Observe que como estamos em R?, temos que dado um ponto em z € R?
temos que z = p+ (29, Yo) € com isso (dx),(p + (xo, yo)) = dz((zo, yo)) tendo
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vista essas propriedades do plano temos que uma 1-forma diferencial pode
ser escrita da forma

w(p) = ar(p)dx + az(p)dy
Lembramos que F': R? x R? — R ¢é dita bilinear alternada se for linear em
cada variavel e F(u,v) = —F(v,u)

Definicao A.0.4. O produto exterior de duas fungoes, ¢; e ¢, lineares de
RIQ) em R é funcao bilinear alternada de Rg X RZQ) em R denotada por ¢; A ¢9

definida
¢1(u)  ¢1(v)
P2(u)  ¢a(v)

Note que dados u = (u1,usz) e v = (vq, v2)

1 N do(u,v) = det

uy U1

dzx N dy(u,v) = det I

que é a area (com sinal) do paralelogramo formado por u e v.

Definicao A.0.5. Uma 2-forma diferencial w é uma transformacao que as-
socia cada ponto p € R? & uma funcao linear de funcao bilinear alternada de
R? x R? em R, que pode ser escrita da forma

w(p) = a(p)(dz), A (dy),
Onde a ¢ funcao diferenciavel de R? em R.

Novamente como estamos em R?, w pode ser escrito da forma

w(p) = a(p)dx A dy

Definicao A.0.6. Uma 0-forma diferenciavel f, é uma funcgao diferenciavel
de R? em R. A derivada exterior de f é uma 1-forma diferencial denotada
por df e definida por

_9f
Oz

af

df (p) (p)dx + o

(p)dy

Definicao A.0.7. A derivada exterior de uma 1-forma diferencial w = a;dz+
asdy, ¢ uma 2-forma diferencial dw, definida por

dw = day N dx + das N dy

Definicao A.0.8. Uma 1-forma difrencial w é dita fechada se dw = 0 e é
dita exata se existe uma 0-forma diferencial f tal que df = w

61



Queremos definir integral de formas diferenciaveis, e isto pode ser feito
de uma maneira muito geral para variedades diferenciéveis, porém apresen-
taremos aqui duas definicoes no caso de subconjuntos de R2.

Definigao A.0.9 (Integral de Linha). Seja
w = a1dzr + asdy

Uma 1-forma diferencial definida em um aberto A C R?, seja y[a,b] :— B C
A, uma curva regular definimos a integral de linha de v, como

/ w= / (0 (Y1) (7 (£)) + aa( (D) dy(v'(£))) dit

onde a integral do lado direito é a integral usual em relacao & variavel ¢. Se
C é uma curva parametrizada por v entao

fo= ]

Nao mostramos mas a integral de uma curva independe de sua parame-
trizagao

Definicao A.0.10. Seja
w = adx A\ dy

uma 2-forma diferencial definida em um aberto A C R? e seja B um conjunto
aberto limitado e contido em A. Definimos

/Bw:/Ba(:c,y)dazdy

onde a integral do lado direito é a integral dupla usual.

Proposicao A.0.11. Seja w uma 1-forma exata em um simplesmente conexo
V. Entao a integral
/ w
.

depende apenas do ponto inicial e final de .

Teorema A.0.12. Lema de Poincaré Seja w uma I1-forma exata em um
aberto, simplesmente conexo, U de R™ entao toda 1-forma fechada é exata.

Corolario A.0.13. A integral de linha de uma 1-forma fechada w independe
do caminho.
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Vamos enunciar o Teorema de Stokes de uma maneira mais geral e de-
pois enunciar o Teorema de Green que é um caso particular ao Teorema de
Stokes. Observe que o Teorema Fundamental do Célculo também é um caso
particular do Teorema de Stokes.

Teorema A.0.14 (Stokes). Seja M uma variedade diferencial de dimensao
n, compacta, orientada e com bordo OM munido de orientacao induzida.
Seja w um (n — 1)-forma diferencial temos que

/w—/dw
M M

Teorema A.0.15 (Green). Seja C' uma curva plana simples, fechada, conti-
nua por partes, orientada positivamente e seja D a regiao delimitada por C.
Se P e Q) sao diferenciaveis sobre uma regiao aberta que contém D, entdo

/dex—i_Qdy://[)(aa_g_a&_];)dA
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Apéndice B
Topologia

Definicao B.0.16. Uma topologia 7 para o conjunto X é uma colegao de
subconjuntos tais que

1.0, XeT
2. A uniao qualquer de elementos de T pertence a T
3. A intersecao finita de elementos de 7 pentence a T

Os conjunto pertencentes a 7 sao chamados de abertos, e o complementar
de um conjunto é aberto ¢é dito fechado. Definir explicitamente uma topologia
¢ muitas vezes complicado, por isso introduzimos o conceito de base

Definicao B.0.17. Uma base B para um conjunto X é uma colecao de
subconjuntos de X, chamados de elementos base tais que

1. Para todo x € X existe um elemento da base B tal que x € B.

2. Se x pertencem a dois elementos base By e By entao existe um elemento
base Bs tal que x € B3 C B1 N By

A topologia gerada pela base B é formada pelos conjuntos U C X tais que
para todo x € U existe um elemento base B tal que x € B C U

Um exemplo de base sao os intervalos abertos de R, que geram a topologia
usual, podemos ver isto a partir do seguinte lema

Lema B.0.18. Seja B uma base para X, a topologia gerado por B € formada
por uni oes de elementos base.

Podemos ainda definir uma topologia a partir de uma cole¢ao ainda menor
de conjuntos.
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Definicao B.0.19. Uma cole¢ao S de subconjuntos de X é dita uma subbase
para X, se a uniao de todos os elementos de S é igual a X. A topologia gerada
por § é formada por unioes de intersecoes finitas de elementos de &

Obserque que os conjuntos formados por intersegoes finitas de elementos
de S é uma base para X.

Definicao B.0.20. Seja X um espago topolégico, uma cole¢cao C' de conjun-
tos abertos é dita cobertura de A C X se A esta contido na uniao de todos
os elementos da colecao C. Uma subcobertura de C' é um subconjunto de C'
que ainda é uma cobertura de A.

Com isso podemos definir compacidade.

Definicao B.0.21. Seja X um espago topoldgico um conjunto A C X é dito
compacto se toda cobertura de A possui uma subcobertura finita.

Existem varias maneiras de definir uma topologia para o produto arbi-
trario de espagos topoldgicos. A maneira mais usual é a seguinte.

Definigao B.0.22. Seja X = [[ X,, onde X, é um espago topoldgico para
todo o € J. Definimos a topologia produto como a topologia gerada pela

subbase
S=JS.

acJ

Onde Sy = {[[Ua|Us = X, se & # ag e Uy € um aberto de X,/

Proposicao B.0.23. Se Y é compacto entao a projegio m : X xY — X
leva conjuntos fechados de X XY em fechados de X.

Teorema B.0.24 (Tychonoff). Produto arbitrdrio de conjuntos compactos é
compacto na topologia produto.

Definicao B.0.25. Dados dois espacos topoldgicos X, Y, um ponto x € X,
um aberto U de Y, seja

Sz, U)=A{flf: X =Y e f(x)eU}

Os conjuntos S(z, U) formam uma sub-base em Y* e a topologia gerada por
essa sub-base é chamada de topologia da convergéncia pontual.

Observe que a topologia da convergéncia pontual é apenas a topologia
produto em Y visto que f : X — Y, nada mais é que um elemento de Y.
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