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Resumo

Abstract Neste trabalho nós investigamos como o método algébrico do ansatz de Bethe é

usado para calcular o espectro de energia de dois modelos integráveis para condensados

de Bose-Einstein (CBE). O primeiro modelo descreve o tunelamento Josephson entre dois

CBE acoplados. O segundo descreve a interconversão de átomos e moléculas num CBE

atômico-molecular. Alguns aspectos matemáticos destes modelos são discutidos. Através

da álgebra de Yang-Baxter e do método algébrico do ansatz de Bethe a integrabilidade

para os modelos é estabelecida e os autovalores de energia são encontrados. Para ambos

os modelos, diferentes versões do método algébrico do ansatz de Bethe são utilizadas.
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Capítulo 1

Introdução

Modelos exatamente solúveis de sistemas quânticos fornecem importantes informações so-

bre a natureza quântica dos sistemas físicos reais, sendo o oscilador harmônico simples e

o átomo de hidrogênio não relativístico exemplos típicos. Um método para resolver estes

modelos consiste em explorar sua estrutura algébrica, como as bem conhecidas álgebras

de Lie gl(3) para o oscilador hamônico e so(4) para o átomo de hidrogênio [1]. Nesse

sentido, os geradores da álgebra de Lie fornecem os estados quânticos do sistema. Uma

solução exata conhecida de um modelo quântico de muitos corpos é aquela para o modelo

de Heisenberg unidimensional homogêneo, devida a Bethe [2]. A partir deste trabalho

desenvolveu-se o conceito do ansatz de Bethe para a construção dos autovalores e autove-

tores de um Hamiltoniano exatamente solúvel. Por este método, uma forma genérica para

um autovetor dependente de diversos parâmetros livres é assumida. Restrições são então

determinadas sobre os parâmetros para assegurar que o vetor seja de fato um autovetor

do Hamiltoniano. As equações de restrição são conhecidas como as equações do ansatz de

Bethe para o modelo.

Motivado pelo trabalho de Bethe, o campo dos modelos exatamente solúveis �oresceu

durante a década de 60, recebendo grandes contribuições de McGuirre [3], Lieb [4], Suther-

land [5], Yang [6], Baxter [7], entre outros. A partir destes trabalhos surgiu a equação de

Yang-Baxter, cuja solução fornece a condição su�ciente para a construção de um modelo

exatamente solúvel. Uma caracterísitca fundamental da equação de Yang-Baxter é que

sempre podemos utilizá-la para construir uma família de matrizes mutuamente comuta-

tivas, conhecidas como matrizes de transferência, que facilita a aplicação algébrica do

ansatz de Bethe. O método do ansatz de Bethe algébrico foi primariamente desenvolvido

por Faddeev e um grupo de físicos-matemáticos russos [8 - 12]. Sua aplicabilidade se

estende através do estudo das cadeias de spin unidimensionais, teoria quântica de campos

[13], sistemas de elétrons correlacionados em redes bi-dimensionais [14], teoria de cordas,

além de introduzir a noção de grupos quânticos [15 - 18]. Recentemente, um dos campos
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de pesquisa mais ativos é o estudo dos modelos de condensados de Bose-Einstein (CBE)

de gases atômicos e moleculares ultra-resfriados [19, 20], tanto do ponto de vista teórico

quanto experimental. A condensação de Bose-Einstein foi previsa em 1925 como uma

transição de fase quântica em um gás de bósons na qual todos os bósons passam a ocu-

par o estado fundamental, formando um gás quântico degenerado. Podemos compreender

qualitativamente o fenômeno através de uma argumentação simples: consideremos um gás

de átomos fracamente interagentes. A cada átomo desse sistema nós podemos associar um

pacote de onda com comprimento de onda de de Broglie λdB. À temperatura ambiente,

λdB é muito pequeno, de forma que podemos tratar os átomos como partículas clássicas.

Entretanto, à medida que resfriamos o gás, o comprimento de onda de de Broglie au-

menta. Quando se atinge a temperatura crítica T = Tc, λdB é comparável com a distância

média entre os átomos, ocorrendo o entrelaçamento dos pacotes de onda que caracteriza a

condensação de Bose-Eisntein. O estado de um CBE é de natureza puramente quântica;

portanto, uma análise de campo médio torna-se inadequada devido às grandes �utuações

quânticas inerentes aos sistemas de escala atômica e o desenvolvimento de métodos exatos

para tratar o problema é ainda mais fundamental.

Muitas propriedades físicas podem ser exploradas no estudo dos modelos de CBE, mas

nos concentraremos em dois pontos principais: (i) o fenômeno de tunelamento Josephson

entre dois CBE acoplados. O efeito Josepshon foi primeiramente proposto para explicar

o tunelamento de pares de Cooper através de uma barreira isolante separando dois super-

condutores (para uma revisão histórica, veja [21]). A realização experimental de CBE em

gases atômicos de metais alcalinos possibilitou a observação de tunelamento macroscópico

em um sistema acoplado. Uma extensiva discussão sobre este fenômeno pode ser encon-

trada em [22]; (ii) um CBE composto por uma superposição coerente de estados atômicos

e moleculares. Este fenômeno foi predito e estudado por teóricos [23 - 27] e recentemente

realizado experimentalmente [28 - 30]. Em particular, para o experimento [30], foi obser-

vado que o valor esperado para o número total de átomos apresenta um comportamento

oscilatório em sua evolução temporal, indicando que o estado do sistema é uma super-

posição quântica de estados atômico e molecular, oposto ao esperado de uma mistura

clássica, onde as fases atômica e molecular são claramente distinguíveis.

O principal objetivo deste trabalho é demonstrar como o método do ansatz de Bethe

algébrico pode ser empregado no estudo de modelos exatamente solúveis, de forma rica e

elegante, com variadas aplicações. Em particular, mostraremos como a teoria se aplica a

sistemas de condensados de Bose-Einstein. Os modelos estudados são de especial inter-

esse por duas razões: primeiramente, ambos são modelos integráveis que admitem solução

exata via ansatz de Bethe; segundo, porque ambos os modelos explicam qualitativamente

propriedades físicas como o tunelamento e a interconversão de átomos e moléculas. Em
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cada caso, resolveremos exatamente os modelos, ou seja, encontraremos o espectro de en-

ergia do Hamiltoniano, por variações distintas do método do ansatz de Bethe. A primeira

solução consiste em utilizar as realizações bosônicas da álgebra de Yang-Baxter, desen-

volvidas no trabalho de Kuznetsof e Tsiganov [31]. A segunda solução será obtida pelo

mapeamento dos geradores da álgebra do sistema em operadores diferenciais, gerando

equações diferenciais de segunda ordem para o cálculo dos autovalores, com soluções poli-

nomiais.

O formato deste trabalho é o seguinte: começaremos no capítulo 2 com a descrição

dos modelos que serão estudados. O capítulo 3 fará uma breve revisão sobre as principais

características do método do ansatz de Bethe algébrico para a construção de modelos

exatamente solúveis. O aspecto central é a introdução da álgebra de Yang-Baxter. No

capítulo 4, faremos uma conexão entre o método do ansatz de Bethe e a equação de

Schrödinger unidimensional independente do tempo. Essa conexão é justi�cada, uma vez

que são problemas equivalentes encontrar os autovalores de energia para Hamiltoniano e

resolver a equação de Schröedinger independente do tempo com um potencial adequado

para o sistema em estudo. No capítulo 5 retornaremos ao cálculo das soluções explícitas

para os modelos apresentados no capítulo 2. Parte desses resultados é original e constitui

a contribuição do autor para a área. As conclusões e perspectivas são apresentadas no

capítulo 6.
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Capítulo 2

Modelos de Condensados de

Bose-Einstein

Agora vamos apresentar e descrever dois modelos de condensados de Bose-Einstein. Nosso

principal objetivo é estabelecer que cada modelo é exatamente solúvel através do ansatz

de Bethe algébrico.

2.1 Ummodelo para dois condensados de Bose-Einstein

acoplados por tunelamento Josephson (CBE-AA)

Considere o seguinte Hamiltoniano geral que descreve o tunelamento Josephson entre dois

CBE acoplados (denotados por 1 e 2)

H = U11N
2
1 + U12N1N2 + U22N

2
2 + µ1N1 + µ2N2 −

εj
2

(
a†1a2 + a†2a1

)
, (2.1)

onde ai, a
†
i são os operadores destruição e criação de átomos, respectivamente, associados

às álgebras de Heisenberg[
ai, a

†
j

]
= δij, [ai, aj] =

[
a†i , a

†
j

]
= 0, [Ni, aj] = −δijai,

[
Ni, a

†
j

]
= δija

†
i ,

e Ni = a†iai, i = 1, 2, são os operadores número de átomos em cada condensado. O espaço

de Hilbert dos estados quânticos é gerado pelos vetores

|n1, n2〉 =
(a†1)

n1(a†2)
n2

√
n1!n2!

|0, 0〉 , (2.2)

onde n1, n2 ∈ N e |0, 0〉 é o vácuo do espaço de Fock. Como o Hamiltoniano (2.1) não

depende explicitamente do tempo e comuta com o operador número total de átomos
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N = N1 + N2, temos que N é conservado. Os parâmetros Uij denotam os termos de

interação do tipo átomo-átomo nos condensados. Os µ′is são os potenciais externos e εj é

a amplitude de tunelamento dos átomos entre um condensado e outro.

Embora o Hamiltoniano (2.1) represente um modelo matemático geral, podemos tra-

balhar com uma versão simpli�cada deste modelo, que já descreve qualitativamente pro-

priedades �sicas experimentais relevantes, através da seguinte escolha de parâmetros U ′s

e µ′s:

U11 = U22 = −U12

2
=
K

8
,

µ1 = µ2 = −∆µ

2
,

podemos reescrever o Hamiltoniano (2.1) como

H =
K

8
(N1 −N2)

2 − ∆µ

2
(N1 −N2)−

εj
2

(
a†1a2 + a†2a1

)
, (2.3)

com K > 0 indicando uma interação repulsiva.

O Hamiltoniano (2.3), apesar de muito simples, descreve qualitativamente propriedades

físicas importantes dos CBE, como por exemplo os fenômenos de tunelamento e auto-

aprisionamento [37]. O modelo foi proposto em por Legget em [22], que discute em

detalhe o Hamiltoniano canônico de Josephson para a descrição destes efeitos.

2.2 Um modelo para um condensado de Bose-Einstein

homo-atômico-molecular (CBE-AM)

Agora vamos voltar nossa atenção para um modelo de dois modos para um CBE atômico-

molecular com átomos idênticos. O Hamiltoniano tem a forma

H = UaaN
2
a + UacNaNc + UccN

2
c + µaNa + µcNc + Ω

(
a†a†c+ c†aa

)
. (2.4)

Aqui, a(a†) é o operador aniquilação(criação) de um modo atômico enquanto que c(c†)

aniquila(cria) um modo molecular. O número de átomos não ligados e o número de

moléculas são representados por Na = a†a e Nc = c†c, respectivamente. Os parâmetros

Uxy, x, y = a, c denotam os temos de interação do tipo átomo-átomo, átomo-molécula ou

molécula-molécula, e os µ′xs são os potenciais químicos. O parâmetro Ω é a amplitude de

interconversão de átomos em moléculas. O Hamiltoniano comuta com o operador número

total de átomos, N = Na + 2Nc, sendo esta uma constante de movimento do sistema.
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Uma base para o Hamiltoniano (2.4) é dada por

|na, nc〉 =
(a†)na(c†)nc

√
na!nc!

|0, 0〉 , (2.5)

onde na, nc ∈ N. Por simplicidade matemática, estamos particularmente interessados no

limite Ua = Uc = Uac = 0 e µc = 0,

H = µaNa + Ω
(
a†a†c+ c†aa

)
, (2.6)

com o potencial externo µa sendo considerado como a energia de ligação entre os átomos.

Essa forma simpli�cada para o Hamiltoniano (2.6) foi proposta em [26] e estudada nu-

mericamente em [32] com base na solução via ansatz de Bethe e descreve o fenômeno de

interconversão entre átomos e moléculas num CBE atômico-molecular, discutido experi-

mentalmente em [28 - 30].
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Capítulo 3

Integrabilidade e ansatz de Bethe

algébrico

3.1 Integrabilidade

Começaremos discutindo o conceito de integrabilidade. Na mecânica clássica, é bem

conhecido o conceito de integrabilidade devido a Liouville: o Hamiltoniano clássico de

um sistema de dimensão �nita é dito integrável se possui um conjunto de integrais de

movimento independentes e comutativas com respeito aos parênteses de Poisson

{Ij, Ik} = 0.

O número total de integrais de movimento (incluindo o Hamiltoniano) deve ser igual a

metade da dimensão do espaço de fase. Vamos estender essa de�nição para o domínio

quântico: nós desejamos construir um operador t(u), onde u ∈ C é chamado parâmetro

espectral, que age sobre algum espaço vetorial que representa o espaço de Hilbert dos

estados físicos. Além do mais, nós esperamos que

[t(u), t(υ)] = 0, ∀u, υ ∈ C. (3.1)

Existem duas consequências importantes de (3.1): a primeira é que t(u) pode ser diag-

onalizado independentemente de u, tal que os autovetores de t(u) não dependem de u.

Esta é a característica que torna o método algébrico do ansatz de Bethe viável. Segundo,

t(u) comuta com todas as suas derivadas, ou seja, tomando a expansão em série,

t(u) =
∞∑
i=o

ζiu
i,

segue que
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[ζi, ζj] = 0, ∀ i, j.

Então, para todo Hamiltoniano expresso somente como uma função dos operadores ζi,

cada ζi representa uma constante de movimento, uma vez que ele comutará com o Hamil-

toniano. Quando o número de quantidades independentes conservadas é igual ao número

de graus de liberdade do sistema, o modelo é dito integrável.

A teoria dos sistemas quânticos exatamente solúveis começa com a de�nição de uma

álgebra τR, chamada álgebra de Yang-Baxter, descrita em termos dos geradores T j
i (u),

i, j ∈ {1, ..., d}, que podem ser considerados os elementos de uma matriz quadrada d× d

T (u) chamada matriz de monodromia. A álgebra τR é gerada pelas relações quadráticas

d∑
j,l=1

Rik
jl (u− υ)T j

p (u)T l
q(υ) =

d∑
j,l=1

T k
j (υ)T i

l (u)R
lj
pq(u− υ),

onde Rik
jl dá as constantes de estrutura da álgebra e podem ser consideradas os elementos

de uma matriz quadrada d2 × d2 chamada matriz-R. Usando notação matricial,

T1 (u) = T (u)⊗ I;T2 (u) = I ⊗ T (u) ,

temos, compactamente,

R12(u− υ)T1(u)T2(υ) = T2(υ)T1(u)R12(u− υ). (3.2)

Impondo que τR seja uma álgebra associativa, as constantes de estrutura devem sat-

isfazer a relação de consistência

d∑
i,j,k=1

Rij
lm(u− υ)Rin

pk(u− ω)Rjk
qr(υ − ω) =

d∑
i,j,k=1

Rmn
jk (υ − ω)Rlk

ir(u− ω)Rin
pq(u− υ),

ou, abreviadamente,

R12(u− υ)R13(u− ω)R23(υ − ω) = R23(υ − ω)R13(u− ω)R12(u− υ), (3.3)

conhecida como equação de Yang-Baxter. Portanto, a equação de Yang-Baxter surge

naturalmente ao impormos a associatividade da álgebra τR. Esta equação também aparece

em diversos contextos, como na mecânica estatística clássica bi-dimensional [7] e teoria

do espalhamento [33].

Pode-se demonstrar que o traço t (u) da matriz T (u),
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t (u) =
d∑

i=1

T i
i (u) , (3.4)

cria uma família comutativa de operadores, de forma que (3.1) é satisfeita. Portanto, essa

família pode ser considerada como as integrais de movimento de algum sistema quântico

integrável. Então, dada uma solução R (u) da equação de Yang-Baxter, nós de�nimos a

álgebra quadrática τR. Dada uma representação da álgebra τR, nós obtemos um sistema

quântico integrável cujo espaço quântico é o espaço de representação de τR e as integrais

comutativas de movimento são t (u).

Vamos trabalhar com uma matriz-R invariante gl (2) na forma [38]

R (u) =


1 0 0 0

0 b (u) c (u) 0

0 c (u) b (u) 0

0 0 0 1

 , (3.5)

onde b (u) = u
u+η

, c (u) = η
u+η

e η é um parâmetro complexo arbitrário. A matriz é

invariante gl (2)no sentido que

[R (u) , g ⊗ g] = 0,

onde g é qualquer matriz 2× 2. Nesse caso, a matriz de monodromia é uma matriz 2× 2

T (u) =

(
T 1

1 (u) T 1
2 (u)

T 2
1 (u) T 2

2 (u)

)
=

(
A (u) B (u)

C (u) D (u)

)
, (3.6)

e o operador t (u) pode ser escrito como

t (u) = A (u) +D (u) . (3.7)

A conexão entre o modelo para um sistema quântico e o método algébrico do ansatz

de Bethe é feita por meio da escolha de uma representação para os geradores da álgebra

τR. No método algébrico do ansatz de Bethe, as representações da álgebra τR atuam

sobre um espaço vetorial V , o espaço dos estados físicos, são denotadas por π e chamadas

operadores-L ou operadores-Lax:

L (u) = π (T (u)) =

(
π (A(u)) π (B(u))

π (C(u)) π (D(u))

)
. (3.8)

Portanto, podemos representar o operador t (u) como

t (u) = π (trT (u)) = π (A (u) +D (u)) = trL (u) . (3.9)
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Chamaremos a representação do operador t (u) como matriz de transferência. Em termos

da representação π, reescrevemos (3.2) como

R12(u− υ)L1(u)L2(υ) = L2(υ)L1(u)R12(u− υ). (3.10)

A partir da relação (3.10) podemos deduzir uma importante propriedade da álgebra τR
chamada co-multiplicação: se LU(u) e LW (u) são duas representações1 de τR nos espaços

U e W , então a matriz

L (u) = LU(u)LW (u)

também é uma representação de τR no espaço U ⊗W chamado produto tensorial das rep-

resentações LU(u) e LW (u), ou seja, L (u) = LU(u)LW (u) satisfaz a equação (3.10). Fica

claro que se L (u) é um operador-L, então L (u+ α), para qualquer constante α, também

será, já que a matriz-R depende somente da diferença entre os parâmetros espectrais.

3.1.1 Exemplos de representações da álgebra τR

Para construirmos um modelo especí�co, devemos determinar algumas representações da

álgebra τR. No caso especí�co dos modelos integráveis para condensados de Bose-Einstein,

as seguintes realizações podem ser utilizadas. Em particular, todas elas satisfazem a

álgebra (3.10).

• Uma representação em termos dos operadores bosônicos
(
a, a†

)
sujeitos à algebra

de Heinsenberg[
ai, a

†
j

]
= δij, [ai, aj] =

[
a†i , a

†
j

]
= 0, [Ni, aj] = −δijai,

[
Ni, a

†
j

]
= δija

†
i ,

onde Ni = a†iai é dada por [31]:

La
i (u) =

(
u+ ηNi ai

a†i η−1

)
. (3.11)

• Também existe uma realização em termos dos geradores (Sz, S±) sujeitos à álgebra

de Lie su (2) [
Sz, S±

]
= ±S±,

[
S+, S−

]
= 2Sz,

dada por [8 - 12]:

LS
i (u) =

1

u

(
u− ηSz

i −ηS+
i

−ηS−i u+ ηSz
i

)
. (3.12)

1Cada representação para a álgebra τR satisfaz, individualmente, a equação (3.10).
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• Outra representação é dada em termos dos geradores (Kz, K±) sujeitos à álgebra

de Lie su (1, 1) [
Kz, K±] = ±K±,

[
K+, K−] = −2Kz,

dada por [34]:

LK
i (u) =

(
u+ ηKz

i ηK−
i

−ηK+
i u− ηKz

i

)
. (3.13)

No capítulo 5, mostraremos explicitamente como utilizar combinações destas realiza-

ções para a construção dos modelos CBE-AA e CBE-AM.

3.2 Método do ansatz de Bethe algébrico

Um passo fundamental para aplicarmos com sucesso o método do ansatz de Bethe al-

gébrico consiste em encontrar um pseudo-vácuo adequado, |0〉, tal que sejam respeitadas

as propriedades

A (u) |0〉 = a (u) |0〉 , B (u) |0〉 = 0, C (u) |0〉 6= 0, D (u) |0〉 = d (u) |0〉 , (3.14)

onde a (u) e d (u) são funções escalares. A partir de (3.2), (3.5) e (3.6) podemos derivar

as relações

[C (u) , C (υ)] = 0,

A (u)C (υ) =
u− υ + η

u− υ
C (υ)A (u)− η

u− υ
C (u)A (υ) , (3.15)

D (u)C (υ) =
u− υ − η

u− υ
C (υ)D (u) +

η

u− υ
C (u)D (υ) .

A seguir, observando que C (v) atua como um 'operador de criação' sobre o pseudo-

vácuo de Fock, de�nimos o estado de Bethe

|−→v 〉 ≡ |v1, v2, ..., vn〉 =
n∏

i=1

C (vi) |0〉 . (3.16)

Observe que, devido a primeira relação de (3.15), o ordenamento não é importante no

produto (3.16) . Agora, vamos determinar a ação de t (u) sobre |−→v 〉,

t(u) |−→v 〉 = π (A (u)) |−→v 〉+ π (D (u)) |−→v 〉 .

Por (3.14) e (3.15),
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A(u) |−→v 〉 = a(u)
M∏
i=1

u− υi + η

u− υi

|−→v 〉 −
M∑
i=1

η

u− υi

(
a(vi)

M∏
j 6=i

vi − υj + η

vi − υj

)
C(u) |−→vi 〉 ,

(3.17)

D(u) |−→v 〉 = d(u)
M∏
i=1

u− υi − η

u− υi

|−→v 〉+
M∑
i=1

η

u− υi

(
d(vi)

M∏
j 6=i

vi − υj − η

vi − υj

)
C(u) |−→vi 〉 ,

(3.18)

onde |−→vi 〉 ≡ |v1, ..., vi−1, vi+1, ..., vM〉. Portanto,

t(u) |−→v 〉 = Λ(u) |−→v 〉+

+
M∑
i=1

η

u− υi

(
d(vi)

M∏
j 6=i

vi − υj − η

vi − υj

− a(vi)
M∏
j 6=i

vi − υj + η

vi − υj

)
C(u) |−→vi 〉 , (3.19)

sendo

Λ(u) = a(u)
M∏
i=1

u− υi + η

u− υi

+ d(u)
M∏
i=1

u− υi − η

u− υi

. (3.20)

Portanto, Λ(u) será um autovalor para a matriz de transferência t(u) sempre que as

equações

a(vi)

d(vi)
=

M∏
j 6=i

vi − υj − η

vi − υj + η
, (3.21)

conhecidas como equações do ansatz de Bethe (EAB) são satisfeitas. Neste procedimento

exigimos o cancelamento dos termos indesejados (segundo e terceiro termos do lado direito

da equação (3.19)), uma vez que estes termos não são capazes de produzir um autovetor da

matriz de transferência. Agora, dependendo da realização utilizada (ou do modelo estu-

dado), teremos diferentes expressões para a(vi) e d(vi) na equação (3.21). Explicitaremos

esta discussão no capítulo 5 para cada um dos modelos analisados.
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Capítulo 4

Mapeamento

Neste capítulo vamos investigar o processo de mapeamento entre estruturas algébricas

distintas, buscando conexões entre as diferentes formas de representar um sistema físico.

Isso nos possibilita encontrar uma expressão alternativa para as equações do ansatz de

Bethe dos modelos.

4.1 Processo de mapeamento

As auto-energias de um sistema quântico são determinadas pela equação de Schrödinger

independente do tempo (em uma dimensão):

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x).

Adotando as unidades naturais ~ = 1 e m = 1/2, podemos escrever

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x). (4.1)

Vamos adotar o seguinte ansatz de Bethe para a função ψ(x) [39]:

ψ(x) = eυ(x)Q(u(x)), (4.2)

onde

Q(u(x)) =
M∏

j=1

(u− vj) ,

sendo ”vj” as raízes do polinômioQ. Desta forma, ψ(x) satisfaz, por construção, a equação

(4.1). O termo ”ev(x)” é utilizado para facilitar os cálculos. Substituindo o ansatz (4.2)

na equação (4.1), obtemos
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α(u)Q′′(u) + β(u)Q′(u) + γ(u)Q(u) = EQ(u), (4.3)

com

α(u) = −
(
du(x)

dx

)
,

β(u) = −2
du(x)

dx

dv(x)

dx
− d2u(x)

dx2
,

γ(u) = V (x)−
(
dv(x)

dx

)2

− d2v(x)

dx2
.

Uma vez que

Q(u(x)) =
M∏

j=1

(u− vj),

segue que

Q′(u(x)) =
M∑
i=1

M∏
j 6=i

(u− vj),

Q′′(u(x)) =
M∑
i=1

M∑
k=1

M∏
j 6=i,j 6=k

(u− vj).

Portanto,

lim
u→vi

Q(u(x)) = 0,

lim
u→vi

Q′(u(x)) =
M∏
j 6=i

(u− vj) ,

lim
u→vi

Q′(u(x)) = 2
M∑
k 6=i

M∏
j 6=i,j 6=k

(u− vj) .

Assim, a partir de (4.3), temos

α(vi)2
M∑
k 6=i

M∏
j 6=i,j 6=k

(vi − vj) + β(vi)
M∏
j 6=i

(vi − vj) = 0,
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ou seja,

β(vi)

α(vi)
=

M∑
j 6=i

2

vj − vi

(4.4)

Podemos identi�car as equações (4.4) como as equações alternativas do ansatz de Bethe

para os parâmetros ”vi”.

4.2 Discussão

São formas equivalentes para encontrar as auto-energias de um sistema quântico: (i)

resolver a equação de auto-valores no espaço de estados

H (Px, X) |ψ〉 = E |ψ〉 , (4.5)

onde H denota o operador Hamiltoniano como uma função dos operadores momen-

tum e posição (explicita ou implicitamente) para o modelo, e (ii) resolver a equação de

Schrödinger independente do tempo para um potencial adequado V (x) - equação (4.1).

Essa equivalência deve-se ao fato de que a equação de Schröedinger (4.1) é a projeção

sobre o espaço de coordenadas da equação (4.5):

〈x|H (Px, X) |ψ〉 = 〈x|E |ψ〉 → − ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x),

ou, em outras palavras, a equação de Schrödinger é uma realização da equação de oper-

adores (4.5). De forma geral, sempre que for possível expressar uma equação de operadores

no espaço de estados em termos de operadores diferenciais num espaço de coordenadas

ou polinômios, estamos trabalhando com uma realização da equação. Uma vez feita

uma realização sobre a equação (4.5), podemos solucioná-la supondo uma auto-função

polinomial Q(u) dependente de parâmetros ”vi” sujeitos a uma equação de restrição.

Se conseguirmos expressar nossa equação de autovalores na forma (4.3), Q(u) será uma

auto-função do Hamiltoniano sempre que os parâmetros obedecerem a equação (4.4), as

equações alternativas do ansatz de Bethe para o sistema. Assim, encontramos as auto-

energias do sistema resolvendo uma equação diferencial ordinária de segunda ordem. Note

que, dependendo do modelo em questão, teremos diferentes expressões para α(vi) e β(vi)

em (4.4), como �cará explícito no próximo capítulo para os dois modelos de CBE exata-

mente solúveis discutidos neste trabalho.

16



Capítulo 5

Soluções Exatas para os modelos

Neste capítulo vamos derivar as equações do ansatz de Bethe e as energias dos modelos de

condensados de Bose-Einstein discutidos no capítulo 2 através de dois métodos diferentes.

5.1 Solução exata de um modelo para dois CBE acopla-

dos por tunelamento Josephson

O Hamiltoniano que descreve o sistema formado por dois CBE acoplados por tunelamento

Josephson é dado por1

H =
K

8
(N1 −N2)

2 − ∆µ

2
(N1 −N2)−

εj
2

(
a†1a2 + a†2a1

)
.

A seguir, apresentaremos a solução deste modelo através do método do ansatz de Bethe

apresentado em duas formulações diferentes.

5.1.1 Solução exata via ansatz de Bethe I

Seguindo o capítulo 3, escolhemos a seguinte representação para a álgebra de Yang-Baxter

τR

L(u) = La
1(u+ ω)La

2(u− ω), (5.1)

em termos da representação bosônica do operador − L dada em (3.11), onde ω ∈ C.
Explicitamente,

1veja a seção 2.1
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L(u) =

(
(u+ ω + ηN1) (u− ω + ηN2) + a†2a1 (u+ ω + ηN1) a2 + η−1a1

(u− ω + ηN2) a
†
1 + η−1a†2 a†1a2 + η−2

)
. (5.2)

Uma vez que L(u) satisfaz a relação

R12(u− υ)L1(u)L2(υ) = L2(υ)L1(u)R12(u− υ),

é fácil veri�car que as relações da álgebra de Yang-Baxter (3.2) são obedecidas. De (5.2),

identi�camos:

π (A(u)) = u2 − ω2 + uηN + η2N1N2 + ηω (N1 −N2) + a†2a1,

π (B(u)) = ua2 + ωa2 + ηN1a2 + η−1a1,

π (C(u)) = ua†1 − ωa†1 + ηN2a
†
1 + η−1a†2,

π (D(u)) = a†1a2 + η−2.

A partir da de�nição (3.9) para a matriz de transferência,

t(u) = u2 + uηN + η2N1N2 + ηω (N1 −N2) + a†2a1 + a†1a2 + η−2 − ω2. (5.3)

É imediato, a partir de (5.3), que [t(u), t(v)] = 0, isto é, o modelo é integrável. Agora,

é direto mostrar que o Hamiltoniano (2.3) para dois CBE acoplados pode ser expresso a

partir da matriz de transferência t(u) e sua derivada como

H = −κ
(
t(u)− 1

4
(t′(0))

2 − ut′(0)− η2 + ω2 − u2

)
, (5.4)

onde usamos

t′(0) =
dt

du
|u=0= ηN,

e a seguinte identi�cação entre os parâmetros foi feita

K

4
=
κη2

2
,

∆µ

2
= −κηω, εj

2
= κ.

Aplicando o método do ansatz de Bethe algébrico, nós encontramos

π (A(u)) |0, 0〉 =
(
u2 − ω2

)
|0, 0〉 ,
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π (B(u)) |0, 0〉 = 0,

π (C(u)) |0, 0〉 = (u− w) |1, 0〉+ η−1 |0, 1〉 ,

π (D(u)) |0, 0〉 = η−2 |0, 0〉 ,

ou seja,

a(u) = u2 − ω2, d(u) = η−2.

Nesse caso, as equações do ansatz de Bethe (3.21) �cam

η2
(
v2

i − ω2
)

=
n∏

j 6=i

vi − vj − η

vi − vj + η
, (5.5)

e o espectro de autovalores para o Hamiltoniano (2.3) é

E = −κ

(
η−2

n∏
i=1

(
1 +

η

vi − u

)
−
(
u2 − ω2

) n∏
i=1

(
1− η

vi − u

)
− uηN − u2 − η−2 + ω2

)
.

(5.6)

Cada conjunto {vi, i = 1, ..., n}, solução da equação do ansatz de Bethe (5.5) parametriza

um autovetor da matriz de transferência e, consequentemente, do Hamiltoniano (2.3) com

energia dada pela equação (5.6). Assim, resolver o problema de autovalores da matriz de

transferência �ca reduzido a resolver as equações do ansatz de Bethe.

5.1.2 Solução exata via ansatz de Bethe II

Começamos com as realizações de Jordan-Schwinger para a álgebra su(2)

S+ = a†1a2, S− = a†2a1, Sz =
1

2
(N1 −N2) ,

onde N = N1 +N2 é o número �xo de partículas do sistema. Em termos desta realização,

o Hamiltoniano (2.3) pode ser expresso como

H =
K

2
(Sz)2 −∆µ (Sz)− εj

2

(
S+ + S−

)
. (5.7)
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Uma representação equivalente da álgebra su(2) é dada pelo mapeamento nos oper-

adores diferenciais2

S+ =
d

du
, S− = nu− u2 d

du
, Sz =

n

2
− u

d

du
,

agindo sobre um espaço de polinômios com base {1, u, u2, ..., un}. Nós podemos represen-

tar (5.7) em sua forma diferencial com

H =
K

2

(
n2

4
+ (1− n)u

d

du
+ u2 d

2

du2

)
−∆µ

(
n

2
− u

d

du

)
− εj

2

(
nu+

(
1− u2

) d

du

)

=
K

2
u2 d

2

du2
+

1

2

(
(K(1− n) + 2∆µ)u− εj

(
1− u2

)) d

du
− εjn

2
u+

Kn2

8
− ∆µn

2
. (5.8)

Agora, encontrar o espectro do Hamiltoniano (2.3) é equivalente a resolver a equação

de autovalores

HQ(u) = EQ(u), (5.9)

onde H é dado por (5.8) e Q(u) é uma função polinomial em u de ordem n. Podemos

expressar Q(u) em termos de suas raízes {vj}:

Q(u) =
n∏

j=1

(u− vj) .

Depois de reagruparmos, a equação (5.9) �ca na forma

α(u)Q′′(u) + β(u)Q′(u) + γ(u)Q(u) = EQ(u),

onde

α(u) =
K

2
u2,

2Obtemos uma realização do operador Γ(X,P ) estudando sua ação sobre um vetor qualquer |ψ〉 do
espaço de estados quânticos escrito como uma combinação linear da base |m,n〉 para o Hamiltoniano e a
mapeando isomor�camente em um espaço de polinômios. Esquematicamente, se

|ψ〉 =
∑

n

αn |m,n〉 → ψ =
∑

j

αju
j ,

então,

|ψ′〉 = Γ(X,P ) |ψ〉 =
∑

αn′ |m′, n′〉 →
∑
j′

αj′uj′
= Γ

(
u,

d

du

)
ψ = ψ′.

Portanto

Γ(X,P ) → Γ
(
u,

d

du

)
.
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β(u) =
(u2 − 1) εj

2
+

(2∆µ−K (n− 1))

2
u,

γ(u) =
Kn2

8
− n∆µ

2
− nεju

2
.

Seguindo a discussão do capítulo 4, efetuando (5.9) nos pontos u = vi, os parâmetros

devem satisfazer as equações do ansatz de Bethe (EAB)

(u2 − 1) εj + (2∆µ−K (n− 1)) vi

Kv2
i

=
n∑

j 6=i

2

vj − vi

. (5.10)

Escrevendo a expansão assintótica Q(u) ∼ un−un−1
∑n

j=i vj e considerando os termos

de ordem n em (5.8), os autovalores de energia encontrados são

E =
Kn2

8
− ∆µn

2
+
εj
2

n∑
j=1

vj. (5.11)

Assim, encontramos agora as EAB na forma aditiva, conforme (5.11). O problema de

mapear as equações (5.5) e (5.6) nas equações (5.10) e (5.11) permanece uma questão em

aberto [40].

5.2 Solução exata para ummodelo de CBE homo-atômico-

molecular

O Hamiltoniano que descreve o fenômeno de interconversão entre átomos e moléculas num

CBE atômico-molecular é dado por

H = µaNa + Ω
(
a†a†c+ c†aa

)
.

Novamente, vamos apresentar a solução deste modelo através do método do ansatz de

Bethe apresentado em duas formulações diferentes.

5.2.1 Solução exata via ansatz de Bethe I

Para esta solução, escolhemos uma realização em termos dos geradores da álgebra de

bósons (3.11) e dos geradores da álgebra su(1, 1) (3.13):

L(u) = η−1GLa(u− δ − η−1)LK(u), (5.12)
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onde a matriz G é dada por

G =

(
−1 0

0 1

)
.

Pode-se veri�car que (5.11) satisfaz a equação de Yang-Baxter (3.10), de forma que a

álgebra (3.3) é obedecida. As realizações explicitas da álgebra τR são dadas por

π (A(u)) = η−1 (u+ ηKz)
(
u− δ − η−1 + ηNc

)
+K+c,

π (B(u)) = −K −
(
u− δ − η−1 +Nc

)
− η−1c (u− ηKz) ,

π (C(u)) = η−1c† (u+ ηKz)− η−1K+,

π (D(u)) = c†K− + η−2 (u− ηKz) .

e

t(u) = −η−1u2 +
(
η−1δ + 2η−2

)
u+ (δ − u)Kz − uNc − ηKzNc +K+c+K−c†. (5.13)

É fácil veri�car que [t(u), t(v)] = 0; portanto, modelo é integrável. Além disso,

t(0) = δKz − ηKzNc +K+c+K−c†. (5.14)

Observando as realizações canônicas da álgebra su(1, 1) em termos dos operadores

bosônicos3

K+ =
a†a†

2
, K− =

aa

2
, Kz =

a†a+ 1

4
,

é imediato que o Hamiltoniano (2.6) para um modelo de CBE homo-atômico-molecular

está relacionado com a matriz de transferência (5.13) como

H = lim
η→0

Ω

(
t(0)− δ

4

)
, (5.15)

onde �zemos a identi�cação µa = δ
2
. Seja |0〉 o estado que denota o vácuo de Fock e |k〉 o

estado de menor energia da álgebra su(1, 1) com peso k, isto é, Kz |k〉 = k |k〉. De�nindo
o estado |Ψ〉 = |0〉 |k〉, é claro que B(u) |Ψ〉 = 0 e

a(u) = −η−1 (u+ ηk)
(
u− δ − η−1

)
, d(u) = η−2 (u− ηk) .

As equações do ansatz de Bethe �cam

3Veja a sub-seção 3.1.1
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(vi + ηk) (1− ηvi + ηδ)

(vi − ηk)
=

n∏
j 6=i

vi − υj − η

vi − υj + η
(5.16)

e o espectro de energia para o Hamiltoniano (2.6) é

E = Ω

(
k
(
δ + η−1

) M∏
i=1

υi − η

υi

+ η−1k
M∏
i=1

υi + η

υi

− µa

2

)
(5.17)

5.2.2 Solução exata via ansatz de Bethe II

Começamos de�nindo os operadores (Q±, Qz) geradores da álgebra Q

Q+ = a†a†c, Q− = c†aa, Qz =
1

4

(
Na − 2Nc +

1

2

)
, LQ =

1

4

(
Na − 2Nc +

1

2

)
,

com Nx = x†x, sujeitos à álgebra quadrática

[
Qz, Q±

]
= ±Q±,

[
Q+, Q−

]
= 3 (Qz)2 + (2LQ − 1)Qz +

(
{K − LQ (LQ + 1)

)
,

onde

{K = K+K− −Kz (Kz − 1) = K−K+ −Kz (Kz + 1)

é um operador de Casimir e LQ é um elemento central da álgebra, pois

[
LQ, Q

z,±] = 0.

Em termos destes operadores, podemos escrever o Hamiltoniano (2.6) como

H = 2µa

(
LQ +Qz − 1

4

)
+ Ω

(
Q+ +Q−

)
. (5.18)

Podemos representar (5.18) pelo mapeamento nos operadores diferenciais4

Q+ =
d

du
, Q− = n (n− 1)u+ 2 (3 + 2n)u2 d

du
+ 4u3 d

2

du2
, Qz =

1

4
(n+ 1)− u

d

du

e
4Veja a nota de rodapé na página 20.
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LQ =
1

4
(n+ 1) ,

agindo sobre um espaço de polinômios com base {1, u, u2, ..., un}. Assim,

H = 4u3Ω
d2

du2
+ Ω

(
2 (3 + 2n)u2 − 2µa

Ω
u+ 1

)
d

du
+ Ωn (n− 1)u+ µan. (5.19)

Novamente, recaímos sobre o problema de resolver a equação

HQ(u) = EQ(u), (5.20)

onde

Q(u) =
n∏

j=1

(u− vj) .

Nossa equação de autovalores �ca

α(u)Q′′(u) + β(u)Q′(u) + γ(u)Q(u) = EQ(u),

sendo

α(u) = 4Ωu3,

β(u) = Ω
(
1 + 2 (3− 2n)u2

)
− 2µau,

γ(u) = Ωn (n− 1)u+ µan.

No limite u→ vi, os parâmetros vi devem satisfazer as equações do ansatz de Bethe

Ω (1 + 2 (3− 2n) v2
i )− 2µavi

4Ωv3
i

=
n∑

j 6=i

2

vj − vi

. (5.21)

Tomando a expansão assintótica Q(u) ∼ un − un−1
∑n

j=i vj e considerando os termos

de ordem n em (5.20), os autovalores de energia encontrados são

E = −µan− Ω (n− 1) (n− 2)
n∑

j=1

vj (5.22)
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Capítulo 6

Conclusões

6.1 Considerações �nais

Neste trabalho nós apresentamos o método algébrico do ansatz de Bethe para o cálculo

dos espectros de energia de dois modelos exatamente solúveis de condensados de Bose-

Einstein: um modelo para dois CBE acoplados (CBE-AA) e um modelo para um conden-

sado onde há inter-conversão entre átomos e moléculas (CBE-AM). Realizamos um estudo

algébrico detalhado, trabalhando com os conceitos de álgebra polinomial e mapeamento

isomór�co em estruturas diferenciais. Em particular, encontramos as equações do ansatz

de Bethe e as energias para os dois modelos. Os resultados apresentados na sub-seção

5.2.2 são inéditos e fruto deste trabalho.

6.2 Perspectivas futuras

Dando continuidade ao estudo dos modelos de CBE, nós pretendemos investigar:

1. Equivalências entre as equações do ansatz de Bethe e as energias obtidas;

2. Generalização dos modelos de CBE através das álgebras polinomiais;

3. Fenômeno de emaranhamento dos modelos;
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