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Resumo

Abstract Neste trabalho nés investigamos como o método algébrico do ansatz de Bethe é
usado para calcular o espectro de energia de dois modelos integraveis para condensados
de Bose-Einstein (CBE). O primeiro modelo descreve o tunelamento Josephson entre dois
CBE acoplados. O segundo descreve a interconversao de dtomos e moléculas num CBE
atomico-molecular. Alguns aspectos mateméaticos destes modelos sao discutidos. Através
da algebra de Yang-Baxter e do método algébrico do ansatz de Bethe a integrabilidade
para os modelos é estabelecida e os autovalores de energia sao encontrados. Para ambos

os modelos, diferentes versoes do método algébrico do ansatz de Bethe sao utilizadas.
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Capitulo 1

Introducao

Modelos exatamente soltiveis de sistemas quanticos fornecem importantes informacoes so-
bre a natureza quantica dos sistemas fisicos reais, sendo o oscilador harmonico simples e
o atomo de hidrogénio nao relativistico exemplos tipicos. Um método para resolver estes
modelos consiste em explorar sua estrutura algébrica, como as bem conhecidas algebras
de Lie ¢gl(3) para o oscilador haménico e so(4) para o atomo de hidrogénio [1]. Nesse
sentido, os geradores da algebra de Lie fornecem os estados quanticos do sistema. Uma
solucao exata conhecida de um modelo quantico de muitos corpos é aquela para o modelo
de Heisenberg unidimensional homogéneo, devida a Bethe [2]. A partir deste trabalho
desenvolveu-se o conceito do ansatz de Bethe para a construcao dos autovalores e autove-
tores de um Hamiltoniano exatamente solivel. Por este método, uma forma genérica para
um autovetor dependente de diversos parametros livres ¢ assumida. Restri¢oes sao entao
determinadas sobre os parametros para assegurar que o vetor seja de fato um autovetor
do Hamiltoniano. As equacgoes de restricao sao conhecidas como as equacoes do ansatz de
Bethe para o modelo.

Motivado pelo trabalho de Bethe, o campo dos modelos exatamente soltaveis floresceu
durante a década de 60, recebendo grandes contribui¢oes de McGuirre |3], Lieb [4], Suther-
land [5], Yang [6], Baxter [7], entre outros. A partir destes trabalhos surgiu a equacao de
Yang-Baaxter, cuja solucao fornece a condicao suficiente para a construcao de um modelo
exatamente solivel. Uma caracterisitca fundamental da equagao de Yang-Baxter é que
sempre podemos utiliza-la para construir uma familia de matrizes mutuamente comuta-
tivas, conhecidas como matrizes de transferéncia, que facilita a aplicacao algébrica do
ansatz de Bethe. O método do ansatz de Bethe algébrico foi primariamente desenvolvido
por Faddeev e um grupo de fisicos-matematicos russos [8 - 12|. Sua aplicabilidade se
estende através do estudo das cadeias de spin unidimensionais, teoria quantica de campos
[13], sistemas de elétrons correlacionados em redes bi-dimensionais [14], teoria de cordas,

além de introduzir a no¢do de grupos quénticos [15 - 18|. Recentemente, um dos campos



de pesquisa mais ativos é o estudo dos modelos de condensados de Bose-Einstein (CBE)
de gases atomicos e moleculares ultra-resfriados [19, 20|, tanto do ponto de vista tedrico
quanto experimental. A condensacdo de Bose-Einstein foi previsa em 1925 como uma
transicao de fase quantica em um gas de bdésons na qual todos os bosons passam a ocu-
par o estado fundamental, formando um gés quantico degenerado. Podemos compreender
qualitativamente o fenémeno através de uma argumentacao simples: consideremos um gas
de atomos fracamente interagentes. A cada atomo desse sistema nés podemos associar um
pacote de onda com comprimento de onda de de Broglie \gp. A temperatura ambiente,
Ag¢p € muito pequeno, de forma que podemos tratar os &tomos como particulas classicas.
Entretanto, a medida que resfriamos o gas, o comprimento de onda de de Broglie au-
menta. Quando se atinge a temperatura critica 7' = T,, \yp é comparavel com a distancia
média entre os 4tomos, ocorrendo o entrelacamento dos pacotes de onda que caracteriza a
condensacao de Bose-Eisntein. O estado de um CBE é de natureza puramente quantica;
portanto, uma andlise de campo médio torna-se inadequada devido as grandes flutuagoes
quanticas inerentes aos sistemas de escala atomica e o desenvolvimento de métodos exatos
para tratar o problema é ainda mais fundamental.

Muitas propriedades fisicas podem ser exploradas no estudo dos modelos de CBE, mas
nos concentraremos em dois pontos principais: (i) o fenémeno de tunelamento Josephson
entre dois CBE acoplados. O efeito Josepshon foi primeiramente proposto para explicar
o tunelamento de pares de Cooper através de uma barreira isolante separando dois super-
condutores (para uma revisao historica, veja [21]). A realizagao experimental de CBE em
gases atomicos de metais alcalinos possibilitou a observacao de tunelamento macroscopico
em um sistema acoplado. Uma extensiva discussao sobre este fendmeno pode ser encon-
trada em [22[; (ii) um CBE composto por uma superposigao coerente de estados atomicos
e moleculares. Este fenomeno foi predito e estudado por teoricos [23 - 27| e recentemente
realizado experimentalmente [28 - 30]. Em particular, para o experimento [30], foi obser-
vado que o valor esperado para o ntimero total de 4&tomos apresenta um comportamento
oscilatorio em sua evolugao temporal, indicando que o estado do sistema é uma super-
posicao quantica de estados atomico e molecular, oposto ao esperado de uma mistura
classica, onde as fases atomica e molecular sao claramente distinguiveis.

O principal objetivo deste trabalho é demonstrar como o método do ansatz de Bethe
algébrico pode ser empregado no estudo de modelos exatamente soltveis, de forma rica e
elegante, com variadas aplicagoes. Em particular, mostraremos como a teoria se aplica a
sistemas de condensados de Bose-Einstein. Os modelos estudados sao de especial inter-
esse por duas razoes: primeiramente, ambos sao modelos integraveis que admitem solucao
exata via ansatz de Bethe; segundo, porque ambos os modelos explicam qualitativamente

propriedades fisicas como o tunelamento e a interconversao de atomos e moléculas. Em



cada caso, resolveremos exatamente os modelos, ou seja, encontraremos o espectro de en-
ergia do Hamiltoniano, por variacoes distintas do método do ansatz de Bethe. A primeira
solucao consiste em utilizar as realizacoes bosonicas da algebra de Yang-Baxter, desen-
volvidas no trabalho de Kuznetsof e Tsiganov [31]. A segunda solugao sera obtida pelo
mapeamento dos geradores da algebra do sistema em operadores diferenciais, gerando
equacoes diferenciais de segunda ordem para o calculo dos autovalores, com solucoes poli-
nomiais.

O formato deste trabalho é o seguinte: comecaremos no capitulo 2 com a descricao
dos modelos que serao estudados. O capitulo 3 fard uma breve revisao sobre as principais
caracteristicas do método do ansatz de Bethe algébrico para a construcao de modelos
exatamente soluveis. O aspecto central é a introducgao da dlgebra de Yang-Baxter. No
capitulo 4, faremos uma conexao entre o método do ansatz de Bethe e a equacao de
Schrédinger unidimensional independente do tempo. Essa conexao ¢ justificada, uma vez
que sao problemas equivalentes encontrar os autovalores de energia para Hamiltoniano e
resolver a equagao de Schroedinger independente do tempo com um potencial adequado
para o sistema em estudo. No capitulo 5 retornaremos ao calculo das solucoes explicitas
para os modelos apresentados no capitulo 2. Parte desses resultados é original e constitui
a contribuicao do autor para a area. As conclusoes e perspectivas sao apresentadas no

capitulo 6.



Capitulo 2

Modelos de Condensados de

Bose-Einsteln

Agora vamos apresentar e descrever dois modelos de condensados de Bose-Einstein. Nosso
principal objetivo é estabelecer que cada modelo é exatamente solivel através do ansatz
de Bethe algébrico.

2.1 Um modelo para dois condensados de Bose-Einstein

acoplados por tunelamento Josephson (CBE-AA)

Considere o seguinte Hamiltoniano geral que descreve o tunelamento Josephson entre dois
CBE acoplados (denotados por 1 e 2)

€ [ 3
H = Uan2 + U2 N1 Ny + U22N22 + 1 N1 + paNoy — EJ (a{@ + a;al) ) (2.1)
onde a;, aj sao os operadores destruicao e criacao de d&tomos, respectivamente, associados

as algebras de Heisenberg

[%CLT] =0y, lai,aj] = [CLT aq =0, [N;,a;] = b5, [Ni aq = 5@‘@3,

J R e

e N; = aTai, 1 =1, 2, sao os operadores niumero de atomos em cada condensado. O espaco

7

de Hilbert dos estados quanticos é gerado pelos vetores

— M 10,0, (2.2)

onde ny, ny € N e |0,0) é o vacuo do espago de Fock. Como o Hamiltoniano (2.1) nao

depende explicitamente do tempo e comuta com o operador nimero total de Atomos



N = N; 4+ Nj, temos que N é conservado. Os parametros U;; denotam os termos de
interacao do tipo dtomo-atomo nos condensados. Os p)s sdo os potenciais externos e €; é
a amplitude de tunelamento dos atomos entre um condensado e outro.

Embora o Hamiltoniano (2.1) represente um modelo mateméatico geral, podemos tra-
balhar com uma versao simplificada deste modelo, que ja descreve qualitativamente pro-
priedades fisicas experimentais relevantes, através da seguinte escolha de parametros U’s

e u's:

Uis K
U = U = —— = —
11 292 9 3
_ . _Ap
H1 = f2 = 5

podemos reescrever o Hamiltoniano (2.1) como

K A €;
H == (N~ Ny)? — 7“ (Ny = No) = <CLJ{CL2 + agal) : (2.3)
com K > 0 indicando uma interacao repulsiva.
O Hamiltoniano (2.3), apesar de muito simples, descreve qualitativamente propriedades
fisicas importantes dos CBE, como por exemplo os fenémenos de tunelamento e auto-
aprisionamento [37]. O modelo foi proposto em por Legget em [22], que discute em

detalhe o Hamiltoniano canonico de Josephson para a descricao destes efeitos.

2.2 Um modelo para um condensado de Bose-Einstein

homo-atomico-molecular (CBE-AM)

Agora vamos voltar nossa atenc¢ao para um modelo de dois modos para um CBE atémico-

molecular com atomos idénticos. O Hamiltoniano tem a forma

H = UuNZ 4 UgeNoNe 4 Uee N2 + 1o Ny + 1N + Q (aa’c + cTaa) . (2.4)

Aqui, a(a') é o operador aniquilagao(criagdo) de um modo atdomico enquanto que c(c')
aniquila(cria) um modo molecular. O nimero de atomos nao ligados e o nimero de
moléculas sdo representados por N, = afa e N, = cfc, respectivamente. Os parametros
Uzy, T,y = a,c denotam os temos de interagao do tipo dtomo-atomo, &tomo-molécula ou
molécula-molécula, e os p,s s30 os potenciais quimicos. O parametro ) é a amplitude de
interconversao de &tomos em moléculas. O Hamiltoniano comuta com o operador niimero

total de atomos, N = N, + 2N,., sendo esta uma constante de movimento do sistema.



Uma base para o Hamiltoniano (2.4) ¢ dada por

ey ()
Ngy Ne) = —F————
@ Vnglng!

onde ng,,n. € N. Por simplicidade matematica, estamos particularmente interessados no
limite U, = U, = U, =0 e p. =0,

10,0, (2.5)

H = u,N, + Q (aTaTc + cTaa) , (2.6)

com o potencial externo u, sendo considerado como a energia de ligagao entre os 4tomos.
Essa forma simplificada para o Hamiltoniano (2.6) foi proposta em [26] e estudada nu-
mericamente em [32] com base na solu¢ao via ansatz de Bethe e descreve o fenémeno de
interconversao entre atomos e moléculas num CBE atomico-molecular, discutido experi-

mentalmente em [28 - 30].



Capitulo 3

Integrabilidade e ansatz de Bethe

algébrico

3.1 Integrabilidade

Comecaremos discutindo o conceito de integrabilidade. Na mecanica classica, ¢ bem
conhecido o conceito de integrabilidade devido a Liouville: o Hamiltoniano cléssico de
um sistema de dimensao finita é dito integravel se possui um conjunto de integrais de

movimento independentes e comutativas com respeito aos parénteses de Poisson

O namero total de integrais de movimento (incluindo o Hamiltoniano) deve ser igual a
metade da dimensao do espaco de fase. Vamos estender essa definicao para o dominio
quantico: nos desejamos construir um operador t(u), onde u € C é chamado pardmetro
espectral, que age sobre algum espacgo vetorial que representa o espago de Hilbert dos

estados fisicos. Além do mais, nés esperamos que

[t(u),t(v)] =0, Vu,v € C. (3.1)

Existem duas consequéncias importantes de (3.1): a primeira é que t(u) pode ser diag-
onalizado independentemente de u, tal que os autovetores de t(u) ndo dependem de w.
Esta é a caracteristica que torna o método algébrico do ansatz de Bethe viavel. Segundo,

t(u) comuta com todas as suas derivadas, ou seja, tomando a expansao em série,

t(u) = Z Gu',

segue que



Entao, para todo Hamiltoniano expresso somente como uma funcao dos operadores (;,
cada (; representa uma constante de movimento, uma vez que ele comutara com o Hamil-
toniano. Quando o nimero de quantidades independentes conservadas ¢ igual ao niimero
de graus de liberdade do sistema, o modelo é dito integravel.

A teoria dos sistemas quanticos exatamente soliveis comeca com a definicao de uma
algebra 7, chamada dlgebra de Yang-Baxter, descrita em termos dos geradores Tij (u),
i,7 € {1,...,d}, que podem ser considerados os elementos de uma matriz quadrada d x d

T'(u) chamada matriz de monodromia. A algebra g é gerada pelas relagdes quadraticas

D Ri(u—0)TI(w)Th(v) = Y TF )T} (u) R, (u—v),

Ji=1 Jl=1

onde R;’f d& as constantes de estrutura da algebra e podem ser consideradas os elementos

de uma matriz quadrada d? x d? chamada matriz-R. Usando notacao matricial,
Ty(u) =T w) @ L;Ty(u)=1T (u),
temos, compactamente,
Ryy(u — )T (w)T3(v) = To(v)T; (u) Ryp(u — v). (3.2)

Impondo que 7; seja uma algebra associativa, as constantes de estrutura devem sat-

isfazer a relacao de consisténcia

d d
Z RY (u—wv) (v — w)RI (v —w) = Z (U — W) R (u — w) Ryt (u —v),
igk=1 ijk=1

ou, abreviadamente,

Rig(u — ) Ryz(u — w)Ryz(v — w) = Raz(v — w) Ry3(u — w) Ryp(u —v), (3.3)

conhecida como equacao de Yang-Bazter. Portanto, a equagao de Yang-Baxter surge
naturalmente ao impormos a associatividade da algebra 7z. Esta equacao também aparece
em diversos contextos, como na mecanica estatistica classica bi-dimensional [7] e teoria
do espalhamento [33].

Pode-se demonstrar que o traco ¢ (u) da matriz T (u),



TOEHOL (34

cria uma familia comutativa de operadores, de forma que (3.1) é satisfeita. Portanto, essa
familia pode ser considerada como as integrais de movimento de algum sistema quantico
integravel. Entao, dada uma solugdo R (u) da equagao de Yang-Baxter, nés definimos a
algebra quadratica 7z. Dada uma representacao da algebra 7, nés obtemos um sistema
quantico integravel cujo espaco quantico é o espago de representagao de 7g e as integrais
comutativas de movimento sao ¢ (u).

Vamos trabalhar com uma matriz-R invariante gl (2) na forma [3§]

1 0 0 0
00 0
R I 35)
0 c(u) b(u) O
0 0 0 1
onde b(u) = i, c¢(u) = 71 e n & um pardmetro complexo arbitrario. A matriz ¢

invariante gl (2)no sentido que
[R(u),9@ 9] =0,

onde g é qualquer matriz 2 X 2. Nesse caso, a matriz de monodromia é uma matriz 2 x 2

- (T T ) (A B 56
T2 (u) T (u) | |

e o operador t (u) pode ser escrito como
t(u)=Au)+ D (u). (3.7)

A conexao entre o modelo para um sistema quéantico e o método algébrico do ansatz
de Bethe é feita por meio da escolha de uma representacao para os geradores da algebra
Tr. No método algébrico do ansatz de Bethe, as representacoes da algebra 7z atuam
sobre um espaco vetorial V', o espago dos estados fisicos, sao denotadas por 7w e chamadas

operadores-L ou operadores-Lax:

Portanto, podemos representar o operador ¢ (u) como

t(u)=7trT (u) =7 (A(u)+ D (u) =trL (u). (3.9)

10



Chamaremos a representagao do operador ¢ (u) como matriz de transferéncia. Em termos

da representacgao m, reescrevemos (3.2) como

Ris(u — v)Ly(u)Ly(v) = Lo(v) Ly (u) Ria(u — v). (3.10)

A partir da relagao (3.10) podemos deduzir uma importante propriedade da algebra 75
chamada co-multiplicagio: se LY(u) e L' (u) sdo duas representagoes' de 7 nos espagos

U e W, entao a matriz
L (u) = LY (u) LW (u)

também é uma representacao de 7z no espaco U ® W chamado produto tensorial das rep-
resentagoes LY (u) e L (u), ou seja, L (u) = LY (u)L" (u) satisfaz a equagao (3.10). Fica
claro que se L (u) é um operador-L, entdo L (u + «), para qualquer constante «, também

serd, ja que a matriz-R depende somente da diferenca entre os parametros espectrais.

3.1.1 Exemplos de representacgoes da algebra 7

Para construirmos um modelo especifico, devemos determinar algumas representagoes da
algebra 7. No caso especifico dos modelos integréveis para condensados de Bose-Einstein,

as seguintes realizacoes podem ser utilizadas. Em particular, todas elas satisfazem a
algebra (3.10).

e Uma representacao em termos dos operadores bosonicos (a,aT) sujeitos a algebra

de Heinsenberg

L] >

[ai,a;] =0ij, |ai,aj] = [aT aq =0, [N aj] =—dia;, [NZ- aq = 5ijaj,

onde N; = ala; é dada por [31]:
a u+nN; a
Ly (u) = ( ; 4 ) : (3.11)
a; Ui
e Também existe uma realizagao em termos dos geradores (5%, S*) sujeitos a dlgebra

de Lie su (2)
[9%,5%] = £5%, [St,57] =257,

dada por [8 - 12]:

-nS;  u+nS;

7

—nS?  —psSt
Lf@):%(“ n8 o > (3.12)

!Cada representagao para a dlgebra 7p satisfaz, individualmente, a equagao (3.10).

11



e Outra representacio é dada em termos dos geradores (K*, K*) sujeitos a algebra
de Lie su(1,1)
[K*,K*] = +K*, [K", K |=-2K",

dada por [34]:

v K7 nK;
Lf(u)_<“ I ) (3.13)
—nk; u—nk;

No capitulo 5, mostraremos explicitamente como utilizar combinacoes destas realiza-
coOes para a construcao dos modelos CBE-AA e CBE-AM.

3.2 Meétodo do ansatz de Bethe algébrico

Um passo fundamental para aplicarmos com sucesso o método do ansatz de Bethe al-
gébrico consiste em encontrar um pseudo-vacuo adequado, |0), tal que sejam respeitadas

as propriedades
Au)[0) =a(u)[0), B(u)[0)=0, C(u)|0)#0, D(u)|0)=d(u)|0), (3.14)

onde a (u) e d(u) sado fungoes escalares. A partir de (3.2), (3.5) e (3.6) podemos derivar

as relagoes

[C(u),C (v)] =0,
A(u)C (v) = %“Z”C(U)A(u) -1 cwaw), (3.15)
D (u) € (v) = “——1C () D (u) + ——C () D (v)

A seguir, observando que C'(v) atua como um ’operador de cria¢ao’ sobre o pseudo-

vacuo de Fock, definimos o estado de Bethe

D) = |1, 02,y v0) = [[C (03)]0) . (3.16)

i=1

Observe que, devido a primeira relacdo de (3.15), o ordenamento ndo é importante no

produto (3.16) . Agora, vamos determinar a agao de ¢ (u) sobre |7'),
t(u) [7) = 7 (A () [7) + 7 (D (w) [ V).

Por (3.14) e (3.15),

12



onde |77) = |vq, ..., Vi1, Vit1, ..., Upr). Portanto,

sendo

A(w) = a(w) ] YU ) 11 il Ak (3.20)

Portanto, A(u) serd um autovalor para a matriz de transferéncia ¢(u) sempre que as

equacoes

M
a(vi):Hvi—Uj—n’ (3.21)
; oy v —v;+ 10
conhecidas como equagdes do ansatz de Bethe (EAB) sdo satisfeitas. Neste procedimento
exigimos o cancelamento dos termos indesejados (segundo e terceiro termos do lado direito
da equagao (3.19)), uma vez que estes termos nao sao capazes de produzir um autovetor da
matriz de transferéncia. Agora, dependendo da realiza¢do utilizada (ou do modelo estu-
dado), teremos diferentes expressoes para a(v;) e d(v;) na equacdo (3.21). Explicitaremos

esta discussao no capitulo 5 para cada um dos modelos analisados.

13



Capitulo 4
Mapeamento

Neste capitulo vamos investigar o processo de mapeamento entre estruturas algébricas
distintas, buscando conexoes entre as diferentes formas de representar um sistema fisico.
Isso nos possibilita encontrar uma expressao alternativa para as equacoes do ansatz de

Bethe dos modelos.

4.1 Processo de mapeamento

As auto-energias de um sistema quantico sao determinadas pela equacao de Schrédinger

independente do tempo (em uma dimensao):

o)
2m  dz?

+ V(2)v(z) = Ey(z).
Adotando as unidades naturais 4 =1 e m = 1/2, podemos escrever

dQZ(f) FV(@)(x) = Bb(). (4.1)

Vamos adotar o seguinte ansatz de Bethe para a fungao ¢ (z) [39]:

onde
M
Qu(z)) =[] (w =),
sendo "v;” as raizes do polinémio ). Desta forma, ¢ () satisfaz, por construgao, a equagao

(4.1). O termo "e'™®” & utilizado para facilitar os calculos. Substituindo o ansatz (4.2)

na equagao (4.1), obtemos

14



a(u)Q"(u) + Au)Q'(u) +v(u)Q(u) = EQ(u),

com

a0 = - (),

dr dx dz?

Uma vez que

segue que

Portanto,

IEnQ —22 H (u —v;)

k#i j#i,j#k
Assim, a partir de (4.3), temos

M

UzQZ H v; — ;) + B(v )H(vi—vj)zo,

k#i j#i,5#k J#

15



ou seja,

Plos) _ i & (4.4)
a(v;) pori Ry

Podemos identificar as equagoes (4.4) como as equagdes alternativas do ansatz de Bethe

ara os parametros "v;”.
p p i

4.2 Discussao

Sao formas equivalentes para encontrar as auto-energias de um sistema quantico: (i)

resolver a equacao de auto-valores no espaco de estados

H (P, X) [6) = B 45). (4.5)

onde H denota o operador Hamiltoniano como uma funcao dos operadores momen-
tum e posicao (explicita ou implicitamente) para o modelo, e (ii) resolver a equacao de
Schrédinger independente do tempo para um potencial adequado V (z) - equacao (4.1).
Essa equivaléncia deve-se ao fato de que a equacao de Schroedinger (4.1) é a projegao

sobre o0 espaco de coordenadas da equagao (4.5):

LA

(x| H (P, X) [9) = (x| E'[¢)) om  da?

+ V(z)y(x) = Ep(x),

ou, em outras palavras, a equacao de Schrodinger é uma realizacao da equagao de oper-
adores (4.5). De forma geral, sempre que for possivel expressar uma equagao de operadores
no espaco de estados em termos de operadores diferenciais num espago de coordenadas
ou polinémios, estamos trabalhando com uma realizacao da equacao. Uma vez feita
uma realiza¢ao sobre a equagao (4.5), podemos soluciona-la supondo uma auto-fungao
polinomial Q(u) dependente de parametros "v;” sujeitos a uma equagdo de restrigao.
Se conseguirmos expressar nossa equagao de autovalores na forma (4.3), Q(u) serd uma
auto-funcao do Hamiltoniano sempre que os parametros obedecerem a equacao (4.4), as
equacoes alternativas do ansatz de Bethe para o sistema. Assim, encontramos as auto-
energias do sistema resolvendo uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem. Note
que, dependendo do modelo em questao, teremos diferentes expressoes para a(v;) e 5(v;)
em (4.4), como ficara explicito no proximo capitulo para os dois modelos de CBE exata-

mente soltveis discutidos neste trabalho.
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Capitulo 5
Solucoes Exatas para os modelos

Neste capitulo vamos derivar as equagoes do ansatz de Bethe e as energias dos modelos de

condensados de Bose-Einstein discutidos no capitulo 2 através de dois métodos diferentes.

5.1 Solucao exata de um modelo para dois CBE acopla-

dos por tunelamento Josephson

O Hamiltoniano que descreve o sistema formado por dois CBE acoplados por tunelamento

Josephson ¢é dado por!

H = g (Nl - N2)2 _ TM (N]_ — NQ) — EJ <a-{a2 + agal) .

A seguir, apresentaremos a solucao deste modelo através do método do ansatz de Bethe

apresentado em duas formulagoes diferentes.

5.1.1 Solucao exata via ansatz de Bethe 1
Seguindo o capitulo 3, escolhemos a seguinte representacao para a algebra de Yang-Baxter
TR

L(u) = L} (u+ w)L(u — w), (5.1)

em termos da representacdo bosonica do operador — L dada em (3.11), onde w € C.

Explicitamente,

lyeja a secdo 2.1
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Ly = [ (et aN) (w—wtnNo) Fasar (utwtpN)a brta ) o
(u—w+nNo)al +ntal alag + 172

Uma vez que L(u) satisfaz a relagao
ng(u - U)Ll (U)LQ(U) = LQ(U)Ll (U)R12<U - U),

é facil verificar que as relagoes da algebra de Yang-Baxter (3.2) sdo obedecidas. De (5.2),

identificamos:

T (A()) = u? — w? + unN + >Ny Ny + nw (Ny — Ny) + abay,

7 (B(u)) = uas + was + nNias + n_lal,

7 (C(u)) = ual — wal +nNoal +n~tal,
7 (D(u)) = ajay + 1"

A partir da defini¢ao (3.9) para a matriz de transferéncia,

t(u) = u® + unN + 0> NiNa + nw (Ny — Ny) + abar + ajaz + 772 — w?, (5.3)

E imediato, a partir de (5.3), que [t(u), t(v)] = 0, isto é, o modelo ¢ integravel. Agora,
é direto mostrar que o Hamiltoniano (2.3) para dois CBE acoplados pode ser expresso a

partir da matriz de transferéncia ¢(u) e sua derivada como

H=—nr <t(u) - i (#(0))2 — ut'(0) — 12 + w? — u2) | (5.4)

onde usamos "
t'(0) = — |y=0= NN,
(0) du fu=0= 17

e a seguinte identificagdo entre os parametros foi feita

K  wp* Ap €
T= 3 o =W, 5=k

2

Aplicando o método do ansatz de Bethe algébrico, nés encontramos

7 (A1) [0,0) = (u? — w?) [0,0),

18



™ (B(u))]0,0) = 0,

m (C(u)) |O’0> = (u - w) |170> + 7]_1 |07 1> )

7 (D(u))]0,0) =n~*10,0),
ou seja,
a(u) = u? —w?, d(u) =n"2

Nesse caso, as equagoes do ansatz de Bethe (3.21) ficam

2 (2 2 "vz——vj—n
c — = _— 5.5
n* (v; — w?) ]l;IiUi—UjﬂL?? (5.5)

e o espectro de autovalores para o Hamiltoniano (2.3) é

_ n n _

E=—k (77 Qil_[l (1+v,~—u> — (u2—w2)}_[1 (1— vi—u> —unN —u® — 17 2+w2)
(5.6)

Cada conjunto {v;,i = 1,...,n}, solugao da equagao do ansatz de Bethe (5.5) parametriza
um autovetor da matriz de transferéncia e, consequentemente, do Hamiltoniano (2.3) com
energia dada pela equacao (5.6). Assim, resolver o problema de autovalores da matriz de

transferéncia fica reduzido a resolver as equacoes do ansatz de Bethe.

5.1.2 Solucao exata via ansatz de Bethe 11
Comegamos com as realizagoes de Jordan-Schwinger para a algebra su(2)

.1

St =alay, S =ala;, S 5

(Nl - NQ)?

onde N = N+ Ny é o numero fixo de particulas do sistema. Em termos desta realizacao,

o Hamiltoniano (2.3) pode ser expresso como

H= g (5~ du(87) — 2 (57 +57). (5.7)
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Uma representacao equivalente da algebra su(2) é dada pelo mapeamento nos oper-

adores diferenciais?

d d n d
StT=— S =nu—u*—, S°=—-—u—,
du du
agindo sobre um espaco de polinomios com base {1, u, u?,...,u"}. Nos podemos represen-

tar (5.7) em sua forma diferencial com

K (n? d d? n d €; d
He (Moot p 2 ) A (Bt 29 | _w) L
2(4—1—( n)udu+udu2> u<2 udu) 2(nu+( u)du)

K ,d 1 d en  Kn* Aun
:3u2w+§((K(l—n)—l—QAu)u—ej(1—u2))%—]7u+ 3 5

Agora, encontrar o espectro do Hamiltoniano (2.3) é equivalente a resolver a equagao

de autovalores

HQ(u) = EQ(u), (5.9)

onde H é dado por (5.8) e Q(u) ¢ uma funcdo polinomial em u de ordem n. Podemos

expressar (Q(u) em termos de suas raizes {v;}:
Qu) = (w—v;).

Depois de reagruparmos, a equagao (5.9) fica na forma

a(u)Q"(u) + Au)Q'(u) + v(u)Q(u) = EQ(u),

onde %
alu) = Euz,

20btemos uma realizagao do operador I'(X, P) estudando sua agdo sobre um vetor qualquer [¢) do
espaco de estados quanticos escrito como uma combinagdo linear da base |m, n) para o Hamiltoniano e a
mapeando isomorficamente em um espago de polinomios. Esquematicamente, se

=D anlmn) =y =) a,
n j

entao,
.y d
W) =T(X,P)[v) = an |[m',n) Zaj,uﬂ :r(u,du)wzw’.
J

Portanto

I(X,P)—T (u C;i) .

20



(-1  (28p—K(n-1)

Blu) = 2 > u.

Kn?  nlAp  neu
8 2 2

Seguindo a discussdao do capitulo 4, efetuando (5.9) nos pontos u = v;, os parametros

devem satisfazer as equagoes do ansatz de Bethe (EAB)

n

(u* —1) e+ (2Au — K (n — 1)) v, _ Z 2 . (5.10)

2
Kuv; prril

Escrevendo a expansao assintotica Q(u) ~ u”" —u"~' 377 v; e considerando os termos

de ordem n em (5.8), os autovalores de energia encontrados sdo

Kn? Aun € —
E=—re—— 42 . 5.11

Assim, encontramos agora as EAB na forma aditiva, conforme (5.11). O problema de
mapear as equagoes (5.5) e (5.6) nas equagoes (5.10) e (5.11) permanece uma questdo em
aberto 40].

5.2 Solucao exata para um modelo de CBE homo-atomico-

molecular

O Hamiltoniano que descreve o fendémeno de interconversao entre atomos e moléculas num

CBE atoémico-molecular é dado por
H = pi,N, + Q (a'a'c + cfaa) .

Novamente, vamos apresentar a solucao deste modelo através do método do ansatz de

Bethe apresentado em duas formulagoes diferentes.

5.2.1 Solucao exata via ansatz de Bethe 1

Para esta solucao, escolhemos uma realizacao em termos dos geradores da algebra de
bosons (3.11) e dos geradores da algebra su(1,1) (3.13):

L(u) =n'GL*(u— 6 —n Y L* (u), (5.12)
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onde a matriz G é dada por

(1)

Pode-se verificar que (5.11) satisfaz a equacao de Yang-Baxter (3.10), de forma que a

algebra (3.3) é obedecida. As realizagbes explicitas da algebra 7 sdo dadas por
T(Aw) =n"(u+nK?*) (u—6—n"'+nN.) + K*e,

T(Bu) =-K—(u—6—n"+N.) —n 'c(u—nK?),
m(C(uw) =n~"c (u+nK*) —n ' KT,

7 (D)) =K~ +n7% (u—nK?).

t(u) = —n tu? + (n_15 + 277_2) u+ (6 —u) K* —uN, — nK*N,+ Ktc+ K~ cl. (5.13)

E facil verificar que [t(u), t(v)] = 0; portanto, modelo é integravel. Além disso,

t(0) = 6K* — nK*N,+ Ktc+ K~ c'. (5.14)
Observando as realizagbes canonicas da algebra su(1l,1) em termos dos operadores
bosonicos?
gro®e g0 g _datl
2 2 4

é imediato que o Hamiltoniano (2.6) para um modelo de CBE homo-atomico-molecular

esta relacionado com a matriz de transferéncia (5.13) como

H = lim © (t(()) - g) , (5.15)

onde fizemos a identificagio y, = 2. Seja |0) o estado que denota o vacuo de Fock e |k) o

estado de menor energia da algebra su(1,1) com peso k, isto é, K* |k) = k|k). Definindo
o estado |U) = |0) |k), é claro que B(u) |[¥) =0 e

a(u) =—n""(u+nk) (u=0—n""), d(u)=n""(u—nk).

As equacgoes do ansatz de Bethe ficam

3Veja a sub-secdo 3.1.1
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(vi +nk) (L= nvi +16) _ ﬁ vizvi—n (5.16)
(vi — k) Vi — U] |

e o espectro de energia para o Hamiltoniano (2.6) é

i

EzQ(k(5+n_1)ﬁUi

=1

(O 2

M
n -1 U4 +77 Ha
k _ 5.17
+1 11 o > (5.17)

5.2.2 Solucao exata via ansatz de Bethe 11

Comegamos definindo os operadores (Q*, Q%) geradores da algebra @

1 1 1 1
Q" =d'a'ec, Q" =claa, Q*=-(N,—2N.+-), Lo=-(N,—2N.+ =),
4 2 4 2
com N, = z'z, sujeitos & algebra quadratica

(@7, Q7] = Q%

Q7. Q7] =3(Q)+(2Le—1)Q + (Cx — Lo (Lo +1)),

onde
Ck =K'K —K*(K*—1)=K K" - K*(K*+1)

é um operador de Casimir e L é um elemento central da algebra, pois
[Lo: @] =0.

Em termos destes operadores, podemos escrever o Hamiltoniano (2.6) como

H =2, (£Q+Q2— i) +Q@QT+Q7). (5.18)

Podemos representar (5.18) pelo mapeamento nos operadores diferenciais®

d d 1 d
+ _ 7 - _ o 2 7 3 7 A R
Q = Q- =n(n 1)u+2(3+2n)udu+4u L Q 4(n+1) u—

4Veja a nota de rodapé na pagina 20.
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1
Lo=71(n+1),

agindo sobre um espago de polinomios com base {1, u,u?, ...,u™}. Assim,

2

d 2 d
H= 4u3ﬂw +Q (2 (3+2n)u® — g“u+ 1) o +On(n— 1) u+ pen. (5.19)

Novamente, recaimos sobre o problema de resolver a equacao

HQ(u) = EQ(u), (5.20)

onde

Nossa equacao de autovalores fica

a(u)Q"(u) + B(u)Q'(u) + y(u)Q(u) = EQ(u),
sendo

alu) = 4Qu,

Blu) =0 (1+2(3—2n)u’) — 2u,u,

y(u) =OQn(n—1)u+ pen.
No limite u — v;, os parametros v; devem satisfazer as equacoes do ansatz de Bethe

n

Q1 +2(3—2n)v?) — 2u.v; _Z 2

3 Y
40; prrll Al

(5.21)

Tomando a expansao assintotica Q(u) ~ u" —u"~' 377 v; e considerando os termos

de ordem n em (5.20), os autovalores de energia encontrados sao

n

E=—pmn—Q(n-—1) (n—Q)Zvj (5.22)

J=1
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Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Consideracoes finais

Neste trabalho nés apresentamos o método algébrico do ansatz de Bethe para o cédlculo
dos espectros de energia de dois modelos exatamente soliveis de condensados de Bose-
Einstein: um modelo para dois CBE acoplados (CBE-AA) e um modelo para um conden-
sado onde ha inter-conversdo entre d&tomos e moléculas (CBE-AM). Realizamos um estudo
algébrico detalhado, trabalhando com os conceitos de algebra polinomial e mapeamento
isomorfico em estruturas diferenciais. Em particular, encontramos as equacgoes do ansatz
de Bethe e as energias para os dois modelos. Os resultados apresentados na sub-secao

5.2.2 sao inéditos e fruto deste trabalho.

6.2 Perspectivas futuras
Dando continuidade ao estudo dos modelos de CBE, nés pretendemos investigar:

1. Equivaléncias entre as equagoes do ansatz de Bethe e as energias obtidas;
2. Generalizacao dos modelos de CBE através das algebras polinomiais;

3. Fenomeno de emaranhamento dos modelos;
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