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Resumo

Os algoritmos baseados no paradigma Simulated Annealing e suas variagdes sao
atualmente usados de forma ampla na resolucdo de problemas de otimizacdo de larga
escala. Esta popularidade ¢ resultado da estrutura extremamente simples e aparentemente
universal dos algoritmos, da aplicabilidade geral e da habilidade de fornecer solugdes
bastante proximas da 6tima. No inicio da década de 80, Kirkpatrick e outros apresentaram
uma proposta de utilizagao dos conceitos de annealing (resfriamento lento e controlado de
solidos) em otimizacdo combinatoria. Esta proposta considera a forte analogia entre o
processo fisico de annealing e a resolugdo de problemas grandes de otimizagao
combinatoéria. Simulated Annealing (SA) ¢ um denominacdo genérica para os algoritmos
desenvolvidos com base nesta proposta. Estes algoritmos combinam técnicas de busca local
e de randomizacdo. O objetivo do presente trabalho ¢ proporcionar um entendimento das
caracteristicas do Simulated Annealing e facilitar o desenvolvimento de algoritmos com
estas caracteristicas. Assim, ¢ apresentado como Simulated Annealing e suas variagdes
estdo sendo utilizados na resolucdo de problemas de otimizacdo combinatdria, proposta
uma formalizagdo através de um método de desenvolvimento de algoritmos e analisados
aspectos de complexidade. O método de desenvolvimento especifica um programa abstrato
para um algoritmo Simulated Annealing seqiiencial, identifica fungdes e predicados que
constituem os procedimentos deste programa abstrato e estabelece axiomas que permitem a
visualizacdo das propriedades que estes procedimentos devem satisfazer. A complexidade
do Simulated Annealing ¢ analisada a partir do programa abstrato desenvolvido e de seus
principais procedimentos, permitindo o estabelecimento de uma equagdo genérica para a
complexidade. Esta equacao genérica ¢ aplicavel aos algoritmos desenvolvidos com base
no método proposto. Uma prova de correcdo ¢ apresentada para o programa abstrato e um
codigo exemplo ¢ analisado com relagcdo aos axiomas estabelecidos. O estabelecimento de
axiomas tem como propdsito definir uma semantica para o algoritmo, o que permite a um
desenvolvedor analisar a correcdo do codigo especificado para um algoritmo levando em
consideracdo estes axiomas. O trabalho foi realizado a partir de um estudo introdutoério de
otimizacdo combinatdria, de técnicas de resolucdo de problemas, de um levantamento
historico do uso do Simulated Annealing, das variagdes em torno do modelo e de
embasamentos matematicos documentados. Isto permitiu identificar as caracteristicas
essenciais dos algoritmos baseados no paradigma, analisar os aspectos relacionados com
estas caracteristicas, como as diferentes formas de realizar uma prescrigao de resfriamento
e percorrer um espaco de solucdes, e construir a fundamentagdo tedrica genérica proposta.

Palavras-chaves: Simulated Annealing, Otimizacdo Combinatoria, Metaheuristica,
Desenvolvimento de Algoritmos, Métodos Monte Carlo.
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TITLE: “A formal specification and theoretical basement proposal for Simulated
Annealing”.

Abstract

The algorithms based on Simulated Annealing paradigm and their variations have been
widely used in large-scale optimization problems. Reasons of their popularity are the
extremely simple and apparently universal structure of the algorithms, the general
applicability and the ability to provide extremely near optimum solutions. In the early
1980°s Kirkpatrick and others introduced the concepts of annealing in combinatorial
optimization. These concepts are based on a strong analogy between the physical annealing
process of solids and the problem of solving large combinatorial optimization problems.
Simulated Annealing (SA) is a generic denomination for algorithms based on these
concepts. These algorithms combine local search and randomization techniques. The
objective of the present work is to provide an understanding of Simulated Annealing
characteristics and to allow the development of algorithms of such kind. So, it is presented
how Simulated Annealing and their variations have been used to solve combinatorial
optimization problems. Formalization by an algorithm development method is proposed
and the complexity aspects are analyzed. The development method specifies an abstract
program for a sequential Simulated Annealing algorithm, identifies functions and
predicates that are the abstract program procedures and establishes axioms that allows the
visualization the properties these procedures must satisfy. The complexity of the Simulated
Annealing is analyzed from the abstract program developed and of its main procedures,
allowing the establishment of a generic equation for the complexity. This generic equation
is applicable to the developed algorithms on the basis of the considered method. The
correction prove is presented to the abstract program and a code example is analyzed and
relate to the established axioms. The axioms, used to define a semantic for the algorithm,
allow a developer to analyze the correction of the code specified for an algorithm taking
into account these axioms. The work was developed following an introductory study about
combinatorial optimization, problems solving techniques, a survey about Simulated
Annealing and variants and about documented mathematics foundation. That allowed the
identification of the algorithms essentials characteristics based on the paradigm, analyzing
the aspects related to these characteristics, such different ways to achieve a cooling
schedule and search through a solution space, and develop the generic theoretical basement
proposal.

Keywords: Simulated Annealing, Combinatorial Optimization, Metaheuristic, Algorithms
Development, Monte Carlo Methods.
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1 Introducao

1.1 Tema

Simulated Annealing (SA) é uma técnica difundida a partir de trabalhos de Kirkpatrick
[KIR 83] e outros na década de 80. Esta técnica, originada em conceitos de mecanica
estatistica, estabelece a aplicagdo do algoritmo de Metropolis [MET 53] para resolucao de
problemas de otimizagao.

Annealing € o processo fisico que consiste do aquecimento de um s6lido em banho térmico
até tornar-se liquido, seguido do resfriamento lento e controlado até cristalizagdo formando-
se uma estrutura molecular estavel. Durante este processo a energia livre do sélido ¢
minimizada. Em otimizagdo combinatoria, ¢ possivel definir um processo similar. Este
processo pode ser formulado como o problema de encontrar — entre o grande niimero de
solugdes em potencial - uma solucdo com custo minimo. Assim, estabelecendo-se uma
correspondéncia entre a fungdo custo e a energia livre, e entre as solugdes e os estados
fisicos, ¢ definido um método de resolugdo para problemas de otimizagdo combinatoria
baseado no processo fisico de Annealing. Os algoritmos desenvolvidos usando estes
conceitos recebem o nome genérico de “Simulated Annealing” (Recozimento Simulado).

Recozimento (annealing), segundo a norma ABNT - NBR 8653 de Novembro de 1984, ¢
um termo genérico que indica um tratamento térmico composto de aquecimento controlado
at¢ uma determinada temperatura, permanéncia nessa temperatura durante um certo
intervalo de tempo e resfriamento regulado para a finalidade em vista.

A aplicabilidade geral e a habilidade de fornecer solugdes de qualidade bastante proximas
da 6tima sdo apontadas como as principais vantagens do Simulated Annealing [AAR 8§9].

O Simulated Annealing ¢ utilizado em muitos tipos de aplicagdes como: (a) na resolugao
dos problemas cléssicos de otimiza¢do combinatdria, como o problema do caixeiro-viajante
e problemas de grafos em geral; (b) na resolucao dos problemas de projeto de circuitos; (c)
em analise de dados; (d) no processamento de imagens; (e) em redes neurais, como na
“maquina Boltzmann”; (f) em biologia molecular, como para analise da estrutura de cadeias
complexas de proteinas; (g) em fisica, como no modelo Ising do magnetismo; (h) em
geofisica, como para modelar o comportamento de ondas sismicas; (i) em financas, na
resolug¢do de problemas de previsdo de investimentos; e, (j) na area militar, em problemas
de defesa [AAR 89] [ING 93].
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1.2 Objetivos

Os objetivos estabelecidos para o trabalho sdo:

Identificar as principais caracteristicas do algoritmo SA seqiiencial;
Ajudar no entendimento destas caracteristicas;

Prover uma melhor compreensao do porque estas caracteristicas sao importantes, como
elas interagem entre si e o efeito das mesmas sobre a performance do SA;

Identificar os principais procedimentos componentes do algoritmo e o relacionamento
entre 0S mesmos;

Construir uma fundamentagio tedrica do algoritmo;
Representar o conhecimento sobre o algoritmo através de um formalismo;

Estabelecer, usando este formalismo, os requisitos que os procedimentos que compode o
algoritmo devem satisfazer.

1.3 Revisao de Literatura

Esta secdo relaciona os principais autores e suas obras por assunto. No entanto, toda a
literatura referenciada e/ou mencionada na se¢ao Bibliografia foi utilizada como fonte de
consulta e pesquisa.

Algoritmos e Complexidade

Garey e Johnson [GAR 79] — livro bésico para o estudo da intratabilidade de problemas.

Horowitz e Sahni [HOR 78] — fundamentos de algoritmos, estruturas de dados e
técnicas de resolucao.

Toscani e Szwarcfiter [TOS 86] — uma introducdo a problemas de otimizacdo e
algoritmos aproximativos.

Toscani [TOS 88] — estabelece um método para desenvolvimento de algoritmos.
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Heuristicas e Metaheuristicas

Osman e Kelly [OSM 96]: uma introdu¢do sobre metaheuristicas e capitulos sobre
algoritmos genéticos, simulated annealing e busca tabu.

Campello [CAM 94]: estudo basico dos problemas -caixeiro-viajante, mochila,
coloracdo de grafos e outros e técnicas heuristicas aplicaveis aos mesmos.

Muller [MUL 96]: texto sobre heuristicas e metaheuristicas em geral.

Métodos Monte Carlo / Geradores de Numeros Aleatorios / Processos Estocasticos /
Cadeias de Markov

Kalos e Whitlock [KAL 86] — uma boa introducdo aos métodos Monte Carlo de forma
geral e, em especial, algoritmo de Metropolis. Tipos e testes de geradores de nimeros
aleatorios.

Press e outros [PRE 88] — capitulo sobre tipos de geradores de ntimeros aleatorios,
métodos de rejeicao e integragdo Monte Carlo.

Kovacs [KOV 96] — um livro basico sobre teoria da probalidade e processos
estocasticos.

Knuth [KNU 81] — teoria sobre o que ¢ uma seqiiéncia aleatoria, geradores de nimeros
aleatorios ¢ testes estatisticos de verificagao.

Rosenthal e outros [ROB 97] [ROS 99] — diversos documentos recentes sobre cadeias
de markov e convergéncia de algoritmos MCMC (Monte Carlo Markov Chain).

Otimizacao

Crescenzi e Kann [CRE 97] — um compéndio dos problemas de otimizagdo matematica,
especificando cada problema e a sua situagdo atual relativa a aproximabilidade.

Simulated Annealing

Aarts e Korst [AAR 89] — livro basico sobre Simulated Annealing, contém os
fundamentos basicos tedricos do algoritmo e prova de convergéncia baseada na teoria
de cadeias de Markov.

Azencott [AZE 92] — introdug@o sobre Simulated Annealing seqiiencial e técnicas de
paralelizagao.

Johnson, Aragon, McGeoch, Schevon [JOH 89] [JOH 91] — artigos que avaliam
experimentalmente o Simulated Annealing.
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* Kirkpatrick, Gellat e Vecchi [KIR 83] — um dos primeiros artigos publicados sobre
Simulated Annealing, introduzindo a aplicacdo dos conceitos de mecanica estatistica a
resolu¢do dos problemas de otimizagao, utilizando o algoritmo de Metropolis.

e Torredo [TOR 92] — apresenta de forma clara uma introdu¢do aos conceitos de
mecanica estatistica e Simulated Annealing.

Simulated Annealing e TSP

e Johnson e outros [JOH 97] — bem elaborado e detalhado capitulo sobre o problema do
caixeiro-viajante e técnicas de busca local.

1.4 Organizag¢ao do Texto

O presente trabalho ¢ constituido dos seguintes capitulos: o capitulo 1 (presente) ¢ uma
introducao geral apresentando o tema do trabalho, objetivos e revisdo bibliografica; o
capitulo 2 introduz uma fundamentagdo tedrica da otimizacdo; o capitulo 3 enfoca o
Simulated Annealing, suas origens, caracteristicas e componentes principais € desenvolve
uma representagdo formal através de um algoritmo abstrato; o capitulo 4 apresenta como o
algoritmo vem sendo utilizado através de suas variagdes e aplicagdes documentadas na
literatura; e, finalmente, o capitulo 5 apresenta conclusdes sobre os assuntos abordados e
resultados alcangados. No anexo Al ¢ apresentada a verificagdo da correcdo da
especificagdo para o programa abstrato proposto. No anexo A2 sdo analisados, com maior
profundidade, alguns aspectos técnicos de convergéncia e complexidade do algoritmo.
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2 Otimizacao

A otimizacdo envolve a procura da melhor forma de realizar determinadas tarefas e sua
aplicagdo por engenheiros, administradores, economistas, nutricionistas e outros
profissionais nas mais diversas areas de atuag@o, ¢ um fator muito importante para a tomada
de decisoes.

A teoria da otimizagdo ¢ conhecida dos matematicos a séculos, mas a tediosa e volumosa
computagdo dificultou muitas aplicagdes praticas. O desenvolvimento de computadores
cada vez mais rapidos, ndo s6 tornou atrativos os velhos métodos como encorajou novas
pesquisas.

A maioria dos problemas encontrados na pratica e que tém um nimero finito ou infinito
contavel de solugdes alternativas podem ser formulados como problemas de otimizacao
combinatdria.

Otimizag¢ao Combinatoria pode ser definida como a parte do estudo matematico que busca
encontrar um Otimo arranjo, agrupamento, ordenagdo ou selecdo de objetos discretos
usualmente de numero finito [OSM 96].

Nesta se¢do serdo apresentados conceitos relativos a problemas em geral, e, em especial, a
problemas de otimizagao e a técnicas heuristicas de busca local.

2.1 Problemas de Otimizagao

Um problema [GAR 79] ¢ uma questdo geral a ser respondida, usualmente possuindo varios
parametros, ou seja, variaveis livres, cujos valores ndo sdo estabelecidos. Um problema ¢
especificado por uma descricao genérica de todos os seus parametros € o estabelecimento
das propriedades que a resposta, ou solucdo, deve satisfazer.

Uma instancia de um problema ¢ obtida pela atribui¢do de valores particulares para todos
0s seus parametros.

Um problema pode ser de decisdo, de localizacdo ou de otimizacdo [SZW 84]. Um
problema de decisdo ¢ qualquer problema cuja solucao € “sim” ou “ndo”. Em um problema
de localizagdo procura-se localizar uma certa estrutura que satisfaga um conjunto de
propriedades dadas. Em um problema de otimizacdo procura-se a melhor estrutura que
satisfaca um determinado conjunto de propriedades.
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2.1.1 Definicio de Problema de Decisao

Um problema de decisdo fica bem caracterizado pela definigao dada por Bovet [BOV 94]:
Defini¢ao 2.1: Um problema de decisao ¢ uma tripla LX, sol, 7t _tal que

X ¢ um conjunto de instancias x do problema.

Dado uma instancia x de X, sol(x) denota o conjunto de solu¢des possiveis de x.

11 ¢ um predicado tal que, para qualquer instancia x e para qualquer possivel
solucao s [ sol(x), 1 (x, s) € verdadeiro se e somente se s ¢ uma solugcao
viavel de x.

Resolver um problema de decisdo X, sol, milconsiste em decidir, para uma dada
instancia x [J X, se o conjunto {s : s U sol(x) L 11(x, 5)} ndo é um conjunto vazio.

Os problemas de decisdo sao de grande importancia tedrica pois a Teoria da Complexidade
usa 0s mesmos como base para classificagdo de problemas [GAR 79] [BOV 94]. A classe
de complexidade P inclui todos os problemas de decisdo que podem ser resolvidos em
tempo polinomial. A classe de complexidade NP inclui todos os problemas de decisdo que
podem ser resolvidos em tempo polinomial por um algoritmo ndo deterministico.
Claramente, P J NP. A conjetura P # NP continua ndo resolvida ap6s muitos anos de
pesquisa e sua resolucao em um futuro proximo parece remota.

2.1.2 Defini¢cdo de Problema de Otimizacio

Um problema de otimizacdo pode ser visto como constituido de trés elementos basicos:

Uma funcao objetivo a qual se deseja minimizar ou maximizar. Por exemplo, em um
processo de manufatura, o objetivo pode ser maximizar o lucro ou minimizar o custo.

Um conjunto de variaveis ou desconhecidos que afetam o valor da fungdo objetivo. No
processo de manufatura estas variaveis incluem quantidades de diferentes recursos usados
ou o tempo gasto em cada atividade.

Um conjunto de restricdes que definem que as variaveis podem assumir determinados
valores e excluem outros. No processo de manufatura, as varidveis associadas a gasto de
tempo em atividades devem ser restritas a valores ndo negativos.

Resumindo: resolver um problema de otimizagdao consiste em encontrar valores para as
variaveis que minimizem ou maximizem a fun¢do objetivo mantendo satisfeitas as
restrigoes.
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Na resolu¢do de um problema de otimizagdo s3o considerados os seguintes aspectos
principais [NIE 95]: (a) espaco de solugdes, (b) estrutura de vizinhanca, (¢) meta ou critério
de busca, (d) algoritmo de busca, (¢) estruturas de dados.

* Espago de solugdes ou espago de busca ¢ um conjunto apropriado de solugdes que
correspondem a uma dada instdncia de um problema. Nos problemas de otimizagdo
este conjunto ¢ uma estrutura rica chamada de “espaco”. Projetar um espago de
solugdes efetivo é o primeiro e principal passo para obter-se bons resultados. E
importante lembrar que a construcao de um espago de solugdes ¢ uma oportunidade de
conhecer os aspectos especificos do problema e possibilitar o uso eficiente de uma
determinada técnica de busca. Uma solucdo para o problema ¢ uma estrutura ou
configuracdo candidata que obedega as regras estabelecidas pelas variaveis e restrigdes.

* Estrutura de vizinhanca ¢ uma relagdo, usualmente incluida no espago de solugdes, que
expressa restricdes na forma de percorrer o espaco de estados, ou seja, expressa como ir
para uma solu¢ao adjacente a partir de uma solugdo atual. Esta solugdao adjacente ¢ uma
vizinha da solugdo atual. Assim, o espago de solugdes ¢ freqiientemente modelado
como um grafo com arestas direcionadas ou ndo. Estas arestas conectam as solucdes
vizinhas.

* A meta ou critério de busca pode variar muito com relagdo a quantidade ou qualidade:
de uma solucdo simples desejada a uma enumeracgdo exaustiva de todas as solugdes do
espaco. A meta faz parte do problema, no entanto, muitas vezes ¢ realizada uma
relaxacdo desta meta possibilitando encontrar um objetivo parcial mais rapidamente.
Em geral, ¢ atribuida uma medida a cada solugdo do espago e esta medida ¢ usada como
forma de avaliar as solugdes estabelecendo um critério para alcancar a meta, seja de
forma exata ou aproximada. Nos problemas de otimizacdo a meta ¢ maximizar ou
minimizar uma funcdo objetivo, sendo esta funcdo objetivo a forma de avaliar a
qualidade de cada solugao.

* O algoritmo de busca especifica a forma como explorar o espago de solugdes. A
estratégia a utilizar na resolu¢ao de problemas de otimizagdo combinatdria depende de
uma série de fatores como finalidade tedrica ou pratica, tipo e abrangéncia de aplicagao,
freqliéncia de uso da aplicag@o. Neste trabalho sdo focalizados os algoritmos baseados
no paradigma Simulated Annealing.

As estruturas de dados sdo usadas para suportar a busca. Salvo quando essenciais para o
algoritmo ndo sdo detalhadas neste trabalho, ou seja, sdo tratadas estruturas abstratas de
dados.

Um problema de otimizagdo fica bem caracterizado pela defini¢do a seguir, baseada em
Bovet [BOV 94] e Crescenzi [CRE 97]. Esta defini¢do considera uma classe de problemas
de otimizacdo para os quais os problemas de decisdo subjacente estio em NP:

Defini¢do 2.2: Um problema de otimizagdo /7 ¢ uma tupla [X, sol, Tt f,s;, metaltal que

(a) X ¢ um conjunto de instdncias onde cada instdncia x ¢ reconhecivel em tempo
polinomial.
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(b) Dado uma instancia x de X, sol(x) denota o conjunto de solugdes possiveis de x. Estas
solugdes sdo pequenas, isto ¢, existe um polindmio p tal que, para qualquer i [ sol(x),
li| <p(]x]). Além disso, € possivel decidir em tempo polinomial quando, para qualquer x
e para qualquer i tal que |i| <p(|x|), se i U sol(x).

(c) mé um predicado tal que, para qualquer instancia x e para qualquer possivel solucdo i [
sol(x), 1(x, i) é verdadeiro se e somente se i ¢ uma solucdo viavel de x; é assumido que,
para qualquer instancia x, existe pelo menos uma solucao de x e é possivel identificar
em tempo polinomial se 7T(x, i) é verdadeiro.

(d) Dado uma instancia x e uma solugdo vidvel i de x, fo(x, i) denota um valor positivo
inteiro que ¢ uma medida de i. A fungdo f,;;, chamada de fun¢do objetivo, ¢ computavel
em tempo polinomial.

(e) meta U1 {max,min}}.

Resolver um problema de otimizagdo (X, sol, TT f,;, meta) consiste em encontrar uma
solugdo otima para uma instancia x, isto ¢, uma solugao viavel tal que

Sori(%, Top) = meta { fori(x, i) - il] sol(x) O TT(x, i) }.

Ainda opt denotard uma funcao que associa a medida de uma solugdo 6tima com qualquer
instancia x [J X.

O conjunto de todos os problemas de otimizacdao, acima definidos, constituem a classe
NPO.

O subconjunto de solucdes sol\(x) [ sol(x) para as quais o predicado 7T ¢ verdadeiro ¢
chamado conjunto de solugdes viaveis.

O subconjunto de solugdes sol,,(x) [ sol,(x) é o conjunto constituido das solugdes de valor
otimo.

Neste trabalho uma instancia x [J X de um problema de otimizagao sera denotada por uma
dupla (S, f) onde S € o conjunto de solugdes e fa funcao objetivo.

2.1.3 Exemplos de Problemas de Otimizacio

Uma lista de problemas de otimizagdo da classe NPO pode ser encontrada no compéndio
desenvolvido por Crescenzi ¢ Kann [CRE 97]. Esta lista define cada problema, identifica a
situacdo do mesmo com referéncia a aproximalidade e relaciona com a lista de problemas
publicada por Garey e Johnson [GAR 79].

A seguir s3o relacionados os problemas de otimizac¢do utilizados como exemplos nas
proximas segdes:
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Problema PCV:

Caixeiro-viajante (minimum travelling salesperson — problema ND29 em [CRE 97] —
problema ND22 em [GAR 79] ):

Instancia: conjunto C de m cidades, distancias d(c;,c;) L N para cada par de cidades c;,¢;
0cC.

Solugdo: uma rota de C, isto ¢, uma permutacgdo 77: [1..m] — [1..m].

Fungdo objetivo: o comprimento da rota, isto &,

d({cn(m) 2Ca(1) }) + Z d({cﬁ(i) > Cr(in) })

Meta: encontrar rota de custo minimo passando uma tnica vez em cada cidade.
Obs.: um estudo detalhado do problema pode ser encontrado em [CAM 94] e [JOH 97].

Problema PPG:

Particionamento de grafos ([JOH 89] :

Instancia: grafo G = (V, A), onde V' € um conjunto de vértices (com |V] par) e 4 € um
conjunto de arestas.

Solugdo: particao de ¥ em 2 subconjuntos de mesmo tamanho.

Fungdo objetivo: nimero de arestas em 4 com vértices em ambos os subconjuntos.
Meta: minimizar o nimero de arestas com vértices em ambos os subconjuntos.

Problema PCG:
Coloracao de grafos (minimum graph coloring, minimum chromatic number [JOH 91]
CAM 94] — problema GT5 em [CRE 97]) — problema GT4 em [GAR 79] ):

Instancia: grafo G = (V, A), onde V' ¢ um conjunto de vértices e 4 € um conjunto de
arestas.

Solucao: particao de J em subconjuntos disjuntos V;, V, ...,V tal que cada V; ¢ um
conjunto independente para G ( uma coloracao de G).

Funcao objetivo: cardinalidade da coloragdo, isto ¢, o numero de conjuntos disjuntos
independentes.

Meta: minima coloracao.
Obs.: um estudo basico do problema pode ser encontrado em [CAM 94].

Problema PPN:

Particionamento de Numeros (number partitioning [JOH 91):
Instancia: conjunto 4 = {ay, ay,..., a,), de nimeros no intervalo [0,1].
Solugao: particao de 4 em 2 conjuntos disjuntos 4;, 4,.

Fungdo objetivo:

Sa-Ya,

a; .4 a;ed

Meta: minimizar.
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2.2 Espaco de Solugoes

A terminologia “o espaco de solugdes do problema”, utilizada com freqiiéncia, ndo ¢
correta. O espaco de solugdes nao ¢ um atributo do problema, mas ¢ projetado de forma a
modelar adequadamente a instdncia do problema. Uma instancia pode ter muitos espagos
de solugdes plausiveis com grandes diferengas em estrutura, tamanho e facilidade de
entendimento. Em muitos casos, projetar um espacgo de solugdes, entender sua estrutura e
encontrar uma representacdo adequada ¢ um dos mais importantes ingredientes para a
obteng¢do de um resultado eficiente [NIE 95].

Quando o problema de otimizacdo ¢ combinatério pode-se, informalmente, definir
estrutura de uma instancia como uma lista das solucdes onde cada solucao s [1.S ¢ associada
ao valor desta solugdo dado pela fungdo objetivo fe associada ao predicado 7Tque identifica
se a solugdo ¢ viavel ou ndo. Esta estrutura corresponde a uma enumeragdo explicita das
solugdes que constituem o espago de solugdes a ser percorrido. E claro que esta
enumeracgdo explicita nem sempre € possivel por desconhecimento de algum elemento ou
simplesmente devido a explosdo combinatoria.

Na especificagdo de um espago de solucdes adequado ¢ importante estabelecer se serdo
incluidas solugdes ndo viaveis e o impacto desta inclusao nos outros aspectos a serem
considerados, como na avaliagdo da fungao objetivo.

O segundo passo ¢ escolher a representagcdo da solugdo. A representagdo da solucdo ¢é
dependente do problema. No entanto, estudos tem sido realizados no sentido de encontrar
uma modelagem adequada que permita ao usudrio especificar um problema usando alguma
notagdo matematica a qual pudesse ser processada diretamente por um algoritmo de
proposito geral [ABR 97]. Isso tem sido conseguido, dentro de certos limites, para
problemas que seguem determinados padrdes, ou seja, por exemplo, para problemas que
possam ser especificados usando varidveis com valores restritos a 0 el e funcdo objetivo e
restrigdes lineares. Abramson [ABR 97] propde uma formulagdo genérica para alguns tipos
de problemas que podem ser especificados usando varidveis inteiras. Outras propostas tém
como objetivo uma formalizagdo mais ampla, por exemplo, usando algum tipo de
especificagdo algébrica [HEL 88].

Uma formalizagdo para o espaco de solugdes deve ter propriedades que permitam:

* caracterizar a instancia do problema como uma entrada a ser tratada por um
algoritmo de propdsito geral;

* representar a solugdo;
* representar os elementos que compode cada solugdo (aspectos combinatérios);

e caracterizar os movimentos de uma solugdo para outra, os quais permitem que um
determinado algoritmo explore um espago de solugdes, permitindo representar
como uma solucao ¢ perturbada ( modificada) para obter-se uma nova solugao;
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* caracterizar a fun¢do objetivo como uma medida de qualidade da solugdo, gerando
uma ordenagdo para o conjunto de solugdes.

2.3 Vizinhanca

Para cada espaco de solucdes especificado para um determinado problema de otimizacao ¢
possivel estabelecer uma ou mais estruturas de vizinhangas. A definicdo formal de
problema de otimiza¢do dada em (2.2) ndo inclui a vizinhanga, pois, mesmo sendo um
aspecto dependente do problema, ele esta relacionado com a forma de resolvé-lo, ou seja, a
técnica de resolucdo pode ou ndo utilizar uma estrutura de vizinhanga. As técnicas que se
baseiam na utilizagdo de uma estrutura de vizinhanga para percorrer o espaco de solugoes
sdo conhecidas como técnicas de busca local e serdo introduzidas na se¢ao 2.4.

Estrutura de Vizinhanca

Defini¢ao 2.3 [AAR 89]: Seja S o espaco de solugdes de uma instancia de um problema de
otimizagdo combinatéria. Uma estrutura de vizinhanga ¢ definida por um mapeamento

N:S- 25

o qual define para cada solugdo i [J S. um conjunto S; [J S de solugdes que sdo “proximas”
de i de alguma forma. O conjunto S; ¢ chamado de vizinhanca da solugdo i, e cada j [1 §; €
chamado uma solucao vizinha de i.

A estrutura de vizinhanga N pode ser representada por um grafo direto G = (V,4) onde
V=8 e(i,j))UA4 = jUS; G échamado de grafo de vizinhanca.

vizi < iv u ucao oOti
Uma vizinhanca ¢ conectada fracamente se for possivel encontrar uma solu¢do 6tima a
partir de qualquer solucdo e conectada fortemente se for possivel encontrar cada solucdo a
partir de qualquer outra solugdo.

As vizinhas de uma solu¢do nao sdo obtidas explicitamente, mas podem ser construidas por
uma funcdo computdvel em tempo polinomial. Esta funcdo ¢ denotada como funcao
perturbagdo. Muitas vizinhangas sdo construidas baseadas na substituicdo de alguns poucos
elementos que constituem a solug@o por outros.
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Meétricas

Para melhor caracterizar uma vizinhanga ¢ importante estabelecer o que ¢ “proximidade”,
ou seja, determinar o significado de distdncia entre duas solugdes. Esta nogdo de
proximidade ¢ influenciada pelo forma como ¢ representada a solugdo e, pode ser melhor
entendida se for estabelecida uma métrica adequada para o espago de solugdes.

Portanto, inicialmente serdo lembradas as defini¢des de métrica e vizinhanga (topologia
geral):

Defini¢ao 2.4 [STV 94]: Seja X # [0 um conjunto. Uma métrica em X ¢ uma fung¢ao
p:XxX - [bnde paracada x,y,z[JX,

@ p(x,y)20,0(x,y)=0 = x=y;
(®) p(x,y)=p(y,x);
(© p(x,y)+p(x,2)2p(y,z).

O valor de p é chamado distancia. O par (X, p) ¢ chamado um espago métrico. Cada
métrica estabelecida em X gera uma topologia via uma base topoldgica de “bolas’ou
“esferas” abertas:

B(x,r)={yU0X:p(x,y)<r}.

A identificacdo de uma métrica permite definir vizinhanca de uma forma mais precisa, onde
o significado de “proximidade” ¢ estabelecido através desta métrica, conforme a definicao
abaixo:

Defini¢ao 2.5 [SHR 91]: Seja uma esfera com centro x e raio r. X ¢ um conjunto de pontos
x; no espaco S, tal que que p(xy, x;) < r. Uma vizinhanga N, de xy [J S ¢ qualquer esfera com
centro xp e raio < r.

Na otimizacgao, tradicionalmente, a vizinhanca inclui a fronteira. No caso dos problemas de
otimizagdo combinatoria, onde cada solugdo ¢ um elemento discreto do conjunto de
solugdes, a vizinhanga pode ser vista, entdo, como uma esfera fechada.

No caso de problemas onde o espago de solugdes é continuo € usualmente executada
alguma forma de discretizag@o, pois computacionalmente todos os espacos sdo discretos.

Quando for possivel estabelecer uma métrica para o espaco de solucdes e uma estrutura de
vizinhanga baseadas nas defini¢cdes (2.4) e (2.5) acima, entdo as seguintes propriedades
devem ser satisfeitas:

(a) propriedade 1 - ndo existe vizinhanga vazia, pois o centro ¢ elemento da vizinhanga;

(b) propriedade 2 (simetria) - uma solucgdo y € vizinha de x entdo a solug¢do x ¢ vizinha
de y;

(c) propriedade 3 (desigualdade triangular) - a menor distancia entre dois elementos € o
caminho direto, se este caminho existir.
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A escolha de uma métrica permite verificar se o tamanho da vizinhanca é de ordem
polinomial e se a complexidade da procura (perturbagdo e avaliagdo da nova solugdo)
também ¢ polinomial.

A sele¢do de uma métrica ¢ dependente do problema e reflete a estrutura do mesmo, mas
deve obedecer as propriedades da defini¢ao (2.4).

Entre estas métricas podem ser mencionadas [SHR 91]:

Meétrica em um espago de permutagdes

Seja M o conjunto de objetos combinatdrios, entdo o conjunto de todas as permutagdes
possiveis S contém [M|! elementos. Seja s;, s; € sp elementos do conjunto de
permutagdes. Uma distancia o( s; , s; ) entre estes elementos s; € s; ¢ definida como o
nimero minimo de permutagdes elementares que transformam s; em sj, onde uma
permutacao elementar ¢ a troca de posi¢des entre dois elementos do conjunto ordenado
M. Esta distancia assim definida satisfaz os axiomas de uma métrica de espacos, ou
seja:

(@) p(si,s;)=0seesomente se s;=sj
(b) P(si s 55) =p(s) 50);

(c) p(si,si)+ p(si,se)=p(si,Sk), porque s; pode ser transformada em s; em p( s ,
sj) + p(si, s¢ ) permutagdes elementares (mas, este nimero ndo € necessariamente o
minimo).

Assim, uma esfera de raio 1 inclui os pontos possiveis de serem encontrados a partir de
um ponto inicial através de uma permutagdo e uma esfera de raio 2 inclui os pontos
possiveis de serem encontrados a partir de um ponto inicial através de duas
permutagdo, etc.

Meétrica em um espago de amostras

Seja M um conjunto de objetos a partir do qual amostras sdo selecionadas. Seja B o
conjunto de todos as amostras. Seja x, y e z amostras diferentes deste conjunto B. Seja a
métrica definida como p( x,y )= |[(x Uy )\ (x n y)|. Esta distancia assim definida
satisfaz os axiomas de uma métrica de espagos, ou seja:

a) P(x,y)=0seesomentese x =y,
b) p(x,y)=p(y,x);
¢) p(x,y)+p(x,2)20(y,z),pois
p(x,y)+p(x,z)=[(xOy)\(xny)|H(xOz)\(xn 2
2 [[(xOy)\(xn ) O(xLz)\(xnz)]
=|(xOy02)\(xnynz)
2((x0Oz)\(xn 2)
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=p(x,2).

este resultado ¢ baseado nas seguintes condigdes (x Ny n z)# [ e ainclusdo
(xOy0O20(yOz2)\(yn 2).

Uma métrica no espago de permutagdes ¢ adequada para problemas tipo do caixeiro-
viajante (PCV) onde cada solugdo(rota) corresponde a uma permutacdo de objetos
combinatorios € cada objeto um segmento desta rota. Uma métrica no espago de amostras ¢
adequada para problemas tipo coloragao de grafos (PCG).

Otimo Local

Estabelecido um conceito de vizinhanga ¢ possivel definir solu¢do localmente 6tima ou
otimo local como uma solu¢do melhor ou igual a qualquer outra quando comparada com as
solucdes vizinhas levando-se em consideragdo a funcao objetivo.

Defini¢a02.6: Seja (S, f) uma instancia de um problema de otimizacdo e N uma estrutura de
vizinhanga. Uma solugdo localmente otima ou otimo local 15,1 [ S € uma solugdo melhor
ou igual a qualquer outra quando comparada com as solugdes vizinhas levando-se em
consideracdo a fungdo objetivo. Pode ser um minimo ou um méximo local, ou seja, para
minimizacdo (f(i,pu) < f(j)), para todo j vizinho de 7,y ou maximizagao (f(iopn) 2 f(7)), para
todo j vizinho de i,,4, respectivamente.

Uma solugdo é um minimo local forte se f(iopy) < f(j) €um  minimo local fraco se
Sfliopn) < f(j) para todo j vizinho de 7., ( minimizacdo).

Minimos locais

Minimo local fortes

fraco

NV

FIGURA 2.1 — Minimos Locais

Quando numa vizinhanca N cada i,y U S que é um 6timo local com referéncia a N ¢é
também um 6timo global a vizinhanga N ¢ chamada exata.
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2.4 Algoritmos

Neste trabalho, algoritmo ¢ utilizado no sentido abrangente como um procedimento
genérico, especificado passo a passo, utilizado para resolver problemas. Diz-se que um
algoritmo A4 resolve um problema /1 qualquer se o algoritmo 4 pode ser aplicado para
qualquer instancia x de [1 e garante sempre fornecer uma solucdo para esta instancia
[GAR 79].

Resolver, ou seja, encontrar uma solugdo 6tima para muitos problemas de otimizagdo,
ainda hoje ¢ invidvel, mesmo com auxilio dos computadores com grande capacidade de
processamento disponiveis, pois o tempo de computagdo dos algoritmos cresce de forma
exponencial relativamente ao tamanho da instdncia do problema. Estes problemas sdo
vistos como Intrataveis pela Teoria da Complexidade. Mais precisamente, os resultados dos
estudos da NP-Completude, j4 na década de 70, mostraram que, a menos que P = NP , a
grande maioria dos problemas de otimizagdo combinatdria originados nas diversas areas
das ciéncias, engenharias e comércio sdo intratdveis, isto ¢, ndo existem métodos de
resolucao que evitem a explosao combinatoria [KAR 86].

2.4.1 Algoritmos Aproximativos

Para resolver problemas deste tipo, isto €, para produzir um algoritmo de complexidade
polinomial baixa, € necessario entdo relaxar o significado de resolver. Horowitz e Sahni
[HOR 78] propdem dois tipos de relaxacdo para o significado de resolver. Na primeira o
requerimento de que o algoritmo para o problema /1 gere sempre uma solucao 6tima para o
problema ¢ substituido por gerar sempre uma solucao viavel com valor proximo ao valor da
solugdo 6tima. Esta solugdo vidvel com valor proximo ao valor da solugdo 6tima ¢ chamada
uma solucdo aproximada. Assim, um algoritmo aproximativo para o problema /1 gera
solucdes aproximadas para /1. Uma solug¢do aproximada pode ser qualquer uma obtida em
um tempo razoavel de computacdo. Na segunda relaxagdo o requerimento ¢ de que o
algoritmo para o problema /7 gere quase sempre uma solu¢do 6tima. Algoritmos com esta
caracteristica sdo chamados algoritmos probabilisticamente bons.

Outros autores, como Alimonti [ALI 94], definem (de uma forma mais livre) que um
algoritmo A4 ¢ um algoritmo aproximativo para um dado problema de otimizagdo
I =X, S, it f, metallse para qualquer instancia x[1X ele fornece uma solucdo viavel
A(x)0S(x) [ALI 94]. Esta definicdo ndo estabelece nenhuma caracterizagdo adicional a
solucdo vidvel fornecida pelo algoritmo.



28

Problemas Aproximaveis

Os algoritmos aproximativos podem ser agrupados em classes considerando a qualidade da
solugdo aproximada [HOR 78] [CRE 97]. Os problemas de otimizacdo para os quais €
conhecido pelo menos um algoritmo aproximativo que forneca solu¢do aproximada
garantida com uma determinada qualidade ¢ chamado de problema aproximavel.

2.4.2 Heuristicas e Metaheuristicas

Quando o tempo de computagdo torna inviavel o uso de algoritmo exato, ou mesmo, 0 uso
de um algoritmo aproximativo de qualidade garantida, tem-se buscado outras alternativas.
Usualmente, estas alternativas sdo as chamadas técnicas heuristicas (ou simplesmente
heuristicas) com as quais se procura obter solugdes de boa qualidade (isto ¢, proximas da
6tima) a um custo computacional razoavel sem garantia de otimalidade. Nao sendo possivel
estabelecer nem mesmo o quanto uma solucdo especifica obtida estd proxima da 6tima
[RAY 96].

Entre as técnicas heuristicas mais utilizadas, na pratica, para computar aproximagdes em
tempo polinomial para problemas de otimizacao, estdo as chamadas técnicas de busca local.
Existem variagdes a partir de um conceito basico comum, sendo bastante conhecidas busca
tabu e simulated annealing, entre outras. Estas técnicas mais aprimoradas utilizam
procedimentos de busca local de uma forma mais inteligente, permitindo obter solugdes de
melhor qualidade e contornando a principal desvantagem das técnicas de busca local mais
simples que ¢ a chegada prematura a um 6timo local. Estas s3o chamadas de técnicas
inteligentes de busca e de metaheuristicas.

Uma metaheuristica ¢ um processo mestre iterativo que guia ¢ modifica as operagdes de
heuristicas subordinadas com o objetivo de produzir eficientemente solu¢des de alta
qualidade, utilizando procedimentos de busca que evitam a parada prematura em Otimos
locais que sejam distantes do 6timo global. Sdo metaheuristicas bastante conhecidas: busca
tabu [MUL 93] [ROG 99], algoritmo genético [AGU 98], GRASP [SIL 99], simulated
annealing.

2.4.3 Fundamentos da Busca Local

Busca Local ¢ um procedimento iterativo que vai de uma solugdo para outra no espago de
solucdes S, pesquisando sistematicamente em S, com movimentos que podem ser restritos
de alguma forma. Estes movimentos sdo realizados considerando uma estrutura de
vizinhanga, ou seja, o subconjunto de solugdes que podem ser encontrados em um passo a
partir de uma dada solugdo i . O conjunto S; ¢ chamado de vizinhanga de i.
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Passos Basicos

Os passos basicos de um procedimento de busca local sdo:
¢ Iniciar com uma solugao corrente i [1.5]

* Percorrer a vizinhanga S;, seguindo uma estratégia determinada, até um critério de
término;

* Retornar uma nova solugdo corrente j [1 S, melhor que i com relagdo a determinado
critério, eventualmente pode acontecer de j = i.

Este procedimento termina com alguma solugdo que ¢ um 6timo local com relagdo a sua
vizinhanga e pode diferir de forma consideravel do 6timo global.

O critério de término pode ser, entre outros:

* Uma busca exaustiva, quando toda a vizinhanga ¢ percorrida em busca da melhor
solucao;

* Uma busca pela melhor solu¢dao associada a outro critério como nimero de iteragcdes
total ou numero de iteragdes sem melhoria;

A estratégia para percorrer a vizinhanca ¢, em geral, um procedimento iterativo constituido
por duas etapas:

e Um mecanismo de perturbacdo ou de geragdo de uma vizinha da solucdo corrente i;
e Um critério de avaliacdo desta solu¢do candidata, a qual serd avaliada com relagdo a i;

O mecanismo de perturbagdo pode ser deterministico ou aleatorio (“Simulated Annealing”).
O critério de avalia¢do pode incluir fatores probabilisticos (“Simulated Annealing”) ou nao
(“hill-climbing”, busca tabu).

Para ser possivel utilizar métodos deterministicos para percorrer uma vizinhanca ¢
necessario que possa ser estabelecida uma estruturagdo adequada para a mesma.

Um movimento ou salto proposto pelo mecanismo de perturbagdo pode ser aceito ou
rejeitado pelo critério de avaliagdo. Quando um movimento € aceito ocorre uma transicao,
ou seja, a passagem de solucdo para outra. Um caminho no espago de solugdes consiste
numa seqiiéncia de solugdes, onde duas solugdes consecutivas quaisquer sdo vizinhas
[RIB 98].
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Perturbacao

Poucas defini¢des formais para perturbagdo sdo encontradas na literatura, pois ¢ um termo
muitas vezes usado de forma imprecisa significando a modificagdo do valor de algum
parametro ou funcdo e a verificacdo do efeito da modificacdo na solucao obtida [GRE 99].
Uma definicdo no ambito da otimizagdo combinatdria, mais formal, ¢ apresentada por
Nurmela [NUR 93]:

Defini¢ao 2.7: Uma perturbacio d ¢ uma fun¢do de um subconjunto S(d) de S ( o dominio
da perturbagado) para S:

d:S(d)—S.

O conjunto de todas as perturbacdes € D. A unido dos dominios de todas as perturbacdes
em D ¢ o conjunto de solugdes, isto €,

U S(d) =
Y 8(d) =5,
Assim, nao ha solugdes em que uma perturbagdo nao seja aplicavel.

A aplicacdo de uma perturbagdo d a uma solugdo s [J § ¢ denotado por d(s). Uma
perturbagdo pode potencialmente degenerar se

s=d(s)
para algum s s(d).

Algumas propriedades podem ser estabelecidas para a fungao perturbagdo, como localidade
de acgdo, invertabilidade, condi¢gdes de consisténcia, terminalidade e complexidade.

» Localidade de acdo — estabelece se a solugdo gerada € restrita a uma vizinhanga ou nao.

> Invertabilidade — O inverso de uma perturbagio, se existir, ¢ denotada por d” e deve
satisfazer

s=d"(d(s))
para qualquer s[IS.

» Consisténcia — a solugdo gerada deve obedecer as caracteristicas estabelecidas para o
espaco de solucdes.

» Terminalidade — a aplicagdo sucessiva deve levar a uma solucdo aceitavel como saida
do algoritmo.

» Complexidade — deve ser em tempo polinomial.
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Vantagens e Desvantagens da Busca Local

As principais vantagens dos procedimentos de busca local sdo a simplicidade e a
generalidade do enfoque. No entanto, a qualidade do 6timo local fornecido ¢ dependente do
tempo de processamento, da estratégia de exploracdo do espaco de solucdes e, muitas
vezes, da solugdo inicial. A garantia da qualidade da solugdo é, em geral, dada através da
analise dos resultados obtidos em testes exaustivos € comparativos com outras heuristicas e
com algoritmos exatos, quando estes existirem.

2.4.4 Algoritmos Aleatorios

De uma maneira informal, diz-se que um algoritmo ¢ aleatério quando inclui
procedimentos que simulam o conhecido tirar “cara ou coroa”. Sdo algoritmos
deterministicos que fazem escolhas aleatérias ao longo de sua execucdo. O estudo
sistematico deste tipo de algoritmo iniciou na década de 70 com a proposi¢ao por Solovay e
Strassen de um algoritmo aleatorio para verificar se um ntimero ¢ primo e de outro com o
mesmo objetivo por Rabin. Estudos posteriores de Rabin e outros criaram os fundamentos
de uma teoria geral para algoritmos aleatorios [KAR 86].

Um algoritmo aleatério inclui um procedimento que pode ser visto como uma “caixa preta”
que recebe dados como entrada e uma cadeia aleatoria de bits que permitam ao algoritmo
fazer escolhas aleatdrias. Os algoritmos aleatorios podem ser do tipo Las Vegas e Monte
Carlo. Um algoritmo Las Vegas termina fornecendo uma solucdo correta ou termina
fornecendo uma resposta do tipo “ndo sei”. Portanto, um algoritmo Las Vegas ¢ um
algoritmo confidvel. Um algoritmo Monte Carlo termina fornecendo uma solugdo
possivelmente correta ou termina fornecendo uma resposta do tipo “ndo sei”. Um algoritmo
Las Vegas ¢ um Monte Carlo com probabilidade de erro zero. Um algoritmo Las Vegas ¢é
eficiente se para cada entrada seu pior tempo de execugdo ¢ limitado por uma fungao
polinomial do tamanho da entrada. Um algoritmo Monte Carlo ¢ eficiente se para cada
entrada seu pior tempo de execugdo ¢ limitado por uma fun¢ao polinomial do tamanho da
entrada [AND 98] [BOV 94].
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3 Simulated Annealing

Simulated Annealing (SA) ¢ um método iterativo que combina técnicas de busca local e
randomizacdo que, quando aplicado a um problema de otimizagdo, procura evitar a parada
prematura em um O6timo local. O enfoque original do SA ¢ baseado em conceitos de
mecanica estatistica, explorando similaridades entre o comportamento de sistemas de
muitos graus de liberdade, isolado em equilibrio térmico a uma dada temperatura, e o
problema de encontrar o minimo de uma fun¢ao dependente de muitos parametros [MET
53] [KIR 83]. Kirkpatrick e outros sugeriram um método de resolucdo de problemas de
otimizagdo através da simulacdo do processo de recozimento (annealing) de solidos.

A secdo 3.1 deste capitulo tem como objetivo colocar o paradigma Simulated Annealing em
um contexto mais abrangente. Assim, sera feita uma introdugdo ao estudo do algoritmo de
Metropolis, incluindo os métodos Monte Carlo e mecanica estatistica, procurando
estabelecer informalmente alguns conceitos bésicos. A secdo 3.2 descreve o Simulated
Annealing tradicional baseado nas idéias de Kirkpatrick. A secao 3.3 desenvolve a idéia de
Simulated Annealing genérico, visualizado através de componentes ou procedimentos
independentes que se relacionam. Na secdo 3.4 ¢ desenvolvida uma especificagdo formal
que captura a idéia central do paradigma, abstraindo-se de particularidades nio essenciais.
A secdo 3.5 apresenta um método de desenvolvimento de algoritmo SA. A secdo 3.6
apresenta um estudo de caso.

3.1 Algoritmo de Metropolis (M(RT)?)

3.1.1 Métodos Monte Carlo

Esta ¢ uma pequena introdugdo aos métodos Monte Carlo, baseado em Kalos ¢ Withlock
[KAL 86] e Jerrum e Sinclair [JER 97].

O nome Monte Carlo foi aplicado inicialmente pelos cientistas que trabalhavam no
desenvolvimento da bomba atdomica na década de 40 em Los Alamos, USA, aplicado a uma
classe de métodos matematicos. A esséncia destes métodos ¢ a invencdo de esquemas de
transformagao que permitam estudar o comportamento e os resultados obtidos em um dado
fendmeno de interesse.
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Considere os seguintes exemplos:

* Seja um circulo e seu quadrado circunscrito. A razdo entre a area do circulo e a area
do quadrado ¢é TV4. E razoavel supor que se forem colocados pontos aleatoriamente
no quadrado, uma fragdo TV4 destes pontos caia dentro do circulo. E também
razoavel supor que o valor TV/4 possa ser estimado pela razao entre os volumes de
agua obtidos pela coleta de chuva num recipiente constituido por uma forma de
bolo redonda de didmetro L colocada dentro de uma forma quadrada de lado L. Isso
poderia ser simulado em um computador por um programa que gerasse pontos
representados por pares aleatorios de coordenadas cartesianas em um quadrado e
contar a fragdo que cai dentro do circulo. Se este experimento fosse repetido um
grande numero de vezes ( 1.000.000 de experimentos, por exemplo) poderia ser
usado para estimar o valor de T/4. Este exemplo ilustra como uma amostragem
aleatdria pode ser usada para resolver um problema matematico, neste caso, a
avalia¢do de uma integral definitiva,

1=[f

As respostas obtidas sdo de natureza estatisticas e sujeitas as leis de mudanga, o que
¢ uma desvantagem dos métodos Monte Carlo, mas, muitas vezes, ¢ possivel
determinar a precisdo da resposta e, se necessario, realizar mais experimentos para
obter respostas mais precisas. Algumas vezes, apesar do carater aleatorio da
resposta, esta resposta ¢ a mais precisa que se pode obter considerando um
determinado tempo de computacdo. A determinacdo do valor Ty, ¢ claro, pode ser
realizada mais rapidamente e com mais precisdo por métodos nao-Monte Carlo. Em
outros casos, no entanto, métodos Monte Carlo sdo a Unica forma efetiva de avaliar
integrais.

* Considere o jogo de cartas Paciéncia. Qual a possibilidade de vencer, assumindo
que as cartas do baralho estejam perfeitamente embaralhadas antes de iniciar a
tentativa de colocar as cartas em ordem? Uma vez escolhida a estratégia de
empilhamento das cartas, o problema ¢ elementar para a teoria da probabilidade.
Nao ¢ dificil definir um algoritmo para simular o jogo, utilizando listas aleatérias
que representam as 52 cartas e listas representando as diferentes pilhas de cartas. E,
entdo, possivel estimar a possibilidade de sucesso pela observagdo de um grande
nimero de jogadas. Este jogo no computador ¢ uma simulagdo fiel de um processo
aleatorio real representado pelo embaralhamento das cartas.

Procedimentos como os descritos acima quando simulados em computador fazem uso de
numeros aleatérios. A utilizagdo de seqiiéncias aleatérias de nimeros ¢ freqiiente em
computadores, por exemplo, em jogos e na geragdo de dados sintéticos para testes. No
entanto, alguns destes processos, como no caso o jogo de Paciéncia, ndo sdo considerados
do tipo Monte Carlo, uma vez que nao produzem resultados numéricos.

Diz-se que um método ¢ um Monte Carlo quando faz uso deliberado de numeros aleatorios
em um célculo que segue a estrutura de um processo estocastico. Um processo estocastico
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significa uma seqiiéncia de estados cuja evolugdo ¢ determinada por eventos aleatorios, os
quais, em um computador, sdo gerados pela utilizacdo de nimeros aleatdrios.

Uma distingdo pode ser feita entre simulagao e Monte Carlo. Simulacao ¢ uma transcri¢ao
direta para termos computacionais de um processo naturalmente aleatério. E o caso do jogo
de Paciéncia. Monte Carlo ¢ a busca de uma solu¢ao usando um método probabilistico de
um problema ndo probabilistico. E o caso exemplificado do calculo de Tt No entanto, esta
distingdo nem sempre ¢ possivel de ser mantida. A emissdo de radiacdo de atomos e sua
interagdo com a matéria ¢ um exemplo de um processo naturalmente aleatdrio uma vez que
cada evento ¢ em algum grau imprevisivel. Entretanto, o comportamento médio desta
radiag¢do pode ser descrita por equagdes matematicas cuja solucdo numérica pode ser obtida
usando um método Monte Carlo. Assim, um mesmo algoritmo pode ser visto como um
processo de simulagdo ou como uma solugdo utilizando amostragem aleatdria.

A utilizagdo de amostragem aleatoria na resolucdo de certos tipos de integrais ¢ antiga. No
entanto, foi nas décadas de 1940 e 1950 que o trabalho conjunto de cientistas como Von-
Neumann, Fermi, Ulam e Metropolis e o inicio da utilizacdo dos computadores digitais
modernos resultaram em um grande impeto para o desenvolvimento dos métodos Monte
Carlo, aplicados a resolugdo de problemas em diversas areas como mecanica estatistica,
transporte de radiacdo e modelagem de sistemas econdmicos. Entre os inventos
importantes, que resultaram em influéncia decisiva para o desenvolvimento dos métodos
Monte Carlo, foi o algoritmo M(RT)? que ¢ mais comumente conhecido como algoritmo
de Metropolis [MET 53] [KAL 86].

Na tultima década estudos tém sido realizados no sentido de obter-se um melhor
embasamento teorico relacionado com a qualidade dos algoritmos. Assim, uma classe de
métodos chamados de Monte Carlo Markov Chain (MCMC), para os quais ¢ possivel uma
analise matemadtica mais rigorosa, vém sendo utilizados para uma grande variedade de
problemas e, com freqiiéncia, mostrando que constituem técnicas eficientes para solucao
em tempo polinomial deste problemas.

Um método Monte Carlo Markov Chain [JER 97] fornece um algoritmo para resolver uma
tarefa que pode ser descrita genericamente como: Seja S um conjunto muito grande( porém
finito) de estruturas combinatorias( como o conjunto de estados possiveis de um sistema
fisico, ou o conjunto de solugdes para um problema de otimiza¢do combinatoria) e seja ¢
uma distribui¢do de probabilidade em S. A tarefa ¢ simplesmente encontrar um elemento de
S aleatoriamente de acordo com a distribuigdo q.

Problemas de amostragem combinatdria deste tipo tem muitas aplicacdes computacionais.
Entre as mais importantes estdo as seguintes:

(a) Contagem aproximada: ou seja, estimar a cardinalidade de S. Uma generalizagao
natural ¢ a integracdo discreta, que consiste em estimar uma soma ponderada na forma
> «0s W(x), onde w ¢ uma funcdo positiva definida sobre S.

(b) Fisica estatistica: onde S ¢ um conjunto de estados possiveis de um sistema em
mecanica estatistica e seja ¢ uma distribui¢ao natural de probabilidade em S (tal como a
distribui¢do de Gibbs), na qual a probalidade de um estado esta relacionado com a sua
energia. O objetivo ¢ amostrar estados de acordo com ¢, para examinar uma
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configuracdo tipica e examinar a esperanga de certas variaveis aleatdrias naturais (como
a energia média). Computacgdes deste tipo sdo conhecidos como “experimentos Monte
Carlo”.

(c) Otimizagdo combinatoria: onde § ¢ um conjunto de solugdes de um problema de
otimizacdo e g uma distribui¢do que associa de alguma forma um maior peso a solugdes
com melhores valores de fun¢do objetivo. Amostragem usando ¢ favorece as melhores
solucdes. Um exemplo desta enfoque € o Simulated Annealing.

Nas aplicagdes acima procedimentos estatisticos sdo utilizados para inferir a informagao
desejada a partir de uma seqiiéncia de amostras aleatdrias independentes. Em algoritmos
deste tipo a amostragem representa o maior desafio. A resolugdo passa pela definigdo das
caracteristicas de uma cadeia de Markov que representa adequadamente o processo. A
observacao empirica do comportamento dos algoritmos e a intui¢do baseada em
propriedades fisicas ou combinatdrias continua sendo uma forma de analisar a performance
dos mesmos, ¢ a constru¢do de fundamentos de bases sélidas é ainda um desafio
consideravel para a Ciéncia da Computagdo Teorica [JER 97].

3.1.2 Algoritmo de Metropolis

Metropolis e outros [MET 53] propuseram o seu algoritmo como um método genérico para
investigar as propriedades das equacdes de estados de substincias que sdo consideradas
como constituidas pela interagcio de um numero elevado de particulas, baseado em
estatistica classica e adotando as suposi¢des usuais na teoria de liquidos.

Uma idéia simples da funcionalidade do algoritmo pode ser deduzida pelo exemplo dado
por Kalos e Whitlock [KAL 86]. Seja um modelo altamente simplificado de particulas
movendo-se em uma superficie qualquer. A representacdo do modelo ¢ dada por um
quadrado de lado L que contém um grande nimero de discos. Cada disco de didmetro
efetivo a ¢ localizado pelas coordenadas de seu centro. Considerando que ha M discos,
entdo se tem 2M coordenadas cartesianas, e um estado do sistema assim constituido pode
ser indicado pelo vetor

X=(X15 V15 X2y V2greannn s Xms Vm)-

A funcao de distribui¢do de probabilidades que descreve o sistema, f{X), ¢ uma constante
com excecio quando x; < 0 ou xx > L ou (x; — xp)> + (v; — yi)* < a” para quaisquer / e k. Se
qualquer uma destas condi¢gdes acontece fX) = 0. Estas restricdes previnem a
movimenta¢do dos discos para fora do quadrado e sobreposi¢ao de discos.
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Dado o sistema como o representado pela Figura 3.1, qual a probabilidade de que dois
discos estejam a uma distancia » um do outro?

O OO
o 1O
O

<>

O

Qmj)Q Q

FIGURA 3.1 — Modelo Simplificado em Superficie Plana

A resposta pode ser encontrada por um algoritmo de Metropolis que gere muitas estados
(configuragdes) X e meca a freqiiéncia de ocorréncia da distancia . Um estado inicial pode
ser qualquer disposicdo dos discos sem sobreposi¢do. Um novo estado ¢ obtido pela
movimentagdo de um disco. Este disco é escolhido aleatoriamente ¢ a movimentagdo ¢
delimitada por um quadrado pequeno de lado z conforme Fig. 3.1. A probabilidade de
geracao de um estado para outro ¢ dado por

PAX| V=5 fit (xp 1| x50 ),

onde fi=1/Met(x,y|x,y) édensidade da transi¢do para mover uniformemente no
quadrado pequeno e corresponde a uma constante 1/z>, onde z é o lado do quadrado. A
probabilidade de aceitacdo do novo estado ¢ estabelecida como: (i) se a movimentacao
acarretar uma sobreposi¢do ou movimentacao para fora do quadrado grande, o novo estado
¢ sempre rejeitado; (i1) ao contrario, o novo estado € aceito. O processo € repetido muitas
vezes ¢ uma funcdo de freqiiéncia ¢ tabulada para r. Os movimentos nio acarretam
nenhuma alteracdo em propriedade fisicas porque a cinética estabelecida para o exemplo ¢
totalmente artificial ndo havendo nenhuma forma de interagao entre os discos.

A estimativa obtida pelo modelo ¢ determinada pelo tamanho do quadrado pequeno. Se este
quadrado ¢ muito grande, haverd maiores problemas de movimentagdo devido a maior
probalidade de ocorréncia de sobreposi¢do, ou seja, uma maior dificuldade para encontrar
um espaco livre. Uma grande quantidade de movimentos serdo rejeitados e uma
configuracdo serd repetida muitas vezes. Isto resultara em um tempo de computacio
desperdigado. No outro extremo, se este quadrado for muito pequeno, o novo estado quase
sempre aceito e as configuragdes vao se modificando lenta e vagarosamente resultando
também em desperdicio de tempo. A regra pratica ¢ escolher um tamanho adequado para o
quadrado pequeno. A escolha deste tamanho pode ser por tentativas baseado numa
probabilidade de aceitagdo de novos estados, por exemplo, em 50%.
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O algoritmo de Metropolis ¢ baseado nos conceitos de mecanica estatistica, que ¢ a
disciplina principal do estudo da fisica da matéria condensada e inclui os métodos que
analisam as propriedades agregadas do grande nimero de atomos que podem ser
encontrados em uma amostra de liquido ou solido. Como o nimero de dtomos ¢ da ordem
de 10* por cm’, o comportamento de um sistema em equilibrio térmico a uma dada
temperatura ¢ observado através de experimentos. Este comportamento ¢ caracterizado pela
média e pequenas flutuagcdes em torno da média, portanto, pode ser estudado usando o
conceito de “ensemble” introduzido por Gibbs [KIR 83] [TOR 92]. Lembrando que pela
hipotese de ergodicidade [AAR 89] um sistema fisico de muitas particulas ¢ compativel
com um ensemble estatistico e que as correspondentes médias do ensemble determina as
médias das quantidades macroscopicas observaveis do sistema fisico. Um ensemble
estatistico ¢ a realizacdo mental, ou virtual, de um grande ntimero de copias de um sistema
em consideragdo, todas elas submetidas as condi¢des pertinentes a uma determinada
situagdo em estudo[TOR 92].

Neste “ensemble” cada configuragao, definida pelo conjunto de posi¢des atomicas, {s;}, de
um sistema ¢ ponderado por um fator, exp(-E({s;})/ksT), onde E({s;} denota a energia da
configuragdo, 7 denota a temperatura € kz uma constante conhecida como constante de
Boltzmann.

Para que o algoritmo de Metropolis possa ser utilizado como uma simulagdo de uma
cole¢do de particulas (em um banho térmico) em equilibrio a uma dada temperatura, sera
considerado que, no exemplo anterior, cada disco representa uma particula de uma
substancia e estas particulas interagem entre si. Nesta caso, cada movimento aleatdrio de
uma particula (uma pequena perturbacdo ou distor¢ao) corresponde a uma modificacido de
energia, AE. A cada passo do algoritmo esta diferenca de energia ¢ calculada e,

(a) se for menor ou igual a zero, a nova configuragdo ¢ aceita sempre,

(b) se for maior que zero, a nova configuragdo ¢ aceita com certa probabilidade dada por
exp(AE | kgT),

(c) se a nova configuragdo proposta ndo for aceita permanece a atual.

A etapa (b) resulta na parte aleatédria do algoritmo. Uma forma conveniente de implementar
esta parte aleatoria em computador ¢ utilizando nUmeros aleatorios distribuidos
uniformente no intervalo (0,1).

Neste modelo definido por Metropolis € verificado que:

* o método ¢ ergddico [TOR 92], ou seja, cada particula tem possibilidade de alterar o
seu estado para qualquer um dos seus estados disponiveis e, como isso ¢ verdade
para todas as particulas do sistema, ¢ possivel representar todos os estados do
sistema;

* a escolha deste fator de probabilidade tem como conseqiiéncia, apds a execucgdo de
inimeros passos a uma dada temperatura, a evolucdo do sistema para uma
distribuicdo de Boltzmann (Gibbs) caracterizando um equilibrio térmico[TOR 92].
A distribuicdo de Boltzmann e a distribuicdo de Gibbs sdo similares, sendo a
segunda uma generalizacdo da primeira. A distribuicdo de Boltzmann dé a



38

probabilidade da substiancia estar no estado i com energia E; a uma dada
temperatura 7

A i
P {X=i}= 27 exp T (3.01)

onde X é uma variavel estocastica denotando estado corrente e

—E.
Z(T)= Zexp( T’ (3.02)

uma funcao de particdo onde o somatoério inclui todos os possiveis estados.

A fungdo de parti¢do definida pela equacdo(3.02) leva em consideragdo todos os estados de
um sistema e, portanto, sua determinagdo requer o conhecimento de todos os seus estados e
de suas respectivas energias. Em conseqiiéncia, para sistemas de muitos corpos, esta
determinag¢do €, muitas vezes, impossivel.

Uma outra questdo fundamental em mecanica estatistica estd relacionada com o que
acontece com o sistema no limite de temperatura inferior: se a substancia permanece fluida
ou solidifica, e ,caso solidificando, a solidificagdo resulta numa forma cristalina perfeita ou
ndo. O estado destes estados fundamentais requer atencdo porque a distribuicdo de
Boltzmann sucumbe a baixas temperaturas. Outro aspecto € que, na pratica, uma baixa
temperatura ndo ¢ uma condi¢do suficiente para determinar um estado fundamental. Os
experimentos mostram que velocidade de resfriamento pode determinar as caracteristicas
deste estado fundamental. Um estado cristalino sem defeitos €, usualmente, obtido por um
aquecimento até a fusdo, seguido de um resfriamento lento e cuidadoso, com gasto de
tempo considerdvel quando se aproxima da temperatura de cristalizacdo ou congelamento.
Em caso contrario, se obtém a matéria em um estado meta-estavel, que corresponde a uma
estrutura cristalina com defeitos ou um vidro.
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3.2 Descrigao do Simulated Annealing Classico

Encontrar um estado fundamental para um sistema quando uma prescrigdo para o calculo
de energia ¢ conhecida, usando os conceitos de mecanica estatistica, ¢ um problema de
otimizagdo com aspectos comuns aos de otimizacdo combinatéria. Esta idéia foi explorada
por Kirkpatrick, Gelatt ¢ Vecchi [KIR83] para o problema do caixeiro-viajante € o projeto
fisico de circuitos. Entretanto, como o conceito de temperatura de um sistema fisico ndo
tem um equivalente 6bvio em otimizagdo ¢ introduzido um parametro que faz o papel de
temperatura. Os procedimentos de melhoramento iterativo de busca local usados na
resolucdo de problemas de otimizagao sdo similares aos processos de mecanica estatistica.
As pequenas modificagdes aplicadas a uma solucdo para obter uma outra solugdo lembram
0s rearranjos microscopicos de particulas de uma substancia e a avaliagdo da fungado
objetivo pode ser descrita como uma avaliacdo de energia.

O algoritmo de Metropolis pode ser generalizado para estes procedimentos de melhoria
iterativa, permitindo aceitacdo controlada de solugdo que aumenta o valor da funcio
objetivo para tentar escapar de uma parada prematura em um minimo local, assim como, na
simulagdo de um processo fisico de recozimento se procura fugir de uma cristaliza¢ao
defeituosa. A reducdo da temperatura lenta e controlada ¢ também similar nos dois
processos para que uma distribuicdo estacionaria seja alcancada. A tabela 3.1 resume estas
analogias:

TABELA. 3.1 — Analogias Recozimento e Problema Combinatorio

Annealing de um So¢lido (recozimento) Problema de Otimizacdo Combinatoria

* Estado fisico * Solugao

* Energia do estado * Custo da solug¢do (valor da fun¢ao
objetivo)

* Temperatura * Parametro de controle faz o papel de
temperatura

e Prescri¢ao de resfriamento (cooling * Regras que regem a inicializagdo e

schedule) decréscimo do parametro de controle

* Estado fundamental do s6lido  Otimo global

(congelamento)

* Resfriamento rapido (quenching) * Procedimento de busca local guloso

* Resfriamento lento e controlado * Simulated Annnealing
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Assim, especificados uma instancia de um problema de otimizagdo combinatoria, uma
estrutura de vizinhanga e uma solucdo inicial aleatéria o seguinte processo iterativo ¢
realizado:

* uma nova solugdo j ¢ escolhida aleatoriamente na vizinhanca S;, a partir da solucao
corrente i utilizando um mecanismo de geracao (perturbacao),

* a nova solugdo j ¢ aceita ou ndo pelo uso de um critério de aceitacdo, aplicando
probabilidades através de uma féormula como

min{1, exp(-(fj)-0))/tx)},

onde f(j)—f{(i)) = AE, representa a modificagdo no nivel de energia, # ¢ uma seqiiéncia de
valores positivos (parametros de controle) com limy_.. ¢t = 0, onde ¢ representa kzT da
equacdo de Boltzmann. O pardmetro ¢ fica conhecido como temperatura e & ¢ um tempo
virtual que representa a evolucdo do algoritmo. O pardmetro ¢ deve ter inicialmente um
valor elevado e sofre decréscimo no inicio de cada nova iteragdo, isto €, a cada tempo £ de
acordo com uma determinada regra de decréscimo. O critério de aceitagdo €, assim, funcao
da temperatura ¢ corrente e da diferenca de custo(energia) AE entre as solugdes.

A probabilidade de aceitacdo ¢ definida pela fun¢do matematica (exp(-(f(7)—(7))/t). No
inicio do processo, a temperaturas altas, esta fun¢ao gera valores proximos de 1 e valores
menores em sucessivas iteragdes, resultado do decréscimos de temperatura (resfriamento).
Assim, no inicio, a maioria das solu¢des propostas sdo aceitas e, no decorrer do processo,
com maior probabilidade, somente as solugdes que produzem melhores resultados sdo
aceitas| RAB 95].

Os passos basicos de um algoritmo Simulated Annealing (para minimizagao) sao:

1. ¢« to;

2. ciclo_externo: enquanto nao critério_congelamento faga

4 ciclo_interno: enquanto néo critério_equilibrio faga

5. gera s; vizinha de s;;

6 AE — E(s) ~ E(s);

7 se AE >0 entdo s; « 5;

8. sendo s; « §;com probabilidade exp(-AE/?);
9. e « [+ 1;

10. fim_enquanto;

11. t — at,

12. fim_enquanto;

onde ty € uma temperatura inicial , 0> a <1 e a proximo 0,9.
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3.3 Componentes do Simulated Annealing Genérico

O Simulated Annealing pode ser visto mais como um enfoque de resolucdo do que como
um Unico algoritmo devido a inimeras variagdes encontradas. Esta secdo trata o Simulated
Annealing como um algoritmo genérico, constituido de varios procedimentos componentes.
Nao héd preocupagdo em detalhar cada procedimento, mas analisar aspectos que sdo
importantes para o entendimento de cada procedimento isolado e, também, da forma como
eles interagem entre si. Assim, inicialmente, o algoritmo SA serd visto de uma forma geral,
como um processo iterativo que ¢ repetido até que determinadas condigdes sejam
satisfeitas. A terminologia utilizada segue a analogia com a termodinamica aplicada a
resolucao de problemas de otimizagao.

Na pratica, os algoritmos que s3o variagdes em torno do paradigma SA podem ser
classificados em trés tipos basicos levando em conta a forma como ¢ realizado o
resfriamento, ou seja, a forma como ¢ tratado o parametro temperatura:

* Simulated Annealing (SA) — resfriamento lento e controlado, com probabilidade maior
de convergéncia. Teoricamente, ¢ 0 modelo ideal.

e Simulated Quenching (SQ) — resfriamento mais rapido com o objetivo de obter um
tempo computacional de execu¢do menor.

» Simulated Tempering (ST) ou reannealing — o resfriamento ndo ¢ mondtono, ocorrendo
aquecimentos intermediarios.

Cabe ressaltar que estas denominagdes nem sempre estdo bem caracterizadas nas
implementagdes documentadas na literatura e a denominagdo Simulated Annealing tem
sido usada genericamente, e assim, serd usada neste trabalho.

Inicialmente serdo estabelecidas aspectos derivados de conceitos da mecanica estatistica, a
seguir, analisadas as entradas e saidas para este algoritmo e, posteriormente, discutidos os
aspectos relativos aos procedimentos que constituem o algoritmo propriamente dito e suas
variagoes.

3.3.1 Algoritmo Genérico

O algoritmo SA, representado na Figura 3.2 sem detalhamentos, ¢ um procedimento
seqiiencial e genérico, que recebe como entrada dados relativos a aspectos dependentes do
problema, aspectos genéricos e aspectos de ajuste. Como saida fornece uma solucao
possivelmente de boa qualidade. O algoritmo SA serd tratado como um nucleo genérico e
tedrico que ¢ um padrao a ser implementado para qualquer tipo de problema, procurando
isolar o que ¢ dependente do problema e da instancia (aspectos dependentes do problema) e
o que ¢ dependente de uma implementagdo especifica (aspectos genéricos e de ajuste).
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Dados aqui pode ser um dado elementar, uma estrutura de dados ou, ainda, uma fungao
computacional.

HH entrada Procedimento SA;
1. inicializa_solug¢do;
2. aqueca;
4. ciclo_externo: enquanto ndo congelado faca
6. ciclo_interno: enquanto nao equilibrio faca
7. gera s; vizinha de s;;
8. AE — E(s)) - E(si);
9. se AE =20 entdo s; « s;
10. sendo s; « §; com probabilidade
exp(-AE/t);
11. Ly « Ln+1;
12. fim enquanto; ‘
13. k<« k+1; | saida )
14. resfria;
15. fim_enquanto;

FIGURA 3.2 — Algoritmo SA Genérico

Este procedimento SA pode ser visto como uma série de & Cadeias de Markov, onde o
comprimento de cada cadeia /,, corresponde ao numero de iteragdes do ciclo interno até
que a condi¢do de equilibrio seja satisfeita. Na capitulo 4 Analise de Convergéncia sera
feito uma introducdo a teoria de Cadeias de Markov e analisado os aspectos de
convergéncia relativo ao algoritmo Simulated Annealing modelado segundo esta teoria.

Justificativa do Enfoque

Este enfoque tem como finalidade propiciar um entendimento do algoritmo e ser uma base
tedrica para implementacdes e estd levando em consideracdo as diversas formas como o
algoritmo tém sido implementado, como, por exemplo:

» Frameworks: Andreatta e outros [AND 99] apresentam uma arquitetura base para o
desenvolvimento das metaheuristicas baseadas em busca local usando os conceitos
de orientagdo a objetos, aplicavel a resolucdo de problemas de otimizagdo
combinatoria formulados como programas lineares inteiros 0-1 e apontam com uma
tendéncia atual o desenvolvimento deste tipo de framework. O entendimento
adequado dos componentes e do relacionamento entre os mesmos € o primeiro e
essencial passo para este tipo de desenvolvimento.



43

» ASA (Adaptative Simulated Annealing) [ING 99]: constituido de um nucleo central
genérico que procura determinar uma prescri¢ao de resfriamento adequada para um
problema em particular e uma interface para modulos de software desenvolvidos
pelo usuério para o problema em particular a ser resolvido como fungdes para
calculo da func¢do objetivo e mecanismo de transi¢do entre solugdes vizinhas.

» GPSIMAN e INTSA [ABR 97]: implementagdes do algoritmo Simulated Annealing
de proposito geral, que recebem como entrada uma especificacdo algébrica do
problema em particular. Esta especificacdo algébrica ¢ baseada numa formulagao
linear inteira-0,1 (GPSIMAN) e linear inteira (INTSA) para o problema.

O estabelecimento de um modelo para o algoritmo SA onde os procedimentos essenciais
sdo determinados de acordo com suas funcionalidades foi baseado Johnson [JOH 89], que
caracteriza os aspectos dependentes do problema, os genéricos e os de ajuste. Sdo aspectos
dependentes do problema:

* A defini¢ao do que ¢ uma solugdo e, em conseqiiéncia, de que consiste o espago de
solugoes,

* Estabelecimento da forma como avaliar o custo da solucdo, ou seja, qual sera a fungdo
objetivo considerada.

* Identificacdo de uma estrutura de vizinhanga adequada, ou seja, qual o significado de
uma solucao ser vizinha da outra,

¢ Determinagdo de uma solucao inicial.
Estes aspectos serdo analisados como representagao da instancia do problema.

Os aspectos genéricos [JOH 89], consistindo o que ¢ denominado prescrigdo de
resfriamento (cooling schedule) sdo relacionados com a simulagdo do pardmetro de
controle temperatura:

* Determinagdo de uma temperatura inicial.

* Estabelecimento das regras que vao determinar a velocidade de resfriamento.
* Defini¢do do que ¢ equilibrio térmico.

* Determinacao do significado de congelamento.

Os aspectos de ajuste sdo aspectos relacionados com a implementa¢ao, como o gerador de
numeros aleatdrios utilizado e limites de tempo computacional gasto em determinadas fases
do algoritmo.

Para este algoritmo genérico serdo consideradas as seguintes defini¢des baseadas em Aarts
e Korst [AAR 89] e considerando problemas de minimizagao:

Seja uma instancia de um problema de otimizagao (S, f) e i J S, j{I S duas solugdes com
custo f(i) e f(j), respectivamente. Sendo j construida a partir 7 por um mecanismo de
geracdo ou perturbagao.
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Uma transi¢do ou movimento ¢ uma acdo combinada que resulta na transformacao de uma
solugdo corrente i na solucdo subsequente j e consiste na aplicagdo da perturbagdo ou
mecanismo de geracdo seguido da aplicagdo do critério de aceitacdo. Pode ainda ser
chamado salto.

Um critério de aceitacdo ¢ determinado pela equagdo que estabelece que uma solugdo j ¢
aceita a partir de i pela aplicagdo da seguinte probabilidade de aceitagao:

o Sef(j)ﬁf(i)
Pf{“ce’“’”}‘{exp«ﬂi)—f(f»/z) sef<f>>f<f>}’

onde t 0 0" ¢é um parametro de controle que representa a temperatura.

(3.03)

A taxa de aceitag¢do X; a uma determinada temperatura ¢ ¢ definida como:

Xt = (mg [ mp), (3.04)

onde m, ¢ o numero de movimentos aceitos € m, ¢ o numero de transi¢des propostas
naquela temperatura.

As equagdes (3.03) e (3.04) sdo as mais simples e usuais para critério de aceitacdo e taxa de
aceitacao respectivamente. No entanto, outras sao utilizadas dependendo do tipo de
prescri¢ao de resfriamento usado (secao 3.4).

3.3.2 Representacio da Instiancia do Problema

Nesta secao serao analisados os aspectos que caracterizam a instancia do problema. Uma
estrutura que represente a instdncia ¢ uma entrada para o algoritmo genérico. Para
especificar esta estrutura de entrada ¢ necessario projetar:

(a) arepresentacdo da instancia;

(b) a representacao da solucdo;

(c) a constituicao do espago de solugdes;
(d) a funcdo energia;

(e) uma topologia para o espaco de solugdo, pela especificacdo de uma ou mais estruturas
de vizinhanga, o que resulta na especificagdo de uma mais fungdes de perturbagao.

Esses aspectos estdo relacionados entre si e o projeto deve ser analisado como um todo.
Considere o problema do caixeiro-viajante (PCV):

(a) a instancia pode ser representada por uma matriz n X n [d,,], onde os elementos
denotam a distancia entre as cidades p e q — por exemplo, sejam 6 cidades, as distancias
entre as mesmas poderiam se representadas pela matriz
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0/5/4(6(39
50017191415
417101527
6/9/5(07|3
3412|7013
9151713|3|0

FIGURA 3.3 — Representa¢do de uma Instancia

(b) a solu¢do ¢ uma rota, um caminho fechado passando exatamente uma vez em cada
cidade representada por uma lista das » cidades — sdo rotas (1,2,3,4,5,6), (1,6,5,4,3,2),

(c) o espaco de solugdes ¢ constituido pelas permutacdes destas n cidades, onde , fixando a
cidade 1, se obtém (n-1)! solugdes;

(d) a funcao energia correspondente a cada soma solugdo € o comprimento total da rota;

(e) varios tipos de perturbagcdes poderiam ser definidas correspondendo a diferentes
estruturas de vizinhangas, como:

deslocamento — uma cidade ¢ escolhida aleatoriamente e deslocada para uma
posigao aleatoria, cidade 3 escolhida e posicao 5 :(1,2,3,4,5,6) — (1,2,4,5,3,6);

intercambio — duas cidades escolhidas aleatoriamente trocam de posi¢do, cidades 2
e 4 escolhidas : (1,2,3,4,5,6) - (1,4,3,2,5,6);

inversao — duas cidades sdo escolhidas aleatoriamente e o segmento da rota entre
elas ¢ invertido, cidades 3 e 4 escolhidas: (1,2,3,4,5,6) - (1,2,4,3,5,6);

2-mudanga — dois segmentos da rota sdo eliminados e substituidos por outros dois,
(1a2:374:576) - (152a5a4a336);

k-mudanca — é uma generalizagdo da 2-mudanga;
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Configuracio do Espaco de Solucdes

No SA tradicional, cada ciclo interno do algoritmo ¢ caracterizado por uma solugdo
corrente que pertence ao conjunto de solucdes a serem exploradas pelo mesmo. Este
conjunto de solucdes ¢ o espago de solugdes. Como cada ciclo interno pode ser visto como
um estado a ser explorado entdo cada estado corresponde a uma solugdo corrente. Desta
forma, o conjunto de estados explorados corresponde a um espaco de estados.

A definicdo de um espaco adequado de solucgdes a ser explorado influencia na velocidade
de convergéncia e na qualidade da solugdo obtida. Os dois principais aspectos sao;

* adefini¢do do tipo de solugdo, e
* atopologia imposta pelo tipo de estrutura de vizinhanga.

Dependendo do tipo de problema, pode-se optar por um espaco de solu¢des constituido
somente de solugdes vidveis ou por um espaco de solugdes constituido por solugdes viaveis
e ndo vidveis. Em alguns problemas ¢ mais simples construir uma vizinhanga quando sao
incluidas as solugdes ndo viaveis, no entanto, nestes casos, a solucdo obtida no final do
algoritmo pode ser ndo viavel, tornando necesséaria a utilizacdo de uma heuristica para
converter esta solucdo ndo viavel numa solucao viavel de qualidade equivalente.

Por exemplo, no PPG (particionamento de grafos), uma solucao vidvel ¢ uma parti¢do V =
V; O V,onde Ve V, sao do mesmo tamanho. Neste caso, o espago de estados corresponde
ao conjunto de solugdes viaveis, ou seja, inclui aquelas solu¢des que atendem a restricao
mesmo tamanho. No entanto, este problema ¢, mais comumente resolvido usando uma nova
defini¢ao de estado, onde V; e V> ndo sdo necessariamente de mesmo tamanho [JOH 89].

Selecao da Estrutura de Vizinhanca e Perturbacao

Nos algoritmos que seguem o paradigma SA, a vizinhanga é estabelecida implicitamente
através de um procedimento perturbac¢do. A cada iteragdo do ciclo interno do algoritmo ¢
gerada aleatoriamente uma solucdo vizinha pela perturbacdo da solu¢do corrente. Uma
perturbacdo respeita determinadas regras e limites de espaco que sdo dependentes do
problema e do tipo de algoritmo.

Como estudo de caso, serd analisado o problema PPG, exemplificando duas escolhas de
vizinhanga e correspondente procedimento de perturbacao:

* o0 espaco de estados constituido de solucdes viaveis e ndo vidveis e sendo s; = ( V; U
V), uma particao de V, onde V; e V> ndo sdo necessariamente do mesmo tamanho, e v [/
V; um vértice qualquer, escolhido aleatoriamente; uma perturbacdo pode ser definida
como a movimentacdo deste vértice v de V; para V,. Esta perturbagdo aplicada a
particdo s;= ( V; OV, ) geraumanovas;=((V; - {v}) O(V>U {v})), ondes;es;
sdo vizinhas.
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* o0 espago de solugdes constituido apenas por solugdes vidveis, um outro tipo de
perturbagdo poderia ser definida como uma troca de vértices entre os dois conjuntos, ou
seja, sendo s; = ( V; O V) viavel, v [1 V; um vértice escolhido aleatoriamente e u [/ V>,
também escolhido aleatoriamente; uma perturbacao aplicada a s; gera uma nova solugdo

viavel s;=(((V; - o) O {u}) O((V2-{u}p) 0 ).

Uma propriedade geral da perturbacdo em um algoritmo SA ¢ a aleatoriedade, ou seja, para
qualquer estrutura de vizinhanga escolhida, a vizinha que constituirda uma nova solugao
proposta deve ser gerada por mecanismos que inclui aleatoriedade. Além disso, a proposta
de movimento ¢ “cega”, ndo sendo baseada em nenhum critério de avaliacdo com relagao
aos resultados anteriores.

As caracteristicas de volta a uma solugdo prévia e terminalidade serdo analisadas no anexo
A2 sobre convergéncia do algoritmo.

Vizinhanc¢a Dinamica

A utilizagdo de mais de um tipo de perturbacdo em um mesmo algoritmo, ou seja, mais de
uma estrutura de vizinhanga, ¢ uma alternativa documentada por alguns autores [PRE 88].
Isto constitui uma generalizacdo do algoritmo de Metropolis, com a inclusdo de um
cardapio de possibilidades de perturbagdes. A escolha do tipo de perturbagdo a ser adotada
em uma determinada itera¢do pode ser estabelecida de acordo com alguma probabilidade
definida. As condi¢des de convergéncia do algoritmo (capitulo 4) podem ser alteradas pela
utilizacdo deste tipo de estratégia.

Selecio de uma Funcio Energia

Seja S o espaco de solugdes de uma instdncia de um problema de otimiza¢do. A fungdo
E: S - [l¢é uma funcdo arbitraria que recebe o no me de fungdo energia. Corresponde a
fun¢do objetivo definida de forma geral para os problemas de otimizagdo. A energia pode
ser vista como uma propriedade que pode ser avaliada para cada solu¢do de um problema
de otimizacao.

A funcdo energia ¢ a forma de avaliar a qualidade de uma solugao, ou seja, deve ser capaz
de representar uma ordenacdo no espago de estados permitindo estabelecer quando uma
solucao ¢ melhor do que outra. Deve ser definida levando em consideragdo o projeto do
espaco de estados, que pode excluir solu¢des ndo vidveis ou incluir solugdes ndo viaveis
aplicando penalidades para a inviabilidade. No caso, aplicar penalidade tém como
finalidade tornar as solugdes ndo viaveis menos atrativas.

A funcao energia pode ser analisada como constituida por vérias parcelas de energia [OLI
97].
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A energia da solugdo proposta ¢ computada a cada iteragdo do algoritmo para comparagao
com o valor da solucdo corrente, como ja foi visto. Assim, sempre que for adequado e
possivel pode ser computada diretamente a diferenca de energia. Em alguns casos, esta
computacdo direta da diferenca pode levar a uma deterioracdo do valor da energia da
solucdo, requerendo a computacao direta a cada n iteragdes ( 7 arbitrario).

A funcdo energia sera denotada nas se¢des seguintes por f.
Dependéncia entre espaco de solucoes, vizinhanga e funcio energia

Serd apresentado a seguir um estudo comparativo de trés enfoques para o SA para o
problema PCG (coloragdo de grafos), realizado por Jonhson e outros [JOH 91], sem incluir
a analise dos resultados obtidos, com a finalidade de exemplificar alternativas diferenciadas
para os projetos do espago de estados, vizinhanga e func¢ao energia:

* Enfoque penalidade: envolve solucdes ndo viaveis e fungdo penalidade, no entanto, a
estrutura de vizinhanca ¢ simplificada. Uma solugdo ¢ qualquer particdo de V' em
conjuntos disjuntos nao vazios C;, Cy, ..., C;, com 1< k<|V|, onde C; pode ser ou
ndo uma classe de coloracdo legal. Duas solucdes sdo vizinhas quando podem ser
transformadas uma na outra pela movimentacdo de uma vértice de uma classe de
coloragdo para outra. Para gerar uma vizinha aleatoria, sao escolhidos aleatoriamente
uma classe nado vazia C,y, um vértice v C,y euminteiroi,onde 1 <i<k+lek
o numero atual de classes de coloragdo. A vizinha é obtida pela movimentagdo de v para
a classe C;. Se i = k +1 significa que C; ¢ uma nova classe anteriormente vazia. Se v ja
pertencia a C; ¢ feita nova tentativa. A funcdo objetivo ¢ constituida de dois
componentes, um favorece classes grandes e o outro conjuntos independentes. Seja s =
(Cy, Cy, ..., Cr) uma solugdo, e 4;, 1 <i < k o conjunto de arestas de 4 com ambos os
pontos finais em C;, isto €, o conjunto de arestas “ruins” em C;, a funcdo objetivo ¢
definida como

k k
f&==lc| +>2c|x|4].
i=1 i=1

* Enfoque cadeias de Kempe: envolve solucdes viaveis e a fun¢ao objetivo ¢ definida
como

f==>lc.

A dificuldade deste enfoque ¢ definir a perturbacdo que gera a solucdo vizinha
mantendo a viabilidade. O mecanismo escolhido em [JOH 91] ¢ baseado em conceito
chamado cadeias de Kempe e ¢ mais dispendioso do que o mecanismo utilizado no
enfoque utilizando fun¢do penalidade. Suponha que C e D s3o conjuntos disjuntos
independentes em um grafo G. Uma cadeia Kempe para C e D € qualquer componente
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conectado em um subgrafo de G induzido por C [J D. Faga X A Y denotar a diferenca
simétrica (X — Y) I (Y — X) entre dois conjuntos X e Y. A observacao chave ¢ que se H ¢
uma cadeia de Kempe para os conjuntos disjuntos independentes C e D, entdo C A H e
D A H sdo também conjuntos disjuntos independentes cuja a unido ¢ C [J D. A seguinte
perturbagdo pode ser usada: escolher aleatoriamente uma classe de coloragcdo C nao
vazia ¢ um vértice v [1 C. Entdo escolher aleatoriamente uma classe de coloracdo D
diferente de C, e faca H a cadeia de Kempe para C e D que contém v. Repetir esse
procedimento até obter C, v, D e H tal que H # C [ D (isto ¢, tal que H ndo seja
“cheio”), e neste caso a proxima solugdo ¢ obtida substituindo C por CAH e D por D A
H.

* Enfoque k-fixo: neste enfoque o espaco de estados ¢ representado por solucdes nao
vidveis e a primeira solu¢do viavel encontrada, de custo zero, caracteriza a condi¢do de
término. Dado um grafo G = (¥, A) e um numero arbitrario de cores k, cada solugdo
corresponde a uma parti¢do de V em k conjuntos (conjuntos vazios sdo aceitos), € o
custo de uma solucdo ¢ simplesmente o nimero total de arestas “ruins”. Uma solu¢ao s;
¢ vizinha de outra s, se as duas diferem somente de um vértice v que € ponto final de
uma aresta “ruim”. Para escolher aleatoriamente uma vizinha da solugdo s;, € primeiro
escolhido um vértice “ruim” (ou seja, ponto final de uma aresta “ruim”) v aleatério e
entdo escolhida aleatoriamente uma nova classe de coloragdo para o vértice v entre as .-
1 classes que ndo contém v. A relagdo de vizinha neste caso ndo ¢ simétrica, e , em
particular, uma solu¢do viavel ndo tem vizinhas porque ndo tem arestas “ruins”. A
dificuldade esta em estabelecer um valor adequado para k.

Pode-se definir estado para um algoritmo SA como:

Seja S o espaco de solugdes de uma instdncia de um problema de otimizagcdo ¢ 4 um
algoritmo SA que resolve este problema de otimizag¢do. Um estado explorado ou visitado
por este algoritmo A ¢ uma tupla (s, 7T E(s), ¢, /), onde s [J S ¢ uma solucdo, 7T¢ um
predicado que identifica se a solucdo ¢ vidvel, E(s) a energia do estado avaliada pela funcao
objetivo correspondente a solugdo s, £ uma temperatura e /,, o nimero da iteragdo nesta
temperatura ¢.

Panorama de energia

O espago de solucdes pode ser melhor entendido se visualizado como uma area geografica
constituida de montanhas e vales, delimitada de alguma forma em func¢do de dois eixos que
determinam as direcdes norte-sul e leste-oeste. A altura das montanhas e vales ¢
determinada em relacao ao nivel do mar. O objetivo ¢ encontrar o vale mais baixo. A altura
em relacdo ao nivel do mar ¢, portanto, uma medida da qualidade de um determinado ponto
na area geografica, ¢ uma propriedade que pode ser avaliada. Esta idéia pode ser
generalizada e, portanto, um espago de solugdes pode ser visto como um panorama de
energia.
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Tecnicamente, um panorama de energia ¢ definido como grafo (grande, porém finito) onde
cada vértice representa uma solucdo e onde as arestas representam as conecgdes entre
solugdes vizinhas. Os valores da fungdo energia podem ser visualizados como atribuindo
“altitude” ao panorama [GEH 99].

Nos ultimos anos, alguns pesquisadores t€ém analisado o comportamento destes panoramas
de energia, considerando aspectos estruturais e estatisticos para problemas nas areas de
fisica e quimica e para os problemas de otimizagdo combinatoria. O uso de técnicas de
amostragem por caminhos aleatdrios nao inclinados, com base no algoritmo de Metropolis,
mostraram-se adequadas para estas pesquisas. Stadler e Schnabel [STA 92] apresentaram os
resultados do estudo de panoramas de energia para instancias aleatérias do problema do
caixeiro-viajante. Um destes resultados comprova o fato que j& era conhecido pela
utilizagdo pratica do SA para instancias do problema do caixeiro-viajante simétrico: o SA ¢
mais eficiente usando o procedimento 2-mudanca do que transposi¢do. Isso gera uma
expectativa com relagdo ao estudo de alternativas de procedimentos de perturbagdo para
outros problemas ¢ um melhor entendimento tedrico do comportamento dos algoritmos de
resolugdo com diferentes estruturas de vizinhangas.

Escolha da Solucao Inicial

O resultado de um algoritmo SA deve ser independente da solugdo inicial. Portanto, a
solucdo inicial ¢ escolhida arbitrariamente, ndo havendo neste sentido nenhum
preprocessamento definido. No entanto, deve ser observado a coeréncia com o tipo de
solugdes a serem incluidas no espago de estados.

Alguns pesquisadores sugerem a utilizagdo de uma solugdo inicial construida por alguma
outra boa e, razoavelmente bem sucedida heuristica, como uma forma de economizar tempo
de execucdao na fase de resfriamento. Estas variantes do SA usualmente recebem a
denominacdo de Simulated Annealing em Duas Fases (“Two-stage Simulated Annealing”)
[ROS 93] [VAR 93].

3.3.3 Annealing (Recozimento)

Nesta secdo sdo analisados os aspectos genéricos que estdo relacionados com o processo de
recozimento. Considerando a analogia com a termodinamica o recozimento ¢ constituido de
um procedimento de aquecimento e um procedimento de resfriamento, ambos relacionados
com o0 parametro temperatura.

O procedimento aquecimento tem como objetivo a escolha de um valor suficientemente
alto para a temperatura. Este valor sera utilizado como valor inicial no procedimento de
resfriamento.
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O resfriamento é controlado por uma prescri¢do de resfriamento (cooling schedule). Esta
prescri¢ao de resfriamento pode ser definida de uma forma geral como:

Prescricdo de resfriamento Pr ¢ uma seqiiéncia arbitraria de nimeros #, > 0 tal que

t,2t,, paratodon =0,

limz, =0,

n—o

onde #, denota o parametro chamado temperatura € » ¢ um tempo virtual correspondendo
ao numero da itera¢ao do algoritmo [AZE 92].

Numa prescrigdo de resfriamento o valor da “temperatura inicial” ¢y deve ser “alto”. O
valor elevado tem como significado fisico um valor superior ao da temperatura de fusdo de
um sélido em banho térmico, o que determina um estado onde as particulas estdo arranjadas
de forma totalmente aleatoria. O valor da “temperatura final” #,, na teoria deveria ser igual
a zero, ou melhor, uma temperatura que corresponda a um estado de energia minima, ou
seja , a um estado fundamental de um so6lido.

A prescrigdo de resfriamento deve ser o mais independente possivel da instancia do
problema, pois o que se busca ¢ a robustez do algoritmo. Esta independéncia do algoritmo
com relacdao a instancia pode ser conseguida pela analise das caracteristicas estruturais e
estatisticas do panorama de energia, através do uso do algoritmo de Metropolis como uma
técnica de amostragem. Alguns estudos permitem considerar esta possibilidade [STA 92]
[MCA 97].

Temperatura Inicial

A analogia do espago de solugdes com uma area geografica constituida de montanhas e
vales, pode ser usada para o entendimento do pardmetro temperatura. Visualize uma bola
quicando entre estas montanhas e vales. De alguma forma esta bola adquiriu alta
temperatura, que vai decrescendo a cada salto. No inicio a bola estd numa temperatura
suficiente para passar por cima das mais altas montanhas e, portanto, realizar qualquer
movimento na drea geografica. Fatores aleatdrios relacionados com a temperatura
influenciam na permanéncia em determinado vale ou ndo. Posteriormente, a medida que a
bola vai esfriando vai perdendo a capacidade de saltos maiores € menor nimero de
movimentos sdo aceitos, até que, ap6s um determinado momento, quase nenhum
movimento € aceito e a bola permanece estacionaria. Se a sorte(fatores aleatdrios) ajudar no
vale mais baixo, ou, pelo menos, em um vale suficientemente baixo para as necessidades
estabelecidas [ING 99].

Em um limite superior de temperatura, qualquer tentativa de movimento seria aceita,
independente do aumento ou decréscimo de energia. Assim, a temperaturas muito elevadas,
o sistema se movimenta aleatoriamente entre seus estados, € a energia média observada
aproxima-se da energia média de todos os possiveis estados do sistema [WHI 84].
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Na resolucdo de um problema de otimizacdo combinatéria o processo de aquecimento
fisico corresponde a um procedimento de “aquecimento”(“warm up”) que deve ser
realizado com primeira etapa do algoritmo. Este procedimento de “aquecimento” que tem
como objetivo a busca de um valor adequado para temperatura inicial tem sido motivo de
estudos variados e pode ser estabelecida de diversas formas, como:

* temperatura inicial igual a uma constante, usado nas implementagdes mais simples para
resolugdo de um problema especifico e/ou quando o conhecimento da instancia do
problema permitir esta escolha, e , por tentativas, em execucdes sucessivas, ¢ feito o
ajuste do parametro [KIR 83];

* temperatura inicial estabelecida por um procedimento que utiliza uma taxa de aceitacao
inicial como critério para definir uma temperatura adequada para inicio do processo de
annealing [AAR 89];

* temperatura inicial estabelecida por um procedimento que utiliza o conceito de entropia
como critério para definir uma temperatura adequada para inicio do processo de
annealing [ROD 93];

* temperatura inicial baseada no comportamento da curva energia média vs. temperatura
[WHI 84].

A escolha de “um valor elevado” para a temperatura para um problema de otimizacao
deveria ser o mais independente possivel do problema e de sua instancia [WHI 84].

A qualidade do resultado obtido com o algoritmo SA baseado no modelo de cadeias de
Markov, ou seja, a convergéncia assintdtica a um Otimo global, foi teoricamente
demonstrada por Aarts| AAR 89]. Estudos mais recentes tratam os aspectos de convergéncia
para os algoritmos MCMC (Markov chain Monte Carlo) de uma forma geral. Simulated
Annealing ¢ um subtipo deste tipo de algoritmo. No anexo A2 serdo analisados, com
maiores detalhes, estes aspectos.

Nesta secdo a prescrigdo de resfriamento sera analisada como um parametro de entrada para
um algoritmo seqiiencial genérico. Assim, serd vista como uma prescri¢do de resfriamento
de tempo finito e baseada nos casos praticos apresentados na literatura.

Decréscimo de temperatura

O comportamento genérico da parametro temperatura pode ser classificado como:

* Monotonico - a temperatura ¢ reduzida de acordo com uma determinada velocidade de
resfriamento até que termina quando uma determinada temperatura ¢ encontrada ou
outro critério de término ¢ satisfeito.

e Témpera - a temperatura ¢ reduzida, de acordo com uma determinada velocidade de
resfriamento, até que certo valor seja encontrado e, entdo, aumentada para um valor alto
e novamente reduzida de forma gradativa. Isso ¢ repetido de forma periodica.
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Dois aspectos devem ser analisados com relacao ao decréscimo de temperatura:
(a) aregra de decréscimo da temperatura (forma da curva); e

(b) quanto tempo deve permanecer numa mesma temperatura, ou seja, quando ¢ encontrado
o equilibrio térmico, ou ainda, quantas iteragdes sdo executadas em mesma temperatura.
Uma regra pratica ¢ o numero de iteragdes proporcional ao tamanho médio da
vizinhanga.

Estes aspectos determinam a qualidade e a velocidade da convergéncia do algoritmo para
um 6timo global (anexo A2).

Considerando a regra de decréscimo uma prescri¢ao de resfriamento pode ser:
* Exponencial ou Classica

Descrito inicialmente por Kirkpatrick [KIR 83] e outros na década de 80. Um grande
nimero de aplicagdes documentadas usam alguma variagdo deste tipo de prescri¢do de
resfriamento.

A regra de decréscimo de temperatura segue a seguinte forma geral:

Loy =Ly 0

onde 0 < a, <1 e a arbitrario usualmente com valores entre 0,90 e 0,99.

* Logaritmica
A regra de decréscimo de temperatura segue a seguinte forma geral:
-1
Ly ~lin '(logrk—l) ’

onde [ _; ¢ alguma funcdo baseada em dados estatisticos armazenados na cadeia de
Markov &-1.

Este tipo de prescri¢do foi proposta inicialmente para o problema PPG [AAR 85].

Mais genericamente tem-se:
t, ~ R-(logk)",
onde R ¢ uma constante adequada [AZE 92].

As propriedades de convergéncia de uma prescri¢do de resfriamento logaritmica foram
estudadas por varios pesquisadores, entre eles Aarts e Korst [AAR 85].
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* Prescricido Dinadmica
Quando um ou mais parametros sao reajustados durante o processo de resfriamento.

Rodrigues e Anjo[ROD 93] sugerem uma prescri¢ao de resfriamento dinamica baseada
na utiliza¢do do conceito de entropia. Basicamente ¢ uma prescri¢do exponencial com o
comprimento da cadeia de Markov variavel e o “equilibrio” térmico caracterizado pela
observacao de variagdes insignificantes na entropia.

Temperatura final

A temperatura final corresponde a um congelamento, a um estado de minima energia ou de
minima entropia. Para os problemas de otimizacdo combinatéria ¢ estabelecido um critério
de parada. Este critério de parada usualmente ¢ implementado como:

(a) modificagdo minima do valor da solugdo encontrada nas ultimas temperaturas;
(b) verificagdo de que o nimero de iteragcdes maximo foi ultrapassado;

(c) verificagdo de que o numero movimentagdes aceitas ndo ultrapassa um determinado
percentual (pequeno) das movimentagdes propostas.

Estes critérios podem usados isolados ser ou combinados entre si ou, ainda, outros critérios
mais sofisticados podem ser utilizados, alguns dependentes do tipo de problema.

3.3.4 Aspectos de Ajuste

O aspecto de ajuste mais importante, possivelmente, ¢ o relacionado com a aleatoriedade.
Assim, inicialmente sdo apresentados alguns aspectos relacionados com os geradores de
numeros aleatorios.

Geradores de Numeros Aleatorios

Como foi visto nas segdes anteriores, um algoritmo SA usa escolhas aleatorias quando:
(a) gera uma solugdo inicial;
(b) propde uma nova solucao pela perturbagdo da solugdo corrente;

(c) aplica o critério de aceitagdo.
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Portanto, o resultado obtido por um algoritmo SA pode ser fortemente influenciado pelo
tipo de escolhas aleatorias utilizadas e o desempenho pode ser altamente dependente do
tempo de geragdo de seqliéncias aleatdrias. Cabe, entdo, fazer algumas consideragdes sobre
aleatoriedade no contexto de seqiiéncias geradas por um procedimento em computador.

Aleatoriedade ¢ uma propriedade negativa, ¢ auséncia de qualquer ordem. Aleatoriedade ¢
propriedade de uma seqiiéncia infinita de numeros.

Considerando a propriedade de aleatoriedade uma seqiiéncia pode ser:

(a) realmente aleatéria — quando exibe uma verdadeira aleatoriedade, como a seqiiéncia
de tempos entre os tics" de um contador Geiger exposto a um elemento
radioativo.

(b) quase-aleatdéria — Sdo permutagdes pseudo-aleatorias de um conjunto de numeros.
Seja o conjunto de inteiros [0, 9]. As seqiiéncias dos numeros de 0 até 9, em
qualquer ordem ((0,1,2...9),(9,8,7,...0),(5,7,9,...1),...), sdo quase-aleatoérias, isto ¢, a
ordem ¢ “aleatoria”, mas a quantidade de nimeros ¢ mantida.

(c) pseudo-aleatoria — tem a aparéncia de aleatoriedade, contudo exibe um padrao
especifico repetitivo.

Uma defini¢do pratica [PRE 88] de aleatoriedade no contexto de seqiiéncias geradas em
computador ¢ que o procedimento que produz a seqiiéncia aleatdria deve ser diferente e,
em todos os aspectos possiveis de serem mensuraveis, estatisticamente ndo correlacionado
com o procedimento usuario da seqiiéncia gerada. Adicionalmente, se forem utilizados dois
geradores diferentes acoplados a um mesmo procedimento usudrio os resultados produzidos
por ambos devem ser similares estatisticamente. Em caso contrario, um ou os dois
geradores nao sdo adequados.

Assim, embora a fundamentacdo tedrica do SA ¢ baseada em geradores de nimeros
“realmente” aleatorios, na pratica, sdo utilizados os geradores de numeros pseudo-
aleatorios, pois os computadores atualmente constituidos sdo deterministicos e, portanto a
unica forma possivel de aleatoriedade ¢ buscar alguma informagdo “externa” ( como, por
exemplo, o tempo em microsegundos mantido pelo reldogio do computador) para
inicializagdo ou alteragdo dos valores gerados pelo procedimento. Numeros pseudo-
aleatorios sdo seqii€éncias de numeros em um intervalo ( tipicamente 0,1) que sdo facilmente
gerados por um procedimento em computador e que satisfazem alguns testes estatisticos
relativos a aleatoriedade [KAL 86]. Uma vez que estas seqiiéncias sdo geradas por um
algoritmo deterministico, elas ndo sdo realmente aleatorias e, portanto, podem nao
satisfazer um ou mais testes estatisticos de aleatoriedade. O critério de escolha de um
gerador de niimeros pseudo-aleatdrios para um determinado uso € que ele satisfaca testes
que estejam relacionados com o caso particular.

As propriedades desejaveis de gerador de nimeros pseudo-aleatdrios sao [CEP 98] [ALL
96]:

(a) Determinismo — um gerador de niimeros aleatdrios perfeito deve parecer aleatdrio a

r

menos que se conheca o algoritmo e seus estados. Isso ¢ necessario para fins de
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depuragdo de cédigo. Cada nimero aleatorio r; gerado €, usualmente, obtido por uma
funcao f(ri.).

(b) Periodo ou ciclo longo — suficientemente longo para a aplicacdo em vista.

(c) Uniformidade - significa que no caso de que todo um ciclo ocorra, todos os numeros
possiveis de serem gerados devem ocorrer uma vez.

(d) Correlacdo - significa que cada subseqiiéncia de niimeros aleatérios ndo deve ser
correlacionada com qualquer outra subseqiiéncia de nimeros aleatorios, ou seja, as
seqiiéncias de numeros gerados devem ser ndo correlacionadas serialmente.

(e) Eficiéncia — o gerador deve ser eficiente (observar um consumo de tempo menor que
1% do tempo da aplicacdo utilizada).

Outros Ajustes

Numero maximo de iteragoes:

O numero maximo de iteracdes normalmente é estabelecido considerando exclusivamente
aspectos praticos, como uma forma de garantir o término do algoritmo em tempo aceitavel.

O numero maximo de iteragdes no procedimento de aquecimento também ¢ estabelecido
empiricamente de forma a garantir um tempo de computacdo proporcional a cada fase do
algoritmo.

Tabelas de fungodes:

A fungdo exponencial ¢ geralmente grande consumidora de recursos computacionais. Na
pratica, pode ser importante manter uma tabela de valores em funcdo da diferenga de
energia e temperatura calculada a cada temperatura.
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3.4 Prescrigbes de Resfriamento

Nesta sec¢ao sdo descritos algumas prescri¢des de resfriamento documentadas na literatura.

Estas prescricdes de resfriamento usualmente sio implementadas através dos seguintes
procedimentos:

* Aquecimento,

¢ Resfriamento,

* Identificagdo do equilibrio térmico (critério de equilibrio), e
* Identificagdo do estado de congelamento (critério de parada).

Para controlar a execucdo destes procedimentos devem ser atribuidos valores a
determinados parametros de entrada, que sdo definidos para cada tipo de prescrigao.

3.4.1 Prescricio de Resfriamento de Kirkpatrick

Este tipo de prescri¢do, baseado na defini¢do inicial de Kirkpatrick [KIR 83] [AAR 89],
tem sido utilizado em muitas aplicacdes de SA e ¢ baseada em regras empiricas
conceitualmente simples. Os parametros de entrada para este tipo de prescri¢ao sdo:

(a) Taxa de aceitacdo inicial Xy,
(b) Parametro a para atualizagdo da temperatura, e

(c) Parametros de ajuste.

Aquecimento

A regra geral para arbitrar o valor da temperatura inicial ¢y ¢ buscar uma temperatura onde
virtualmente todas as transi¢des propostas sdo aceitas, assim a taxa de aceitacao Xy = X(f)
deve ser proximo de 1.

Uma forma simples de simular o processo de aquecimento € iniciar com um valor baixo
inteiro positivo para ¢, multiplicar este valor por uma constante positiva maior que 1 até
obter uma taxa de aceitacdo proxima de 1, calculada a partir das transi¢cdes geradas.
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Resfriamento

A regra de decréscimo de temperatura segue a seguinte forma geral:

t,, =t
onde 0 < a <1 e a usualmente com valores entre 0,80 € 0,99.

Congelamento

O algoritmo termina quando o valor da energia obtido na ultima iteragdo a uma dada
temperatura(cadeia de Markov) permanece inalterado por um certo nimero de
iteragdes(cadeias de Markov) consecutivas.

Equilibrio térmico

O equilibrio térmico ¢ baseado no requerimento que a cada valor de # um quase-quilibrio
deve ser restabelecido. O niimero de transi¢des necessarios para chegar a isto ¢ calculado
usando o argumento empirico de que um quase-equilibrio serd restabelecido ap6s um
nimero fixo de transi¢cdes aceitas. No entanto, como as transicdes sdao aceitas com
probabilidade decrescente, poderia ocorrer que /x — o quando # | 0. Em conseqiiéncia, na
pratica, deve ser estabelecido um limite /j;, para evitar um nimero de iteragcdes muito
grande a cada temperatura.

3.4.2 Prescricao de Resfriamento de Aarts

Aarts e Laarhoven [AAR 89] sugerem uma prescricdo de resfriamento que resulta numa
execu¢do em tempo polinomial para a execuc¢do do algoritmo SA, mas para a qual ndo ha
garantia do desvio entre a solucdo obtida e o custo 6timo. Os parametros de entrada
(detalhados nos paragrafos seguintes) para este tipo de prescrigao sao:

(a) Taxa de aceitacdo inicial Xy,
(b) Parametro de distancia O para atualizagdo da temperatura,
(c) Parametro de parada & usado no critério de parada, e

(d) Parametros de ajuste.
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Estes parametros nao sao dependentes da instancia do problema.

Os aspectos descritos a seguir sdo baseados em Aarts e Laarhoven e sumarizam as idéias
dos autores. Maiores informagdes e provas podem ser encontradas em [AAR 89].

Aquecimento

O valor inicial #) ¢ obtido considerando que virtualmente todas as transi¢des propostas
devem ser aceitas, assim a taxa de aceitagdo deve ser aproximada pela seguindo a
expressao:

_AFH)
m, +m,| exp Atf

¥~ (3.04)

m1+m2
onde

» m;denota o nimero de transi¢des propostas de uma solugao i para para uma solugao
j onde f{(j)<f(i), isto &, transi¢des de custo ndo crescente,

» m; denota o nimero de transigoes propostas de i para j onde f{j)>f(i), isto &,
transicoes de custo crescente, e

» a média da diferenca de custos entre as transi¢des com custo crescente m, ¢
representado por

de onde se obtém

©
t = & . (3.05)

In e
myy —m,(1-7)

Um valor inicial para 7y € calculado usando a (3.05) da seguinte forma: inicializa-se ¢y com
zero; gera-se uma seqiiéncia my de experimentos; a cada experimento um novo valor ¢é
calculado para #) usando a equagdo (3.05) e X = Xo, até obter um convergéncia para um
valor final para 7.
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Resfriamento

Um novo valor para temperatura ¢ calculado, baseada em dados estatisticos armazenados
nas iteragoes realizadas na temperatura corrente, utilizando a seguinte equagao

t., = L
k+1 — s
“]km0+5)

3Gtk

k=01,.... (3.06)

onde o parametro de distancia arbitrario 0 ¢ um valor positivo (tipicamente 0,10) ¢ oy €
desvio médio do custo calculado a partir dos valores obtidos na temperatura fx, usando as

. 1 &
Se)=221) (3.07)
i=1
seguintes equagoes:

€

o@k):[ii(ﬁ(rk)-f(fk mi 508

onde a média ¢ obtida dos valores da funcao custo fi(#), com 1= 1,2,3,..., L das L solucdes
geradas a um dado valor da temperatura ..

Um valor maior para o parametro de distancia O significa um decréscimo maior de
temperatura ¢ um valor menor, um decréscimo menor de temperatura.

Congelamento

O valor tempetura final ¢ dado critério de parada definido pela seguinte equacao

tk a<f>t
el

t=t,

(3.09)

onde & é um pardmetro de parada arbitréario (tipicamente & = 107).
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Equilibrio Térmico

O critério de equilibrio ¢ formulado considerando que a cada temperatura um quase-
equilibrio deva ser restabelecido. Para que isso possa ser obtido deve ser realizado um
nimero de transi¢des a cada valor de temperatura que permita uma alta probabilidade do
algoritmo visitar pelo menos a maior parte da vizinhanga da uma dada solugdo. E
considerado um valor adequado para o ntimero de iteracdes L; um valor igual ao tamanho
da vizinhanc¢a. Sendo o tamanho da vizinhanga constante entao

L =L=0, k=0],.... (3.10)

Estimativa do tempo de computacgio

A estimativa de um tempo de computagdo ¢ dada por

0(z.L.1n]S))

onde L denota o comprimento de cada cadeia de Markov, In|S| denota um limite superior
para para o nimero de cadeias de Markov, |S| denota a cardinalidade do espaco de solugdes
e T denota o tempo para cada transi¢do individual.

3.4.3 Prescriciao de Resfriamento de Rodrigues

Rodrigues e Batel [ROD 93] propdem uma prescri¢ao de resfriamento adaptativa baseada
no conceito de entropia considerando os pontos de vista da Teoria da Informagdo e da
Termodinadmica. Uma estimativa empirica da entropia termodinamica S ¢é obtida com:

§=_Ma (3.11)
m, +m,
onde m, ¢ nimero de movimentos aceitos e m, ¢ nimero de movimentos rejeitados a cada
temperatura.
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Aquecimento

O valor da temperatura inicial ¢ calculado, usando a equagdo (3.11), pelo seguinte
procedimento: escolher um valor desejavel z, para entropia inicial, usualmente 0,85;
escolher um valor arbitrdrio 7y para a temperatura; gerar uma seqiiéncia mp de
experimentos; a cada experimento verificar o valor da entropia usando a (3.11); enquanto a
entropia for menor que zy multiplicar a temperatura por 2.

Resfriamento

A temperatura ¢ atualizada usando a equacao

tr1 « 0,85 t.

Equilibrio

O numero de iteragdes a cada temperatura ( comprimento da cadeia de Markov) ¢ variavel e
verificado pela modificagdo insignificante no valor da entropia, calculada pela equagao
(3.11). O significado de modificacdo insignificante ¢ arbitrario e dependente do problema.

Congelamento

Temperatura final € uma constante #; — 0,1.
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3.5 Especificagdo Formal de um Método de Desenvolvimento de
Algoritmo SA

Nesta secdo ¢ construida um especificagdo formal de um método de desenvolvimento de
algoritmos. Esta especificagdo formal consiste de um diagrama sintitico que define os
dominios das fung¢des e predicados, um programa abstrato cuja estrutura segue o paradigma
do Simulated Annealing e um conjunto de axiomas que estabelece as caracteristicas das
fungdes e predicados e o relacionamento entre os mesmos. Um estudo de caso no qual um
programa exemplo ¢ analisado com relagdo a esta especificagdo ¢ apresentado na secdo 3.6.
Uma verifica¢ao de correcao da especificacao do programa abstrato ¢ dada no Anexo Al.
Esta verificagdo ¢ importante como fator de avaliagdo da qualidade da especifica¢do, no
entanto, por sua leitura ser mais tediosa, estd em um anexo.

3.5.1 Introducao

Um problema [VEL 84] ¢ uma terna p = ( D, R, q), onde D é o dominio dos dados, R o
dominio dos resultados e ¢ uma relagdo de D em R. Esta relagdo ¢ define o problema. A
solugdo de um problema ¢ uma func¢do a : D — R tal que para todo d UJ D, tem-se o par ( d,
a( d))) U D. Um algoritmo ¢ um método abstrato [KNU 83] que computa Q.

Um método de desenvolvimento de algoritmos [TOS 88] € um par ( Prog, Axio), onde Prog
¢ um programa abstrato especificado a partir de fungdes sintaticamente bem definidas e
Axio ¢ um conjunto de axiomas que definem a semantica das fung¢des. Se m = ( Prog, Axio)
¢ um método de desenvolvimento de algoritmos, uma instancia de Prog que satisfaz Axio é
um algoritmo desenvolvido por m. Se p € um problema e o ¢ uma solugdo de p, o conjunto
de todos os algoritmos desenvolvidos por m que computam a ¢ denotado por i( m, p, a). O
dominio de m, D( m), € o conjunto de todos os pares ( p, @) tal que p € um problema, a ¢ a
solugdo dep e i( m, p, a) # LI

Uma especificagdo formal de um método de desenvolvimento de algoritmos [AGU 98]
consiste de um diagrama sintdtico que define o dominio das fungdes e predicados, um
programa abstrato que dd a estrutura algoritmica do método, uma axiomatiza¢do que
estabelece o relacionamento entre fungdes e predicados e uma verificagao de corre¢ao do
programa abstrato. Um algoritmo gerado por um método de desenvolvimento de algoritmos
¢ uma instancia do programa abstrato obtido pela instanciagdo das fungdes e predicados que
satisfazem os axiomas especificados.

Assim, um programa abstrato ¢ especificado para identificar as caracteristicas essenciais de
um algoritmo SA e suas propriedades e complementado através de axiomas definidos para
os principais procedimentos e predicados especificados para este programa abstrato.
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O algoritmo SA sera formalizado como constituido de duas etapas basicas:

Inicializagdo — Esta etapa tem como objetivos bdsicos gerar uma solucdo inicial e
atribuir um valor inicial a temperatura. A solugdo inicial ¢ construida por um
procedimento usando os elementos que definem a instancia do problema.

Procedimento iterativo de melhoramento — Nesta etapa a solugdo inicial é aprimorada
até que determinadas condicdes sejam satisfeitas. Em cada iteracdo € construida uma
solugdo a partir da solugdo corrente (perturbagdo da solucdo corrente). Esta nova
solucdo deve ser vizinha da solucdo corrente e ¢ aceita ou ndo de acordo com o critério
especificado, em geral, o conhecido como critério de Metropolis (equagdo 3.03). Este
critério de aceitagdo avalia e compara as solugdes considerando uma fun¢do Energia,
definida a partir da solugdo objetivo original do problema, e um fator aleatério. Um
parametro, a temperatura, ¢ utilizado para controlar o processo, e usado na expressao de
comparagdo das solu¢des. Usualmente, um niimero L de iteracdes ¢ realizado a um
dado valor de temperatura até que determinadas condi¢des sejam satisfeitas. O valor da
temperatura ¢ decrescido usando uma funcdo especificada, e o processo, a um valor
constante para temperatura, repetido. Este procedimento a uma temperatura constante
sera denotado por metropolis. O numero L pode ser constante ou varidvel durante o
melhoramento, eventualmente igual a 1. Maiores detalhes deste processo ja foram
vistos nas se¢des anteriores deste capitulo. Para um estudo tedrico mais aprofundado,
este processo pode ser modelado por uma seqiiéncia de &, cadeias de Markov, onde
cada uma dessas cadeias ¢ constituida de L experimentos realizados a uma temperatura
constante, onde cada experimento consiste da perturbacao seguido da aplicacao do
critério de aceitagdo. A utilizagdo do modelo baseado em cadeias de Markov ¢
justificado pelo fato de que o modelo tem sido usado por varios autores em analise de
convergéncia do algoritmo SA (anexo A2).

p N ‘ Inicializagdo ‘

S4
So i

h 4

Melhoramento

metropolis

FIGURA 3.4 — Etapas do SA

A entrada para o algoritmo ¢ a instancia do problema. Os experimentos constroem uma
seqiiéncia de solugdes que constituem um conjunto S’ de solugdes, onde S’ [J S ( conjunto
de solugdes possiveis para a instdncia do problema), dando como saida uma solugdo s
quando as condi¢des especificadas sdo satisfeitas. Os aspectos relacionados com a
representacdo da instancia do problema sdo apresentados na se¢ao 3.3.2.
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Assim, ¢ construida uma especificagdao formal constituida de:
Defini¢ao dos dominios que serdo utilizados pelo programa abstrato.
Defini¢ao das fungdes e predicados.

Diagrama sintdtico que representard, graficamente, a sintaxe e a aridade das fungdes e
predicados especificados no programa abstrato, observando-se a seguinte notacdo: as
fungdes sao representadas por linhas com setas e os predicados por linhas.

Programa abstrato caracterizado por uma asser¢do de entrada ¢ com o objetivo de garantir
a qualidade dos dados de entrada, uma assercdo de saida (U que estabelece condi¢des para
os dados de saida do procedimento, isto ¢, relaciona a saida com a entrada e invariantes que
estabelecem condi¢cdes que devem ser satisfeitas a cada vez que o programa atingir
determinado ponto para garantir a consisténcia da solu¢@o a ser analisada a cada iteragdo e
permitir a verificagdo da corre¢do do programa.

Estabelecimento de axiomas que definem as propriedades das funcdes e predicados e
permitem avaliar as condig¢des descritas pelas invariantes.

3.5.2 Defini¢ao de Dominios

Sao considerados os seguintes dominios para utilizacao pelo programa abstrato:
P ¢ o conjunto de instancias p do problema.
700" é um conjunto de temperaturas.

S € o conjunto de solugdes possiveis ou o conjunto de solugdes viaveis de uma instancia do
problema. Este conjunto de solugdes constitui o espaco de solugdes a ser explorado. O tipo
de solugdo ¢ dependente da instancia do problema. Cada elemento deste conjunto de
solucdes ¢ construido pelo algoritmo pela funcdo perturbagdo, portanto, cada solucdo ¢
resultante da escolha desta fungdo e esta fungdo por sua vez ¢ resultante do tipo de
vizinhanga projetado para a instancia do problema.

Seja p [l P um problema, entdo p € uma estrutura do tipo ( pa, /£, fvavs T, TU Head, L, Rages Linis
indistinguivel , indistinguivel’, ...) onde

* p, € uma estrutura capaz de representar os dados que caracterizam a instancia;

= fr ¢ uma funcdo de avaliacdo de energia, sendo que esta fun¢do pode ser

diferente da fungdo objetivo do problema original pela inclusdo de parcelas que
representam penalidades;

fvav € uma funcdo que permite construir, a partir de uma solucdo possivel, uma
solugdo viavel de qualidade aproximada a esta solugao possivel (o significado de
qualidade aproximada ¢ dependente da instancia do problema);
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= 77, é um predicado que identifica se a solugdo € possivel;
= 7rum predicado que identifica se a solugdo possivel € viavel,
" 14 € 0 nimero de experimentos na fase de aquecimento;

" n.q € 0 numero de procedimentos metropolis, ou seja, nimero de vezes que a
temperatura ¢ ajustada;

= pnz ¢ o numero de experimentos em cada procedimento metropolis;
" {#,; € um valor para temperatura inicial para o procedimento de aquecimento;

» indistinguivel ¢ um predicado que define quando duas solugdes geradas em
experimentos subsequentes sdo de energia indistinguiveis (o significado de
energias indistinguiveis ¢ dependente do problema e dado por algum critério de
qualidade adequado para a instancia do problema);

» indistinguivel’ ¢ um predicado que define quando duas solucdes geradas nos
ultimos procedimentos metropolis subsequentes sdo de energias indistinguiveis
(o significado de energias indistinguiveis ¢ dependente do problema e dado por
algum critério de qualidade adequado para a instancia do problema);

Outros elementos podem ser incluidos nesta lista, dependendo da forma como sdo
implementados determinados procedimentos, assim como alguns elementos podem ser
excluidos.

Seja s [J S uma solugdo possivel entdo s € uma estrutura do tipo (Sey, ¢) onde sy € uma
estrutura capaz de representar uma solugdo possivel e ¢ ¢ a energia da solugdo avaliada por

fE.

N, € o conjunto de nimeros gerados por gerador de nimeros aleatorios.

3.5.3 Procedimento SA

Considerando a introdug¢do da se¢do 3.5.1 que descreve o algoritmo SA e os dominios
definidos na secdo 3.5.2 sdo identificados os predicados e fung¢des que sdo usados na
especificagdo do programa abstrato SA..

Diagrama Sintatico

O Diagrama Sintatico do procedimento SA ¢ representado pela FIGURA 3.5.
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possivel, viave]

inicializa-sol

FIGURA 3.5 — Diagrama Sintatico SA

Identificacio dos predicados e fung¢odes

Os seguintes predicados sao definidos para o programa abstrato SA:

possivel: PxS - {V,F}
Quando verdadeiro indica que uma solu¢do ¢ uma solucdo possivel para o
problema.

viavel: PxS - {V,F}

Quando verdadeiro indica que uma solucdo ¢ uma solugdo viavel para o
problema.

congelado PxT - {V,F}

Corresponde a uma condi¢do de término do algoritmo.
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As seguintes funcdes sao definidas para o programa abstrato SA:

inicializa-sol:

aquecimento:

P-S

Gera uma solugdo inicial aleatoria e avalia sua energia. Quando o problema
tratar somente de solucdes viaveis esta solucdo inicial deve ser viavel.

PxSxT-T

Atribui um valor inicial ao pardmetro temperatura. Esta atribuicao pode ser
realizada de diversas formas, sendo a mais simples a que faz uma atribui¢ao
direta de um valor arbitrario escolhido de acordo com a instancia do
problema.

resfriamento: PxT - T

viabilizacao:

metropolis:

Realiza o decréscimo da temperatura usando diferentes formulagdes. Para
maiores detalhes sobre possiveis formas para o decréscimo de temperatura
ver secao 3.4.1.

PxS > S

Quando o algoritmo trata solugdes possiveis, a solucao obtida no final nem
sempre ¢ uma solucdo que satisfaz o predicado vidvel. Assim € necessario
especificar o procedimento que constrdéi uma solucao viavel a partir de uma
solucao possivel.

PxSxT- S

E um procedimento iterativo realizado a temperatura constante e que
devolve uma solugdo que corresponde a uma situagao de equilibrio.
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Programa Abstrato

O programa abstrato SA ¢ caracterizado por:

(a) uma asser¢@o de entrada ¢ com o objetivo de garantir a qualidade dos dados de entrada,
restringindo o funcionamento do algoritmo para entradas que satisfazem ¢( p);

(b) uma asser¢cdo de saida (U que estabelece condi¢des para os dados de saida do
procedimento, isto €, relaciona a saida com a entrada;

(c) invariantes que estabelecem condi¢cdes que devem ser satisfeitas a cada vez que o
algoritmo atingir determinado ponto para garantir a consisténcia da solugdo a ser
analisada a cada iteracdo e permitir a verificacdo da correcdo do programa.

O procedimento principal SA ¢ representado pelo programa abstrato da Figura 3.6. A
assercdo de entrada garante a qualidade da entrada p e estabelece restricdes aos valores dos
parametros de entrada, como o numero de iteragcdes e temperatura inicial, e condigdes que
devem satisfazer fungdes definidas para uma instancia de um problema a ser tratada, como
Jfvav- O conjunto das entradas P foi definido na sec¢do 3.1.

Assim, a asser¢ao de entrada para uma entrada p a ser considerada para o programa abstrato
da Figura 3.6, onde:

* devem ser especificados valores maiores que zero para 0s parametros eqd, Nr, € Hage qUE
estabelecem um limite para o nimero de chamadas do procedimento metropolis, o
nimero de experimentos em cada procedimento metropolis € 0 nimero de experimentos
no procedimento aquecimento. Estes nimeros sdo usados isolados ou em combinagdo
com outros critérios nas condi¢des de parada, funcionando como um limite no numero
de iteragdes. Quando forem especificados outros critérios de parada, ¢ desejavel que
sejam estabelecidos estes limites de numero méaximo de iteragdes como uma garantia
extra de término. E dificil estabelecer qualquer outro critério para uso isolado que seja
adequado para qualquer entrada p, pois o panorama de energia (secdo 3.3.2)
correspondente a uma determinada instancia pode comprometer a satisfagdo de outros
critérios em tempo computacional aceitavel.

e O valor inicial t,; do pardmetro temperatura deve ser maior que zero.

* A funcdo f,,, ¢ uma funcdo que deve ser especificada quando as solucdes tratadas pelo
programa abstrato sdo solugdes possiveis para a instancia do problema p. Assim, a
solugdo tratada na ultima iteragdo do processo de melhoramento ¢ uma solugdo possivel
para esta instancia p. Portanto, na assercao de entrada deve ser garantida a existéncia ¢ a
correcao desta funcdo que constroi uma solugdo viavel a partir de uma solugdo possivel
( ( Op) ( Os) possivel (p,s) U vidvel ( p, fiav ( P, 8)). A qualidade da solucdo viavel
construida pela funcdo deve ser de qualidade semelhante a solugdo possivel encontrada.
Se o programa abstrato tratar somente solugdes viaveis, a ultima solucdo tratada ¢
viavel e, portanto, esta fun¢do ¢ a funcao identidade.
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Procedimento SA
Entrada: p
Saida: S

¢(p)={(SI>0) O(neq>0) T (n>0) 0( g > 0) L (tii > 0) U(( Up) ([§) possivel (p,s) O viavel (p,
fVav ( P, S))}

1 procedimento SA ( p)

2 p: instancia;

3 S, Sini-~ solug@o;

4 t, tn:  temperatura;

5 Sini « Inicializa-sol( p);

6 % {possivel (p, sini) Otin; > 0}
7 t — aquecimento( p, Si);

8 % {quente (p,t) Ut>0}

9 % inicio da fase de melhoramento:

10 enquanto - congelado ( p, t) faca

11 % {possivel (p,s) Ot>0}

12 s « metropolis ( p, s, t);

13 % (possivel (p, s) Oestavel (p, Sens, t, ) It >0}
14 t « resfriamento ( p, t);

15 % {t>0}

16 fim-enquanto;

17 % fim da fase de melhoramento;

18 % (congelado (p, t)}

19 % (possivel (p, s) Oestavel (p, so, s)}
20 s « viabilizac¢do( p, s);

21 % {viavel (p, s)}

22 fim-com-saida( s);

Y( p, s) = {(viavel (p, s) Destavel” (p, so, s)}

FIGURA 3.6 — Procedimento SA
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A asser¢do de saida do procedimento SA estabelece duas caracteristicas para a solucao
fornecida pelo procedimento. A primeira € que a solugdo fornecida seja uma solugdo viavel
e a segunda que esta solucdo seja uma que atenda determinados critérios de estabilidade.
Estes critérios de estabilidade sdo estabelecidos pelos predicados que devem ser satisfeitas
no decorrer da execucdo do programa (linhas 6, 8, 11, 13, 15, 18, 19, 21).

Estes predicados sdo analisados levando em consideracdo a assercdo de entrada e os
axiomas que estabelecem as caracteristicas dos procedimentos que constituem o programa
abstrato.

Os procedimentos metropolis e aquecimento sdo componentes essenciais do procedimento
SA e sao melhor detalhados nas segdes 3.5.4 e 3.5.5, respectivamente.

3.5.4 Procedimento metropolis

Este ¢ o procedimento que engloba os aspectos mais importantes do algoritmo. O
procedimento metropolis corresponde a uma seqiiéncia de iteragdes executadas a um valor
constante para o parametro temperatura e termina quando uma condi¢do de equilibrio ¢
satisfeita. Usando analogia com a termodindmica, equilibrio pode ser interpretado como
estabilidade com relagdo a solucdo a ser retornada pelo procedimento. Esta estabilidade
pode ser determinada por alguma quantidade macroscdpica que possa ser medida. Uma das
interpretacdes € considerar o nimero de iteragdes e relacionar este numero de iteracdes
com o tamanho da vizinhanga. Assim, ¢ comum encontrar que o equilibrio é alcangado
apos L iteragdes, onde L = kO, sendo k = 1, 2, 3, ... uma constante ¢ © o tamanho da
vizinhanga para a instancia do problema.

Esta interpretacdo pode ser usada isolada ou combinada com outras mais elaboradas e,
algumas vezes, levando em consideragdo aspectos dependentes do problema.

Uma especificagdo para o procedimento metropolis € apresentada na Figura 3.8.

Diagrama Sintatico

A Figura 3.7 representa o diagrama sintatico do procedimento metropolis.
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Perturbacj
. . . N 5
Inicializg-cy cia

FIGURA 3.7 — Diagrama Sintatico metropolis

Identificacdo dos predicados e funcoes

O seguinte predicado ¢ definido para este procedimento metropolis:
equilibrio: PxS - {V,F}

Corresponde a uma condi¢ao de término do procedimento.
As seguintes funcdes sdo definidas para este procedimento metropolis:
inicializa-cadeia: PxS - S

Esta fun¢do deve inicializar os aspectos relacionados com a solugdo de
entrada para programa abstrato metropolis e, tratar outros aspectos de
inicializacdo como um contador de iteragdes (experimentos).
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aleatorio: [0,1) > N;

Esta fung¢do tem como finalidade gerar um namero aleatorio. As
propriedades desejaveis para um gerador de numeros pseudo-aleatorios sao
descritas na se¢do 3.3.4.

perturbacdo: PxS - S

A fungdo perturbagdo tem a finalidade de construir uma solugdo candidata a
partir da solucdo corrente e calcular a energia desta solu¢do pela funcao
energia fz. A solugdo construida deve pertencer ao conjunto de solugdes
vizinhas da solugdo corrente. A energia da solucdo pode ser calculado
diretamente a partir dos elementos da solugdo candidata ou usar a diferenca
de energias, quando for possivel o célculo desta diferenca a partir das
modificac¢des aplicadas a solugdo corrente para obter a solu¢do candidata. No
caso de ser utilizado o calculo da diferenca pode ser necessario,
periodicamente, calcular a energia direto quando houver a possibilidade de
degeneracdo do valor por algum motivo, por exemplo, algum
arredondamento.

aceitacao: SxSxTxN; - S

A fungdo aceitacdo compara as duas solucdes e retorna a solugdo escolhida
de acordo com um determinado critério de aceitacdo, que deve incluir um
fator aleatério. A solucdo escolhida satisfaz o predicado aceita. Este
predicado aceita pode ser interpretado como uma alternativa de escape do
otimo local. O critério de aceitagao usualmente utilizado € o critério de
metropolis ( secdo 3.3, expressoes 3.03 e 3.04).

Cabe a seguinte observacdo: os procedimentos aleatorio, perturbagdo e aceitagdo do
procedimento metropolis e os procedimentos aleatorio, perturbagdo e aceitacdo do
procedimento aquecimento tém, respectivamente, as mesmas fungdes. Podem ser utilizadas
as mesmas implementacdes ou implementagdes com pequenas diferencas.

Programa Abstrato

O programa abstrato metropolis ¢ caracterizado por:

(a) uma asser¢do de entrada ¢ com o objetivo de garantir a qualidade dos dados de entrada,
restringindo o funcionamento do algoritmo para entradas que satisfazem ¢( p, S, f);

(b) uma assercdo de saida ¢ que estabelece condigdes para os dados de saida do
procedimento, isto €, relaciona a saida com a entrada;

(c) predicados (linhas 6, 8, 11, 13, 15) que estabelecem condig¢des que devem ser satisfeitas
a cada vez que o programa atingir determinado ponto para garantir a consisténcia da
solucdo a ser analisada a cada iteragdo e permitir a verificagdo da correcdo do
programa.



74

Procedimento metropolis

Entrada:

Saida;

P, s, L

S5

d(p, so,t)={ possivel (p, sp) d(t=0)}

1

2
3
4

~N N WD

o]

10
11
12
13
14
15
16

Procedimento metropolis ( p, so, t)

p: instancia
S, So: solugdo
t: temperatura

s « inicializa-cadeia ( p, sp).
% {possivel (p, s)}
enquanto - equilibrio( p, s) faca
% {possivel (p, s)}
n, « aleatorio ();
S. « perturbacdo ( p, s);
% {possivel (p, s) Opossivel (p, s¢)}
s « aceitacdo (s, s, t, n,);
% {aceita (S, Sant, Se» t, 01 )}
fim-enquanto;
% {estavel (p, so, t, 5)}

fim-com-saida( s);

LlJ( P, So, t, S) = {pOSSiVCl (p: S) Uestavel (pa S0, t, S)}

FIGURA 3.8 — Procedimento metropolis
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3.5.5 Procedimento aquecimento

O procedimento aquecimento tem como finalidade elevar a temperatura até que o sistema
esteja suficientemente quente.

O procedimento de aquecimento pode ser implementado de diversas formas. As mais
simples sdo: (a) Pela atribui¢do direta de um valor ¢, considerado alto ao pardmetro
temperatura. (b) Pela execugdo iterativa de um procedimento que eleve a temperatura até
que uma condi¢do especificada seja satisfeita.

Uma especificacdo para o procedimento aquecimento ¢ dada na Figura 3.10, conforme (b).

Diagrama Sintatico

A Figura 3.9 representa o diagrama sintatico do procedimento aquecimento.

FIGURA 3.9 — Diagrama Sintéatico aquecimento
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Identificacio dos predicados e funcoes

Os seguintes predicados sdo definidos para o procedimento aquecimento:

quente:

PxT - {V,F}

Quando verdadeiro indica que a condicao especificada para determinar que
um valor do pardmetro temperatura suficientemente alto foi alcangado.

As seguintes fungdes sdo definidas para o procedimento aquecimento:

inicializa-temp: P — T

Esta ¢ uma funcdo de inicializagdo com a finalidade basica de inicializar a
temperatura t com um valor de entrada para o enquanto 6-15. Na
especificagdo dada este valor € t;,;, um parametro de entrada definido em p.

aleatorio: [0,1) —» N;

perturbagao:

aceitagao:

aumenta:

Gera um niimero aleatorio. As propriedades desejaveis para um gerador de
numeros pseudo-aleatorios sao descritas se¢do na 3.3.4.

PXS—»S

A fungdo perturbagdo tem a finalidade de construir uma solugdo candidata a
partir da solu¢do corrente e calcular a energia desta solucdo pela fungdo
energia fz. Esta funcdo ¢ dependente da instancia do problema. A solucao
construida deve pertencer ao conjunto de solucdes vizinhas da solucdo
corrente (ver secdo 3.3). A energia da solucdo pode ser calculada
diretamente a partir dos elementos da solu¢do candidata ou usar a diferenca
de energias, quando for possivel o céalculo desta diferenca a partir das
modificac¢des aplicadas a solugdo corrente para obter a energia da solugdo
candidata. No caso de ser utilizado o calculo da diferenga pode ser
necessario, periodicamente, calcular a energia direto quando houver a
possibilidade de degeneracdo do valor por algum motivo, por exemplo,
algum arredondamento.

SxSxTxN; - S

A fungdo aceitagdo compara as duas solu¢des e aceita ou ndo a solugdo
candidata, que serd a solucdo corrente para a proxima itera¢do. Se a solugao
candidata ndo for aceita permanece a atual como corrente para a proxima
iteracdo. O critério utilizado usualmente € o critério de metropolis ( se¢des
3.3e34).

PxT T

O objetivo desta fungdo ¢ elevar o valor da temperatura. Pode ser uma
funcdo simples como multiplicar o valor corrente por uma constante.
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Como anteriormente observado, podem ser utilizadas as mesmas implementagdes ou
implementagdes com pequenas diferencas para os procedimentos aleatério, perturbacdo e
aceitagao do programa metropolis € os do programa aquecimento.

Procedimento aquecimento

Entrada: p,s

Saida: .

O(p,s,t)={ possivel (p, sin)) U ( tini > 0)}

1 Procedimento aquecimento ( p, Sini);

2 t, tini: temperatura

3 S, Sc: solugdes

4 t « inicializa-temp (P, tini); S < Sini;

5 % {possivel (p,s) O(t>0)}
6 enquanto - quente ( p, t) faca

7 n, « aleatorio ();

8 % {possivel ( p, s) J(t>0)}
9 S. « perturbacdo ( p, s);

10 % {possivel ( p, s) Opossivel ( p, s¢)}
11 S « aceitacdo (s, s, t, n,);

12 % {possivel (p, s)}

13 t « aumenta( p, t);

14 % {(t>0)}

15 fim-enquanto;

16 % {quente (p, t)}

17 fim-com-saida( t)

W(p, t) = {quente (p, t) L (t>0);

FIGURA 3.10 — Procedimento aquecimento
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3.5.6 Axiomatizacio

O estabelecimento de axiomas tem como objetivo dar uma semantica aos predicados e
fungdes especificados para os procedimentos SA, metropolis e aquecimento. Esta
axiomatizacao leva em consideragdo as seguintes condi¢des basicas:

Representacdo da solugdo — Cada solugdo ¢ capaz de ser representada por uma
codificacdo que depende do tipo de problema e ter sua energia avaliada pela fun¢do fz.
O tipo de representagdo ndo ¢ particularizado. Considera-se que o programa abstrato
deverd poder tratar solugdes denotadas como solucdes possiveis para a instancia do
problema. Uma solucdo possivel pode ser uma solugdo viavel ou nao.

Inicializagdo — Uma solucdo possivel inicial é gerada de forma aleatoria.

Perturbagdo — Uma nova solugdo possivel ¢ construida a cada execug¢do do
procedimento perturbacgdo. Esta solu¢cdo ¢ denotada como uma solucdo candidata. Esta
solucao deve ser consistente com o espaco de solugdes que o algoritmo € capaz de
explorar e respeitar os limites de “proximidade” estabelecidos por uma estrutura de
vizinhanga adequada a instancia do problema. A constru¢do da solu¢dao candidata deve
incluir procedimentos que resultem em uma escolha aleatoria desta solucdo vizinha da
solucdo corrente.

Aceitagdo — Um critério deve ser estabelecido para a escolha entre a solugdo corrente e
a solu¢do candidata. A solugdo escolhida sera a corrente na proxima iteragdo. Este
critério deve ser probabilistico, conforme o definido pela equacao 3.03.

Parametros — Sao considerados os parametros usuais para um algoritmo do tipo SA.

Axiomas do Procedimento SA:

SAAXO1: ( Up) ( Us) viavel ( p,s) U [ possivel ( p, s)]

Este axioma estabelece uma relagdo entre uma solugdo vidavel e uma solugdo
possivel.

inicializa-sol

SAAXO02: ( Up) [ possivel ( p, (inicializa-sol ( p)))]

A solugdo gerada pelo procedimento inicializa-sol deve ser uma solucao
possivel para a instdncia do problema. A escolha da solugdo inicial ¢
aleatoria e pode ser qualquer uma do espago de solucdes tratdvel pelo
programa.
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SAAXO03: ( Up) (Us) [ possivel (p,s) I (aquecimento ( p, s)) > 0)]

SAAXO04: ( Up) (Us) [ possivel (p,s) Ll quente ( p, aquecimento ( p, s))]

resfriamento

Os dois axiomas acima estabelecem que o valor temperatura fornecido pelo
procedimento aquecimento para temperatura deve ser positivo e alto. O
significado do que ¢ alto, ou seja, da condi¢do que satisfaz o predicado
quente, depende da instdncia do problema e do tipo de prescricdo de
resfriamento (se¢do 3.4) a ser utilizado. Uma interpretacdo é baseada na
probabilidade de aceitacdo das solu¢des propostas, considerando que a
mesma deve ser alta quando a temperatura estiver suficientemente elevada.

SAAXOS5: (Up) (Ot)[t> 00 (resfriamento ( p,t) <t) U( resfriamento ( p,t) =0 )]

viabilizagao

Este axioma estabelece que a temperatura deve formar uma seqiiéncia
decrescente de valores (se¢ao 3.3.3) [AZE 92]. Aceitando zero, esta
condicdo deve ser usada como condi¢do de término no predicado congelado.

SAAXO06: ( Up) (Us) [ viavel ( p, s) U viabilizagdo ( p, s) = s]

SAAXO07: (Up) (Us) [ = viavel (p, s) U viabilizagdo ( p, s) = fiav (P, 8)]

Estes dois axiomas estabelecem que o procedimento viabilizagdo quando
aplicado a uma solugdo viavel s deve retornar a mesma solugdo viavel s e
quando aplicado a uma solugdo nao viavel deve retornar uma solucao viavel
usando a funcdo definida na entrada f,,,. Esta fun¢do f,,, ¢ dependente do
problema e deve garantir uma equivaléncia entre as solugdes de entrada e
saida para o procedimento.

SAAXO08: ( Op) ( Os) ( Oso) [estavel” (p, so, s) O estavel” ( p, so, viabilizago ( p,

s))]

congelado

O axioma acima estabelece que deve haver uma equivaléncia adequada,
quando ¢ considerada a instdncia do problema, entre a solugdo possivel
fornecida pela fase de melhoramento e solucdo viavel obtida a partir da
mesma.

O predicado congelado estabelece uma condi¢do de término para o procedimento SA e
pode usar uma ou mais condigdes de verificagdo. O significado tedrico de congelado
corresponde a uma situacao de estabilidade que pode ser avaliada de alguma forma e que ¢
dependente da instdncia do problema. Os axiomas abaixo apresentam algumas
possibilidades que podem ser generalizadas com atribuicdo de valores adequados para os
para os parametros utilizados.

Uma especificagdo possivel ¢ a dada pelos axiomas abaixo:
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SAAXO09: ( Up) (Ut) [( congelado ( p,t)) = condi¢do-congelado]

metropolis

Diferentes interpretacdes podem ser analisadas para condi¢do congelado.
Uma interpretagao possivel é:

condigdo-congelado = ( (cadeia (p,t) 2 ngq) ) U(t<0)],

que leva em consideracdo dois aspectos relacionados com o parametro
temperatura, o primeiro verifica uma condi¢do de término relacionada com
um limite, estabelecido por ng,q para o nimero de vezes que este pardmetro
pode ser atualizado (nimero de resfriamentos, ou seja, nimero de cadeias
metropolis) e o outro considera que o congelamento ocorre quando o valor
da temperatura ¢ menor ou igual a zero, o que corresponde a um significado
teorico para congelamento. Outros dois axiomas sdo estabelecidos para
suportar esta interpretacao:

SAAX10: ( Up) ( Ut) [( cadeia ( p, aquecimento (p, t) )) = 0]
SAAX11: ( Op) ( Ot) [(cadeia ( p, resfriamento (p, t) )) = cadeia (p, t) + 1]
Outra interpretacdo possivel ¢:

condigdo-congelado = ( (cadeia (p, t) = neq) ) O ( t < 0) O (indistinguivel
(h))

Esta ¢ uma alternativa para a interpretagdo usada na especificacdo
apresentada e considera que a estabilidade também ¢ alcancada quando as
ultimas n solugdes fornecidas pelo procedimento metropolis sdo
indistinguiveis entre si, usualmente com relagdo ao valor da solugdo avaliado
por fz. A seqiiéncia historica das n ultimas solucdes ¢ capaz de ser
representada por s e congelado ¢ capaz de inicializar, manter, avaliar e
comparar os valores desta seqiiéncia.

SAAXI12: ( Up) ( Us) ( Ut) [possivel (p,s) LI ( estavel ( p,s, t, metropolis ( p, s ,t)) U
possivel (metropolis( p, s, t)))]

O procedimento metropolis retorna uma solu¢do que corresponde a uma
situacdo estavel a um valor constante de temperatura. A forma de avaliar esta
estabilidade ¢ dependente da instancia do problema.

SAAX13: (Op) ( 0t) ( Us) ( 0s”) [estavel (p, s, t,87) = O(s1, $2, -..r Su) ( (51
=s) O (si+1 = metropolis ( p, s;,t), parai=1,2, ...,n) (s, =s") O( On” <
n) O(n’>n")) O indistinguivel ( s°, sp)))]

Este axioma estabelece uma possivel interpretagdo para estdvel em que os
resultados obtidos a partir de um dado ponto na seqiiéncia de experimentos
sdo indistinguiveis entre si, ou seja, satisfazem o predicado indistinguivel’.
O significado de indistinguivel’ depende do problema e ¢ usualmente
relacionado com o valor da solu¢do avaliado pela fungdo fz. Esta
interpretagdao nao foi usada na especificagdo proposta.
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estavel

O predicado estavel” tem como finalidade identificar a caracteristica da solugdo encontrada
apos a fase de melhoramento.

SAAX14: ( Op) ( Oso) ( Os) [estavel” (p, so, s) O ( O( s, St, ..., Skt ) O( to, th, <.,
tkt1 ) (Ef‘i:o (possivel ( p, si+1 ) Upossivel ( p, si ) Uestavel (p, si, ti, Si+1) ) U (S =
s) ) O ( congelado (p, s, ts1 ) )]

Axiomas do Procedimento metropolis:

inicializa-cadeia

O procedimento inicializa-cadeia tem como finalidade preparar a execugdo do
procedimento iterativo, incluindo as fung¢des de inicializacao necessarias.

MEAXO1: ( Up) ( Us) [possivel ( p, s) J possivel ( inicializa-cadeia ( p, s))]

O axioma acima estabelece que a solugdo em tratamento deve manter o
predicado possivel satisfeito.

equilibrio

O predicado equilibrio estabelece uma condi¢do de término para o procedimento
metropolis. A forma mais simples de implementar ¢ pela especificagdo de um nimero
maximo de iteragdes. Esta condi¢do pode ser implementada isolada ou combinada com
outras mais elaboradas que permitam, por exemplo, verificar se as solugdes fornecidas
pelos procedimentos subsequentes sdo indistinguiveis (predicado indistinguivel).

O axioma abaixo estabelece uma condi¢do de equilibrio:
MEAXO02: ( Up) ( Os) [( equilibrio ( p, s) < (condi¢do-equilibrio)]

Uma interpretagao pode ser condi¢ao-equilibrio = (experimento ( p, s) = L). Para
esta interpretacdo os axiomas abaixo sao estabelecidos:

MEAXO03: ( Up) ( Us) ( Ut) [(experimento (p, inicializa- cadeia (p, s ) )) = 0]

MEAXO04: ( Op) ( Us) ( Ut) [(experimento ( p, perturbagdo (p, s ) )) =
experimento ( p, s) + 1]

Estes axiomas estabelecem os requisitos para inicializagdo e atualizacdo de
um contador de iteracoes.

O valor L pode ser uma constante parte da descrigdo da instancia ou
inicializado pelos procedimentos inicializa-sol ( valor constante durante a
execucdo) ou inicializa-cadeia ( valor varidvel para cada execugdo do
procedimento metropolis). Muitas vezes, na inicializagdo, ¢ realizado um
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processo de amostragem para obter o tamanho da vizinhanga de uma
solu¢do, ou o tamanho médio desta vizinhanga, se for o caso, ¢ o valor L
calculado a partir do tamanho desta vizinhanga usando um expressao simples
como, por exemplo, L = a(tamanho da vizinhanga), onde (0 = 1 ou 2 ou
3..).

Outras interpretacdes mais elaboradas podem ser dadas para a condicdo de
equilibrio, por exemplo, definindo de uma forma adequada o predicado
indistinguivel.

perturbagdo

O predicado possivel tem como finalidade garantir que a perturbagdo retorne uma solugao
possivel de ser tratada pelo problema.

MEAXOS5: ( Op) ( Os) [possivel ( p, s) LI possivel ( p, perturbagdo ( p,s))]

aleatorio:
MEAXO06: [0 < aleatorio () < 1]

O axioma acima estabelece um intervalo para os numeros aleatorios gerados
pelo procedimento aleatorio.

aceitagao:

A solucao fornecida pelo procedimento aceitagdao ¢ escolhida por um critério de aceitacao,
usualmente o critério de metropolis.

MEAXO07: ( Op) ( Us) ( Ut) [( possivel ( p,s) possivel ( p, perturbagdo ( p, s))) U
(( crit-metropolis( s, perturbacdo ( p,s), t, aleatdrio())) U ( aceitagdo( s, perturbacao
( p,s), t, aleatorio()) = perturbacao ( p, s))) U ((— crit-metropolis( s, perturbacao (
p,s), t, aleatorio()) Ll ( aceitacdo( s, perturbagdo ( p,s), t, aleatério()) = s ))]

Este axioma caracteriza a fungao aceitagdo com relacao ao critério de
metropolis. Por exemplo, para uma minizagdo o critério de
metropolis pode ser (conforme defini¢ao dada pela equagao 3.03):

crit-metropolis = [ ( fg (sc) < fg (s)) U(exp ( (fg (s) - g ( sc))/t) >
aleatorio)], onde s, = perturbagao (p, s).

MEAXOS: ( Os) ( Us”) ( Os*’) ( Ut) ( Ony) [(aceita (s, s’, s, t,n) « (s=s"" [crit-
metropolis (s’,s’’,t,n) ) U(s=s" = crit-metropolis (s’,s’’, t,n) )]

O axioma acima caracteriza quando uma solug¢ao satisfaz o predicado
aceita.
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MEAXO09: ( Up) ( Us) ( Us”) ( Ut) ( Un,) [ experimento ( p, aceitagdo( s, s’, tn;) ) =
experimento ( p, s)]

O axioma acima estabelece que experimento ndo sofre alteracao pelo
procedimento aceitagao.

estavel:

O predicado estavel tem como finalidade identificar a caracteristica da solugdo fornecida
pelo procedimento metropolis.

MEAX10: ( Op) (Us) ( Ut) (Us’) [estavel (p, s, t,8’) = (U(ny, Ser, 81 ) ... U( ng,
Sck> Sk )) (aceita (sy, So, Sc1, t, n1) [ aceita (s, Si, S, t, Np) [ ... aceita (sk, Sk-1, Sck, &,
ng) O(sx=s") U(sp=5)]

O axioma acima caracteriza a seqiiéncia de solugdes aceitas. Esta
axioma estabelece que ha um caminho entre a solugdo inicial sy e a
solu¢do obtida ao final do enquanto 7-14 da FIGURA 3.8.

Axiomas do Procedimento aquecimento:

inicializa-temp:
AQAXO1: ( Up) ( Otiny) [inicializa-temp ( p, tin;) O t> 0]

O axioma acima estabelece que a temperatura inicial para o procedimento de
aquecimento deve ser maior que zero.

quente:

O predicado quente estabelece uma condi¢do de término para o procedimento aquecimento.
A forma mais simples de implementar ¢ pela especificagio de um numero maximo de
iteragdes de aquecimento. Esta condi¢ao pode ser implementada isolada ou combinada com
outras mais elaboradas que permitam, por exemplo, verificar se uma determinada
probabilididade de aceitacao alta de solucdes foi alcancada.

Uma especificagdo possivel ¢ a dada pelos axiomas abaixo:
AQAXO02: ( Up) (0t) [( quente ( p, t)) = (mais-quente ( p, t)) = Naqc]
AQAXO03: ( Up) ( Ot) [mais quente ( p, inicializa-temp (p, tini ) ) I 0]
AQAXO04: ( Up) ( Ut) [mais-quente ( p, aumenta (p, t) ) U mais-quente ( p,t) + 1]

Estes trés axiomas estabelecem os requisitos para inicializagao e atualizagdo
de um contador de iteragdes mais-quente e que tem como finalidade limitar o
numero de vezes que a temperatura pode aumentar.
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aumenta:
AQAXO5: (Up) (Ut) [t> 00 aumenta (p,t) >t ]

O axioma acima estabelece que vai ser construida uma seqiiéncia crescente
de temperatura pelo programa abstrato aquecimento.

3.5.7 Analise de Complexidade

A andlise de complexidade ¢ baseado na premissa de que Simulated Annealing pode ser
visto como um método de desenvolvimento de algoritmos e que ¢ possivel analisar os
aspectos de complexidade de um algoritmo especifico gerado por este método a partir de
uma expressao derivada do algoritmo abstrato especificado para o Simulated Annealing.

A complexidade aqui ¢ vista como uma forma de avaliar o consumo de determinado tipo de
recurso por um algoritmo para resolver uma instancia de um problema. No caso, o recurso
avaliado ¢ o tempo computacional.

A forma mais comum de expressar este consumo de tempo ¢ em termos de tamanho da
instancia do problema, que deve ser expressa através da utilizagdo de um sistema de
codificagao fixo. Desta forma, a complexidade ¢ vista como uma fun¢do do tamanho da
instancia do problema. Um estudo mais detalhado da complexidade e dos tipos de medida
de complexidade pode ser encontrado em [AGU 98], [GAR 79], [AHO 74].

Para o calculo de complexidade o algoritmo gerado pelo método ¢ considerado uma
instancia do algoritmo abstrato SA e a complexidade total do algoritmo ¢ resultado da
complexidade dos procedimentos que compde o algoritmo.

Como a complexidade de tempo de um algoritmo ¢ expressa considerando o tamanho da
entrada para este algoritmo, inicialmente € necessario estabelecer o que ¢ a entrada para o
algoritmo.

A entrada para o algoritmo SA foi definida genericamente como a instancia do problema.
Esta instancia do problema consiste de uma estrutura cujos componentes foram descritos na
secdo 3.5.2. Analisando estes componentes ¢ facil de verificar que o componente
importante e que caracteriza a variagdo em tamanho da entrada ¢ o denotado como p, e
corresponde a uma estrutura de dados capaz de representar a instancia original do problema
a ser resolvido. Na expressao de avaliacao de complexidade este tamanho sera denotado por
n. No entanto, observa-se, numa analise do programa abstrato apresentado, que esta
complexidade também ¢ dependente de outros parametros. Tendo em vista o calculo da
complexidade do pior caso, estes pardmetros sdo os que determinam o nimero maximo de
iteragdes dos procedimentos, ou seja, Nead, Nz € Hage. Na determinagdo de valores adequados
para estes parametros devem ser considerados dois aspectos basicos: (a) o tamanho do
espago de solucdo a ser explorado pelo algoritmo; (b) o tamanho da vizinhanga. Para uma
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melhor expectativa de qualidade da solug¢ao fornecida pelo algoritmo é necessario que o
mesmo explore uma parte significativa das solucdes, e, para cada solucdo, ¢ necessario que
seja avaliada uma parte consideravel da sua vizinhanga, portanto, o arbitrio destes valores
deve ser analisado com cuidado. Estes valores sdo, numa avaliacdo preliminar, claramente,
fun¢do de n. No entanto, na especificacdo proposta para o programa abstrato estes
parametros foram considerados como constantes e fornecidos com parte da entrada p.

Numa avaliagao mais aprofundada da escolha destes parametros outros aspectos devem ser
considerados como temperatura e prescrigdo de resfriamento ( fungdes aumenta,
resfriamento, predicados quente e congelado). Esta avaliagdo mais sofisticada deveria
considerar a configuracdo do panorama de energia de uma determinada instancia para
determinar temperatura e prescricao de resfriamento. Uma possibilidade ¢ usar um processo
de amostragem para avaliar o panorama de energia, ou usar conceitos como entropia. A
generalizacao da escolha destes parametros através de procedimentos computacionais, no
entanto, ndo foi considerada no presente trabalho. Como uma primeira regra pratica
genérica [FRO 98] o numero de iteragdes de aquecimento (74) ndo deve ultrapassar 100
iteracdes € o nimero total de iteragdes (fqqc + 11 X neqq) Nd0 deve ultrapassar 1000 iteragdes
para execugdes em teste e 100000 iteragdes para execucdes em producao.

Assim, a expressdo de complexidade considera os pardmetros 7, neag, Rz € Hage-

A expressdo de avaliagdo de complexidade considera que a complexidade total do
algoritmo ¢ resultado da complexidade dos procedimentos que o compde. Assim, a
complexidade serd expressa usando a notacdo C(x)(y), que significa complexidade do
procedimento x ¢ dependente da lista y.

Para um algoritmo SA, tem-se:

C(SA) (n, ncad, N, Nage) = C( 1nicializa-sol) ( n) + C( aquecimento) (n, Naqc) +
(neag + 1) [C( congelado) (n)] +
(ncaq ) [C( metropolis) ( n, np) + C( resfriamento) (n)] +
C( viabilizagao) ( n).

Assim, a expressdao acima determina a complexidade de um algoritmo SA considerando
como termos a complexidade dos seus procedimentos e o numero maximo de vezes que
estes procedimentos podem ser executados. A seguir, ¢ apresentado a complexidade para
cada destes procedimentos.

Complexidade dos procedimentos

inicializa-sol:

O principal aspecto a ser considerado ¢ a constru¢do da solu¢ao inicial. Como sdo utilizadas
fungdes aleatdrias na construcao desta solucao inicial, a complexidade do procedimento vai
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depender da complexidade destas fun¢des e do nimero de elementos que compde a
solugdo. Quando se optar pelo uso de uma outra heuristica para constru¢dao da solucdo
inicial, a complexidade sera a complexidade desta heuristica. A validade do uso de outra
heuristica pode ser avaliada por considera¢des de complexidade.

Neste procedimento também podem ser tratadas as inicializagdes de algumas varidveis
utilizadas no procedimento. Entre estes procedimentos pode estar incluido um
procedimento para inicializar o parametro que controla o numero de iteragdes internas ao
procedimento metropolis. Muitas vezes, este valor ¢ baseado no tamanho da vizinhanga.
Estas inicializa¢des, em geral, sdo de complexidade pequena e sdo absorvidas no total.

aquecimento

A complexidade deste procedimento ¢ calculada pela equagao:

C (‘aquecimento) (n, nyq) = C(inicializa-temp) (n) +
(Naqe + 1) [ C (quente) (n) ] +
Naqc [C (aleatorio) (n) + C (aceitacdo) (n) +
C ( perturbagao) (n) + C ( aumenta) (n)].

O procedimento perturbacdo ¢ o mais importante a ser considerado para o célculo de
complexidade. Consideragdes sobre os procedimentos aleatdrio, perturbagdo, aceita¢do
serdo feitas a parte. As funcdes aumenta e inicializa-temp sdo, em geral,
computacionalmente simples.

metropolis:
A complexidade do procedimento metropolis € expressa pela equacao:
C (' metropolis) ( n, ny) = C(inicializa-cad) (n)+
(np + 1) [C ( equilibrio) (n)] +
ng, [C ( aleatorio) (n)+ C (aceitagdo) (n) +
C ( perturbagdo) (n)]

O procedimento perturbacdo ¢ o mais importante a ser considerado para o calculo de
complexidade. Consideragdes sobre os procedimentos aleatorio, perturbacdo, aceitacio
serdo feitas a parte. A funcdo inicializa-sol ¢, em geral, computacionalmente simples.

resfriamento:

A complexidade do resfriamento €, em geral, computacionalmente simples.
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perturbagao:

E o procedimento que , isoladamente, maior impacto tem na complexidade do algoritmo. E
dependente do tipo de problema, mas, € importante salientar, que a perturbagcdo ¢
especificada em concordancia com o tipo de estrutura de vizinhanga projetada para o
espago de solugdes. Assim, para uma mesma instancia, estrutura de vizinhangas
diferenciadas podem resultar em diferentes complexidades.

Hé uma forte relagdo entre o tipo de estrutura de vizinhanga, portanto, seu tamanho, e a
complexidade e qualidade da solucdo obtida em algoritmo tipo o SA. Como exemplo, pode
ser mencionado o trabalho de Johnson e McGeoch [JOH 97] para o problema do caixeiro-
viajante, no qual sdo analisados os procedimentos iterativos de busca local para este
problema, incluindo SA. Neste trabalho, os autores destacam que o primeiro e mais crucial
aspecto a ser depurado ¢ o relacionado com a estrutura de vizinhanga.

Como regra pratica procurar escolher estruturas de vizinhangas que resultem em um
nimero pequeno de vizinhos ( “pequeno”, ¢ claro, é fortemente dependente do tamanho da
instancia) e uma perturbacao de complexidade intrinseca baixa.

Outro fator a considerar ¢ a avaliacdo da fun¢do energia. Se para cada solucdo construida
for calculada diretamente o valor a partir dos elementos da solu¢do a complexidade da
perturbagdo ¢ maior do que quando se calcula a diferenca entre as solugdes. Como regra
pratica, ¢ importante procurar uma forma de célculo da diferenca baseada nas modificagdes
sofridas pela solu¢do perturbada, principalmente para fungdes energia mais complexas.

aceitacgao:

Neste procedimento o aspecto mais importante ¢ avaliagdo da funcao exponencial, quando
adotado o critério de metropolis original.

aleatorio:

Deve ser verificada a complexidade do gerador de numeros pseudo-aleatério utilizado, uma
vez que este procedimento € executado a cada iteragdo do algoritmo (se¢do 3.3.4).
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Conclusoes

Substituindo as complexidade dos procedimentos na formula da complexidade do programa
abstrato SA, tem-se:

C(SA) (n, Nead, N1, Nage) =

C( inicializa-sol) ( n) + {C(inicializa-temp) (n) +(naq + 1) [ C ( quente) (n) ] +

Naqe [C (aleatorio) (n) + C (aceitacdo) (n) +C ( perturbacdo) (n) + C ( aumenta) (n)] } +
(neag + 1) [ C ( congelado) (n) ]| +ne.q {C(inicializa-cad) (n) +(np, + 1) [C ( equilibrio) (n)] +

ny [C ( aleatorio) (n)+ C (aceitagdo) (n) +C ( perturbagao) (n)] +C(resfriamento) (n)}
+C(viabilizacao) (n);

c,

C(SA) (n, Nead, N1, Nage) =

C( inicializa-sol) ( n) + {C(inicializa-temp) (n) + (nac + 1) [ C ( quente) (n) ] +
Naqc [C (aleatorio) (n)] + C (aceitagdo) (n) +C ( perturbagdo) (n)] +

Nage [C ((aumenta) (n)] } + (ncag + 1) [ C ( congelado) (n) ] +

Neq {C(inicializa-cad) (n) +(np + 1) [C ( equilibrio) (n)] +

( nage x np) [C (aleatério) (n)+ C (aceitagdo) (n) +C ( perturbagdo) (n)] +

ng, [C(resfriamento) (n)]} + C(viabilizacdo) (n);

S,

C(SA) (n, Nad, N1, Nage) =

C( inicializa-sol) ( n) + C(inicializa-temp) (n)

+ Nead [C(inicializa-cad) (n)] + C(viabilizagao) (n) +

(Nage + 1) [ C (quente) (n) ] + (neaa + 1) [ C ( congelado) (n) ]+

( neag x np) [C (equilibrio) (n)]

(Nage T (Nead x n1)) [C (aleatorio) (n) + C (aceita¢do) (n) + C ( perturbagdo) (n)];

e, ainda, destacando as fungdes que atuam na construg¢do ou modificagdo da solucao,tem-se:
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C(SA) (n, nead, N1, Nage) =

(np X ngaq) [C ( perturbagdo) (n)] + C( inicializa-sol) ( n) + C(viabilizagdo) (n) +
(nL X ngyq) [C (aleatodrio) (n) + C (aceitag@o) (n)] + C(inicializa-temp) (n) +

Neaq [C(inicializa-cad) (n)] +

(Nage + 1) [ C (quente) (n) ] + (neaa + 1) [ C ( congelado) (n) ]+

(Neag X (np + 1)) [C (equilibrio) (n)].

Esta ultima expressdo destaca a importancia da fung¢do perturbagdo na avaliacdo da
complexidade do programa abstrato SA. Entre os procedimentos que atuam na construgao
ou modificacdo de uma solug@o € o tnico que ¢ executado (N X ng,qg) vezes, 0S outros sao
executados uma vez. Os procedimentos aleatdrio, aceitacdo e inicializa-temp, que também
sdo executados (n. X Ngq) vezes, sdo usualmente de complexidade bem menor. As
implementagdes dos predicados também sdo usualmente de complexidade menor.

Esta expressdao mostra que a funcao perturbacao e o nimero de solugdes visitadas em uma
execucdo ¢ determinante da complexidade total. Como o nimero de solugdes visitadas e a
probabilidade de encontrar uma solugdo final de qualidade exigida pela aplicacao interagem
entre si, a implementacdo da fun¢do perturbacio torna-se um fator critico de complexidade.
O esforco despendido numa codificacdo otimizada do procedimento que realiza esta fungao
¢ recompensado com um desempenho melhor do algoritmo como um todo.

No entanto, esta ¢ uma reflexdo simplista, pois outros fatores estdo envolvidos. A fung¢do
perturbagdo ¢ definida no projeto de uma estrutura de vizinhanga e, esta estrutura de
vizinhan¢a determina o espago de solucdes possivel de ser visitado. A escolha da funcao
energia, uso de penalidades ou ndo, a escolha da prescricao de resfriamento sdo fatores que
devem serem analisados em conjunto e que resultam em melhor ou pior desempenho do
algoritmo.

Alguns aspectos simples podem ser considerados na escolha e codificagdo da funcdo
perturbagdo, como:

(a) estudar um espaco de solucdes possiveis mais facil de perturbar quando o espago de
solugdes, constituidosomente por solucdes vidveis, tornar dificil a perturbacdo de uma
solucdo viavel para outra ( problemas do conjunto independente e coloragao de grafos
[AAR 89].

(b) avaliar, considerando as estruturas de vizinhangas que possam ser projetadas para o
problema, os impactos entre complexidade da perturbacdo e tamanho da vizinhanga,
que influencia em ny..

(c) implementar a perturbacdo de uma forma otimizada. Como exemplo, aproveitando o
estudo de caso da sec¢do 3.6, onde na perturbagdo ¢ avaliada a diferenca de energias
entre solugdo corrente e candidata, aplicado o critério de metropolis e somente quando a
solugdo candidata ¢ aceita que se altera a solucdo (seq. 194-204).

(d) otimizar o calculo da funcdo energia.
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Os parametros np € ngg sdo decorrentes da prescri¢do de resfriamento escolhida, ou seja,
resumindo do comportamento do parametro temperatura. A escolha da prescricdo de
resfriamento ¢, na maioria das vezes, feita de forma empirica. Como colocado por Catoni
(cap. 3, [AZE 92]) o estudo tedrico dos aspectos relacionados com prescricio de
resfriamento para uma dada aplicagdo e uma dada disponibilidade de recursos deve ser
encorajado, uma vez que ndo existe formula fechada para determinar esta prescri¢ao e se
esta longe de encontrar uma prescricdo de resfriamento genérica milagrosa. Atualmente,
reconhecendo a dificuldade de determinar este tipo de parametro, estudos [MCA 97] [GEH
99] tém sido realizados, com maior profundidade tedrica, para determinar propriedades que
permitam uma melhor avaliagdo para estes pardmetros.

Portanto, a complexidade total de um algoritmo SA ¢ fortemente dependente da instancia
do problema, da escolha da estrutura de vizinhanga e da fungdo energia usada para avaliar a
solucdo. A estrutura de vizinhanga e a fungdo energia determinam o panorama de energia e
influenciam na escolha da seqiiéncia adequada para o pardmetro temperatura. O
comportamento do algoritmo em termos de tempo computacional pode variar de uma
execu¢do para outra para uma mesma instancia dependendo dos valores atribuidos aos
diversos parametros. A escolha de valores adequados ao panorama de energia sendo tratado
em conjunto com os predicados que determinam os critérios de parada vao determinar um
tempo computacional aceitavel ou nao. Uma expectativa melhor com relagao a qualidade
da solugdo fornecida é também decorréncia da escolha adequada destes valores.

Na avaliagdo da complexidade expressa pelas equacdes acima foram considerados como
critérios de parada os limites maximo de iteragdes total e para cada procedimento iterativo.
Isto implica em um limite de complexidade de tempo. Como o SA ¢ um algoritmo aleatorio
o tempo de execugdo pode ser diferente para uma mesma instdncia quando critérios mais
elaborados de término forem utilizados. Assim, no capitulo 4 sdo apresentados os aspectos
relacionados com a convergéncia assintotica e complexidade [AAR 89] baseado no SA
modelado como uma seqiiéncia de cadeias de Markov, considerando conceitos da Fisica
Estatistica e para uma prescri¢ao de resfriamento determinada.

Estudos de complexidade especificos mais atuais sdo citados em:

* Sasaki e Hajek [SAS 88] - analisam a complexidade de tempo média para o problema
de cobertura maxima de grafos para o SA tradicional e uma variagdo onde a
temperatura ¢ uma constante arbitraria. Para o SA tradicional ndo encontraram nenhuma
alternativa que resultasse em tempo médio polinomial. Para a variagdo do SA
mostraram a possibilidade de encontrar coberturas maximas aproximadas em tempo
polinomial.

*  Nurmela [NUR 93] — apresenta um estudo de complexidade em espago para o problema
de cobertura.

e Jerrum e Sinclair [JER 97] - analisam os algoritmos do tipo Monte Carlo Markov Chain
de uma forma geral, incluindo o algoritmo de Metropolis ( a uma temperatura
constante), modelado como uma cadeia de Markov irredutivel, aperiodica, ergodica e
satisfazendo a equagao detalhada de balanceamento. Analisam com mais profundidade
a aplicagdo do algoritmo para o problema de encontrar a cobertura maxima de grafos.
Quanto ao SA (temperatura variando segundo uma prescricio de resfriamento)
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observam que o mesmo pode ser analisado como uma cadeia de Markov ndo
homogénea, salientando que mesmo a questao da convergéncia assintdtica nao ¢ trivial,

Rosenthal e outros [ROS 99] [ROB 97] — apresentam aspectos praticos e tedricos
relacionados com a convergéncia dos algoritmos tipo MCMC, ampliando a abrangéncia
para cadeias de Markov em espagos de solugdes gerais (ndo sé espagos finitos ou
contaveis).
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3.6 Estudo de Caso: “Algorithm of the Gods”

“So keep your eyes open! Perhaps, while contemplating
ripples of turbulence in cigarette smoke, investigating how
individual bees organize themselves into a hive or studying
the simultaneous turns of a flock of birds, you will discover

the next major innovation in computer problem solving”.
Shawn Carlson

Neste anexo ¢ apresentado um estudo de caso de um programa “Algorithm of The Gods”
(PAG), desenvolvido por Carlson [CAR 98] como um programa exemplo, para o problema
do caixeiro-viajante e disponivel na WWW nas paginas da Society for Amateur Scientist. O
codigo deste programa PAG ¢ analisado em relagdo ao programa abstrato SA apresentado
na se¢ao 3.5. A aplicagdo em que Carlson utilizou Simulated Annealing [CAR 99] foi
minimizar a movimenta¢ao de um telescopio quando examinando galaxias, ou seja, buscar
uma ordenagdo das galaxias a serem observadas com um minimo de movimentagdo do
telescopio. Esta aplica¢do ¢ semelhante ao problema do caixeiro-viajante.

3.6.1 Informacgodes Gerais

O codigo PAG, desenvolvido em C (codigo na se¢do 3.6.4), trata uma instancia do
problema do caixeiro-viajante, considerando as cidades como pontos distribuidos em um
plano e identificados por suas coordenadas cartesianas. A solu¢dao ¢ uma rota, isto é, um
caminho passando uma vez em cada cidade e iniciando e terminando numa mesma cidade.
A energia entre duas cidades, segmento da rota, ¢ a distancia entre os pontos que
representam as mesmas no plano. A energia da solucdo ¢ a soma das energias destes
segmentos da rota. No problema do caixeiro-viajante classico a cidade inicio e fim da rota ¢
usualmente fixa. O codigo PAG considera que esta cidade pode variar de uma solucdo para
outra, mas ¢ fornecida a modificagdo para que a cidade seja fixa. E fornecida também a
modificacdo necessdria para transformar o codigo numa busca local simples.

O codigo PAG esta estruturado de forma a permitir modificacdes referentes a instancia,
como estrutura de dados e funcao.
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3.6.2 Analise do Codigo

Estrutura

Os procedimentos de inicializagdo estdo agrupados através de um procedimento setup
(seq.113). Os procedimentos de melhoramento estdo agrupados no for ( seq. 58-78). O
cddigo inclui procedimentos auxiliares para saida de resultados.

O codigo PAG esté estruturado de forma a permitir alteragdes em diversos aspectos como
na estrutura de dados, no niimero de elementos que constituem a solu¢do, na forma de
avaliar a funcdo energia. Estas modificacoes ndo devem alterar as caracteristicas de
funcionalidade do codigo. Neste aspecto, a observagdo dos axiomas ¢ um auxilio
importante para a garantia de corre¢ao.

A fungdo perturbacdo usa dois tipos de estruturas de vizinhanga e a escolha de uma delas ¢
aleatodria (seq. 242) com mesma probabilidade.

Parametros, Variaveis, Funcoes e Predicados

As TABELAS 3.2, 3.3 e 3.4 relacionam variaveis, fungdes e predicados definidos no
programa abstrato SA (secdo 3.5) e as definidas no codigo PAG, e tem como objetivo
facilitar o entendimento da similaridade entre o programa abstrato e a implementacdo do
algoritmo no co6digo PAG. Como as funcionalidades ndo estdo distribuidas da mesma forma
nos diversos procedimentos ndo h4d uma equivaléncia entre os mesmos ¢ as tabelas auxiliam
na identificacao destas funcionalidades.
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TABELA 3.2 — Predicados

Programa Abstrato SA

Algorithm of the God (PAG)

possivel (p,s)

“s ¢ um circuito que passa exatamente uma vez em cada um dos
NUMLISTITEMS pontos”

viavel (p,s)

= possivel ( p,s)

congelado ( p, t)

= (1 2 numListltems) [J (numSuc = 0), 1 = cadeia ( p,t)

(seq. 58); (seq.75)

indistinguivel’

= ( numSuc < runLimit)

(seq. 70-73) seq. (205- 213)

quente ( p, t)

t = energy/numListItems

(seq. 122)

equilibrio ( p, s)

(1 =2 runLimit) [ (numSuc = sucLimit), i =experimento( p, t)

(seq. 123-124) (seq. 193); (seq. 216)

estavel (p, so, t, )

for (seq. 123-221)

estavel” (p, so, ")

for (' seq. 58-78)

crit-metropolis

Edif < 0.0 I exp(-Edif/temperature) >
(double)rand()/RAND MAX)
(seq. 230)

Entrada: Instincia do Problema

A entrada para o programa constitui uma instancia p do problema a ser resolvida.

Relacionando o que foi especificado nas se¢des 3.5.2 e 3.5.3 com o codificado neste

programa PAG, tem-se:

* Estrutura de dados p;: o programa considera que os dados podem ser armazenados em
uma estrutura de lista das coordenadas cartesianas [ListElement (seq. 16)].

* Funcdo energia fz: A avaliacdo da fun¢do energia ¢ estabelecida pelo codigo através dos
procedimentos [GetEnergy (seq. 165), que calcula a energia da solugdo a partir da lista
correspondente, e [EnergyDif (seq. 296], que calcula a diferenca de energia entre a
solucdo corrente ¢ a candidata.
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TABELA 3.3 — Parametros eVariaveis

Descricio Prog. Algorithm of the God (PAG)
SA

Numero maximo de experimentos na fase | naqc -

de aquecimento

Numero maximo de resfriamentos Nead numListltems (seq. 58)

Numero méaximo de perturbagdes em cada | ng runLimit (seq. 37) (seq.123)

cadeia

Numero maximo de perturbagdes com |- sucLimit (seq. 37) (seq. 124)

sucesso em cada cadeia

Numero de elementos que compde uma |- numListltem (seq. 12) (seq. 46)

solucao

Fator de ajuste da temperatura - TEMP_FACTOR (seq. 7)

Parametro de controle temperatura t temperature (seq. 39) (seq. 77)

(seq. 122)

Estrutura de armazenamento da instdncia | pq ListElement (seq.16) (seq.141)

Estrutura de armazenamento da solucao Sest list (seq.36) (seq. 136)

Estrutura de armazenamento da melhor |s bestList (seq. 30) (seq.138)

solucao

Armazenamento da energia da solucgdo c ener (seq. 44)

Armazenamento da melhor energia solucao

BESTENERGY (seq.29)

Armazenamento da diferenca de energia
entre as solucoes

Edif (seq. 186)

* Fungdo viabilizac¢do f,,: o programa trata solugdes viaveis, assim esta funcdo ndo ¢

definida, ou seja, toda solugdo possivel € viavel.

* Predicados 17, 7T estes predicados ndo sdo definidos explicitamente, mas 77¢ assegurado
pelas funcdes de construgdo das solugdes.

* Parmetro 7., como ¢ atribuido uma valor inicial diretamente a temperatura, este

parametro nao ¢ especificado.

e Parametro n.,: estabelecido através de um comando for (seq. 58).
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Parametro n;: runLimit, estabelecido no procedimento setup (seq. 123).

Parametro #;,;: € atribuido uma valor inicial diretamente a temperatura (temperature), no
procedimento setup (seq. 122), em funcdo da energia da solucdo inicial e do valor
definido para NUMLISTITEMS.

Predicado indistinguivel: ndo ¢ estabelecido.

Predicado indistinguivel’: estabelecido através de um fator de perturbagdes com sucesso
(numSuc) com relagdo ao numero limite de iteragdes (runLimit) (seq. 70-72); quando
este fator ¢ satisfeito passa a ser armazenado o melhor valor de energia encontrado.

O programa estabelece um parametro de nimero de perturbagdes com sucesso
sucLimit, no procedimento setup (seq. 124).

O programa estabelece um parametro NUMLISTITEMS, (seq. 12), que define o
nimero de coordenadas da instancia (tamanho da instancia) e ¢ usado para estabelecer
valores iniciais para outros parametros como temperatura, numSuc e runLimit.

O programa estabelece um parametro TEMP_FACTOR, (seq. 7), usado para diminuir a

temperatura.

TABELA 3.4 — Fungdes

Programa Abstrato SA

Algorithm of the God (PAG)

SA

(main)

inicializa-sol

[setup (seq. 113)]; [CreatelnitialList (seq. 129)];
[InitializeElement (seq. 152)]; [GetEnergy (seq. 165)]

aquecimento [setup (seq. 113)]; (seq. 122)
metropolis [Anneal (seq. 179)]
resfriamento [Anneal (seq. 179)]; (seq. 77)
viabilizagao -

inicializa-cadeia (seq. 192)

aleatorio (metropolis) (seq. 230)

perturbagdo (metropolis)

[GetSegment (seq. 250]; [PickAlteration (seq. 240)];

[EnergyDif (seq. 296] [trans_cost (seq. 304)] [reverse cost
(seq. 335)] [AlterList (seq. 371]

aceitagao (metropolis)

[Oracle (seq. 226];

inicializa-temp

[setup (seq. 113)]; (seq. 122)
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Como foi observado na se¢do 3.5.2 a entrada especificada para o programa abstrato ¢
sujeita a modificagdes para permitir diferentes implementacdes. Observe que entrada nado ¢é
entendida apenas como sendo feita pela passagem de parametros, mas pode ser também
implementada por fung¢do de inicializagdo.

3.6.3 Verificacao do Axiomas

Nesta se¢do ¢ analisado o cddigo do programa com relagdo aos axiomas estabelecidos para
o programa abstrato SA (TABELA 3.5) e metropolis (TABELA 3.6), considerando as
TABELAs 3.2, 3.3, 3.4. O programa abstrato aquecimento nio ¢ aplicdvel como um
procedimento isolado, portanto, foram analisados somente os axiomas SAAX03 e SAAX04
de SA.

Axiomas do Programa Abstrato SA

A TABELA 3.5 relaciona os axiomas definidos para o programa abstrato SA (secao 3.5.6)
para facilitar a verificagdo dos mesmos.

Suponha a asser¢ao de entrada como satisfeita ¢ (p), considerando as observagdes com
relacdo a entrada (se¢o 3.6.3).

SAAXO01, SAAXO02

Verifica-se pela andlise que o codigo PAG trata solugdes viaveis, conforme identificado
pelos predicados possivel e viavel (TABELA 3.3). A funcdo de inicializagdo da solugdo
(inicializa-sol) ¢ codificada nas seq. 120-121 (129-175). As estruturas ListElement e list sdo
inicializadas com numlListltems elementos, conforme seq. 146-147. Estas estruturas sio
modificadas nas seq. 202-203 (371-414), permanecendo com numlListltems elementos,
conforme pode ser observado. Portanto, SAAX01 e SAAXO02 sdo satisfeitos.

SAAXO03, SAAX04

Suponha possivel (p,s), isto €, list aponta para os numListltems da estrutura ListElement.
Suponha o aquecimento implementado conforme seq. 122. Observa-se que a temperatura ¢
calculada considerando a energia da solugdo inicial dividida por numlListltems, o que
estabelece uma interpretacao para quente. Portanto, SAAX04 ¢ satisfeito. Verificando-se o
codigo relativo a avaliagdo de energia [seq. 165-174 (357-368) (14)], observa-se que ¢ um
valor maior ou igual a zero e considerando a seq. 122, SAXO03 ¢ satisfeito.
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TABELA 3.5 — Axiomas do Programa SA

Axioma Descricao

SAAXO1 ( Up) ( Os) viavel ( p,s) U possivel (p, s)

SAAX02 ( Up) [ possivel ( p, ( inicializa-sol ( p)))]

SAAXO03 (Up) (Us) [possivel (p,s) U (aquecimento ( p, s)) > 0)]

SAAX04 ( Up) ( Us) [possivel (p, s ) LI quente ( p, aquecimento ( p, s))]

SAAXO05 (Op) (Ot)[t>00 (resfriamento ( p,t) <t) U( resfriamento ( p,t) =0 )]

SAAXO06 (Up) (Us) [ viavel ( p, s) U viabilizagdo ( p, s) =s]

SAAXO07 (Up) (Us) [ = viavel (p, s) U viabilizagdo ( p, s) = fyay (p, 8)]

SAAXO0S8 ( Op) ( Os) ( Oso) [estavel” (p, so, s) O estavel” (p, so, viabilizagao ( p, s))]

SAAX09 (Up) (Ot) [( congelado (p,t)) = condi¢do-congelado]

Uma interpretacao usual ¢ (condi¢do-congelado = ( (cadeia ( p, t ) = ngq) ) U
('t £0)). Outra interpretagao pode ser condi¢do-congelado = ( (cadeia (p, t)
> Neaq) ) U (t < 0) U (indistinguivel (h)). Os axiomas SAAX10 e SAAX11
suportam a condi¢do (cadeia ( p, t) = Ngaq)-

SAAX10 (Up) (t) [( cadeia ( p, aquecimento (p, t) )) = 0]

SAAXI1I ( Up) ( Ut) [(cadeia ( p, restriamento (p, t) )) = cadeia (p, t) + 1]

SAAX12 ( Op) ( Us) ( Ut) [possivel (p,s) U ( estavel ( p, s, t, metropolis ( p, s ,t)) U
possivel (metropolis ( p, s, t)))]

SAAX13 (Op) ( Ot) ( Us) ( Us’) [estavel (p, s, t, s’) I T (s1, S2, -ver Sn) (51 =58) U
(si+1 = metropolis ( p, si,t), parai=1,2, ..., n) U(s, =) O On” <n) O
(n’>n’")) O indistinguivel ( s’, sy )))]

SAAX14 ( Op) ( Oso) ( Os) [estavel” (p, so, s) O ( O( S0, S1, -y Skt ) O to ty oo,y tis1)
(Dki:() (possivel ( p, sir1 ) Upossivel ( p, si) Uestavel (p, si, ti, Si+1 ) ) U (Sk+1
=s) ) U( congelado (p, s, tk+1 ) )]

SAAXO05

Suponha TEMP Factor > 0, t; > 0, pela atribui¢do inicial [seq. 122] e 1 = 1,2, ...,
(numListltems —1) (seq. 58). Tem-se t;+; > 0, pelo codigo da seq. 77. Portanto, SAAXO0S5 ¢

satisfeito.
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SAAX06, SAAXO07 e SAAXO08

Suponha o axioma SAAXO1 satisfeito. Tem-se viavel (p,s) e viabilizacdo (p, s) = s,
portanto, os axiomas SAAX06, SAAX07 e SAAXO0S sao satisfeitos.

SAAX09, SAAX10, SAAX11

Estes axiomas definem o congelado. Genericamente o axioma SAAX09 define congelado
usando uma condi¢do-congelado, que pode ser interpretada de diferentes formas. No
programa PAG a condicdo de congelado estd codificada nas seq. 58 e seq. 75. Esta
condi¢do corresponde a interpretacdo condigdo-congelado = ( (cadeia ( p, t ) = ngq) ) U
(indistinguivel (h)), com i( seq. 58) sendo a interpretacdo de cadeia (p, t). Pela analise da
linha 58, observa-se que os axiomas SAAX10 e SAAX11 sdo satisfeitos. A interpretagdo de
(indistinguivel’ (h)) ¢ dada pelas (seq. 70-75) (seq. 216) e seq. (205-213).

SAAX12

Estes axiomas caracterizam o procedimento metropolis do programa abstrato SA. As
funcionalidades do procedimento metropolis estdo codificadas no procedimento Anneal
(seq. 179-221) no programa PAG. A estabilidade ¢ caracterizada no programa PAG por um
numero limite de perturbacdes (seq.193) ou um numero limite de perturbagdes com
sucesso(seq. 216). O axioma SAAXI12 define que, para qualquer implementacdo de
metropolis, a solucdo fornecida por este procedimento deve satisfazer possivel ( p,
metropolis ( p, s ,t)) e estavel ( p, s, t, metropolis ( p, s ,t)) deve ser satisfeito. O predicado
possivel ¢ analisado no axioma MEAXO05. Uma interpretacdo para estavel ¢ dada através
dos axiomas MEAXO08 e MEAXO09. Esta interpretacdo ¢ analisada abaixo e considerada
satisfeita.

SAAX13

Este axioma ¢ uma interpretagao alternativa ndo considerada no coédigo PAG.

SAAX14

Este axioma estabelece uma interpretagio para o predicado estavel’. Considerando a
(seq.58-75) e os axiomas SAAX02 e SAAX12 tem-se [[J( S, Si, ..., Sk+-1 )], considerando
(seq. 77) e os axiomas SAAX03 ¢ SAAXO04 tem-se LI ( to, ti, ..., tk+1), €, considerando o
axioma SAAX12, tem-se (possivel ( p, si+1 ) U possivel ( p, s; ) Uestavel ( p, si, ti, Si+1 ).
Pelo axioma SAAXO09, tem-se (congelado (p.s, tkr1). Assim, o predicado SAAXI14 ¢
satisfeito.
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Axiomas do Programa Abstrato metropolis

As funcionalidades do programa abstrato metropolis estdo codificadas no procedimento
Anneal e procedimentos executados a partir de Anneal.

A TABELA 3.6 relaciona os axiomas definidos para o programa abstrato metropolis
definidos na secao 3.5.6.

Suponha a asser¢do de entrada satisfeita, considerando as observagdes acima sobre os
axiomas SAAXO0I a SAAX14 e asser¢do de entrada para SA satisfeita. A passagem de
parametros (seq. 193) corresponde a passagem de pardmetros do programa abstrato SA
quando executa metropolis.

MEAXO1

A fun¢do correspondente a inicializa-cadeia estdo codificadas nas (seq. 123-124) e (seq.
192-193). Pela asser¢do de entrada e considerando que ndo ocorre modificagdo na solugdo o
axioma ¢ sempre satisfeito.

MEAX02, MEAX03 e MEAX04

Estes axiomas definem o predicado equilibrio. A interpretacdo para condi¢cdo-equilibrio ¢
(1 2 runlimit) J (numSuc = sucLimit), com i = experimento (p,s), conforme observa-se nas
(seq. 123-124), (seq. 193) e (seq. 216). Portanto, os axiomas sdo satisfeitos.

MEAXO05

Uma perturbagdo do programa abstrato corresponde as execugdes do procedimentos
chamados nas (seq. 194-197), (seq. 202), ou seja, GetSegment (seq. 248-294),
PickAlteration (seq. 237-245), EnergyDiff ( seq. 296-254) e AlterList (seq. 371-414). O
codigo trata dois tipos de estruturas de vizinhancga e, de forma aleatoria, ¢ escolhida uma ou
forma de perturbagdo. Observa-se que sempre que o cddigo constréi uma nova solugio ¢
mantido o mesmo numero de elementos. Portanto, o axioma ¢ satisfeito.
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TABELA 3.6 — Axiomas do Programa metropolis

Axioma Descricao

MEAXO01 ( Up) ( Os) [possivel ( p, s) U possivel ( inicializa-cadeia ( p, s))]

MEAX02 ( Up) ( Os) [( equilibrio ( p, s) < (condi¢do-equilibrio)]

A interpretacao para condigdo-equilibrio = (experimento ( p, s) = L) ¢
considerada para os axiomas MEAX03 e MEAX04.

MEAXO03 ( Up) (Us) ( Ut) [(experimento (p, inicializa- cadeia (p, s ) )) = 0]

MEAXO04 ( Op) ( Os) ( Ot) [(experimento ( p, perturbacdo (p, s ) )) = experimento (
p,s) + 1]

MEAXO05 (Up) (Us) [possivel (p, s) LI possivel ( p, perturbagdo ( p,s))]

MEAXO06 [0 < aleatodrio () < 1]

MEAXO07 (Up) (Us) ( Ot) [ ( possivel ( p, s) Upossivel ( p, perturbagdo (p,s))) U
( ( crit-metropolis ( s, perturbacao ( p, s), t, aleatério() ) ) 0 (
aceitacao( s, perturbacdo ( p, s), t, aleatorio()) = perturbacao ( p, s))) U( (=
crit-metropolis ( s, perturbacao ( p, s), t, aleatdrio()) 0 (
aceitacao ( s, perturbagdo ( p, s), t, aleatorio()) = s ))]

MEAXO0S8 (Os) (Os”) (Us’) (Ot) ( Ony) [(aceita (s, s’, 87, t,n) -
(s =s"" Ucrit-metropolis (s’,s’’,t,n ) ) (s
=’ = crit-metropolis (s’, s’’,t,n ) )]

MEAXO09 (Op) (Os) (Us?) ( Ut) ( Uny) [ experimento ( p, aceitagdo( s, s’, tny) ) =
experimento ( p, s)]

MEAX10: (Op) (Os) (Ot) (Us’) [estavel (p, s, t,8°) = (I(ny, Sc1, 81) ... U( 0, Sck,
sk )) (aceita (sj, So, Sc1, t, n1) Uaceita (sz, s1, Se2, t, np) [ ... aceita (sk, Sk.1,
Sek, £, i) L (sk=8") D(s0 = )]

MEAXO06

A geragdo de um numero aleatério (seq. 230) é executado por um gerador de nimeros
pseudo-aleatdrio que atende o axioma.




102

MEAXO07, MEAX08

A codificacdo de aceitagdo (seq. 201-202), que executa o procedimento Oracle (seq. 226-
234), implementa o critério de metropolis (seq. 230), assim MEAX07 ¢ MEAXO0S sao
satisfeitos.

MEAXO09

A codificacdo de aceitagdo ndo altera i ( = experimento), portanto, MEAXO09 ¢ satisfeito.

MEAX10

Este axioma define uma interpretacdo para estavel. Analisando os codigos implementados
para (seq. 58-75), metropolis (seq. 194-221) e perturbacdo [GetSegment (seq. 248-294),
PickAlteration (seq. 237-245), EnergyDiff ( seq. 296-254) e AlterList (seq. 371-414)], tem-
se [ O( ny, Sc1, S1 ) ... U( ng, Sk, Sk )) (aceita (sy, so, Sc1, t, ny) [ aceita (sy, s1, S, t, Np) ...
aceita (Sk, Sk-1, Sck, t, k) LI (s = 8” ) L (so = s)], onde si+1) = perturbagdo (p, si) € Sg+1) =
aceitacdo (p, t, s;) e, portanto, considerando MEAX08, MEAX10 ¢ satisfeito.
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3.6.4 Codigo do Programa

Observagdo Importante: O cddigo apresentado a seguir esta disponivel na WWW [CAR
98]. Para qualquer uso consultar a pagina referenciada na bibliografia.

ORI B WD —

WO LI LW LI LW LW LW W W NN NN MNDNDMNDDNDNDNFE e e = e e
XN AP, OO AP OO0 RO = O

#include <stdio.h
#include <math.h
#include <stdlib.h
#include <string.h
#include <time.h

#define TEMP_FACTOR 0.9
#define YES 1
#define NO 0

#define REVERSE 1
#define TRANSPOSE 0
#define NUMLISTITEMS 200 /* NUMBER OF ITEMS ON THE LIST.

CHANGE THIS NUMBER TO SUIT YOUR APPLICATION.*/
#define ALEN(a,b,c,d) sqrt(((b)-(2))*((b)-(2))+((d)-(c))*((d)-(c)))

struct ListElement

{

/* DEFINE YOUR DATA STRUCTURE HERE. WE'VE ASSUMED
SOMETHING LISTED IN CARTESIAN COORDINATES. IF YOU'RE DATA
IS NOT IN THESE COORDINATES, YOU WILL NEED TO MODIFY THIS
STRUCTURE AND ALSO MAKE THE NECESSARY CHANGES IN THE
ENERGY FUNCTION. */

float x;
float y;

¥

int CHECKBEST = NO;
float BESTENERGY
struct ListElement **bestList;

main()

{ struct ListElement **ist;
int runLimit, sucLimit, numListItems, 1, numSuc;
int Anneal();
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float temperature, energy;
struct ListElement **setup();
FILE *outFile, *energyFile;
void printList();

float GetEnergy(), ener;
numListltems = NUMLISTITEMS;

list = setup(&energy, &temperature, &runLimit, &sucLimit,
numListltems);

outFile = fopen("InitList.dat","w");
printList(outFile,list, numListltems);
fclose(outFile);

energyFile = fopen("energy.dat", "w");
fprintf(energyFile,"Temp\tEnergy\tnumSuc\n");

for(i = 1; 1 < numListltems; i++)

{

numSuc = Anneal(list, numListltems, runLimit,
temperature,sucLimit, numListltems);
ener = GetEnergy(list,numListltems);

printf("%f\t%f\t%d\n" temperature,ener,numSuc);

fprintf(energyFile,"%f\t%f\t%d\n" temperature,ener,numSuc);

/* Start checking for the best solution?*/

if(numSuc <= runLimit*0.01 && CHECKBEST == NO) {
CHECKBEST = YES;
BESTENERGY = ener;

}
if(numSuc == 0) break;

temperature *= TEMP_FACTOR;
}

fclose(energyFile);

outFile = fopen("FinalList.dat","w");
printList(outFile,list, numListltems);
fclose(outFile);
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outFile = fopen("BestList.dat","w");
printList(outFile,bestList,numListltems);
fclose(outFile);

outFile = fopen("lowestEnergy.dat","w");
fprintf(outFile,"Lowest Energy = %f\n",BESTENERGY); /*
store energy. */

fclose(outFile);

void printList(outFile,list, numListItems)
FILE *outFile;

struct ListElement **1ist;

int numListltems;

{

int 1;

for(i=0; i< numListItems; i++)
fprintf(outFile,"%M\t%f\n" list[1]-x, list[i]-y);

struct ListElement **setup(energy, temperature, runLimit, sucLimit,
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numListltems)
int *runLimit, *sucLimit, numListltems;
float *temperature, *energy;
{ struct ListElement **CreatelnitialList(), **list;
float GetEnergy();

list = Createlnitial List(numListltems);
*energy = GetEnergy(list, numListItems);
*temperature = *energy/numListltems;
*runLimit = 100 * numListltems;
*sucLimit = 10 * numListltems;

return list;

}

struct ListElement **CreatelnitialList(numListItems)
int numListltems;
{ int i;



106

132. struct ListElement **1ist;

133. void InitializeElement();

134.

135. /* Allocate memory for the array of pointers. */

136. list = (struct ListElement **)malloc(sizeof(struct ListElement *) *
137. numListltems);

138. bestList = (struct ListElement **)malloc(sizeof(struct ListElement *) *
139. numListltems);

140.

141. /* Create the data structures and install pointers to them into the list. */
142. for(i = 0; i < numListltems; i++)

143. list[i] = (struct ListElement *)malloc(sizeof{(struct

144. ListElement));

145.

146. for(i = 0; i < numListltems; i++) /* Set initial values.
*/

147. InitializeElement(list[1]);

148.

149. return list;

150. }

151.

152. void InitializeElement(element)

153. struct ListElement *element;

154. {

155. /* NOTE: YOU WILL HAVE TO CHANGE THIS FUNCTION. THIS

156. FUNCTION SETS THE INITIAL VALUES IN THE DATA STRUCTURE.
HERE WE JUST SET THE COORDINATES TO NUMBERS BETWEEN

158. ZERO AND 100. */

159.

160. element-x = (float)rand()/RAND MAX * 100;
161. element-y = (float)rand()/RAND_MAX * 100;
162. }

163.

164.

165. float GetEnergy(list, numListltems)

166. struct ListElement **list;

167. int numListltems;

168. { int 1;

169. float ener, energy();

170.

171. for(ener = 0, 1 = 0; 1 < numListltems - 1; i++)
172. ener += energy(list, 1, i+1);

173.

174. return ener;

175. }

176.

177. /* THIS FUNCTION CARRIES OUT THE ANNEALING PROCEDURE. */
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int Anneal(list, listSize, runLimit, temperature, sucLimit, numListltems)
struct ListElement **1ist;
int listSize, runLimit, sucLimit, numListltems;
float temperature;
{
int numSuc, start, end, insertPoint, alteration, answer, 1, j;
int Oracle(), PickAlteration();
float Ediff, EnergyDif();
void GetSegment(), AlterList();
FILE *bestFile;

float GetEnergy(), ener;

numSuc = 0;
for(i = 0; 1 < runLimit; i++){
GetSegment(&start, &end, &insertPoint, numListltems);

alteration = PickAlteration();
Ediff = EnergyDif(list, start, end, insertPoint, numListItems,
alteration);

if(Oracle(Ediff, temperature) == YES){
AlterList(list,start,end, insertPoint,
alteration, numListItems);
numSuct+;
if(CHECKBEST == YES) {
ener = GetEnergy(list,numListltems);
if(ener < BESTENERGY)
{ /* Save best list. */
BESTENERGY = ener;
for(j = 0; j < numListltems;
bestList[j] = list[j];

}

if(numSuc = sucLimit) break;

}

return numsSuc;

/* THIS FUNCTION DECIDES IF A NEW PATH SHOULD BE KEPT. */
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225.
226. int Oracle(Edif, temperature)
2217. float Edif, temperature;
228. {
229.
230. if(Edif < 0.0 || exp(-Edif/temperature) > (double)rand()/RAND MAX)
231. return YES;
232.
233. return NO;
234, }
235.
236.
/* THIS FUNCTION DECIDES WHETHER TO TRY REVERSING THE
238. PATH OR TRANSPOSING IT. */

239.

240. int PickAlteration(void)

241. {

242, if((double)rand()/RAND MAX < 0.5) return REVERSE;
243.

244, return TRANSPOSE;

245. }

246.

247.

/* THIS FUNCTION SELECTS A SEGMENT FOR POSSIBLE

249. ALTERATION. */

250. void GetSegment(start, end, insertPoint, listSize)

251. int *start, *end, *insertPoint, listSize;

252. { int shuffle[3], done = NO, 1, j, hold;

253.

254. do{ /* Select three different numbers between 0 and
255. listSize - 1 */

256. for(i=0;1<3; 1++)

257. shuffle[i] =

258. (int)(((float)rand()/RAND MAX)*(listSize - 1));
259. if(shuffle[0] == shuffle[1] ||

260. /* Make sure no two are the same. */
261. shuffle[0] == shuffle[2] ||

262. shuffle[ 1] == shuffle[2]) ;

263. else done = YES;

264.

265. twhile(done == NO);

266.

267.

268. /* Sort these numbers. */

269.

270. for(i=0;1<3; 1++){

271. forG=1+1;j<3;j+H)¢{
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if(shuffle[i] shuffle[j]){
hold = shuffle[i];
shuffle[i] = shuffle[j];
shuffle[j] = hold;

}

/* Decide whether to set the insertPoint above or below the block to be altered. */

if((double)rand()/RAND MAX < 0.5 || shuffle[2] - 1 == shuffle[1]){
*insertPoint = shuffle[0];
*start = shuffle[1];
*end = shuffle[2];

}
else{
*start = shuffle[0];
*end = shuffle[1];
*insertPoint = shuffle[2];
}

float EnergyDif{list, start, end, insertPoint, listSize, alteration)
struct ListElement **ist;
int start, end, insertPoint, alteration;

{
float trans_cost(), reverse cost();
switch(alteration){
case TRANSPOSE:
return trans_cost(list,start,end,insertPoint,listSize);
case REVERSE:
return reverse cost(list,start,end,listSize);
}
H

float trans_cost(list,start,end,insertPoint,listSize)
struct ListElement **list;

int start, end, insertPoint, listSize;

{ float cost, energy();

cost=0;
/* Break the current connections. */
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320.
if(start 0) cost -= energy(list, start-1, start);
322. if(end < listSize - 1) cost -= energy(list, end, end+1);

323 if(insertPoint > 0) cost -= energy(list,insertPoint, insertPoint -1);

324,

325. /* Build the new connections. */
326.

327. cost += energy(list, insertPoint , end);

328. if(insertPoint - 1 = 0 ) cost += energy(list,insertPoint - 1, start);
329. if(start > 0 && end < listSize - 1)

330. cost += energy(list, start - 1, end + 1);

331.

332. return cost/listSize;

333. }

334,

335. float reverse_cost(list,start,end,listSize)

336. struct ListElement **1ist;

337. int start, end, listSize;

338. { float cost, energy();

339.

340. cost=0;

341.

342. /*Subtract the old cost. */

343.

344. if(start > 0) cost -= energy(list, start - 1, start);

345. if(end < listSize- 1) cost -= energy(list,end,end+1);

346.

347. /* Add the new cost. */

348.

349. if(start > 0) cost += energy(list,start - 1, end);

350. if(end < listSize-1) cost += energy(list,start,end+1);

351.

352. return cost/listSize;

353.

354. }

355.

356.

357. float energy(list, v1, v2)

358. struct ListElement **ist;

359. mntvl, v2;

360. {

361. /* YOU MUST CHANGE THIS FUNCTION TO CALCULATE THE
362. THE "ENERGY" BETWEEN TWO ELEMENTS IN YOUR LIST.
363. HERE WE JUST CALCULATE THE PATH LENGTH BETWEEN
364. TWO POINTS ON A PLANE */

365.

366. return (float) ALEN(list[v1]-x,list[v2]-x,list[v1]-y,list[v2]-y);
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*/

395.
396.
397.
398.
399.
400.
401.
402.
403.
404.
405.
406.
407.
408.
409.
410.
411.
412.
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void AlterList(list, start, end, insertPoint, alteration, listSize)
struct ListElement **1ist;

int start, end, insertPoint, alteration;

{ struct ListElement *holder, **dumlList;

int i, j;

switch(alteration)

{

case REVERSE:

for(i = start, j = end; i <j; i++, j-){
holder = list[i];
list[i] = list[j];
list[j] = holder;

}

return;
case TRANSPOSE:

dumList = (struct ListElement **)malloc(sizeof{(struct
ListElment *)*listSize);

for(j = 0, i = start; i <= end; i++, j++) /* Copy group. */
dumlList[j] = list[i];
if(insertPoint end){ /* Move downward.

for(jJ=end+1, 1 = start; j < insertPoint; i++, j++)
list[i] = list[j];

for(j = insertPoint - (end - start + 1), i = 0; j < insertPoint;

i+, j++)
list[j] = dumList[i]; /* Reinstall group. */
}
else {
for(j=start - 1, 1 = end; j = insertPoint; i--, j--)
list[1] = list[j]; /* Move upward. */

for(j = insertPoint, i = 0; i <= (end - start); i++, j++)
list[j] = dumList[i];

}

free(dumList);



413.
414.
415.
416.
417.

return;
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4 Aplicagoes do Simulated Annealing

Nesta capitulo sdo apresentadas algumas propostas alternativas ao Simulated Annealing
tradicional e uma relagdo de aplicagdes. Estas propostas alternativas serviram para a
obtencdo de um melhor entendimento do paradigma e uma melhor visualizagdo das
diversas caracteristicas do mesmo. Nao hé o objetivo de ser um relacionamento exaustivo,
pois o paradigma tem sido utilizado em diversas areas e com inimeras variagdes.

4.1 Propostas Alternativas

Modificagdes ao algoritmo Simulated Annealing sdo encontradas com freqiiéncia
documentadas na literatura, algumas apontando resultados satisfatérios em relagdo ao
Simulated Annealing tradicional.

Selecio de Movimentos para Rejeicao

Na forma classica do Simulated Annealing ndo ¢ realizada nenhuma sele¢do com relagdo
aos movimentos propostos. Isso pode resultar em um tempo de execucdo a baixas
temperaturas muito grande porque muitos movimentos candidatos sdo rejeitados. A
proposi¢ao ¢ manter uma lista de cada movimento candidato contendo informacgdes sobre
os efeitos deste movimento e usar esta informagao para influenciar a proxima selecgao.

Greene e Suppovit [GRE 89] apontam como vantagem desta alternativa o tempo de
execucao independente da taxa de aceitacdo e relatam uma experiéncia de aplicacdo na
etapa de particdo logica do projeto de microprocessador, usando solu¢do inicial aleatéria e
solucdo inicial construida por heuristica. Em qualquer caso, numa primeira fase foi usado
Simulated Annealing tradicional e, numa segunda fase, uma variagdo com menor nimero
de rejeicdes. A comparagdo foi favordvel para o método sugerido pelos autores.

Simulated Annealing com Reinicializacio Periddica

Nesta proposi¢do periodicamente o processo ¢ reiniciado tendo como solucdo de reinicio a
melhor encontrada até o momento (apresentada por Charon e Olivier, cap. 35) [OSM 96].
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Simulated Annealing com Explorac¢do Sistematica da Vizinhanca

Nesta proposta ¢ realizada um exploragdo sistematica da vizinhanga da solucdo corrente até
que uma solugdo seja aceita (apresentada por Charon e Olivier, cap. 35) [OSM 96].

Simulated Annealing Adaptativo com Relacio & Temperatura

Existem varias propostas de Simulated Annealing onde o processo de escolha da
temperatura ¢ adaptativo, como nas propostas apresentadas por:

(a) Charon e Olivier ( cap. 35 [OSM 96]), onde ¢ utilizada uma fung¢ao, baseada no nimero
de transi¢des desfavordveis, para uso na atualizagdo da temperatura, aumentando a
temperatura quando o numero de transformagdes ndo desejaveis € menor que um valor
arbitrario estipulado e diminuindo em caso contrario.

(b) Ingber (Adaptative Simulated Annealing - ASA) [ING 99] com o objetivo de ajudar no
manuseio de modelos ndo-lineares complexos. Conhecido inicialmente como VFSR ( Very
Fast Simulated Annealing), desenvolvido em 1987. Os problemas sdo visualizados com um
terreno geografico, com montanhas e vales. O objetivo ¢ encontrar o vale mais baixo neste
terreno. A principal modificacdao ¢ relacionada com o parametro temperatura, permitindo
que a temperatura seja aumentada dentro de determinadas condi¢des ( reannealing). E uma
proposta bem documentada, desenvolvida em C e com cddigo disponivel.

Mean-field Annealing (MFA)

Utilizada por Elmohamed e outros [ELM 97] em um estudo comparativo de Simulated
Annealing para o problema de escalonamento de cursos (timetabling) para uma grande
universidade. O problema encontrado foi o tratamento complexo do tipo de redes
neuroniais envolvidas.

Two-Stage Simulated Annealing (TSSA)

Esta proposta, apresentada por Varanelli e Cohoon [VAR 93], apresenta um algoritmo de
duas etapas. Na primeira etapa ¢ usada uma heuristica diferente do Simulated Annealing
para aproximar uma solucdo inicial. Esta etapa serve também como uma etapa de
amostragem, onde dados estatisticos sdo recolhidos e verificado uma aproximagao da
distribui¢do das solugdes. Na segunda etapa ¢ utilizado Simulated Annealing tradicional,
possibilitando a escolha da prescricao de resfriamento, exponencial ou logaritmica. A
escolha da temperatura inicial, para a segunda etapa, ¢ baseada nos dados recolhidos por
amostragem na primeira.

Os resultados apresentados pelos autores referentes a testes com trés problemas importantes
de otimizacdo combinatdria sdo satisfatorios, com manutencdo da qualidade da solucdo
obtida com relagdo ao Simulated Annealing tradicional e ganho significativo de tempo
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computacional. A contribui¢do importante deste trabalho ¢ um célculo da temperatura
inicial baseado em uma base mais formal.

Hibridos

As técnicas de otimizagdo que fazem uso de hibridizagdo procuram explorar as vantagens
de diferentes enfoques e evitar suas desvantagens. Através da hibridizagdao, uma estratégia
de otimizagdo pode ser adaptada as caracteristicas especificas de um problema e, assim,
aprimorar a robustez e eficiéncia do processo de otimizagdo como um todo. Seja um
problema cujo espaco de solugdes pode conter multiplos minimos. Um processo de
otimizacdo poderia ser utilizado para identificar regides promissoras, usando um algoritmo
adequado para isso (por exemplo, algoritmos genéticos). Como estes algoritmos podem ser
dispendiosos uma vez que requerem avaliagdes de muitas fungdes, numa segunda fase
poderia ser utilizada uma técnica de busca local, aplicada as regides promissoras, com
convergéncia mais rapida a um 6timo local.

O Simulated Annealing tem sido utilizado em processos de otimizagao hibridos, como:

¢ Combinado com técnicas de busca local deterministicas, numa heuristica denominada
Chained Local Optimization (C-L-O) [MAR 93], como bons resultados comparativos
com outras heuristicas para os problemas do caixeiro-viajante e particionamento de
grafos. Outra proposi¢do neste enfoque ¢ a inclusdo periddica de busca local
descendente no algoritmo SA (apresentada por Charon e Olivier, cap. 35) [OSM 96].

* Combinado com algoritmo genético para o problema de particionamento de grafos
[AGJ 95], com o algoritmo genético utilizado para identificar boas regides € o
Simulated Annealing na busca local de um 6timo.

* Combinado com técnicas das heuristicas busca tabu e algoritmo genético, constituindo
um SA sofisticado proposto por Fox [FOX 94]. A proposi¢do inclui o uso de
vizinhangas dinamicas, estado constituido por uma populagdo de solucdes, ou seja,
cada estado a ser percorrido ¢ constituido de vdarias solugdes em vez de uma e
manutencao de uma lista das solucgdes visitadas recentemente.

* Combinado com técnicas de algoritmo genético e constru¢cdo da solucdo vizinha a
partir da solugdo corrente empregando critérios parcialmente deterministicos. Esta
proposta ¢ apresentada por Wendt [WEN 98].
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4.2 L evantamento de Aplicagées

A relacdo, resumida e ndo exaustiva, tem como objetivo apontar para documentacio
existente. Os comentarios sdo observados a partir do documento consultado e referenciado.

l.

2.

3.

Aplicacao: Problema do caixeiro-viajante

1.1. [PRE 88] - exemplo codificado em C
Prescri¢do de resfriamento: T+ =0 x T;

1.2 [CAR 98] - exemplo codificado em C, disponivel na WEB
Prescri¢do de resfriamento: Ti+ =a x T

Aplicacio: Particionamento de grafos

2.1. [JOH 89] - estudo comparativo de alternativas de prescri¢des de resfriamento.

2.2. [AGJ 95] - hibrido com algoritmo genético
A utilizacdo do método hibrido resultou em ganhos de performance.

2.3. [SHR 91] - teste da performance do algoritmo para grafos aleatdrios e geométricos.
Dado um grafo G = (V,A), onde V ¢ o conjunto de vértices e A o conjunto de
arestas, existem dois conjuntos Vi e Votaisque V=V, 0 V,eV; n V,=0.
Fungdo objetivo:  c(Vie Vo) =|[{(m,v) DA:m O Viev OVy}|+B(Vi| e [V
onde m e v sdo vértices distintos do grafo e 3 ¢ um fator de desbalanceamento para
penalizar parti¢des de tamanho desigual.

Vizinhanca: duas parti¢des sao consideradas vizinhas quando uma pode ser obtida
da outra pela movimentagdo de um vértice de um conjunto para outro.
Perturbagdo: movimentacao de um vértice de um conjunto para outro.
Temperatura inicial: determinada pela condi¢@o de aceitar maus movimentos com
uma probabilidade de 0.4.

Prescricao de resfriamento: T; =a x T;(a = 0.95).

Critério de término (congelamento): quando nao ha modificagdo do valor da
funcdo objetivo nas tltimas 5 temperaturas e a porcentagem de movimentacdes
aceitas nao excede 2%.

Comprimento da cadeia de Markov (nimero de iteragdes numa mesma
temperatura): 16 x n, onde n, ¢ o tamanho da vizinhanca.

Aplicagao: Projeto de Cobertura

3.1. [NUR 93]

Apresenta um forma alternativa para célculo da temperatura inicial e uso uma forma

aproximada para o calculo da fun¢do exponencial do critério de metropolis. Codigo em

C disponivel via ftp.

Aplicacio: Poker solitario

4.1. [ROD 93]

Temperatura inicial: estimada usando o conceito de entropia.
Prescricao de resfriamento: Tj+; = o x T; (a0 = 0.85).
Critério de término (congelamento): 0.1.
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5. Aplicagao: VLSI
5.1. [SAI 95] - particionamento(two-way partitioning) de circuitos

Fungao objetivo: gerar particdes balanceadas.
Perturbagdo: troca de pares, ou seja, troca um nodo a J 4 por um nodo b [
B.

Temperatura inicial: 10.
Prescricao de resfriamento: Tj+; =a x T;(a =0.9).
Temperatura final:  quando T reduz 30% da temperatura inicial
5.2. [SAI 95] - posicionamento de células, algoritmo TimberWolf.
Fungao objetivo: minimizar comprimento total da fiagdo, penalizando
sobreposigoes e excesso de comprimento numa linha
Perturbacdo: mover uma célula para uma nova posic¢ao, ou trocar duas
células de posigdo entre si, ou espelhar uma célula sobre um eixo. E utilizada
uma funcao dependente da temperatura para limitar a distancia do
movimento, que decresce logaritmicamente com a temperatura..
Temperatura inicial: 4 x 10°
Prescri¢do de resfriamento:  T;+; = a(T;) x T; (inicialmente a(T) = 0.8, a
temperaturas intermediarias o(T) = 0.95 e no final a(T) = 0.8)
Temperatura final: T <1
Comprimento da cadeia de Markov: nimero de movimentos fixo a cada
temperatura e dependente do tamanho do circuito (100 movimentos por
célula para um circuito de 200 células, o que corresponde a cerca de 125
etapas de temperaturas com avaliago de 2.34x10° configuragdes ¢ 700
movimentos por célula por um circuito de 3000 células, o que corresponde a
247.5x0° configuragdes).
6. Aplicacao: Job Shop Scheduling
6.1. [LAA 92] - Seja um conjunto de tarefas e um conjunto de méaquinas. Cada tarefa
consiste em uma cadeia de operacdes, onde cada operagdo deve ser processada
durante um intervalo ininterrupto de tempo em uma dada maquina. Cada maquina
s0 pode processar uma operagao num determinado tempo. Um sequenciamento
(schedule) ¢ uma alocacgdo de operagdes nas maquinas em intervalos de tempo.
Funcao objetivo: encontrar um sequenciamento (schedule) de tamanho
minimo.
Perturbagdo: mover uma célula para uma nova posi¢ao, ou trocar duas
células de posi¢ao entre si, ou espelhar uma célula sobre um eixo.
7. Aplicagao: Alocagao de Tarefas Imprecisas em Ambiente Distribuido
7.1. [OLI 97]
Funcao objetivo: E = k.E. + kyEp, , onde E, e E; sdo, respectivamente, a
energia associada com a escalonabilidade das tarefas e a energia associada
com o balanceamento de carga no sistema e k. e k;, constantes de valores
adequados (k.>> k;) de forma a atribuir uma importancia maior para o
aspecto escalonabilidade do que para o aspecto balanceamento de carga.
Perturbacdo: de dois tipos, ou seja, uma tarefa ¢ escolhida aleatoriamente e
movida para outro processador também escolhido aleatoriamente ( 70% dos
casos) ou duas tarefas sdo escolhidas aleatoriamente e trocam de processador
entre si ( 30% dos casos).
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Temperatura inicial: 10 x nimero de processadores x nimero de tarefas.
Prescricao de resfriamento:  #+1 = a x t;(a =0.99).
Critério de equilibrio: a temperatura ¢ reduzida sempre que uma das
seguintes condic¢des for satisfeita: nimero maximo de movimentos igual ao
(nimero de processadores * nimero de tarefas)/2 ou nimero maximo de
tentativas igual ao numero de processadores * nimero de tarefas.
Critério de término (congelamento): quando uma das seguintes condi¢des for
satisfeita: temperatura final igual ao nimero de tarefas ou nimero maximo
de tentativas sem sucesso igual a 2 * nimero de processadores* nimero de
tarefas.
Observagdo: as experiéncias realizadas indicaram que o SA ¢ uma
abordagem viavel para o problema

8. Aplicacao: Escalonamento de cursos (Timetabling)

8.1. [ELM 97]  comparativo de varias alternativas do SA para esta aplicacdo para
uma grande universidade
9. Aplicacao: Reconstrugdo de imagens PET (“Positrom Emission Tomografy)
9.1. [SUN 96]

Funcao objetivo: expressa a diferenca entre os dados que representam a
imagem original e os dados que representam a imagem reconstruida.
Temperatura inicial: escolhida considerando que cerca de 80% dos
movimentos que resultam em aumento da fungdo objetivo sdo aceitas. O
método pratico utilizado usa a formula ) = 5 (AE))medio calculado a partir dos
movimentos com aumento da funcao objetivo apos a execucao de n iteragdes
arbitrarias.
Prescricao de resfriamento: Tij+; =a x T; (0,8 < a = 0,98).
Observagdo: resultados considerados favoraveis em relagdo algoritmo
deterministico geralmente usado (“filtered backprojection algorithm™).

10. Aplicacio: Genéricos

10.1. EBSA (Ensemble Based Simulated Annealing) [FRO 98]: conjunto de
procedimentos desenvolvidos em C, permitindo a entrada de parametros pelo
usuario e interface para procedimentos definidos pelo usudrio de acordo com a
instancia do problema a ser resolvido.

10.2. ASA (Adaptative Simulated Annealing) [ING 99]: conjunto de rotinas
disponiveis na WEB, propondo uma prescri¢ao de resfriamento adaptativa para
problemas complexos.
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5 Conclusao Final

O presente trabalho, a partir de um levantamento prévio de como o paradigma Simulated
Annealing estd sendo utilizado e de suas origens historicas, identificou as principais
caracteristicas do Simulated Annealing seqiiencial, verificando a importancia das mesmas e
a forma como interagem, buscando as diferentes interpretagdes para estas caracteristicas.

Usando o conhecimento adquirido o Simulated Annealing foi formalizado como um
método de desenvolvimento de algoritmos. Este método Simulated Annealing identifica
procedimentos bésicos, como fungdes e predicados, assim como o relacionamento entre os
mesmos. Apresenta programas abstratos para a estes procedimentos e axiomas, que
estabelecem, de forma clara, as propriedades que as fungdes e predicados devem satisfazer.
Foi apresentada uma equacdo simples de calculo de complexidade para um algoritmos
desenvolvidos utilizando o método, identificando os aspectos criticos que influenciam o
bom desempenho do algoritmo.

Inicialmente, no capitulo 1, Introducdo, foi apresentado o tema do trabalho, Simulated
Annealing, destacando como principais vantagens do Simulated Annealing a aplicabilidade
geral e a habilidade de fornecer solugdes bastante proximas da oOtima, identificando de
forma abreviada as diferentes areas de aplicagdo. Foi apresentado também os objetivos do
trabalho e as principais fontes de consulta sobre os diferentes assuntos envolvidos.

O capitulo 2, Otimizagdo, teve como finalidade situar o Simulated Annealing em um
contexto mais amplo. Assim, foram apresentados aspectos tedricos referentes a otimizagao,
identificando conceitos adequados para problema de otimizagdo e seus elementos, em
especial, os conceitos de espago de solucdo e vizinhanga, e introduzindo nogdes referentes
as técnicas de resolucao baseadas em busca local. Como “otimizagdo” ¢ uma area ampla de
pesquisas, os aspectos introduzidos pelo trabalho sdo aqueles considerados importantes
para o entendimento do mesmo. Buscou-se uma definicdo de problema de otimizagao
adequada aos propositos do trabalho e apresentou-se as caracteristicas essenciais de um
espago de solucdes baseado no estabelecimento de uma estrutura de vizinhanga para o
problema de otimizac¢do. Foram introduzidos os aspectos basicos das chamadas técnicas de
busca local e o conceito de perturbacdo como fungao basica de suporte para estas técnicas.
Como o Simulated Annealing ¢ visto como uma metaheuristica foi introduzido este
conceito e como o Simulated Annealing utiliza técnicas de aleatoriedade foi apresentado
um conceito de algoritmo aleatorio.

No capitulo 3, Simulated Annealing, apresentou—se, inicialmente, os aspectos que suportam
o paradigma, identificando suas origens histdricas, introduzindo o algoritmo de Metropolis
original [MET 53] e o modelo classico de Kirkpatrick [KIR 83], baseado nos conceitos de
mecanica estatistica. Como o Simulated Annealing tem sido modelado por muitos autores
[AAR 89] [AZE 92] usando a teoria de cadeia de Markov, foi apresentada uma introducao
as métodos Monte Carlo Markov Chain (MCMC) [KAL 86] [JER 97].
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A partir do modelo classico do Simulated Annealing, com a finalidade de permitir uma
melhor visualizagdo das caracteristicas, foi elaborada a idéia de um algoritmo genérico
seqiiencial, constituido de procedimentos independentes, mas que se relacionam entre si e
identificadas as principais fungdes destes procedimentos. Foi destacado a importancia da
atribuicdo adequada de valores aos principais elementos envolvidos na constru¢do de um
algoritmo SA, como temperatura, e a especificacdo de fun¢des adequadas para perturbagao
e energia. Foram apresentados os modelos basicos de prescricdes de resfriamento[KIR 83]
[AAR 89] [ROD93], identificando suas caracteristicas usando os procedimentos do
algoritmo genérico.

O conhecimento das caracteristicas e dos procedimentos constituintes deste algoritmo
genérico permitiram a constru¢ao de uma especificacao formal, representando o algoritmo
através de um programa abstrato e estabelecendo axiomas que definem os requisitos que as
principais fungdes e predicados devem satisfazer. O formalismo utilizado, ou seja, a
axiomatizacdo, foi escolhido por permitir um estabelecimento claro destes requisitos sem
definir uma forma de implementagdo. O programa abstrato € utilizado para descrever os
elementos que influenciam na complexidade do algoritmo, ou seja, na performance do
mesmo. Uma demonstragao da correcdo do programa abstrato proposto ¢ apresentada no
Anexol.

A especificagdo do Simulated Annealing, sua definicdo como um método e sua
representacdo através de um algoritmo abstrato, permitiu a andlise da complexidade de
algoritmos. Em resultado desta andlise, verificou-se que a funcdo perturbacdo e o nlimero
de solugdes visitadas em uma execucdo ¢ determinante da complexidade total. Como o
nimero de solucdes visitadas e a probabilidade de encontrar uma solucdo final de qualidade
exigida pela aplicacdo interagem entre si, a implementagdo da fun¢do perturbacdo torna-se
um fator critico de complexidade. O esfor¢o despendido numa codifica¢do otimizada do
procedimento que realiza esta fungdo ¢ recompensado com um desempenho melhor do
algoritmo como um todo. No entanto, esta ¢ uma reflexdo simplista, pois outros fatores
estdo envolvidos. A fun¢do perturbacdo ¢ definida no projeto de uma estrutura de
vizinhanga e, esta estrutura de vizinhanga determina o espago de solugdes possivel de ser
visitado. A escolha da fungdo energia, uso de penalidades ou ndo, a escolha da prescricao
de resfriamento sdo fatores que devem serem analisados em conjunto e que resultam em
melhor ou pior desempenho do algoritmo. Como colocado por Catoni (cap. 3, [AZE 92]) o
estudo tedrico dos aspectos relacionados com prescri¢do de resfriamento para uma dada
aplicacao e uma dada disponibilidade de recursos deve ser encorajado, uma vez que nao
existe formula fechada para determinar esta prescricdo e se estd longe de encontrar uma
prescrigao de resfriamento genérica milagrosa.

Ainda, no capitulo 3, ¢é apresentado um estudo de caso. Neste estudo de caso ¢ analisado o
codigo de um programa exemplo [CAR 98] em relagdo ao programa abstrato apresentado,
verificando como os procedimentos foram implementados e a aplicabilidade dos axiomas
definidos. A busca da identificacdo das fungdes e predicados em um codigo implementado
e a verificagdo dos axiomas mostrou-se uma ferramenta interessante para analise deste
codigo. Esta analise permite verificar tanto aspectos de corre¢dao do codigo como estudos de
modificacdes para outras aplicagdes.
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Complementando o trabalho dois aspectos importantes sdo apresentados: o primeiro, no
capitulo 4, aprofunda o conhecimento tedrico do Simulated Annealing, através da
apresentacdo de um modelo do baseado em Cadeias de Markov [AAR 89], detalhando
aspectos da propriedade de convergéncia do algoritmo e apresentando uma deducio
empirica da complexidade do algoritmo considerando este modelo; o segundo, no capitulo
5, mostra o resultado resumido do levantamento das utilizagdes do algoritmo tradicional e
propostas alternativas com a finalidade de detalhar como o Simulated Annealing esta sendo
utilizado na pratica. A analise destas utilizacdes foi base para a especificacdo do programa
abstrato apresentado no capitulo 3. A identificacdo do essencial permitiu a especificagdo de
procedimentos basicos e o estabelecimento de axiomas que caracterizam o algoritmo.

Duas metas principais guiaram o desenvolvimento do trabalho: primeiro propiciar
conhecimento basico sobre o assunto e, segundo, permanecer em um nivel tedrico para
permitir a observagao dos aspectos genéricos de forma adequada sem o comprometimento
de uma implementagdo especifica. A formalizagdo proposta ndo abrange todas as
alternativas de desenvolvimento de algoritmos Simulated Annealing, no entanto, procurou
identificar de forma clara as caracteristicas essenciais, possibilitando uma base solida que
pode ser modificada e ampliada quando necessario.

Os aspectos de complexidade do programa abstrato proposto foram analisados, onde, a
perturbagcdo, mostrou-se como peca fundamental na avaliacio da complexidade de um
algoritmo SA. Como a perturbagdo é decorrente da escolha de uma estrutura de vizinhanga
destaca-se a importancia da escolha adequada da mesma.

As principais contribui¢cdes do trabalho sdo: (a) um guia para o estudo do Simulated
Annealing, considerando fatores empiricos e tedricos, permitindo o esclarecimento de
conceitos € o uso adequado dos mesmos; (b) uma base tedrica para implementacdes
baseadas na forma como estes conceitos estdo sendo utilizados na pratica; (c) uma
formalizagdo, estabelecendo um método que especifica um programa abstrato e define
axiomas, permite uma melhor visualizagdo das propriedades de um algoritmo e de seus
elementos constituintes, a analise destas propriedades e, propicia um melhor entendimento
dos aspectos de complexidade.

A apresentacdo do trabalho foi organizada de forma a permitir diferentes leituras
dependendo do interesse do leitor: um conhecimento em nivel de introdugdo pode ser
obtido pela leitura do capitulo 2 e se¢des 3.1, 3.2 e 3.3; um conhecimento mais detalhado
dos aspectos de implementacao podem ser obtidos pela leitura da sec¢ao 3.4, 3.5, 3.6 ¢ do
capitulo 4; um conhecimento tedrico mais aprofundado e detalhado requer também a leitura
do anexo A2.

Entre os temas para trabalhos futuros relacionados com o Simulated Annealing, incluindo
os estudos de otimizagdo e complexidade de algoritmos, podem ser mencionados: estudos
detalhados teodricos e praticos dos aspectos relacionados com o espago de solugdes para
problemas de otimizag¢do, empregando técnicas de amostragem adequadas, para permitir
uma determinagdo mais cientifica dos parametros do algoritmo e possibilitar o estudo da
complexidade média a partir da equagdo definida, que ¢ mais interessante no estudo de
heuristicas; estudo de tipos de perturbagao aplicaveis a determinados grupos de problemas,
construindo uma base tedrica para a escolha do tipo de estrutura de vizinhanca e um
formalismo para representar de forma adequada e genérica os tipos de perturbagdo; estudos
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dos aspectos de paralelizacdo do algoritmo Simulated Annealing, baseada nas técnicas ja
existentes, permitindo um melhor conhecimento e representacdo das mesmas e
identificando os aspectos empiricos e teoricos relacionados com a performance.

Em conclusdo, este trabalho apresentou o Simulated Annealing de forma genérica e
completa, possibilitando que a partir do mesmo possam ser desenvolvidos e analisados
aspectos especificos.
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Anexo A1 Verificagao da Especificagao Proposta

Neste anexo ¢ verificada a correcdo do programa abstrato SA proposto como um método de
desenvolvimento na se¢do 3.05. A estrutura do programa abstrato SA especificado ¢é
simples. Assim, inicialmente ¢ feita a demonstracdo da corre¢do da especificagdo do
programa abstrato SA (Fig. 3.06), considerando as especificagdes dos programas abstratos
chamados (aquecimento, Fig. 3.10, e metropolis, Fig. 3.08) como corretas e,
posteriormente, ¢ feita a demonstracdo para estes programas. As especificagdes dos
procedimentos dependentes do problema ndo foram detalhadas e sdo consideradas corretas
pelo estabelecimento dos axiomas que as mesmas devem satisfazer.

A1.1 Programa Abstrato SA

A demonstragdo do programa abstrato abaixo considera a especificagao dada na Fig. 3.06,
diagrama sintatico da Fig. 3.05 e defini¢des de fungdes de axiomas, fung¢des e predicados
da secdo 3.5.

Suposicao inicial:

Suponha a assercdo de entrada, ¢ ( p) = ((S|> 0) O ( neag > 0) O (0 > 0) O ( nage > 0) O
(tini > 0) U (( Up) ( Us) possivel ( p,s) LI vidvel ( p, fvav ( p, 8))), verdadeira logo antes
do inicio da execuc¢do do procedimento.

Demonstracao da invariante da linha 6:

Pelo axioma SAAXO02, ap6s a execugdo da linha 5, tem-se a invariante [ possivel ( p, s)]
e pela assercdo de entrada [ t > 0].

Demonstracdo da invariante da linha 8:

A invariante da linha 6 satisfaz a assercdo de entrada do programa abstrato
aquecimento. Portanto, considerando a semantica da especificagdo do programa
abstrato aquecimento, tem-se a asser¢ao de saida do mesmo, [quente ( p, t) Lt > 0],
verdadeira apds a execucdo da linha 7, o que garante a invariante da linha 8.

A invariante da linha 8 também pode ser considerada para qualquer outra especificagdo
para o procedimento aquecimento diferente da proposta, que satisfaga os axiomas
SAAX03 e SAAXO0A2.
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Demonstracao das invariantes das linhas 11, 13 ¢ 15:

Entre as linhas 10 e 16 tem-se a seqiiéncia de instru¢des do enquanto que sdo repetidas
n vezes, constituindo uma fase de melhoramento da solugdo tratada, até¢ que que as
condi¢des estabelecidas pelo predicado congelado sejam satisfeitas.

Seré4 considerada inicialmente a situacdo das invariantes na primeira iteracao( i =1). A
invariante da linha 11 ¢ valida, pois [possivel ( p, s)] mantém-se sem alteragdo desde a
linha 6, pela semantica de aquecimento e congelado, e [t > 0], uma vez que pela
semantica do predicado congelado, ndo ha modificacdo do valor de t neste trecho. A
assercdo de entrada do programa abstrato metropolis, [possivel ( p, s) e t > 0],
corresponde a invariante da linha 8. Como ¢ vélida a asser¢@o de entrada do programa
abstrato metropolis e pela semantica do mesmo tem-se a invariante da linha 13, pois
[possivel ( p, s) U estavel (p, Sent, t, S)] € garantido pela assercdo de saida e t ndo ¢
alterada. Pelo axioma SAAXO0S5, tem-se a invariante da linha 15.

Em cada iteragdo i > 1 € i < n, as seguintes consideragdes sdo validas: sejam s’ e t’ os
valores das varidveis s e t logo apds a execugdo i iteragdo da linha 11 e {s”’=
metropolis ( p, s°, t')} e {t”” = resfriamento ( p, t’)} e supondo verdadeiras as
invariantes da linha 11, 13 e 15 nesta i*"™ iteragdo. Entdo, na (i +1)™"™ iteracdo a
invariante da linha 11 ¢ valida pelas invariantes da linha 13 e 15 da i®"™ iteragdo. O
raciocinio do pardgrafo anterior para as invariantes da linha 13 e 15, vélido para a

primeira iteracao, ¢ valido para as iteracdes seguintes.
Demonstracao da invariante da linha 18:

A invariante da linhal8 ¢ resultado da condi¢do de término [ congelado (p, t)] do
enquanto 10-16.

A invariante da linha 18 também pode ser considerada para qualquer outra
especificagdo para o procedimento metropolis diferente da proposta, que satisfaga os
axiomas SAAX12.

Demonstracao da invariante da linha 19:

Sejam as seqii€ncias So, Si, ... Sk+1 € to, t1, ... tir1 onde so € a solugdo inicial definida na
linha 5, to a temperatura definida na linha 7, s; ¢ a solugdo encontrada na i*"™ execugio
(linha 12) da iteragdo 10-16, t; é a temperatura encontrada na i®™ execugéo (linha 14)
da iteracao 10-16 ei=1, 2, ..., k+1, onde k+1 ¢ o nimero de vézes que a iteracdo 10-16
¢ executada. Entdo, pelas invariantes das linhas 11 e 13 de cada iteragdo i = 1,2,... k, a
condig¢do [congelado ( p, t)] (linha 10) no final da execucdo da iteracao k+1 e o axioma
SAAX14 tem-se [estavel (p, s, t)]. Pelas invariantes das linhas 6 e 13, tem-se, em

qualquer caso, [possivel (p, s)], o que prova a validade da invariante da linha 19.
Demonstracao da invariante da linha 21:

Dois casos devem ser considerados. No primeiro caso, logo antes da execugdo da linha
20 tem-se uma solugdo s para a qual [viavel (p, s)] € satisfeito, entdo, pelo axioma
SAAXO06 o valor de s ndo ¢ alterado na linha 20 e, portanto, [vidvel (p, s)] na linha 21.
No segundo caso, logo antes da execucdo da linha 20 tem-se uma solugdo s para a qual
[- viavel (p, s)] € satisfeito, entdo, pelo axioma SAAX07, apds a execucao da linha 20
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o valor de s sera fy,,( p, s) € pela assercao de entrada a funcao f,,y, € tal que [(( Up) ( Us)
possivel (p,s) U viavel ( p, fvay (P, 8))] €, assim, [vidvel (p, s)] na linha 21.

Verificac¢do da asser¢do de saida:

A asser¢do de saida ¢ garantida pelas invariante das linhas 19 e 21 e pelo axioma
SAAXO009.

Prova da terminagdo do programa

Para garantir o término do programa abstrato SA ¢ suficiente provar que o enquanto 10-
16 termina.

Dois casos podem ser analisados, considerando
[condicdo-congelado = ((cadeia (p, t) = ng.q) U (t < 0)].

No primeiro caso, o término ocorre pelo nimero méximo de resfriamentos permitidos.
Ou seja:

Seja t; 0 valor de t na i®™ iteracdo do enquanto 10-16. Tem-se
[ cadeia ( p, ti+1) > cadeia ( p, t;) | pelos axiomas SAAXI11, e
[ cadeia (p, t;) =0 ] pelo axioma SAAXI10.

Entdo, [ cadeia ( p, Sk) 2 nead | para k = ngq € pelo axioma SAAX09 tem-se congelado (
P, tk+1), O que mostra que apos Ngyg passos o enquanto 10-16 termina.

No segundo caso, o término ocorre quando ti;; = 0 e, entdo, pelo axioma SAAX09,
tem-se congelado (p, ti+1).

A1.2 Programa Abstrato metropolis

A demonstracdo do programa abstrato abaixo considera a especificacdo dada na Fig. 3.08,
diagrama sintatico da Fig. 3.07 e axiomas, fungdes e predicados descritos na se¢do 3.5 para
o procedimento metropolis..

Suposicao inicial:

Suponha a asser¢ao de entrada, ¢ ( p) = [ possivel (p, s,) O ( t = 0)], verdadeira logo
antes do inicio da execucao do programa.

Demonstracdo da invariante da linha 6:

Pela assercao de entrada, execu¢ao da linha 5 ¢ axioma MEAXO1 tem-se a invariante da
linha 6.
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Demonstracao das invariantes das linhas 8, 11 e 13:

Entre as linhas 7 e 14 tem-se uma seqliéncia de instrugdes do enquanto que sdo
repetidas n vezes, constituindo uma fase de melhoramento da solugdo tratada, até que as
condi¢des estabelecidas pelo predicado equilibrio sejam satisfeitas.

Sera considerada inicialmente a primeira iteracao.
A invariante da linha 8 ¢ satisfeita pois ndo ha modificagdo na solugdo desde a linha 6.

Pela invariante da linha 8, execu¢ao da linha 10 e axioma MEAXO0S5 tem-se a invariante
da linha 11.

Pela invariante da linha 11 e axioma MEAXO07 tem-se

[( crit-metropolis ( s, s, t, n;) [ aceitagdo (s, s, t, n;) =s) U ( —crit-metropolis (s, s,
t,n;) [ aceitagdo (s, Sc, t, n;) = S¢)]

que ¢ equivalente a

[((aceitagdo ( s, S¢, t, n;) =s) U crit-metropolis ( s, s., t, ny)] U [((aceitagdo (s, S¢, t, ny)
=s,) L ~crit-metropolis ( s, sc, t, n;)]. A demonstracdo da equivaléncia ¢ descrita na
secao Anexol.A2.

Entdo, pelo axioma MEAXO08 tem-se
[ aceita ( aceitacdo (s, S, t, ny), S, Sc, t n;)] que € a invariante da linha 13.
Para as iteragdes seguintes do enquanto 7-14 tem-se:

Seja s” o valor de s na iteragdo anterior e s” o valor de s para a iteracdo atual; pela
invariante da linha 11 tem-se

[ possivel ( p, s”) Upossivel ( p, perturbagdo ( p, s’)]
e
s’’ = aceitagdo ( s, perturbacdo ( p, s’ ), t, aleatorio());

Pelo axioma MEAXO07 s> = s’ ou s’ = perturbagdo( p, s’), ou seja, em qualquer caso,
possivel (p, s’’), que € a invariante da linha 8.

A demonstracdo das invariantes das linhas 11 e 13 ¢ feita usando raciocinio analogo ao
utilizado para a primeira iteracao.

Demonstracao da invariante da linha 15:

Considere as k iteragdes do enquanto 7-14 e faga s;; o valor de s na entrada da jésima
iteracdo. Pela invariante da linha 13 tem-se

[ aceita ( s;, si.1, perturbacdo ( p, si-1), t, aleatorio())] parai= 1,2, ..., k.

Entdo, pela condi¢do de parada dada por equilibrio ( sx) e pelo axioma MEAXI10, tem-
se a invariante da linha 15.
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Verificagdo da assercao de saida:

Tem-se a assercdo de saida, {possivel (p, s) O estavel (p, so, t, s)}, em decorréncia da
invariante da linha 15 e usando raciocinio andlogo ao da demonstragdo da invariante da
linha 8 nas itera¢des subsequentes a primeira.

Prova da terminagdo do programa

Para garantir o término do programa abstrato metropdlis € suficiente provar que o
enquanto 7-14 termina.

-ésima

Seja sjo valorde sna i iteracdo do enquanto 7-1A2. Tem-se
[ experimento ( p, si+1) > experimento ( p, s;i) | pelos axiomas MEAX04 e MEAXO09, e
[ experimento ( p, s;) = 0 ] pelo axioma MEAXO03.

Entdo, [ experimento ( p, sk) = n. | para k = np e pelo axioma MEAX02 tem-se
equilibrio ( p, sk+1), 0 que mostra que apos np passos o enquanto 7-14 termina.

A1.3 Programa Abstrato aquecimento

A demonstragdo do programa abstrato abaixo considera a especificagao dada na Fig. 3.10,
diagrama sintatico da Fig. 3.09 e defini¢des de fungdes de axiomas, fung¢des e predicados
da secao 3.5. Os procedimentos aleatorio, perturbagdo e aceitacdo do programa abstrato
aquecimento s3o considerados como tendo as mesmas fungdes dos respectivos
procedimentos do programa abstrato metropolis e, em decorréncia, sdo validos os mesmos
axiomas ( MEAXO05 e MEAXO07).

Suposigao inicial:

Suponha a asser¢do de entrada , ¢ ( p) = ( possivel (p, sini) O ( tini > 0)), verdadeira logo
antes do inicio da execucdo do programa. A asser¢do de entrada estabelece as condicdes
que devem ser satisfeitas no inicio da execu¢ao para garantir a corre¢ao do programa.

Demonstracao da invariante da linha 5:

Considerando a assercdo de entrada, execugdo da linha 4 e axioma AQAXO1 tem-se a
invariante da linha 5.

Demonstracao da invariante da linha 8, 10, 12 e 14:

Entre as linhas 6 e 15 tem-se a seqiiéncia de instru¢des do enquanto que sdo repetidas n
vezes, constituindo uma fase de aquecimento, até que as condicdes estabelecidas pelo
predicado quente sejam satisfeitas.
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Sera considerada inicialmente a primeira iteragao.

A invariante da linha 8 ¢ satisfeita pois ndo had modificacdo na solugdo e na temperatura
desde a linha 6.

Pela invariante da linha 8, execucdo da linha 9 e axioma MEAXO05 tem-se a invariante
da linha 10.

Seja s’ o valor de s na iteragdo anterior e s” o valor de s para a iteracdo atual; pela
invariante da linha 10 tem-se

[ possivel ( p, s’) Upossivel ( p, perturbacao ( p, s’)]
e pela execucdo da linha 11 tem-se
s’’ = aceitagdo ( s, perturbacdo ( p, s’ ), t, aleatorio());

Pelo axioma MEAXO07 s> = s’ ou s’ = perturbagdo( p, s’), ou seja, em qualquer caso,
possivel (p, s’”), que € a invariante da linha 12.

Pela invariante da linha 8, execucao da linha 13 ¢ axioma AQAXOS5 tem-se a invariante
da linha 1A2.

Nas iteragdes do enquanto 7-15 subsequentes a primeira tem-se:

Da invariante da linha 12 tem-se [ possivel (p,s) ] e da invariante da linha 14 tem-se
[t > 0], demonstrando a invariante da linha 8.

As provas para as invariantes das linhas 10, 12 e 14 sdo analogas as provas para a
primeira iteragao.

Demonstracao da invariante da linha 16:
Em decorréncia da condi¢ao da linha 6 tem-se a invariante da linhal6.
Verificagdo da asser¢ao de saida:

A asser¢do de saida ¢ satisfeita pois [ quente ( p, s)] € decorréncia da invariante da linha
15, [ posssivel ( p, s) ] € decorréncia das invariantes das linhas S5e 12e[t>01]¢
decorrente das invariantes da linha5 e 8 e axioma AQAXOS.

Prova da terminagdo do programa

Para garantir o término do programa abstrato metropolis € suficiente provar que o
enquanto 6-15 termina.

Seja s; 0 valor de s na i®™ iteracdo do enquanto 6-15. Tem-se
[ mais-quente ( p, si+1) > mais-quente ( p, s;) ] pelos axiomas AQAXO04, e
[ mais-quente ( p, s;) =0 ] pelo axioma AQAXO03.

Entdo, [ mais-quente ( p, sx) = np | para k = np e pelo axioma AQAXO02 tem-se quente (
P, Sk+1), O que mostra que apoOs np passos o enquanto 6-15 termina.
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A1.4 Demonstragcao de Equivaléncia

Seja a expressao

[( crit-metropolis ( s, s, t, n;) [ aceitagdo (s, ¢, t, n;) =s.) L ( ~crit-metropolis (s, s, t,
n,;) [J aceitagdo (s, sc, t, ny) =s)],

faca

p = (crit-metropolis ( s, s¢, t, ny)),

q = (aceitacdo ( s, S¢, t, ny) =),

q’= (aceitacao (s, Sc, t, n;) =s).

Substituindo na expressdo acima, tem-se

(p0 @UEpPU Q).

Como p I q =- p Uq (teorema da légica), substituindo tem-se
(pO0@UbCEpUq)=E(CpUgU(pLQq)

e aplicando a lei da distribuigdo, tem-se
cpUgU(pUg)=[-pU(pUg)]U[qU(p UQq)]
CpUgU(pUg)=EC=pUp UCpUq)U(qUp)U(qUQq’),
~pUgU(pUq)=(=pUq)U(qUp)O(qUq"),
~pUgU(pUq)=[-pUq)U(qUp]U(qUQq")

e pela lei da absor¢ao
~pUgU(pUq)=(-pUq)U(qUp)=(qUp) U(q U~ p).

Entao, [( crit-metropolis ( s, S¢, t, n;) [ aceitacdo (s, s, t, n;) =sc) U ( = crit-metropolis ( s,
se, t, ;) [ aceitagdo (s, s, t, ny) =s)] € equivalente a

[((aceitagdo (s, S, t, ny) = s¢) U crit-metropolis ( s, s¢, t, ny)] U [((aceitagdo (s, S¢, t, ny) =)
U= crit-metropolis ( s, S, t, ny)],

conforme se queria demonstrar.
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Anexo A2 Aspectos de Convergéncia

Os estudos relacionados com os aspectos de convergéncia do SA levam em consideracao,
na sua grande maioria, um modelo teérico fundamentado em cadeias de Markov. Assim, ¢
incluido neste capitulo uma pequena introducdo da teoria de cadeias de Markov e, a seguir,
sdo apresentados alguns estudos de convergéncia.

A2.1 Introdugdo a Teoria de Cadeias de Markov

Uma Cadeia de Markov ¢ um tipo de processo estocastico discreto onde o comportamento
futuro depende s6 do presente, ¢ ndo do passado. Um estudo mais detalhado pode ser
realizado através de [KOV 96] [SIE 92].

A seguir serdo apresentadas algumas defini¢cdes baseadas no trabalho Aarts e Korst [AAR
891.

Uma cadeia de Markov M ¢ uma seqiiéncia de experimentos, onde a probabilidade do
resultado de um dado experimento depende somente do resultado do experimento anterior.
Seja X(k) uma variavel estocastica denotando o resultado do k-ésimo experimento, entdo a
probabilidade de transicdo no k-ésimo experimento para cada par i, j de resultados ¢
definido como

By (k) =P{X(k) = j| X(k 1) = i}. (A2.01)
A matriz P(k) dos elementos dados pela A2.01 ¢ chamada de matriz de transicao.
Se ai(k) denota a probabilidade do resultado i1 na k-ésima experiéncia, isto &,
ai(k):P{X(k):i}a (A2.02)
Entdo a,(k) ¢ dada pela seguinte recursao:
a,(ky=) a,(k-1)P,(k).

Uma cadeia de Markov ¢ considerada finita se ¢ definida para um conjunto finito de
resultados. Uma cadeia de Markov ¢ homogénea se as probabilidades de transi¢ao
associadas sdo independentes do numero do experimento e ndo-homogénea se as
probabilidades de transi¢do associadas sdo dependentes do nimero do experimento.
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Diz-se que um vetor a ¢ estocastico se seus componentes a; satisfazem as seguintes
condigoes:

a, >0, paratodo i; a, =1.
’ P Z‘ (A2.04)

Uma matriz P é estocastica se seus componentes P;; satisfazem as seguintes condigdes:

P. >0, para todo i, J; P. =1, paratodo i.
y =P i 2H (A2.05)
Uma cadeia de Markov com matriz de transicdo P ¢ irredutivel, se para cada par de
solucdes i, j [J § existe uma probabilidade positiva de encontrar j a partir de i em um
numero finito de experiéncias, isto &,

Vi,j dn>1:(P"). >o.
/ ("), (A2.06)
Uma cadeia de Markov com matriz de transi¢do P ¢ aperiodica, se para cada solugao i [1 §

o maior divisor comum mdc(D;) = 1, onde o conjunto D; consiste de todos os inteiros n > 0,
com

(P"), >0 (A2.07)
e o inteiro mdc(D;) é chamado o periodo da solucao i.
Portanto, aperiodicidade requer que todas as solugdes tenham periodo 1.
Uma cadeia de Markov com matriz de transi¢ao P € aperiddica se
JjeS:P; >0.
(A2.08)

A2.2 Analise de Convergéncia

Aarts e Korst [AAR 89] apresentam um dos enfoques mais simples e completos sobre a
convergéncia de um algoritmo SA e referenciam uma série de outros estudos sobre o
assunto. A seguir, serdo apresentados os aspectos basicos deste enfoque. O algoritmo SA
analisado segue os passos descritos pela figura A2.1:
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Procedimento SA;
(so, Lo) « inicializa solucao;
to < aquega;
1 « So;
ciclo_externo: enquanto ndo critério-término faca
ciclo_interno: enquanto | < Ly faca
gera j vizinha de i;
se f(j) < f(si) entdo i « j;
senao
se exp (f(i) - f(j))/t) > aleatorio[0, 1)
entdoi « j
fim_enquanto;
k «k+ 1,
Lx ~ calcula-comprimento;
ty « calcula-temperatura;
fim_enquanto;

FIGURA A2.1 — Algoritmo SA

Equilibrio Estatistico

Considerando a analogia com os conceitos da fisica estatistica (se¢do 3.1.2) ¢ estabelecida a
seguinte conjetura que associa uma distribuicdo estacionaria a execugdo do algoritmo SA
para resolucdo de uma instdncia de um problema de otimizagdo combinatoria, sendo S o
espago de solugdes, f a funcdo energiaei,j IS

Conjetura A2.01 [AAR 89]: Dado uma instancia de um problema de otimizacao
combinatdria (S, f) e uma estrutura de vizinhanga apropriada entdo, apds um nimero
suficientemente grande de transi¢gdes a um valor fixo de temperatura ¢, aplicando a
probabilidade de aceitacdo de (3.03), o algoritmo SA encontrard uma solucdo i [J § com
uma probabilidade

P {x=if2 g,()=— p(&j

N, (7) t

onde X ¢ uma variavel estocastica denotando a solugdo corrente obtida pelo algoritmo e

(A2.09)

N,(=> exr{— ﬂj)j

Jjes 4

(A2.10)
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denota uma constante de normalizagao.

A distribuicdo de probabilidade acima definida é chamada de estaciondaria ou de equilibrio e
¢ equivalente a distribuicdo de Boltzmann (3.01). A constante de normalizacao ¢
equivalente a fung¢ao de particao (3.02).

Uma estrutura de vizinhanga apropriada ¢ estabelecida pela defini¢do (2.3) e, ainda, deve
satisfazer a propriedade de simetria, ou seja, j U S; = 7 0 ;. A especificacdo de uma
estrutura de vizinhanga apropriada ¢ dependente do problema.

O corolario abaixo estabelece a garantia de convergéncia assintédtica do algoritmo SA para
o conjunto de solugdes globalmente 6timas desde que a distribuicdo estacionaria seja
alcancada a cada valor de 7.

Corolario A2.01 [AAR 89]: Considerando a distribui¢do estacionaria ¢,(f) dada pela
(A2.09), entao

e
lima, ()= = 5

X(s,,)@: (A2.11)

opt |

onde S,,; denota o conjunto de solugdes otimas globais € onde, sendo 4 e 4’ [l 4 dois
conjuntos, Xu) : A — {0, 1} é a funcdo caracteristica do conjunto 4’ definida como
Xuy(@)=1seallA4’, sendo 0.

A prova deste corolario pode ser encontrada em [AAR 89].

Considerando a distribuicdo estacionaria g{¢) dada pela (A2.09) é possivel definir outras
quantidades para um problema de otimizagdo combinatoria, estendendo a analogia com
fisica estatistica. Estas quantidades sdo:

custo esperado em equilibrio, definido como

E(N2(f), =S AP X =1 = 3 (0, () (A2.12)

ieS ieS

quadrado do custo esperado em equilibrio, definido como

E (D =(17) =2 /0P X == X (0,0} (A213)

ieS ieS
variancia do custo esperado em equilibrio, definido como

Var ()= 07 = 2 () B/ )R X == 2 (10)-(7), Fa)=(17), (1)
) ) (A2.14)
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entropia em equilibrio, definido como

= =24{0ng, O (A2.15)

A entropia pode ser vista como uma medida natural da quantidade de desordem ou de
informag¢do em um sistema.

A partir destas defini¢cdes pode ser derivado o seguinte corolario:

Corolério A2.2 [AAR 89]: Considerando a distribui¢do estacionaria g{¢) dada pela (A2.09)
as seguintes relagdes sdo estabelecidas:

0 o’
= (A2.16)
2
I, S
o (A2.17)

A prova pode ser encontrada em [AAR 89].

As expressdes definidas entre (A2.12) e (A2.17) sdo derivadas de expressdes bem
conhecidas em Fisica Estatistica e s3o importantes para analise dos mecanismos envolvidos
no equilibrio de grandes ensembles fisicos. Usando estas expressdes um outro coroldrio
pode ser estabelecido:

Corolério A2.3 [AAR 89]: Considerando a distribui¢do estacionaria g{¢) dada pela (A2.09)
e as expressoes dadas por (A2.12) a (A2.17) tem-se

def

lim f
) =) = N ZS (A2.18)
im{f), = fon (A2.19)
grgafdifa; :éZ(f(i)—(f)w)z : (A2.20)
ieS
lime? =0 , (A2.21)
t10
limS,dime =In|S| , (A2.22)
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def
limS, =S, =In
110

Sopt

(A2.23)

Prova: A prova pode ser encontrada em [AAR 89].

Na expressao (A2.23) ,que estabelece a entropia quando a temperatura tende a zero,
assumindo que haja um unico estado fundamental tem-se

S, =Infl[=0 (A2.24)
que corresponde a terceira lei da termodindmica.

Lembrando que a entropia pode ser interpretada como uma medida natural de ordem de um
sistema fisico:

valores altos para entropia correspondem a caos; e

valores baixos para entropia correspondem a ordem ( segundo Toda, Kubo e Sait6,1983
citado por [AAR 89].

A definicao de entropia similar a dada pela (A2.15) ¢ conhecida na Teoria da Informagao,
onde ¢ vista como uma medida da quantidade de informacao de um sistema [SHA 48].

No caso do SA, ou para otimizagdo em geral, a entropia pode ter o significado de uma
medida quantitativa do grau de otimalidade [AAR 89]. O uso do conceito de entropia ¢
melhor detalhado nos trabalhos de Rodrigues ¢ Anjo [ROD 93] [ANJ 98].

Considerando as expressodes (A2.16) e (A2.17) observa-se que na execugdo do algoritmo
SA o custo esperado e a entropia decrescem monotonicamente para f,,, € In|S,,|, desde que
o equilibrio seja alcancado a cada valor de temperatura.

Ainda ¢ possivel estabelecer que a probabilidade de encontrar uma solugdo 6tima aumenta
monotonicamente com o decréscimo de 7 e que para cada solugdo ndo 6tima, ha um valor
positivo ¢, tal que para ¢t < t’; , a probalidade de encontrar esta solugdo decresce
monotonicamente com o decréscimo de ¢ Isso pode ser estabelecido considerando o
seguinte corolario:

Corolario A2.4 [AAR 89]: Seja um problema de otimizagdo combinatdria denotado por (S,
f) com S,,; # S e seja a distribui¢do estaciondria associada ao algoritmo SA denotada por
qi(t) e dada pela (A2.09), entdo tem-se

Ui O Sopt:

—q,(1)<0, (A2.25)
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Ui O Sopr € A7) = [l

24050, (A226)

0i O Sope € fli) < A, 0> 0:

%qi(¢)>o ser <1, (A227)
o o (A2.28)
—qi(t)— 0set=t,,

ot

P :

54 (£)<0 set >t . (A2.29)

Prova: A prova pode ser encontrada em [AAR 89].

SA como cadeia de Markov

O algoritmo SA pode ser modelado como uma cadeia de Markov finita, onde um
experimento corresponde a uma transicdo, o conjunto de experimentos ¢ dado pelo
conjunto finito de solu¢des e o resultado de um dado experimento depende somente do
resultado do experimento anterior, ou seja o comportamento futuro depende somente do
estado corrente e ndo é considerado como chegou-se a este estado (“memorylessness
property” [STO 98]).

Como visto anteriormente, uma transi¢ao no algoritmo SA corresponde a aplicacdo de um
mecanismo de geracao seguido da aplicacdo de um critério de aceitagdo. A seguir, serdo
definidas probabilidades de transi¢do, geragdo e aceitacdo levando em consideracdo o
modelo original do algoritmo SA, o qual segue a analogia com o processo fisico
anteriormente descrito. Estas definicdes podem ser usadas virtualmente para qualquer
problema de otimiza¢do combinatoria [AAR 89].
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Definicdo A2.01 [AAR 89]: Seja uma instdncia de um problema de otimizacao
combinatoria denotada por (S, f). Entdo a probabilidade de transi¢ao para o algoritmo SA
pode ser definida como:

G, (t)4;@t,) se i#]
VijeS B =FU)=- S P se i=
1eS I (A2.30)

onde

Gij(ci) denota a probabilidade de geragdo, isto €, a probabilidade de gerar a solugdo j a
partir da solucdo i e ¢ definida como

. . 1 i
v,,JeS:G,.j(ck)=G,~j=6Z<s,->(f) (A2.31)

onde © =|§)|, paratodo i 1 S; e

Ajj(ci) denota a probabilidade de aceitacdo, isto €, a probabilidade de aceitar j uma vez
gerada a partir de 7, definida como

Vi,jeS:A,(t,)= exp(_ (J’(J)‘—f(’))]

t, (A2.32)

+ ~  +
onde, para todoa [J 1, a =asea>0, e sendo a =0.

As probabilidades de geragdo e aceitacdo assim definidas sdo probabilidades condicionais e
as matrizes correspondentes sdo denominadas matriz de geracdo e matriz de aceitagdo,
respectivamente.

Observa-se que as probabilidades de geracao sdo escolhidas independente do pardmetro de
controle # e uniformemente na vizinhanga S;, assumindo que todas as vizinhangas sdo do
mesmo tamanho, isto ¢’, |S;| = O, para todo i J S As probabilidades de aceitagdo sdo
baseadas no critério de aceitagdo, no caso, critério de Metropolis.

Observa-se ainda que as matrizes de transi¢ao e de geracdo sdo estocasticas e a matriz de
aceitacdo nao ¢ estocastica.
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Convergéncia Assintética

A probabilidade do algoritmo SA encontrar uma solugdo Otima apds um nimero
possivelmente grande de experiéncias ¢ igual a 1 se:

PX(k)eS,, =1 (A2.33)

Nas secdes seguintes sera provado que sob determinadas condigdes o algoritmo SA
converge assintoticamente para o conjunto de solugdes 6timas, ou seja:

limP{X (k)< S,,, }=1 (A2.34)

Distribuicao Estacionaria

A prova da convergéncia assintotica do algoritmo SA ¢ baseada na existéncia de uma unica
distribuicdo estacionaria. Esta distribui¢do estaciondria existe somente quando a cadeia de
Markov associada com o algoritmo obedece determinadas condig¢des. Aarts e Korst [AAR
89] analisam estas condigdes e provam que, para uma cadeia de Markov homogénea
associada ao algoritmo SA, a distribui¢do estacionaria assume a forma exponencial dada
pela (A2.09), ou seja, provam a conjetura (A2.01).

Nas defini¢des seguintes ¢ assumido que o valor do parametro de controle ¢ independente
de £, isto é, # = ¢ para todo k. Assim, tem-se P(k) = P , para todo k, o que corresponde a
uma cadeia de Markov homogénea.

Definicao 3.08 [AAR 89] A distribui¢dao estacionaria de uma cadeia de Markov finita ¢
homogénea com matriz de transi¢do P ¢ definida como o vetor q, cujo i-ésimo componente
¢ dado por

¢, =limP{X(k)=1| X(0)= /|, para qualquer ;. (A2.35)

Se esta distribui¢do estaciondria g existe tem-se

lima, (k) = lim P{X(k) = —l1mZP k)=1i1X(0)= jIP{X(0)= j} =¢,> P{X(0)= j} = g,

k—o k—o y
J

(A2.36)

Desta maneira, a distribuicdo estaciondria ¢ a distribuicdo de probabilidade das solugdes
apds um namero infinito de experiéncias.

Além disso, tem-se
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k
q" =lima” (0)] [A(7)=lima” (0)P* =lima" (0)P* P=1ima” (0)P' P=q" P
entdo, g ¢ o autovetor de P com autovalor 1. Claramente, no caso do algoritmo SA, como P
depende de ¢, g depende de ¢, isto ¢, g = q (?).

Teorema A2.01 (Feller, 50 citado por [AAR 89]: Seja P uma matriz de transi¢do associada
a uma cadeia de Markov homogénea e finita e seja esta cadeia irredutivel e aperiddica.
Entdo existe um vetor estocastico q no qual cada componente g; € unicamente determinado
pela seguinte equagdo (equagdo de balanceamento global):

P.=gq., para qualquer i.
Z‘% ji =4 para quaiq (A2.38)

Claramente, o vetor ¢ ¢ a distribuicdo estaciondria da cadeia de Markov, porque satisfaz
(A2.37).

Lema A2.01 [AAR 89]: Seja P uma matriz de transi¢ao associada a uma cadeia de Markov
homogénea e finita e seja esta cadeia irredutivel e aperiddica. Entdo uma dada distribuicao
¢ a distribuicdo estacionaria da cadeia de Markov se seus componentes satisfazem a
seguinte equacao(equacdo de balanceamento detalhada):

q.FP, =q,P,, paraqualqueri,jeS. (A2.39)

Teorema A2.02 [AAR 89]: Faca (S, f) denotar uma instdncia de um problema de
otimizagdo combinatoria e P(t) a matriz de transicdo associado com o algoritmo SA
definido por (A2.30), (A2.31), e (A2.32). Além disso, faga com que a seguinte condicao
seja satisfeita:

Vi,jeS3Ip=1,3,1,....0, €S,
com I, =il =j, e

lelw >0,k=012,......p—1. (A2.40)

Entdo, a cadeia de Markov tem uma distribuicao estacionaria q(T), cujos componentes sao
dados pela

q; (z‘): ! exp(— f(i)j, para qualqueri € S,
N, (1) t (A2.41)
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onde

N, (1)= Zexp( f(])j

jes

(A2.42)

A prova ¢ feita mostrando que a cadeia de Markov assim definida ¢ irredutivel e aperiddica
e que a distribuigdo estacionaria definida pela (A2.41) e (A2.42) ¢ um vetor estocdastico ¢
cujos componentes satisfazem a equacao detalhada de balanceamento (A2.39).

A distribuigao estacionaria assim definida ¢ idéntica a obtida anteriormente (por conjetura)
a partir da analogia fisica.

Viu-se anteriormente que
limq(r) = q, (A2.43)
t

onde os componentes de q" sdo dados por

. 1

q; S5 X(s,,)(0s

Sopt | w ) (A2.44)

Portanto, obtém-se

limlimP, {X(k)=i}= hf(l}% (t)=4q,,

N0 k-
(A2.45)
ou
limlim P, {X(k) S,,, }=1. (A2.46)

O que basicamente reflete a garantia de que o algoritmo encontra assintoticamente uma
solucao otima.

Aarts e Korst provam que a garantia de convergéncia assintotica existe também para
probabilidades de transi¢do definidas como uma classe mais genérica do que a estabelecida
anteriormente e citam outros autores.

A convergéncia assintotica, como estabelecida nesta se¢do, indica que o algoritmo SA
requer um numero infinito de transi¢des para aproximar uma distribuicdo estaciondria. Isso
implica que o algoritmo assim definido pode requerer uma seqiiéncia de cadeias de Markov
homogénas infinitamente longa a valores decrescentes do parametro temperatura.

Assim, uma alternativa ¢ descrever o algoritmo usando um modelo associado de cadeia de
Markov n3o homogénea. Aarts e Korts [AAR 89] estabelecem as condi¢des de
convergéncia e os aspectos de ergodicidade para este modelo. Entretanto, a conclusdo dos
autores ¢€:

(a) um algoritmo SA pode ser considerado um algoritmo exato somente se for aceitdvel um
numero infinito de transicoes;
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(b) a aproximacdo assintdtica dentro de um limite arbitrario requer para a maioria dos
problemas um nimero de transi¢des maior que o tamanho do espaco de solucdo,
resultando em tempo exponencial para o algoritmo.

(c) o comportamento assintético para o algoritmo pode ser aproximado em tempo
polinomial, usando prescrigdes de resfriamento adequadas como as descrita na sec¢ao
3.A2.2.

SA como um MCMC

Estudos mais recentes analisam o comportamento do SA como um algoritmo do tipo Monte
Carlo Markov Chain, MCMC (secao 3.1.1).

Entre estes estudos pode ser mencionado:

(a) Jerrum e Sinclair [JER 97] - analisam os algoritmos do tipo Monte Carlo Markov Chain
de uma forma geral, incluindo o algoritmo de Metropolis modelado como uma cadeia
de Markov irredutivel, aperiodica, ergddica e satisfazendo a equacdo detalhada de
balanceamento e analisam com mais profundidade a aplicacdo do algoritmo para o
problema de encontrar a cobertura maxima de grafos. Quanto ao SA observam que o
mesmo pode ser analisado como uma cadeia de Markov ndo homogénea, salientando
que mesmo a questdo da convergéncia assintdtica nao ¢€ trivial;

(b) Rosenthal e outros [ROB 97] [ROS 99] - apresentam aspectos praticos e tedricos
relacionados com a convergéncia dos algoritmos tipo MCMC, ampliando a abrangéncia
para cadeias de Markov em espagos de solugdes gerais (ndo sé espagos finitos ou
contaveis).
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A2.3 Convergéncia e Complexidade

Sao poucos os estudos relacionados diretamente com a complexidade do algoritmo SA, mas
a complexidade esté relacionada com os estudos de convergéncia.

A complexidade pode ser analisada para a implementacdo do algoritmo a um problema
especifico ou entdo estabelecida para um caso mais geral usando um determinado tipo de
prescri¢do de resfriamento, ou ainda, genericamente como na secao 3.5.

Sasaki e Hajek [SAS 88] analisam a complexidade de tempo média para o problema de
cobertura maxima de grafos para o SA tradicional e uma variacdo onde a temperatura ¢
uma constante arbitraria. Para o SA tradicional ndo encontraram nenhuma alternativa que
resultasse em tempo médio polinomial. Para a variacdo do SA mostraram a possibilidade
de encontrar coberturas maximas aproximadas em tempo polinomial.

Aarts e Korst [AAR 89] apresentam um estudo para um caso geral usando a prescri¢cao de
resfriamento que foi denotada como prescri¢ao de resfriamento de AARTS na sec¢do 3.4.2.
O resultado deste estudo, no entanto, pode ser visto como uma estimativa do tempo de
computac¢do, pois ndo avalia a complexidade em funcdo do tamanho da entrada (no caso, a
entrada ¢ a instdncia do problema). A seguir sdo apresentadas as caracteristicas desta
implementagdo do algoritmo SA que resulta em uma aproximacdo em tempo polinomial e
considerando o que apresentado para convergéncia do algoritmo SA na secao 4.1:

Esta prescricdo de resfriamento (prescricdo de resfriamento de AARTS na se¢do 3.4.2),
baseada em fatos empiricos, mas com fundamentagdo tedrica, ¢ especificada através de:

(a) Seqiiéncia finita de valores descendentes do parametro de controle z;

(b) Valor inicial ¢y para o parametro de controle;

(c) Uma fungdo para decrescer o parametro de controle;

(d) Um valor final para o parametro de controle especificado por um critério de parada;

(e) Um nuimero finito de transig¢des a cada valor do pardmetro de controle, ou seja, um
comprimento finito para cada cadeia de Markov homogénea.
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Um conceito de quase-equilibrio ¢ estabelecido,como:

Faga L; denotar o comprimento da k-ésima cadeia de Markov e #; o valor correspondente do
parametro de controle. Um quase-equilibrio ¢ alcangado se a(Ly, t), isto €, a distribuicao de
probabilidades das solugdes depois de L; experimentos da cadeia de Markov, ¢
‘suficientemente proxima’ a q(¢) , distribuicdo estaciondria a este valor de #, definido pelas
expressoes (A2.40) e (A2.41), isto &,

la(L,.2,)-q(t, ) < & (A2.47)
para um valor positivo especificado para &.

E demonstrado em [AAR 89] que o requerimento de que a expressio (A2.47) seja satisfeita
para valores pequenos de £ implica na necessidade de um numero de transi¢cdes que ¢
quadratica em relagdo ao tamanho do espaco de solugdes, o que resulta para a maioria dos
problemas de otimizagdo combinatéria em um tempo exponencial de execucdo para o
algoritmo SA.

Na pratica, ¢ necessario quantificar de forma menos rigida o que ¢ quase-equilibrio. Isso
leva a diferentes interpretagdes do conceito de quase-equilibrio, resultando em uma
variedade de prescri¢des de resfriamento.

O numero total de iteragdes sdo influenciados pela forma de realizar o decréscimo do
pardmetro de controle para a prescri¢do de resfriamento em estudo e pelo niumero de
iteragdes a cada cadeia de Markov. Assim, considerando a condi¢do de quase-equilibrio
dada pela (A2.47) e que o processo de quase-equilibrio ¢ restabelecido durante a resolucao
a cada valor de ¢, uma vez que o mesmo tenha sido alcangado com ¢, ¢ assumido que esta
expressao pode ser substituida por:

Vk=>0: Ha(Lk,tk)— q(tk)ﬂ <&
(A2.48)

J4

Como para dois valores sucessivos do parametro de controle ¢ esperado distribui¢des
estacionarias ‘proximas’, isto pode ser quantificado por:

VieS: ! <qi(tk) <1+6, parak=0,L1,....,
1+5 qi(tk+1)

(A2.49)
Para um valor positivo arbitrario de d, que pode estar relacionado com €.

A partir destas condicdes e, ainda, considerando que a regido proxima a solugdo 6tima pode
ser aproximada por uma distribui¢do exponencial e a regido proéxima a solu¢ao de custo
aproximado a média de todas as solugdes pode ser aproximada por uma distribuicao
normal, chega-se a expressao de decréscimo de temperatura

2

[ =  k=0l.....
o l+tk.lnil+5i

3o (A2.50)

7
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O aspecto do comprimento da cadeia de Markov pode ser deduzido baseado nas seguintes
consideracdes: pelo conceito de quase-equilibrio, estabelecido acima, um niimero pequeno
de transi¢cdes deve ser executado para restabelecer o quase-equilibrio a cada valor de
temperatura; a suposicao do que ¢ este “pequeno” pode ser especificada considerando que
deve haver uma probabilidade grande do algoritmo visitar ao menos a maior parte das
solugdes vizinhas de uma dada solugdo.

Na prescricdo de resfriamento em estudo o comprimento da cadeia de Markov ¢
especificado com valor igual ao tamanho da vizinhanga e ¢ demonstrado que, para
vizinhangas suficientemente grandes ( tamanho da vizinhanga maior que 100), a cada trés
cadeias de Markov subsequentes ¢ possivel visitar aproximadamente toda a vizinhanga de
uma solugao.

O tempo de computagdo para esta prescricdo de resfriamento ¢ estabelecida pelo teorema
(A2.03) que estabelece um limite superior para o numero de cadeias de Markov:

Teorema A2.03 [AAR 89]: Seja a funcdo de decréscimo de temperatura dada pela
expressao

t

t,, =——, parak =0,1,.
1+a,1, (A2.51)
onde
o, = M, parak =0,1,...
3o, (A2.52)

e seja K o primeiro inteiro para o critério de término seja satisfeito, ou seja:

WA
(. o, (A2.53)
Entdo, se obtém
K =Ol1ns]), (A2.54)

sob certas condigdes da derivagdo com relagdo a t do valor esperado [f[Je da entropia S,.

A prova do teorema pode ser encontrada em [AAR 89], mas basicamente consiste de duas
etapas: na primeira o nimero total de iteragdes K ¢ expresso em func¢do de 7« e, na segunda,
um limite inferior ¢ derivado para #.

Assim, o tempo de computacdo total satisfaz a seguinte relacao:

T = 0(w(L(1n/s])) (A2.55)
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onde w o tempo computacional referente a uma transi¢@o, portanto, depende da instancia do
problema, L denota o comprimento de cada cadeia de Markov individual, In|S| um limite
superior para o numero de cadeias de Markov.

Portanto, para os problemas onde for possivel estabelecer w e L em tempo polinomial
(segundo Aarts e Korst [AAR 89] isso ¢ possivel para uma boa parte dos problemas de
otimiza¢do combinatéria) e se In|S| for polinomial com relagdo ao tamanho da instancia, o
algoritmo SA executa em tempo polinomial.
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