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RESUMO

0 objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo
computacional, baseado no método dos elementos finitos, para o
estudo de pecas de concreto armado e protendido submetidas a es-
tados planos de tenséo.

0 estudo abrange situagdes de carga de curta e longa
duracdo, onde consideram-se fluéncia e retragdo do concreto e
relaxacgdao do acgo.

Sdo utilizados modelos constitutivos elasto-visco-
plasticos para descrever o comportamento dos materiais.
Implementou-se um modelo de camadas superpostas para melhor
representar o comportamento do concreto, onde o material é
composto de diversas camadas que sofrem a mesma deformagao.
Cada camada possuli diferentes caracteristicas materiais e a
tensdo total é obtida pela soma das diferentes contribuig¢des de
cada camada.

Para a fissuragdo do concreto, utilizou-se um modelo
de fissuras distribuidas, que leva em conta a contribuigdo do
concreto entre fissuras.

Tanto a armadura passiva como a de protensdo sao
introduzidas no modeloc como uma linha de material mais rigido
dentro do elemento de concreto. Os deslocamentos ao longo da
armadura sdo referenciados aos deslocamentos nodais do elemento
de concreto. Deste modo, obtém-se uma matriz de rigidez para a
armadura com as mesmas dimensdées que a matriz de rigidez do
elemento de concreto. A matriz de rigidez do elemento concreto-
aco é a soma das duas matrizes.

Considera-se aderéncia perfeita entre o concreto e o
acgo.

Os resultados obtidos com esse programa computacional
sdo comparados com valores experimentais disponiveis.



ABSTRACT

The purpose of this work is to develop a computational
model, based on the finite element method, for the study of
reinforced and prestessed concrete structures under plane
stress states.

The study comprehends short and long-term loading
situations, where creep and shrinkage in concrete and steel
relaxation are considered.

Elasto-viscoplastic constitutive models are used to
describe the behavior of the materials.

An overlay model is included to better represent the
concrete behavior, where the material is composed by several
layers which have the same deformation. Each layer has different
material properties and the total stress is obtained by the sum
of the different contributions of each one.

A smeared crack model is used for the cracking of
concrete, which considers the contribution of concrete between
cracks.

The passive reinforcement as well as the prestressing
one are inserted in the model as a stiffer material line inside
the concrete element. The displacements along the reinforcement
are referred to the nodal displacements of the concrete element.
So, a stiffness matrix for the reinforcement with the same
dimensions of the stiffness matrix of the concrete element is
obtained. The stiffness matrix of the reinforcement element is
the sum of both above mentioned matrices.

The bond between concrete and steel is assumed to be
perfect.

The results obtained through this computational
program are compared with available experimental values.
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1 - INTRODUCZO
1.1 - Objetivo

O comportamento do material concreto armado e proten-
dido é muito complexo e, em virtude de sua importdncia dentro da
engenharia estrutural, €é um objeto permanente de estudo.

A diferenga entre as resisténcias a tragcédo e
compressao do concreto; a ndo linearidade da relagao
tensao-~deformagdo; a aderéncia imperfeita entre o ago e o
concreto adjacente; os fendmenos da fluéncia e retracédo; a
fissuragdo do concreto e a transmissdo de esforgos entre
fissuras, entre outros, sdo fatores que dificultam a andlise
deste tipo de estrutura.

O método dos elementos finitos, que € uma poderosa
técnica para solugdo numérica de uma variedade de problemas
encontrados na engenharia, pode ser empregado na andlise do
funcionamento das estruturas de concreto.

O trabalho desenvolvido nesta dissertacdo apresenta
um modelo gue permite simular o comportamento de pegas de
concreto estrutural (armado e protendido), sob estados planos de
tensdao e submetidas a cargas de curta e longa duracgdo. Sdo
utilizados modelos constitutivos elasto-viscoplasticos para
descrever o comportamento dos materiais.

Para aplicagdao da formulagdo tedrica do modelo,
utilizaram-se solugdes numéricas, desenvolvidas pelo método dos
elementos finitos, que foram implementadas num programa computa-
cional em FORTRAN para micro-computadores compativeis com
IBM-PC.

1.2 - Modelo reoldgico

Reologia € a ciéncia que estuda o comportamento dos



materiais, através de suas equagdes constitutivas, relacionando
tensdées-deformagdes-tempo.

Os trés tipos basicos de comportamentos reoldgicos
sdo: eldstico, pléstico e viscoso. A combinagcdao desses modelos
bdsicos originam modelos conjugados, que podem representar o
comportamento complexo de muitos materiais reais.

Elasticidade ¢é o fendmeno do aparecimento de
deformacdes instantdneas e reversiveis. As deformagdes aparecem
simultaneamente com as tensdes correspondentes e permanecem
constantes no tempo se as tensdes também permanecerem. As
deformacdes se anulam ao se anularem as tensdes correspondentes.

Para um caso de estado uniaxial de tensdes, o
comportamento eldstico pode ser representado por uma mola,
conforme ilustrado na Fig. 1.1. Um material elédstico linear
segue a lei de Hooke 0 = E €, onde o é a tensdo, E é o mdédulo
de elasticidade 1longitudinal e &€ é a deformagdo especifica
longitudinal.

Plasticidade é a propriedade de um material apresentar
deformacdes imediatas e ndo-reversiveis. Ou seja, as deformagodes
nao desaparecem ao serem removidas as forgas que lhe deram
origem.

A tensdo de plastificagdao uniaxial o, é o limite entre
os dominios eldstico e plastico. A partir dela, surgem de-
formagdes permanentes.

Um corpo rigido-pldstico perfeito ndo se deforma para
tensbées menores que a tensdo de plastificagdo. Este comporta-
mento pode ser representado por um bloco sobre uma superficie
com atrito ("slider"), conforme a Fig. 1.2.

Viscosidade ¢é o fenbémeno do aparecimento de
deformagdes nao-imediatas. O material, com este comportamento,
se deforma ao longo do tempo quando submetido a uma forga. Pode
ser representado por um amortecedor, como 1ilustrado na Fig.
1.3. No instante que é aplicado uma tensdo o aparece uma
velocidade de deformagdo €, que segue a lei de Newton de
viscosidade o = n €, onde n é o coeficiente de viscosidade.

Por combinagdes dos modelos eléastico e plastico,
obtém-se o modelo elastopléstico. Este apresenta um

comportamento elastico para tensdes menores que a tensdao de



plastificacao e um comportamento pldstico apds atingida esta

tensédo.
v4———c_—J/\\//\\¢/ﬁ\\//\\/r——o———+ o
Figura 1.1 - Modelo eléastico
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Figura 1.2 - Modelo pléastico
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Figura 1.3 - Modelo viscoso
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Figura 1.4 - Modelos elastoplédsticos

a) perfeito

b) com endurecimento linear
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Figura 1.5 - Modelo de Maxwell

Neste modelo, chama-se endurecimento por deformagao
plastica ao aumento da tensdo de plastificagdo com a deformacdo
pléstica ep, sendo caracterizado por sua taxa H'(ep) = do / dsp.
Caso H’ = 0, tem-se um material com endurecimento linear. Ambos
materiais sdo representados pelos modelos mecdnicos da Fig. 1.4.

Combinando-se elementos eldsticos e viscosos, obtém-se
o0 comportamento viscoeldstico, que caracteriza-se por apresentar
tanto deformacdes imediatas, como ndo imediatas. Em particular,
interessa neste trabalho, o modelo viscoeldstico de Maxwell,
representado por uma mola em série com um amortecedor, como na
Fig: 1.5:

Um conjunto deste modelo em paralelo possibilita a
representagdao do comportamento do concreto sob cargas de
servigo.

O comportamento de um material elasto-viscopléastico
pode ser representado pelo modelo reoldgico unidimensional da
Fig. 1.6.

W/ /e
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Figura 1.6 - Modelo elasto-viscopldstico
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A resposta eladstica instantdnea é proporcionada pela
mola linear. O elemento de atrito torna-se ativo somente se a
tensdo corrente o for maior que a tensdo de plastificagdo o .
Este excesso de tensdo (o - co) é absorvido pelo amortecedor,
permitindo desta maneira, que o nivel de tensdo exceda instanta-
neamente o valor previsto pela teoria da plasticidade. A solugéo
tenderd para este nivel de equilibrio gquando as condigdes de
estado estdvel forem atingidas pelo sistema.

1.3 - Conteddo do trabalho

Este trabalho estuda o comportamento do concreto

estrutural submetido a estados planos de tensdo. Para
representar este comportamento, utilizou-se um modelo
elasto-viscoplastico gue tem como casos particulares, o

viscoelastico e o elastopléastico.

Os fenémenos de retragdo, fluéncia, ndo-linearidade
fisica e fissuragdo s&o levados em conta na elaboragaoc da
formulacao tedrica.

No programa computacional desenvolvido nesta
dissertacdo, hd um procedimento incremental no tempo, para
solucdo do problema viscoeldstico, e um algoritmo incremental de
cargas para solugdo do problema elastoplastico.

O trabalho foi dividido em capitulos, dos quais esta
introdugdo é o primeiro.

No segundo capitulo, faz-se o desenvolvimento do
modelo de elementos finitos para andlise de um material elasto-
viscopldstico, segundo proposto por Owen e Hinton [46]. Mostra-
se o funcionamento do algoritmo de solugdo incremental para
problemas ndo-lineares e explica-se o modelo de camadas adotado.

No terceiro capitulo, s&o apresentados os modelos
de elementos finitos empregados para o concreto e para a
armadura, bem como a montagem da matriz de rigidez global do
sistema.

No gquarto capitulo, sédo apresentadas os modelos
constitutivos dos materiais, destacando-se o comportamento do
concreto tracionado e comprimido e as propriedade da armadura
passiva e ativa.



No gquinto capitulo, descreve-se as propriedades do
concreto e do ago ao longo tempo, nas quais destacam-se a
relaxacao do ago e a fluéncia e retragao do concreto.

No sexto capitulo, descreve-se o desenvolvimento
matemdtico de um modelo elasto-viscopldstico para o ago, os
tipos de protensdo e a implementagdo das etapas de solugdao do
programa.

No sétimo capitulo, sdo apresentados alguns exemplos
gue possuem as propriedades abordadas neste estudo. Estes séo
comparados com resultados experimentais.

No oitavo capitulo, sdo apresentadas as conclusdes do
trabalho.

No anexo A, faz-se a descricgdo do programa de entrada
de dados desenvolvido com a finalidade de facilitar a utilizagao
do programa computacional.

No anexo B, sd@o mostradas expressdes que complementam

as formulas desenvolvidas no capitulo quatro.



2 - MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA ANALISE DE UM MATERIAL COM
COMPORTAMENTO ELASTO-VISCOPLASTICO

2.1 - Introdugdo

Através da teoria da elasto-viscoplasticidade, pode-se
obter a resposta de uma estrutura para cargas de curta e longa
duragdao. O modelo elasto-viscopldstico encontra solugdes de
problemas elastopldsticos, quando a resposta atinge o estado
estaciondrio. Reduzindo-se a tensdo de plastificagdo do material
a zero, resolvem-se problemas viscoeldsticos.

Desta forma, o programa computacional desenvolvido
permite encontrar a solugdo de dois tipos de problemas. Na
primeira situagdo, busca-se determinar a resposta da estrutura
para um carregamento instantdneo. Neste caso, procura-se o
estado de deformagdes da estrutura quando o tempo tende ao
infinito. Este estado estdvel, corresponde a resposta de uma
estrutura de comportamento elastoplastico, submetida a uma carga
instantdnea. O segundo tipo de problema é a determinacdo da
resposta de uma estrutura ao longo do tempo. Ou seja, busca-se
calcular o estado de deformagdo da estrutura, decorrido um
determinado tempo da aplicagdo do carregamento. Esta resposta
corresponde ao comportamento viscoeldstico.

Utiliza-se o modelo de camadas superpostas para
representar de forma mais precisa o comportamento real do
concreto. Neste modelo, o material é composto de diversas
camadas que sofrem a mesma deformagdo. Atribuindo-se diferentes
propriedades a cada camada, obtém-se um comportamento composto,
que pode exibir as caracteristicas da resposta

elasto-viscopldstica do material real.



2.2 - Comportamento elasto-viscoplastico

Neste item, serd vista a formulagdo matemdtica para
andlise estrutural nao-linear, através do método dos elementos
finitos, de um material isdtropo homogéneo de comportamento
elasto-viscopldstico, conforme o modelo reoldgico da Fig. 1.6.

O programa para solugcdo deste problema encontra-se
apresentado em Owen e Hinton [46]. A partir deste programa,
foram implementados os diversos modelos utilizados para repre-
sentagdao dos materiais deste estudo e que serdo mostrados nos

capitulos seguintes.
2.2.1 - ExpressoOes basicas

De uma maneira geral, para problemas continuos
ndo-lineares, admite-se que a deformagdo total & possa ser
separada em uma componente eldstica e, e outra viscoplastica
va' de forma que a taxa de deformacdo total pode ser expressa

por
(£} = (£) + (&) (2.1)

A tensdo total é calculada a partir da deformagdo eldstica de
acordo com

(o) = [D] (&) (2.2)

onde (D] € a matriz constitutiva do material. O comego do
comportamento viscopldstico é governado por uma superficie de

plastificagdo dada por
F({o}) = E (k) =10 (2.3)

onde F € a tensdo de plastificagdo uniaxial, que pode ser uma
fungdo do parametro de endurecimento k. Se F < F.: tem-se um
comportamento elastico, se F = F0 plédstico, e se F > FB
viscoplastico.

E necessdrio estabelecer uma lei especifica para



determinar as deformacdes viscopldsticas a partir do estado de

-

tensdées. Uma forma explicita para esta lei, conforme [57] é

. a0
(e })=7%v ¢(F) ——— , para F > Fo
" 8 (0}

{évp} = para F = F_ (2.4)

na qual
¥ = 1/n € o parametro de fluidez;
Q = Q({c}) é& a funcdo potencial plastico;
®(F) é uma funcdao definida no capitulo 4.
Restringindo-se ao caso de plasticidade associada, na

qual F = Q, a equagao (2.4) fica

. 8 F
{e. )} =¥ 9UF) — =% 9 {a) (2.5)
b 8 {o)

onde {a} € o vetor de fluxo plastico.
2.2.2 - Incremento de deformagdo viscoplédstica

Com a lei para taxa de deformagdac viscoplédstica,
expressa em (2.5), pode-se definir um incremento de deformagao
{(ﬁewﬁn}, correspondente a um intervalo de tempo

n+l
implicito, como

Atn= t - tn, usando um esquema de integragdo no tempo

(e, ) =k [(1-0) ()0 +0 ((5,),)] (2.6)

Para 6 = 0, obtém-se um esquema de integrag¢do no tempo
de Euler, que é também conhecido como "completamente explicito",
uma vez dque o incremento de deformagdao fica completamente
determinado pelas condigdes existentes no tempo tn.

Para 6 = 1, tem-se um esquema "completamente implici-
to", com o incremento de deformagcdo sendo determinado pela
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taxa de deformacgdo correspondente ao fim do intervalo de tempo.
Para ©® = 0,5, o esquema de integragdo no tempo &
dito implicito trapezoidal, sendo também conhecido como regra de
Crank-Nicolson.
Para definir {(€¢ ) .} na equagdo (2.6), pode-se usar

vp n+1
um desenvolvimento limitado em série de Taylor, de forma que

((e),,,) = ((e)) + [H] (A} (2.7)

onde

8 (e )
[H] = [——-—"l— (2.8)
8 {0} ’

e (4o ) € a variagdo de tensdo no tempo no intervalo At .
Sendo assim, (2.6) pode ser reescrita como

((Ae ) ) = ((£,)) At + [C] {Av) (2.9)

onde

[c,] =6 At [H] (2.10)
A matriz [H ] depende do nivel de tensdo e serd determinada no
capitulo 4, em fungdo dos critérios de plastificacdao adotados
para os materiais.

2.2.3 - Incrementos de tensdao

Usando a forma incremental em (2.2), obtém-se

(Ao ) = [D] ((4e,)) = [D] ({Ae)} = ((Ae )}) (2.11)

Expressando o incremento de deformagao total em termos de

incremento de deslocamentos, tem-se
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(Ae } = [B] {Au } (2.12)

onde [B] é a matriz de relagdes deformagdes-deslocamentos e
{Aun} é o vetor de incrementos de deslocamentos nas diregdes dos
eixos globais cartesianos x e y. Usando a equagao (2.9), a ex-
pressao (2.11) resulta em

(a0) = 15,1 [ [B] (8w - ((E,),) At | (2.13)

onde

-~

6,1 = (017 + 1e1 ) (2.14)

2.2.4 - Equagdes de equilibrio

As equagdes de equilibrio a serem satisfeitas, a cada
instante de tempo tn, sao

J [(B]® (o} av = (P} = 0 (2.15)
”

onde {Pn} é o vetor de cargas nodais e nodais equivalentes
devido as forgas de superficie e de volume. Durante um
incremento de tempo, as equagdes de equilibrio que devem ser
satisfeitas sdo dadas pela forma incremental de (2.15), como
segue

J [B]© (Ao} av - (AP} = 0 (2.16)
14

na qual {APn} representa a variagdo nas cargas durante o
intervalo de tempo At . Na maioria dos casos, os incrementos de
cargas sao aplicados como passos discretos, considerando {an} -
0 para todos os passos de tempo, exceto para o primeiro dentro

de um incremento de carga.
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Usando (2.9) e (2.11), o incremento de deslocamento,
ocorrido durante cada passo de tempo ﬁtn, pode ser calculado

como

(Au ) = [K_ 17 (AV )

(AV } = [ [B]" [ﬁn] {(é“)n} At dav + (AP ) (2.17)
1’4

onde [Kn] é a matriz de rigidez tangente global, dada por

[K ] =J [(B]" [D]_ [B] 4v (2.18)
14

{Aun} é o vetor gue contém os incrementos dos deslocamentos
nodais;
{AVn} é o vetor de incrementos de cargas nodais equivalentes de
toda a estrutura, no passo n, chamado de vetor de "pseudo-
cargas".

Aplicando a condig¢do inicial, os incrementos de deslocamen-
tos {ﬁun} podem ser calculados para qualquer instante de tempo
tn, que sao substituidos em (2.13) ddo os incrementos de tensodes
(b } . Assin,

{oc

~
i

(0.} + (Ac)

n+l

(u

} = (u) + (Au) (2.19)

n+l

Usando (2.11) e (2.12) resulta
((Ae ).} = [B]" (Au) - [D]” (Ao ) (2.20)
e entao
il = L)) # ((ae ).} (2.21)

vp ‘' n+l

O estado estaciondrio pode ser numericamente obtido



13

examinando a variacdo dos deslocamentos nodais. A condigdo de
convergéncia é atingida quando esta gquantidade torna-se adequa-

damente pequena.
2.2.5 - Correcdo do equilibrio

0 cdlculo do incremento de tensdoc estd baseado numa
forma linearizada das equagdes incrementais de equilibrio
(2.16). Portanto, as tensdes totais {Um4}' obtidas pela

acumulagdo de todos incrementos de tensdes, ndo sdo estritamente
corretas e ndo satisfazem exatamente as equagdes de equilibrio
(2.15). HA& varios procedimentos de solugdo disponiveis para
efetuar as correcdes necessadrias [53]. A aproximagdo mais
simples é avaliar {0 _,,}, conforme apresentado no item anterior
e, entdo, calcular as forgcas residuais Yy (ou fora de

equilibrio), como

(v

n+l

} = (P} - J [(B]" {0} @y # 0 (2.22)
Vv

Esta forga residual é entdo adicionada ao incremento de forcga
aplicada AV no préximo passo de tempo. Tal técnica evita um
processo de iteracdo e ao mesmo tempo alcanga uma redugdo do

erro.
2.3 - Modelos de camadas

0 modelo reoldégico, correspondente ao comportamento
elasto-viscoplastico, descrito no item 1.2, a presenta uma
resposta material de acordo com observagdes experimentais.
Porém, a histéria de deformagdo com o tempo (curvas de fluéncia)
de muitos materiais reais, como o concreto, néo pode ser
precisamente representada por um modelo elasto-viscopléastico
tdo simples.

Uma resposta de um material mais elaborado, pode ser
obtida pelo método das camadas superpostas (overlay models),
segundo Pande e Owen [48], na qual o sélido analisado é suposto

como sendo composto de varias camadas, cada uma das quais
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sofrendo a mesma deformagdo. O campo de tensdes totais é obtido
pela soma das contribuig¢des de cada camada.

Introduzindo um numero conveniente de camadas e
atribuindo diferentes caracteristicas materiais a cada uma,

Figura 2.1 - Modelo de camadas superpostas

pode-se reproduzir o comportamento experimental de materiais
complexos como o concreto.

No caso mais geral, o modelo reoldgico é formado por
um conjunto de elementos tipo Maxwell em paralelo. Tém-se como
pardmetros as espessuras das camadas e, O©s médulos de
elasticidade das molas Ei, as constantes dos amortecedores ¥, e
as tensdes de escoamento Fm’ nas gquais comegam a atuar os
elementos de atrito. A maior dificuldade estd na determinagéo
dos pardmetros para ajustar o modelo ao comportamento
experimental do material.

Para o concreto, aplicar-se-d4 o modelo de camadas
superpostas para representar o comportamento viscoelastico com
envelhecimento.

Na Fig. 2.1, ilustra-se esquematicamente a situagao de
um modelo de camadas superpostas em duas dimensdes. Cada camada
pode ter espessura diferente e um comportamento material também
diferente. Como os nés, em todas camadas com as mesmas coordena-
das globais xy, tém a mesma deformagdo, resulta em um campo de
tensodes {Us} diferente em cada camada, devido as diferentes

propriedades fisicas das camadas. A contribuicdo de cada camada
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para o campo de tensdes totais o, conforme sua espessura

relativa e é dada por

k
(o} = Z (o)) e (2.23)

i=1

onde k é o numero de camadas do modelo e
e =1 (2.24)

A equagao de equilibrio em (2.15) fica

k
(P} - [ [B]" ) ((0),) e dav =0 (2.25)

v i=1
E a matriz de rigidez de cada elemento serd a soma das

contribuicées de cada camada, ou seja

(K] (2.26)

I
o |
Sy
&

e
o
w
joh
<

onde [ﬁn]l é a matriz [ﬁn] calculada para cada camada. Esta
matriz serd diferente para cada camada, em fungac de suas
propriedades. O processo de solugdo é idéntico ao descrito nas
segdes anteriores, com os termos de deformagdo e tensdo sendo
calculados para cada camada separadamente. E importante observar
que, embora as deformagdes viscopldsticas, em cada camada,
possam ser diferentes, devido aos diferentes valores das

tensdes de plastificagcao, a deformagdao total deve ser a mesma.



3 - MODELO DE ELEMENTOS FINITOS EMPREGADOS PARA O CONCRETO E A
ARMADURA

3.1 - Elementos finitos para o concreto

Para modelar o concreto foram utilizados trés elemen-
tos finitos isoparamétricos quadrangulares: um linear e dois
quadraticos, da familia Serendipity e da familia de Lagrange.
Estes possuem 4, 8 e 9 nds, respectivamente, com dois graus de
liberdade em cada né, correspondentes as translag¢des na direcdo
dos eixos xy do sistema global de coordenadas.

Para o elemento 1linear, o campo de deslocamentos
possui variagdo linear e o de deformagbes é constante ao longo
dos lados do elementoc. Para os outros elementos (8 e 9 nds), o
campo de deslocamento possui variagcdo gquadratica e o de
deformagdes, variagdes lineares.

As fungdes de interpolacdo (ou de forma), que tém como
varidveis independentes as coordenadas normalizadas (£&,m) e
numerac¢ao dos nés conforme indicado na Fig. 3.1 sdo:

a) Elemento linear

N =1/4 (1L + &) (1+m), i =1,2,3,4 (S1)

onde En = £ Ei ;M= mom e (gl,ni) sdo as coordenadas naturais

do né em consideracao.

b) Elemento quadratico da familia Serendipity

- para os ndés de canto:

N, =174 (14 &)1 ¥ n & +a - 1), s=1,5,8,7 (3.2)

16
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- para os ndés de meio de lado:

N o= £/2 (1+€) (1-7)+7/2(+mn) (1-¢&),

i = 2,4.,6,8 (3.3)

c) Elemento quadratico de Lagrange
- para os nés de canto:

N =1/4 (8 + &) (n°+ 1) , i = 1,3,5,7 (3.4)
- para os nés de meio de lado:

N o= 1/2 7°(n° - m)(1 - €) + 1/2 £(& - £)(1 - ) ,
i = 2,4,6,8 (3.5)

- para o né central:

N o= (1-¢€)(1-17), i =9 (3.6)

Trabalhando com elementos isoparamétricos, pode-se
representar as coordenadas cartesianas (x,y), de um ponto no
interior deste elemento , como

{ ; } ) ?il [ : ;1 ] { ;i } (3.7)

na gqual ]Nl € a fungdo de forma correspondente ao né i do
elemento de coordenadas cartesianas (xvyui e n € o numero de
nés do elemento.

>

A matriz de rigidez para o concreto é dada por
[K.] = J [B]" [D] [B] av (3.8)
v

e pode ser calculada numericamente através da expressao
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° ® ® © °
I ¥ ] 1 2 3
elemento linear de 4 nés elemento Serendipity de 8 nés

| 6 5

® ® ©

n
8 o I———+ € ® 4
9
° ® °
1 2 3

elemento Lagrangiano de 9 nds
Figura 3.1 - Elementos isoparamétricos quadrangulares

ng ng .
[KC] =1>=:1 El [Bij] [D] [B”] W, wj ns-.ij det J (3.9)

onde, ng é o numero de pontos de integragdo em cada diregdao do
elemento;

[B”] € a matriz de relagdes deformagdes-deslocamentos calculada
n? ponto de integracdo com coordenadas naturais (El,nl);

[D] é a matriz constitutiva corrigida, conforme (2.14), calcula-
da a partir da matriz constitutiva eldstica para estado plano de
tensao;
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E 1 v
(D] = v 1 (3.10)
2
1=
0 0 (1-v)/2
W wj sao os fatores de peso;

e” é a espessura no ponto de integracgao;

det J é o determinante da matriz Jacobiana do elemento, calcula-

da por
= - n n -
3 x 8y [ z 8 N, x, 2 8 N, Y,
- S S o 06 my O E
N = n n
8 x 8y Z a Ni X, Z d l\I!l Y,
89 R i=1 49 =1 8y
(3.11)

As coordenadas naturais e fatores de peso dos pontos

de integracdo encontram-se na referéncia [47].

3.2 - Elementos finitos para armadura

Existem basicamente trés formas de incluir a armadura
em um modelo de elementos finitos para andlise de pegas de
concreto estrutural: o modelo distribuido, o modelo incorporado
e o modelo discreto.

No modelo distribuido, considera-se o ago distribuido
uniformemente no elemento de concreto. Admite-se aderéncia
perfeita entre ago e concreto . E um modelo conveniente quando a
armadura estd densamente distribuida, como no caso de placas e
cascas.

No modelo incorporado, a geometria das armaduras é
consistente com a geometria do elemento de concreto. Isto
resulta em um uUnico campo de deslocamentos no dominio do
elemento, onde a armadura €& considerada como uma linha de
material mais rigido no interior do elemento de concreto. Desta
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forma, a armadura nao necessita estar uniformemente distribuida,
podendo ocorrer varias barras de ago no interior de um mesmo
elemento de concreto. Admite-se, também, aderéncia perfeita
entre o concreto e o acgo.

No modelo discreto, a armadura € representada por
elementos unidimensionais de treliga, que se integram a malha de
elementos finitos bidimensionais utilizada na representacdo do
concreto.

Este modelo tem a desvantagem da malha de elementos
finitos de concreto limitar a disposigdo das barras de armadu-
ra. Neste trabalho, optou-se pelo modelo incorporado para

representar a armadura.
3.2.1 - Modelo incorporado

No modelo incorporado, admite-se que a armadura
resiste apenas a esforgos axiais e que os deslocamentos de
qualquer ponto da barra sao iguais aos do elemento de concreto
na mesma posigdo. Deste modo, a barra de ago pode ser
arbitrariamente colocada dentro do elemento de concreto, sem
introduzirem-se incdégnitas adicionais ao problema.

Os deslocamentos ao longo da barra de agco sao
determinados a partir dos deslocamentos nodais do elemento de
concreto. Logo, a matriz de rigidez da armadura tem a mesma
dimensao da matriz de rigidez do elemento de concreto e a matriz
de rigidez total é a soma das duas. A expressdo final da matriz
de rigidez do elemento é

nb

[K] = (K] +I [K], (3.12)
i=1

onde nb € o numero de segmentos de barra de armadura no interior
do elemento de concreto. A matriz de rigidez de cada barra de
armadura € dada por

[K,] = A_ E_ L (B} <B> ds (3.13)

onde,
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AS € a area da secao transversal da barra de armadura;

E_ é o médulo de elasticidade longitudinal do ago;

{BS} é o vetor das relagdes deformagdes-deslocamentos para a
armadura.

As barras de ago sao representadas por elementos
unidimensionais isoparamétricos. Através destes elementos podem
ser modelados barras retas e curvas. A geometria das barras
retas fica definida por dois pontos. Para as barras curvas, que
irdao representar os cabos de protensdo, sdo necessarios trés

pontos para sua definicgdo.
3.2.2 - Formulacao geométrica

Neste item, é apresentada uma formulagdo para incorpo-
rar barras de ag¢o ao elemento bidimensional de concreto. As
barras de armadura sdo descritas em coordenadas globais cartesi-
anas, independentemente da malha de elementos finitos. Durante a
integracdo da expressdao do trabalho wvirtual, €é necessdrio
transformar as coordenadas da armadura para coordenadas natu-
rais, como serda visto mais adiante.

O elemento de concreto, mostrado na Fig. 3.2, é
descrito wusando coordenadas globais (x,y). As coordenadas
naturais locais do elemento sdo (£,m). Seguindo o procedimento
usual para o mapeamento isoparamétrico, as coordenadas globais
de qualquer ponto, num elemento, sdo expressas em termos das

fungdées de interpolagao N, como

4 7 n
(xi,yi) .
| s, (%] |
¥ (x.,y.) ¢
Lalib'4
Figura 3.2 - Barra de armadura no interior do elemento de

concreto.
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y=3)Y N vy (3.14)

As correspondentes diferenciais sao

dx d€g
{ } = [J] { } (3.15)
dy dn

Uma importante vantagem desta formulagdo € que a
localizagdo e geometria da barra de armadura pode ser estabele-
cida independentemente da malha global. Uma vez criada a malha
de elementos de concreto, a armadura deve ser especificada por
um conjunto de pontos nodais. Para garantir uma continuidade
interelementar adequada, € necessdrio colocar ndés nos elementos
de barra, onde a armadura atravessa o contorno do elemento de
concreto. As coordenadas dos nés na barra de ago, entre os nés
de definigcdo da mesma, sdo obtidos por interpolagdo. Desta
forma, ndés adicionais sdo colocados dentro do elemento de
concreto. Tomando {xj} e {yj} como o0s vVvetores gque contém as
coordenadas globais de todos os nés da barra, associados com um

dnico elemento, as coordenadas de qualquer outro ponto na barra

GEs [w e ] {7

As fungdes de interpolacdo unidimensionais H(x) sdo expressas

sao dadas por

em termos de uma coordenada normalizada independente yx.

Para determinar a rigidez associada com a armadura, é
necessario fazer integragdées ao longo da mesma. Para isto,
precisa-se de um elemento diferencial de comprimento dS, ao
longo da armadura, que pode ser obtido de (3.16). Conforme a
Fig. 3.3, a orientacdo da tangente & barra é dada pelo &ngulo B,
onde



_ dx _ dx dy
cos B = —gg = @y ~as
_ dy _ dy _dx
sen B = 35~ = gy ~as
Sendo coszﬁ + senzﬁ = 1, segue que
2
_das  _ / ax |4 [ dr
dy dx dx
na qual
dx /dx s de/dx 0
dy/dx =i 0 de /dx
logo
dx ds
cos B = o / 3%
d ds
sen B = di / &5
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(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Desta forma, os cossenos diretores da reta tangente, em qualquer

ponto ao longo da armadura, assim como o fator dS/dy, podem ser

facilmente calculados usando as equag¢des acima.

Um elemento diferencial de volume dVé da barra de ago,

Figura 3.3 - Coordenadas ao longo do eixo da armadura
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pode ser expresso por
st = As das (3.21)

Usando o fator descrito em (3.18), integrais envolvendo elemen-
tos de volume ao longo da armadura podem ser escritas em termos

da coordenada natural y como

- as
J C dVS = ‘[ C AS "'"&'I;K—' dy (3.223)
v X

s
na qual C é uma funcgdo de posigdo ao longo da barra.

3.2.3 - Trechos de armadura que ficam no interior de um elemento

de concreto

Na entrada de dados, descrita no anexo A, as barras de
armadura sdo posicionadas por suas coordenadas globais (x,y).
Para a obtencdo da matriz de rigidez total (concreto-ago) de um
determinado elemento, necessita-se saber quais barras
interceptam este elemento, atribuindo-lhe uma rigidez adicional.

O programa computacional implementado, neste trabalho,
calcula automaticamente os segmentos destas barras que ficam no
interior do elemento de concreto. Uma vez determinados estes
trechos, é realizado o cdlculo da matriz de rigidez da armadura.

Como primeira etapa, deve-se realizar a transformagao
de coordenadas globais Pj(x,y), dos pontos de definigao da
geometria da barra, para coordenadas naturais Pj(&,n) dos
mesmos. A relagd@ao entre estas coordenadas para elementos

-

isoparamétricos é dada por

BN EEIEI R R
y —~ L o N (&,7) o

onde (x,y) sao as coordenadas globais de um ponto qualquer,
(xg,yi) sdao as coordenadas globais dos nés do elemento de



25

concreto e Ni(g,n) suas fungdes de forma.

Uma forma explicita para a relagdo inversa a (3.23)
nao € facilmente encontrada. Elwi e Hrudey [30] sugerem O
algoritmo de Newton-Raphson para sua determinagdo numérica.
Deste modo, a obtengao de (anp) esta baseada no fato de que
estas coordenadas sdao as raizes do seguinte sistema de equagdes

nao lineares

X = X
(E(€,m)) =4 P} - Ny 10 tl=o0 (3.24)
PR N i

Usando o método de Newton-Raphson, tem-se, apds k+1 iteracgdes,

E k+1 g k ﬂE k+1
(L e
n nJ, An

p P

onde

G -GG -n s s ] {0

com [J] = [J(&€,n)] sendo a matriz Jacobiana e <N> = <Ni(§,n)>,

(3.26)

as fungdes de forma do elemento de concreto na iteragao k.
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Figura 3.4 - Curva de definicdao da barra de ago

Determinando as coordenadas naturais (EP,nP), dos
pontos de definigdo da geometria da barra, parte-se para uma
segunda etapa de definigcdo da curva que passa por estes pontos,
como ilustrado pela Fig. 3.4.

Segundo Zienkiewicz [56], tém-se que

np
€=Y f(m) &

i=1

np
n=1 g(&) m (3.27)

Onde, para os np pontos da barra de ago, calculam-se as fungdes

> (E~ &)
gi(g) =T ] -
1=t (&~ &)
j#1
" o(n=m)
E() =T | ————=— (3.28)

i=t (m.- ™)
J#1 o
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Figura 3.5 - Segmento de armadura dentro do elemento de concreto

A terceira etapa consiste na determinacdo da
interseccao da curva PHIZ""'RW com cada um dos gquatros lados
do elemento de concreto. Para tal, fixa-se a coordenada £ = % 1
do elemento de concreto e calcula-se a coordenada m da
intersecgao lado do concreto-curva da barra. Caso =1 =7 =1
significa dizer que a barra intercepta este lado do elemento. De
maneira andloga, fixa-se m = *+ 1 e verifica se -1 =< £ = 1.

A quarta e uUltima etapa deste item, consiste na
criacdo de nds intermedidrios ao segmento de armadura no
interior do elemento de concreto.

Em vista disto, sobre o eixo da coordenada normalizada
X, determina-se no segmento de armadura: zero, um ou dois néds
intermediarios, conforme o caso. A Fig. 3.5 ilustra esta etapa.

3.2.4 - Fungoes de forma para os elementos de armadura

As funcgdes de interpolagcdo para o elemento de armadura
sdo polinémios de Lagrange, conforme proposto por Zienkiewicz
[14] e sdo geradas pela expressédo

(2 — ¥ Jousl¥— % K= X Yes o= )
2 (2) = ; 1) ( gagd e e o . 5,551

(= 2)) e (- 2, ) (X~ 2, ) (X~ %)

k+l
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A expressao (3.29) tem valor unitdrio para ¥ = x, .
Desta forma, para elemento de 2 nés:

= 3 -
H1(x) - 2
ik
Ha(x) - (3.30)
Para o elemento de 3 néds:
2
N i
Hl(x) L )

Ho(x) =1 -2°

2

= il
H (x) = 25X (3.31)

Para o elemento de 4 nods:

= 3 3 2
Hx) =-3g (9% -9% -x+1)
H(x) = 2 (32 -2°2-3x+1)
T 3 2 _
H (%) =—-3g (32 +x -3x+1)
1 3
H(%) = 3z (9% + 9P - x -1) (3.32)

3.2.5 - Matriz de rigidez para a armadura

O campo de deformagdes, dentro de um elemento de
armadura, pode ser definido de diversas maneiras. Segundo
Zienkiewicz e Philips [58], a deformagdo ao longo da armadura é
igual a deformagdo normal, no elemento de concreto, na direcédo
tangente a barra. Sendo assim, considerando aderéncia perfeita

entre o concreto e o ago, a expressdo para deformagdo, em uma
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forma incremental, conforme proposto por Elwi e Hrudey [30],

fica

_ 2 2
Aes = ﬂex cos”® B + Aey sen” B + way sen B cos f (3.33)

Os incrementos de deformagdes Ae , Asy e way sao obtidos
diretamente do campo de incremento de deslocamentos do elemento
de concreto. Da equagdo (3.33) segue que a deformagéo
incremental na armadura pode ser expressa cComo

Ae_ = <B> {Au} (3.34)

onde Au é o vetor de deslocamentos nodais do elemento de

concreto e

cos® B {%} + cos B sen B {

(B} = (3.35)

ge e

cos B sen B {—%g—} + sen’ B {

€ o vetor das relagdes deformagdes-deslocamentos para a armadura
determinado em [30]. As derivadas das fungdes de forma em
relagaoc as coordenadas x e y sao dadas por

dN /dx — dN /dg
{ : } = Z G { J } (3.36)
dN /dy dN /dn

Aplicando o principio dos trabalhos virtuais, determi-
na-se que a variacdo do incremento de trabalho interno para a

armadura € dada por

SAW = L [ o, + Ao, ] sAe_ Av (3.37)
S

na qual [ € a tensdo normal na armadura e v, O seu volume.
A forma incremental da relagdo constitutiva para a
armadura pode ser escrita como
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Ao, = E_ Ae, (3.38)

onde Es é o médulo de elasticidade do ago. Assim,

[

s aw J (s0e 5, 00,8, ) as e | [aae, 0,8, ) as (339

S S
ou
SAW = <sAu> [K] {Au) + {Q) (3.40)
onde
[Q.] = J (B} o, g—i A dx (3.41)
x

[Qs] é o vetor de forc¢as nodais equivalentes e

_ ds
[K.] = J (B} By <B> —go— A, dx (3.42)

X

A representacdo numérica para o cdlculo da matriz de rigidez
para a armadura fica

ng
_ ; ds
[KS] = {BS}.'. ES <BS>1 W AS Wl (3.43)

i=1

onde W é o fator de peso e ng o numero de pontos integragdo na

direcdo axial da barra.



4 - MODELOS CONSTITUTIVOS DOS MATERIAIS

4,1 - Comportamento ndo-linear dos materiais

O comportamento do material concreto estrutural é
extremamente complexo e apresenta uma resposta altamente
ndo-linear, conforme ilustrado pela Fig. 4.1.

Este grafico carga-deslocamento apresenta as trés
fases tipicas de comportamento pelas quais passa uma pega de
concreto estrutural: uma etapa eldstica-linear, com o concreto
ndo fissurado; uma etapa de formagdo de fissuras e uma fase
plastica.

Este comportamento é devido, principalmente, a dois
fatores: a fissuragdo do concreto e a plastificagdo do ago e do
concreto.

Outras nao linearidades, independentes do tempo,
surgem nos materiais como o deslizamento das barras de ag¢o na
matriz do concreto, o engrenamento dos agregados e o efeito de
pino das barras de ago no concreto fissurado. Os efeitos
dependentes do tempo, como fluéncia e retragdo do concreto e
relaxagdo do ago, também contribuem na resposta néo-linear e
serdao tratados no préximo capitulo.

Através de métodos numéricos e principalmente, através
da técnica dos elementos finitos, é possivel realizar uma

andlise mais racional destes fendémenos.

4.2 - Modelos constitutivos para o concreto

Evidéncias experimentais [37] indicam que a deformagao
nao-linear do concreto é basicamente inelastica e portanto, o
comportamento tensdao-deformagdo pode ser separado em componentes
recuperaveis e irrecuperdaveis. A componente de deformagado

irrecuperdvel deve ser tratada pela teoria da plasticidade.

31
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I - Eldstica
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IIT-Plastificagdo

cy

Figura 4.1 - Diagrama carga-deslocamento tipico

Neste estudo, foi empregado um modelo elastoplastico
com endurecimento para descrever o comportamento do concreto
comprimido. Este modelo corresponde a solugdo estavel do modelo
elasto- viscoplastico, descrito no capitulo 2. Para o concreto,
sob tensdes de tracdo, considera-se uma colaboragdoc entre
fissuras, devido as forgas de aderéncia entre o concreto e o
ago, possibilitando uma andlise mais real da estrutura.

A seguir serdao descritos os modelos constitutivos
utilizados para representar o concreto.

4.2.1 - Modelo para o concreto comprimido

0 modelo elastopldstico serd composto por um critério
de ruptura, por um critério de plastificacdo e por uma regra de
endurecimento.
4.2.1.1 - Critério de ruptura

Admitindo-se que o concreto ndo fissurado € um

material de  comportamento isétropo, sua superficie de

ruptura pode ser expressa por

£(0,, 0, 0,) =0 (4.1)
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onde o, & 0, ® O sdo as tensdes principais (tensdes de tracgéao
positivas). Em vez de expressar a superficie de ruptura f em
fungdo das tensbes principais, é conveniente usar o primeiro
invariante do tensor de tensodes I,, o segundo invariante do
tensor desviador de tensdes J, e o dngulo de similaridade 6.

Desta forma, (4.1) fica
£(1,, 3, 8) =0 (4.2)

Ottosen [44], propds o seguinte critério de ruptura
para o concreto, que foi adotado pelo CEB [23].

J2 VJ2 I1

o = & A + B -1=0 (4.3)
£ £
cm cm cm

onde fmlé a resisténcia média a compressdo do concreto e

{ A = ccos [ 1/3 arc cos(- ¢, sen3@) ] , para sen3e = 0

A= c,cos (/3 - 1/3 arc cos(c2 sen 38)] , para sen 36>0
(4.4)
com
ra— J
sen 38 = - Did . (4.5)
2 3/2
J
2
e
I =0 +0_ + 0
1 1 3
I _ 2 _ 2 _ 2
d, & == [ (o, 0,) + (0, - 0.)+ (o, = o)) ]
J, = (@, —ea) (o, - o) (o, - 0)
oc =1I/3 (4.6)

Os quatro pardmetros do modelo sdao determinados a
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partir da resisténcia média & compressdo uniaxial do concreto
fcm e da resisténcia média & trag¢do uniaxial do concreto fnﬂ

dada por

2/3

. £ =8

. =g | ——— , em MPa
10

0,95 <a =< 1,85

Conforme o CEB [23], a resisténcia a tragcdo do concreto € mais
varidvel que a sua resisténcia & compressdo e pode ser reduzida
substancialmente por efeitos ambientais. Desta forma, o valor
médio proposto € por demais cauteloso e, para comparagdes com
valores experimentais, preferiu-se adotar a = 1,85. Além
disto, a diferenca de 8 MPa entre ﬁm e fm' proposta pelo CEB,
é exagerada para concretos de baixa resisténcia. Achou-se mais
conveniente adotar para este valor, uma fracgao de fcm (20%).
Sendo assim a resisténcia média a tragdo adotada no modelo foi

2/3
£,_=1,85 (0,8f ) (4.7)

Os parametros do critério de Ottosen sdo entdo calculados por

1
== 1,4
ok '’
1
B =
3, 7
1
c1= (o]
0, 7"

onde

k= £ /f (4.8)
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Meridiano de Compressdo ( Pco‘

Meridiano de Corte (F‘)

Meridiano de Tragdo Ipfl

€

Figura 4.2.a - Meridianos da superficie de ruptura

Figura 4.2.b - Seg¢des transversais da superficie de ruptura

A forma geral da superficie de ruptura, no espacgo
tridimensional de tensdes, pode ser visualizada por suas segdes
em planos desviadores e meridianos, conforme visto na Fig. 4.2.
Os primeiros sado planos perpendiculares ao eixo hidrostatico
(01 =g, = 03) e os meridianos sdo planos gque contém este
eixo (6 = constante). Para um material isotrépico, a superficie
de ruptura apresenta triplice simetria e torna-se necessario
estudar apenas um setor com 0° = & = 60°. Como o concreto tem
menor resisténcia a tragdo do que a compressdo, a segdo trans-
versal da superficie de ruptura ndo pode ter a origem O como
centro de simetria. O setor de estudo ndo se reduz a 30 graus,
como ocorre com os metais.

Desta forma, entre as caracteristicas da superficie de
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ruptura do concreto pode-se destacar:

- & dependente dos trés invariantes de tensao;

- a superficie de ruptura é suave e convexa, com excegao do seu
vértice;

- os meridianos sdo parabdlicos e abrem no sentido do eixo

hidrostdatico negativo;

o traco no plano desviador muda de uma forma triangular para

circular com o aumento da pressdo hidrostatica;
O critério de ruptura de Ottosen, adotado neste
trabalho, tem por casos particulares o critério de Drucker-

Prager (a=cz=0) e o de Von Misses (B=c2=0).
4.2.,1.2 - Critério de plastificagdo para o concreto

Admite-se, neste trabalho, que o concreto comprimido
tenha um endurecimento isotrdépico e que as superficies de
plastificagdo tenham a mesma forma da superficie de ruptura.

Considerando a tensdo efetiva ou uniaxial equivalente
o = £ e operando a equagdo (4.3), obtém-se a seguinte

ef cm
expressao para a superficie de plastificacgéao

F=I:A\/.I_E:'+BII+\/(A\/.I_;+BII)2+4QJ21:|/2=0‘

ef

(4.9)

O dominio eldstico, para o concreto comprimido, € definido para
tensdes efetivas menores que 30% da tensdo de ruptura. Para
superficies de carregamento superiores a superficie de
plastificagdo inicial (0,3 £, S o = fcm) ocorre o dominio
plédstico, onde o material possui um comportamento elastoplastico

com endurecimento (Fig. 4.3).
4.2.1.3 - Regra de endurecimento

A regra de endurecimento define o movimento das

superficies de plastificagdo subsequentes (superficies de
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carregamento
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superficie inicial de

superficie de rupturg

Figura 4.3 - Superficies de plastificacdc e ruptura

carregamento) durante a deformagdo pldstica. E determinada pela

relacdo entre a tensdo efetiva e a deformagdo plastica acumulada

ou deformacdo plastica efetiva. Através dos conceitos de tensao

efetiva e de deformacao plastica efetiva, é possivel extrapolar

os resultados de um simples ensaio uniaxial para uma situagao

multiaxial.

Neste trabalho, adotou-se a curva tensdo-deformacgao,

proposta pelo CEB [23] (Fig. 4.4), para representar o comporta-

mento do concreto sob compressdo uniaxial

Considerando-se que a componente de

elastica é o/E, obtém-se para 0,3 f“15 o = Qm ;

(4.10)

deformacao
a partir de
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(4.10), uma relagdo o = U(E,fmﬂsp)

My

|
I
|
|
|
00022 E

Figura 4.4 - Diagrama tensdo-deformagdo para o concreto

comprimido
4.2.1.4 - Vetor de fluxo pléastico

Na relagdo tensdo-deformagdo, no dominio plastico, €
comum considerar o vetor taxa de deformagdo pléstica normal &
superficie de plastificagdo. Esta regra de fluxo associada é
considerada para o concreto predominantemente por motivos
praticos, uma vez que hd pouca evidéncia experimental disponivel
deste fato [1]. Sendo assim, pela equagao (2.5)

. 8 F
{cw} =9 ®(F) —— = % ¢(F) {(a}
é {0}

onde {a} é o vetor de fluxo plastico e define sua diregao
perpendicular & superficie de plastificagdo. A fungdo tensao
efetiva F é a condigcdao de plastificagcdo ou as fungbes de
carregamento subsequentes no modelo de plasticidade com endure-

cimento. O vetor de fluxo plastico € dado por

8 F 41, 8 F a vI_ 8F 486
{a} = % 2_ ¥
8 I, 8 (0} 6 VT, & (o) 86 8 (o)

com



<0'>={0' A ,0'}
X y Xy z

No caso de estado plano de tensao, o, é nula.
0 vetor {a} pode ser transformado em

{a} =c ({a} +¢C {a} +C, {a}

onde

8 I,
{a}=——=4{1 1; 0 1 )
! 8 (o)

8 vVJ_ 1
{a)} = 2 = {5,9,21: ,sz}

a {o) 2 VT, % 4 =

8 J, J, J,
@) - (e ) (nne 5]

Os valores S sy e s, sdo as tensdes desviadoras dadas por

sx=[20‘x—0‘y—0‘z]/3

0}
]

. [20‘y-0‘x-0'z]/3

sz=[20'z-crx-cry]/3

Os coeficientes C1’ C2 e C3 sdo

39

(4.11)

(4.12)
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8 F
C ==
: 8 I
1
8 F tag3e 8 F
cC. = -
: 8 VI, VT L)
V3 1 d F
2 cos36 (VJZ) a e

As derivadas, dependentes da fungdo F, estdo explicitadas no
anexo B.

4,2.1.5 - Matriz H

Na solugcdo do esquema implicito de intervalos de
tempo, visto no capitulo 2, deve-se determinar, em cada passo, a
matriz H dada pela equacgédo

8 (¢ )
[H] = —TF _ (4.14)
8 (o)

A taxa de deformagdo viscopléstica éw,é dada pela equagao

_ 38 F
{evp} =¥ & 7{—0)— (4.15)
e
§(F) = F - F

o

onde F € a tensdo corrente de plastificagdo. Substituindo
(4.15) em (4.14) vem
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8 <a> 8 @
[H] =7 { & + {a} <a> (4.16)
8 (o} 8 F
Derivando o vetor de fluxo em relagdo as tensdes, tem-se
a8 <a> a C1 a C2 8 03
= <a > + B> t —— <a_> +
8 {0} 3 {o) 8 {o) a {o)
8 <a > 8 <a_> 8 <a_>
C, ———— 4+ ¢, ——— +C, (4.17)
8 {0} 8 {o} 8 (o}
Em que as derivadas de C1’ C2 e C3 em relagdo a {0} sao as

derivadas segundas
descritas no anexo B.

de F em relagdo a I,

J2 e B8 e estéao

As derivadas de <a> = { a, a, a, } em relagdo a (o)
sdo
a <a1>
=: (4.18)
8 {o}
8 <a2> a <a2> o) <a2> d <a2> 8 <a2>
= ! I I (4-19)
a {o} a8 o a o a T d o
X y Xy z
onde
<
8 a2> - 1 1 1 1 s
= 3+ "6 % T [T
d o J 2J
X 2 2
<a >
a a2 - i 5 1 1 1 sy
B ~% ¢+ 3 10T <E2
a o vJd 2d



42

a <a2> i txy
= { Q@ 0 4, X , 0 } - <a2>
8T vaJ J
Xy 2 2
a <az> h 1 1 1 Sz
= T8 1 T Tg ¢ 0, < T = <az>
a o vJ 2J
z =5 2
e
d <a_> 4 <a_> a4 <a_> 8 <a3> a <a3>
= = =, -, : (4.20)
a (o} 8 o 8 o atT d o
b4 y Xy z
onde
A BL T B, ™ By 2 2 _ 2
- t 3 z ' "3 xy ' 3 y
8 o 3
x
Jd <a_> - 2 sy - sx - sz 2 2
- 3 sz g / 3 .ny ! 3 Sx
d o 3
y
d <a >
3 4
- { ‘%‘ rx : _%_rx ¢ = 2 Sz 4 -Trxy }
8 T Y y
Xy
a <a3> - 5 5 4 sz - sy - sx
S e 1T 8% T BT Tyt
8 o y y 3

4.2.2 - Modelo para o concreto fissurado

Provalmente a principal caracteristica do comporta-
mento do concreto simples € sua baixa resisténcia a tragéao
comparada com sua resisténcia & compressdao. Deste fato, resulta
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o aparecimento de fissuras para tensdées muito baixas, induzindo
um acentuado comportamento ndo-linear a estrutura.

Os modelos para o concreto fissurado geralmente
consideram uma perda da capacidade de carga do concreto causada
pela fissura.

No contexto dos elementos finitos , basicamente duas
aproximagdes tém sido usadas para representar este fendmeno[36].
a) Modelo de fissuras discretas: Este modelo representa as
fissuras individuais como descontinuidades reais na malha de
elementos finitos. Esta aproximagdo foi wusada por Ngo e
Scordelis [43] para andlise de uma viga de concreto armado
simplesmente apoiada. Neste estudo, as fisssuras foram modeladas
por separagao dos pontos nodais, inicialmente ocupando a mesma
posigdo no espago. Uma restrigdo a este modelo é que as fissuras
devem formar-se ao longo do contorno dos elementos. Desta
forma, a resposta é fortemente dependente da malha. Além disto,
apés a formagdo da fissura a topologia da malha varia, exigindo
procedimentos de atualizagdo desta, que consomem muito tempo
computacional. Mais recentemente, tem sido usado refinamentos da
malha através de métodos auto-adaptativos, de forma gque novos
elementos de fronteira sé&do inseridos ao longo da propagagdo das
fissuras. Estes desenvolvimentos reduzem a dependéncia da malha,
mas tornam a andlise muito cara. Por isso, este modelo é apro-
priado apenas para problemas envolvendo somente poucas fissuras
dominantes.

b) Modelo de fissuras distribuidas: Este modelo ndo leva en
conta a descontinuidade da malha. Pelo contrdario, o concreto
fissurado permanece continuo e as propriedades materiais séo
modificadas para considerar o dano devido a fissuragdo. O
concreto € inicialmente isotrdépico, mas a fissura induz-lhe
anisotropia. Depois de fissurado, admite-se que o concreto
torna-se ortotrdépico, com os eixos materiais principais orienta-
dos no sentido das diregdes de fissuragdo. As propriedades
materiais variam dependendo do estado de deformagdo e de tensdo.
0 mdédulo de elasticidade longitudinal é reduzido na direcgédo
perpendicular ao plano da fissura e o efeito de Poisson é
usualmente desprezado. O médulo de elasticidade transversal,

paralelo ao plano da fissura, também é reduzido. O método de
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fissuras distribuidas (smeared crack) € computacionalmente
atrativo, uma vez que a topologia da malha ndo muda ao longo da
andlise, e sé a relacdo tensdo-deformacdo deve ser atualizada
quando ocorre a fissuracgao.

Esta aproximacgdo foi utilizada para diversas
aplicagdoes de engenharia estrutural por Bazant [10], Cervenka
[16], Campos Filho [15], Senzale [50], entre outros.

A Fig. 4.5 mostra os dois modelos descritos para
representar as fissuras numa direg¢do ndo conhecida "a priori'.

Um modelo de fissuras distribuidas foi adotado neste
trabalho. Para estabelecer tal modelo, sdo necessarios os
seguintes itens: um critério de fissuragdo; uma regra para
consideragdo da colaboragdo do concreto entre fissuras (tension
stiffening); e um modelo para transferéncia de tensdes tangenci-

ais (shear transfer).

I I I I

)/ =
j 2l 3
L 1 il

sem refinamento na malha malha adaptativa

(I
A

o

i
}\

I - fissuras discretas

II - fissuras distribuidas
Figura 4.5 - Modelos para representar as fissuras
4.2.2.1 - Critério de fissuracao

A resposta do concreto sob tensdes de tracdo é suposta
ser elatica 1linear até que a superficie de ruptura seja
atingida, e seu comportamento é calculado pela versdo isotrdpica
da relagao {o} = [D] (e}.

A avaliagdo da fissuragdo do concreto, no programa
desenvolvido neste trabalho, é feita através do nivel de tensdes
dos pontos de integragdo de Gauss dos elementos de concreto.
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Verifica-se, desta forma, se o estado de tensao,
correspondente a cada ponto de integragdo, alcangou a superficie
de ruptura, apresentada no item 4.2.1.1.

A tensédo principal o, de tracdo, é determinada através

dos invariantes de tensdes I1’ J2, 8, [(4.5) e (4.6)]

2vJd I
o, = — 2 sen [ e + g“ ] - 31 (4.21)
V3

Para distinguir se o ponto atingiu a superficie de
ruptura por fissuracao ou por esmagamento do concreto, adotou-se
o critério proposto no boletim do CEB [24]:

f
T . d N
se o = -, o ponto de integracgdo fissurou;
2
Lo
se o, < ——;3~ , o ponto de integragdo esmagou.

Caso o ponto de integracdo tenha fissurado, admite-se que uma
fissura tenha se formado num plano ortogonal a tenséo -
Portanto o comportamento do concreto ndo é mais isotrdpico e
sim ortotrdpico, e os eixos materiais locais coincidem com as
direcdes principais.

Para carregamentos posteriores, uma fissura secunddria
pode ocorrer no ponto de integragdo que estava fissurado em uma
direcdo. Utiliza-se o chamado procedimento da fissura fixa, onde
mantém-se a diregdo da primeira fissura fixa e determina-se a
tensdao de tragcdo na diregdo paralela a fissura existente. Se
esta tensao exceder a resisténcia do concreto a tracgdo, este
ponto de integragdo serd considerado fissurado nas duas direcgdes
e todas as componentes de tensdo serdao zeradas.

4.2.2.2 - Colaboragdc do concreto entre fissuras

o) comportamento carga-deslocamento do concreto
estrutural € fortemente influenciado pela interagdo entre seus
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dois componentes: o concreto e o ago. A aderéncia entre esses
materiais é que torna possivel a transmissdo de esforgos
atuantes.

0 efeito de aderéncia evidencia-se a partir da
fissuracdo do concreto. Quando este fato ocorre, hd uma ruptura
local do material e suas tensdes de tragdo normais a fissura,
que eram inicialmente transmitidas pelo concreto, passam a ser
transmitidas pela armadura. Esta transferéncia de tensdes do
concreto para o aco é feita pelos mecanismos de aderéncia [15].

A qualidade da aderéncia é decisiva para a
distribuicdo e para a abertura de fissuras. Ela depende das
caracteristicas das barras da armadura (conformagdo superficial
e didmetro), da resisténcia do concreto, da histdéria de carga
(especialmente se ocorreram cargas ciclicas) e das tensles
normais a superficie da barra.

A incorporacdo da aderéncia nos cdlculos através do
método dos elementos finitos, depende da forma de conectar os
elementos de ago aos elementos de concreto. Existem duas
maneiras para se modelar esta ligagdo. Na primeira, usam-se
elementos especiais de aderéncia. Nestes, as propriedades da
aderéncia sdo modeladas por suas relagdes tensdes-deslizamentos.
Na segunda maneira, os elementos de ago e concreto sdo ligados
diretamente. Neste caso, admite-se completa compatibilidade de
deformagdes entre ago e concreto, e modifica-se a 1lei do
material (concreto ou ago), para considerarem-se os mecanismos
de interacéo.

A escolha da forma de modelar a aderéncia depende do
problema especifico a ser analisado. O uso de elementos
especiais de aderéncia requer grande esforgo computacional.
Portanto, seu emprego sé se justifica nos casos em dque as
tensdes de aderéncia sdo de particular interesse, como no estudo
de zonas de ancoragem.

Neste trabalho, admitiu-se aderéncia perfeita entre
concreto e ago e modelou-se indiretamente este efeito, pela
introducéao de um ramo descendente suave na relacdao
tensdo-deformagdo do concreto tracionado (tension stiffening).

Este efeito pode ser incorporado num modelo
computacional de duas maneiras indiretas: modificando a curva
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tensdo-deformagdo do ago [33] ou admitindo gque a perda da
resisténcia a tragdo no concreto ocorre gradualmente depois da
fissura [51]. Este udltimo modelo foi adotado neste estudo.

Considera-se uma grdfico tensdo-deformagdo consistindo
de um ramo ascendente, correspondendo a resposta elastica
linear, e outro ramo descendente, pés-fissura, que leva em conta
a colaboragao do concreto entre fissuras, conforme Fig. 4.6.

o=« ftm [ 1= c/em ; para e =g s g (4.22)

com 0,5 =« =0,7. Adotaram-se os valores de oo = 0,6 e e =
0,002, conforme sugestao de Hinton e Owen [37].

A redistribuigcdo de tensdes, devido a fissuragdo em
outros pontos ou carregamentos posteriores, pode forgar algum
ponto previamente fissurado a fechar parcial ou totalmente. Este
comportamento é permitido neste modelo. Se a deformagdo atual €
é menor do que a deformagdo maxima € o alcancada pelo ponto em
questdao, a tensao normal a fissura é calculado por

_ ref
o= —2z= » para & < g (4.23)

Este caminho de "descarga" secante é visualizado pela Fig. 4.6.

Caso o ponto fissure novamente, segue-se o mesmo caminho até
€ .. Ser excedido. Depois a tensdo é calculada por (4.22).

re

B 0.5¢ w207

Tref — - = — =

My e e e

ref Em €

Figura 4.6 - Diagrama tensdo-deformagdo para o concreto
tracionado
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Para obtengao da tensdo no concreto fissurado, deve-se
determinar as direg¢des principais de deformagdes, uma vez que a
férmula (4.22) aplica-se no sistema local dos eixos materiais.
Determinam-se as deformagdes principais através de

v 2m 5
g = ———— sen [ 8’ + ] +
1 ‘/3—\ 3 3
2VJ£ I
€, = ——— sené’ + 31
V3
ZVJQ 4 % 8.
£, = sen [ e’ + 3“ ] + = (4.24)
V3
onde
I; =g + & + E,
Jro= (e. =& )2 + (e_ =& )2+ (e, — € )2
2 6 1 2 2 3 3 1
’ = - - -
JS (81 em) (82 Em) (83 E111)
e = I;/S
Jf
¥ _ _3V3 3
] 1/3 arc sen 5 T (4.25)

Calcula-se, entdo, a diregdao da maxima deformacgao
principal de tragdo, que forma um &ngulo « com o eixo x.
Feito isso, determinam-se as componentes locais de
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tensbes através da matriz de rotacgdo local

cos’a sen’a (sen2a) /2
R™ = sen’a cos’a -(sen2a) /2 (4.26)
-sen2a senao cos2ua

e
(¢"} = [R"] (%)

onde {GG} sdo as componentes globais de tensdes.

No sistema 1local, aplicam-se as fdérmulas (4.22) ou
(4.23), para calcular as tensdes normais. A componente
tangencial local é 'r:;r = Gc a';y, onde G, é o médulo de
elasticidade transveral reduzido e serd definido no préximo
item. Com as tensdes ajustadas do ponto fissurado, retomam-se as
componentes de tensdes no sistema global, onde a matriz de

rotagdaoc global é

2 2
cos o sen o -senzad

R = sen®a cos®u sen2o (4.27)
(sen2a)/2 =(sen2a)/2 cos2a

e
(0"} = [R°] (o)
4.2.2.3 - Rigidez transversal do concreto fissurado

Resultados experimentais indicam que uma quantidade
consideravel de tensdo tangencial pode ser transferida através
das superficies rugosas da fissura [38]. Em concreto simples, o
principal mecanismo de transferéncia de esforgos transversais é
0 engrenamento dos agregados e as principais variaveis
envolvidas sdo o tamanho do agregado e sua granulometria. Em
concreto estrutural, o efeito de pino desempenha um importante
papel, sendo as principais varidveis a taxa de armadura, o
tamanho da barra e o &ngulo entre o ag¢o e a fissura. Ambos

mecanismos sdo controlados pela abertura das fissuras, sendo a
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capacidade de transferéncia de corte reduzida com o aumento da
abertura da fissura.

A inclusdo direta destes mecanismos num modelo de
fissuras distribuidas é complexa. Uma aproximagdo simplificada
para contornar este problema é adotar um valor apropriado para o
médulo de elasticidade transversal do concreto GC. Para o ponto

de integracdo, fissurado em uma direcdo [37],

G, =10,25 G [ 1-¢ /0,004 ] (4.28)
onde G é o médulo de elasticidade transversal do concreto nao
fissurado. Se a fissura fechar o médulo G & adotado, novamente.

4.3 - Modelo constitutivo para o ago

Nas pecgas de concreto estrutural, as barras de ago
resistem, fundamentalmente, a esforgos na sua diregdo. Desta
forma, é suficiente conhecer o seu comportamento uniaxial.

No modelo implementado, © ago é representado por um
diagrama tensdo-deformacdo bilinear.

O ago é considerado um material elastoplastico com
endurecimento. Admite-se que o ago possui o mesmo comportamento

em compressao e tracgéao.
4.3.1 - Armadura passiva

O médulo de elasticidade longitudinal adotado para o
aco ES € 210000 MPa. Para as barras de ago da classe A, com

U. A

2l

y

’
10 %0 es

Figura 4.7 - Diagrama tensdo-deformacdo para o a¢o tipo A
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dureza natural, adotou-se um diagrama elastopldstico perfeito,
onde o material possui um comportamento eldstico linear até
atingir a tensdo de escoamento fy (Fig. 4.7). Apds este limite,
o ago deforma-se plasticamente até atingir a ruptura, com
tensao o = fy e endurecimento nulo (H, = 0).

0 ago da classe B, encruado a frio, possui comporta-
mento elastopldstico com endurecimento. Por simplificacéo,
adotou-se um diagrama tensdo-deformagdo com endurecimento
linear, conforme Fig. 4.8. Desta forma, apdés atingir o limite
de escoamento, as deformagdes no ago tem um endurecimento
definido por

d o Ao 0,15 £
H! = 5 = B y
3 d e A e 0,85f 0,15f
P P = y y
108y = —p— - T E.
S S
0,15 £
¥
H! = (4.29)
f}’
10%- = E

4.3.2 - Armadura protendida

Adotou-se para o ago de protensdo, o valor de 205000
MPa para o médulo de elasticidade longitudinal. Tanto para os

=-=== Curva NBR 6118
Curva Adotada

—

3

|
|
|
|
|
]
0%

Figura 4.8 - Diagrama tensdo-deformagdo para o ago tipo B
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cabos de baixa relaxag¢do, quanto para os de relaxagdo normal, o
diagrama tensido-deformacdo tem a mesma forma que o do ago tipo
Bl



5 = PROPRIEDADES DO CONCRETO E DO ACO DEPENDENTES DO TEMPO

5.1 - Fluéncia e retracdo do concreto

0 concreto submetido a cargas de longa duragdo, sofre
uma deformacgdc instantdnea, seguida por uma deformagdo devida a
fluéncia (creep), que se desenvolve ao longo do tempo. Desta
forma, mesmo sob tensdes constantes, as deformagdes no concreto
aumentam no decorrer do tempo, conforme ilustrado na Fig. 5.1.

Este fendémeno manifesta-se mais acentuadamente nas
idades imediatamente posteriores ao aparecimento das tensdes,
estando ligado a fendmenos de diversos tipos, relacionados com a
circulagdao de agua na massa do concreto e sua dissipagdo para o
exterior.

Uma peca de concreto, colocada ao ar livre, sofre
durante o processo de endurecimento uma diminuigdo de volume,
denominada retracdo (shrinkage), conforme visto na Fig. 5.2.
Esta deformagdoc ao longo do tempo € independente da tensao
aplicada e estd ligada a fendmenos semelhantes aos da fluéncia,
relacionados com a agua que em parte hidrata os componentes do
cimento e, em parte fica livre dentro da massa de concreto.

No estudo de estruturas de concreto, a consideracgao
das deformagdes por fluéncia e retragdo é importante, pois seus
valores sdo da mesma ordem de grandeza das deformagdes
imediatas, para niveis usuais de tensdo.

A fluéncia e a retragao dependem, entre outros
fatores, da umidade e da temperatura ambiente, das dimensdes da
peca, da composicdo do concreto e da velocidade de endurecimento
do cimento.

A fluéncia e a retragdo do concreto nao dependem da
resisténcia & compressdo ou da idade do carregamento por si sé,
e sim da sua composicdo e seu grau de hidratagdo. Ambas aumentam
com a relagdo A4Agua/cimento e a quantidade de cimento e diminuem

53
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com o grau de hidratagao do cimento.

deformagdo por fluéncia

deformagdo instantdnea

Figura 5.1 - Evolucdao da deformagao por fluéncia para tensao

constante aplicada em t’

-~y

ts

Figura 5.2 - Curva de deformagdao por retragao
5.2 - Inclusdo da fluéncia no modelo

0 modelo reoldgico, adotado para representar o compor-
tamento dependente do tempo do concreto, foi uma cadeia de
elementos Maxwell (Fig. 5.3). Esta cadeia é constituida por uma
associacdo em paralelo de elementos compostos por uma mola em
série com um amortecedor viscoso.

Este modelo pode ser obtido do modelo elasto-visco-
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Eg €
il O Gt N el A el
h 4
u=t 2 3 4 s
]
a(t)
Figura 5.3 - Modelo de cadeias de Maxwell
plastico (Fig. 1.6), admitindo-se que os elementos de atrito

possuem tensdo de plastificagdo nula. As molas da unidade u da
cadeia tém médulos de elasticidade Eu(t), dependentes da idade t
do concreto. Os amortecedores sdo caracterizados pelos coefici-

entes de viscosidade dados por

M. =E. T (5.1)

onde
ru € o tempo de relaxagdo da unidade, considerado constante no
tempo.

Bazant [13] desenvolveu um modelo deste tipo para
representar o comportamento viscoeldstico com envelhecimento do
concreto, sob baixos niveis de tensdo. Além disso, apresenta um
algoritmo [7] para determinagdo dos pardmetros do modelo
(Eu(t)’ nu(t)), para cada idade, a partir de dados de ensaios
ou informacdées de normas para estruturas de concreto.

0 comportamento viscoeldstico de um material é dito

linear [28], quando para uma histdéria de tensdes
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o(t) = ol(t) + Oé(t) (5.2)
obtém-se uma histdéria de deformagdes
ge(t) = ei(t) + ez(t) (54:3)

onde £ (t) e g (t) séo as histérias de deformagdes relacionadas
com as arbitrdrias histdrias de tensdes o (t) e o (t) (principio
da superposicdo).

Segundo [23], para tensdes de servigo menores que
0,4f (resisténcia a compressao média do concreto), as
deformagdées por fluéncia s&o proporcionais a tensdo. Neste
estudo, por trabalhar-se nesta faixa de tensdes, adotou-se este

comportamento linear.
5.2.1 - Formulagdo matemdtica do modelo de Maxwell

Neste trabalho, utiliza-se o modelo desenvolvido por
Bazant [13] e aplicado por [31]. Este modelo de cadeias de
elementos Maxwell é interessante para uma formulagdo em
elementos finitos com integragdo por intervalos de tempo, pois
torna desnecessdria a armazenagem de toda histéria de tensdes,
diminuindo o custo computacional da andlise.

Conforme o modelo reoldégico da Fig. 5.3, empregou-se
cinco elementos para compor a cadeia. Os tempos de relaxagdo de
cada unidade, de acordo com a faixa de tempo que se deseja
cobrir apds a aplicagdo da carga, sdo obtidos por

T, = 10M71 8, . Ty (Y | (5.4)

com

_ _ 30
'!,'1—1 e 'L"5—10

Na unidade p = 5, tem-se um elemento composto sé por
uma mola, a fim de tornar a deformagdo assintoticamente conver-
gente para uma certa data, conforme o comportamento real do
concreto.
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A tensao & dada por
5
o(t) =¥ o,(t) (5.5)
M=1

onde Uu(t) representa a tensdo no tempo de cada unidade u da
cadeia Maxwell.
A equagdao diferencial, que representa as relagdes

constitutivas para o elemento Maxwell, é

o (o
& = E“ + n“ (5.6)
%8 K
cuja solugao é
-(t-t’) /T
(t-t’)/7,

’ =
au(t,t ) o e (5.7)
A funcdo de relaxagdo do modelo sera a tensao

resultante de uma deformagdo unitdria, imposta em t=t’ e mantida
constante para t>t’, dos elementos da cadeia Maxwell e dada por

5
R(t,t’) = Z E (t’) e
U=1

-(t-t’) /T
H (5.8)

Esta equacdo representa o desenvolvimento da fungao de
relaxagdao R(t,t’) em séries de exponenciais reais, chamadas
séries de Dirichlet. A determinagdo dos termos E“(t’) desta
fungcdo de relaxagado R, pode ser feita a partir de pontos
discretos de uma fungdao de relaxagao ﬁ(tlyt'), onde t1 repre-
senta os pontos discretos em que R é conhecida.

5.2.1.1.- Conversao da fungdo de fluéncia em fungdo de relaxagao

Os pontos discretos ﬁ(ti,t') sdo obtidos geralmente a
partir da fungdo de fluéncia J(t,t’), através da resolugédo
numérica da equagdo integral de Volterra, para uma histdria
conhecida de deformagdes,
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J(1,1)4

~Y

t' % T ts

Figura 5.4 - Curvas da funcgdo de fluéncia para diversas datas de

carregamento

8 R(E,t’) B
J(t,t’) E(t’) + J J(t,t) dt = 1 (5.9)

ad t

A fungdo de fluéncia J(t,t’) pode ser obtida por ensaios de
laboratdério ou por expressdes analiticas de normas, como & o
caso deste trabalho. Os pontos discretos ﬁ(tl,t’) poderiam
também ser obtidos diretamente de ensaios de laboratdrio.

Para determinacdo de ﬁ(ti,t') necessita-se conhecer
J(t,t’) para qualquer idade do carregamento t’ e duragdes de
carga (t-t’), dentro da faixa de tempo considerada. Para tanto,
sdo necessdarias somente algumas curvas de fluéncia (Fig. 5.4).

Para conversdo de J(t,t’) em ﬁ(tl,t') deve-se subdivi-
dir o tempo t em tempos discretos t1' tz,..., tN em N intervalos
de tempo At =t -t = (i=2,3,...,N). E conveniente fixar
t'=t1, pois em ensaios de fluéncia com tensdo constante o pri-
meiro incremento de deformagdo no tempo t’ € instanténeo, isto
é, At =0. Usando uma regra trapezoidal para aproximar a integral

(5.9), sua solugdo fica
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-1
AR, == [ Fex T Juiq] AR, [ g T %00 T Vg
=1
e ] (5.10)

com
I, = J(t.t)
A§1 = E(t’) = valor inicial
e

R(t,,t’) = R(t_,t’) + Aﬁi (5.11)

Desta forma conhecendo os valores de J(t,t’) para
quaisquer valores de t’/ e t-t’/ dentro da faixa de tempo
considerada, obtém-se os respectivos valores de ﬁ(tlgt') nos N
tempos discretos. Entre os valores de t’/ e t-t’ a fungdo J varia
linearmente com log(t’) e log(t-t’).

Os valores (t-t’) de duragdes de carga foram escolhi-
dos por uma razdo constante crescente, em escala logaritmica, do
tipo

1/10
(B~t2) =10 (&, .=t’) (5.12)

onde

(t,-t’) = 3,525 dias
(t,~t’) = 2224,12 dias

desta forma, tem-se trés décadas em log(t-t’) com dez passos
por década. E, para as idades t’ de carregamento, adotou-se uma
faixa de tempo considerada de boa precisdo com respeito a
dispersdo dos dados de fluéncia, de forma que

1/2

t/ = 10 gL (5.13)
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t’ = 2,8 dias

rf
W~
I

8854,28 dias

ou seja, quatro décadas em log(t’) com dois passos por década.
5.2.1.2 - Determinacido de Eu(t) e nu(t)

A equagdo da curva de relaxagdo, para uma idade t’/,
pode ser determinada pelo método dos minimos quadrados, a partir
dos pontos conhecidos R. A aplicagdo deste método ¢é feita
através da minimizacdo da soma dos quadrados do desvio

30 5
6 =) [ R(t ,t7) = R(t ,t*) ] + (5.14)

i=1

Sendo m o termo residual para melhorar o ajuste da fungao,

definido por

(5.15)

sendo w,o= 0,01 e W, = 0,08 os pesos adotados para o termo resi-
dual.

Substituindo a fungdo de relaxagdo (5.8), na equagao
(5.14), sem o termo residual, tem-se

30 5

¢ =) [ Y E,(t’) e

i=1 B=1

-(t.-t’)/T 2
' o Rt ,t) ] (5.16)

As incdgnitas Eu(t') sdo obtidas das condigdes de minimizacéao
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8 ¢

) Eu

L 0 I u=l'ono,5 (5-17)

As equagbes (5.17) formam um sistema de cinco equagdes e cinco
incégnitas. A resolugdo deste sistema conduz a valores positivos
de Eu(t'), pois a inclinagdo da curva de relaxagdo € sempre
positiva. Desenvolvendo a equagdo j deste sistema (5.17),

tl—t" tl—t’ tl-t’
30 5 —[ + 30 -~ —-—]
Tu Ty . T,
[ ) e ] E (t/) = Y R(t-t’) e
1=1 =1 1=1
(5.18)
que sob forma matricial fica : [A] (E} = [B]
Sendo que os elementos deste sistema sdo os seguintes
tl——t’ tl—t’
30 —[ s ]
tk rj :
Aﬂ = Z e . K/ 3=1,090,5
1=1
= ’
E, = E(t’)
ti-t’
30 - —]
~ T
B, = R(t-t’) e ] (5.19)
i=1
Introduzindo-se o termo residual m nas equagdes (5.17), os

elementos Ajk da matriz [A] devem ser corrigidos da seguinte

forma
= A + +

1.3 1,1 w1 wz 3,1 = A3,1 * W2
= A - W - 2w = = =

1,2 1,2 1 2 Aa,z Aa,a v, 4wz
= A + W s

1.3 153 2 A3,3 Aa,a i 2W1 * Swz
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A2,1 - AZ,I - wl - 2W2 3,4 = A3,&1; B wi - 2w

Aa,z = Aa,z + 2w1 + 5w2 4,3 = A4'3 - W1 - 2w

A = A - W - 4w = A + W ot w

2,3 2.3 1 2 4,4 4,4

Ry =, P (5.20)

Resolvendo o sistema (5.17), determinam-se os valores
dos médulos de elasticidade da cadeia de Maxwell Eu(t’) para os
valores de t’ nos quais sdo dados os pontos discretos ﬁ(tl,t’).
Os valores de Eu’ para gqualquer idade t, sdo interpolados

pela expressao

E (t) = { E (t]_) [ log(t!) - log(t) ] + E,(t]) [ log(t) -

log(t!_,) ] } / [ log(t!) - log(t!_,) ] (5.21)

1=2,..-,8
u=1,o..,5

Conhecidos os valores E”' para as cinco camadas, obtém-se os
respectivos coeficientes de viscosidade, através da relagao
(5.1). Assim sendo, determinam-se, através deste modelo, Eu(t)

= nu(t) para qualquer idade t do concreto na fase viscoeldstica.

5.3 - Determinagdo dos pardmetros da funcdo de fluéncia pelo
CEB-FIP 1990

5.3.1 - Equagao basica

Como foi visto no item anterior, para obtengaoc da
funcao de relaxagao R(t,t’), necessita-se saber alguns valores
da fungdo de fluéncia J(t,t’). Neste estudo, adotou-se a
formulagdo apresentada pelo Cédigo Modelo do CEB [23], em que a
funcdao de fluéncia, para uma tensdo constante menor do que
0,4f e aplicada no tempo t’, é dada por

1 ¢(t,t’)
J(t,t’) = + (5.22)
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onde

J(t,t’) é a fungdo de fluéncia, que representa a deformagdc na
idade t, causada por uma tensdo unitdria atuando a partir do
tempo t’;

Ec(t') é o médulo de elasticidade na idade t’(em dias) do carre-
gamento;

¢(t,t’) é o coeficiente de fluéncia ;

E é o mdédulo de elasticidade aos 28 dias, gque pode ser

c
calculado pela expressao

E. = 2,15 10° (fcm/lo)m , [f ] = MPa (5.23)

cm

£ é a resisténcia média & compressdo do concreto aos 28 dias.
0 valor de E, deve ser aumentado de 20% se o concreto tiver
agregados de basalto ([23]. Para uma idade t’, o mdédulo de
elasticidade serd calculado por

)%° g (5.24)

Ec(t') - Bcc(t’ %2

com

B_(t”) = exp { s [ 1 - (28/t)°'5 ] \J» (5.25)

onde s é um pardmetro que depende do tipo de cimento

0,20 para cimento de endurecimento rdpido e alta resistén-
cia inicial

0,25 para cimento de endurecimento rdpido e normal

0,38 para cimento de endurecimento lento

5.3.2 - Coeficiente de fluéncia

»

O coeficiente de fluéncia é calculado por
p(t,t") = ¢, B (t-t7) (5.26)

onde
¢0 é o coeficiente de fluéncia nominal;
B, € o coeficiente que descreve o desenvolvimento da fluéncia

com o tempo;
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t’ é idade de aplicagdo da carga;
t a idade atual em dias do concreto.

O coeficiente de fluéncia nominal é

9, = by B(E. ) B(E') (5.27)

com

1 - RH/100 2A
¢ =1 + - e h = (5.28)
0,46 (h/10)

RH é a umidade relativa do ar em [%]:
h é a espessura ficticia em [cm];

A a drea da secdo transversal e u o perimetro de contato com a

atmosfera.
5.3
B(E ) = £ Jia)E (5.29)
10:)
1
B(t’) = T (5.30)
e
(t-t’) e
B (t-t’) = (5.31)
: B, + (t-t’)
com
RH 1 n

5.3.3 - Efeito do tipo de cimento e variagdo da temperatura

No modelo apresentado acima, os efeitos do tipo de
cimento e de variagdes da temperatura ao longo do tempo, sobre

as deformagdes por fluéncia, sdo considerados através de
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corregdes dos coeficientes e das fungdes descritas acima. Os
efeitos de altas ou baixas temperaturas na maturidade do

concreto devem ser considerados através do ajuste do tempo t’

por
9 o
= ! + A = 0,5 dias {5:33)
it 2 + (t2)?
T
com
1 para cimento de endurecimento rdpido e alta resistén-
o cia inicial
0 para cimento de endurecimento rdpido ou normal
-1 para cimento de endurecimento lento
2 4000
tr = Z At exp - - 13,65 (5.34)
273 + T(At)
i=1 1
onde

t; é o tempo ajustado devido a efeitos provocados por
temperaturas diferentes de 20°C, compreendidas entre 0°C e 80°C;

T(At)) € a temperatura média atuante por um periodo Ati de dias.

As corregodes nos coeficientes sao

- correcgao do BH

BH,T - |C-31-} BT
1500

B, =exp | ——— - 5,12
273 T

- correcao do %m

by = O + (8, = 1) 9.7

¢ = exp [ 0,015 (T - 20) ]

T
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5.4 - Inclusdo da retragdo no modelo

As deformagdes por retracdo do concreto sado tratadas
como deformagdes impostas & estrutura. Para isto, determina-se
um vetor de forgas nodais equivalentes através da expressao

v s
AP =J (81" [B] (Ae_) av (5.35)
v
onde
Ae
cCSs
{Ae )} = Ae (5.36)
cs cCSs
0
A exemplo da fluéncia, a retragao ndao produz

diretamente tensdées no concreto. Por isso, para avaliagdo da
tensdao no concreto, desconta-se do valor da deformagdo total,
obtida a partir do vetor de deslocamentos, a parcela de
deformagcdo que foi originada diretamente pela retragao.

5.5 - Determinacdo dos pardmetros de retrag¢do pelo CEB-FIP 1990

As deformagdes totais por retragdo ou expansao do

concreto sao calculadas, conforme [23] por

ccs(t'ts) = BCSD Bs(t-ts) (5.37)

onde

e, € o coeficiente de retragdo nominal;

B, é o coeficiente que descreve o desenvolvimento da retragdo
com o tempo;

t é a idade do concreto em dias;

t, € a idade de comego da retragdo no concreto em dias.

O coeficiente de retragdo nominal é obtido de

€ = es(fcm) B

Cso

» (5.38)

com
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R (5.39)

s cm

e (f ) = [ 160 + 10 B__ [ 9 - £__/10 ] ] 10

onde
B é um coeficiente que depende do tipo de cimento

sC

4 para cimento de endurecimento lento

5 para cimento de endurecimento rdpido ou normal

sc 8 para cimento de endurecimento rdpido e alta resis-
téncia inicial

™
Il

ra— para 0% = RH = 99%
£99 (5.40)

0,25 para RH > 99%

O desenvolvimento da retracdo com o tempo é

£t -t 0,5
- ] (5.41)

o+ (t—ts)

B (t-t,) = [

com «__ = 350 (h°/10)

Os efeitos da variagdo da temperatura sdo também
levados em conta no cdlculo da deformagdo por retragdo, através

de correcodes tais como,

« . = 350 (h/10)* exp [ - 0,06 (T—20°C)] (5.42)

onde

a. . € o coeficiente dependente da temperatura na equagdo (5.41).

A corregadao no coeficiente de retracdao nominal fica,
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8 T - 20
B =14 =S (5.43)
[ 103 - RH 40

As equagdes (5.42) e (5.43) descrevem o efeito de uma
temperatura constante diferente de 20°C, engquanto o concreto

estd endurecendo.
5.6 - Relaxacdo do ago protendido

Na fase viscoeldstica, a armadura protendida sofre um
processo de relaxagdo. Para ajustar os resultados disponiveis ao
modelo, o pardmetro de fluidez ¥, para o ago é suposto varidvel
com o tempo. Para a armadura passiva Ty = 0.

A relaxacdao do ago é calculada através dos coefici-
- w_m, wao' Estes coeficientes séao o resultado de
medidas da tensdo apds 1000 horas, a 20°C, de amostras de ago,

mantidas com comprimento constante e submetidas inicialmente a

entes Y

tensdées de tracdo de, respectivamente, 60%, 70% e 80% da tensao
de ruptura caracteristica fﬁk. Conhecidos os trés valores de VY,
é possivel encontrar uma pardbola, que passa pelos trés pontos,
em um grafico de Yy em fungdo da razdo da tensdo inicial de

protenséao Upo e da tensdo de ruptura do acgo fp [54], conforme

tk
nmostra a Fig. 5.5.

Y4

'f’co: Y70

08 o7 os Tpo / T otk

Figura 5.5 - Curva para os coeficientes de relaxacdo
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a‘po 2 crpo (544)
1000 f fptk

onde

a = 50y - 100y  + 50y

b = =75y + 140y, - 65¥

c 28y - 48y, + 21y

sendo

TIPO DE ACO weo(%) wTD(%) wao(%)
relaxagao normal 4,5 7 12
relaxagdo baixa 1;5 2;5 3;5

A relaxagado do ago, conforme [2], € dada por

& k
Pe = Piono [ 1000 ] (5.45)

t é o tempo em horas e

% = 0,12 para relaxagao normal
0,19 para relaxacgdo baixa

Passando a equagdo (5.45) para t em dias, fica

K
_ 3t
Pe = Piooo [ 125 ] (=400
Com a fungcdo de relaxagdo, dada para um elemento Maxwell,
-(t-t )7 B
R(t,t ) = E e B e (5.47)

onde tp € a data, em dias, de aplicagdo da forga de protensio,
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comparando-se com a equagao (5.46), tem-se

-(t-t )7 E (-t ) °©
E e PSS _-g |1-p PGS (5.48)

Desta forma, o parametro de fluidez para o ago protendide, ao

longo do tempo, pode ser tomado por

1 3 (t-t) ¥
¥. == 1n 1-p _ (5.49
(t-t ) E 100 125 :




6 - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO MODELO
6.1 - Generalidades

Este trabalho consiste na elaboragdo de um programa
computacional para andlise elasto-viscopldstica de pegas de
concreto estrutural, utilizando o método dos elementos finitos.

No capitulo 2, apresentou-se um modelo para a andlise
elasto-viscopldstica de pegcas de um material homogéneo. Este
modelo seria adequado para o estudo de pegcas de concreto
simples.

Neste capitulo, serd visto o desenvolvimento de uma
formulagdo para incorporar a armadura a este modelo.

Também serd detalhado o algoritmo geral de solugdo do
programa, com suas distingdées conforme a classe de ago empregada
e a etapa de solugao do problema (viscoeldstica ou

elastoplastica).
6.2 - Comportamento elasto-viscoplastico do ago

Considerando que exista aderéncia perfeita entre o
concreto e o ago, admite-se que o deslocamento de um ponto
qualquer da barra de ago é o mesmo do que o do concreto gque a
envolve. Sendo assim, pode-se escrever o desenvolvimento
matemdtico do modelo elasto-viscopldstico para o ago de uma
maneira incremental, similar ao feito no capitulo 2 para o

concreto.
6.2.1 - Incrementos de tensao
Conhecidos o0s incrementos de deslocamentos nodais

{Aun}, para o passo n de tempo, o incremento da tensdo em um
ponto de uma barra de ago serad

71
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(Ao,) = E_ (Ae) = E [ (Bey), = (Be ). ] (6.1)

onde o incremento da deformagdao total é
(Aas)n = <B> {Au } (6.2)

em que <B;> é o vetor das relagdes deslocamentos-deformagdes
para a armadura dada por (3.35).
O incremento de deformagdo viscoplastica, conforme

-

visto em (2.6) é

(Beg ), = At [ (1 = 9) (éSvp)n + 8 (ésw)m ] (6.3)

e a taxa de deformagdo viscopldstica é

(éSvp)n-H - (éS\rp)n ¥ (HS)n (Aas)n (6.4)

onde H_ € um parametro que serd visto no item 6.2.3.
Substituindo (6.4) em (6.3)

(Be, ), = At (és‘rp)n + @ At (H))_ (Ao)_ (6.5)

Desta forma, pelas equagdes (6.1) e (6.5) tem-se
(a0y), = (E), [ <Bp> (8w} - 8%, (G, | (6.6)

sendo que o médulo de elasticidade longitudinal modificado para

o ago é

. E
(E.) = = (6.7)

L+ () B

onde (cs)n = 8 Atn (Hs)n e a tensao total, no passo n+l1l, fica
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(o)

S n+1 B (US)n & (AO-S)n (6.8

6.2.2 - Equagdes de equilibrio

A equacdo (2.22), correspondente as forgas residuais

considerando a presenga da armadura, fica

W), = (P} - J (B]" (o, ,} d4v -
v

J (B} (o), A, ds (6.9)
1

O vetor de pseudo-cargas, da equagdo (2.17), terd um acréscimo,
dado por

{AV;}n = Jl {BS} (Es)n AS (esw)n ﬁth ds

(6.10)
6.2.3 - Parametro HS
A taxa de deformagdo viscoplastica para o ago é
. = - ’ — - .
(ESWJ ¥ [ 8 [ Uy + HS Csu;] ] ¥y [ Ty ¥ ] (6.11)

onde @, € a tensdao de plastificagdo inicial e H! é o parametro
de endurecimento do ago. Para solugdo pelo esquema implicito de
passo de tempo, o parémetro (C!S)n é necessdrio em cada passo,

sendo fung¢do do parédmetro (Hshf O paréametro Hs é dado por

8 €, oy
H=—“’=a’s[1-——] (6.12)

Na fase viscoeldstica, Y =0 e B - Vg Na fase elas-
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toplastica, para o ago da classe A, Hs = ¥, © para o da classe B

e de protensao HS = 0.
6.3 - Tipos de protensdo

Por definicdo [2], uma pega de concreto protentido é
aquela que estd submetida a um sistema de forgas especialmente e
permanentemente aplicadas, chamadas forgas de protensdo e tais
que, em condicdao de utilizagdo, gquando agirem simultaneamente
com as demais agdes, impegam ou limitem a fissuragdo do
concreto.

A armadura de protensdo (armadura ativa) é constituida
por barras ou fios isolados, por corddes (cordoalhas) formados
por fios enrolados, ou feixes compostos, ou por fios, ou corddes
paralelos e é comumente denominada cabo, gqualguer que seja seu
tipo.

Nesta armadura, existe uma tensdo inicial varidvel ao
longo do cabo e varidvel ao longo do tempo, devido a perdas
ocorridas na protensaéo.

Neste trabalho implementou-se trés modelos matemdticos
distintos, conforme o tipo de protensdo utilizado na peca de
concreto protendido: pré-tragdo, pds-tracdo com e sem aderéncia.

O concreto protendido pré-tracionado também é
conhecido como concreto protendido com aderéncia inicial. E
agquele em que o estiramento da armadura de protensdo é feito
utilizando-se apoios independentes da pec¢a, antes do langamento
do concreto. A ligagdo da armadura de protensdo com os referidos
apoios & desfeita apdés o endurecimento do concreto. A ancoragem
no concreto realiza-se sé por aderéncia.

6.3.2 - Pés-tracao com aderéncia
O concreto protendido pés-tracionado com aderéncia é

também chamado de concreto protendido com aderéncia posterior.
Neste caso, o estiramento da armadura de protensdao é realizado
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apés o endurecimento do concreto, utilizando-se, como apoios,
partes da prdépria peg¢a e criando, posteriormente, aderéncia com
o concreto de modo permanente.

A armadura inexiste até o momento da protensdo e esta
no interior de uma bainha metdlica onde, apds a protensdo, é
injetada nata de cimento para criar uma aderéncia com o
concreto.

Depois da liberagdo do cabo, o esforgo de protensdo é
transmitido a peg¢a como uma carga externa de compressao variavel

no tempo devido a diversos fatores.
6.3.3 - Pds-tracdo sem aderéncia

O concreto protendido pés-tracionado sem aderéncia €,
as vezes, chamado simplesmente de concreto protendido sem
aderéncia. E obtido como em 6.3.2, mas apdés o estiramento da
armadura de protensdo, ndo é criada aderéncia com o concreto.

A armadura fica livre dentro da bainha metdlica e suas
deformagdées ndo sado acompanhadas pelas deformagdes do concreto
adjacente. Assim, como na pdés-tragdo com aderéncia, também
ocorre o efeito de uma carga externa de compressdo aplicada na

peca.
6.4 - Perdas de protensdo

A armadura de protensdo sofre perdas imediatas e
progresivas durante sua utilizacdo.

As diversas perdas na armadura protendida estéo
ilustradas na Fig. 6.1.

6.4.1 - Perdas imediatas
As perdas imediatas sd8o classificadas em perdas por

deformagcdao imediata do concreto, perdas por atrito e perdas por
deslizamento da armadura na ancoragem e acomodacdo da ancoragem.



76

ANTES DA TRANSFERENCIA

DEPOIS DA TRANSFERENCIA (LIBERAGAO)

d=——1

A F (forca nao armadura)

|- por escorregamento dos fios na ancoragem

- por retragdo inicial do concreto
- por relaxacao inicial da armadura

- por deforma¢do imediata do concreto

- por relaxagdo p;rorfor da armodura
- por retragdo posterior do concretfo
- por flu#ncia do concreto

it

estimmento da
armadura

inicio da retra-
gdo do concreto

t (tempo)

tensdo oo concreto O

aplicagdo da pro- -

Figura 6.1.a - Perdas na pré-tracao
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ditima protensdo
(ditimo cabo)
S

T e o

bF (forga na armadura)

- por atrito ao longo da armadura

- por escorregamento dos fios na ancoragem
e acomodagdo da ancoragem

- por deformagdo imediata do concreto pelo
estiramento dos cabos restantes
-

- por relaxag¢8o inicial da armadura

- por retragdo posterior do concrefo
- por ftludncia posterior do concrafo

- por relaxagdo posterior da armadura

£ .§|nriramonfu

=
E © dos cabos
..E‘I'-l restantes
s
I ——
t=0
t (tempo)

Figura 6.1.b - Perdas na pds-tragao
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6.4.1.1 - Perdas por deformacgdo imediata do concreto

Nas pecas pré-tracionadas, hd uma queda de tensdo na
armadura antes da aplicagdo da protensdo ao concreto (por
retracdo e fluéncia do concreto e relaxagdo da armadura). Nas
pecas pdés-tracionadas, a protensdao sucessiva de cada um dos
cabos provoca uma deformagdo imediata do concreto e, consequen-
temente, afrouxamento dos cabos anteriormente protendidos.

6.4.1.2 - Perdas por atrito

Conforme [54], a perda de tensdo por atrito no ago é

L2 =
po pi

e-u(ﬂa + 0,0001S) (6.13)
sendo

0}0 a tensdo inicial de protensdao (t=0), num ponto qualquer ao
longo do cabo;

- € a tensdo de protensdo aplicada na extremidade do cabo
(s=0);

Ax € a deflexdao geométrica total (&ngulo de desvio);

s €& a distancia entre um ponto qualquer ao longo do cabo e a
sua extremidade:;

L € o coeficiente de atrito dado por

0,50 para armadura e concreto em contato direto

0,30 contato entre armadura de barras ou fios com mossas
ou saliéncias e bainha metdalica

0,25 contato entre armadura de fios paralelos ou cordoa-
lhas e bainha metdlica

No programa computacional, desenvolvido neste traba-
lho, a variagdo da tensdo ao longo do cabo de protensdao é
verificada nos pontos de integragdo do ago. O ponto de
integracdo do cabo, situado mais préximo do ponto de aplicagao
da carga de protensdo, tem o comprimento s=0. O pardmetro A«
mede a variag¢do da inclinacgdo dos pontos de integragdo ao longo
da barra em relagdo a inclinagdo do ponto de s=0 (Fig. 6.2).
Para barras retas, Ao=0.
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}—n\\'\'\——;_{

Figura 6.2 - Definigdo dos parametros s e Aa

6.4.1.3 - Perdas por deslizamento da armadura na ancoragem e
acomodagao da ancoragem

Segundo Vasconcelos [54], ndo é possivel executar uma
ancoragem perfeita. Todas , mesmo aquelas baseadas na agado de
parafusos, possuem folgas. Com a carga elevada que o cabo aplica
a ancoragem, esta se deforma e durante esse processo ha um
pequeno retrocesso do cabo. Esse retrocesso depende de cada tipo
de ancoragem e seu valor é fixado no catdlogo de cada fabrican-
te. Além disso, pode haver simultaneamente algum deslizamento do
cabo, na prdépria ancoragem, antes de se efetivar seu agarramento
por atrito ou por engrenamento no corpo da ancoragem. Esses
deslizamentos sdo fixados por meio de medidas experimentais.
Neste trabalho, supde-se que nas forgas de protensdao aplicadas,
as perdas desta natureza ja tenham sido consideradas.

6.4.2 - Perdas progressivas

No decorrer do tempo, tanto o concreto quanto o ago
sofrem deformagdes progressivas decorrentes da retragao e
fluéncia do concreto e relaxagdo do ago. As perdas de
protensao correspondentes a estes fendmenos, abordados no
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capitulo 5, sdo consideradas automaticamente no algoritmo

proposto.

Figura 6.3 - Representagdo das forgas nodais equivalentes devido

a carga de protensao
6.5 - Forca de compressdo na poés-tracgdo

Nas pegas de concreto protendido pdés-tracionadas, a
forca de protensdo, aplicada na armadura pelo equipamento de
tracdo, ¢é transmitida & pega como uma carga externa de
compressao, variavel no tempo.

Esta carga aplicada € transformada em forgas nodais
equivalentes para o elemento de concreto correspondente,
conforme Fig. 6.3. A forga axial de compressao Fp, devido a
barra protendida, é dada por

F =0 A (6.14)

onde % e € a tensdo inicial de protensdo, no primeiro ponto de
integragao (s=0), e Ap é a drea da segdo tranversal da armadura
de protensao.

Esta forga decomposta nas diregdes x e y fica
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H
]

F cosa
px p
(6.15)

F = - F sena
Py ]

As forcas nodais equivalentes séao

F - F
Fards | _ § %, @ b (6.16)
(F ) - 0 N F

py’i i=1 i

onde NIl é a funcdo de forma para o né i do elemento de concreto.
6.6 - Algoritmos de solugdo

0 programa computacional, desenvolvido nesta
dissertagdao, propde-se a analisar pecas de concreto estrutural
com comportamento elasto-viscopldstico. Para tanto, utilizam-se
dois procedimentos distintos, baseados no algoritmo elasto-
viscoplastico.

Numa primeira etapa, faz-se a determinagdo da resposta
da estrutura ao longo do tempo. Cacula-se o estado de deformagdo
da estrutura, decorrido um periodo de tempo da aplicagao do
carregamento anterior. H4 um processo de incremento do tempo
real (em dias), onde ocorrem os efeitos ao longo do tempo na
estrutura (fluéncia e retracdo do concreto e relaxagcdo do ago).
Esta resposta representa um comportamento viscoeldastico dos
materiais, correspondente a etapa 1 no programa.

Na segunda fase, busca-se determinar a resposta da
estrutura para um carregamento instantdneo. Isto é feito,
supondo-se a estrutura elasto-viscopldstica e procurando-se o
seu estado de deformagdo quando o tempo (ficticio) tende ao
infinito. Este estado estdvel corresponde a resposta de uma
estrutura de comportamento elastopldstico, submetida a carga
instanténea. Esta fase corresponde a etapa 2 do programa.

(o] programa permite a aplicagéao de diversos
carregamentos, em datas distintas, entre as quais ocorrem os
fendmenos decorrentes do tempo. Desta forma, as etapas 1 e 2 séo
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executadas de forma sucessiva, a medida que sao aplicadas as
cargas nas datas especificadas.
Na Fig. 6.4 é apresentado um fluxograma geral, onde

ilustram-se as diversas fases do programa.
6.6.1 - Implementagdo das etapas de solugdao para o concreto

Na etapa 1, viscoeldstica, adotou-se para o concreto
um modelo de cinco camadas visto em 5.2.1 onde sdo representadas
a fluéncia e a retragdao. Nesta etapa, ndo se considera o efeito
de endurecimento e a tensdo de plastificagdo inicial é tomada
como zero, desconsiderando o elemento de atrito do modelo da
Fig. 1.6. Para os pontos de integragdo, onde atuam tensdes de
tracdo, admite-se gue ndo surjam novas fissuras nesta fase.

Na etapa 2, elastoplastica, é determinado o endureci-
mento do ponto de integragdo em que a tensdo efetiva exceder a
tensdo de plastificagdo inicial. Utiliza-se uma uUnica camada
nesta fase de carregamento instantdneo. Quando passa-se de uma
etapa 1 para uma etapa 2, calcula-se, para cada ponto de
integragdo, uma tensdo equivalente em fungdo das cinco tensdes
determinadas no final da etapa 1. Nesta fase, sdo verificados
os pontos de integracdao quanto ao critério de fissuragdo, visto

no capitulo 4.
6.6.2 - Implementacdo das etapas de solugdo para o ago
As etapas de solugdo para o ago apresentam diferentes

procedimentos conforme o tipo de ago utilizado. A Fig. 6.5

mostra estas diferengas para caso.
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7 = EXEMPLOS
7.1 - Introdugdo

Neste capitulo, apresentam-se comparagdes entre os
resultados experimentais de vigas de concreto armado e
protendido com os obtidos pelo programa computacional.

Os trés exemplos apresentados visam ilustrar a
validade do modelo desenvolvido, uma vez que procurou-se cobrir
todas as propriedades apresentadas neste trabalho.

Os exemplos foram testados para uma malha de elementos
finitos de concreto com dez ou doze elementos de oito nés.
Malhas mais refinadas (15 e 20 elementos) nao apresentaram
diferencas significativas com relagdo a estas malhas.

O programa foi desenvolvido de forma a tornar os
testes independentes de ajustes de pardmetros. Desta forma, como
entrada de dados, sao fornecidas somente informagdes referentes
a geometria da pecga, ao tipo de carregamento e as propriedades
do concreto, ago e ambiente.

Fixaram-se alguns pardmetros referentes ao processo de
integragcdo no tempo, descritos na referéncia [46], tais como:
fator k = 1,5; 6 = 0,5 (a integragdo implicita apresentou
melhores resultados que a explicita); comprimento inicial de
passo de tempo At = 1; fator de incremento de tempo T = 1.

Igualmente foram adotados para todos testes valores
fixos de coeficiente de Poisson v = 0,2 e cimento de endureci-

mento normal.
7.2 - ExXemplo 1

Neste exemplo, comparam-se os resultados obtidos
através do programa computacional com valores determinados
experimentalmente, para a viga ET1 de concreto armado, obtidos
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per Leonhardt e Walther [40].

A viga apresenta um carregamento instantdneo até
atingir a ruptura através de duas cargas concentradas, como
mostra a Fig. 7.1.

A armadura longitudinal apresenta inferiormente quatro
428 MPa) e superiormente, duas
465 MPa). Todas as barras sao

barras de 20 mm de didmetro (fy

barras de 8 mm de didmetro (fy
de aco da classe B.

Os estribos verticais tém 6 mm de didmetro (fy = 320
MPa, ag¢o classe A), uniformemente espacgados.

A resisténcia média a compressdao do concreto aos 28
dias (£_) € 24,2 MPa e a altura ficticia (h,) é 16,15 cm.

Considerou-se os efeitos da fluéncia e retracao do
concreto a partir do sétimo dia apdés a concretagem da viga.
Adotou-se, conforme medigdes no local, uma umidade relativa do
ar de 60% e uma temperatura de 18°C. O peso préprio da viga foi
considerado como carga de curta duragdo, uma vez que os ensaios
eram montados na data da execug¢do (aproximadamente, 28 dias da
concretagem).

Os valores comparados sdo valores liquidos, isto &,
estao descontados as parcelas correspondentes aos efeitos
dependentes do tempo e do peso préprio. Este procedimento foi
também adotado para os demais exemplos.

Para o estudo computacional adotou-se a malha da Fig.
7.2, uma vez que a viga apresenta simetria de carga e geometria.

A Fig. 7.3 apresenta a comparagdo da flecha
determinada pelo modelo computacional e pelos dados
experimentais, para cada nivel de carga.

Na Fig. 7.4, comparam-se as tensdes médias na altura
da alma, de gquatro estribos posicionados entre 38 e 71 cm a
partir do apcio.
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7.3 - Exemplo 2

Neste exemplo, comparam-se os resultados computacio-
nais, apresentados em [34], para vigas de concreto armado,
submetidas a um carregamento uniformemente distribuido de curta
e longa duragao.

Comparam-se os resultados correspondentes as vigas V7
e V8 do referido trabalho. As vigas eram simplesmente apoiadas,
com um vdo de 3,72 m. O detalhamento da viga aparece na Fig.
755

A armadura longitudinal é composta, inferiormente, por
duas barras de 8 mm de didmetro de ago CA-50A e, superiormente,
por duas barras de 3,4 mm de didmetro de ago CA-60B.
Adicionalmente, foram colocadas nas faces das vigas, duas barras
de 3,4 mm de didmetro. A armadura transversal consiste de
estribos de 3,4 mm de didmetro, espagados de 10 cm.

As vigas foram ensaiadas 16 dias apds sua concretagem.
Foram submetidas a um carregamento uniformemente distribuido de
2,36 kN/m, além do peso préprio, sendo esta carga mantida
constante por mais setenta dias.

Considerou-se a fluéncia e a retragdo do concreto a
partir do sétimo dia apdés o carregamento e os valores de £f_=
21,2 MPa e hr = 5,45 cm. A umidade relativa do ar foi 75% para
uma temperatura constante de 20°C.

A andlise computacional foi realizada com o emprego da
mesma malha de elementos finitos da Fig. 7.2, porém com dez
elementos de 37,2 X 10 cm.

Na Fig. 7.6, comparam-se a flecha da viga, segundo o
ensaio e o modelo computacional, para o carregamento
instantdneo. Esta figura apresenta duas curvas para o modelo
computaconal: modelo 1, com « = 0,8 na equagdo (4.22) e modelo
2, para « = 0,6. Isto porque, neste exemplo, acredita-se que
devido a baixa taxa de armadura da viga a contribuicdo do
concreto tracionado torna-se mais importante.

As Fig. 7.7 e Fig. 7.8, confrontam os resultados
experimentais e computacionais, para as deformagdes na armadura
tracionada e na borda comprimida, na secdo central das vigas.

Estes valores correspondem ao carregamento instanténeo.
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A Fig. 7.9, apresenta o desenvolvimento das flechas
das vigas, no periodo de setenta dias que seguiu a data do
ensaio.

As Fig. 7.10 e Fig. 7.11 mostram a evolugdo das
deformagbes na armadura e na borda comprimida, na segdo central
das vigas V7 e V8, nos setenta dias que sucederam a aplicacdo da
carga.

A Fig. 7.12 mostra as deformagdes na segdo central das
vigas V7 e V8, no instante de aplicagdo da carga e setenta dias
apdés, segundo as medigdes do ensaio e os resultados da andlise
computacional. Nesta figura, os ©resultados experimentais

correspondem a média dos valores obtidos.
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7.4 - Exemplo 3

Neste exemplo, comparam-se os resultados experimentais
com os computacionais, apresentados por Gongchen e Xuekang [35],
para vigas de concreto protendido, submetidas a um carregamento
instantéaneo.

Comparam-se os resultados correspondentes as vigas A-3
e A-6 pds-tracionadas sem aderéncia e as vigas pré-tracionadas
D=3 e D-10.

As vigas, simplesmente apoiadas, apresentam um vado de
420 cm com dois pontos de aplicagdo de carga, conforme Fig.
T+ 135

As armaduras passivas longitudinais tracionadads (¢s),
as armaduras passivas longitudinais comprimidas (¢;), as
armaduras ativas (¢,), as resisténcias médias a compressao do
concreto (fcm), as tensdes de protensao (0pi) e as tensdes de
escoamento da armadura passiva (fy) encontram-se na Fig. 7.15,
para cada caso.

Considerou-se a umidade relativa do ar de 60% e
a temperatura de 20°C. A espessura ficticia é 10,18 cm.

As vigas A apresentam tensdo de ruptura do ago
protendido de 1790 MPa e médulo de elasticidade do ago
protendido de 205000 MPa. As vigas D tém fmx = 1660 MPa e
Ep = 200000 MPa.

A andlise foi realizada com o emprego da malha de
elementos finitos da Fig. 7.14.

Nas Figs. 7.16 até 7.19, comparam-se as flechas das

VIGA fcm(MPa) ¢p(cm) o}i(MPa) ¢S(cm) ¢;(cm) fy(MPa)
A-3 30,6 1,41 820 1,73 0,63 430
A-6 30,6 1,41 854 2,43 0,63 400
D-3 35,6 | 1,41 879 1,73 0,63 430
D-10 35,6 1,58 825 1,13 0,63 260

Figura 7.15 - Valores para cada viga



96

vigas, segundo o ensaio e o modelo computacional.
Nas Fig. 7.20 e Fig. 7.21, confrontam-se os resultados

experimentais, para o aumento médio de tensdo na armadura

protendida.
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8 - CONCLUSOES

Esta dissertacdo dad sequéncia ao trabalho de Senzale
[50] apresentado no CPGEC/UFRGS em 1991. Em relagdo ao trabalho
anterior, estendeu-se a aplicabilidade do modelo a pegas de
concreto protendido; automatizou-se o processo de determinacgdo
dos segmentos de armadura contidos nos elementos de concreto;
abriu-se a possibilidade de utilizagdo de barras curvas para a
armadura; incorporou-se ao programa de elementos finitos a
determinagdo dos pardmetros do modelo viscoeldstico do concreto
e elaborou-se um programa para entrada de dados de forma a
facilitar a geragdo do arquivo de dados.

A finalidade deste trabalho foi desenvolver um modelo
matemdtico para simular o comportamento de pecas de concreto
armado e protendido.

Considerando-se a variabilidade inerente ao
comportamento deste tipo de estrutura, alcangou-se excelente
aproximagao frente a todos resultados experimentais analisados.
Com isto, é garantida a validade do modelo para o estudo de
varias situacgodes nas estruturas correntes de concreto
estrutural.

Na andlise do funcionamento do concreto ao longo do
tempo, a implementacdo do modelo de camadas de Maxwell atingiu
6timos resultados para o fendémeno da fluéncia, muito embora o
modelo de retracao do concreto necessite ser melhor estudado.

A automagdo da implementagdo da armadura, através do
modelo incorporado, tornou o programa extremamente versatil, uma
vez que as barras inseridas dentro dos elementos de concreto sao
fornecidas apenas por dois ou trés pontos nodais. O programa, de
maneira automdtica, encarrega-se da determinacdo da contribuigao
de rigidez devida a barra de armadura.

Ficou evidente, através das andlises efetuadas, a
importdncia da contribuigdo do concreto entre fissuras. Para uma
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andlise mais realista do funcionamento do concreto fissurado,
deveria-se levar em considerag¢do a taxa de armadura.

Com a entrada de dados desenvolvida neste trabalho, o
programa tornou-se auto-explicativo e de facil manipulagdo para
usudrios nao familiarizados com as diversas etapas de seu
desenvolvimento.

O modelo obtido pode ser aperfeigcoado a fim de
estender a sua validade e precisao.

A conclusdo fundamental, extraida deste trabalho, é a
possibilidade da simulagao computacional do funcionamento real
de estruturas de concreto e ago. Com isto, pode-se descrever o
comportamento de pegas complexas como estas, de maneira mais

exata, a fim de otimizar o aproveitamento dos materiais.



ANEXO A - ENTRADA DE DADOS

A.1 - Introdugdo

A andlise numérica pelo método dos elementos finitos
constitui-se de uma ferramenta muito avangada na busca de
solugdes cada vez mais precisas dos problemas encontrados na
engenharia estrutural.

Se, por um lado, esta metodologia de cdlculo leva a
respostas mais préximas da realidade, por outro lado acarreta
algumas dificuldades na manipulagdo de um volume grande de
dados.

Tendo em vista estes fatores, os programas computacio-
nais estdo se aperfeigoando muito em proporcionar entradas e
saidas de dados que facilitem sua utilizagdo pelo usudrio. Desta
forma, tém-se diversos trabalhos de elaboracao de
pré-processadores e pds-processadores como: geradores
automaticos de malhas, geragdo grdfica da malha, andlise grafica
de tensdes e deslocamentos, etc. Pouco adianta um programa
computacional bem elaborado teoricamente, se o usudrio tera
grandes dificuldades para usd-lo e interpretéd-lo.

Neste trabalho o programa computacional foi desenvol-
vido na linguagem FORTRAN. Considerando que esta nédo possui
recursos adequados para elaboragdo de uma boa entrada de dados,
foi implementado um médulo com o objetivo de tornd-la mais
amigavel. Contudo, como o objetivo desta dissertagdo nao é
especificamente a criagdo de pés e pré-processadores elaborados,
a entrada de dados criada ndo tem a pretensdo de ser completa e
autosuficiente, e sim de facilitar a tarefa de executar o

programa.
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A.2 - Implementagdo

O sistema computacional implementado compde-se de dois
médulos. O cdlculo propriamente dito é efetuado por um mdédulo
desenvolvido na linguagem FORTRAN. O gerenciamento da execugao
assim como a entrada e saida de dados sdao controlados por um
médulo desenvolvido em linguagem CLIPPER.

O CLIPPER é um Sistema Gerenciador de Base de Dados,
tendo-se originado do dBASE III. Engquanto o dBASE III € um
interpretador o CLIPPER € um compilador, tornando os programas
mais rdpidos e eficientes. Ambos os softwares geram o mesmo
tipo de arquivo de dados (.dbf) e utilizam arquivos de indice
com extensdo (.ndx) para o dBASE e (.ntx) para o CLIPPER.

No final da etapa de fornecimento dos dados de
entrada, o sistema cria um arquivo (.txt) em ASCII para ser lido
pelo médulo de cdlculo, que realiza a andlise do problema. Ao
término do processamento, o sistema retorna ao médulo CLIPPER
para apresentagao dos resultados.

A seguir serd descrita a utilizagdo da entrada de
dados em suas diversas etapas.

A.3 - Primeira tela

A tela inicial solicita ao usudrio o nome do
trabalho em questdo e o diretdério onde serdo gravados todos os
arquivos de dados (.dbf) e de indices (.ntx), produzidos pelas
diversas etapas de entrada. A Fig. A.1l apresenta esta tela.

A.4 - Tela principal - Menu

A tela principai é composta por um menu de barras de
selecdao, conhecido como "pull down menu". Nesta, constam todas
as opgbes de entrada disponiveis no programa: dados iniciais,
dados estruturais, carregamentos, saidas e fim. Para selecionar
uma opgdo, basta posicionar o cursor sobre a opgdo desejada,
através das quatros setas de movimento, e pressionar "Enter".
Feito isto, uma nova tela sera exibida. Acionando a opgdo FIM,
encerra-se 0 programa e retorna-se ao sistema operacional. A
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Frograma: Visco

Yersao s 1.0

Analise Elasto-Viscoplastica
Concreto Estrutural - EFT

14:25: 33

27/10/92

Hora
Data

Digite o nome do trabalhos
(Infarme o diretdrios

com no mazimo 5 caracteres
caso necessariol

Trabalho:

Figura A.l1 - Primeira tela

Frograma: Visco
Trabalho: VFB1

Anjlise Elasto-Viscoplistica
Concreto Estrutural - EFT

Hora : 14:32:04
Data : 27/10/92

As teclas t:ls+4,+ movem a barra de seleSio. Selecione pressionando <Enter >.

DADOS INICIAIS DADOS ESTRUTURAIS CARREGAMENTODS 5A{DAS FIM
Coordenadas
Conetividades
Vinculos
Fropriedades Concreto
Fargmetros Armadura passiva
Armadura protensso

Ambiente

Figura A.2 - Menu
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Fig. A.2 mostra este menu.
Serao detalhados nos préximos itens os quatro grupos

de opgdes do programa.
A.5 - Dados iniciais

Neste grupo, através das opgdes gerar, alterar,
eliminar e imprimir, sdo manipulados os pardmetros iniciais para

0o problema, a saber:

- NuUmero de nds

- Numero de elementos de concreto

- Numero de barras de armadura

- Numero de ndés de contorno

- Numero de nds por elemento

- Numero de materiais diferentes (armadura passiva)

- Numero de materiais diferentes (armadura protendida)
- Ordem de integracdo numérica (Gauss)

- Numero de carregamentos

As opgdes GERAR e ALTERAR sao utilizadas para
estabelecer valores para os pardametros iniciais, conforme
ilustrado na Fig. A.3.

A opgao ELIMINAR remove as informagdes referentes aos
dados iniciais. A opg¢do IMPRIMIR produz a impressao dos dados
iniciais fornecidos.

A.6 - Dados estruturais

Este grupo fornece cinco opgdes para entrada de dados:
coordenadas, conetividades, vinculos, propriedades e parametros.

A.6.1 - Coordenadas

A opcdo COORDENADAS gera as coordenadas cartesianas
(x,y) de todos os nés da malha de elementos finitos. Ao final da
numeracao dos nds dos elementos de concreto, sdao numerados, em
sequéncia, os ndés dos elementos de armadura. Desta forma, nesta
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Frograma: Visco Dados Iniciais Hora : 14:2_:2
Trabalho: VYFREIL Data : 27/10/%2

Nos: He NS wuws e ew seesesne T ) 10 [ TR a0 TR ..
No. de elementps de concreto..... & Ew WiR EeRee
No. de barras de armadura ......«.- SR R W EA R
No. de ngs de contorngd ....caee-==-- P e = R P
No. de ngs por elementt .ececssvnssccsacensnssasane
No. de materiais diferentes (armadura passiva) ..
Mo. de materiais diferentes (armadura protensio)
Ordem de integrabzo numérica(Gauss) .eeeeresacnse
No. de carregaments ...cceevssnssavssas o R

Ml =m0 O

ESC» grava e retorna ao menu  <{> retorna campo

Figura A.3 - Tela de dados iniciais

Frograma:! Wisco Dados Estruturais Hora @ 14:32:04
Trabalho: VFPE1L Coordenadas Data : 27/10/%2
NO? COORD. X COORD. VY
12 0.000 7. 5623
13 BI. 400 7. 629
14 170.800 7.625
15 25%.000 7.6295
16 I35. 000 7.625
17 427 .000 7.4625
.ﬁ 0.000 15. 250

42.700 15.250
20 85,400 15.250
21 128. 100 15.250
22 170.800 15.250
23 213.300 15.250
24 256. 200 15.250
4F1» Help <ESC» grava <F2> elimina <F3> imprime

Figura A.4 - Tela de coordenadas
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opgdo sao geradas as coordenadas dos nés de concreto e ago,
conforme Fig. A.4.

Na dltima linha das telas do sistema é apresentada uma
mensagem de auxilio ao usudrio.

Nesta tela, a tecla Fl apresenta um Help descrevendo O
funcionamento das diversas teclas validas; F2 faz a eliminagdo
do arquivo de coordenadas e F3, sua impressdo. A tecla Esc grava
e retorna ao menu e F5 localiza o ndé desejado.

Através da tecla F4, pode-se efetuar uma geragao
miltipla de coordenadas para nés que se encontram sobre uma
mesma reta. Basta fornecer o ndé inicial, o né final e suas
coordenadas. Automaticamente todas coordenadas dos noés

intermedidrios serao produzidas.

A.6.2 - Conetividades

A opgdo CONETIVIDADES, = utilizada para o
estabelecimento das conetividas dos elementos de concreto e ago.

Nas conetividades para o concreto, sdo fornecidos o
nimeroc do elemento e suas conetividades nodais, conforme
ilustrado pela Fig. A.5. As conetividades podem ser produzidas
multiplamente pela tecla F4.

Nas conetividades para o ag¢o, sd@o fornecidos o numero
da barra, o numero das propriedades do material, o numero da
barra da qual é continuacdo (para barras curvas e poligonais),
quantos nés definiram sua geometria e suas conetividades nodais.
As teclas F4 e F6, geram conetividades miltiplas. A Fig. A.6
ilustra esta tela.

A.6.3 - Vinculos
A opgdo VINCULOS especifica quais nés sao restringi-
dos, seus cdédigos de restrigdo e os valores de deslocamentos

prescritos nas diregdes x e y, conforme mostra a Fig. A.7.

A.6.4 - Propriedades

Nesta opgdao sao fornecidas as propriedades do concre-
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Frograma: Visco Dados Estruturais Hora : 14:37:49
Trabalho!: VFE1 Conetividades - Concreto Data ¢ 27/10/92
ELEM. CONETIVIDADES

q | 2 X 13 20 19 18 {2 Q

18 19 20 3I0 37 36 3I5 29 Q

3 k3 4 5 14 22 21 20 13 0

4 20 21 22 X1 39 I8 I7 30 (¢)

9 S 6 7 15 24 23 22 14 (]

b 22 23 24 3I2 41 40 39 31 (v]

F 7 B8 9 16 26 285 24 15 (¢]

8 24 25 26 I3 43 42 41 32 0

? g 10 {1 17 28 27 246 16 0

10 24 27 2B 34 45 44 43 33 Q

<F1> Help <ESC» grava <F2» elimina «F3» imprime

Figura A.5 - Tela de conetividades do concreto

Frograma: Visco Dados Estruturais Hora & 14:42:03
Trabalho!: VFBIL Conetividades - ASo Data : 27/10/92
BARRA PROF. CONT.NDOS CONETIVIDADES

lg 1 0 2 46 47 Q (8]

z ¢] .3 48 49 98 0

5 1 0 2 50 31 0 (4]

4 1 0 Z g2 T3 o] 4]

5 1 0 2 54 55 Q 8]

1) 1 Q 2 S& 57 0 Q

Z 1 ¢} 2 a8 5% ] 0

8 1 0 2 60 61 0 0

g i 0 2 62 1 6] ]

10 1 Q 2 &4 65 0 (&)

11 1 0 2 &6 b7 (#] Q

12 1 0 2 &8 69 Q 0

13 1 0 2 7 { o I | 0 (4]

<F1> Help <ESC> grava <F2% elimina CFZ> imprime

Figura A.6 - Tela de conetividades do ago
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to, da armadura passiva, da armadura protendida e do ambiente.
Para o concreto sdo informadas as seguintes propriedades,

conforme ilustrado na Fig. A.8:

- Resisténcia média a compressdo aos 28 dias

- Espessura do elemento

- Espessura ficticia

- Tipo de cimento: endurecimento lento (1), normal (2) ou
rdpido (3)

Para a armadura passiva, conforme a Fig. A.9.a, sao

informadas as seguintes propriedades:

- Numero do material

- Numero de barras

- Tensdo de escoamento

- Diadmetro da barra

Ago tipo A (0) ou B (1)

Para a armadura protendida, conforme a Fig. A.9.b, sao
informadas as seguintes propriedades:

- Nuimero do material

- Numero de barras

- Tensdo de ruptura

- Tensdo inicial

- Didmetro da barra

- Data da protensao

- Tipo de protensdo: pré-tragdo (1), pdés-tragdo com aderén-
aderéncia (2) ou pés-tracdao sem aderéncia (3).

- Tipo de relaxag¢do: normal (1), ou baixa (2)

- Coeficiente de atrito entre o cabo e a bainha metdlica

Para o ambiente, conforme a Fig. A.10, sdo informadas

as sequintes propriedades:

- Data de inicio da retracao
- Umidade relativa do ar
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- Periodo de duragado At da temperatura T,

- Valor da temperatura T, no periodo ﬁtl

Frograma: Visco Dados Estruturais Hora : 14:44:39
Trabalho!: VFE1L VinculaGio Data : 27/10/892
NG CoDIGO DESLOC. X DESLOC. Y
q 1 0. 000000 0, 000000

10 0. 000000 0. 000000
17 10 0. 000000 0. 000000
28 10 Q. 000000 0. 000000
x4 10 0.000000 0.000000
435 10 Q. 000000 0.000000

<F1> Help <{ESC» grava e retorna aoc menu principal
£10> restringido em X <01> restringido em ¥ <11> restringido em X e ¥

Figura A.7 - Tela de vinculagao

Frograma: Visco Dados Estruturais Hora : 14:47:03
Trabalho: VPEBE1 Fropriedades — Concreto Data : 27/10/%2

Resistgncia média a compressio & 28 dias
Espessura do element cccecorneracnnsnennn
Espessura ficticla cicsnisnissssnsnamnasns
Tipo de cimento sverervssnor somevnsw=ywes

1. endurecimento lento

2. endurecimento normal

2. endurecimento ripido

2,000

“Enter> grava “ESC> sai

Figura A.8 - Tela de propriedades do concreto
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Frograma: Visco
Trabalho: VPEBEIL

Fropriedades — Arm.

Dados Estruturais
passiva

Hora
Data

14:49:31
27/10/72

{EBC> grava e troca de material

MATERIAL ===> |

NEL. BB BEFFEE | wwmr e win

Tensio de escoamento «.eceeost Z8. 500
Digmetro da barra ...eseesst 0.794
Tipgo dB BYO: covsimesereses e s 2. 000

1. Classe A
2. Classe R

1> retorna campo

Figura A.9.a - Tela de propriedades da armadura passiva

Frograma: Visco
Trabalho: VFE!

Fropriedades — Arm.

Dados Estruturais

protensizo

Hora
Data

14:52:17
272110/592

<ESC> grava e troca de material

MATERIAL ===> E

No. de barras c.ceeeesesss casedenen
TERBHD HEe' FURELUrE «v ey vewwees v
Tensgo inielal cocsaeies su vaaseses
Digmetro da barra ....... R
Data da protensiEo c..cveceesevsosst
Tipo de protensio scesnsesssneesees
1. Pré-tra%so
2. PéHs-traGsio com adergncia
3. Pés—trafdo sem adergncia
Tipo de. relaxablo eesveeesn mvaes ol
1. Normal
2. Baixa
Coeficiente de atrito cabo/bainha
(0.25 a 0.50)

o
—
b’

28. 000

2,000

retorna campo

Figura A.9.b - Tela de propriedades da armadura

protendida
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Frograma: Visco Dados Estruturais Hora : 14:54:43
:t 27/10/92

Trabalho: VFEI1 FPropriedades - Ambiente Data

Data de inicio da retra%30 «....:
Umidade relativa do ar ...seeeeas

DURAGAD

1
3.
5.
s.

<Enter> grava <ESC>» sai

Figura A.10 - Tela de propriedades do ambiente

Frograma: Visco Dados Estruturais Hora : 14:57:07
Trabalho: VFEI Farametros Data @ 27/10/°72
Farg@metro teta ....cccvvicvnunncnn. .-
FREOE Bat o o6 epeieeme ey 5y i ee e sane s
Comprimento inicial ....ccvvevcanaat

Fator B aaaee s see o W R e 1. 500
Toler3ncia para converggncia ......: 2. 000
No. maximo de iteraGies cooeveaenanal :
Frequéncia saida de deslocamentos .:
Frequéncia saida total ...ceveencnaat

]

<{Enter> grava {ESC> sai

Figura A.1l1 - Tela de parametros
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A.6.5 — Pardmetros

A opcdo PARAMETROS estabelece os pardmetros utilizados
no esquema de integragdo no tempo e a frequéncia de impressao
das saidas.

Esta tela apresenta as seguintes entradas, conforme

mostra a Fig. A.1l1l:

- Pardmetro teta

- Fator tau

- Comprimento inicial

- Fator k

- Tolerdncia para convergéncia

- Numero mdximo de iteracgdes

- Frequéncia de saida de deslocamentos

- Frequéncia de saida total
A.7 - Carregamentos

Na opcdo CARREGAMENTOS ©podem ser introduzidos trés
tipos de carga para o problema em estudo: cargas nodais,

gravitacionais ou de bordo.
A.7.1 - Datas

Na opgdo DATAS sdo fornecidas as datas de ocorréncia
de cada carregamento e o numero de incrementos de cargas,
conforme Fig. A.1l2.

A.7.2 - Nodal

Na opgao NODAL devem ser ser incluidas as cargas
aplicadas nos ndés. Sao fornecidos o nimero do né e as componen-
tes de carga nas diregbes x e y, como pode ser visto pela Fig.
A.13.
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Frograma: Visco Carregamentos Hora : 15:19:27
Trabalho! VFBI1 Datas Data : 27/10/%2
CARREG. DATA No. INCR.

1 28.00 b
40.00 11

ZF1> Help <ESC> grava

<F2> elimina <F3> imprime

Figura A.12 - Tela de datas dos carregamentos

Frograma: Visco Carregamento Hora ¢ 15:24:18
Trabalho: VFEBEIL Nodal Data @ 27/10/92
Carregamento @ “
No. de nés carregados ===> |4
NO? CARGA X CARGA Y
q 0.000 -5.000
0.000 -5.000

“F1> Help <F2» elimina

<F3> imprime <0» sai

Figura A.13 - Tela de carregamento nodal
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A.7.3 - Gravitacional

Na opgao GRAVITACIONAL sao fornecidos o angulo de
gravidade, medido em relagdo ao eixo y positivo, e a constante

de gravidade, como visto na Fig. A.14.
A.7.4 - Bordo

-

Esta opgao € utilizada nos casos onde ocorrem cargas
distribuidas nos bordos dos elementos. Sdo fornecidos o numero
do elemento, uma lista de pontos nodais que compdem o bordo do
elemento e os valores das componentes normais e tangenciais de
carga, conforme o ilustrado na Fig. A.15.

A.8 - Saidas

Este grupo apresenta quatro opg¢des: dados de entrada,

cdlculo, video e impressora.
A.8.1 - Dados de entrada

O acionamento desta opg¢do produz a impressao de todos

os dados relativos ao problema corrente.
A.8.2 - Céalculo

A opgdo CALCULO ativa o mdédulo de processamento do

sistema.
A.8.3 - Video

Apresenta as saidas produzidas pelo cdlculo, no
monitor de video.

A.8.4 - Impressora

Apresenta as saidas produzidas pelo cdlculo, na

impressora.
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A.9 - Fim

A opgdo FIM encerra o programa e retorna ao sistema
operacional.
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15:31:44

Frograma: Visco Carregamento Hora :
27/10/92

Trabalho: VPBI1 Gravitacional Data

Carregamento : |§

Angulo do eixo de gravidade - em graus

(medido com eixo Y positivo) ceeeeaanal
Constante de gravidade ...ceevenrnvanst

Figura A.14 - Tela de carregamento gravitacional

Programa: Visco Carregamento Hora : 15:36:15
Trabalho: VFEI1 Bordo Data : 27/10/92
Carregamento @ [
No. de bordos carregados ===> JJi{
ELEM. BORDO CARGA NORMAL E TANGENCIAL
B 7 B 9 0.000 2.000 0.000 2.000 0. 000

<Fi» Help <F2» elimina “F3» imprime <0> sai

Figura A.15 - Tela de carregamento de bordo



ANEXO B - DERIVADAS DA FUNGXO DE PLASTIFICAGXO F
B.1 - Vetor de fluxo plastico

Conforme visto no item 4.2.1.4, no vetor de fluxo
plastico {a), descrito na equagdo (4.11), aparecem os coeficien-
tes C, C, e C, que dependem das derivadas da fungdo de plasti-
ficagdo F em relagcdo aos invariantes de tenséo I,3,e 8.

Os coeficientes sdo

i @ 8 AVI, +BI,
ci = = 1 % (B.1)
2 & 2 /(a\/"";r2+311)2+4a:r2
8 F tag3e 4 F
C = P
. 3 VT, V3, G
onde
5 s y A(AVT] +BI)+ 4 VT
= A+ (B.2)
& v, ? /(AVJ2‘+BIl)2+4aJ2
e
a F 8F 8 a
= (B.3)
) aa ae

em que para sen3f = 0

c, c, cos38 sen [ 1/3 arc cos( - c, sen38 )]

sen [ arc cos( - c, sen36 ) ]
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e para sen36 >0

c, <, cos36 sen [ n/3 - 1/3 arc cos( c, sen3e ) ]

119

a A
g e
sen [ arc cos( c, sen36 ) ]
e
8 F VT L WE, S Iy
= 1+
a A 2

0 coeficiente C3 e

V3 1 d F

? 2 cos36 (VJ2)3 g e

B.2 - Matriz H

\/(A»/Ta‘+311)2+4aJ2‘

(B.4)

No item 4.2.1.5, foi mostrado o desenvolvimento da ma-

triz H. Através da equagdo (4.17), aparecem as derivadas de (a}

em relagdao a ({o}. Nestas surgem derivadas segundas de F em

relagao a {o}, como

8 C1 8 I1 8 VJ2 a e
- cn * C12 * c13
8 {o} a {0} 8 {o} a {o}
onde
2
a cC 2 a B J
C = 1 F— s

8 I 2 3/2
1 |:(21.\/J2'+811)+4on2]

(B.5)

(B.6)
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8 C tag3e6 a c
5 = 1 _ 1
. 8 VT VT 88
onde
8 C -2a B V37
1 1 2
- 3/2 (B:7)
& VT, [(a V3D + B I)%+ 4 chz]
e
8 C 8 C 8 A
1= 2 (B.8)
8 e 8 A a6
com
3/2
5 C, _ 2 a B3,
3/2
i [(A\/Jz'-I-BIl)z-l-dran]

O coeficiente C13 é

V3 1 a C

A2 2 cosze  (vT))’ o6

A derivada do coeficiente C2 em relagdao a (o} que apa-
rece em (4.17) é

8 02 3 I1 8 VJz a e
=i, —+C22_+caa__— (B.9)
8 {o)} 8 {0} 8 {0} 8 {o}
onde
a 02 8 [ a8 F ] tag3e a A a [ a4 F
C. = = =
21
a I1 a I1 8 VJ2 VJZ a e a I1 a A
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com
8 8 F -2 o 8 I VT,
- % — (B.11)
3L \ 2V, [(A\/__'J2+BIl)2+4aJ2:|
8 8 F 2 o B J:/a
= - (B.12)
6 I, a A [(AVJ2‘+311)2+4aJ2:|
O coeficiente sz é
8 C2 tag3e 3 02
c,, = = (B.13)
8 VT VT, )
onde
8c, 8% F 8 tag3e 8 F
8 VT a(\/Jz‘)2 a VI, VT, )
2
tag3e 8" F
(B.14)
VIi_. 86 8 VI
82 F 2 o B° I
‘/_"l 2 - 3/2 (B'ls)
8ivd; ) [(a\/J;+311)2+4aJ2]
a tag3e tag3e
- (B.16)
8 VI VI J
2 2 2



122

8° F 8° F 3 A 8F 8 A
= + (B.17)
56 8 VT, ar0VI, 86 s 06 08V3
e
& X
=0
86 8 V3,
8 F 1 (AVT, +BI) +4u S b
= 1+
3/2
92 8 vd, ‘ [(AVJ2‘+BII)2+4cha]

0 coeficiente 023 é

V3~ 1 8¢,
c._ = - (B.18)

2 cosze (VT]) a6

onde
2 2
5 C, 5° F tag3e 8% F 3 8 F
8 e av3I, 8 8 V3, 8 8° VT cos’36 8 @6
(B.19)
e
3 F 8% F aa )2 aF 8 A
— = - % - (B.20)
CXC) 82 56 aAr 86
com
8> F 2 « J;
= (B.21)
8.2 B e
[(A\/Jz‘+f311)+4a.:r2]

Sendo que para sen3B = 0
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= (1-¢c2)

sen® [ arc cos( - c, sen36 ) ]

- 3 sen36 sen [ 1/3 arc cos ( - c, sen36 ) ]
-+

sen [ arc cos( - c, sen36 )]

c, cos®36 cos [ 1/3 arc cos ( - c, sen3é ) ]

e para sen3@ >0

8~ A - e e 2
7 = (1-c, )
ae N
sen [ arc cos ( c, sen36 ) ]
- 3 sen36 sen [ n/3 - 1/3 arc cos ( c, sen3@ ) ]
+
sen [ arc cos( c, sen3eé ) ]
c, cos®36 cos [ n/3 - 1/3 arc cos ( c, sen3gé ) ]
A derivada do coeficiente C, em relagdo a (o)} &
8 cC, 6 I, 8 VJz a e
e B, e, o C32_—+ Gy, v (B.22)
d {0} g {0} 8 (o} 8 {0}

onde
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8 C, V3 x i 8 A 8 8 F ]
£l 8 I, 2 cosze  (VT))® 86 81 a A
(B.23)
com
) 8 F 2 aB J23"2
= (B.24)
8 I 8 A 2 i
1 [(A¢J2‘+311) +4ch2]
0 coeficiente C32 é
8 c, tag3e & C,
c,, = = (B.25)
5 VT, N )
onde
G V3 3 48F 1 8% F
= - — (B.26)
5 VT 2 cos3e Jz 8 6 J; 26 8 V3,
e
5 c, V3o i} 8 F
= 3 C3 tag36e - ) = (B.27)
3 6 2 cos3e 7T, EX:)
0 coeficiente (333 é
V3 1 8 c,
c. == (B.28)

33 2 cos36 (VJ2)3 a8
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