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RESUMO

Neste trabalho sao desenvolvidos métodos numéri
cos para inversdo da transformada de Lépléce, fazendo-se
uso de polindmios trigonométricos e de Laguerre. Sua uti
lizacdo & ilustrada num problema de fronteira mével da
area de engenharia nuclear, através do algoritmo computa-

.cional ALG-619.

Uma revisdo dos aspectos analiticos basicos da
transformada de Laplace e sua utilizacdo na resolugdao de
equacoes diferenciais parciais € apresentada de maneira

.

suscinta.



ABSTRACT

In this work are developped numerical methods for
Laplace Transform inversion, by trigonometrical (ALG-619) and

Laguerre polynomials.

The ALG-619 algorithm is applied to a diffusion with

moving boundary problem in nuclear field.

Basic analytical aspects of Laplace Transform and

its use in solution of partial differential equations are

-

reviewed.
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CAPITULO I

0 METODO OPERACIONAL EM PROBLEMAS DE-DIFUSAO

A transformada de Laplace é muito utilizada em
problemas que ocorrem em diversas areas da matematica a-
plicada; problemas com equagoes diferenciais lineares
com coeficientes independentes do tempo ("time invariant" )
e que envolvem condigdes iniciais ou de contorno. Ela
permite transformar os problemas, no caso das equagodes di
ferenciais ordinarias, em equacgoes algébricas e no caso

das equacgoes diferenciais parciais em equacoes diferenci-

ais com dimensao espacial menor.

Estas "simplificagdes" decorrem fundamentalmen
te de propriedades simples da transformada, mas extrema-

mente importantes, e gue sao expostas no apéndice I.

Neste capitulo, fazendo-se uso das propriedades
mais usadas da transformada, introduziﬁos a discussdo do
método operacional propriamente dito, que envolve a aplicagao
de transformada de Laplace, abordando problemas de difu-

sao.
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1. O Método Operacional

Consideremos a equacao

2 af

Vo + 2, (x,v,2) a@ + A, (x,y,2) —%%—— + A (x,y,2)us
= B(x,y,z,t)
(1)
onde
, 8t :
e = ey + - ; (x,y,2) €& um.ponto nu-
sz oy 9z

ma regiao dada e t, normalmente o tempo, € positivo.

Ainda, como condi¢oes iniciais:

1im uix,y:;2,t) = uo(x,y{z)

t+0
) (2)
lim ut(x,y,z,t) = u1(x,y,z)
t+0
e a condigao de contorno € satisfeita de forma
au _
G(x,y,z)u + H(x,y,2) = K{x;v:;Z;E) (3)
an
onde Su denota derivada normal. .
an _
Agora, considérandd a transformada
v =" e % u(x,y,z,t)dt = Llu] = U (s,x,y,2) (%)

e as propriedades referentes a tranformadas de derivadas,

decorre de (1) que:

V2 U + [52 AZ[x,y,z) + 8 A1(x,y,z)'+ Ao(x,y,z)]U =

= [su0+u1] Az(x,y,z) + U A1(x,y,z) + ﬂ? e_StBbgy,zdet
| (4)
e a.condicéo de contorno (3) fica substituida por:
3l Im -st

G(x,y,z) U + H(x,y,2) ——— = /[ e K(x,y,z,t)dt

an
(5)
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Assim, se podemos determinar U de (4) e (5),
nosso problema se reduz a determinar u da equagao:

Ulx,¥,2,8) = e ulx,y.2,t)dt . (%)

Neste céso, pode acontecer que U(x,y,z,s) apa-
reca na tabela de transformadas e ent$0 diretamente pode-
mos obter u(x,y,z,t). Se néo for 5 caso, obtemos u de U
pelo Teorema de Inversao, mencionado na segao SIdo apendi

Ce.

O processo de inversao, por sua vez, consta de
duas partes. A primeira consiste em determinar a fungao
u e a segunda verificar que esta solucao € realmente a so

lucdo da equacao diferencial.

Em particular, nesta dissertagao nosso interes
se € com o primeiro aspecto (ver secao 5, Apéndice). Con
tudo, no decorrer dos seguintes exemplos indicaremos de
maneira conveniente o processo analitico usual em relégéo

ao segundo aspecto.

2. Distribuic3o de temperatura em uma barra com temperatu

ra fixa nos extremos:

Seja u(x,t) a temperatura em cada ponto de uma

barra (Fig. I)

LU

ulx,01=0
Fo
AR EARERENANE RN NEAY
o) x

x=1

ﬁ———
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com superficie lateral isolada e com seus extremos (x = 0
e X = 1) mantidos a temperatura zero e F respectivamen

te; quando a temperatura inicial através da barra é zero.

Pretendemos obter uma representacao em série
desta funcdo temperatura. Esta série devera convergir ra
pidamente para t grande. Procederemos formalmente para
obter esta solugao, justificando posteriormente nosso re-
sultado.

Tomemos inicialmente a unidade de comprimento
como o comprimento da barra e para uma escolha apropriada
da unidade de tempo podemos escrever K=1 na equacao do ca

lor, onde K € o coeficiente de difusividade.

O problema de valores na fronteira em u(x,t) I

entdo dado por:

ut(x,t) = uxx(x,t) (0<x<1); (t>0).
u(x,0") =0 (0<x<1)
u(0¥,t) = 0; u(17,t) = o (t>0); F = CTE
Usando entdao as propriedades de transformada U (x,s) de
u(x,t), temos: ‘
s U (x,s8) = U, (X,s) (0<x<1)
v (0%,s) =0, u (17,8 = T
s

Como este problema, pela teoria das equacoes diferenciais
ordinarias, tem uma solucao que é continua em x=0 e X=1,
entio U (0%,s) = U(0,s) e U(17,s) = U(1,s). A solu-
cdo. é dada por:

senhxv s
s senhV s (6)

U(x,s) = E}
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onde Vs - denota algum ramo da funcao de valoresduphx;s1/2.

Desenvolvendo em gérie de poténciaé em s o’numg
rador e o denominador de (6) pode-se observér que na ver-
dade U(x,s) €& uma funcado analitica de s, exceto para
os pontos singulares isolados (ver [3])

2 2

s=0, S, = -n" 7 (D=1 2 jevsw) (7)
onde senhvVs = 0. Além disso
lim s U(x,s) = F x | (8)
s-+0 ’
e portanto quando x # 0 a funcdo U(x,s) tem um polo

simples em s=0 com residuo F x.
0

Agora, tomando o corte do ramo de Vs no eixo

real positivo, temos que /s €& analitica no eixo real ne-
; - : 2.2 =

gativo. Alem disso, pode-se mostrar que S,=-n"T" sao os

polos simples de U(x,s), onde os residuos de eSt Ulx;s) ,; desde

8. = s : i
que e e inteira, sao dados por:

' = ¥4 e (x,s) _
R(U, sn) = lim (s—sn) U(x,s) = lim (s—sn} Gl 5] =
s>s s+s
n n
. wd P(x;s) . s = =
= lim ——1=° ; onde P(sn)-q(sn)_o

S‘*an {xfs)

portanto aplicando L'HSspital:

: . P'(x,s)
R(U,s.) = lim (s-s_ ) U(x,s) = lim ———L2C =
B s—+s R ' s+s g (x,8)
n n
i se n n2n2t
= BERBREE o gyB o mnay g7
0 2 2
-n“ 7
. 2. 2
5 2 (=" _-n®n 9
R(U'Sn) = F} = = e sen nmx = £9)
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Mas, por um lado temos do teorema da inversao

que

fy+im oYt U(x,A)dx

_u(x,t) = E%I

y-ie
De outro lado, devido a natureza de U (x,s), usando con-

tornos como o da figura II (contendo as singularidades),

temos pelo teoréma dos residuos:

1 YR gk, an % fce"t U(x,\)d\ =
2mi Y—iBN N
N
¥ +ipN = L o, (B)
//”- n=l
Sz

¥-ipN

At -

onde pn(t) = residuo de e U(x,)) em A=sn.

Assim, com N+«, mostrado que as integrais sobre <, tendem

a zero, teremos que:

ulx,t) = E o, (t) (10)

1

ou seja, no nosso caso, por (8) e (9)

: 2 2
u(x,t) = ﬂ][x + % nzl (1) a2 " F sen nmx] (11)

A rigor, no processo operacional acima descri-

to, porecisamos mostrar 'que a integral infinita
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u(x,t) = 2;1 s e’ ux,nax (12)
y-ie

€ bem definida, logo, satisfaz a equacdo e finalmente a

validade do computo de solugao por residuos.

Para o primeiro passo € suficiente estimarmos o
comportamento de U(x,s) para Re(s) > y. Mais precisamen-

te, se

[U(x,s)[ < _TEF?_ » Re(s) > vy
s

entéo a integral (12) converge para uma funcao u -cuja
_transformada € precisamente U([3], teo 8, pg. 184). De fa

to, tomando

s = reie, Vs = V/r ‘eiO/Z (_“/2 < 0 < TT/2)

entdo Re(Vs) = /r cos (6/2) > r/2 > v Y/2

assim
senh x Vs| _ e(x-—1) Vs (1_e—bn% ) i
senh Vs , 1-e._2 8
Y/ '
L s gee WP S
1~e_2 Y/2 -
onde M = 2
(1-e~2"Y/3)

Assim se x = 1, rk U(x,s) €& limitada no semi-
plano Re(s) > y, para todo k fixo. Na verdade, se X, < 1
e 0 < x < X, entao existe uma constante M' independente
de i, neste intervalo, tal que:

lu(x,s)| < lﬁk Re(s) > (13)

s
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como desejavamos. Assim: u(x,t) = L_l [U (x,s)] (28)

Além disso, o mesmo resultado nos garante que

u(x,t) & continua com respeito a t (t>0) e satisfaz:

u(x,0h)

i

u(x,0) =0 (0<x<1) . (28) "

ut(x,t) = L_l [s ul(x,s)) (0<x<1)

Com relagao as derivadas de  U(x,s) com respei-
to a x,

U (x,s8) =F cosh x/s ; vU._(x,s8) = s U(x,s)
X ¢ — XX
Vs senhv/s
sao também de ordem O(S—k), para todo k constante, no se-
miplano, uniformemente com respeito a x (OﬁXin) onde
X;<1l. Ora, isto € evidente comparando-as com U(x,s). Sen
do assim, por ([3] , teo 9, pg. 185):

F Mgss = L'-1 [Uxx(x,s)] (0<x<1) (16)

Como U__(x,s) = s U(x,s) segue de (15)' que a  fungao

(14) satisfaz a equagao do calor:

(x,8) = u__ (x,t) (0<x<1)

u
XX

t
Mais ainda: a integral de inversa3o representa uma fungao

continua de x quando 0<x<x; e além disso

a0t t) = u(o,t). = F [U(0,s)=0, 33 que
U (0,s) = 0. No entanto, vimos que a fungao (14) satis-
faz todas as condigoes do nosso problema de valores na
fronteira exceto que
u (17,¢) = F (17)
€
05 GO
o) '-,:3‘\‘; “?'\"‘\L *‘?1\
- Wk A
R S :&.\0"\?\
APl
ﬂwﬁw



17

Na verdade € evidente que

1

u(1,t) = -V [w@,s)] =11

F (18)
0

mas isto ndao nos assegura que nossa funcdo se aproxima de
F gquando x - 1, que € uma condicao que a funcao temperatu
5 =

ra deve satisfazer.

Vamos entao escrever

senh x Vs _ e(x-1) Vs (1—6_2x Vs )
senh Vs 1-e_2 Vs
- -(1-x) fug BV . gr2EIE
= e V5 | —5 7= )
1-e
~Ainda: ; U(x,s) = —%— e~ (1=xlve. | G(x,s) (19)
; _
onde p P
-2Vs -2XVs
1 -(1-x)v/s ,e - e
G(x,s) = — e ( )
€ s 1_e—2/s
Mas L [erf ¢ (1X)]=—1 FUEEIE | ey (20)
2Vt
A funcao erro complementar aqui, é continua o
limitada com respeiro a t, para cada x fixo; [3] dai ao

longo de Re(s) = y E

L“1[—%— e~1-X)V81_ orf ¢ pegy 0<x<1
2/t

Por outro lado, se notamos que

-2 (1-x)
_ 1 -(1+x)V/s ,e- -1
G(x,s) = == ( 5= )
1-e
segue, quando Re(s) > y e portanto Re(s) > v r/2' que
1~ fTlg 2
|G(K:S) | < < e (__:72_‘\(] Of_}.{_‘-_'l

1-e
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Dai G(x,s) &€ de ordem O(S*k) num semiplano, onde k é cons
" tante qualquer, uniformemente com respeito a x. Conse~-
gllentemente
-l o - -

L [G(x,s)] = g(x,t) que & continua com res-

peito a x e
- Y s -1 = . -
g(l ,t) = g(1l,t) =L [G(l,s)] =0, ja que

Gll,s) =0
Portanto, de (19) e (20)

u(x,t) = F; erf ¢ (1-x) + g(x,t) (21)
2/t

e quando t>0, u(l™,t) = F[erc £(0) + g(1,£)]=F .
Assim (14) satisfaz (17) e fica completamente estabeleci-
da como uma solugao do nosso problema de valores na fron-

teira.
Assim sendo, vimos até aqui que a fungao

U(x,s) = F; senh x ¥s
senh Vs
€ analitica exceto nos pdlos s=0 e s=-n?1? e gue sua in-
versao converge para uma fungao u(x,t) que & a solugao do

nosso problema de valores na fronteira.

A representacao em série (11) de u(x,t), dada
anteriormente neste exemplo, sera portanto valida se fi-
nalmente provarmos que a integral

;o e%t U(x,2z)dz

Cy
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tomada ao longo da curva C,,, de uma familia de curvas

Nl’
(n =1,2,...) entre os pdlos, tende a zero com n tendendo
a infinito. Para isto utilizaremos o conhecido resultado

do chamado teorema de Jordan:

, —m<@<w, R>R
0

Se |F(s)]| < crK quahdo s=Re>®
onde Ro, C, K sd3oc constantes e k>0, entao

s %% F(s)ds sobre os arcos BB'C e AA'C do cir
culo I' de raio R (figura abaixo) tende a zero

com R+», t>0.

Para selecionarmos agora curvas CN tais que

|U(x,z) | tenha propriedades de ordem aceitdveis se z esta

N’ inicialmente notemos que:
2 _ 2 ' 2 '
|senh vz|“ = senh® (/r cos 0).+ senh® (/r sen 0)
" 2 2
dai, se Y/r sen © = a_, onde
. 503 n
a — (n = 1 ) m I (n=l'2'l..) (22)
2 2
entao
|senh vz|? = senh? (/r cos 0) + 1 (23)
" . 2 —
Ainda tomemos C_ como o arco da parabola
L. __an® _ 2 an® (24)
: s.en7 9% l-cos ©



20

que fica a esquerda da linha & y, onde y € qualquer

constante positiva e z = £ + in (Fig. IIT):

|
Y +iAN
Cn
.
-0f\-T"| 0 g
N~
¥-iRN
" Entao quando z esta em Cy
z U(x,2z) 2 _ senh2 (x/r cos 8‘/2) + sen2 fx/r sen 6/2) i1.
F} senh2 (V/r cos 8/2) + 1

pois 0<x<1 e senhzy ocorre guando ]y[ cresce.

Assim |U(x,z)| é o 0(z"") em Cyr com isto a in

tegral tende a zero, usando Jordan, e ainda a série de re
t

. z i . -
siduos de e U(x,z) converge para a integral de inversao

para todos os valores positivos de t.([3], teo 10, pg. 193).

A série (11) representa entdo uma solucao .do

nosso  problema, que pode ser escrita como:

2 (-—1)D e—nznzt

b
m n=1 n

ﬁ(x,t) = EL [x + sen nmx], t>0.

3. Fluxo Linear de calor numa barra seminfinita

A integral de linha para f(t) obtida no uso do
teorema da invers3o, normalmente, como ja vimos, & avalia
da usando-se um contorno fechado, tomando limite e apli-

cando calculo de residuos. Neste sentido muitos dos pro-
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blemas encontrados nas aplicagoes podem ser classificados

de acordo com a natureza de F(x,s) como funcio de s.

I - F(x,s) & uma fungao de s com um nimero infinito enume
ravel de pélos. Neste caso usamos o contorno abaixo,
escolhendo para raio R do circulo maior I' uma seqiién-
cia de valores R, tal que nenhum destes circulos pas-
sem por algum pdlo de F(x,s). Entdo, se F(x,s) satis
faz as condigoes do teorema de Jordan, a integral so--
bre o circulo de raio R na figura abaixo (I)tende a ze-
ro, com n»>», Assim, pelo teorema de Cauchy, o calcu-
lo da integral de linha pode ser substituido pelo li-
mite com n+» de 2mi vezes a soma dos residuos do inte
grando em seus polos contidos no circuio I' de raio

R_. (Como foi feito no exemplo anterior de distribui

n

cao de temperatura em uma barra).

-2

ITI- F(x,s) tem um "branch point" na origem mas por outro
'lado tem somente um nimero finito de pdlos. Neste ca

so usamos o contorno da figura acima. (II)

AW
O &
@ﬁﬁ‘#$~
NI P
A\ (‘_‘&\2\7\ A 56
5\5'\\\@“&"
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Se F(x,s) satisfaz és condigdes do teorema . de
Jordan, a integral sobre os arcos BF e AC do circulo
' tendem a zero quando seu raio R tende ao infinito.
0 intégrando serd "single-valued" dentro e sobre o con
torno e assim quando R+« a solucao é obtida com uma
integral real infinita (derivada das integrais ao lon-
go de CD e EF) Juntamente com 2mi vezes a soma dos re
siduos nos polos dentro do contorno, e pogsivelmente
um termo que se origina da integral sobre um pequeno
circulo em torno da origem. Esta situacao passé a ser
considerada, na analise do fluxo iinear de calor num

solido semi-infinito, caracterizado pelo problema:

-

vt(x,t) = K Vs (x;t) , X50; £50 (25)
cy(0,t) = ® , t>0, A =CTE (26)
v(x,0) =0 ;, x>0 . (27)

v limitada.

sendo que, usando as propriedades da transformada Vix;s)

de vi(x,s), temos:

com

v :
v(0,s) = ; (29)

A solucao de (28) e (29), que permanece finita

quando x»w, &:

s/
Vix,s) = —-
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E entdao pelo teorema da inversao: .

L * R ‘ oo i fz/ ‘ ’
g rY+i ezt xv “’k %f (31)
2mi  y=ie

onde o integrand5 de (31) tem um "branch-point" na origem;
entdo para avaliarmos (31) precisamos escolher um contor-
no de integracdo que nio contenha d origem. Tomemos entdo
o contorno de figura (III), onde AB & paralelo ao eixo ima
~gindrio, ficando a uma distancia y do mesmo. O circulo T
de raio R e centro na origem, corta esta linha em A e B‘ e
o eixo imaqinério em A' e B'. Existe ainda um "corte" ao
longo do eixo real negativo. Centrado na origem temos um

pequeno circulo de raio t. Este circulo & aberto em DE e

[ & aberto em FC. O argumento de z € -m em CD e m em EF.

P

Chamando C a este contorno fechado, sabemos que
N Sk '
1 ;. eZt xv/ “’k

' 2mi

dz = 0
c =z

quando R+« e e+0. Porém, como

=%V z4c 1 o
1 e < T_T em BF e AC, as condigoes do teorema
Z z

de Jordan sdo satisfeitas e portanto a integral sobre  BF

e AC tende a zero com R-=
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Assim, segue que

B ) ~ ,‘z/"\ '
1 FY+i ozt g/ k dz
2Tl y=ie z

€ igual a soma das integrais sobre CD e EF e sobre o peque

no circulo, quando R+» e e+0.

Nas integrais ao longo de

CD e EF, colocando z = pe"lw e z = pei1T respectivamente,
obtemos

]

s

C1 o et eixd PR iy Pk

2ni ¥ I de
9]
isto &,
= ® & PE gan x/'p4< dp
ﬂ g D
ou
: 2
= I e'ku & sen ux du
m 0 u
ou ainda

_ J,.:‘/Z Ykt e—uz . du
4l

Finalmente, como obtemos de integral sobre o pe-

queno circulo o valor 1, de (31) resulta:

x/. 2
vi(x,t) = {1=2 f 2 vkt e~ ¥

du)
?TT 0
ou de outra forma: '
vix,t) ='% (1 —erf x )
2/kt

: 2
ja que erf x = 2 ¥ ¢ du.

e
0
ym



CAPITULO II

INVERSAO NUMERICA DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Neste capitulo trataremos o processo de inver-
sdao numérica de Transformada de Laplace pelos métodos de
"Lanczos" (Polindmios da Laguerre) e de "Durbin" (Séries
de Fouriei] e suas variantes devido a Weeks, Piessens,

Lyness e Dubner-Abcte, respectivamente.

Com o proposito de termos uma visao geral do pro
cesso numérico, incluiremos uma descricdo suscinta de ou-
tros métodos.Os métodos sao avaliados quanto & qualida-
de ou confiabilidade dos resultados obtidos atraveés de-

les.



1. Aspectos Gerais sobre os Métodos de Inversao:

Como ja foi dito, existem muitos problemas cuja
solucao pode ser encontrada em termos da transformada de
Laplace. Contudo, se torna bastante complicado o proces-
so de inversao desta transformada através de técnicas de
analise complexa. Ou seja, a dificuldade principal em apli
car-se a técnica da transformada de Laplace é a determi-
nacao da funcgao original f(t) a partir de sua transforma-
da

F(S)= {‘” e St £(t) at , s= v+iw (1)

Em vista disto, métodos numéricos teﬁ sido desen
volvidos ja que na maioria dos casos os métodos analiticos
sao insuficientes. Os melhores métodos numéricos conheci-
dos, para inversao da transformada de Laplace, sao basea-
dos na integragao numérica da integral de Bromwich,

1 viie st .
f(t)= T f . IS F(s) ds (2)
V=i
ou na expansao da func¢ao original numa série de funcoes

ortogonais.

Na verdade € -preciso que se observe, antes de tu
do, certos critérios para avaliacdo de diferentes técni-
cas numéricas de inversdo, como por exemplo: aplicacao a
uma variedade de tipos comuns de problemas de inversao;
precisdao numérica; tempo relativo de computacao; dificul-

dades de programacdao e implementacgao, e outros. Conscien
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tes, no entanto, de que nenhum método é definitivamente

superior em todos os critérios.

Na pratica existem muitos problemas para os quais
inverter numericamente a transformada de Laplace requer um
tipo especial de método ou pode ser grandemente facili-

tado pelo uso de um determinado método.

Ainda assim, como jé dissemos, nao se pode es-
perar que qualquer método especifico para inversao da trans
formada funcionara igualmente bem em'todos 0S casos, mes-
mo porgque, a inversao numérica da transformada de Iaplace
€ notoriamente um processo mal-condicionado, ou seja: mu
dancas arbitrariamente pequenas em F(s) podem  produzir
mudangas arbitrariamente grandes no valor de f(t). Basta
que observemos por exemplo, O caso:

'L(sen at) = {m e™St . senat dt= —Eji——

-
s +a

onde a transformada de Laplace é uniformemente limitada
por 1/a, para s>0, no entanto a funcdo senat oscila entre
F .

1. Além disto uma pequena perturbacdo em F(s) podera ser

ampliada consideravelmente quando nos passamos para f(t).

Levando em conta os aspectos anteriormente Ci-
tados, varios métodos tem sido descritos na literatura,mé
todos nos quais a transformada inversa € obtida da inte-
gral complexa de inversao pelo usé de quadratura numéri-
ca, ou se obtém a inversa como uma expansao em série em
termos de um conjunto de fungdes linearmente independen-

tes.
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Em sintese, a inversao de Laplace € a solucao
de uma equacao integral do primeiro tipo, e métodos ge-
rais sao aplicaveis, entre os quais, seguindo a visao de

Davis [6], destacamos especialmente.

A- Método de Bellman, Kalaba e Lockett

Parte da expressdo (1)

-st

F(s)= {“’ e f(t) dt = L [£f(t)]

- -t -
e usando a troca de variavel x= e ~, obtém

1 ’ ,
F(s)= [ 571 g(x) ax (3)

onde g(x)= f(-1nx).
Entao, integrando o lado direito de (3), aproximadamente,

usando um esquema de Gauss, de ordem n, em (0,1), resulta:

+ R s-1
F(S) =~ = w, Xy g(xi)

e fazendo s assumir os valores s= 1,...,n temos o siste-

ma linear

n
. k
F(k+1)= 'Z Wi Xy g(xi) k= 0,1,4«.,0=-1
1= :
ou introduzido Yi= Wy g(xi) i=1,...,n, resulta
. k
F(k+1)= 2 X, y- k= 0’1’.--fn_1
i=1 *+ 4
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Agora, se os elementos na inversa da matriz de

- Vandermonde (x?) sao designados por‘qkj, este sistema po

de ser resolvido na forma:

qkj F(k+1) (4)

onde os elementos qkj sao os coeficientes da interpola-
¢ao fundamental

On (x)

(x-x3) on (x3)

e On(x) sao os polinomios de Legendre no intervalo [0,1].
(ver [6]). Também e tabulagao dos elementos da matriz in-

versa pode ser vista em [1].

B- Método de Gauss para a Integral de Bromwich

Pela formula de inversao de Bromwich (2), temos
_ 1 / st
£(t)= 5mi- L, © F(s) ds

onde tomamos L como sendo qualquer linha vertical Re(s)=
constante= ¢ a direita da abcissa de convergéncia da in-
tegral de Laplace (1). Para t fixo, fazendo a traca de va

riavel st= u e chamando

5

G(u)= u® F(E

obtemos em (2) que

t £(t)= 21111

e u G(u) du

S
I,%
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sendo L* agora Re(u)= ct.

Salzer mostrou que esta integral complexa &€ pos-
sivel por "Gauss", ou seja, nos podemos encontrar _abcis-
sas complexas uy € pesos complexos Wi tais que:

1 S u __-s

n
"'-zﬁ‘—'— L% e u G(u) du= z

w, G(u) (5)
Ke1 k k

se G(u) € um polindmio de grau menor ou igual a 2n-1 na

variavel —%— .

Neste caso os polindomios ortogonais relevantes,

para os quais

1 S eu i Py {%)u_k du=0 k= 0,5 ;01
2ni  L*
A= o T _ n -u n+s-1 a° e"
sao p, (g)= (-1) e u b (un+s+1 )

onde se nota a dependéncia polinomial sobre s.

Quanto aos calculos de abcissas e pesos, podem
ser encontrados, paré s= 1, em Stroud/Secrest e Kfyiov/
Skoblya; para outros valores de s eml Skoblya/Piesens. [1]
Observa-se que para valores grandés de u os pesos saogran

des, refletindo o mal-condicionamento do processo.

Posteriormente Piessens observou que & possivel
iniciar com um esquema de n pontos, de precisao 2n-1, e
n+1 abcissas e chegar em um esquema de 2n+1 pontos, de pre

cisao 3n+1.
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C~ Métodos de Aproximacao

o,

Por este procedimento, assumimos que f (t) pode

ser aproximada sobre [0,») por uma série finita da forma:

f(t)= R

1

1 a; &, () (6)

Posteriormente assumimos que as transformadas
LIE; (£)1= y, (s)
sao conhecidas explicitamente e sao razoavelmente simples.

Por exemplo, gi(t]= ellt ; entao

F(S) = a; ¥,;(s) (7))

n .3

i=1

A partir dal o problema serd determinar as constantes a;
tal que o lado direito de (7) aproxime F(s) para um cer-
to dominio de valores. Esta aproximacao pode ser feita por
interpolagao, por aproximacao de raizes minimas ou por

aproximacao em alguma outra norma como uma aproximacao mi-

nima.

E de importancia, nesﬁe caso, o domiﬁio de valo
res, ou pontos dados, sobre o qual realizamos a aproxi-
magao, e ainda deve-se daf atencao ao fato de que o com-
portamento de F(s) em s; © determina o de f(t) em t= 0.
Em siﬂtese, & fundaﬁental que se observe quatro aspectos:
as funcoes "especiais" wi(s); a norma; n; o dominio na

variavel s.

Com relacao aos métodos citados, cabe-nos salien
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tar que aqueles baseados, na quadratura numérica nos for-
‘necem bons resultados mas podem consumir muito tempo se a
transformada inversa é reqﬁerida para um grande numero
de valores da variavel independente, quando o procedi-
ment deve ser repetido para cada valor desta variavel. Nes
te sentido, é conveniente o uso de um método de aproxi-
magao, onde a‘inversa pode ser obtida, para qualquer va-
lor da variavel independente, por um simples somatdrio de
série.

Procedimentos baseados nesta idéia, da aproxima-
cao, tem sido desenvolvidos por varios autores; particu-
larmente usando a expansao da func¢ao original numa série
de fun¢6es ortogonais; em especial funcSes ortogonais ex
ponenciais, funcoes trigonométricas, polinomios de Legen

dre ou polinomios de Laguerre.

No caso das funcoes ortogonais exponenciais, so-
mente valores reais de F(s) sao requeridos para calculo
.dos coeficientes da expansdao em série-de f(t). Contudo,
o computo de f(t) a partir de valores de F(s) no eixoreal

€ numericamente instavel.

Para funcgoes trigonométricas e polindmios de Le-
gendre, €& necessario mudar o intervalo (0,®) para um in-

tervalo finito, através de uma transformacao exponencial.

O procedimento mais natural € o uso das fungoes

de Laguerre. Estas fungoes formam o sistema ortogonal mais

adequado para aproximacdo no intervalo (0,»), sendo por-

tanto um dos itens onde concentraremos nossa discussao.

I Q
<l D ol
05?\(‘:’\# o WL oe A
gsTem” , selt®

aOTES
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(item 3, cap. 17T).

Por outro lado, através do estudo comparativo
apresentado por Davies e Martin, (ver [5]), e mesmo por
resultados praticos (ver cap. 4), sabe-se que os métodos
de aproximacao baseédos na convergéncia acelerada de Sé-

ries de Fourier nos fornecem boa precisao (ver cap. 4) pa

ra um dominio razoavelmente amplo de funcgoes.

Ficam assim justificada, dentro do estudo que
nos dispusemos a fazer, a atencao que dispensaremos aos
métodoslde aproximagcao, em especial os éue envolvem Po-
lindmios ou FungOes de Laguerre e Séries de Fourier, nos

L

itens a seguir. 5

2. Inversao com Polindomios de Laguerre:

Antes de tratarmos especificamente ‘de métodos
de inversao numérica da transformada de Laplace . baseados
no uso de Polindmios de Laguerre, & interessante que- ana
lisemos um exemplo onde o uso destes polindmios num pro-
cesso de inversao decorre naturalmente. E o caso, por exem
plo, do que Lanczos [10] apresenta relativamente a  cir-
cuitos elétricos. Também ai, como ja falamos anteriormen-
te, transforhada de Laplace favorece{ no sentido da sim-
plificagao das equagOes, resultando que a transformada de

Laplace da "out put function" do circuito & dada como quo

ciente de dois polindOmios

F(s)= _p(s)
q(s)
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onde o grau de g(s) &€ ao menos um grau maior do que p(s).

A partir dai, aplicando-se uma transformacdao do

tipo (ver [9]).

foy =1 % B
1+% = ‘ 1+v

S=

obtemos a transformada F1{v} que pode ser expandida em

série de Taylor em torno de v= 0. Assim

F,(v)= Cy + C.v + ¢, vie. .. (8)

Em problemas de circuitos, os coeficientes Cr

podem ser obtidos por um algoritmo conhecido como divi-
sao sintética de dois polindmios (ver Lanczos [9]). Fi-
nalmente o problema entao se reduz a inverter uma trans

formada de Laplace especial, do tipo:

k k_ k

2(1—5)k __2(=1) "sq (9)

2v _ _
(1+5)2 (1+s)%*2 (2+s1).k+2

onde tomamos s= 1 + sl.

Este problema & entao resolvido em passos. Em pri-

meiro lugar, introduzindo S, como uma nova variavel, ob-

temos:

gy A -8

dt= {m vit)e |

onde Y (t)= f(t)e"t
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Agora, sabemos que a funcao indicial da transfor

(215) & £(t)= o2t

mada (isto &, F(s)= L [f(t)]).

Sabemos também qué a multiplicacao por t signi-
fica diferenciacao no plano da transformada. Dai a trans-

formacao da funcao indicial

torna-se
(k+1)!
(2xs )k+2

F(s1)=
1

De forma semelhante, multiplicacao por s, no pla

1
no de transformada significa diferenciacao no plano ori-

ginal. Entdo a funcao indicial de

F(s,)s S1k+1 __LE:l%i_ (10)
+2
(2+s1)
torna-se
k+1
£(t) = _Q—E:T_ (tk+1. e—Zt)
dt

Por outro lado uma importante classe de polino-
mios ortogonais, os polindmios de Leguerre, sao definidos
péla seguinte operacgao:
n

= d
dt

n —t)

Ln(t]= e (t” -e

n

dai
2t a0 (! 2% (11)
at”

Ln(2t)= e
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Assim, com base em (10) e (11) podemos escre-

ver:
_ e—Zt
Funcao indicial: y(t)= T Lk+1(2t)
5 k+1
Transformada de Laplace: F(s1)= ! )
(2+s,) i

Mais ainda:

2t | Ie2e) | Bket(2e)

Funcao indicial: Y(t)= e X1 kDT
Transformada de Laplace:
I *
i b s1k _ s1k+1 : 2s1
1 (2+s1)k+1 (2431)k+2 (2+s1)k+2

Para voltar a varidvel original s, temos de mul
tiplicar y(t) por et. pai concluimos que a inversao da

transformada de Laplace (9) torna-se

L L s
k -t k(2t) k+1(2t)
(=1 e kKT~ = (k+1) ! -(12)
e introduzindo-se as func¢des de Laguerre
~-t/2 L ’
_ e k(t) (13)

as quais formam um sistema ortonormal de fungoes em [0,),
da variavel t, a expressao [12] pode ser reescrita na for

ma

k [y, (28) _ ¥,

it (2t))

e a inversao da série (8) torna-se
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£,(E)= cg yg(t) = (corey)yy () + (cqecy)py(t)- ...
= ; (—1)k (ck 1t ck)wk(2t}
k=0 B

escrita em fun¢do de polindmios de Laguerre, conforme de-

sejavamos.

Como Lanczos, procedimentos numéricos usando fun-
¢oes de Laguerre foram descritos por Papoulis [15]. Nes-
te caso, a transformada inversa € obtida como uma expan-
sdo em série em termos de fungoes de Laguerre e os coe-
ficientes sao obtidos dos coeficientes da expansdo em Sé-
rie de Taylor da transformada de Laplace resolvendo-se um

sistema triangular de equacgoOes lineares.

Posteriormeﬁte, Weeks [15] apresenta uma elabo
ragao e refinamento das idéias de Lanczos e Papoulis pa-
ra satisfazer os requerimentos do computo automatico, po
rém com a diferenca que os coeficientes da expressao da
transformada invgrsa sao obtidos diretamente por interpo-

lagdo trigonométrica aplicada i transformada de Laplace.

Continuando o desenvolvimento destas idéias, ten
do em vista as maiores dificuldades que se apresentam, co
mo o cdlculo dos coeficientes da expansdao de Laguerre da
funcéoforiginal, descrevemos a seguir o métodq de inver-
sdo numérica da transformada de Laplace segundo Piessens
e-Branders [12], usando os chamados polinomios de Laguerre
generalizados. Posteriormente consideraremos uma recente

modificacdo deste método e das idéias de Wéeks, apresenta
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da por Lyness e Guinta [11].

2.1. Inversao Numérica da transformada de ﬁaplagg usando

Polindmios de Laguerre Generalizados

Consideremos a transformada de Laplace

=gt

F(s)= {” e f(t)dt (14)

a partir da qual pretendemos determinar a fungao original

£0t) .

Inicialmente assumimos que f(t) pode ser expan-

dida numa série

a L @ () (a>-1) (15)

_ .a
£(t)= t L

N~ g

k=0

(a)
k

grau k:

onde L (t) € o polindmio generalizado de Laguerre de

-

- k m
(a) _ 1 t ,-a _k, -t k+a, _ -1)m k+a t
L "B —gme” €T D e )= B CDT L, g 6

Na equacdo (15) a & um pardmetro iivre, cuja es-
colha serd discutida posteriormente, notando-se porém que
para a=0, (15) & uma expansao em polindmios de Laguerre.
Os coeficientes a, de série expréssa pela equagao (15) sao

dados por:

- ! 7 et £e) 1, (o) (17)
k [ (k+a+1) 0

ou
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k .
- __Ii.!_,_ m k+a 1 o0 e m
4= Trearn) mlo™1) xin TmT { e Elt)tide (18)

ou

‘a (19)

K1 k k+a
%™ Tlkeart) |-

Logo, se a t?ansformada de Laplace de f(t) & co-
nhecida, os coeficientes ay da expansao em série da equa-
cao (15) podem ser calculados através da equaééo (19) .
Ainda, se a equacao (15) & truncada apds N termos, uma a-

proximacao de fungdo original & obtida.

Contudo, a equagao (19) nao é adequada para cal-
culos numéricos. Existem entao outros métodos para o cal-
culo dos a, - Por exemplo, usando uma transformagao termo

‘a termo da equagao (15) obtemos:

-
% T'(a+k+1) (s-1)
F{s)= I k kT Kta+l k20)
k_o S o
Agora, considerando
. a+1 1 _
¢(z)= (T:E) F(T:E)' (21)
a equagao (20) resulta
¢(z)= 1 a —LBHkel) Kk (22)
k=0 3 - .
tal que
k _
_ 1 d
S T'(k+a+1) k- ¢(2) z=0 28

dz
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Embora as eqﬁacées (19) e (23) sejam teoricamen-
te equivalentes, a equacao (23) €& mais adaptavel aos cal-

culos numéricos. (ver [2]).

Generalizando os resultados anteriores: se F(s)
€ a transformada de Laplace de f(t) e se f(t) pode ser ex-
pandida numa série:

-ct ,a

f(t)= e t z a (a)

(bt) (24)

onde a,b,c sao parametros livres; os coeficientes_ak na
equagao {24) sao também os coeficientes da expansao em

série de poténcias:

¢(afbrc) (Z):-
k

o1 8

0

onde :
a+1
03P ). By pR

1-2

= ic) ~(26)

Desta forma os a; sido dados pela equacao (23) subs

¢(a,b,CJ(z)

tituindo-se ¢(z) por (omitiremos a  partir

daqui os subscritos a,b,c e escreveremos apenas ¢(z)).

Quanto aos parametros a,b,c na equacgao (24), sao
introduzidos na tentativa de suavizar qualquer irregulari
dade em f(t) e para acelerar a convergéncia em (24). Sen-
do assim, sua escolha e sua influéncia sao importantes e

serdao discutidos posteriormente.

0 calculo numerico dos coeficientes ay e fei-

to tendo em conta que:
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(i) Algumas fungées ¢(z) podem ser facilmente ex
pandidas em série de poténcias através de operagoes algé-

bricas. (veja exemplo 1 a seguir);

(ii) Para transformadas de Laplace gquaisquer, as
derivadas na equacao (23) podem ser avaliadas por integra
cao em contornos no plano complexo .(ver 3.1.2) sendo que

(ii) € mais geral (ver [12].).

2.1.1. Método "especial" para o calculo dos coeficientes

i]E:

.

Exemplo 1: Consideremos a transformada de Laplace

v=1 1

F(s) s~ exp(-us™') | (27)

onde u € .numero real positivo arbitrario e a devera  ser
escolhido como a=v, como veremos depois.

Entao obtemos de (21)

¢(z)= exp(-u+uz) (28)
e porﬁanto a funcgdo original € ﬁada por:

S

-u
T(kevs1) Tk

k

£(t)= t¥ e V) () (29)

c
z

0

De (29) um resultado interessante pode ser obti

lo. Sabendo-se que

~v=1 exp(us—1)]= (t/u) . Jv{2/(ut)} (30)
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obtemos uma importante expansao em série para a furgao

de Bessel de 19 tipo:

o k 4
- -u x/ ¥ S (v) xz/
JU(x]— e (™ 2) kzo T kava1T Lk (" “4u) - (37)
da mesma forma podemos-obter:
some (2% 5 ) S Oy (3
gl o TN T &

As equacgoes (31) e (32) sao extensoes das expan

sOes em sé€rie dadas por Sinsworth (ver [12]).

Podemos observar entdo, como ja haviamos comen-
tadis em (i), que para alguns tipos de transformada de
Laplace a expénséo em série de poténcias da funcao cor-
respondente ¢ (z), dada pela equacao (8), €& conhecida ex-
plicitamente ou pode ser facilmente obtida por operagoes
algébricas, como por multiplicacdo de séries conhecidas,

‘ou, se F(s) é fungao racional, por divisdo longa.

Ainda muitas transformadas de Laplace podem ser
invertidas da mesma forma, em particular tipos de trans
formadas racionais e irracionais, isto é:

u 3 M+ sm-1+...+am-1 s + 9m

F(s)= s (33)

by %4 b1 sn_1+;..+bn_1 s + bn

F(s)= & /20 s 4+ & sm_1+...+am—1 s + 9m (34)

b, g b4 sn—1+...+bn_1 s + b

m m=1
a a a
F(s)= su 0s + a1 s +...+ mM=1 s + Sm ' (35)

Vb0 & + b1 4., .+bon1s + bzn
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p 3+ QWJ'..;FQWJ.S +

n n-1
Y by s  +by s T+...4b g B F bm

(36)

F(s)= s

;i b sao numeros reais arbitrarios. Supoe-se
k' "k P

no entanto, que F(s) € analitica para Re(s) > 1.

onde y, a

Como ja foi dito, a situagao 3.1.1 caracterizaum
método "especial" para o calculo dos ay - A seguir, segun-

do (ii), apreseritaremos um método mais geral:

2.1.2. Calculo dos coeficientes via aproximagéo da

integral de contorno:

Este método € baseado na teoria das funéaes com-
plexas. Se F(s) & analitica para Re(s) > b/2 -c; ¢ (z2)

.- @ analitica dentro e sobre o calculo unitario.

Entao temos

k ;
$°(0) _ 1 6 () | C

onde C & o circulo |z|=r com r < 1. Substituindo ——r

(38) obtemos:

~

1

-
-

Zﬁit) e—Zﬂitk at (39)

I
H

0) Sl d(r e
s O

~

k= 0,42«

Ainda, como z" $(z) &€ analitica dentro e sobre C, temos:

1 2mit

1 e2wi(n&l)t
27i

)dt=0 (40)

£ zn¢(z)dz= S ¢ (re
c 0

h=0;1,2,¢4s

UFRGS z\t‘m‘”‘b i
5\319* Sgt.a‘wt

LTS
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Combinando (39) e (40):

k ' 1 . ;
T.(i) =" [ Re {o(r S R
e
K i .
S = 20 1 mle(c €¥™ 5} sen 2mit at

Fazendo r=1 em (41) temos:

I'(at+k+1)

Re {¢(eie) }= I T

ook
k=0 *

(41)

(42)

(43)

Este resultado também pode ser obtido substituin

do-se diretamente (38) em (25).

Contudo, permanece ainda o problema do calculo

dos coeficientes de Fourier em cossenos da funcaoRe{¢(e

iO)}

que pode ser feito por uma das seguintes férmulas de apro

ximagcao conhecidas:

cos TPk

5 %! o0
%" TN Ti; v (mp/M) M

L]

ou
M - )
_ 2! _ 241 T 2p+1 km
ak_,- I (a+k+p) (M+p) 150 Vigerz )08 G 2
onde

b (x)= RE{(:L% mtg—§-+ bjatl Fibootgx c+ %)}

2 2 2

(44)

(45)

(46)
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sendo que para avaliagdo das equagaeé (44) e (45) a trans
formada rapida de Fourier pode ser aplicada, mas geralmen
te o nimero d= termos necessarios em (24) nao & grande,

logo o uso desta transformada & desnecessario.

Faz-se necessirio ainda dizer que o método que
acabamos de descrever requer valores de F(s) para valo-
res de s sobre‘o eixo imaginadrio ou sobre outra linha ver
tical no plano complexo. Outros métodos sao conhecidos com

esta caracteristica ([11]); s3ao baseados na avaliacgao de

2edt

m

flE)= {m coswt ¢ (w)dw _ (47)

onde ¢(w)= Re {F(d + iw)}, d & real tal que F(s) & analiti-
. ca, para Re(s)2> d. Os métodos diferem apenas no método ni

mérico usado para o calculo da integral (47).
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2.2 A modificagao de Lyness-Giunta

Introduziremos agora uma modificacao do - método
anterior sugerida por Lyness e Giunta [11], cuja eficién-

cia, segundo os proprios autores, tem sido verificada e

-

confirmada através de muitos experimentos numéricos, ja
gue anteriormente ou autores acreditavam que os métodos fos

sem equivalentes.

Parte-se novamente de uma expansao de f(t) em

" termos de funcoes de Laguerre, ou seja:

£(t) = "% 5 a ePM2 1 (bt) b0 (48)

0 s
g>a
0

»

a qual pode ser mostrada que existe. Sendo que a maior di

ficuldade em explorar isto numericamente é ‘determinar valo

res para b e o.

A partir dai, usando também as idéias de Piessens-

Branders de que os coeficientes A, em (48) coincidem com

os coeficientes da expansdo em Taylor da funcdo ¢(z), isto

-

e,
S

o(s) = 8, a, z - ' (49)

onde

B

5~ + O ) (50)

b b
wel =gy ¥ lgg -

e considerando a representacao da integral de Cauchy:

S
6o (0) - 1 9 (z)
g = s! 7 271i &1 zs+1 dz, s20 (51)

onde C é qualquer contorno que inclua a origem e nao in-

clua qualquer singularidade de ¢(z). Por varias razoes
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toma-se C um contorno singular, centrado na origem, de

raio r. (Ver [11]). Sendo assim,

s $(z) _ 1 2 i0, -is@
8 = 2mi Jr|z|=r St dz = E::;g Q $p(re e do, s>0

(52)

No entanto, esta integral pode e sera aproximada
usando a regra m-painel trapezoidal,

‘ m
a [, 1) {r) = —%— 21 ¢ (x

2mij/
S j = €
. r m

m)exp (-2misj/m) (53)

Agora, como ¢(z) € real quando z é real e ¢(2)=
=6 (z), a soma em (53) requer somente m/2 avaliacoes inde-
pendentes tanto da parte real como da parte imaginaria de

¢(z). Assim:

m/
2 o 6
a [m, 1] (r) = 2 gk _Re{¢re2ﬁl3/m)} cos (27sj/m) (54)
s rsm J=1
m/, gl
+ z z Im {¢(re2“lj/m]} sen (27ms3j/m)

rm j=1

sendo que nesta "modificacao" usa-se esta aproximacao para

a, para s = 0,1,00.,m=1.

Ora, vejamos entao como os modelos de aproxima-
cao usados desde Weeks [15] e mesmo o de Piessens-Branders

[12] diferem deste:

Em Lyness-Giunta [11], como podemos ver, desde
que ¢(z) ndo tem singularidade no interior do circulo |z|=

=r, do teorema de Cauchy:
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' s : ; a, (s=0)
1 s—-1 by 2T iQ,. is0 0
mflzl=r ¢(Z)Z dZ—-‘z*—,E-fU c_b(re )e da
: 0 (s>0)
Combinando este resultado (dividido por rzs) com (52) e
tomando a soma e a diferencga; encontramos:"
s
_ 7 $(z) T g 2 -
As =771 Jr]z[.—.r S (zs 7s) 9z =
. 2 a_ (s=0)
= 25 Izﬂ— ¢(rel®)COs SG do = 8
2mr - (s30)
a, (s
A (56)
e
s
) ¢ (2) 1 Z i’
Bs = 7m1 Jr|z|=r z (—s - s 42 =
: z r
: 0 (s=0)
= 2 f2TT ¢(rele) sen s@ dO =
s 0 S
27r
- 4 ag (s>0)
(56)a
sendo que pela simetria, a integral final em.(56)a é pu-
ramente imaginaria.
Notemos que quando s>0, claramente, As, - iBs e
ag definem a mesma Quantidade; e em todos os casos,
2as=ztxs-1£sS (57)

aproximar a representacao integral (56) para s=0,1,...,

sando a m-painel aproximacao do ponto médio:

& TE
\Qﬁ-('h é\}\.v

Bt
ﬁ,t‘ n Di ‘\3

ﬂ‘““

A aproximacao usada por Weeks [15], consiste em

™y
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m 5 .
As[m,O] (r) = —é— I ¢ (reﬁl(23f1}/m) cos (m(23-1)s/m)
rm j=1 '
(58)
Wy :
== 1 Re (4™ PV o5 (n(25-1)s/m))
rm j=1

Sendo a segunda igualdade justificada pelo fato de que
¢ (z) & funcao analitica, real quando z € real. Além dis-
to ¢(z)=¢ (), tal que as partes real e imaginaria de [0} (rele)

s3ao simétricas e anti-simétricas sobre © = w. Como o fa-

tor coseno é simétrico, segue a segunda igualdade.

‘Esta aproximacdo requer m/2 avaliacgoes da fun-

cao Re(d(z). Como

$iz) @ Bli=z)~L Pty w9 « Ol

ela requer também m/2 avaliacOes das partes real e imagi-

naria de F(s).

Em relacao as aproximacgoes apresentadas anuﬁiog
mente, salienﬁamos que Weeks [15] usa a aproximacgao do
ponto médio (58) com r=1; ja Piessins e Branders [12] pro
puseram, com r=1, a aproximacao do ponto médio e do ponto

extremo. Esta Ultima dada por:

A ) cos 27msj/m

; m T d
s[m;1] fr) = _%_ E 6 (re2nlj/m

(59)

= -—-g-—- z Re(cb(rezﬂij/m)) cos 27msj/m
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Resumindo, o método original de Weeks usa aproxi

.

macao (51) com

r=1, u = m/2 e a =%— a [(m.0] (r)
0 0
(60) _ Esz AS[m’O] (), s=1,2,...,m/2 -1
= 1 [m,0]
a = A (x)
m/, 2 T/,

Piessens/Bronders discutem este método e o méto-
do correspondente ao ponto extremo, ao qual podemos nos
referir como método de Weeks ajustado, uma vez que € pre-

cisamente como o acima, substituinde [m,1] por [m,0].

Por fim, a modificacao de Lyness/Giunta usa (51)
com

[mr1] (r)

r=1, uy=m-1 e a_ = a s=0,1,...,m-1

S s

(61)

Outras modificacdoes podem ser feitas, segundo
Lyness/Giunta. Por exemplo usar Bs no lugar de As'em (60)
ou as[m'O](r) no lugar de as[m’1](r) em (61). Mas apesar

de que u=nV§ em (60) e u=m-1 em (61) sempre € requerido

a parte real e imaginaria de m/2 valores da funcgao F(z).

Como ja foi dito anteriormente, a escolha dos
parametros que se apresentam & de grande importancia nas

aproximacgoes dos coeficientes a,. Como veremos a seguir:
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2.3 Escolha de parametros

Analisando inicialmente as consideracoes de
Piessens [12], onde assumimos que f(t) pode ser expandida

numa série:

(a)

-et _a

£(t) = e t L (bt) (24)

k
e, como ja foi dito, os parametros a, b, ¢ sdo introduzi-

dos nesta equac¢ao na tentativa de afastar qualquer irregu-

laridade em f(t) e para acelerar a convergéncia da mesma.

Neste sentido, € muito importante escolher ra®
tal que 8 f(t) possa ser facilmente aproximada por um po
lindmio. Além disso o parametro "a" deve ser determinado

a+1

tal que s F(s) seja analitica, nao tenha "branch point"

no infinito, e entao possamos escrever

-k

a+1 & (62)

s F(s) = kio Ck_

sendo que o valor otimo de "a" € obtido.se na equacao (62),

C = 0.
0

E importante salientar que devido a introducao
do parémétro a, uma classe muito grande de transformadas de
Laplace podem ser eficientemente invertidas, tornando-se
evidente a vantagem do uso dos polindmios generalizados de
Laguerre. Contudo, um valor 6timo de a nem sempre existe.

(Ver [i1], sec 5, exemplos 5 e 6)..

. Ja o valor do parametro c € determinante para o
comportamento assintético da série truncada da equacao (24)

para t»w. Se possivel é preferivel escolher -c igual a
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-parte real do polo dominante de F(s).

Quanto a escolha do parametro b, pela equagio (46)
é intuitivamente evidente que sua convergéncia é melhor
quanto mais afastados as singularidades de Y (Z) estao do

circulo unitario, ou em outras palavras, quando as singula

ridades de F(s) estao mais afastados da linha wvertical
Re(s) = béZ—c- no plano complexo. Em vista disso, seria

de se pensar que um grande valor de b é favoravel para uma
boa convergencia da série. Mas neste caso, somente um ni-
mero pequeno de termos pode ser usado, ja que por (44) =

(45), o erro relativo do a, cresce muito com k. Se, devi-

k
do ao erro de arredondamento, nao ha reducdo dos coeficien
tes a, depois de N+1 termos, a serie € truncada e o erro
de truncamento €N € aproximadamente igual ao primeiro ter-

mo negligenciado:

Z -ct _a’ (a)
€y, ¥ A e £ LN+1

N N+1 (bt) .(63)

(a)

o1 o) (bt), (ver [12])

Agora, o maior zero £ de L

é dado aproximadamente por:

E = (4N+2a+2) /b

Portanto, para t<f o erro €. oscila; mas para va

N
lores grandes de t o erro cresce muito; sendo que esta dis
cussao € valida somente no caso de convergéncia rapida da

seqliéncia dos coeficientes a -

. A conclusao € que com b crescendo, somente um pe
queno numero de termos pode ser usado em (24), e o interva

lo de aproximagao € menor. Logo, se a fungao original de-
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ve ser conhecida num intervalo grande, devemos tomar um va

lor pequeno de b e calcular mais termos na -em (24).

No caso de modificagao introduzida por Lyness e
Giunta, os autores ainda ndo discutem as escolhas dos pard
metros a, b, m requeridos para definir o ﬁétodo, preten-
dendo fazé-lo em publicagoes subsequentes, sendo discutida
apenas a escolha de r, que é uma conseqliéncia direta das
- formulas apresentadas. Assim em [11], a partir da influéen
cia de r nos valores dos erros; a influéncia do tipo de a-
proximacdo (m-panel) usada, e outros critérids, os autores
sugerem J uso de r=1-8, onde § € escolhido tal que ém < 2,

onde m € o maior valor de m permitido no programa.

3. Inversao com Séries de Fourier:

Passamos a analisar um método para inversado numé
rica da transformada de Laplace, baseado na aproximagao a-
través de Séries de Fourier. O método é sugerido por Dur-
bin.[T], e na verdade é uma prolongacdo natural, um aper-

feicoamento de um método anterior apresentado por Dubner e

Abate.

A transformada de Laplace de uma funcao real, de
finida para t positivo, localmente integravel, de cresci-
mento exponencial na infinidade e tal que para todo t no inter-
valo 1(0,») existeuma vizinhanca em qué a funcao é de variacao
limitada, e sua férmula inversa, ja sabemos, sao definidas

como:
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-st

F(s) = LIf(t)] = f:"e £(t)dt, Re(s)>v (64)

Yr(s)1 & 1 /7% &5 pre)as (65)
THL i

£(t)

onde s = v+iw; v, w e R e v arEitrério de tal forma que a
parte real de todas as singularidades de F(s) sejam meno-
res que v. E como sempre € possivel "recolocar" as singu-
laridades de F(s) a esquerda da origem, se necessario, a-
través de uma translac¢dao adequada do eixo imaginario, na
discussdao que segue assumimos gque (64) e (65) existem para

Re(s) > v > 0.
Expandindo (64) em integrais trigonométricas:

-Vt

F(s) = ﬂf e_Vt f(t) coswt dt-i ﬂr = f(t) senwt dt
(66)
N ou
:' F(s) =

Re{F (v+iw)} + i Inm{F(v+iw) } (67)

Usando que ds=idw em (65);, obtemos:

£(t) = —— s*7e" (coswt+i senwt) (Re(F(s)}+ i In{F(s)}) idw (68)
2mi
ou
' evt ' "
£(t) = — [/ (Re{F(s)]} coswt — Im {F(s) }senwt)dw +
2T -0
+i JZ (Im {F(s)} coswt + RelF(s) }senwt)dw] (69)

-— OO

Devido a paridade de Re{F(s)} e Im{F(s)}, a par-

te imaginaria em (69) se cancela, resultando:

oRch
%) \"\-\gﬁ' e pi
uﬂ} w2
95& ¢h S8
e
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Ef{t) = EEE [ ﬂ? (Re{F(s) } coswt — Im {F(s)} senwt)dw - (70)
m

Mas para t<0, f£(t)=0, o que significa que

ﬂf (Re{F(s)} coswt + Im {F(s)} senwt)dw = 0 €71)

Conseglientemente obtemos trés formulas para a

transformada inversa de Laplace f(t), correspondentea F(s):

Zth & :

£iE) = < % Re{F (s) }coswt dw (72)
_2th co

£{t) = = fn Im{F(s) }sen wt dw (73)
vt o

£(t) = = I (Re{F(s)} cos wt-Im {F(s)}sen wt)dw

(74)

A partir disto, segundo Dubner-Abate, cujo Erabg

5 lho antecedeu o de Durbin [7], tomamos h(t) uma funcao re-

‘ al de t, com h(t) = 0 para t<0, e construimos um conjunto

infinito de fungodes pares, 2T¥periédicas, gn!t), conside-
fando_seccées'de h(t) em intervalos como (nT, (n+1)T).

(Veja Fig. 1). Assim:

h (nT-t) ~T<t£<0 (75)
n =0;,2;4;¢i0 gn(t) = h(nT+t) 0<t<T (76)
| | h [(n+2)T-t] T<t<2T (77)
h[(n+1)T+t] -T<t<0 (78)
no= 1;3i9,%00 gn(t) = h[(n+1)T-t] 0<t<T (79)

h[(n=1)T+t] T<t<2T (80)
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-.-C'
hit)l=e F(t)

golt)

2T

i

27T

3T



2

(t)

Desenvolvendo cada gn em Série de Fourier 'em

cOossenos:

gn(t) = An,0 + . An,k cos Qk ; Qk = 51 (81)
| 2 el T
onde A , = _2 FAnFE h(t) cos kmr dt (82)
' p AT Coo

Agora, como sempre € possivel escrever

hit) = e V" £(E) , (83)a
ou
EE) = e hiE) (83)b
temos que
nﬁo P,k = 2 L eVt £(t) cos krdt = 2 Re{F(v+knm i)} (84)
T ’ T T T
e portanto
F e gn® - 28" (1 RelF(v)} + § Re(F(v+kmi)} cos kr t]  (85)
n=0 ) k=1 - T T

ainda usando (76,77,79,80,83a,83b) obtemos

F e anl® - ge) + § e7?VKT [£(2kTet) + 2VF £(2kt-t)]
n=0 k=1
(86)
= f(t)+ ERRO'1 (v,t,T) (87)
ou seja,
E{E)y 2eVt (1 Re{F(v)}+ b Re{F(v+§1i§}cos kT t]-ERRO 1
T 2 k=1 T T

(88)

que é a férmula de Dubner-Abate; numericamente valida so-
.,

mente para t <
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O ERRO 1, de discretizacao, € uma funcao de v,t,T, sendo
que
¥ eV piowrer) &°7C
k=1

€ claramente o fator de maior disturbio, ja que cresce ex-

ponencialmente com t.

Continuando o método anterior, Durbin [7] também
parte da consideracao da funcao h(t) no intervalo(nT, (n+1)T),
desta vez construindo um conjunto infinito de
fungoes impares, 2T-periddicas Kn(t}} (ver fig II), por de
finicao:

h(t) nT<t<(n+1)T

n = 0[1,2,-.. Kn(t) = .
: -h (2nT-t) (n-1)T<t<nT

De forma analoga, nos intervalos (-T,T), (0,T),

(T,2T) podemos escrever:

~h (nT-t) -T<t<0  (89a)
n=0,2,4... K () = h(nT+t) 0<t<T  (89b)
-h[(n+2)T-t]  T<t<2T (89c)
h[(n+1)T+t] -=T<t<0 (90a)
& e 1:3:5 w5 K (t) = -h[(n+1)T-t]  0<t<T  (90b)

h{(n-1)T+t]  T<t<2T (90c)

Agora, a representacao de Fourier para cada fun-

-~

cado impar K_(t) é:

K _(E) = ¥ B sen kr t = ¥ B sen , t (91)
n k=0 n,k T k=0 n,k k
_ rn+7)T -vt
onde Bn,k = f e f(t) sen Qk t dt (92)

nT
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S




—

.-e portanto outra representacao para f(t) é:

60

Somando (92) em relagao a n e comparando com (66):

x
n=0

B = B EHVt f(t) sen kr t dt = -2 Im {F(v+knm i)}
i T T T

‘Entdo somando (91) em relacdao a n e multiplican-

do ambos os lados por EVt obtemos uma relacao semelhante
a (85):
¥ VPR (t) = -2¢"° [Im {F(v+i km)} senkn t] - (93)
n —_— e —_—
n=0 T T T

Igualmente, no intervalo (0,2T) encontramos entao, usando
(83a, 89b, 89c, 90b, 90c):

etk () =£) + F e 2VKT (e krt) -2VF £(2kT-t)]  (94)

n=0 . k=1 ]

£(t) + ERRO 2 (v, t, T)

-

£(t) = —2¢'° [ ¥ Im{F(v+ikr)} senkn t] - ERRO 2 (v,t,T)
b i k=0 T T

]

Se analisarmos as duas expressoes semelhantes ob

tidas:
£t) + §F e~KVT [g(okTet) + e2VF £(2kT-t)] =
k=1 -
= Ha¥S [1 Re {F(V)} + § Re {F(v+kr 1) }cos kr t]
= 3 . et T T
(96a)
[=]
£(t) § o 2KVT [f(okmit) - e2VE £(2kT-t)] =
k=1

= —2¢"" [ § 1Im {F(v+km 1)} sen k1 t] (96b)
T k=0 T T
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qualquer uma delas nao mostra vantagem especifica, ja. que
ambos os termos do erro contém um fator que € exponencial-
mente crescente com t, ainda que estes fatores tenham si-

nais opostos.

Para uma analise mais precisa, notemos gue como

nao existe singularidades de F(s) no semi-plano direito
(Re {F(s)} > 0}. temos ([7]1, [3]) c>0, m>0 e E;O tal que
|f(t)| < c tm, para todo pi% -

Sendo assim, vejamos por exemplo o caso que
|£(t)| < ¢. Tanto ERRO 1(v, t, T) como ERRO 2(v, t, T) tem

o mesmo limite, dado por:

|ERRO 1(v, t, T)]|

kgﬁ - e-ZKvT (1 + eZVt) _
|ERRO 2)v, T, T) | = -
- e--2vT (1 + e2vt)
2vT
o
< ¢ exp (-vT + vT) cosh vt - (97)
: senh vt

Mas vamos reduzir consideraﬁelmente este limite
se somarmos em (96a) e (96b) :

£(t) + T e %VKT

[£(2KT+t)] = £(t) + ERRO 3(v, t, T) =
k : _

1

i [1 Re {F(v)} + T Re {F(v+km i)} cos k7 t
T 2 : k=1 - T T

Im {F(v+km i)} sen km t] (98)
0 T T

I
Il 18

k

para 0 < t < 2T .
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2vT

|ERRO3 (v, t,T) < K(2T)™ e~ (%1 4ot Omar

‘vt (2vm)™
(100)

onde K, al1,...,am+1 & IR.

De novo vemos que o termo do erro decresce rapidamente com

vT, e depende de T.

Ocorre também erro de truncamento em (98) devido
ao fato de ser somado em (98) somente um numero finito de

termos N. Este erro é expresso como:

ERROT (N,v,t,T) = et [ § Re {F(v+Km i)} cos k7 t
T~ Kk=N+1 T T
- Im {F(v+Krm i)} sen Km t] (101)

T i

Entao o valor aproximado para a transformada in-

versa f(t), por este método é

N
£g(t) = EZE [1 Re{F(v)} + 'L {Re {F(v+km i)} cos krm t
: T 2 k=1 i : T
- Im {F (v+K7m i)} {sen K7m t}] ' (102)
T B

A-éubrotina ALG-619 calcula a transformada inver

sa de Laplace usando (102) conforme veremos no capitulo 3.



CAPITULO III

UMA APLICACAO DA INVERSAO NUMERICA DA
TRANSFORMADA DE LAPLACE PELO ALG - 619

Neste capitulo discutiremos uma subrotina FORTRAN
para inversao numérica da transformada de Laplace, conheci
da como Algoritmo 619 ou ALG 619, a qual sera aplicada a
um pfoblema de- fluxo de neutrons num reatof nuclear leito-
—-fluidizado. Esta subrotiné foi desenvolvida por Pieésens
e Huysmans [13] e sera utilizada neste trabalho, experimeg
tando modificag¢des, incluindo algumas referentes a escolha

da abcissa o6tima de convergéncia.
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1. O Algoritmo 619 - {ALG 619)

Como ja pudemos constatar, existem muitos méto-
dos diferentes para inverter numericamente a transformada
de Laplace. Contudo, somente uns poucos métodos sao acei-

taveis para inversao automatica.

O algoritmo 619 tem como base uma das variantes
do método de aproximacdao por Séries de Fourier: o método
de Durbin (ver cap. II); segundo os autores Piessens e
Huysmens [13] por permitir aplicagdao a uma grande classe
de fungoes, um grande intervalo de valores de t e uma esti
mativa segura do erro, aspectos estes requeridos quando um
progfama € planejado.

Sendo assim, partindo de uma anélise geral, o

usuario introduz neste programa:

1. Uma subrotina para avaliar a funcdo complexa F(s), da

variévél complexa s, a ser invertida;
2. A abcissa de convergencia de F(s);
s 6 valor de t;
4., O erro requerido.

O .programa entao fornece um valor aproximado de
f(t) no intuito de satisfazer-a precisao requerida ou for-
nece uma observacao de que a precisao nao pode ser obtida.
Sendo que um valor aproximado para a transformada inversa
de Laplace, f(t), € dado pela formula de Durbin, estabele-

cida no capitulo anterior:
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£(t) = "% [Re {F(v)} + § Re {F(vikKr i)} cos Kn ¢
T 2 k=1 T T
~ L, Im {F (v+K7m i)} sen Km t] - (1)
- T T
sendo F(s) = ﬂf e 5t £(t)at + Re(S)>v (2)

A formula (1) é implementada numa subrotina FOR-
TRAN dita DLAINV; ainda existem as subrotinas auxiliares
DQEXT, que € uma implementacdo do algoritmo-t¢ de convergég
cia, e DIMACH, qﬁe fornece as constantes dependentes da mé

quina. (ver [12]).

Para os valores dos parometros livres & e T (ver

2/

cap. II) em (1), os autores sugerem T=16t e a=v+ ‘t, onde
. v € a abcissa de convergéncia de F(s). Com estes valores,
o erro de discretizacao (cap. 99) é desprezivel. Tomando
um valor menor de T, a eficiéncia pode aumentar (o numero
de avaliagoes requeridos de F(s) diminuiria), m;s as, cus-
tas da confiabilidade do erro estimado. (que é priorita-

ria).

A série infinita (1) € truncada automaticamente
pelo algoritmo-¢ de maneira que o erro de truncamento este

ja dentro de precisao desejada.

Ainda DLAINV fornece uma estimativa do erro abso
luto do resultado com?utado. - Esta estimativa inclui somen
te o erro de truncamento da avaliacdo das séries infinitas
(1) e nao o erro de discretizacao da formula de inversao,

que normalmente € muito menor (para valores grandes de T).
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O usuario tem de conhecer somente o significado

dos parametros da subrotina DLAINV. A seqgfiéncia chamada €

CALL DLAINV (FUN, T, V, EPSRE, EPSAB, RESULT, ESTERR, NUM,

IER)
sendo que:

Parametros de entrada:

FUN: subrotina definindo a transformada de Laplace como

uma funcao complexa

T valor da variavel independente para o qual a tfansfog

mada inversa tem de ser computada (T >0)
e ] abcissa de convergéncia da transformada de Laplace

EPSRE: Erro relativo requerido

EPSAB: Erro absoluto requerido

‘Parametros de saida:

RESULT -~ transformada inversa de Laplace

EPSERR - estimativa do erro: ABS (F(T) - RESULT).
NUM - Nimero de avaliacdes do FUN.

IER - Parametro que fornece informacao sobre o término do

algoritmo:

IER = 0 : término normal e seguro (convergéncia)

IER = 1 : os calculos foram interrompidos porque o 1li
mite do nimero de avaliacdes de FUN foi a-
tingido

IER = 2 : o valor de T € menor ou igual a zero.

A listagem do programa contém informacoes mais precisas.

Contudo, é preciso que se faca restrigdes quanto

a alguns aspectos, como:
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- para entrada da funcao F(s) a ser invertida &
exigida a decomposigao da mesma em suas componentes real e
imaginaria;

- a abcissa de convergéncia usada € arbitraria;

- 0 erro € estimado em termos da solucao exata

(EXA) , a qual nem sempre €& conhecida.

2. ALG-619 modificado:

Tendo em vista os aspectos acima citados, e apli
cacdao no problema (item 3, a seguir), introduzimos algu-

mas modificacgoes no ALG-619:

- a decomposigao de F(s) em suas componentes real
e imaginaria (no caso em que F(s) €& quociente de polino-

mios) passa a ser feita automaticamente:

-~ O erro passou a ser estimado em termos de algo

ritmos significativos corretos: ASC.

- finalmente, introduzimos ao algoritmo'a esco-
lha da abcissa otima de convergéencia (para N e T fixos) ,
considerando-se a definicdao de parametro otimo guando os

valores absolutos dos erros de truncamento e discretizacao

sdao iguais.

Com relacao a abcissa 6tima de convergencia, o
calculo é feito conforme [8]. Tomando-se: fN: o valor a-
proximado de f(t) computado por Durbin
: = N
fq(t) = e = [1 Re{F(V)}+ I {Re {F(v+kn i)} cos k7 t
T 2 k=1 iy T
- Im {F(v+km i)} sen krm t}] . (3)

¥ T
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e:
R(N,v,t,T) a expressao a direita (entre colchetes) no

erro de truncamento correspodente:

ERROT (N,v,t,T) = e'% [, ¥ . (Re {F(vekn i) }cos kn t

Ay T T

- Im {F(v+km i)} sen km t}] (4)
T AN
Ignorando a dependéncia de v em R, fixando t, T:R(N,v,t,T) R(N),S,
onde § € [ -1, 1] indica a aplicacao de um mé
todo de aceleracdo (8=1, nenhum métodé é usado). Assim:

ERROT (N,v,t,T) e’% R(N)S. - (5)

T °

a

Sendo f(t), por Durbin, dada por:

vt

<E£(8) _e’" [1 Re {F(M} +. I, Re{F(v+kn i)} cos kr t
- T 2 - T T
- % Im {F(v+km i)} sen km t] - ERRO3 (6)
k20 b &2
T T .
¥ 0<t<2T, onde
ERRO3 (v,t,T) = . e72VKT £ (2kT+t) (7)

& o erro de discretizacao; temos de (5), (6), (7)

vt -2vT)

£(t) - €5 R(N)S + 0 (e
T

n

fN(t) (8)

Agora, escolhendo-se vyr V, grandes, v, # v,, (por exem-

plo, vi = 20; vy, = v1 =2) , entéo:
b7 P o v.t
fN1(t} - sz(t) T L (9)
£.1(8) = £.°(8)
R(N)S = t — N (10)

ev2t _ ev1t
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Ainda, como o erro de discretizacao (7) pode ser

escrito como:

-2vT

e £(2T+t) + O(e'—4VT

"ERRO3 (v,t,T) ) (11)

Portanto, usando a definicao de abcissa otima
quando os valores absolutos dos erros de discretizacao e
truncamento sao iguais, e por (5), (10), (11), encontramos

a seguinte expressao para abcissa otima:

v = - 1 1n R(N) &S (12)
OPT ST+
T fN (2T+t)

a qual & usada no ALG-619 modificado.

3. Modelo de fluxo de neutrons dependente do tempo em um

reator nuclear leito-fluidizado

Num reator nucleér do tipo leito-fluidizado, a
reatividade cresce com a porosidade para um valor maximo
e depois decresce. Este reatof opera na condigcao critica
quando a poroéidade € a correspondente ao maximo da reati-
vidade. Um desvio da condicao critica pode ser simulado

por uma equacao de difusdo com fronteira movel. A distri-

buicao do fluxo de neutrons dependente do tempo no nucleo

cilindrico do reator & dada por: [ver [4]].
1l 9 _o¢(z,t) ; _ 1 23¢(z,t)
5 32 4 Nz - %1 d(z,t) + S(z,t) = 7 T
(13)
para z < 2 < z(t), O <z‘<ti, sujeita as condigoes de

fronteira
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- QE%ELE) + B ol(z,t) =v z=2, O<t<t  (14)
1 oy 1 ) s 1 1 1
3¢(z,t) + B ¢(z,t) =y z=z O<t<t (15)
o= 0O ""‘""é""z—" 2 2 2 b
2
e a condicao inicial C(z,t) = E(z), t=0, zl< X < z (0)

(16)
Onde o movimento da superficie da fronteira é especifica

do por z = z (t).

A técnica de inversao numérica da transformada
de Laplace por série de Fourier (ALG 619) foi aplicada ao
problema (13). Para investigacao do grau de precisao da
solucao de Laplace, foi considerado um problema de frontei

ra movel, com solucao exata conhecida; cuja formulagao é:

2
2% -Ko

para 0<X<1-vt, 0<t<t (17)
axz 5

39
ot

sujeito as condicoes de fronteira

ad(x,t) =0 ,; %x=0; 0;t<t ’ - (18)

T ox 1 .

¢(x,t) =.0 , x=1—Vt,. 0<t<2. ' (19)
e éondicéo inicial ¢(x,t) = 1, t=0, 0<x<1 (20)

Apiicando a (17) a técnica da transformada de

Laplace, a seguinte solucao € obtida:

d(x,t) = e_kt 1 = -] {cos h vk+s x} (21)
' 1= fos h [vk+s (1-vt)]}
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onde L_1 € o operador inverso de Laplace. A invers3ao em

(21) foi feita numericamente usando o ALG—61§ e posterior-

mente o ALG-619 modificado.

Uma comparacdo de resultados obtidos pelos méto

dos da transformada integral generalizada (ordem zero e
um) (ver [4]), por inversao numérica da transformada de
Laplace, e a solucao exata (segundo [4]), € apresentada

na tabela I. Observa-se que o ALG 619 e sua modificacao
apresentam bons resultados. Pela sua simplicidade, este
algoritmo pode ser utilizado a uma certa classe de proble-

mas de fronteira, com eficiéncia.
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X Método Valor Erro% v
Ordem zero |0,20538| 47
Ordem zero |0,14523| 4.2
% (1-vt) 12 ordem  |0,14354| 3.0
Laplace 0,13945| 0.01
Loplace 0,36431
3 !
Modif, 0,13943 - 0,24294
Exato 0,13939 - EL
Ordem zero |0,17471| 45
Ordem zero |0,12354| 2.6
2 (1=vt) 12 ordem  [0,12401| 3.0
| Laplace 0,12259| 0.3
Laplace
. 0,27859
Modif. 0,12039 - 0,24294
Exato 0,12036 -
Ordem zero |0,12693| 42
Ordem zero [0,08976| 0.1
2 (1-vt) 12 ordem  [0,09240| 3.1
Laplace 0,08992( 0.06
Laplace 0
= , 16897
‘ Modif. 0,08971_ 0,24294
Exato 0,08966 -
Comparacdo de valores numéricos obti

Tabela I:

dos para exp (kt)¢(x,t) por diferen-

tes métodos (c=1, t=0,5, v1=20,

=V

1=2) -
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APENDICE

A TRANSFORMADA DE LAPLACE

Neste apéndice apresentaremos alguns resultados
basicos da transformada de Laplace, no espirito do classi
co trabalho dé Widder [16]. A transformada sera definida
‘em termos de fungoes de variacao limitada. Isto permite
considerar uma classe ampla de fungoes que possuem trans-—
formadaé, em particular a clésse de funcoes de ordem ex-

ponencial que € comumente apresentada na literatura da

transformada de Laplace.

O estabelecimento da regiao e abcissa de conver
géncia € o primeiro passo que segue-se a definicgdo da
transformada de Laplace. A seguir considera-se o carater
analitico da transformada. A prqpriedade de unicidade
das transformadas, conhecida como o Teofema_de Lerch, abre
caminho para a formula de inversao por meio de integrais
de conto;no. Ainda sera considerado o produto_de trans-
formadas através do processo de.convoluqéo e finalmente
estabelecermos algumas propriedades de interesse especifi

co na resclugao de equagoes diferenciais.
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Definicoes e Convergencia

Seja a(t) = a1(t) + i a2{t) uma fungao complexa
de variacao limitada no intervalo 0 < t < R para todo R
poéitivo. Defiﬂimos a:transformada de Laplace-Stieltjes

da funcao a através da integral

2 et qu(t) = 1im SR et ga(e) (1)
0 R0 0 . .

~quando ela convergir para um dado valor de s. Neste caso
designamos a integral como F(s). Se-a(t) é de variacao

limitada no intervalo EitiR' para todo € positivo e R po-

sitivo, entao usaremos a notacao

fR -st

f°°+ &5 gs(t) = 1iu e do (t) (1)
0 R+ *
e->0

1/

quando o limite existir. Por exemplo, se a(0) = 0, a(t)= t sen ( ‘t),

temos que
=]

7 e da(t) = s [T tsen (D dt, Rels)>0,

mesmo que a(t) nao éeja de variacao limitada em torno da

origem.

Agora, se a integral (1) converge para %=w-dw '

0 0
entao, converge para todo s = v+i wcom v > v . Isto de
; _ 0 p

corre do seguinte resultado:

R
J
0

TEOREMA 1: Suponhamos que B(R) = e_SIt do(t) & limita

da para todo R nao-negativo. Entao

ﬂ? & o= da(t) = (shﬂ ) ﬂ? a~ =t B(t) dal(t),

onde a integral na direita converge absolutamente.

ot IS o pi'-“}‘

-
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Decorre que a divergéncia de (1) no ponto s=s
; 0
implica divergéncia para todo s com v < V .. Mais precisa

mente  temos trés alternativas:

(a) a integral (1) nao converge em nenhum ponto;
(b) a integral converge para todo-ponto;
(c) a integral converge para v > s © diverge

para v < v.

No caso (c) definimos Vg como sendo a abcissa de conver-

géncia. No caso (a) escreveremos v, = ®, € no caso (b)),

v = _mc-

Cc

0Os seguintes exemplos mostram que os trés casos

podem ocorrer:

* e—st o€ dt ; VMo & &
0 .

2 &t ¢ g ; v = ==
0 c
g i ; v.= 0
0 c

Para estes exemplos, consideramos o(t) da forma

al(t) = _ﬁ: £(t) dt, f Riemann integravel (2)
de modo que
I et da(t) = /7 e™St £(¢) at (3)

Quando.a(t) é da forma (2), escrevemos

L(f) = {T e~St £(t) at - (3) "

e nos referimos a (3)' como sendo a Transformada de Lapla

ce da funcao f(t). Usualmente denotamos (3)' como uma

funcdo F(s) da varidvel s. Observe-se ainda que para of(t)= 2/t,

por exemplo, temos

!_._.
8
1
0
r‘.
—_
N
l_..‘
8
1
»
ol
»
[

m
S
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‘no sentido de (1) "

Quanto a abcissa de convergéncia Var pode ser
determinada em termos da ordem de crescimento da funcao

a(t). Mais. precisamente:

TEOREMA 2: a) Suponhamos que

lim log |a(t)] =k =0 i (4)
t

tro

Entao, vV, = K. Esta afirmacao & também valida nos casos

*b) Suponhamos que v_ > 0. Entéo

C

Ve T TIim  log |a(t) ] (4")

tr0 . £

c) Suponhamos qué

“1im log la(t)] = o0,
t

t->o

e que lim a(t) nao existe. Entdo v, = Q.

Tt P ) .
d) Se a(x) = lim o(t) existe e se
. ’ t->c
Tim _log |a(t) - a(=)| = m < O,
tro t

Entao, v, = M.

e) Se Vi < 0, entao a(») existe e temos

Tim log |a(t) - a(=)]| = 0
tro e

Observe-se que c) nao & valida sem as hipoteses em al(t).

Pois se a(t) = 1 - e_t entao K=0, mas Ry & -1.
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Estes resultados decorrem das relacoes entre a

ordem de a(t) e a convergencia da transformada, como se-

gue:

Lema 1

s

' Se o(t) = O(eYt), guando t tende ao infinito,

para algum real y; entao a integral

f? a~8k da(t), s=v+iw

converge absolutamente para v > y.

Por outro lado, partindo das propriedades de convergencia

de integral, temos:

‘Lema 2:

Pois, para o(0) = 0, a(t)

Se a integral

=]

5 e—sF da (t)

converge para s=% = y+iéd com y > 0
(y<0) , entao

alt) = o (%),

quando t tende ao infinito. (respectivamente

alt) = al=) + 0(e"5).

Deve ser observado que o caso y=0 ndo é valido.

I

1 a integral (1) converge pa-

ra todo s; porem a(t) # 0(1) quando t tende ao infinito.

Também, se a(t) = 2 (t-<1) e a(t) = 2/t (£ > 1), a inte-

gral (1) para s=i € dada por

-iu
® e
iff

. du a qual é conveérgente. Mas a(x)
vu '

nao existe.

E importante ressaltar que da discussao acima

decorre, ‘em particular, que para funcgdes f(t) que  sdo

Riemann integraveis no intervalo 0 < t < R, para todo R
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positivo, e além disso s§0 de ordem exponencial, isto €,
lg(e)| < Mme'®, t>o0 (5)

a transformada F(s) = L(f) possui abcissa de convergéncia
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Analiticidade:

A funcdo F(s) definida pela integral (1) nao so
mente &€ deferenciavel dentro de sua regido °‘de convergén-

cia: Re(s) > Vor Quanto @ analitica no caso em que

Vs s 2 . Mais precisamente:
TEOREMA 3: Se a integral
F(s) = J e™°% da(t)

converge para Re(s) > vc <., entao F(s) & analitica pa-

ra Re(s) > Vc e

r&) (s) = o e85 (L)F  ga (k) (6)

Este resultado decorre de escrevermos

fn+1 -st

F(s) = 20 % e da (t)

n
e considerarmos que as funcgoes

§?+1 e 5% duit)

ééo-inteiros, com derivadas
(-nk P St ek qaqe,

e que a série acima converge uniformemente. Para este ﬁi

timo resultado ver o teorema 4.3 em Widder [16].

Agora, da analogia com séries de poténcias pode
riamos ser tentados a supor que F.(s) teria ao menos uma
singularidade no eixo de convergéencia, s=vc+iy, da inte-

gral que define F(s). Isto, contudo, nao € o caso.
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A funcao
F(s) = [ e St et sen(et)dE S 'E%? L
.0 »
claramente possui'vc = 05 como abcissa de convergéncia.

No enténto,'para v > 0 temos, apds a integracao por partes

Ple) = cos T s = EBSX dx
0 xS+1

Esta integral converge para v > -1, de modo qué
esta equagao serve para extenderlF(s) analiticamente no
' semi-plano v > -1. Isto é, F(s) nao possui sinfularida-
des no eixo imaginario, que €& o eixo de convergéncia da
transformada original. De fato, pode ser estabelecido,

por sucessivas integracOes por partes, que F(s) € inteira.

Um caso, no entanto, em que certamente existe
uma singularidade no eixo de convergéncia é descrito’ no

seguinte resultado:

Lema 3: Se a(t) & mondtona, entdo s=v_ & uma singularida
de de
F(s) = /7 %% da(t)

(Aqui é assumido que %c é finito).
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Unicidade:

A reconstrucéo da.funcéo a(t) em termos da sua
transformada (1) fequer duas coisas: uma aéequada defini
cdo de a(t) nos pontos de descontinuidade (saltos), e que
a transformada seja determinada de maneira unica. Aqui

estas questoes serao tratadas via fung¢oes normalizadas.

Uma funcao de variac¢ao limitada o*(t) no inter-

valo a<t<b é dita normalizada quando

a* (a) =0
% (+7T (T
Por exemplo, a*(t) = t-a, ou de forma mais ge-
ral: ~ a*(t) = _fat £(t)dt, £ Riemann integravel. Ou ain-

da, para cada funcao de variacao limitada a(t), temos que

a seguinte funcao:

a* (a) = 0 _

+ — .
a* (t) = ot ) 3 aft ) - q(a? (a<t<b)
a* (b) =

a(b) = af(a)
é normalizada.

Além disso, para cada f(t) continua temos que:

2 f)aalt) = L2 £(t)da* (t),
e a funcao 4: f(t)da*(t) também & normalizada. (a<t<b)

Qutro resultado importante & dado por:
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EEOREMA 4: Sejam a*(t), B*(t) ngrmalizadas, tais Que
7 &7 dax(t) = 7 &7 apr(e)

paré todo s em uma regiﬁao comum de convergéncia. Entao
a*(t) = B*(t), O<t<e

'~ Em particular, -se

I e St ft)at = s® 7St g(p)at

para todo s numa regicao comum de convergéncia, entao

£(t) = g(t)

para quase todo valor positivo de t. No caso de f(t) g(t)
serem continuas, a igualdade é valida para todo t > 0. Es
te resultado de unicidade decorre do seguinte teorema de-

vido a Lerch:

TEOREMA 4': Seja a*(t) normalizada, s, um ponto da regiao

J-St

de convergéncia da integral ﬂr e da*(t), e k um numero

positivo tal que

J.:ﬂ e—(sﬂ + nk)t

F(sn+ nk) = da*(t) = 0; n=0,1,2,...

entao,
a*(t) = 0 para 0<t<w,

O teorema de Lerch € obtido fazendo-se uma mudanca de va-

riavel:
oo T - 1 - —
0=1"¢ (s + Nkt 3ox(t) = f:°e“kt aB(t) = f a8 k! 1og

n=0,1,2,. ...
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onde

B(t) = 'ﬁf e 5 Y dax (u) | £ >0

e utilizando-se o seguinte fato:

Lema 4: Se a*(t) & normalizada em (0,1) e tal que
S
& tY da*(t) = 0, n=0,1,2,...

‘entao a*(t) & identicamente nula em (0, 1).

A segunda parte do teorema da unicidade (Teore-
ma 4) é consegliéncia de que se o*(t) = ﬂf f(t)dt, com £

de classe L no intervalo (0, R), para todo R positivo, en

tdao pelo Teorema de Lerch implica a*(t) = 0 e portanto
sua derivada [a*(t)]"' = £(t) & zero em quase toda parte;
ou mais precisamente, f£(t) = 0 para todo valor de t em

que f & continua.

Férmula de Inversido Complexa:

Pretendéﬁos obter uma formula de inversao para
a transformada de Laplace, ou seja, uma férmula' gue nos
forneca a funcdo a(t) de (1) em termos da funcao F(s).NeE
te sentido, a féfmulé de Cauchy para os coeficientes de
uma série de poténcias em' termos de sua soma fornece uma
analogia para o resultado de inversdo analitica que 1logo

estabeleceremos.

Inicialmente notemos que a integral de Laplace

de uma funcdo a(t) do tipo

0(0)=0, oa(t)=bn = Aq+ayt. .. n-1<t<n n=1,2,3,...
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S

fm e"St da(t) = ? 0 F(z) (z=e_s)
0 : . n
n=1
Portanto, temos que:
(1—2)—1 5 a, 2> s bn 2"
n=1 n=1
com
1 i) F(z)
b = r C dZ,
n 27i (1_z)zn+1
onde: F(z) denota a série de poténcias b bn 7"
' n=1
o contorno € o circulo [z| = Yy, com Y<1 e Y<p;

com p sendo o raio de convergéncia da série defini

.da pela integral acima.

Agora, uma mudanca de variavel nos fornece

1 c+im . F(s) ens
b = ——— . ds,
n 211 Tc-im -S
1-e
1 1
comec = log —— >0, ¢ > log —
Y - P
Pela teoria de residuos, podemos estabelecer que
. -
i S 1 C+ie F(s) e
alt) = bn = 27Ti c-1l s ds, (7)
para n-1 < &, < n; ¢ < 0; c < log A

o

Este exemplo de inversao simplesmente mostra o ti

a ser estabelecida num caso

po de formula que se
geral; também indica

ma mais precisa:

espera,

a possivel restricao c¢ > 0. De for-
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TEOREMA " 5: Seja a*(t) uma normalizada de variacao limi-
‘tada em (0, R) para-tddo R positivo,.e suponhamos que a

integral de Laplace

F(s) = [ e™5t ga¥ (t)
possui abcissa de convergéncia V- Entao para c > 0 e
c > Vet temos que .
a*(t) t>0
1 *
Idm et pO¥ET EUE). BB 40 0 TG Bs0
T+ 27i O T g
2
0 t <0

O resultado acima segue se uma integracéo por partes,

7= 7Bt

F(s) = [ e St qa*(t) = s a% (t)dt

que € valida quando Re(s) > 0 e Re(s) > v.. Na verdade,

temos:

TEOREMA 5': Suponhamos que a integral de Laplace

F(s) = [~ e™St a(t)at
converge absolutamente na linha Re(s) = ¢ para a(t) de

classe L em (0, R) com R positivo. Entdo

1 ,C+iT f(s) e5% as=0 , £ <0

lim | c-iT

T+~ 271
Além disso, se a(t) € de variacao limitada na wvizinhanca
de t, entao

a(t™) +a(t™) ,£>0
ds = 2

A fc+1T

lim
* Troo 2mi
a(0¥) ,£=0
2
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E claro que (8) e (9) sao a mesma coisa quando colocamos

a(t) = a*(t) e f(s) = F(s)/s.

E importante observar que a maioria dos enuncia

dos encontrados na literatura de métodos operacionais,

sdao casos particulares 'de (9). Por exemplo, se escolhe
mnos :
* _ rt
a*(t) = fo f(t)dt

onde f(t) &€ de ordem exponencial e com derivada f'(t)seg
cionalmente continua. A condicao relativa a derivada &
artificial no seguinte sentido: o resultado do teorema

5' & estabelecido com auxilio da integral de Dirichlet

([14], pg 65):
=] -+ ® e
lim — f° g(r) Sen T(t-T) 4. £(ET)+E(ET)

Este limite € mais facilmente demonstrado se in-
;luimos uma condicao na derivéda de f£(t). Tudo isto faz
parte do trabalho prévio ao teorema'dé inversao de Fourier-
Mellin, do qual também decorfe o teorema. de inversao da

transformada de Laplace do tipo teorema 5.
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Convolucao:

Finalizamos os aspectos basicos relativos

transformada de Laplace com o teorema da convolugao.

a

Ele

refere-se ao produto de transformadas, e pode ser conside

rado como um analogo do teorema de Cauchy para a multipli

cacao de séries de poténcias.

TEOREMA 6: Suponhamos gque a*(t), B*(t) sdo fungdes

malizadas, de variacao limitada, e que as integrais-

s t

L F(s)) = /7 e% da*(t), G(s))= [~ e %" dB*(t),
convergem absolutamente. Entao .
o -s t
F(s ) G(s ) = J e~ dy(t),

onde

yilt) = ﬂf a* (t-u) dg*(u) = {: B* (t=u) da* (u)

o

nor-

(10) .
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Propriedades de Diferenciacdo

A) Seja f uma funcao continua em (0, =), de. ordem

exponencial em [0, «] e tal que f' € seccionalmente con-

tinua em [0; »] . Entao

L{f'] = s LIf] - £(0%) (11)
onde £(0%) = lim_ £(t). Mais geralmente, se £,6', . £

-0 ;

sao continuas para todo t > 0, de ordem exponencial em
[0, =] e f(n) € seccionalmente continua em [0, =), en-
tao:

LI£''] = s? L] - s£(0%) - £'(0%) (12)

-
©
'

n-1

L[f] - s f(0+) -~ g®

Lig®) = §° =20 (0 0o =

_ f(n—1) (0*)

Como pode-se observarf a propriedade anterior tra
ta da transformada de derivadas, ou melhor, expressa a
traﬁsformadd aa derivada de f em termoé de L[f] e 'do com
portamento de £ em:-0. Resultad9 analogo pode ser estabe-
lecido para integrais, que também é freglientemente usado

no computo de transformadas e suas inversas:

Se £ € uma funcdo de ordem exponencial em [0,)
e seja a um numero real nao negativo. Entao:

t
LL%

f(x)dx] = % L[{€] = % ﬂ? f(x)dx (13)

Mais geralmente:
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LS 4 o ) s o ) 2 e ETE) - —— 2 f(x)ax
a a n n 7
S . s
n
1 20t fxdx dx == 2 2% 0L E f(x)ax. . .ax
= Th-1 0 a s ¢ a a :
s
(n-1) (14)
B) Se L[f] = F(s), com Re(s) > a. Entao substitu-
indo o argumento de transformada por s-a, sendo a uma
constante, temos
at
F(s-a) = L[e f(t)], Re(s) > a+a, (1:5)

Este resultado é conhecido como teorema da substituicao
- algumas vezes, ou como teorema da translacéo, e pode ser
escrito em termos das transformadas inversas como

™1 F(s-a)] = &2t 171 [r(s)]

ou

L™ E(s)] = 2% 17T [F(s+a)]

Esta propriedade é bastante utilizada quando
procuramos a transrformada inversa de F(s) usando é método
de fracgoes parciais para converter F(s) a uma forma na
quél sua invérsa possa mais facilmente ser identificada.

Também é impo&tante quando trabalhamos com funcoes "degrau

unitario". (ver [9]).

Finalizamos este item mencionando algumas pro-
priedades de f(t) deduzidas a partir do conhecimento de
sua transformadé F(s), sem a determinacido de solugao com-
pleté. . Em particular dois resultados simples, normalmen-

te usados, que se referem ao comportamento assintotico de
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f(t) com t+0 e t-rw,

C) - Se s+» através de valores reais, F(s)-0. Se

além disso f(t) € continua para t>0, entao:

-

lim s F(s) = lim £(t) (16)
S-+00 - =0
Se F(% ) existe e s+%+_ por valores reais,

F(s)+F(sn). Se além disso f(t) €& continua pvara t > 0,
entao:

lim s F(s) = 1lim £(t) (17)
s+0 t+oo '

provado que o lado direito de (17) existe e assumido que
f(t) € tal que sua transformada de Laplace existe para

Re (s) = ﬁe(% ).





