+ 0%
Autora: Bruna Lautert! - g K
o : . . 20~ 6 7%
. Orientador: Luiz Emilio Allen? §$’%g05 2
y 10\3 D

Instituto de Matematica e Estatistica
UFRGS

2 Professor Adjunto da UFRGS no

Instituto de Matematica e Estatistica XXVI I SI C
Saldo de Iniciacdo Cientifica

1 Licencianda em Matematica " s’ o

1 Introducao 2 Lema

Um grafo € uma estrutura G=G(V,E) formada por um conjunto V Seja B matriz pxq. Entao:

nao vazio finito, cujos elementos sao denominados vertices, e um 0 B B]

conjunto E, formado por elementos denominados arestas, que spect( BT 0 0 ) = \Espect([ OT BD U {0 de mult. q};
sao os subconjuntos de elementos de V dois a dois. BT 0 0. 5= 0

Na teoria Espectral de Grafos, as propriedades estruturais de um (0 B 0] 0 B

Grafo podem ser analisadas a partir dos autovetores e dos SPECt( B" 0 BT ) = V2spect ([BT OD U {0 de mult. p};
autovalores de matrizes a ele associadas. L0 B 0.

E, além disso, se B é nao-negativa e tem somas de linhas e colunas
positivas, entao:

Apresentaremos e construiremos, nesse trabalho, a partir dos
resultados do professor Steve Butler, um caso particular de

Grafos Bipartidos que possuem mesmos autovalores (espectro) 0 B B 0 B
tanto para sua Matriz de Adjacéncia quanto para sua Laplaciana spect L( BT 0 0 ) = spect (L (’BT ()D) U {1 de mult.q};
Normalizada, ou seja, que sao Coespectrais para tais matrizes. BT 0 O
0O B 0] 0 B
G=G(V,E) é bipartido quando: spect{ L{ |IBY 0 B"||]=spect (L ([BT OD) U {1 de mult. p}
V(G) =V; UV,,comV; NV, = @, ou seja: L0 B 0.
quando as arestas de G sao sempre da forma {VLVZ}, com
viemV; ev, em V.
3 Teorema
2 o . | Seja G um grafo bipartido dado com
,sei=jed() #0; IVi| = p < |V,| = q,M(G) Matriz de Adjacéncia e L(M(G))
- 1,sefi,j} €E —1 se {i,i} € E; Laplaciana Normalizada de G. Ent3o:
1710, caso contrario \/d(i)d(')’ ') '
’ J spect(M(G1)) —spect(M(G,)) =(q-p) autovalores 0.
. 0, caso contrario.

Ainda, se G nao tem vértices isolados:
spect(L(M(G;))) —spect(L(M(G,))) =(qg-p) autovalores 1.

4 Exemplo

Seja G(V,E) Grafo Bipartido: Temos as respectivas Matrizes de Adjacéncia e Laplacianas
V. AV, = 0 @ v Normalizadas com seus respectivos espectros (autovalores Ay ):
1 2 = ¥ 2 ’ !
| | _ 4 vE M(G,): 123 43 4
V(G) = V; UV, tal quer{ Vi = {viv2; M(G)'l_é i j ;}_ h=— = ( 1)1 00111 173
1 5 210 0 0 1 0 1| , _
UE — {V3'V4}. 210 0 0 1 12=§+7 3l1 0 0 0 0 o A, 3+\X§
Vi 51000 1 V5 41 1000 0f =L ¥
411 1 0 0. l3=§_7 311 0 0 0 0 O 2 2
. . , . -1 V5 vl1 1 0 00 o, __1, V5
Seja G; (VE) Grafo Bipartido construido a partir de hy=—+— Y
G(V.E),“anexando” mais um subconjunto V, e suas respectivas M(G,) LM(G)): * 4 j_ S
: - : 1.2 3 4 1 2 - V2 -1 6 =
arestas com o subconjunto V;, ou seja,: @ @ v 0 0110 o N=-3+vs 1 1 0 — — -
(ViNV; = 0; 2 210 0 0 1 0 of . [~ 7| M=
17773 {3, 311 00 0 1 0f 23S 200 1 o0 —| n=2
V; =V, UV,; 4/t 10 0 1 1f , _1 V5 3 X g
0 0110 0f 7 vZ V2 33— 0 1 o0 373
V(Gy) = V; U Vs tal querq Vi = {vv2} (v)) (v2) Vs looo oo, 1.5 12 =t
4 — 4 — —_
V2 = {V3,Va}; wio ol 01
! / ! Ae =0
V" = {v3,V, }. T
Vs 1|1 o 22 —V2-1-V2 i —1-—2 ‘
- 2 4 2 4 111 0——=10 0
5 0 1 0 —1 0 —1 l1=2 2 _41 7\.122
. . . , : 2 0 2 |lu2® 200 10— 0 0of =3
Seja I(VE) Grafo Bipartido construido a partir de G(V.E), 1 P72 : 2 *72
“anexando” mais um subconjunto e suas respectivas arestas o N=3 3|5 01 0 — 0| k=3
com o subconjunto  , ou seja,: @ @ A 22210 0 0 o ;:z‘i Lzt V2.1 ;‘:z‘l’
V, NV, = @; ' 42 o1 TE Y T e
(V2 NV = : |00 0 1 0 y —1—2
U4:V1UV1; 4_@_1 0 U?Tl 0
——0 0 0 1 , —1
V(G,) =V, UV, tal que:{ V; ={vyvp}; @ Vo -4 2 ' 200 00 — 0 1
VE = {Vg vq,}; .
’ _ spect(M(G,)) = spect(M(G,));
"= {v." v, Assim, temos:{ R . . (Teorema
Wi =g () v spect(L(M(G1))) = (L(M(G,))). )
1 |
- spect(M(G,!z)) = ﬁspect(M(G)) U {0,0};
Mostraremos que, como |Vy| = |V;| e como V ndo possui vértices e ainda: H ) (Lema)
isolados em G(V,E), entdo H(G) e I(G) sao dois grafos bipartidos spect (L(M((—’LE))) = spect(L(M(G))) U {1,1}.
coespectrais tanto para Matrizes de Adjacéncia quanto para

‘ ‘ - eréncias: | .
Lapl acianas Normalizadas (TED rema) Regth adjacency and normalized Laplacian matrices,

BUTLER, Steve, Ci ospectral graphs for b P




