UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
Instituto de Matematica

Programa de Pds-Graduacao de Matematica

EXIST]?]NCIA~ E UNICIDADE DE SOL}JQAO PARA
EQUACOES SEMILINEARES ELIPTICAS

Lucinéia Fabris

Porto Alegre, 03 de Junho de 2008.



Dissertacao submetida por Lucinéia Fabris* como requisito parcial para obtencao
do grau de Mestre em Matematica, pelo Programa de Pés-Graduacao em
Matemética do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio
Grande do Sul.

Professor Orientador:
Dr. Leonardo Prange Bonorino

Banca Examinadora:
Dr. Alexandre Tavares Baraviera (PPG-MAT/UFRGS)
Dr. Eduardo Henrique de Mattos Brietzke (PPG-MAT /UFRGS)
Dr. Leonardo Guidi (PPGMAp/UFRGS)
Dr. Paulo Ricardo de Avila Zingano (PPGMAT/UFRGS)

Data da Defesa: 03 de Junho de 2008.

*Bolsista CAPES - Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior

il



Agradecimentos

Agradeco a Deus.

A minha mae Erni Terezinha e ao Moisés. Aos meus irmaos Eder e Adilson
e, assim, as cunhadas e sobrinhos. Familia! Sé eles conhecem a verdadeira
batalha enfrentada para a obtencao deste grau.

A todos os tios. Em especial aos tios: Eldiro, Normélia, Vicente, Edir,
Claudete, Alcimar e Nelvi. E, também aos primos, pelo interesse e apoio.
Ao “Tio” Edézio.

Vérios agradecimentos ao meu orientador Leonardo Prange Bonorino, sem
ele o trabalho nem teria comecado.

Aos professores da banca, Alexandre Tavares Baraviera, Eduardo Henrique
de Mattos Brietzke, Leonardo Guidi e Paulo Roberto de Avila Zingano, pelas
corregoes, parabenizagoes e incentivos.

Aos professores do Programa de Pos-Graduacao Luis Gustavo Doninelli Mendes,
Miguel Angel Alberto Ferrero, Ivan Edgardo Pan Perez, Luiz Fernando Car-
valho da Rocha, Paulo Ricardo de Avila Zingano e Alexandre Tavares Bar-
aviera.

A CAPES - Coordenacgao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior.
A amiga Rosane, secretaria da Pés-Graduacao em Matematica.

Aos amigos da Pés-Graduacao. Em especial: Luciane, André, Hugo, Cle-
ber, Flavia, Débora, Jairo, Jesus, Raquel, Lisandra, Edite, Fagner, Patricia,
Samuel, Vitalino, Joao e Adriana.

Aos demais e nao menos importantes amigos e amores. Talvez, os mais im-

portantes. Em especial ao Adilson, por ter perdido horas de sono assistindo
os ensaios para a apresentacao da dissertacao!

il



Resumo

Neste trabalho estudamos a Existéncia e a Unicidade de Solucao nao nula
do problema de Dirichlet
—Au = f(z,u) em £
u > 0 em £
u = 0 em Of),

onde Q C RY é um dominio aberto limitado, com fronteira suave. Mostramos
f(z,t)

que se — é decrescente em t e satisfaz algumas condicoes de regularidade,

entao a solucao do problema é tnica.
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Abstract

In this work we study the existence and uniqueness of nontrivial solution
of the Dirichlet problem

—Au = f(z,u) in
u > 0 in Q
u = 0 on 0f),

where 0 C RY is a bounded domain with smooth boundary. We show that if

f(z,t)

of the problem is unique.

is decreasing and satisfies some regularity conditions, then the solution
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1 Introducao

Neste trabalho mostramos a existéncia e a unicidade de solucao fraca limitada
do problema de Dirichlet

—Au = f(z,u) em
> 0 em £
(1.1)
# 0 em ()
= 0 em Of)

para um dominio qualquer Q C R¥, limitado e com fronteira suave, onde a
fungao f: Q x [0, +00) — R, satisfaz as seguintes hipéteses:

a funcao t — f(z,t) é continua em [0, 00), para quase todo = € .

f(x,1)
t

para quase todo z € €.

(H))] a funcao t — é estritamente decrescente em (0, 00),

(Hy) para cada t > 0, a fungao x —— f(x,t) estd em L>(2).

(H3) 3C >0, tal que f(x,t) < C(t+1), para quase todo x € Q e Vi > 0.

Considere

ag(x) := lim f(,t)

t—0t t T totoo

Nosso resultado é o seguinte:

Teorema 1.1. Existe, no méximo, uma solugao de (1.1). Além disso, a
solugao de (1.1) existe se e somente se

A=A — ag(z)) < 0 (1.2)

AM(—A —ax(z)) >0 (1.3)

onde, A\j(—A—ag(x)) denota o primeiro autovalor do operador (—A —ag(z)) e
A (—A—ay(z)) o primero autovalor do operador (—A —a.(x)) com condigao
de Dirichlet zero. Daremos, quando necessario, uma formulacao explicita para
estes autovalores.



Observagao 1.1. No caso especial de f(x,t) = f(t), isto é, quando a fungao
f independe de z, os resultados (1.2) e (1.3) equivalem a
Ao < )\1(—A) < ayg.

De fato, se f(x) independe de x, entao ag(x) = ¢11 € ax(x) = oI, onde I é
o operador identidade e ¢; e ¢y sdo constantes reais, assim, \j(—A — ¢l) =
)\1(—A) — C.

Portanto,

M(—A —ap(x)) = M(-A—-cl) < 0
s MEEA) - < 0
& A (—A) < .
Ou seja, A\;(—A) < ¢1. E, por raciocinio analogo,
M(—A —ax(z)) = M(-A—cl) > 0
S M(=A)—c > 0
=

)\1(—A) > Ca.

Logo, A (—A) > ¢y. Portanto, destes dois resultados, temos a, < A1(—A) <
ag. Dessa forma, concluimos a Observagao.

f@t)
t

De (Hy), temos que a fungao t — é estritamente decrescente em ¢.

t
Entao ao t — 0 a funcao f(xt, ) cresce. Logo,
t
ag(xr) = liQ@ > —00 e ap(z) < +o0.
t—0

Ou seja,

—00 < ap(z) < +oo.

z,t
Da mesma forma, ao t — 400, a fungao ¢t — @ decresce. Logo,
t
aoo(z) = tliEl f(xt, ) < +oo e aoo(T) > —00.



Ou seja,

—00 < ago(T) < +00.

O resultado essencial que deve ser preservado é que a funco a(z) pode assumir
os valores +00 e —00.

Este trabalho foi desenvolvido com base no artigo publicado por H. Brezis
e L. Oswald [BO].

Na secao 2, temos as preliminares, onde damos alguns conceitos e re-
sultados basicos para o decorrer deste trabalho. Na secao 3, mostramos a
unicidade de solucao fraca limitada do problema de Dirichlet 1.1. A unici-
dade de solucao para o problema de Dirichlet com a equacao —A,u = f(z,u),
[, 1)

tp—1
tamos tratando, estd provada em [KB]. Na secao 4, mostramos a condi¢ao
necessaria do Teorema 1.1. Na secao 5, mostramos a condicao suficiente do
Teorema 1.1, ou seja, a existéncia de solucao fraca limitada do problema de
Dirichlet 1.1. Aliés, o resultado mostrado, devido a sua generalidade, implica
na condicao suficiente do Teorema 1.1.

Queremos ressaltar, ainda, que o Teorema 1.1 esta fortemente relacionado
a outros resultados. Destacamos alguns, como Keller e Cohen [KC], Cohen e
Laetsch [CL], Krasnoselskii [KM], Teoremas 7.4, 7.15, Amann [AH], Amann
[A], Hess [H], Figueiredo [F], Berestycki [BH|, , Benguria [BR], Benguria,
Brezis e Lieb [BB], Smoller e Wasserman [SW]|, Laetsch [L], Simpsom e Cohen
[SC] e Keller [K].

onde é decrescente, ou seja, uma generalizacao do problema que es-



2 Preliminares

Notacgao:

e Dizemos que V CC €2 quando o aberto V esta fortemente incluido em (2,
ou seja, o fecho de V, V, é compacto e V C Q.

e (2 é um subconjunto do RY aberto, limitado e com fronteira de classe C*.
e o-pequeno. Dizemos que

f=o0(g) a0 z— o

sempre que

x
L@l
z—z0 |g(w)]
e Dizemos que f é estritamente decrescente para frisar esta propriedade da
funcao em questao. Porém, queremos que fique claro que estritamente decres-

cente e decrescente sao resultados equivalentes e, equivalem, ainda a definicao

Se x <y, entao f(x)> f(y).

e Seja A um subconjunto de RY. Definimos a oscilacdo de g : A — R por

08Creng(x) = max g(x) — min g(x).

e Uma bola aberta de centro xy € €2 e raio R > 0, sera dada por

Br(zg) ={z € Q;d(x,z0) < R}.

e A derivada parcial de uma funcao ¢ : 2 — R na direcao do vetor normal n
no ponto xg € €2, sera denotada por

9 (1y).

on
e Dizemos que um ponto zy € () satisfaz a condi¢ao da bola interior, se e
somente se, dx € Q e B.(z) C Q, r > 0, tal que xy € IB,(z).

Definicao 2.1. Uma seqiiéncia (), em um espago métrico X, chama-se
uma seqiiéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe kg € N tal
que j,k > ko = d(zj,z1) < e.

Definicao 2.2. Um espaco métrico M é completo quando toda seqiiéncia de
Cauchy em M, é convergente.

Definig¢ao 2.3. Um espaco de Banach é um espago normado completo (com-
pleto na métrica definida pela norma).

Definicao 2.4. Um espaco de Hilbert H é um espaco de Banach com produto
interno. Além disso, sua norma é gerada pelo produto interno.



Algumas das defini¢oes a seguir sdo encontradas em [B].

Definicao 2.5. Seja 2 C R™ um aberto.

e Uma funcao f : 2 — R é dita mensurdvel se para todo aberto O de R
tivermos f~(O) um subconjunto mensuravel em €.
e O espaco das fungoes continuas em §2 é denotado por

C(Q) ={u:Q— R, continuas}

e O espacgo das fungoes k vezes continuamente diferenciaveis em 2, k > 0, é
denotado por

CH(Q) = {u:Q — R; k vezes continuamente diferencidveis em Q(k > 0)}

e O espaco das fungoes continuas a Holder, com expoente «, é denotado por

€N |$ - y|a

C(Q) = C"*(Q) = {u € C’(Q);supM < oo} , 0<a<l.

e O espaco das fungoes k vezes continuamente diferenciaveis a Holder, com
expoente «, ¢ denotado por

ch(Q) = {u € C*(Q); Diu € C¥*(Q), Vi, |i| < kz}
e Denotamos C*°(§2) como sendo o conjunto das fungoes infinitamente dife-
renciaveis em ().
e O espaco C5°(€2) é o espago das fungoes C™ com suporte compacto em {2,
ou seja,

Co* () = {u € C=(Q); {u(z) # 0} CC Q}.

e O espago das fungoes localmente somdveis é o espago definido por
L,.(Q) = {u :  — R mensurdveis, tais que / lu|dz < 00, VV CC Q} :
1%

e Seja u € L} (Q). Definimos a derivada parcial de uw no sentido fraco,
loc

u
5’@’

r = (21,29, ...,2,) € R", como sendo um funcional linear definido em C§°(2),

dado por
ou B Op L dp
g0 = (52) = = [ FE @

para toda ¢ em C§°(£2). Estas fungoes ¢ sao conhecidas como fungdes teste.

e Sejau € Lj,.(Q2). Definimos a derivada de u no sentido fraco, por




D*u() = (1) u(D%) = (=1)°! [ u()D* (ol
onde, a = (aq, g, ..., ay), com o; € NU{0}, |a| =a1 +as+ ...+, €

g 92 g
o5l o5z b

Nesta notagao, podemos representar o laplaciano por

DO(

0 0 (2,0,...,0) (0,...,0,2)
A==+ ..+ == D@0 4 DO,
oz ot o + ot

Assim, dizemos que D®u existe no sentido fraco, equivale a dizer que existe
v e L} (), tal que

loc

D%u(v) = / Du(x)v(z)dr = (—1) / u(z) D (x)dx = (—1)“u(D)
Q Q
e O espaco LP, 1 < p < o0, é definido por

LP(Q)) = {u : 2 — R mensuraveis, tais que / lulPdx < oo}
Q

e sua norma ¢é definida por

1
| llzry= ( / |urpdx)
Q

e O espaco L, é definido por

L>(Q) = {u: Q — R mensurdveis, tais que supess|u| < oo},

onde supess u = inf{c € R;|{zx € Q;u(x) > c}| = 0}. A norma ¢é definida
por

| u ||o= supess|ul.
e O espaco de Sobolev
Wh(Q)

consiste de todos as fungoes u :  — R, u € LP, tais que para cada multi-
indice a, com |a| < k, D% existe (no sentido fraco) em LP(€2). Ou seja,

WkP(Q) = {u € LP(Q);u € LP(Q) e D*u € LP(Q), com |a| < k}



Denifimos uma norma no espaco de Sobolev W*?(Q) como sendo

R DO AL

|la|<k

para 1 < p < o0.
e Este trabalho é desenvolvido no espago de Sobolev, com &k =1 e p = 2,
entao, a definicao de espaco de Sobolev, resume-se a

ou

6@

HY(Q) = W'2(Q) = {u € L*(Q); € L*(Q), Vie{l, n}}

com norma H' dada por

I o= ( / |Vu|2dm) N ( / u%zx)
Q Q

Além disso, o espaco das funcdes em H'(£2) com suporte compacto em €2, é
defindo por

D=

oo—Hl(Q)
Hy(Q) =C () .

O espaco Hg () é de Hilbert em relacio ao produto interno

< u,v >= / VuVudz
Q

e a norma em H,(Q), que provém deste produto interno, é definida por

| u = (< w0 >)% = (/ ‘Vu|2d:c) .
0

Intuitivamente, Hj () é o conjunto das fungoes em H'(£2) que se anulam na
fronteira de €2. Ou seja,

Hy () = {ue H(Q);u=0em 0Q}.

e Desigualade de Hélder. Suponhamos que 1 < p,q < 0o, onde p e ¢ satis-

1 1
fazem — + — = 1. Entdo, se u € LP(Q), v € LI(Q), temos
p q

1 1
[ wide < u el o o= ( [ tarae)” ([ pivas )"
Q Q Q



Definigao 2.6. Seja X um espaco de Banach real.

e Um operador linear limitado [ : X — R é chamado um funcional linear
limitado em X.

e Escrevemos X’ como sendo a colecao de todos os funcionais lineares limi-
tados em X. X’ é dito o espaco dual de X.

Definicao 2.7. Seja X um espago de Banach real. Dizemos que uma seqiiéncia

(un)o2, C X converge fracamente a u € X e denotamos por

Up — U,

l(un) — 1(u)

para cada funcional linear limitado [ € X".

Definigao 2.8. Dizemos que uma fungdo G[| é fracamente semicontinua
inferiormente em Wy *(Q) = H} () se tivermos

G(u) < liminf G(uy)

k—+o0
sempre que uy, — u em W, (Q) = HA(Q).

Teorema 2.1 (Divergéncia). Se u,v € C*(Q) e  é um conjunto aberto, com
fronteira suave, entao,

/uAvdx:/ u@dS—/Vqudx.
Q o On Q

Teorema 2.2 (Convergéncia Dominada). Seja f, :  — R uma seqiiéncia
de funcoes integraveis convergindo quase sempre em ), para uma funcao f,
dominadas por uma funcao g, integravel, entao

/an(x)dzx—>/9f(x)dx.

Por dominado, entende-se |f(z)| < g(x), Vz € Q.

Teorema 2.3 (Convergéncia Mondtona). Seja f, : @ — R, uma seqiiéncia
de fung¢oes mensuraveis tal que

0< filz) < fole) <. < fulz) < ...,

Entao f:= lim f,(z) = sup f.(x), é uma fun¢do mensuravel e
n—+00 n—+o0 l

/Qf(:v)da: :nETwan(x)dx.



Lema 2.1 (Fatou). Suponhamos que as fungoes (fx)5—; sdo nao-negativas e

somaveis. Entao

k—oo

/ liminf fydzr < liminf frdx.
RN k—oo RN

Os Teoremas 2.4, 2.5 e 2.9 estao provados em [E.

Teorema 2.4. Seja ) um subconjunto aberto e limitado R, com fronteira
suave, N € Ne 1 < p < N. Entao, existe C = C(N,p,Q2) > 0 tal que

N
| |l a< C || Du || oy, Yu € Wy (Q) e 1 < g < px, onde, pk = N——pp

Observacao 2.1. Um caso particular deste Teorema é a Desigualdade de
Poincaré, com p=q =2

| w2 < C || Vu || z2q)

Teorema 2.5 (Rellich-Kondrachov). Seja  um aberto limitado do RY tal
que 09 é de classe C'. Se p < N, entdo, a aplicacao identidade,

Id: WhP(Q) — LY(Q)

¢ compacta para 1 < g < px = NN—f;). Além disso, se (uy,), C WH(Q) é uma

seqiiéncia limitada, entdo, existe uma subseqiiéncia (uy, )x tal que

Uy, —uem LY Vg<px.

Alguns dos Teoremas a seguir estdo provados em [TG]. O Teorema 2.6 cor-
responde ao Teorema 8.34 e o Teorema 2.7 corresponde ao Teorema 8.29.

Teorema 2.6. Para 0 < a < 1, seja 2 € RY um domfnio C'* e L um
operador da forma

Lu =Y D'(aj(x)D'u+bi(x)u) + Y () D'u+ d(x)u

ij=1 i=1
satisfazendo

N
(1) Z aij(2)6& > NEP?, Vo eQ, V¢ e RN, para algum A > 0.

ij=1

(i1) /Q(dv —b;Dv)dz <0, Yv>0, vedCyQ).

(%Z) ijI:nlaXNﬂaij’ bi|0’a;Q, |Ci7d|0;Q} < K, com K < oo.

10



Sejam g € L™(Q), f* € C*(Q) e ¢ € CH*(Q). Entdo o problema de Dirichlet
generalizado
Lu=g+D'f" emQ, u=¢ em ON.

é unicamente solivel em C''*(Q).

Teorema 2.7. Seja L um operador dado por

Lu—ZDlaU YD u + bi(z ch D'u + d(z)u

i,j=1

uniformemente eliptico em {2 e com os coeficientes limitados em (2, isto é, L
satisfaz as condicoes

N
Z )& > MEPP, Vo eQ, € €RY, para algum A > 0.

N N
Z i ()P < A% A2y (i) P+ lei(@)P) + A7 d(2)] < V2.
=1 =1

-~

Sejam f; € LY(Q),i=1,..,N, g € L%(Q) para algum ¢ > NN, e suponha que
() satisfaz a condicao uniforme da bola interior em uma particao limitada 7.
Entdo, se u € W?(Q) satisfaz a equagio

Lu=g+ D'f

em () e existem constantes K, ag > 0 tais que

u< KR™ VxoeT, R>0,

C
dQNBR(zqg)

segue que u € C*(QUT) para algum a > 0 e para qualquer Q' CC QU T,
| ullca@n< C (sgp lul + K + k:)

A
ea:a(N,—,

3 Vd’,V,q,ozo), C’zC’(N

A
% v, V,q, ap, d'), sendo que

d = dist(V,00—T) e k=\" (|| Fllzoey + 1l g ||L%(m> .

Se 2 =, d representa o diam(f2).

e Neste trabalho (a;;) é a matriz identidade, ¢ =0, g é L® e f = 0.

11



Teorema 2.8 (Principio Forte do Méximo). Seja L um operador satisfazendo
as mesmas condicoes (i), (ii) e (#ii) do Teorema 2.6 e seja u € WH*(Q) tal
que Lu > 0 em €2. Se para alguma bola B CC (2, temos

supu = supu > 0,
B Q
entao, a funcao u é constante em ).

Lema 2.2 (Hopf). Seja Q € RY aberto e u € C*(Q2) N C(Q) tal que

Lu = Zaw uzﬂj—l-Zb z)uy, + C(z)u <0

a) Suponhamos C'(z) = 0 e que existe zg € I tal que u(x) < u(xg), Y € (.

Se xq satisfaz a condicao da bola interior, entao, —u(xo) > 0.
n
b) Suponhamos C'(x) > 0, u(zg) > 0 e u(zg) > u(x) para todo x € 2, zy € 02

.~ . . ~ U
com a condigao da bola interior, entao, a—(l‘g) > 0.
n

Teorema 2.9 (Teorema da Solucao de Euler-Lagrange). Seja L um lagrangiano
que satisfaz as condigoes de crescimento

[L(s,z,2)] < CO(s|” +[2]* + 1)
[DsL(s, )| < C(ls[* + |27 + 1)

[D:L(s, z,x)| < C(ls|" +[2] + 1)

onde C' > 0 é uma constante que independe de s, z e 2. Se ug € WH(Q) é
um minimo do funcional

J(u) :/QL(Vu,u,:v)d:v

entao, ug satisfaz

/DSL(Vuo,uo,x)Vgpdx+/DZL(Vuo,uo,x)gpdx:O,
Q Q

para toda ¢ € W, 9(Q). Ou seja, uy é uma solucao fraca de

N
—Z(Lsi(Vu,u,x))%+LZ(Vu,u,x) =0 em Q
i=1
u = g em ON.

12



Definigao 2.9. Definimos a solugdo do problema (1.1) como sendo uma
funcio ug € Hy(2) N L>(Q), que é solucdo fraca do problema

—Au = f(z,u) em
u > 0 em ()
u # 0 em ()
u = 0 em Of)

isto é,

/Q VuoVipds = / (2, uo)p(x)dz

Q
VQDEHéeuOZOeu()iOemQ.

Defini¢ao 2.10. Neste trabalho, A\;(—A —a(x)) denota o primeiro autovalor
do operador (—A—a(x)) com condigao de Dirichlet zero, onde a(z) representa

ao(x) ou auo(x).

13



3 Unicidade

Nesta segao mostraremos a unicidade de solugao do problema (1.1). Primeiro
observe que das afirmagoes (H,), (Hsy) e (H3), a fungao f(x,u) estd em L>®(Q),
onde u : 2 — (0,+00) é solucao fraca limitada de (1.1). De fato, suponha
u >0 em € e tome x € (). Entao,

G e lle) | [ | u o) f(z, u())
Il floo I [l

| f(z, u(2)) |

= u(x) = u(z)
Ou seja,
S fulle) | flryu() _ O u(z) [ +1)
Tele  © wle) © u@

Multiplicando estas desigualdades por u(z) € (0,4+00), obtemos

Il floo

| f( [ ulloo) [< S, u(z) < C( ulz) [ +1).

u(z)

Il floo

| (@[] floo) |-

Agora, como || u ||oo> u(z), Yu € H}, segue que, —1 < — . Assim,

u(z)

Il floo

_‘f(xvnuHoo)‘S_

Portanto,

— [ (@, [ ulleo)| < S, u(z) <Ol uz) | +1)

Com isso, provamos que, f(x,u) esta em L>((2).

Observacao 3.1. A partir disso, f € LP para p < oo e, pela Teoria de
Regularidade, que trata da desigualdade de Calderon-Zygmund, (ver Teorema
9.15, [TG]), temos que u € W?P(Q) para cada 1 < p < oo. Logo, u tem
derivada segunda em LP e, portanto, Au esta definido quase sempre em {2 e
—Au(z) = f(x,u(r)) quase sempre em 2. Queremos ressaltar que, ao longo
do trabalho, ora omitiremos a terminologia “q.t.p.” (quase todo ponto), para
o laplaciano de u e ora o explicitaremos. Além disso, como f(z,u) € L*>(Q),
entdo u € C1*(Q), conforme o Teorema 2.6.

Provaremos agora um Lema que sera utilizado na prova da unicidade.

14



Lema 3.1. Suponhamos que,
. para quase todo = € 0, a fungao t — f(z,t) é continua em [0,+00) e a

fzt)
t

funcao t — é estritamente decrescente em (0, +00);
. para cada t > 0 a fungao = —— f(x,t) estd em L>(Q);

. u = u(x) é solugdo do problema (1.1).

Entao temos: 5
u>0 emQ e _u<0 em 0.

on
Prova: Por hipétese, u é solugao do problema (1.1), logo, u > 0. Pela
U ||oo, Yu € HL(Q). Logo, f(z,u) >
u
) .. < ) .
/ (IH’ I T’L | ), ja que a funcao t —— @ ¢é estritamente decrescente em
U ||oo

(0,+00). Por hipétese, para t =|| u [|o> 0, temos que a funcao x +— f(z,t) é
L. Logo, 3M > 0 tal que If(z, || uloo)] < M. Daf, como | v [|oo> 0, temos

falu )l M
ol ol

Logo, pelas propriedades de moédulo,

=M

fla 1w lloe)

> —M.
I floo

Com isso,

S, u)

u

>-M < f(zx,u) > —Mu.

Mas u é solugao de (1.1), logo, u satisfaz —Au = f(z,u) em qtp €. Entao,
para M > 0,

—Au>-Mu & —-Au+Mu>0.

Considere o funcional Lw = —Aw + Mw em 2. Note que € é um dominio
limitado com fronteira suave, logo €2 satisfaz a condicao da bola interior para
todos os pontos xy € ). Suponha, por contradicao, que, para algum ponto
x* no interior de 2, temos u(z*) = 0. Logo, u assume um minimo nao-
positivo em Q, pelo Principio Forte do Méximo para solucdes fracas (ver
[TG], Teorema 8.19) , com M =C >0 ¢ Lu=—Au+ Mu >0 em {2,
resulta que u é constante dentro dos limites de §2. Como u(z*) = 0, para
x* no interior de 2, entdo, u = 0 em 2, mas u é solu¢ao do problema (1.1).
Logo, u #Z 0 em €2. Contradi¢ao! Portanto u > 0 em (2.
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Além disso, usando o Principio do Maximo para solucoes fracas, podemos
demonstrar o Lema de Hopf para solucoes fracas de classe C*. Logo,

0
8—Z(x0> <0, Vi €09
Dessa forma, provamos o Lema 3.1. O

Observacao 3.2. Embora, originalmente o Lema de Hopf seja valido para
u € C*Q)NCHQ) (ver [TG]), podemos estendé-lo para u em C*(), pelos
Teoremas de aproximagoes existentes na Andlise classsica (ver [E]).

Prova: [Unicidade] Suponha, por contradi¢ao, que u; e us sdo duas solugoes
distintas do problema (1.1). Pelo Lema 3.1, u; > 0 e uy > 0. Entao, u; e uo,
satisfazem as seguintes identidades,

—Auy flz,u) R —Bup _ f(@,up) qt.p. Q,
Uy Uq Uz U

com u; = us = 0 em 0€). Fazendo a diferenga das igualdades acima, obtemos,

Auy N Auy  flz,w) [z u9)

Uy Uz Uy Uz

Multiplicando esta igualdade por (u? — u2) e integrando em €2, temos,

A A , ,
/Q(u%—ug) (—u—ull—i-u—u;)dx:/g(u?—ug) (f(zlm) B f(l;:m))dx.

Usando a distributividade e organizando os fatores no lado esquerdo da igual-
dade, obtemos

/(u% — u3) (—% + %>das =
Q

51 U2

2,2 2 .2
_ / (=) g / (v — u3) N
Q Q

U2

u2 U2
Q Uy o \U2
2 2

Uu U ~ ~ . N .
Note que se — e —2 estdao em Hj(€2), entdo o Teorema da Divergéncia aplicado
Uz Uy
a cada uma das integrais obtidas, implica

2 2
—/ (u1 — %) Auydx +/ (ﬂ — uz) Augdr =
Q U Q \U2
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u? u?
= /V (ul — —2) Nujdx — / \V4 (—1 — UQ) NVusdzx.
Q Uy Q U2

(3.1)
2 2
Veremos agora que — e —= estdao em H; e vale
Uz Uy
2 2 2
u 2uy(Vug)uy —usVuy  2u u
5 2 2)U1 aVuy 2 2
Vi—=) = 5 = —Vuy — 5Vu
(/5% Uy (75} Uy
2 2 2
u 2uy (Vug)ug —uiVus  2u u
1 1 1)U2 1V U2 1 1
VI —=| = 5 = —VU,l — —2VU2
, . Uy U ~ Uz U .
Além disso, — e — estao em L*°. Note que basta mostrar que — e — sao
Uy U Upr U2

limitados.

u — —
Suponhamos que ~2 ndo seja limitado em 2. Logo, existe x,, € () tal que
U

U2 = . NN
(—) (z,) — +o0. Como €2 é compacto, existe uma subseqiiéncia zy, := z,
U1

tal que x, — x¢ € Q.

k

1° caso: xq € €.
Pela continuidade e positividade de u; e us em 2, entao,

us () . us (o)
uy () uy (o)

< +00.

Contradizendo (%) () — +o00.

Uy
2° caso: xg € 0f).
Seja y, um ponto de 99 tal que d(z,,y,) = d(x,, Q). Note que, d(z,,y,) =
d(x,,0Q) < d(z,, o). Como x,, — xg e entdo d(x,,y,) — 0ey, — xg. Além
disso, u1(y,) = ua(y,) = 0, entdo, vale a igualdade

us(Tn) = ua(Yn)
ur(#n) = ua(yn) |

us(xy,)
uy(xy,)

Note que, podemos escrever

(3.2)

us(zn) = Ug(Yn) + Vua(yn)(Tn — yn) + Tzn (Tn — Yn) =

= ua(yn) — [Vua(yn)llzn — yn| + rzn(xn — Yn)
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Uy ($n) = w (yn) + Vuy (yn)($n - yn) + T;n (5571 - yn) =

= u1(yn) — [Vur(yn)lln — yn| + T;n<xn — Yn),

pois z, — y, é um miltiplo de Vus(y,) e Vui(y,). Assim, substituindo em
(3.2), temos

|u2(xn) - u2(yn)| _ ‘_|vu2(yn)||xn - yn| + Tzn (In - yn)|
|ur () — w1 (yn)| | = Vs (y)|Tn — Yl + rh (Tn — Yn)|

73, @n = )]

|33n - yn‘
r, (Tn — Yn) .
(Vi (yn)| — G

’xn - yn|

|[Vua(yn)| +

IA

Para um dado 0 < ¢ < min{|Vuy|,|Vuy|}, numa vizinhanca de zy, existe
d > 0 tal que se |z, — y,| < J, temos

72 (‘rn - yn) € |xn - yn|
Vs (yn)| + I e = w)] Vs (yn)| + ————
|xn — yn| < |='L‘n — yn|
Iy, (T —ya)| T £ [2n — yn
Vu(y,)| — S 770 \Vui(y,)| — ———
811,2
J— n + g
\Vus(yn)| +¢ | On (tn)
Vui(y,)| —e  |Ow B
[V (yn)] Qi (y,)| —
< K,
0 0
numa vizinhanga de z, visto que %(azo) e %(:po) sdo negativos pelo Lema
n n
3.1. Logo,
[u2(Tn) = ua(yn)| < K, numa vizinhanca de zy,
|ur () — v (yn)]
contradizendo (%) (r,) — 400, pois xy. Logo %2 ¢ limitado. Assim,
Uq Uy

podemos aplicar o Teorema da Divergéncia em (3.1) obtendo

/(uf ) (—ﬂ + %W _
Q Uy U2

u2 u?
= /V(ul——Z) -Vuldx—/v<—1—u2) - Vuodx
Q Uy Q Ug

18



Lembrando que o gradiente tem a propriedade V(a — b) = Va — Vb, temos

u’ u?
/V <u1——2) -Vuldx—/v (—1—u2) - Vugdr =
Q Uy Q U2

2 2
- / YV, -V, — V <ﬁ> Vuyds — / \V <ﬁ> Vg — Vs - Vugd,
Q Uy Q Uz

Aplicando a regra da cadeia nas identidades obtidas, resulta

2 2
/ Vu, -V, — V (ﬁ) Vugdr — / \V (ﬁ) Vs — Vs - Vigdr =
Q Uy Q Uz

m u? )
—/ 2—Vu; — 5 Vuy | - Vuy — |Vug|*dr =
Q u

U U 2
= / |VU1|2 - 2—2VU2 : Vul + —QVU1 dr—
Q Uy Uy
U U 2
—/2—1Vu1.Vu2— V| — |V, |*da.
o U2 U2

Note que, os dominios de integracao sao os mesmos. Portanto, podemos
organizar as integrais de forma conveniente e obter polinomios quadraticos,
que sao quadrados perfeitos. Ou seja,

2
/ Vuy[* — 2@Vu2 -Vuy + %Vul dx—
Q Uy U1
U U 2
—/ 2—=Vuy - Vg — |—Vuy| — |Vug|?dz =
o U2 U2
U U 2
= / |Vu1]2 - 2—1Vu1 -Vug + —1Vu2 dx+
Q U2 U2
U U 2
+/ |VU2|2 — Q—QVUQ . Vul + —QVU1 dr =
Q Uy U1

= / }Vul—EVUQ‘Q—F‘VUQ—%VUJQCZI’.
Q U2 Uy

Por outro lado, temos
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Entao,
Q Uy Uz
= / ]Vul — EV?@P + }VuZ — %Vulfdx > 0.
Q U2 Ul
Assim,

/Q(ﬂx’“l) - f(x’“Q)) (u2 = u)da > 0,

Uy Uz

Suponhamos que para algum zy € Q, ui(xg) # uz(zg). Logo, ou uy(zg) >
ug(o) ou uy(xo) < ua(xg). Suponhamos ui(xg) > us(xg), assim temos
(ui — u3)(zo) > 0 e, além disso, como pela hipdtese (H;), a funcio t —

[, 1)
t

¢ estritamente decrescente em (0, 00), temos

f(@o, ur(wo)) (@0, ua(wo)) f (o, u1 (o)) _ f(@o, uz (o))
ul(ﬁo) = UQ(,I()) = Ul(l‘o) UQ(ZL'()) <0

Da mesma forma, se u;(zg) < u2(xo), temos (u] — u3) (z9) < 0 e entdo,

f(zo,ui1(z0))  f(wo, u2(w0))

— > 0.
1 (o) us (o)
Logo,
/ (f(x7ul) . f(.T,UQ)) (u% o Ug)dl’ <0
Q Uy U2
e, portanto, temos uma contradicao! Ou seja, a solucao é unica. O

f(z,t)

é nao-crescente em (0,00) ¢.s. €2, entdao a unicidade pode falhar. Considere,
por exemplo, f(x,t) = Ait, onde \; é o primeiro autovalor de —A em (.
Logo, as solucgoes sao autofuncoes. Sejam u; e uo autofuncoes distintas e
positivas (ug = auy, a >0, a#1) de —A associados a A;. Logo, neste
caso, o resultado é falso.

Observagao 3.3. Se assumirmos, na hipétese (Hz) que a funcao ¢t —

20



4 Condicgoes (1.2) e (1.3) sao Necessarias

Nesta segao, vamos mostrar que, se existe solu¢ao de (1.1), entao (1.2) e (1.3)
valem. Primeiro observe que, para quase todo x € (2,

t
lim @ = awl(z) < f(z,1)
e
t
lim S, 1) ag(z) > f(z,1),
t—0 t
t
pois f(a;, ) é uma funcao estritamente decrescente em t. Portanto, se ¢t < 1
t 1 t 1
entao f(a;, ) > f(:Ul, ) = f(x,1) e, se t > 1, entao f(];’ ) < f<x1’ ) =

f(x,1). Logo, existe uma constante C' tal que a(x) < C e ao(x) > —C,
quase sempre em §2.

Daremos agora, a formulagao explicita para o primeiro autovalor associado
ao operador (—A — a(x)). Pelo quociente de Rayleigh,

M(—A —a(r)) = inf {/Q | Vo |? dx—/Qa(a:)¢2dz}.

1
¢>€HO
Il 2=1

Note que, para que, / a(x)¢(x)*dw, faca sentido, basta exigir que a(x) seja
Q

qualquer func¢ao mensuravel tal que ou a(x) < C ou a(z) > —C, quase sempre
em (). De fato,

. Se a(z) é fun¢ao mensurdvel limitada superiormente, ou seja, a(zx) < C,
quase sempre em {2, entao,

nea—ae) = e | [ 1vow e [
léll o =1

> inf {/ | Vo(x) |2 dx—C'/Qf)(x)Qdm}
pecH} Q Q
gl 2 =1
o . 2 2
= it {615 ~C 101}
ol 2=1
= inf o[} —C
peH]
ol 2=1

2 _kb

a(m)gzﬁ(a:)2dx}
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para alguma constante k; > 0. Assim, no caso de a(x) ser limitada su-
periormente, temos que, A\j(—A — a(z)) é limitado inferiormente. Ou seja,
M(—A —a(x)) € (—o0, +0].

. Se a(z) é uma fungao mensuravel limitada inferiormente, ou seja, a(z) >
—(C', quase sempre em 2, temos,

A=A —alz)) = gﬁ{[ﬂvmﬁm—éawwm}

lgl12=1

: {/\vm%m+c/¢%*
bEH] Q Q
gl o=1
=it {161 +C 10 12xe )
$EHy
loll 2 =1
= inf ||¢|3 +C
oeH} 0
9]l 2=1

S kQa

IN
=
=

para alguma constante ko > 0. Neste caso, se a(x) é limitada inferiormente,
entdo A\(—A — a(x)) é limitado superiormente, isto é, A\j(—A — a(x)) €
[—00, +00).

Sintetizando estes resultados, defina, k := max{ky, ko}. Assim,

alz) <C = M(—A—a(x))
a(z) > —-C = M(-A—-a(z)) < k = M(—A-a(z)) € [—00,+).

v

—k = M(—A—a(z)) € (—o0, +0.

Nossa intencao é obter resultados para A\;(—A—ag(z)) e para A\ (—A—a(x)).
Entao, juntando os resultados que ja mostramos, obtemos,

Uoo () flz,1) < C = MN(—A—-ax(r)) € (—00,+00].
ap(z) > f(z,1) > —C = M(—A —ap(x)) € [-00, +00).

IN

O que é um bom sinal, pois a ultima inclusao nos mostra que temos, pelo
menos, A\ (—A — ag(z)) # +00 e AMi(—A — ax(x)) # —oo. Vamos mostrar,
finalmente, que A\;(—A — ap(z)) < 0 e que A\;(—A — ax(x)) > 0. Para as
proximas duas afirmagoes, vamos supor que existe solucao fraca limitada,
ug € H}, do problema (1.1), ou seja, ug satisfaz
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—Au = f(z,u) em Q
u > 0 em €
u # 0 em ()
u = 0 em Of)

no sentido fraco. Nestas condigoes, seguem os proximos dois resultados.

Afirmacao 4.1. O primeiro autovalor associado ao operador (—A — ag(x))
é negativo. Ou seja, A\;(—A — ap(z)) < 0.

Prova: Pela definicao do primeiro autovalor associado ao operador (—A —
a(x)), temos, para o operador (—A — ag(x)),

M(—A —ag(x)) = inf {/ | Vu |? dx—/amfd:c}
ueHl QO

lull 221

/ | Vu |* dz — / apu?dx
Q Q
/quaj
Q

para todo u em H}, ndo identicamente nulo. Note que, a desigualdade decorre,
naturalmente, da defini¢gao de infimo. Como esta desigualdade vale para todo
u em Hg, vale, em particular, para uy solucdo do problema (1.1). Ou seja,

/ | Vg |? do — / aouodx
A(—A (4.1)

/ dx
Q

Note que, o quociente estd bem definido, pois ug # 0 em ). Além disso, da
definicao de solucao fraca, temos

/ | Vg |* doe = / f(z, up)updx. (4.2)
Q Q

t
Da hipétese (H;), a fungao f(ll; ) é estritamente decrescente em ¢, logo,
ao(z) = liH(l] f(z,u) > f(a:,u), Vu(x) € (0,400).
U— u u

Assim, em particular, vale para ug(x) € (0, +00), portanto,

fx,ug) < ap(x)up.
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Substituindo este resultado em (4.2), temos

/ | Vug |* do = / f(z, up)updr < / ao(z)uidr,
Q Q Q

o que implica em

/ | Vg | do — / ap(z)ugdr < 0.
Q Q

Logo, o lado direito da desigualdade (4.1) é estritamente negativo, ou seja,

/]Vuo | d:v—/aougdx
< Jo 0

A (=V —ao(z)) < /ngdx

j4 que || ug ||72= / uidz > 0. Portanto, o primeiro autovalor associado ao

< 0,

Q
operador (—A — ag(z)) é negativo, isto é,

A (—A —ap(x)) < 0.

Concluimos, portanto, a Afirmagao 4.1.

Afirmagao 4.2. O primeiro autovalor associado ao operador (—A — (7))
é positivo. Ou seja, A\ (—A — ax(x)) > 0.

Prova: Defina

~ ; 0o 1
o F L0 1)
| u oo +1
Observe que, a(x) € L™(2), pois, pela hipotese (Hy), Vt > 0, a fungao f é
L em x e, neste caso, t =|| u ||« +1. Definimos, ainda, o primeiro autovalor

associado ao operador (—A — a(z)) por

1= A=A —a(2)).

E, finalmente, definimos 1) como sendo uma autofuncao correspondente a p.
Logo, u e 1, satisfazem

(A=W = pp em O
v > 0 em
v = 0 em 0ONQ.
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Por outro lado, multiplicando a equagao, —Aug = f(x, ug) por ¢ e integrando
em ), temos,

/Q—Auogudx:/gf(x,uo)@wdx.

Aplicando o teorema da Divergéncia a

/—Auowdx e a /quwdx,
Q Q

e lembrando que, ug e ¥ satisfazem uy = 0 = 9 em 02, o que implica nas
integrais de fronteira serem zero, temos

/—Au0¢dx = /Vuov¢dx e /—uOA@Ddx = /Vuovwdx.
Q Q Q Q

Logo,

/Auod)d:v:/quwd:v.
Q Q

Mas, 1 é autofuncao associada ao autovalor p. Entao, p e i satisfazem

—AYp—a(x)y = (—A—a(x))y = pup em Q. Ou seja, —AY = a(x) + up em
Q. Assim,

/Q—Auowdx:/Q—quwd:U:/Quo('cl(:c)w—l—uw)dx.

Aplicando a distributividade, as propriedades de integrais, e lembrando que
—Aug = f(x,up) em €, temos

/Qf(x,uo)@bdx:/Qa(x)@/)uod$+u/uo¢dx. (4.3)

Q

Note que || % |lo +1 >|| ¢ [|oo> u(z), para todo u € H} e, como a fungao

f(z,t)

que

é estritamente decrescente em ¢, temos, para todo u(z) € (0,+00),

f l[ullo+1) _ flz,u)
| w0 +1 T

a(r) =

Logo, em particular, vale para ug(z) € (0,+00). Ou seja,

f(z,ug) > alz)uo.

Assim, substituindo este resultado na igualdade (4.3), temos,
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/5($)¢u0dx + ,u/ uppdr = / f(z,up)pde > /Zi(x)uod)dw.
Q Q Q Q
Cancelando as integrais correspondentes, resulta

,u/ uppdz > 0.
Q

Mas, ug > 0 e ¥ > 0 em (). Logo, devemos ter

/uowd:c>0 = pwo> 0.
Q

Portanto, o primeiro autovalor associado ao operador —A — a(x) é positivo.
Ou seja,

M(—A —a(z)) =p>0.
Queremos provar que Aj(—A — ax(z)) > 0. Para isto, note que, como con-

seqiiéncia da hipétese (Hi), temos,

u=oo U |u flos +1

=a(x).
Aplicando este resultado na definigao de A\j(—A — ax()), temos,

M=A —au(z)) = inf {/Q|W |2dx—/gaoo(x)¢2dx}

l¢lla=1
= M(—A—7a(x))
= pu>0.
Portanto, o primeiro autovalor associado ao operador (—A—a(x)) é positivo,

isto é,

M (—A = ax(z)) > 0.

Concluimos, assim, a Afirmacao 4.2.

Portanto, se o problema (1.1) tem solugao, entao, além de ser unica, vale

M(—A —ax(2) >0 e A(—A—ap(x)) <0.
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5 Existéncia

Neste capitulo, vamos mostrar que existe solug¢ao fraca de problema (1.1),
com hipdteses mais fracas que as exigidas na hipdtese inicial (H;), ou seja,
nas hipdteses sobre a funcao f. Assumiremos, para quase todo x € €2,

(! { a fungao t — f(x,t) é continua em [0, c0).

para cada 6 > 0,3Cs > 0 tal que f(z,t) > —Cst, Vt € [0,4].

Observagao 5.1. Note que, (Hq) + (H2) = (Hj).
De fato, fixe x € Q, qualquer, que satisfaga a propriedade (H;). Seja § > 0.
Pela hipotese (Hs), 3K > 0 tal que f(z,0) > —K. Assim, pela hipétese (H;),

f(, 1) > f($,5)7 Vi < 6.
t o
Ou seja,
fla,t) > f(x,d)é > %t = —Ct

Usando esta desigualdade e a continuidade em ¢, temos f(x,0) > 0. Entao,
o resultado vale Vvt € [0, §]. Ou seja,

f(z,t) > —=Ct, Vtel0,0].
Lembre-se que, § estéd pré-definido, logo, C' = C'(§) = Cjs. Portanto, a hipétese

(H7) é verdadeira.

Nosso resultado se fortalece com a nova hipétese, pois daremos maior liber-
dade a funcao, conforme Observacao 5.1. A partir de agora, vamos considerar

[z, t) f(z,1)
- .

Uoo () := liItn sup
—00

ap(x) == h?ilonf
Com a nova hipdtese, (H;), e com a hipétese (Hs), segue que, existe uma
constante C' tal que ag(z) > —C e ax(z) < C.

Vamos enunciar e demonstrar o resultado sobre a existéncia de solugoes. Vale
lembrar que este resultado implica na existéncia de solugoes enunciada no
Teorema 1.1, pois estamos dando maior liberdade a funcao f, tendo, com
isso, um resultado mais geral.
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Teorema 5.1. Suponha que f satisfaz as seguintes hipdteses:
(Hs) para cada t > 0, a funcao x — f(x,t) estd em L*°(£).
(Hz) 3C >0 tal que f(x,t) < C(t+ 1) para quase todo x € Q e Vt > 0.

(H,) a funcao t — f(x,t) é continua em [0, 00), para quase todo z € .

() para cada § > 0, 3Cs5 > 0 tal que f(x,t) > —Cst,
5 Vt € [0, 4], para quase todo x € €.

(Hg) M(—A —ap(x)) <0,
(H7) M(—A —ax(x)) > 0.

Entao, o problema

—Au = f(z,u) em £
> em ()
£ 0 em
= 0 em Of)

tem uma solucao fraca.

Faremos algumas consideracoes para a prova deste Teorema. Considere o
funcional E : Hy — R, dado por

1
= 5/ | Vu | dz — / F(z,u)dr, u(z) € Hy(Q),
Q Q

F(z,u) /fxt

Considere a seguinte extensao de f(z,u)

onde,

7 [ f(z,u), parau>0.
flou) = { f(z,0), parau <0.

Observe que, para quase todo x € €2, as fungoes, fe f possuem as mesmas
propriedades. Por isso, continuaremos a denotar f por f. Entao, para esta
extensao f, o funcional F(u) € (—oo, +00| estd bem definido, ja que

F(x, )<C’(u+|u!) Yu € Hj.
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De fato, para u > 0,

F(z,u) = /Ouf(x,t)dt < /OUC(tJrl)dt - o(“;m).

E, se u <0,

F(z,u) = /Ouf(x,t)dt = /Ouf(x,O)dt = f(z,00u < 0,

2
pois, pela hipétese (Hs), f(z,0) > —C5.0 = 0. Mas (% + |u|) > 0 para

todo u(x) € R, logo,
Ly

F(z,u) <C §u+]u| . Yu(z) € R. (5.1)
Observacao 5.2. Esta observacao contém um resultado classico sobre fungoes
polinomiais, que apenas enunciaremos. Porém, o caso particular n = 2, é
um resultado muito utilizado em nossas estimativas. Considere o polindomio
h: R — R, dado por h(z) = a,2" + a,_ 12" ' + ... + a1z + ag. Entao, existem
constantes, A e B, tais que

h(z) = anz™ + ap12™ ... Fax+ay < Az"+ B = E(m)

Vz € [0,+00). Usaremos o caso particular em que n = 2.

Os proximos trés lemas tém grande importancia na conclusao do Teorema
5.1. Por isso, as condicoes e nomenclaturas envolvidas estao de acordo com
a teoria até agora desenvolvida.

Lema 5.1. O funcional E é coercivo em H, isto é,

E(u) — 400, quando | u [|g— +o0.

Lema 5.2. O funcional E é fracamente semicontinuo inferiormente na topolo-
: 1
gia fraca H,.

Lema 5.3. Existe algum o € H;(Q) tal que E(p) < 0.

Seguem, agora, suas provas.

Prova: [Lema 5.1] Suponha, por contradi¢ao, que exista uma seqiiéncia

29



(Un)n C HY(Q), n €N, tal que | w, [y— +00 e E(u,) < Cy,

para alguma constante C; > 0. Ou seja,

1

E(un)zﬁ/Q|Vun |2 dx—/QF(a;,un)dngl.

Portanto,
1 2
— | | Vu, |7dx <Ci + [ F(z,u,)dz.
2 Ja 0

Deste resultado, da definicio de norma em Hj e de (5.1), temos

1
5” (2 ||?13 < ¢y + /F({E,Un)d:B
0

1
< C’1+C'/<—ui+\un|)dx
o \ 2

1
Q

< cg/(ugﬂ)dx,
Q

onde Cy = max{Cy,C} e C3 é o maximo entre Cs e a constante que satisfaz
a propriedade das fun¢oes polinomiais enunciada na Observagao 5.2. Logo,
existe uma constante D > 0, a saber D = 2(}, tal que

[ 190 el = D [ 02+ 1)
Q Q

ou, o equivalente,

|t 20 < D/Q (02 + 1)dz < D( || up |22 +]9).

Como €2 é um dominio limitado, existe uma constante, que denotaremos C,
positiva e que depende de 2, tal que

| n H%zgﬁ C( | un H%Q +1)' (5.2)

Considere as seqiiéncias t,, e v,, dadas por

u
ty = un |22 € v, :=—.
tn
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Por suposicao, || u, ||gz— +oo. Assim, a desigualdade (5.2), implica em

tn :“ Up, HL2—> —+00.

Observe que (v,), ¢ uma seqiiéncia unitaria em L?. De fato, pela definigao
de v, temos,

el

e lualle

U
. H—
Tan e

Além disso, (v,), ¢ uma seqiiéncia limitada em H}. De fato, utilizando a
estimativa (5.2), temos

[ 241 1
||vn||§p=—2H°§OM - c(1+——).
0 2 | wn |72 | wn [|72

n

Como t, =|| uy ||gz2— 400, temos que — 0. Portanto,

| un I3,
| on [l < C.

Assim, temos os resultados,

| Un Ly = 1

e | on [lmr) < C.

Do segundo resultado, segue que, (v,),, ¢ uma seqiiéncia limitada no espago
de Hilbert H}. Logo, (v,), possui uma subseqiiéncia (v, ) fracamente con-
vergente em H{, isto é, Jv € H} tal que

Up,, — V.

Além disso, pelo Teorema de Rellich Kondrachov, existe uma subseqiiéncia
(vnkj)j de (vn,)x convergindo em L% Ou seja, existe v € L? tal que, ao
J — 09,

Podemos, sem perda de generalidade, renomear a subseqiiéncia (vnkj ); por
(vj);. Assim, temos os seguintes resultados,

(i) v, — v em Hy(Q).

(i) v; — v em L*Q).
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De (i) e de (ii), segue que v = v. De fato, lembre-se que (H})" é o espago
de todos os funcionais lineares limitados definidos no espago normado Hg,
ou seja, (Hy) é o espaco dual de H}. Além disso, vale a propriedade H} C
L* = (L*' c(H}).
Segue, de (i) e da definigdo de convergéncia fraca, que
I(v;) — l(v), V€ (Hy).
Logo, restringindo aos funcionais lineares limitados de L% temos a con-
vergencia
[(v;) = U(v), VL€ (L),
que é a definicao de convergéncia fraca em L2. Portanto,
v; — v em L2
Por outro lado, de (ii), temos que v; — v em L?, entdo, v; — U em L?. Assim,
v; = U em L*Q),
e v; = v em L*Q).
Segue, entao, da unicidade do limite que v = v. Portanto,

v, = v em H(Q),

e v; = v em L*9).

Observagao 5.3. Seja (f,), uma seqiiéncia de fungoes em LP(Q2), 1 < p <
00, onde  é um dominio limitado. Se f, — f em LP(Q2), entdo, pela
desigualdade triangular,

I b=V e <l foo = F Dl -

Logo, vale a seguinte propriedade,
fo—f em LP = [f.|—[f] em LP
Como podemos decompor cada elemento do espaco LP na soma

I A S e =

e a soma de seqiiéncias convergentes converge a soma dos limites das seqiiéncias,
pois os limites existem,

A A

f= S =t em L
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Do mesmo modo,

__|fn|_fn |f’_f_— p
fn_—2 — Ty =f7, em L".

Portanto, se f,, — f em LP temos
fr— ff em LP.

e f, — [~ em L.

Além disso, para n € N, seja Q) ={z € Q; f.(z) >0} =: {f, > 0}. Assim,
para quase todo x € Q. temos f, () = 0. Portanto, em €, vale, para cada
n €N,

=0 = =1

Terminamos, assim, a Observacao 5.3.

Queremos concluir que o funcional £ é coercivo. Para isso, vamos mostrar
que

i —F(a:,tnvn(x)) x 1 oo (202 (2)dx:
hmsup/Q dx < /{M} (@) (z)dz. (5.3)

n—oo

Note que podemos escrever Q = {v,, < 0} U {v, > 0}. Logo,

/F(x,tnvn)dx:/ F(x,tnvn)dx—l—/ F(z,t,v,)dx. (5.4)
Q {'UnSO}

{vn>0}

Segue, da Observagao 5.3, que em {v, > 0} temos v, (x) = 0. Assim,

/ F(x,t,v,)de = / F(z, t,v))de = / F(z,t,v))dx (5.5)
{vn>0} {vn>0} Q

e, novamente, tomando o dominio {2 como uniao de dois dominios, a saber,
Q= {v>0}U{v <0}, temos

/ F(x,t,vl)dx = / F(x, t,o)dx + / F(z,tyvy )dz.
Q {v>0}

{v<0}

Assim, a equagao (5.5) fica

/ F(x, tyvy,)de = / F(x, ty) )de + / F(z,tyv, )dz.
{vn>0} {v>0}

{v<0}

Entao, substituindo este resultado em (5.4), escrevemos,
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/F(:z:,tnvn)dx = / F(z,tyv,)dx + F(z,t,vy,)
Q {vn <0} {vn>0}

:/ F(z,t,v,)dx +/ F(z,t,v])dx
{vn<0} {v>0}

+ / F(z,t,v])dz.
{v<0}

Faremos uma estimativa de cada uma das trés tltimas integrais, e, para uma
melhor compreensao, vamos identifica-las da seguinte forma:

/ F(x,t,v,)dx / F(x,t,vl)dx / F(x, t,v)dx
J {vn <0} B Y {v>0} s {v<0} B
M) an (11)

e Estimativa de (/11):

Vamos mostrar que

A +
(Un:/ﬁ F@ o) g < o(1).
{v<0} tn

Lembre-se, de (5.1) e da Observagao 5.2, que

1 1
F(x,t) < C, (§t2+ | t |) <C (§t2 + 1) . VteR.
Logo, vale

1
/ F(z,t,v)de < C (—ti(vz)z + 1) dr.
fv<0) fv<o} \2

Assim, dividindo por 2 =| u, ||§I& ()» Obtemos

F(x, t,vr 12 (wh)? 1
{v<0} <oy \2 13 t

n n

Ou seja,

F(x, t,v" 1
/ —@ﬁﬁmgg/ wde+0 [ Lan  (56)
t2 n 2
{v<0} {v<0} {v<0} *n

n

Como, t,, — +00, a0 n — 00, temos,
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1
/ — dr — 0.
t2
{v<0} “n
+ +

Decorre da Observagao 5.3 e da convergéncia v, — v em L? que v;7 — v" em
L?. Além disso, estamos integrando em {v < 0}, ou seja, onde v+ = 0. Logo,

C
— (v)*dx — 0.
2 Jiw<oy

Portanto, substituindo estes dois resultados em (5.6), concluimos que, ao
n — +00,

F(x,t,vf
(HI):/ Mdazgo(l).
{v<0} tn

Concluimos a estimativa (111).
e Estimativa de (I):

Mostraremos que

(1) = /{ . F(x, t,v,)dzx < o(1).

De fato, decorre da definicao da funcao F' e da definicao de f, que, se t < 0,
temos

Pla, 1 / Pl 0)ds = 1(2.0) [ ds <] 1(2.0) o Il

Assim, para C' =|| f(z,0) ||r~(), temos

/ F(z,t,v,)dx < C/ tn | vn | do < C/ tn|vn|dx
{”ngo} {vnSO} Q

ja que a integral de uma funcao positiva, no dominio todo, é sempre maior
ou igual do que a integral dessa fungao em qualquer restricao do dominio.
Assim, dividindo os termos desta desigualdade por t2, obtemos

F tnn n n n
[ty o ftluly o[l
{vn <0} tn Q tn

Como conseqiiéncia da Desigualdade de Holder, temos
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1

tn

|1 HLQ(Q)_

1
|vn| ;
Q

n

dz <[| vn |22 =l v |22

L2(Q) tn

E, lembrando que, || v, ||2@=1 e que || 1 || 2@)= 1|2, chegamos em

1

F(x, t,v, 0
/ (x,Qv)dISOI |2
{vn<0} ¢

n n

— 0 aon — oo,

pois ¢ um dominio limitado e ¢, = u, [|g1@)— +0o0, quando n — +oo0.
Segue, entao, a conclusao da estimativa (I), ou seja,

e Estimativa de (/1)

Queremos obter alguma estimativa para

+
(IT) :/ Mdm.
{v>0}

t2

Pela definicao de limite superior e pela definicao de a.,, temos, para cada

f@.1)
t

e > 0 dado, um M > 0 tal que < Qoo +€,se t > M. Logo,

f(z,t) <tlaw +¢), para t> M.
Assim,

F(:zc,t):/Otf(:p,s)ds:/OMf(m,s)ds+/j\;f(x,s)ds.

Mas, pela hipdtese (H,), para quase todo x € 2, a funcdo t — f(x,t) é
continua. Logo,
M
/ f(x,s)ds = C, para alguma constante C' = C'(x).
0

Entao, parat > M,

M

F(x,t) = C+/A;f(x,s)ds < C+/t5(aoo—l—€)ds
2

t

1
- 0+(am+e)% = O+ 5(aw +2)(? = M),

M
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1 1
Assim, como 5(%0 + €)M? é constante, considere K = C' — 5(%0 + &) M>.
Logo,
t2
F(z,t) < K+ (as +s)§.

Assim, dividindo esta desigualdade por #2, obtemos,

F(x,t) < K (oo + €)

Aplicando limite superior, com t — +00, em ambos os lados da desigualdade,
encontramos

F(x,t)

t2

lim sup
t—+o00

1
< 0+ (aoo+€)§.

Como € é arbitrario, concluimos que

F(z,t)

lim sup 2

t——+oo

1
< 5000 (x),  para quase todo = € .

Note que, como, v(z) > 0 e v} (x) — v(x), segue que, para n suficientemente
grande, v (x) > 0 em {v > 0}. Assim, para estes n’s, o quociente,

F(x, tnv;[(x))
t2 (v (x))?

estd bem definido, para quase todo x € {v > 0}. Além disso, t,v;} (z) — 400

em {v > 0}, j& que v, (z) — v(z) > 0 e t, — +o0o. Com isso,

F(x, tyvt 1
I;IEJsrgop % < 56100(93), quase sempre em {v > 0}.

(z))* > 0, podemos multi-
T(2))?. Dessa forma,

Além disso, sendo n suficientemente grande, (v
plicar ambos os lados da desigualdade por lim (

n—o0o

Jr
n
(%

F(z,tyur
fmsup S, i (00 < Saslo). tim (uf (o))

quase sempre em {v > 0}. Como, limsupa.limb = limsupab, podemos
simplificar os termos comuns no lado esquerdo da desigualdade, obtendo
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F(x, t,ot 1
lim sup LGt (2) m (vt

n—-+o0 t% -2 n—+00

Lembre-se que, v (z) — v(z) > 0. Assim,

—aoo(7). lim (v} (2))?* = Zas(z)(v(x))?, quase sempre em {v > 0}.

Portanto, temos para quase todo z € {v > 0},

lirgiipw < %aoo(l‘)(v(l‘))? (5.7)

Observacao 5.4. Vamos mostrar uma variante do Lema de Fatou para o
limite superior. Pela Observacao 5.2 e pela equagao (5.1), obtemos o seguinte
resultado,

F(x,t,uf) <c <<v+)2+ 1)‘

n 42
tn

Como, v, — v em L% a menos de uma subseqiiéncia, v, — v ¢.t.p em €.

1
Seja h, = C ((v;“)2 + 15—2) Logo, para todo n

F(z,t,vf
w < h,, quase sempre em §2.
Assim,
F(x,t,vf
hy, — w >0, quase sempre em (), Vn.
F(x, t,vl
Aplicando o Lema de Fatou para h,, — % > 0,
F(x,tyuf F(x,tyut
/ lim inf (hn = %) da < lim inf/ <hn - %) dr. (5.8)
Q n—oo n n—oo Q n

Trabalharemos, primeiro, com o lado esquerdo da desigualdade (5.8). Para
isto, como h,, é convergente, entao vale im inf( f,, + h,,) = lim h,, +lim inf(f,),

F(z,t,vf
onde f, = —M. Entao

n

+ +
/ lim inf <hn - M) dx = / {lim hy, + lim inf ( - —F(x’tinv”)>} dzx.
Q n—o s Q 50 2
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Usando isto e que h,, — C(v")? em L',

+
/ {C’(?}Jr)2 + lim inf ( — M)]dw =
0 n—oo n
+
/ C(v™)%dx + / lim inf [— M} dzx.
0 0

Mas lim inf(—f) = —limsup f. Logo,

F + )a +
/limjnf [_ M} dr — / _ lim sup (:U,tinvn)dx‘
Q Q :

Desse resultado temos que,

/liminf (hn— Flz, tnv > /C )V2dw — /hmsup F(xtznv )dx.
Q n—oo Q n—oo

Trabalharemos, agora, com o lado direito da desigualdade (5.8). Utilizando
a mesma propriedade de integrais citada acima, obtemos,

+ +
lim inf (hn — F(x’—invn)>dx = lim inf [/ h,, dx — / F(L;v")dx]

Como h,, — C(v*)* em L'(9),

Jr
lim inf { / hndz — / F(L;v")dx}
n—oo Q Q tn

F +
:/C(v+)2d$+liminf{—/de}
Q n—oo 0 t

n

Como acima, liminf(—f) = —limsup f. Entao,

F(x, t,vt
/C’(v+)2dx+liminf [—/M]dx:
Q n—00 Q th
F +
:/C’(v+)2dm—limsup/ —(x’tnvn)dm.
Q Q

n—00 t72z

Concluimos, assim, que
Pz, t,0,) Flz, t,vt
lim inf/ <hn - @,—sz) dr = / C(vh)*dx — limsup/ —(x72 U")dx.
n—oo (9] t’n Q 00 Q tn
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Juntando os dois resultados obtidos, em (5.8), chegamos a

F +
/C(v+)2dx—/limsup deﬁ
Q

Q n—oo n
F(x,t, v
S/C(v+)2d:r—limsup/Md:v.
Q Q

Cancelando o termo / C(v")?(z)dx, temos
0

F(x, tyv’ F(x, tyv’
—/limsup Mdm < —limsup/ Mcﬂx.
Q t Q t

n—00 n n—00 n
Logo,

F(z,t,v’ F(z,t,vt
limsup/ de §/limsup Mdm, (5.9)
Q Q

n—00 t% n—o00 t?L

concluindo a Observacao 5.4.

Integrando, agora, a desigualdade (5.7) em {v > 0} e utilizando (5.9), temos

F(xz, t, vt F(x, t,ut
lim sup / de < / lim sup Mdm
{v>0} {v>0}

/{ y %aoo(:c)(v(:c))2dx.

Ou seja,

F(x,t,vf 1
limsup/ Mdﬂ? S/ oo () (v(2))*d.
{v>0} {v>0}

Sendo esta, uma estimativa importante para a integral (I17).

Recorde-se da decomposicao,

/F(m,tnvn)dx = / F(z,tyv,)dx +
Q {Ungo}

+ / F(z,t,vl)dx +/ F(z,t,v])dz.
{v>0} {v<o}
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Multiplicando esta igualdade por (¢2)~! e aplicando limite superior, temos

F(x,tyv, : F(x, thoy
lim sup / Mdm = limsup [ / de
Q {vnSO}

n—-+oo t% n——+o00 t721
S (s P g P
{v>0} tn {v<0} t

Como limsup(a + b) < limsup a + lim sup b, segue que

F tn n . F 7tn n
lim sup / Mdm < limsup / Mdm
Q {”JnSO}

n——+o0o t% n—-—+00 t%
F(z, t, v
+ limsup / #dw
n—+oo J{v>0} tn
F(z, t,vr
+ limsup / Mdm.
n—-+00 {USO} tn

Utilizando as estimativas obtidas para as integrais (1), (I1) e (11I), obtemos,

F(x,t 1
limsup/de < 0 + / —aso(z)(v(2))*dz + 0.
Q {

5 >
n—+-00 tn v>0} 2

Portanto, a afirmativa feita em (5.3) é verdadeira.

Recapitulando, queremos mostrar que o funcional £ é coercivo. Obtemos,
para cada termo da seqiiéncia (u,),, a desigualdade

1
—/ | Vu, | dx§C~l—/F(x,un)dx.
2 Ja 0

Dividindo-a por ¢ e fazendo o limite, com n — 400, obtemos,

1 Vuy, |? F(z,up, . C
limsup — #dw < limsup / de+ lim —
n—too 2.Jo ti n—too Jo 1 n—+oo £

1
= / oo (2)0%(2)d2x.
2 Jiws0y

Sendo que, a ultima desigualdade, decorre da desigualdade (5.3) e do fato de
a seqiiéncia t, — +o00, quando n — +00.
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Como v, — v em Hj e o funcional w / |Vw|?dx é fracamente semi-
Q

continuo inferiormente, temos

1 Vu, |? ) 1 1
lim sup = udm = limsup = || Vo, [|7:> = || Vv ||72 .
2/, 2 2

n—-+o00 t% n—+oo

Logo, a estimativa anterior equivale a

1 1
— || Vo ||2.< —/ oo (7)V? (1) d.
2 2 {v>0}

Portanto, temos
| Vv |32 —/ (oo (7)v? (z)dx < 0. (5.10)
{v>0}

Por outro lado, para simplificar a notagdo, se tomarmos a = A\ (—A —
Uoo()) > 0, teremos,

a = inf {/ | Vo |? dz — / aoo(:p)gzﬁde}.
peH} Q Q

]l 2=1

Agora, usando a definicao de infimo e tomando ¢ = v™, obtemos,

1
a < (/ | Vot |? dz —/ aoo(x)(v+)2dac) —
Q {v>0} | v ||L2

Note que, estamos integrando em {v > 0}, ou seja, onde v = v™. Logo,

1
a < ?{/ | Vot |? dx—/ aoo(a:)v2(m)dm}.
| v ||L2 Q {v>0}

Assim, lembrando da estimativa (5.10), temos

al vt < / | Voo | do —/ aoo(2)V?(2)dz < 0.
Q {v>0}
Mas, o > 0, entdao devemos ter || v* [|7.= 0, ou seja, v = 0. Logo,

/{v>0} (oo (1)0? (z)dx = 0.

Assim, ao substituir este resultado na desigualdade (5.10), obtém-se
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loly = [190Fde < o

Assim, das propriedades de norma, temos v = 0. O que é uma contradicao,
pois || v |[z2= 1, ou seja, v # 0. Esta contradi¢do vem do fato de termos
suposto que E nao é coercivo. Portanto, £ é coercivo. O

Observagao 5.5. Vamos mostrar que, se uma seqiiéncia (u;); converge a g
em L?, entdo

lim [ F(z,u)dr= / F(x,up)dx. (5.11)
l—400 Q Q
Usando argumentos andlogos a prova de (5.9) da Observagao 5.4, obtemos

limsup/F(x,ul)dxg/limsupF(x,ul)dx
Q

l—4o00 Q l—+

Logo,

limsup/F(m,ul)dx < /limsupF(x,ul)dx
Q Q

l—+oc0 l—+o0

_ /Q Fla, ug)dz

= /llmlan(:L‘ w)dx

l—+o00

< hmmf/f x,u)d

l—+00
concluindo a Observacao 5.5.

Prova: [Lema 5.2] Queremos mostrar que F é semicontinuo inferiormente
para a topologia fraca HJ (). Seja, entdo, (u,), C H} tal que u, — u em
H}. Para mostrar que o funiconal F é semicontinuo inferiormente, devemos
mostrar que

E(u) < liminf E(uy,).

n—-4o00

Ou seja,

1 1
—/ | Vu |? da:—/F(x,u)deliminf —/ | Vu, |? da:—/F(a:,un)dx :
2 Jo Q n—too |2 Jg Q
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Como o funcional w — / |Vw|*dx é fracamente semicontinuo inferiormente,
Q
/ |VuPds = || Vu|2ag < liminf | G [ (5.12)
Q n—-+00

Observe ainda que

- / F(z,u)dr < liminf — / F(x,u,)dz. (5.13)
Q Q

n—+o0o
De fato, seja (uy, )r uma subseqiiéncia de (u,), minimizante, ou seja, tal que

lim F(z,uy,, )dr = limsup/ F(z,u,)dz.
Q

nE—+00 Jo n—-4o00

Note que, u, — u em Hg, logo, (u,,)r é limitada em H}. Pelo Teorema de
Rellich Kondrachov, existe, (un, )i, subseqiiéncia de (uy,)x, convergente em

L3(Q), isto é, Up,, — U E L? aol — +oo. Além disso, podemos tomar uma
subseqiiéncia tal que Uny,, — U, q.L.P Assim, renomeando u; = Un,, , temos os
seguintes resultados

lim [ F(x,u)dr =lim sup/ F(z,u,)dz.
l—+o00 Jo n——+oo JQ

w — uwem Hj.

u — u em L2

F(z,u) < C(u +1)

U —u  q.t.p.

Aplicando o Lema de Fatou a C(u} + 1) — F(z,v;) > 0, temos

l—400 [—4o00

/ lim inf [C’(ul2 +1)— F(:B,ul)} dr < lim inf/ C(uf +1) — F(z,u)dx.
Q Q

Somando — / lim C(u}+1)dz em ambos os lados da desigualdade, obtemos
Q

l—4o00

/Qlim inf [O(uf +1) - F(x,ul)} dx —/Q lim C(uj + 1)dz (5.14)

l—+o00 l—+o00

< lim inf/ C(u? +1) — F(x,w)dr — / lim C(uj + 1)dz.
Q

l—+o00 Q l—+o00
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Utilizando as propriedades de integrais sobre um mesmo dominio, limites
inferior e limites no membro direito da desigualdade (5.14), obtemos

lim inf/ C(u? +1) — F(z,w)dr — / lim C(u} + 1)dw
0

l—4o00 Q l—400

= lim inf/ C(u? +1) — F(z,uw)dr — lim [ C(u? + 1)dx
Q

l—+o00 =+ Jq
< llim+inf {/ C(u? +1) — F(z,u)dr — C’/(ul2 + 1)d:v}
T Q Q

l—+o00

_ liminf/C’(ulz—i—l) Pz, w) — OO+ 1)da
Q

= liminf/—F(x,ul)d:v
Q

l—400

Note que, o limite z lim C(uj+1) existe e vale C(u?+1). Isso torna verdadeira
——+00

a primeira igualdade acima. Desenvolveremos, agora, o primeiro termo da
desigualdade (5.14):

l—+o00 l—+o00

/ lim inf {C’(u? +1)— F(x,ul)] dr — / lim C(uj + 1)dz
Q Q

l—4o00 400

= /thmf {C(u% +1) — F(m,ul)] — lim (C(uj +1))dx

_ /Q lim inf {C(U% 1) = Fow) — Clu? + 1)] do

l—4o00

- —/QF(x,u)dx.

Juntando em (5.14) os dois resultados, obtemos,

—/F(x,u)da:§liminf—/F(:E,ul)dx.
Q Q

l—400

Assim, conclui-se verdadeira a desigualdade (5.13). Pelas desigualdades (5.13)
e (5.12), vale o seguinte raciocinio,
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1
E(u) = 5/9\Vu|2dx—/QF(x,u)dx
1

517112225 | Vu, ||%2(Q) +lrilri1igof/ —F(z,u,)dx

IN

Q
| 9
< liminf |- [ | Vu, *dz+ | —F(z,u,)dz
n—+oo | 2 Q Q
= g E)

Concluindo O Lema 5.2, ou seja, que o funcional F é semicontinuo inferior-
mente para a topologia fraca H} (). O

Prova: [Lema 5.3] Queremos mostrar que existe pelo menos um ¢ € Hj (),
tal que E(p) < 0.

Fixe ¢ € H}, qualquer, satisfazendo
/ | Vo |* dov — / ao(z)¢*dz < 0. (5.15)
Q Q

A existéncia de ¢ é garantida pela hipdtese (Hg), pois A\i(—A — ap(x)) <
0. Podemos supor que ¢ > 0 e que ¢ € L™ (caso contrario, tomarfamos
min{ M, |¢|}, para M grande). Além disso,

o) ] 1. . flxt)
> — = —
hrtri)lonf 2 2 2a0(x) 5 hItILlOnf .
. . o flat) .
De fato, ag(x) foi definido como ag(x) = 111;11 10nf P Logo, pela defini¢ao

de infimo, para cada ¢ > 0 dado, 36 > 0 tal que
V| t|< 4. Entao, f(x,t) > t(ap(z) — €). Assim,

> (ao(x) —e),

f(z,t)
t

2

F(z,t) = /0 f(z,8)ds > /0 s(ao(z) — €)ds = (ag(z) — ¢ %, para [t| < 0.

Ou, o equivalente,

F(z,t)
t2

v

(ao(z) —€), V|t| <é.

N | —
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Pela arbitrariedade de €, podemos fazé-lo tao pequeno quanto necessario.
Assim,

lim inf F(z,1)

t—0 t2

1 1. . xz,t
> §a0(x) = éhmmfw.

t—0

Considere t. = ¢(x)e, com ¢ — 0. Logo, t. — 0, j& que ¢ estd fixo. Assim,

lireriiglfw > %ao(a:)¢2(x), q.s. Q. (5.16)

Por outro lado, da hip6tese (Hs), temos,

f(xggﬁb) > —(Cj, para cada 0 > 0

e para todo €¢ € [0,4]. Portanto, com essa mudanga de variavel e com essa
estimativa, a desigualdade (5.16) fica

lim inf —F(a:, £9(z))

e—0 52

> Ju) = o) mipr L0

A\

1
2 —§¢2($’)C§ _Cv

para alguma constante C' > 0. Aplicando o Lema de Fatou para a integral
em ) de

limian(Lf(x)) O >0,
e—0 g
temos
F F
/ limiglf (M + C’)dm < liminf/ M + Cdzx.
Q =0 Jo

Utilizando as propriedades de integrais e limite inferior nesta desigualdade,
obtemos

/liminfwdaﬁt/Cdmghmmf/de—i—/de.
o 0 g2 Q £ Q g2 Q

Cancelando os termos comuns, resulta

/ timing £ ) 41 i g / Faedl)y, san)

e—0 € e—0 g2

Pela definigao de limite inferior em (5.16), também temos
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1 2 F(z,e¢(x))
—/an(x)gb (x)de < /—d:p+5, (5.18)

2 Q 52

onde § > 0 ¢é adequado e ¢ é suficientemente pequeno. Multiplicando (5.18)
por (—1), adicionando — / | Vu |* dz em ambos os lados da desigualdade e

recordando do resultado (5.15), temos

/szdx / (fﬂécb( Fz,e¢(@)) ;.

]' 2 ]' 2
5/Q|v¢y d:c—é/ﬂao(:z:ﬁb (2)da + 6

1/1 1
Tomando § = —— (—/ |Vo|*dr — = / ao(x)¢(x)2dx) > 0, temos
2\ 2/, 2/,

1 F(z,e4(x))
§/Q|V¢\2d:c—/ﬂg—2dx < 0.

Multiplicando, por €2 e observando que, €% | V¢ |*=| Ve¢ |?, temos,

3|12 P do— [ Fla.coa =—/|V¢>|2das /W% <.

Considere ¢ := €¢ e note que

/\V@\de—/ F(z,p)dz < 0.

Ou seja, I € H} tal que E(p) < 0. Concluimos, portanto, o Lema 5.3. [J

Prova: [Teorema 5.1]Vamos provar que este Teorema é verdadeiro, usando
os Lemas 5.1, 5.2 e 5.3. Ou seja,

(1) E é coercivo;
(i7) E é semicontinuo inferiormente;

(iit) Jp € Hy, tal que E(p) < 0.

Note que, E(u), é limitado inferiormente em H (). De fato,
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B(u) — %/Q|Vu 2 d:z:—/QF(x,u)dx

1

> —/|Vu|2d:£—0/u2+1d:v
2 Jq Q
1

= Sl By =€ (Ilv e +121).

Da Desigualdade de Poincaré temos, Vu € H},

1
BE(w) > o |lu e —Clulixe —ClQ
1
B) It ||§{3(Q) —CC | u “?{(%(Q) —C Q]

1
- (3-0¢) lu iy &
> =D u ||?{3(Q) —K,

onde D e K s@o constantes positivas. De fato, se 2 é tal que C; = C1(N,p, Q) <

1 1 1
20 entao, tome D = (5 — 001) > 0. Se 2 é tal que C; > 20 entao, tome

1
D= — (5 — C’Cl> > 0. Por outro lado, de (i) temos que o funcional E ¢é

coercivo, isto é, IR > 0 tal que E(u) > 0, sempre que || u |[g1q)> R. Supo-
nhamos | v ||g)< R. Como E(u) > =D || u Hif&(@ — K, para qualquer u
em H}, entdo vale, em particular, para u em H} tal que || u HHég R, que

E(u) > ~DR* - K = —D;.

para algum D; > 0. Portanto, o funcional F é limitado inferiormente. Além
disso, pela condicao (7i7) seu infimo é estritamente negativo. Entao, defina

Afirmacgao 5.1. O funcional E assume seu infimo em Hj(£2). Ou seja,

3 ug € Hy, talque FE(ug)=1.

Prova: Vale observar que este infimo ug pode nao ser unico. Considere
(un)n C H} (), n € N, uma seqiiéncia minimizante, isto é, tal que

lim E(u,) = [ = inf FE(u)<0.

n—+0o0 u€H(Q)
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Assim, como E ¢ coercivo, || u, [[g1q) € limitado, sendo lirf E(u,) =
n—-roo

+00. Logo, pelo Teorema da Rellich-Kondrachov, existe uma subseqiiéncia
(tn )k C (un)n convergindo a v em L*(Q). Além disso, sabemos que qual-
quer seqiiéncia limitada em Hg(Q), tém uma subseqiiéncia (un, )i C (tn, )k
fracamente convergente a 1y em Hé. Renomeando u; = Uny,, temos

w — v em L*Q).
w — wuy em H(Q).

Por argumentos analogos aos usados durante a demonstracao da unicidade,
obtemos v = ug, quase sempre em §). Assim,

w — uyg em L*Q).
w — uy em H(Q).

Note que, I é o infimo de E(u) sobre todos os u’'s em H}. Logo, em particular,
vale para uy € Hy, ou seja,

E(uo) = 1. (5.19)

Queremos mostrar que o infimo é assumido em algum wuy € H;. Vamos
mostrar, entao, a desigualdade inversa, isto é, F(ug) < I. De fato, como
u; — ug em HL(Q) e E é fracamente semicontinuo inferiormente, temos

I =liminf E(u;) > E(ug).

l—+o00

Portanto, existe uy € H}(2) tal que E assume seu infimo. E isto conclui a
Afirmagao 5.1. [

Observacao 5.6. No que se segue, podemos supor uy > 0, caso contrario
substituiriamos uy por ug e usarfamos o fato de que F(z,ug) < F(z,uf), o

que é verdade, ja que F(x,ug) = f(z,0)uy < 0, para uy < 0.

Se soubermos, que além do fato de que uy é ponto de minimo do funcional
E, uy € L*>, podemos facilmente concluir que ug é solugao de (1.1). Vamos
mostrar que, dentre os uys que minimizam o funcional £ em Hol, existe, pelo
menos um uy que estd em L(2) N H} (). Para provar isto, trabalharemos
com o problema truncado. Considere, para cada inteiro k > 0,

ooy = 4 MO0,k se £ 20
7 f(z,0), se t <0.

Considere também
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ab(r) = liItILiglf

1)

as (r) = litmfup
—+00

fk(f>t) e k

Note que, f*(z,t) satisfaz as hipéteses (H,), (Hs), (Hy) e (Hs). Vamos mostrar
que também valem as hipéteses (Hg) e (H7).

1) A (—A —af(z)) < 0:

De fato,
flx,t) < f¥x,t) = f(xt,t) < fk(f’t) para t > 0.
Logo, para quase todo x em (2,
ao(z) = ligrii()rlf f(? ) < hl;njonf @ = af(x).

Assim,

M(-A = db(z)) = nf{ [1vor - [ ol

< it {[1v0p - [ a@ee)

Il 2=1

= M(=A—a(z)) < 0.

Portanto, A\;(—A — af(x)) < 0.

2) M(—=A —af (2)) >0
k

5% — Gs0, O que implica, como veremos, na

De fato, ao £k — 400, temos a
seguinte convergéncia,

M(—A —d* (2) — A(=A —as(2)).

o0

Note que

oo () < a¥ (z) < a™(z) para k > m.

Assim, pelo mesmo argumento feito para ag, temos

M(—A —a”(z) < M (—A —a* (7)) < M\ (—A — ao(7)) (5.20)

o0 o0
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Ou seja, A (—A — a® (2)) é uma seqiiéncia crescente em k. Se

M (=A = ag(z)) — +oo,

entdo A\ (—A — ax(x)) = +00 e a convergéncia estd provada. Assim, basta
considerar

M(=A —d* (z)) = T €R.
Vamos provar que I = \j(—A — ax(x)). Por (5.20), é suficiente mostrar que
AM(—A — as(x)) < I. Pela definicdo de A\ (—A — a” (2)), para cada k, seja
or tal que || ¢ ||r2@y=1¢

M-8 = d (o) < [ [Vanl* = ok @)otdn < M(-A = d(o) + 1.
Q
Logo,
kkgloo/g IVor|> — ab (z)p2dx = I. (5.21)

Observe que
1
/ IVor|> — ab (z)pidz < M\ (—A — af (2)) + S <I+1
Q
[sto implica em

/ IVp|*de < T+1 —I—/ —a” (z)¢pidx.
0 0

Como a” (1) = as(7) se as(x) > —k e a” (1) = —k se as(x) < —k, entdo

sup a” (1) = sup ax(z), para k grande. Logo, supa”® (z) = supas(z) < C.
Assim,

V¢k2dx<f—|—1+ C¢2d:1:<1—|—1+0.
k

Logo, ¢ ¢ limitado em Hj(f2) e, portanto, usando os mesmo argumentos
anteriores, existe uma subseqiiéncia ¢; tal que

ij — gbo em Hol

e ¢; — ¢p em L2

2, . , e
Portanto, como v — / |Vou|” dz é fracamente semicontinuo inferiormente,
Q

entao
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/|V¢0]2dx gliminf/ IVo,|* da. (5.22)
Q J=tee Jo
Podemos supor s.p.g. que
/|V¢j|2dx—>liminf/ IVo,|? dz, (5.23)
Q J=too Jo

tomando uma subseqiiéncia se necessario. Logo, de (5.21) e (5.23), temos que
existe o limite

Seja jo € N. Note que

—ald(z) < —al (x), para j > jo.

Logo,
[~ < [ @
Assim, ' '
Jim | —aX(@)¢j(@)de < lim | —al(2)¢](a)dz

e, como a’® € L°(Q) (pois —jo < a’% < an(r)) e ¢j — ¢ em L2, entdo
lin [ e = [ ooz
J—+ Jo Q
Portanto, para todo jo, temos
/—aﬁ%(m)gbg(x)dx < lim —aio(:c)cﬁ?(x)dx (5.24)
Q I=Fee Jo
Como a’° () converge a aq(z) e é crescente em joy, entdo
—al)(2)$5(7) — —ace(2)d5()

e é crescente. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona (ver Teorema
2.3),

lim —al® () g(:p)d:v:/ﬂ—aoo(az) 2(x)d.

Jo—+oo Jq

Assim, por (5.24),

/Q—aoo(a:) 2(x)dr < lim —a({o(x)gb?(x)dx. (5.25)



Portanto, (5.22), (5.23) e (5.25) implicam que

/ |V¢0|2 — Qoo (7)PidT < 'ligl / |V<;5j|2 — ajoo(x)gzﬁ?(x)dx =1,
Q J—+ Jo
com || ¢o ||r2()= 1. Logo,

M(—A —ax(z)) < / Vol — aoo(x)p2da < I.
Q

Ou seja,

M(=A —ak (2)) = T = M\ (—A — ax(2)).

Assim, existe kg suficientemente grande, tal que, para todo k > kg, temos
M(—A—d") > 0. (5.26)

Seja,

1

/Q | Vu |2 dx —/QFk(JT,U)dZE, u € H&(Q)7

onde, F*(z,u) = / f¥(z,t)dt. Com o mesmo argumento utilizado para
0

provar que o funcional E assume seu infimo em algum ug € H}, mostra-se
que o funcional Ej, assume seu {nfimo em algum u, € H}(Q2). Considere,
entdo, u, € H}, tal que

ueH&

Observacao 5.7. O lagrangiano associado ao funcional E} é dado por

1
L(s,z,x) = §|s|2 — F¥(x, 2).

Além disso, L satisfaz,
|L(s, z,2)| < C(|s]” + || +1).

De fato,

1
Sl = F¥(z, 2)

1
5 < §\s|2+‘F’“(az,z)’.

Lz = |

E, por sua vez,
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FF(z,2)| = Z’f,d‘_zk,d.
|F*(z, 2)] ‘/Of(xt)t </O\f(g;t)}t
E, no entanto,

}fk(x,t)‘ = ‘max{f(x,t), —k:t}‘.

Analisaremos cada caso.
. Suponha t > 0.

(1) Se f(z,t) > 0. Entao, max{f(x,t), —kt} = f(z,t) e, usando a hipdtese
(Hj3), segue que

| fH(x,t)| = fz,t) <C(t+1)=C(|t| + 1), quase sempre em (.

(ii) Se f(z,t) <O.
H& duas possibilidades:
1) f(x,t) > —kt.

Neste caso,
o) < | —kt] =kt <k(t+1)=Cp(t+1) = Cp(Jt| + 1).

E, assim |f*(x,t)| < O(|t| + 1).
2) fz,t) < —kt = f*(x,1).

Neste caso

| = kt] =[f*(2,t)], mas [fH(z,t)| < [k(t+1)] < Cilft] + 1)
Logo, | f*(x,t)| < C(|t| + 1). Portanto, se f(x,t) < 0, temos
| fH (@, )] < C(Jt] + 1).
. Suponha ¢t < 0. Entao, f(z,t) = f(x,0) > 0. Assim,

|fk(x7t>‘ = ‘f(l‘,())‘ = f(SL',O) > 0.
E, pela hipétese (H3), f(z,0) < C < C([t| +1). Portanto,

|f(z, )] < O(Jt] +1).
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Tomando a constante C' como o maximo de todas as constantes envolvidas,
obtemos, em todos os casos,

‘fk(x,t)| = |mam{f(x,t), —kt}{ < Cr(lt|+ 1) (5.27)

Com isso,

|Fk:(x,z)} < /Oz|f’f(g;,t)\dt < O/0Z|t|+1dt < C(%Hzl)'

Assim,
1
|L(s,2z,2)| < §\SIQ+IF'“($,Z)|
1 C
< SlslP + e + Gl
< Ou([sP + |22 + |2])
< D(|s]*+ |z +1).

Sendo que a ultima desigualdade ocorre devido a Observagao 5.2. Além disso,

DiL(s,z,x) =p = |DsL(s,z,z)| =[s| < C(ls| + [z +1).

Onde Dy é a derivada parcial do lagrangiano L com relagdo a varidvel s.
Fazendo agora a derivada parcial de L, com relagao a variavel z, temos

D.L(s, z,x) = (F*(z,2)), = f*(x,2) < Cu(|z| + 1),
e a ultima desigualdade ocorre devido a estimativa (5.27). Portanto,
[D:L(s, z,x)] < C(lz|+1) < C(s[ +|2[+1).

Assim, temos os seguintes resultados sobre o crescimento do lagrangiano L e,
ainda, que u, é um minimo do funcional F,

|L(s,z,z)] < C(|s]>+|z[*+1)
|DsL(s, z,x)| < C(|s|+]z| +1)
|D.L(s,z,z)] < C(|s|+ |z] +1)

Er(ug) = min Eg(u).

ueH&
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Portanto, pelo Teorema da Solucao de Euler-Lagrange, u; é uma solucao fraca
de

—Au, = fF(x,up) em  Q
up, > 0 em Q
u, = 0 em Of)

Concluimos, assim, a Observagao 5.7.

Vamos mostrar que u; € L™, onde estes k's satisfazem (5.26). Sabemos, pela
observagao 5.7, que u; satisfaz

—AUk - fk(xauk)7

onde, pela estimativa (5.27), temos |f*(z,u)| < Cy (Jux| +1) = Cyug, + Cy.
Logo, f*(z,ui) = ge(2)ug + gi(x), onde

Crf¥(x,u)

< (.
Ckuk—i—ck F

(o) = |
LOgO, —Auy = fk(xa uk) = gk(x) (uk + 1)7 onde ‘gk(x)l < C}. Ou seja,

—Auy, — gr(z)up = gr(x), onde |gip(z)| < Ck

Assim, definimos o funcional L;, como sendo

Lk(uk) = —Auy — gk(x)uk
Logo, Li(ug) = gr(x). Agora, segue pelo Teorema 2.7, ver também [TG], que

u € C*(Q). Logo, u é limitado superiormente em €2, portanto, u esta em
L*>(Q), ja que uy > 0 e, com isso, limitado inferiormente em .

Defina v, = min{ug, ux }, para k qualquer satisfazendo (5.26). Vamos mostrar
que

E(v) < E(up). (5.28)
Note que

B(we) - Elw) = [

{up<uo}

1 1
{5 | Vuy, ? ~3 | Vug | —F (2, u) + F(x,up) | d.
(5.29)

Lembre-se que, Ej assume seu infimo em ug. Entdo, Ei(ux) < Ex(¢), Vo €
H;. Ou seja,
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1/ | Vug |2dx—/Fk(x,uk)dx < 1/ | Vo |2 dx—/Fk(ac,(b)dx,
2 Jq Q 2 Jg Q

para todo ¢ € Hj. Logo, em particular, vale para ¢ = maz{ug, uy}. Observe
que, sobre o conjunto {uy > ug}, as integrais dos dois lados da desigualdade
sao iguais, pois, neste caso, ¢ = u;. Com isso, o caso interessante é quando
¢ = max{ug, ur} = uy. Assim, integrando em {uy < up}, a desigualdade nos
da

1

—/ | Yy, |* dz —/ F*(2,up)dr <
2 {ur<uo} {ur<uo}

1
< —/ | Vg |* do —/ F*(2,ug)dz.
2 {ur<uo} {up<uo}

De uma forma mais conveniente,

1
5/ | Vug, |> — | Vg |2 doe < / F*(x,u) — F*(z,up)dx.
{up<uo}

{ur<uo}
(5.30)
Assim, substituindo (5.30) em (5.29), temos
E(vr) — E(uo) =
1 g 1 2
= — | Vug |© —= | Vug |* dx + —F(z,uy) + F(x,up)dx
{ur<uo} 2 2 {ur<uo}
< / F*(x,up,) — F* (2, uo)dx + / —F(z,u) + F(x,up)dx
{up<uo} {ur<uo}

= / F*(x,up,) — F*(x,u0) — F(x,u) + F (2, uo)d.
{Uk<uo}

Observe, agora, que

F¥(x,u) — F*(z,u0) — F(z,uz) + F(z,u0) =

— /Ouk f"‘(:):,t)dt—/ouo f’“(:v,t)dt—/wa(:v,t)dt+/0uof(:)s,t)dt

- /: fk(x,t)dt—/u:kf(mat)dt

— /Uk fF(x,t) — f(x,t)dt.

uo
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Assim, como f¥ > f qs. em (, entdo também temos f* > f q.s. em
{ur < up}. Logo,

Uk
/ fF(x,t) — f(x,t)dt <0, para uy < ug.
uQ

Assim,

E(vx) — E(ug) < /{ }Fk(a:, ug) — F*(x,u0) — F(z,ug) + F(z,uo)dx
U <uQ

Uk
= / ffx,t) — f(z,t)dt dz < O.
{up<uo} Juo

Portanto, para cada k, temos

E(vg) < E(up). (5.31)
Como E(ug) = inf E(u) e E(vy) < E(uo), entao, devemos ter E(vy) =
ueHgy

E(up). Portanto, vy minimiza F(u) e estd em L, ja que 0 < vy < uy e
up € L. Podemos supor entdo que ug € L®(Q) N Hy(2), onde uq satisfaz
E(up) = inf E(u).

ueH}

Afirmagao 5.2. Se ug satisfaz, E(ug) = inf E(u) e ug € L™, entdo ug ¢
u€Hy

solugao fraca de (1.1).

Prova: Para mostrar que ug é solucdo fraca de (1.1), devemos mostrar que
ug satisfaz,

/VUOqudx—/f(x,uo)(bdm, Vo € Hj.
Q Q

De fato, dado ¢ € Re ¢ € Hy N L™, seja
Us 1= Ug + £¢.

Logo, u. € H} N L*>, pois H} e L™ sdo espagos vetorias. Lembre-se que uq é
ponto de minimo de E em H]. Logo, E(ug) < E(u.). Portanto,

E(us) — E(up) >0

Assim, para ¢ > 0, temos
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1[1 1
0 S - _/ ’vua|2dx_/F(xqu)dx__/ ‘V’UJO|2d:L‘—|—\/F(£E,UQ)d:U:|
19 _2 QO QO 2 Q Q

11
= = —/ |Vu5|2_|Vu0|2d:p+/—F(x,u5)+F(x,u0)dx]
9 _2 Q Q

11
= - 5/9(|Vuo|2+2€Vro¢+52|v¢|2) ~ [Vuol*da+

+ /Q —F(x,us)—l—F(x,uo)dx}

1(1

_ 5[5/9(25VUOV¢+€2|V¢|2) dm—i-/Q—F(x,ug)—l—F(x,uo)dx )

Ou seja,
0< /Q (VUOV¢+§|V¢\2> d:zc+§ /Q CF(a,u) + F(z,uo)dz.  (5.32)
Observe que,
CF(rw) + Flru) = — | fands [ fend
@)+ Flaw) = = [ fanas [
ug+ep uQ
_ —/ : f(x,t)dt+/ o, t)dt
0 0
_ _/uof(x,t)dt—/uo+€¢f(x,t)dt+/uof(x,t)dt
0 0

uo

up+ed
= —/ f(z,t)dt.

uo

Logo, a desigualdade (5.32) fica,

0 < /(vu0v¢+g|v¢|2) dx+§/ (—/uo+€¢f(x,t)dt) dz
Q Q

uo

uotep
= /Q (VUOV¢ + %8\V¢]2) dx + /Q —é (/uo f(:t:,t)dt) dr.

Analisaremos o que ocorre, quando fazemos € — 0 com a integral

60



up+egp
E / Fo 1)t

€ Juo
Seja g € 2 qualquer. Se ¢(xy) = 0, entao,

1 uo+ep(zo) 1 [uo
uo € ug

3

Com esse resultado, nao ha mais nada o que fazer. O caso interessante ocorre
quando ¢(zg) # 0. Neste caso, temos

ug+ep(xo)
! / oyt = o(we) P

€ Juo e¢(o)

Note que, ao fazer ¢ — 0 também temos e@(xg) — 0. Assim,

uo+ed(zo)
/ Fo, )t
ed(zo)

—  f(z,up)-

Portanto, ao € — 0,

up+eg(zo)
1/ flat)dt —  ¢(xo) f(x,uo).

€ Juo

Porém, x foi arbitrariamente escolhido em 2. Entao, podemos concluir que

uo+ep
1/ f(z, t)dt — &(x)f(z,up). (5.33)

€ Jug

Fazendo o limite com € — 0, em

uQ E(ﬁ
0< / (VUOqu + %&?lV(;ﬁ]?) dx —|—/ —é (/ i f(x,t)dt) dx
Q Q uo

e utilizando a convergéncia (5.33) e o Teorema da Convergéncia Dominada,
temos
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uo+egp
0 < lim [/VUOngdac—I—%a/ |V¢|2dx+/—é(/ f(x,t)dt)d:c]
e Q uQ

= /VUOngdx + 0 /qzﬁ (z,up)d
Q

Concluimos, entao, que
0 < /Vugv¢dx—/¢ (z,up)dz, V¢ € HyNL>,

Queremos mostrar este resultado para todo ¢ em H}. Sejam, entdo, ¢ € H_
e ¢, € Hy N L™, tais que ¢, — p em H) C L?. Logo,

/Vuov¢ndx—>/Vu0Vgpdx (5.34)
Q Q

/Q (@, 10) b () — /Q F(@,u0)o(x)dz. (5.35)

De fato, considere £ > 0 real. Note que, ¢, — ¢ em H} C L% Assim, segue
a convergéncia (5.34), ou seja,

‘/VUOVandm—/Vrogodx
Q Q

< /’VUOVan—Vungo!dx
Q

= /‘Vuo(ngn—Vgo)}dx
Q

= /\vuoﬂwn—w\d;p
Q

(/ \vu0|2da:>2 (/ |V¢n—Vgo|2da:>2
Q Q

= | uo [lmr@ll &0 — ¢ llH30)

< ¢

IN

j& que || uo [|gp@)< o0 e ¢ — ¢ em H; (). Portanto,

<& VE>0.

/VUOVQSndx—/VuOVgOd:L‘
Q Q
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A segunda convergéncia, (5.35), também decorre da convergéncia de ¢,, s6
que agora em L2. De fato

‘/Qf(ﬂfauo)%(x)dx_/Qf(m,u())(p(x)dx

< / (@, 10) [6n(x) — p(2))d

(f |f<a:,uo>|2dac)é (f |¢n<a:>—so(sc>|2d:c)é

< C |l ¢ul@) — 0(®) [Ir2(0)

IN

< ¢

Logo, para n suficientemente grande, as convergéncais (5.34) e (5.35) impli-
cam em

/ VuoVo,dx — / flz,up)ppde — / VugVpdr — / [z, up)pdz.
Q Q ) Q
Portanto, como
/QVuov¢ndx — /Qf(x,uo)qﬁnda: > 0, Ve¢,€ HyNL™

e i é qualquer em H}(), temos

/QVUOVgpdx - /Q f(x,up)pde > 0, Vo€ H,. (5.36)
Procedendo da mesma forma, s6 que com ¢ < 0, obtemos

/QVUOVgodx — /Q flz,ug)pdr < 0, Vo€ H,. (5.37)
Portanto, de (5.36) e de (5.37) vale a seguinte igualdade,

/VUOVgodazz/f(m,ug)god:c, Vo € H.
Q Q

Portanto, ug(z) € Hj () é solugao fraca do problema (1.1), o que conclui a
Afirmagao 5.2. ]
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Assim, sob as hipéteses (Hy), (Hs), (Hs), (Hy), (Hs), (Hg) e (H7) concluimos
que existe pelo menos uma solugdo do problema (1.1). Concluimos assim, o
Teorema 5.1.

]
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