
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SULINSTITUTO DE FÍSICA
Estrutura de diagramas de fase desistemas dinâmi
os de tempo 
ontínuo ∗

Cristian Bonatto
Tese de doutorado realizada sob orientaçãodo Prof. Dr. Jason A. C. Gallas e apresen-tada ao Instituto de Físi
a da UFRGS empreen
himento do requisito �nal para a ob-tenção do título de Doutor em Ciên
ias.

Porto Alegre2008
∗Trabalho �nan
iado pelo Conselho Na
ional de Desenvolvimento Cientí�
o e Te
nológi
o (CNPq).



À memória de minha mãe. . .i



Agrade
imentos
Gostaria de agrade
er a todos que de uma forma direta ou indireta 
ontribuíram paraque este trabalho fosse realizado.Eu sou profundamente grato ao meu orientador, Prof. Jason A.C. Gallas, por todosos seus ensinamentos, pela sua ex
elente supervisão, pela sua amizade, pela pa
iên
ia queteve 
omigo, por ter me ini
iado em pesquisa e problemas de dinâmi
a, e por todo apoioque me deu desde os tempos de minha ini
iação 
ientí�
a.Sou eternamente grato ao meu pai, pelo apoio in
ondi
ional, e a todos os meus irmãos.Agradeço também a Rosângela por toda sua ajuda. Sou espe
ialmente grato ao meu irmãoAlexandre, também físi
o e 
olega da sala M202, pelo apoio inestimável que sempre meofere
eu. Agradeço também à minha 
unhada Viviane e a Deize pelo in
entivo.Sou extremamente grato aos meus amigos da sala M202, Fernando, Lu
as e Wilson,pelo imenso in
entivo, por todo apoio e ajuda, e por tudo que vivemos juntos desde ostempos da graduação. Também sou grato ao amigo e 
olega da sala M202 Mar
elo, portodo apoio, ajuda e in
entivo durante a nossa 
onvivên
ia na pós-graduação. Agradeço aomeu grande amigo Gian, pela ex
elente amizade e por todo apoio que sempre me ofere
eu.Agradeço a todos os meus 
olegas do Instituto de Físi
a. Agradeço em espe
ial aos
olegas e amigos da pós-graduação da turma do futebol, pelos momentos de des
ontraçãoe alegria que passávamos em nossos jogos nas quinta-feiras.Agradeço aos meus 
olegas do grupo de Físi
a Computa
ional pela 
onvivên
ia muitoboa que tivemos, ao ex-
olega de grupo e amigo Ant�nio Endler por todo apoio e amizade,e aos ex-
olegas estrangeiros do grupo, os lusitanos Pedro Lind e Joana Freire pela ajudae amizade. ii



Agradeço a todos os professores que eu tive no Instituto de Físi
a da Ufrgs, em espe
ialaos meus professores da pós-graduação Miguel A.C. Gusmão, Mar
ia C.B. Barbosa, LuizF. Ziebell e Felipe B. Rizzato, pelas suas aulas e ajudas. Agradeço ao professor ElbertE.N. Ma
au por seus 
omentários e sugestões, e ao professor Mar
us W. Beims pelos seusapontamentos.Sou grato a todo pessoal responsável pelos 
omputadores, espe
ialmente os 
lustersonde este trabalho foi desenvolvido 
omo o p
astro2, p
bio
omp, p
apg, minuano e 
esup,por todo auxílio que re
ebi sempre que pre
isei.Agradeço ao CNPQ pelo suporte e à UFRGS por toda sua estrutura.

iii



Resumo
Este trabalho trata da investigação do espaço de parâmetros de sistemas dinâmi
osnão-lineares de tempo 
ontínuo. A análise é fo
ada essen
ialmente em regiões de alta
omplexidade dinâmi
a, 
ontendo as fases 
aóti
as e regiões de períodos altos. O objetivonão é uma análise 
ompleta da estrutura de bifur
ações existentes, mas sim a investigaçãoda estrutura e organização das regiões periódi
as que existem en
aixadas em meio às fa-ses 
aóti
as. Investigamos aqui alguns modelos físi
os dissipativos, des
ritos por equaçõesdiferen
iais ordinárias não-lineares de baixa ordem, 
omo um laser de CO2 
om perdasmoduladas, um laser de semi
ondutor 
om injeção ópti
a, um 
ir
uito eletr�ni
o e o os
i-lador de Du�ng. Investigamos a estrutura �na das regiões 
aóti
as e reportamos algumasregularidades previamente não 
onhe
idas no espaço de parâmetros de sistemas dinâmi
osde tempo 
ontínuo. Em parti
ular, mostramos a existên
ia de vários tipos de estruturasauto-similares, a
umulações de estruturas auto-similares 
om adição de período, hierar-quia de espirais em um sistema 
om simetria e re
orrên
ias nas fases 
aóti
as no espaçode dois parâmetros de equações diferen
iais não-lineares. Algumas destas regularidadespoderiam ser veri�
adas experimentalmente para os sistemas investigados.A análise é baseada na 
omputação de diagramas de fase obtidos pela integração diretados sistemas de equações diferen
iais ordinárias não-lineares e estimativa numéri
a dosexpoentes de Lyapunov. Os expoentes de Lyapunov são 
odi�
ados em uma 
onvenientemetodologia que desenvolvemos. A metodologia que utilizamos aqui poderia ser uma alter-nativa aos métodos de 
ontinuação numéri
a largamente utilizados no estudo do espaçode parâmetros de equações diferen
iais. iv



Abstra
t
This work deals with the investigation of the parameter spa
e of 
ontinuous-time non-linear dynami
al systems. The analysis is fo
used mainly in regions of high dynami
al
omplexity, 
ontaining the 
haoti
 phases and regions of high periods. The goal is not a
omplete analysis of the bifur
ation stru
ture, but the investigation of the stru
ture andorganization of periodi
 regions that exist embedded in the 
haoti
 phases. We investi-gate here some dissipative physi
al models, des
ribed by low-order nonlinear di�erentialequations, su
h as a CO2 laser with modulated losses, a semi
ondu
tor laser with op-ti
al inje
tion, an ele
troni
 
ir
uit and the Du�ng os
illator. We investigate the �nestru
ture of the 
haoti
 regions and we report some regularities previously unknown in theparameter spa
e of 
ontinuous-time dynami
al systems. In parti
ular, we show the exis-ten
e of several kinds of self-similar stru
tures, a

umulations of self-similar stru
tureswith period adding, hierar
hy of spirals in a system with symmetry and re
urren
es in the
haoti
 phases in the two-parameter spa
e of nonlinear di�erential equations. Some ofthese regularities 
ould be veri�ed experimentally for the investigated systems.The analysis is based on the 
omputation of phase diagrams obtained by dire
t timeintegration of systems of nonlinear ordinary di�erential equations and numeri
al estima-tion of the Lyapunov exponents. The Lyapunov exponents are en
oded in a 
onvenientmethodology that we developed. The methodology used here 
ould be an alternative tothe numeri
al 
ontinuation methods widely used in the study of the parameter spa
e ofnonlinear di�erential equations.
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Capítulo 1
Introdução
1.1 Proposta de trabalhoO objetivo prin
ipal deste trabalho é investigar a estrutura do espaço de parâmetrosde alguns sistemas físi
os dissipativos modelados por 
onjuntos de equações diferen
iaisordinárias não-lineares de baixa ordem. Nosso interesse maior está 
entrado na estrutura eorganização global de órbitas periódi
as e 
aóti
as presentes nesses sistemas sob a variaçãode pelo menos dois parâmetros. Nosso fo
o aqui é dado prin
ipalmente a uma abordagemdes
ritiva das regiões de alta 
omplexidade dinâmi
a, 
ontendo as fases 
aóti
as e regiõesde períodos altos. Con
entramos nossas investigações em modelos que sejam �si
amenterelevantes e passíveis de investigação experimental.Nossa motivação é usufruir de re
ursos 
omputa
ionais e 
lusters disponíveis atual-mente para 
omputar diagramas de fase 
om alta resolução e obter um nível de informa-ção em grande detalhe que é muito difí
il de se 
onseguir por outras metodologias. Ométodo que utilizamos aqui é uma alternativa aos métodos de 
ontinuação numéri
a lar-gamente utilizados atualmente e é parti
ularmente útil na análise de regiões 
om grande
omplexidade no espaço de parâmetros.



Capítulo 1: Introdução 21.2 Estado da arteDesde o trabalho in�uente de Lorenz [1℄ que, 
om o auxílio de um 
omputador digi-tal, mostrou que um simples sistema de equações diferen
iais ordinárias poderia exibiros
ilações aperiódi
as e sensibilidade às 
ondições ini
iais, houve um extensivo trabalhona área que denominamos estudo do 
aos determinísti
o. Ao longo das últimas dé
a-das uma diversidade de modelos físi
os des
ritos por equações diferen
iais ordinárias debaixa-ordem, 
omo por exemplo os
iladores me
âni
os, os
iladores quími
os, lasers, 
ir
ui-tos eletr�ni
os, neur�nios, et
., serviram 
omo base para investigações rela
ionadas 
oma 
onduta não-linear desses sistemas, tanto do ponto de vista teóri
o e numéri
o quantoexperimental. Muitos resultados já foram su�
ientemente estabele
idos [2, 3, 4, 5, 6℄. En-quanto temos uma boa 
ompreensão de muitos fen�menos que o
orrem pela variação deum parâmetro do sistema, ainda não temos uma boa 
ompreensão de fen�menos em 
odi-mensão maior, prin
ipalmente nas regiões de grande 
omplexidade dinâmi
a em equaçõesdiferen
iais não-lineares 
omo, por exemplo, é o 
aso das regiões 
aóti
as.A 
ara
terização do 
omportamento das soluções em função dos parâmetros do sistemaé uma das questões bási
as no estudo de equações diferen
iais não-lineares. Uma grandeparte do entendimento que temos da estrutura do espaço de parâmetros de muitos mode-los de equações diferen
iais é devido prin
ipalmente aos problemas bifur
a
ionais [7℄ e àutilização de metodologias baseadas na 
omputação de 
urvas de bifur
ações [8℄. Em geral
onhe
emos que muitos sistemas de equações diferen
iais podem apresentar uma estrutura
omplexa de bifur
ações quando parâmetros são variados e uma des
rição 
ompleta detodas as 
urvas de bifur
ações possíveis é uma tarefa impossível, mesmo se 
onsiderarmosa variação de somente dois parâmetros. Uma limitação 
ru
ial dos métodos de 
ontinu-ação numéri
a é que eles não podem lo
alizar soluções 
aóti
as e mesmo uma detalhadades
rição das bifur
ações em regiões periódi
as de alta 
omplexidade é uma tarefa extre-mamente árdua. Dessa maneira apenas as 
urvas de bifur
ações de períodos mais baixossão geralmente mostradas por métodos baseados em 
urvas de bifur
ações. Usualmente,no máximo o 
ontorno das regiões 
aóti
as são apresentados, 
omo por exemplo, foi obtidopreviamente em investigações de alguns modelos paradigmáti
os de os
iladores periodi
a-



Capítulo 1: Introdução 3mente forçados [9, 10, 11, 12, 13, 14℄. A determinação de algumas 
urvas de bifur
açõesdas regiões de períodos mais baixo, dentro da região 
aóti
a, foi realizada em investiga-ções prévias do modelo de Rössler [15, 16℄. Métodos baseados na análise de mapeamentosde Poin
aré foram utilizados na investigação da estrutura do espaço de parâmetros do
ir
uito de Chua [17℄, revelando periodi
idades no interior da região 
aóti
a.Em regiões de grande 
omplexidade no espaço de parâmetros, o atual entendimento quetemos deve-se prin
ipalmente aos sistemas dinâmi
os de tempo dis
reto, 
omo por exem-plo, os mapas unidimensionais do 
ír
ulo, 
úbi
o e quárti
o, e os mapas bidimensionaisde Hénon e de Ikeda. Tais sistemas foram bastante investigados na literatura, obtendo-se um detalhamento muito maior em uma estrutura �na do espaço de parâmetros emregiões 
aóti
as ou 
om quasiperiodi
idade, tanto por 
urvas de bifur
ações, quanto porsimulações diretas. Isso deve-se evidentemente ao 
usto 
omputa
ional envolvido, vistoque a iteração de mapas dis
retos é muito mais simples e demanda menos 
usto 
ompu-ta
ional do que a integração de equações diferen
iais. Muitos resultados foram obtidosna literatura 
om relação a mapeamentos dis
retos. É bem 
onhe
ida, por exemplo, aestrutura bási
a do espaço de parâmetros de mapeamentos unidimensionais do 
ír
ulo,
omo o mapa do seno. Em regiões onde o mapa é invertível, o espaço de parâmetros
ontém as 
hamadas línguas de Arnold, isto é, um en
aixamento de regiões de travamentode fase em meio a regiões de quasiperiodi
idade. Em regiões de parâmetros onde o mapaé não invertível, a estututura do espaço de parâmetros é mais 
ompli
ada, passando aexistir multiestabilidade e estruturas periódi
as en
aixadas dentro de domínios 
ontendosoluções 
aóti
as. Formas 
ara
terísti
as de bifur
ações e estruturas periódi
as, apresen-tando 
ara
terísti
as de auto-similaridades no espaço de parâmetros, foram identi�
adasem diversos trabalhos e sistemas [18-36℄, através da 
omputação/diagramação de algumas
urvas bási
as no espaço de parâmetros [15, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 34℄, atravésda iteração direta dos mapas 
om identi�
ação da periodi
idade [30, 31, 32, 33, 35, 36℄ ouatravés da 
omputação dos expoentes de Lyapunov [24, 28℄. Gallas [30℄ mostrou um en
ai-xamento de estruturas auto-similares, 
om diversas periodi
idades, alinhadas ao longo dedireções espe
í�
as, na região 
aóti
a do espaço de parâmetros do mapa de Hénon. Essas



Capítulo 1: Introdução 4estruturas auto-similares foram estudadas em maiores detalhes nas referên
ias [32, 35℄.Com relação a equações diferen
iais, as regiões de grande 
omplexidade no espaço deparâmetros, espe
ialmente as regiões 
aóti
as, são muito menos 
onhe
idas e ainda de-mandam mais investigações. Embora não tão 
omuns quanto os métodos de 
ontinuaçãonuméri
a, métodos baseados na integração direta têm sido utilizados para des
rever oespaço de parâmetros de sistemas de equações diferen
iais há mais de uma dé
ada atrás[33, 37℄ e estão �
ando mais populares, 
omo por exemplo, as investigações re
entes emmodelos de lasers [38, 39℄. Certamente uma lista muito maior existe. É bem 
onhe
ido queequações diferen
iais, quando olhamos para a variação de dois parâmetros, podem apre-sentar grandes extensões de regiões preen
hidas predominantemente por 
aos, 
ontendotambém regiões de periodi
idade em seu interior. Entretanto, um estudo sistemáti
o doespaço de parâmetros de equações diferen
iais in
luindo as regiões de grande 
omplexi-dade dinâmi
a, 
omo são as regiões 
aóti
as, ainda não foi realizado. Com a metodologiaque des
revemos a seguir, pro
uramos endereçar essa questão nesta tese 
om o intuitode des
rever a estrutura dessas regiões 
omplexas no espaço de parâmetros para algunsmodelos espe
í�
os e identi�
ar fen�menos asso
iados à variação de dois parâmetros. Re-
entemente tem havido um interesse em investigações e 
ara
terizações de estruturas deestabilidade que existem en
aixadas nas regiões 
aóti
as de diversos modelos físi
os, 
on-forme reportam os trabalhos [40, 41, 42, 43℄.1.3 Metodologia1.3.1 Continuação numéri
a × integração diretaComo é bem 
onhe
ido, equações diferen
iais não-lineares não podem ser resolvidasanaliti
amente, ex
eto em muito raras ex
eções. Então freqüentemente devemos re
orrera algum tipo de método numéri
o. Com relação ao estudo em dois parâmetros de equa-ções diferen
iais podemos utilizar uma metodologia baseada na 
omputação de 
urvasno espaço de parâmetros ou uma metodologia baseada na integração direta das equaçõessobre porções extensas do espaço de parâmetros.



Capítulo 1: Introdução 5Os métodos numéri
os mais utilizados atualmente são os métodos de 
ontinuaçãonuméri
a [44, 45, 46℄. Esses métodos são baseados na lo
alização e 
ontinuação de 
urvasde bifur
ações no espaço de parâmetros. Para utilizá-los, devemos ini
iar de uma soluçãoesta
ionária ou periódi
a e então es
olher uma direção de variação do parâmetro. Oprograma então evolui até en
ontrar uma bifur
ação. Após en
ontrar uma bifur
ação épossível segui-la ao longo do espaço de parâmetros. Podemos apontar diversas vantagensdos métodos de 
ontinuação numéri
a: i) eles identi�
am o tipo de bifur
ação, dentrediversos tipos de bifur
ações pré-estabele
idos; ii) é possível lo
alizar soluções instáveis eseguir suas 
urvas de bifur
ações no espaço de parâmetros; iii) podemos des
rever regiõesmultiestáveis em um úni
o diagrama, visto que é possível fazer uma superposi
ão de 
urvasno espaço de parâmetros; iv) eles demandam pou
os re
ursos 
omputa
ionais. Entretanto,uma desvantagem 
ru
ial dos métodos de 
ontinuação numéri
a é que eles não podemlidar 
om soluções 
aóti
as. Mesmo soluções periódi
as dentro de regiões 
aóti
as sãomuito difí
eis de se lo
alizar. Isso se deve ao fato que deveríamos 
onhe
er de antemão alo
alização das regiões periódi
as, uma a uma, para que fosse possível segui-las no espaçode parâmetros. Nesse 
aso, em regiões 
aóti
as ou regiões de alta 
omplexidade dinâmi
a,é ne
essário re
orrermos a um método de integração direta para obtermos uma des
riçãoadequada.A vantagem dos métodos de integração direta é que eles permitem lo
alizar as soluções
aóti
as. Uma outra vantagem desses métodos é que eles são muito mais simples parautilizarmos, visto que uma vez es
olhido os parâmetros para variarmos devemos apenas
olo
ar o programa para rodar em um 
omputador. Uma desvantagem dos métodosde integração direta é que eles demandam muito mais re
ursos 
omputa
ionais. Outrasdesvantagens que podemos apontar, é que eles não podem lidar 
om soluções instáveis nemdes
rever em um úni
o diagrama as regiões multiestáveis, ou seja, apenas uma solução éplotada no diagrama nas regiões onde o
orre 
oexistên
ia de dois ou mais atratores.De uma maneira geral, os métodos de integração direta 
onseguem dar uma des
riçãode regiões 
ompli
adas no espaço de parâmetros que seria impossível por outras metodo-logias. Nesta tese usamos extensivamente a metodologia baseada na integração direta.



Capítulo 1: Introdução 61.3.2 Diagramas de fase baseados no espe
tro de LyapunovA metodologia que utilizamos para analisar o espaço de parâmetros das equaçõesdiferen
iais é baseada na integração direta do sistema de equações e estimativa numéri
ados expoentes de Lyapunov. Dessa maneira 
omputamos diagramas de fase em funçãode dois parâmetros do sistema. Diagramas de fase 
onstruídos pela integração diretade um sistema de equações, embora menos utilizados que os métodos de 
ontinuaçãonuméri
a, são ferramentas já bem estabele
idas e 
om utilização no estudo do espaçode parâmetros de equações diferen
iais. Entretanto, a novidade que introduzimos aqui,para essa metodologia, é uma 
onveniente 
odi�
ação de 
ores utilizando a informação domaior ou segundo maior expoente (
aso o maior seja zero) ao invés de somente o maiorexpoente, 
omo é en
ontrado na literatura. A grande vantagem desse simples artifí
io éque podemos identi�
ar a lo
alização de 
urvas de bifur
ações no espaço de parâmetros.Outro ponto é que assim também temos informação da variação do expoente de Lyapunovnas regiões periódi
as.Para a 
onstrução dos diagramas, as equações diferen
iais são resolvidas numeri
a-mente utilizando-se o método de Runge-Kutta padrão de quarta ordem 
om passo �xo eos expoentes de Lyapunov são 
omputados utilizando-se o método proposto por Wolf etal. [47℄. As equações são integradas numeri
amente des
artando-se um pequeno transi-ente e depois integrando-se o sistema por um longo período de tempo 
omputando-se osexpoentes. Tipi
amente utilizamos 35000 passos de integração para o tempo transiente e700000 passos de integração para o restante da integração numéri
a. O valor do passo deintegração varia de sistema para sistema e é obtido após alguns testes de 
onvergên
ia.Na integração das equações, todos os parâmetros são mantidos �xos, ex
eto os doisque são es
olhidos para variar em uma malha de M×M valores de parâmetros igualmenteespaçados. Utilizamos M tipi
amente entre 600 e 1200. Para 
ada ponto do espaço deparâmetros são 
omputados os N expoentes de Lyapunov relativos às N direções do espaçode fases.O expoente relevante é sele
ionado simplesmente por testarmos se o maior expoenteé igual a zero. Caso o maior expoente seja igual a zero, tomamos o segundo expoente.



Capítulo 1: Introdução 7Por exemplo, para um sistema tri-dimensional, temos a seguinte possibilidade para osexpoentes ordenados, do maior para o menor, de a
ordo 
om 
om o tipo de atrator noespaço de fases: ponto �xo − − −
aóti
o + 0 −periódi
o 0 − −quasiperiódi
o 0 0 −Os expoentes nulos desta
ados em vermelho, na tabela a
ima e referentes aos atratoresperiódi
os ou quasiperiódi
os, são des
artados. Nesses 
asos utilizamos a magnitude dosegundo expoente na 
onstrução dos diagramas de fase. A seguir determina-se o maior emenor valor dos expoentes sele
ionados para toda a janela de parâmetros 
onsiderada a�m de se normalizar os valores em uma es
ala de 
ores de a
ordo 
om a magnitude doexpoente. A es
ala de 
ores é dividida em duas partes 
om o intuito de se dis
riminarentre 
ondutas 
aóti
as e não-
aóti
as. Sendo assim, os expoentes positivos são 
odi�
adosem uma es
ala de 
ores e os expoentes negativos em outra es
ala, 
om o zero 
olo
adono 
entro da es
ala e 
om uma 
or espe
í�
a. Note que o fato de se 
olo
ar uma 
orespe
í�
a para o expoente zero permite identi�
ar a lo
alização de 
urvas de bifur
açõesno espaço de parâmetros, 
onforme já men
ionamos. No 
aso de soluções que divergem,dentro de algum limite numéri
o estabele
ido, uma 
or é denotada espe
i�
amente paraessa situação.Quanto às 
ondições ini
iais, tipi
amente 
omeçamos de uma 
ondição ini
ial obtidapor tentativa e erro para o primeiro valor de parâmetro e utilizamos a té
ni
a de seguir-seo atrator, ou seja, utilizamos 
omo 
ondição ini
ial para um novo valor de parâmetro oúltimo valor do estado do sistema para o parâmetro anterior. Dessa maneira obtemos umdiagrama 
om muito mais qualidade, visto que o tempo gasto em um eventual transiente éevitado, resultando em uma 
onvergên
ia melhor para o expoente. Em regiões de multies-tabilidade, apenas um dos atratores é identi�
ado em função de se poder asso
iar apenasuma 
or para um ponto do diagrama de fase. No 
aso de se desejar priorizar uma regiãoem detrimento de outras nos lo
ais multiestáveis, eventualmente algum outro 
ritério de
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ondições ini
iais pode ser utilizado.Os diagramas foram produzidos utilizando-se pro
essamento paralelo, ou seja, divi-dimos o espaço de parâmetros em partes iguais, 
omo por exemplo, fatias horizontais,e 
omputamos 
ada parte separadamente em 
ada pro
essador. Isso é possível porqueos pontos do espaço de parâmetro são independentes um do outro, sendo, portanto, umproblema totalmente paralelizável. Note que o fato de utilizarmos o resultado obtido da
omputação anterior para um novo valor de parâmetro é apenas uma té
ni
a que melhoraa 
onvergên
ia dos expoentes. No 
aso mais geral, podemos 
omeçar de 
ondições ini
iaisarbitrárias para qualquer ponto do espaço de parâmetros. Mas mesmo utilizando-se até
ni
a que men
ionamos de seguir-se o atrator, as fatias de parâmetros que sele
ionamossão totalmente independentes. Nesse 
aso, seguimos o atrator para 
ada fatia do espaçode parâmetros, sendo que 
ada fatia seria 
omputada independentemente em um pro
es-sador diferente. Toda produção dos dados relativos à integração numéri
a das equaçõesdiferen
iais foi realizada na linguagem Fortran enquanto que o tratamento dos dados eapli
ação da 
odi�
ação de 
ores para os expoentes de Lyapunov foi realizada por umprograma em C que desenvolvemos. No apêndi
e B apresentamos maiores detalhes daimplementação da metodologia.1.4 Organização da teseNo 
apítulo 2 investigamos o modelo de um laser de CO2 des
rito pelas equações detaxa. O laser de CO2 é bastante popular no estudo de dinâmi
a não-linear por ter sido oprimeiro laser onde uma rota de dobramento de período para o 
aos e multiestabilidadefoi veri�
ada experimentalmente. Apresentamos pela primeira vez a estrutura da região
aóti
a para esse modelo e realizamos uma 
omparação 
om a estrutura �na da região
aóti
a de um sistema de tempo dis
reto.No 
apítulo 3 investigamos o modelo de um laser de semi
ondutor 
om injeção ópti
a.Esse modelo tem sido muito investigado tanto do ponto de vista teóri
o quanto experi-mental. Investigamos 
om bastante detalhe uma região 
aóti
a desse modelo. Mostramos



Capítulo 1: Introdução 9diversos tipos de estruturas periódi
as que existem en
aixadas na região 
aóti
a. Reporta-mos fen�menos no espaço de parâmetros desse modelo que nun
a haviam sido observadosem nenhum modelo de equações diferen
iais.No 
apítulo 4 investigamos o modelo de um 
ir
uito eletr�ni
o resistivo bastante sim-ples, 
ontendo dois diodos 
omo elemento não-linear. O modelo é des
rito por um 
onjuntode equações diferen
iais aut�nomas possuindo uma simetria 
om relação a origem. Essemodelo foi investigado há quase 20 anos atrás e tem permane
ido prati
amente inexplo-rado na literatura. Realizamos pela primeira vez uma análise em dois parâmetros dessemodelo, onde en
ontramos uma organização muito interessante no espaço de parâmetrosformada por in�nitas espirais en
aixadas na região 
aóti
a.No 
apítulo 5 investigamos o os
ilador de Du�ng amorte
ido e forçado, um modeloparadigmáti
o no estudo de dinâmi
a não-linear. É atribuído a esse modelo a primeiraobservação de 
onduta aperiódi
a em equações diferen
iais. Investigamos uma grandeporção do espaço de parâmetros desse os
ilador e investigamos regiões periódi
as queexistem en
aixadas na região 
aóti
a, e 
omo elas re
orrem quando a amplitude da forçaexterna 
res
e.Finalmente, no 
apítulo 6 apresentamos as prin
ipais 
on
lusões deste trabalho e men-
ionamos algumas possibilidades de 
ontinuidade e exploração do trabalho realizado nestatese.



Capítulo 2
Laser de CO2 
om perdas moduladas

Este 
apítulo é baseado na publi
ação [48℄. Neste 
apítulo realizamos uma investigaçãonuméri
a detalhada do modelo de dois níveis do laser de CO2 
om perdas moduladas,fo
ando na estabilidade global do laser em relação aos parâmetros de modulação. Nossasinvestigações en
ontraram regularidades no espaço de parâmetros desse modelo, onde otempo é 
ontínuo, que até então tinham sido en
ontradas apenas em modelos baseadosem mapas, onde o tempo é dis
reto. Investigamos a estrutura �na da região 
aóti
a domodelo do laser de CO2 e mostramos a existên
ia de in�nitas estruturas de estabilidadeauto-similares alinhadas em direções espe
í�
as no espaço de parâmetros. Mostramos queo ordenamento dessas estruturas periódi
as en
aixadas na região 
aóti
a do laser de CO2é o mesmo ordenamento do mapa de Hénon.2.1 IntroduçãoEm 1982, Are

hi et al. [49℄ reportaram a primeira observação experimental de umaseqüên
ia de bifur
ações sub-harm�ni
as 
onduzindo ao 
aos e 
oexistên
ia de atratoresem um sistema laser. Em seus experimentos, eles utilizaram um laser de CO2 sujeitoa uma modulação periódi
a das perdas da 
avidade e 
ompararam seus resultados 
omum modelo teóri
o simples, baseado nas equações de taxa. Naquela épo
a existia umgrande interesse por parte dos 
ientistas em demonstrar e investigar 
ondutas erráti
as ou
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aóti
as, que já eram bem 
onhe
idas em o
orrer em sistemas determinísti
os não-lineares.Desde então o laser de CO2 foi extensivamente investigado, tanto experimentalmente
omo numeri
amente, prin
ipalmente nos anos 80 e 90, onde diversos resultados 
om rela-ção à dinâmi
a desse modelo foram obtidos [50, 51, 52, 53℄. Vários fen�menos que o
orremtipi
amente em sistemas não-lineares foram observados experimentalmente através do la-ser de CO2 
omo, por exemplo, dimensões fra
tais de atratores estranhos [55℄, o
orrên
iade janelas periódi
as [56℄ e 
rises [57℄. Mais re
entemente, algumas investigações estive-ram voltadas para a utilização de modulações adi
ionais ou a introdução de perturbaçõesperiódi
as fra
as. Alguns outros fen�menos têm sido mostrados utilizando-se o modelodo laser de CO2 
omo protótipo, 
omo por exemplo, aniquilação de atratores em sistemasbi-estáveis [58℄ e indução de multiestabilidade em sistemas não-lineares [59℄.Entretanto a maioria das investigações realizadas para o laser de CO2, foi 
om relaçãoa fen�menos o
orrendo no espaço de fases do laser. Com relação a variações de dois parâ-metros apenas as primeiras 
urvas de bifur
ações de regiões periódi
as foram investigadasnumeri
amente por Goswami [60, 61℄ na forma do os
ilador de Toda. O os
ilador de Todafoi mostrado por Oppo e Politi [62℄ ser equivalente a um laser da 
lasse B, que é a 
lassea que perten
e o laser de CO2.Na seqüên
ia deste 
apítulo vamos apresentar investigações para o modelo de doisníveis do laser de CO2 
om perdas moduladas, fo
ando na estabilidade global do laser,e variando-se simultaneamente os dois parâmetros de modulação desse sistema. Nossasinvestigações apresentam pela primeira vez a estrutura da região 
aóti
a para esse modelo.2.2 O modelo de dois níveis e lasers da 
lasse BO laser de CO2 pode ser des
rito de uma maneira bastante simpli�
ada pelas 
hamadasequações de taxa, ou seja, duas equações diferen
iais a
opladas, uma para a intensidade dolaser e outra para a população de inversão. As equações de taxa podem ser obtidas atravésde uma argumentação fenomenológi
a ou diretamente reduzidas das equações de Maxwell-Blo
h [63, 64, 65℄, provenientes da teoria semi-
lássi
a do laser. Fisi
amente, as equações



Capítulo 2: Laser de CO2 
om perdas moduladas 12de Maxwell-Blo
h des
revem a interação de um 
ampo eletromagnéti
o intenso 
om uma
oleção de átomos de dois níveis, idênti
os e não-interagentes, os quais 
onstituem ummeio de ganho onde o
orre a ação laser. Muitas suposições e aproximações são realizadas[63, 64, 65℄ até a obtenção de um 
onjunto fe
hado de equações diferen
iais ordinárias debaixa ordem para modelar o laser. Os termos rela
ionados a ganhos e perdas presentes nasequações são adi
ionados de maneira fenomenológi
a. As equações diferen
iais resultantesdes
revem a evolução do 
ampo elétri
o E, da polarização do meio ativo P e da diferençade população D entre os dois níveis de energia dos átomos que 
onstituem o meio ativo.A forma mais simples das equações de Maxwell-Blo
h é dada por assumir-se E e Preais, resultando em um 
onjunto de três equações diferen
iais ordinárias não-lineares.Esse 
onjunto de equações foi mostrado por Haken [66℄ em 1975 ser isomór�
o ao modeloproposto por Lorenz em 1963 para des
rever, de uma forma bastante simpli�
ada, omovimento 
onve
tivo de um �uido [1℄, e foi uma das motivações ini
iais para a utilizaçãode lasers no estudo de instabilidades geradas em sistemas determinísti
os. Entretanto,diferentemente do que o
orre usualmente no modelo de Lorenz, os modelos des
revendolasers reais têm taxas de de
aimento para suas variáveis que podem diferir de várias ordensde magnitude entre si. Então, algumas das variáveis do laser podem ser eliminadas emum pro
esso 
hamado eliminação adiabáti
a [67℄.No estudo de dinâmi
a de lasers, é 
omum utilizarmos uma 
lassi�
ação introduzidapor Are

hi et al. [68℄ para os diferentes tipos de lasers. Eles 
lassi�
aram os lasers em três
lasses, A, B ou C, de a
ordo 
om a relação entre as magnitudes das taxas de de
aimentode 
ada variável. Lasers perten
entes à 
lasse A são aqueles em que as taxas de de
aimentoda polarização e da população são muito maiores do que as perdas da 
avidade. Destemodo as variáveis P e D podem ser eliminadas adiabadi
amente e o laser é des
rito poruma úni
a equação diferen
ial não-linear para o 
ampo elétri
o E. Lasers da 
lasse Bsão aqueles em que a taxa de de
aimento da polarização é muito maior do que as taxasde perda do 
ampo elétri
o e da população. Então a polarização pode ser eliminadaadiabati
amente e o laser é des
rito por duas equações diferen
iais a
opladas, uma para o
ampo elétri
o e outra para a população de inversão. Já os lasers da 
lasse C são aqueles
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aimento são da mesma ordem de magnitude, ne
essitandoentão o 
onjunto 
ompleto das equações de Maxwell-Blo
h para sua des
rição.Os dois modelos de lasers que tratamos nesta tese, o laser de CO2 e o laser de semi
on-dutor, perten
em à 
lasse B. Assim, neste 
apítulo vamos 
onsiderar um laser da 
lasseB sujeito a uma modulação das perdas da 
avidade, enquanto no 
apítulo 2 vamos tratarde um laser da 
lasse B sujeito a uma injeção ópti
a. A seguir, apresentamos as equaçõesde taxa do laser de CO2 que investigamos.2.2.1 As equações de taxaAs equações de taxa que des
revem um laser de CO2 podem ser es
ritas 
omo [49, 59℄:
du

dt
=

1

τ
(z − k)u, (2.1a)

dz

dt
= (z0 − z)γ − uz. (2.1b)No sistema de equações 2.1, u é propor
ional à densidade de radiação do laser e zé o ganho do meio ativo. Ou seja, essas duas quantidades são propor
ionais ao 
ampoelétri
o E e à população de inversão D do laser, respe
tivamente. Os quatro parâmetrosdo sistema de equações 2.1 são: z0 é ganho não-saturado do meio ativo e está rela
ionado
om a energia forne
ida para se obter a inversão de população no laser, τ é o tempotransiente da luz na 
avidade, γ é a taxa de de
aimento do ganho e k são as perdas totaisda 
avidade. Os valores desse parâmetros foram �xados seguindo-se valores realísti
ospara um laser de CO2 usados em investigações teóri
as e experimentais reportadas nareferên
ia [59℄, e são dados por: τ = 3.5 × 10−9s, γ = 1.978 × 105 s−1, z0 = 0.175 e

k = 0.1731.O sistema de equações 2.1 tem apenas dois graus de liberdade e, 
omo é bem 
onhe
ido,não pode apresentar soluções 
aóti
as, 
onforme mostra o teorema de Poin
aré-Bendixson[69℄. Basi
amente esse teorema estabele
e que, em sistemas dinâmi
os de tempo 
ontínuono plano, a 
onduta a tempos longos de qualquer órbita que permane
e em uma região
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om perdas moduladas 14limitada do espaço de fases aproxima-se, ou de um ponto �xo, ou de uma órbita periódi
a.Assim, 
ondutas 
aóti
as podem existir apenas em sistemas dinâmi
os de tempo 
ontínuo
ujo espaço de fases tem três ou mais dimensões. Esse teorema não se apli
a para sistemasdinâmi
os de tempo dis
reto, onde é possível existir 
onduta 
aóti
a mesmo em sistemas
om uma dimensão.Antes de introduzirmos a modulação do laser e investigarmos o diagrama de fase emfunção dos parâmetros de modulação vamos analisar a estabilidade do sistema de equações2.1 por té
ni
as elementares de estabilidade linear [70℄. Tomando as derivadas iguais azero nas equações 2.1:
1

τ
(z − k)u = 0, (2.2a)

(z0 − z)γ − uz = 0. (2.2b)Temos duas soluções possíveis para o sistema 2.2 que são:
i) ū = 0 e z̄ = z0, (2.3a)
ii) ū = γ(

z0

k
− 1) e z̄ = k. (2.3b)A solução 2.3a 
orresponde ao estado de equilíbrio trivial do laser, 
om bombeamentoe sem fótons na 
avidade. A solução 2.3b 
orresponde à 
ondição de operação não-trivial,permitindo uma intensidade diferente de zero. Essa solução só tem signi�
ado físi
o se

zthr ≡ z0

k
> 1, sendo a 
ondição zthr > 1 
onhe
ida 
omo 
ondição de limiar para o fun-
ionamento do laser. Essa 
ondição expressa o resultado bastante 
onhe
ido de que parahaver ação laser o ganho deve 
ompensar as perdas. A seguir, vamos analisar a estabili-dade da solução 2.3b, que é a solução �si
amente interessante, através do pro
edimento
onven
ional de análise de estabilidade linear.Considerando pequenos desvios ǫ e η das soluções esta
ionárias, es
revemos:

u(t) = ū + ǫ, (2.4a)
z(t) = z̄ + η. (2.4b)
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ǫ̇ =

γ

τ
(
z0

k
− 1)η, (2.5a)

η̇ = −kǫ − γ
z0

k
η, (2.5b)onde os autovalores desse sistema linear são 
al
ulados por:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−λ γk
τ

( z0

k
− 1)

−k −γ z0

k
− λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.Os dois autovalores, λ1 e λ2, são dados pela expressão:
λ1,2 = −γz0

2k
±

√

(γz0

2k

)2

− γk

τ

(z0

k
− 1

)

. (2.6)Como todos os parâmetros do sistema de equações 2.1 são reais e positivos, e ainda olaser de CO2 satisfaz a 
ondição k
τ

>> γ, o termo dentro da raiz em 2.6 é sempre negativo.Podemos es
rever então:
λ1,2 = −γz0

2k
± i

√

γk

τ

(z0

k
− 1

)

−
(γz0

2k

)2

. (2.7)Como a parte real de ambos os autovalores em 2.7 é negativa, essa solução é estável,signi�
ando que perturbações lo
ais 
onvirgirão para essa solução 
om o trans
orrer dotempo. Como os autovalores em 2.7 
ontém uma parte imaginária, as soluções perturbadasse aproximarão das soluções esta
ionárias de maneira os
ilatória. O segundo termo dentrodo radi
al em 2.7 pode ser desprezado frente ao primeiro termo, 
onforme 
ondições já
omentadas para o laser de CO2, de onde obtemos a usual expressão para a freqüên
iadas os
ilações de relaxação fRO para lasers da 
lasse B:
fRO ≈ 1

2π

√

γk

τ

(z0

k
− 1

)

. (2.8)A �gura 2.1 ilustra as soluções para a intensidade e inversão do laser obtidas nume-
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ilações de relaxação 
onvergindo para as soluções esta
ionárias do laser.Os valores estão normalizados 
om relação aos valores esta
ionários.ri
amente para as equações 2.1 
om os valores de parâmetros que �xamos, men
ionadosanteriormente. O sistema evolui a partir de uma 
ondição ini
ial e 
onverge para uma so-lução esta
ionária (ponto �xo), exibindo os
ilações de relaxação. Substituindo os valoresnuméri
os dos parâmetros na expressão 2.8 obtemos o valor aproximado fRO ≈ 52.2kHzpara freqüên
ia das os
ilações de relaxação. Esse valor pode ser 
omparado 
om o va-lor mais pre
iso, para a freqüên
ia das os
ilações de relaxação, obtido sem desprezar osegundo termo dentro do radi
al na parte imaginária dos autovalores da expressão 2.7.Nesse 
aso obtemos fRO = 49.7kHz.2.2.2 Modulação das perdas da 
avidadeA motivação ini
ial para introduzir-se uma modulação nas perdas da 
avidade do laser,era aumentar a dimensionalidade do sistema de forma que ele pudesse ter a possibilidadede apresentar 
onduta 
aóti
a. Esse tipo de modulação foi proposto teori
amente pelaprimeira vez por Ivanov et al. [71℄ para o modelo de um laser da 
lasse B, enquantosimultaneamente e independentemente Are

hi et al. [49℄ reportaram os seus resultadosexperimentais utilizando essa modulação para o laser de CO2. Fisi
amente, esse tipo demodulação pode ser obtido por introduzir-se um modulador eletro-ópti
o no interior da
avidade ressonante do laser.Do ponto de vista teóri
o, esse pro
esso é modelado através de uma modulação do
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avidade do laser:
k ≡ k(t) = k0(1 + a cos 2πft). (2.9)Com a introdução da dependên
ia temporal ao parâmetro k ≡ k(t), o sistema de equações2.1 ganha um grau de liberdade ne
essário para exibir uma grande variedade de 
ondutasdinâmi
as, in
luindo os
ilações 
aóti
as. Na equação 2.9, k0 é a parte 
onstante dasperdas, enquanto a e f são a amplitude e a freqüên
ia da modulação periódi
a apli
ada,respe
tivamente. Aqui tomamos k0 = 0.1731. O ponto 
entral deste 
apítulo será a análiseteóri
a da 
onduta do sistema em função dos parâmetros de modulação a e f .Com as perdas da 
avidade moduladas 
onforme a equação 2.9 e 
om os valores deparâmetros que �xamos, a 
onduta dinâmi
a do sistema de equações 2.1 depende daes
olha dos valores dos parâmetros da modulação (a, f), além de poder depender tambémdas 
ondições ini
iais. É bem 
onhe
ido que, para valores da freqüên
ia de modulação
omparáveis à freqüên
ia das os
ilações de relaxação, o laser tende a apresentar diversostipos de instabilidades. No 
aso que estamos investigando aqui, 
omo vimos no �nal daseção 2.2.1, a freqüên
ia das os
ilações de relaxação é 49.7kHz. A �gura 2.2 mostra sériestemporais para a intensidade do laser integradas durante um tempo equivalente a 30 vezeso período da modulação e projeções do espaço de fases no plano intensidade-inversão paraquatro valores diferentes da amplitude de modulação. Aqui �A� ilustra uma os
ilação deperíodo 1, �B� período 2, �C� período 4 e �D� uma os
ilação 
aóti
a, ou seja, a usualseqüên
ia de dobramentos de período 
onduzindo ao 
aos.A �gura 2.3 ilustra tipi
amente o que o
orre 
om a intensidade do laser quando va-riamos 
ontinuamente um dos parâmetros de modulação. Nessa �gura são plotados osmáximos da série temporal da intensidade do laser em função da amplitude de modula-ção, para uma freqüên
ia �xa f = 90kHz. Os valores da intensidade estão normalizadosem relação ao seu valor esta
ionário. Para valores pequenos da amplitude de modulaçãoo sistema os
ila 
om a mesma freqüên
ia f da modulação apli
ada. Para valores maio-res da amplitude de modulação essa solução se desestabiliza e o sistema passa a os
ilar
om uma freqüên
ia f/2. E assim o
orre su
essivamente seguindo-se a usual seqüên
ia
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A

B

C

DFigura 2.2: Séries temporais para a intensidade do laser (esquerda) e projeções das so-luções no plano z × u (direita), para quatro valores de amplitude de modulação a. A:
a = 0.005, período 1; B: a = 0.018, período 2; C: a = 0.0285, período 4; D: a = 0.057,
aos. A freqüên
ia foi �xada em f = 90kHz.in�nita de bifur
ações subharm�ni
as até atingir-se a transição para as soluções 
aóti-
as, 
ara
terizando o 
hamado 
enário de Feigenbaum [72℄. As três primeiras bifur
açõessubharm�ni
as o
orrem para a ≈ 0.0124, a ≈ 0.0267 e a ≈ 0.0321 e estão denotadas,respe
tivamente, pelos números 1, 2 e 3 na �gura 2.3.Ainda sobre a �gura 2.3, observamos que em a ≈ 0.0412, denotado pelo número 4,o
orre o surgimento de uma nova solução periódi
a. Essa solução 
oexiste 
om a soluçãoproveniente do ramo original de soluções (que nas
eu a partir de a = 0) até o ponto
a ≈ 0.0524, denotada pelo número 5. Nesse ponto o ramo de soluções original é aniquiladopor uma 
rise de fronteira [73℄. Para uma melhor visualização, uma das soluções é plotadana 
or vermelha no intervalo em que o
orre 
oexistên
ia. Uma análise teóri
a da interaçãoentre diferentes ramos de soluções que podem 
oexistir no modelo do laser de CO2 
omperdas moduladas foi reportada na referên
ia [51℄. O ponto denotado por 4 é o pontoonde o
orre uma bifur
ação do tipo sela-nó, ou seja, o ponto onde nas
e uma solução deperíodo 3. Período 3 aqui refere-se que o sistema os
ila 
om um período 3T , ou seja, umperíodo 3 vezes maior que o período da modulação apli
ada que é T ≡ 1/f . O pontoonde nas
e um novo ramo de soluções, 
omo a solução de período 3 que nas
e no ponto
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aFigura 2.3: Diagrama de bifur
ações para os máximos da intensidade do laser. O intervalolimitado pelos números 4 e 5 ilustra uma região onde o
orre 
oexistên
ia de soluções. Nesse
aso, uma das soluções está plotada em vermelho.
4, foi 
hamado de bifur
ação sela-nó primária por S
hwartz [74℄. De fato, esse trabalhoargumenta, através da análise de um modelo reduzido para as equações do laser modulado,a existên
ia de uma seqüên
ia in�nita de bifur
ações sela-nó primárias 
om período n/f ,onde n = 1, 2, 3, . . . .Por �m, 
omo última informação obtida da �gura 2.3, desta
amos a existên
ia dasjanelas periódi
as que tipi
amente observamos em diagramas de bifur
ações dependentesde um parâmetro, em meio ao regime 
aóti
o. No intervalo entre a ≈ 0.0694 e a ≈ 0.0717,denotados pelos números 6 e 7, o
orre uma janela de período 8T. A análise dessas janelasperiódi
as, quando olhamos para a variação simultânea dos dois parâmetros de modulação,amplitude e freqüên
ia, será o prin
ipal fo
o de estudo no de
orrer deste 
apítulo.
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Figura 2.4: Espe
tro de expoentes de Lyapunov em função da amplitude da modulaçãopara f = 90kHz. As 
ores representam os três expoentes ordenados, onde verde denota omaior expoente, azul o segundo e vermelho o ter
eiro. Os expoentes estão em ks−1.2.3 Cara
terização do espaço freqüên
ia-amplitudeNa seção anterior des
revemos algumas das prin
ipais 
ara
terísti
as 
om relação aomodelo de um laser da 
lasse B sujeito a uma modulação periódi
a das perdas da 
avi-dade. Em parti
ular apontamos os prin
ipais resultados investigados na literatura quesão prin
ipalmente em relação à variação de um parâmetro de modulação, enquanto ooutro é mantido �xo. Nesta seção investigamos a 
onduta dinâmi
a do laser olhando paraa variação simultânea de dois parâmetros do modelo, que são a freqüên
ia e a amplitudeda modulação. Esses são justamente os dois parâmetros de 
ontrole que podem ser fa
il-mente ajustados em experimentos reais. Para 
ara
terizar o espaço dos dois parâmetros
a×f 
omputamos um diagrama de fase baseado na estimativa numéri
a dos expoentes deLyapunov, 
onforme des
revemos na seção 1.3. O sistema de equações 2.1 foi integradonumeri
amente utilizando-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem 
om passo �xo
h = 4 × 10−8.Para ilustrar a 
onfe
ção dos diagramas de fase, a �gura 2.4 mostra o espe
tro deexpoentes de Lyapunov em função da amplitude da modulação para uma freqüên
ia �xa



Capítulo 2: Laser de CO2 
om perdas moduladas 21

0 0.09a
50

140

f

8

11

11

A B C D
1 2 3 4 5 6 7

0λmin λmaxFigura 2.5: (a) Diagrama de fase do laser de CO2 
om perdas moduladas em função daamplitude (a) e freqüên
ia (f) da modulação. As 
ores são propor
ionais aos expoentesde Lyapunov, sendo que um gradiente entre bran
o-
inza denotam regiões de os
ilaçõesperiódi
as e um gradiente amarelo-vermelho denotam regiões de os
ilações 
aóti
as, 
omo preto 
olo
ado no 
entro da es
ala denotando os expoentes nulos. Os valores máximose mínimos dos expoentes são: λmax = 75ks−1 e λmin = −150ks−1. As freqüên
ias estãoem kHz. A freqüên
ia das os
ilações de relaxação é fRO = 49.7kHz.
f = 90kHz. Aqui o intervalo a = [0, 0.09] foi dividido em 600 partes e pode ser visualizado
omo uma linha do diagrama de fase bidimensional que iremos mostrar mais adiante.Como o sistema de equações 2.1 
om a modulação paramétri
a dada pela equação 2.9forma um sistema bidimensional não-aut�nomo, as integrações numéri
as e o 
ál
ulo dosexpoentes foram realizados 
om o usual pro
edimento de extender-se o espaço de fasesintroduzindo uma nova variável de maneira a transformar o sistema em aut�nomo. Oespe
tro de expoentes de Lyapunov é dado pelo 
onjunto de três expoentes relativos àstrês direções do espaço de fases, sendo que um dos expoentes, que está asso
iado 
om a
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emordenados do maior para o menor, respe
tivamente. Na 
onstrução dos diagramas foiutilizado o maior expoente não nulo, ou seja o expoente nulo e o ter
eiro expoente sãodes
artados.A �gura 2.5 mostra o diagrama de fase que obtemos 
omputando o espe
tro de ex-poentes para 600 × 600 valores de parâmetros igualmente espaçados no espaço a × f nosintervalos a = [0, 0.09] e f = [50, 140] kHz. Aqui tons de 
inza foram utilizados para
odi�
ar a magnitude dos expoentes negativos, representando as regiões periódi
as, e umgradiente vermelho-amarelo para 
odi�
ar a magnitude dos expoentes positivos, represen-tando as regiões 
aóti
as. O zero foi 
olo
ado no 
entro da es
ala de 
ores e é indi
adopelas tonalidades mais es
uras, aproximando-se da 
or preta. Bran
o denota os expoentesmais negativos e vermelho os mais positivos. Veja em detalhe a 
odi�
ação da magnitudedos expoentes na es
ala de 
ores na parte inferior da �gura 2.5. Assim, as regiões detonalidades mais es
uras (as linhas que passam pelos pontos 1-3 no diagrama de fase, porexemplo) denotam regiões onde os expoentes são aproximadamente zero, indi
ando onde
urvas de bifur
ações estão lo
alizadas no diagrama. As 
urvas que passam pelos pontos
1, 2 e 3, por exemplo, são 
urvas onde o
orrem dobramentos de período. Essas 
urvas
on
ordam 
om o trabalho de Goswami [61℄, que 
omputou numeri
amente as primeiras
urvas de bifur
ações para esse modelo do laser na forma do os
ilador de Toda.O diagrama de fase na �gura 2.5 mostra uma porção global do espaço de parâmetros
a × f . Nesse diagrama podemos dis
riminar entre uma extensa região onde o
orremos
ilações periódi
as, representada pelo gradiente bran
o-
inza-preto, e uma grande regiãoonde o
orrem os
ilações 
aóti
as, representada pelo gradiente vermelho-amarelo, 
onformees
ala de 
ores dessa �gura. É possível observar que existe um mínimo de amplitude a ondeas bifur
ações sub-harm�ni
as 
omeçam a o
orrer. Nessa �gura também é interessanteobservar o 
ontraste entre as 
ores denotando os expoentes mais negativos, mostradosna �gura em bran
o, 
om regiões de expoentes não tão negativos, mostrados em 
inza.É interessante observar essa 
onduta dos expoentes de Lyapunov próximos à freqüên
iade 100 kHz, na região de período 1, para pequenos valores da amplitude a. Essa região
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orresponde a uma modulação apli
ada 
om uma freqüên
ia da ordem de duas vezes aovalor da freqüên
ia de os
ilações de relaxação fRO, ou seja, duas vezes o valor da freqüên
iade os
ilação natural do sistema.A linha pontilhada desta
ada no diagrama da �gura 2.5 refere-se às �guras 2.3 e 2.4 e
orresponde a uma freqüên
ia de modulação �xa f = 90kHz. Os pontos 1-7 mar
ados nodiagrama referem-se aos números 1-7 indi
ados no diagrama de bifur
ações da �gura 2.3.Conforme já men
ionamos, os números 1, 2 e 3 são pontos onde o
orrem dobramentos deperíodo. Entre os números 4 e 5 existe 
oexistên
ia atratores. Em função de se poderasso
iar apenas uma 
or para um ponto no espaço de parâmetros, apenas um expoenteé plotado, representando então, somente um dos atratores nas regiões multiestáveis. Istoexpli
a a aparente des
ontinuidade na parte superior direita do diagrama onde um outroramo de soluções é sele
ionado. Os pontos 6 e 7 denotam uma janela de periodi
idade deperíodo 8. As letras A-D referem-se às soluções para o espaço de fases do laser mostradasna �gura 2.2.No interior da região 
aóti
a podemos ter novamente os
ilações periódi
as estáveis nolaser. Em um diagrama de bifur
ações dependente de um parâmetro, 
omo o da �gura2.3, essas os
ilações periódi
as 
orrespondem às bem 
onhe
idas janelas de periodi
idadeque tipi
amente observamos para determinados intervalos do parâmetro de 
ontrole. Anovidade teóri
a que apresentamos aqui neste 
apítulo e que pode ser observada no di-agrama da �gura 2.5, está na estrutura dessas regiões periódi
as quando olhamos paraa variação simultânea de dois parâmetros do sistema de equações diferen
iais. Em umasituação mais simples, 
omo por exemplo na parte da região 
aóti
a onde estão lo
ali-zados os números 4 e 5 e que 
orresponde à região 
aóti
a que está rela
ionada 
om odesdobramento de bifur
ações do ramo prin
ipal de soluções, é possível identi�
ar regiõesperiódi
as na forma de �tiras�. A situação mais interessante é o 
aso onde as janelas pe-riódi
as podem formar uma rede de in�nitas estruturas de bifur
ações auto-similares noespaço de dois parâmetros, 
onforme será dis
utido em detalhe na próxima seção. Essasituação pode ser observada na parte da região 
aóti
a onde é possível identi�
ar diversasilhas de estabilidade. Algumas dessas regiões de estabilidade estão desta
adas pelos nú-
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(b)Figura 2.6: (a) Detalhes da estrutura de uma região 
aóti
a do laser de CO2 em função dosparâmetros de modulação. (b) Estrutura do espaço de parâmetros do mapa de Hénon. Ospontos denotam a lo
alização de diversas estruturas auto-similares enquanto os númerosindi
am o período prin
ipal de 
ada uma delas.meros 
om 
ír
ulos, onde o número refere-se ao período da região asso
iada. No 
aso da�gura 2.5 desta
amos uma região de período 8 e duas regiões de período 11. Na próximaseção investigamos em maior detalhe essas estruturas periódi
as e fazemos uma 
ompara-ção 
om um sistema dinâmi
o de tempo dis
reto onde essas estruturas foram estudadaspreviamente.2.4 Auto-similaridades na região 
aóti
aNa seção anterior mostramos uma porção global do espaço de parâmetros do laser deCO2 
om perdas moduladas. O espaço de parâmetros é 
ara
terizado tipi
amente porsu
essivas 
urvas de bifur
ações sub-harm�ni
as de soluções periódi
as e extensas regiõesonde o
orrem 
ondutas 
aóti
as. Dentro da região 
aóti
a des
obrimos a existên
ia dediversas ilhas de estabilidade onde o
orrem os
ilações periódi
as. Aqui investigamos essasregiões de periodi
idade em maior detalhe.A �gura 2.6(a) mostra uma magni�
ação de uma porção da região 
aóti
a do laser
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ação 
orresponde à
aixa em destaque na �gura 2.5. Aqui podemos observar que dentro de um largo domíniode parâmetros 
onduzindo à os
ilações 
aóti
as existe uma estrutura regular de janelasde parâmetros auto-similares 
ontendo os
ilações periódi
as estáveis, 
ara
terizadas porvalores negativos dos expoentes de Lyapunov. Essas estruturas auto-similares foram 
ha-madas de 
amarões (shrimp) por Gallas [30℄ e 
ontém uma ri
a estrutura de bifur
açõesasso
iada. Cada estrutura auto-similar 
ontém um período prin
ipal que se desestabilizavia dupli
ação de período. O período prin
ipal sofre uma 
as
ata in�nita de dobramentode período em direções espe
í�
as do espaço de parâmetros, 
onduzindo a uma transiçãopara o 
aos. Na �gura 2.6(a) estão mar
ados os períodos prin
ipais de umas pou
as es-truturas auto-similares maiores, indi
ado pelo número próximo a elas. Essas estruturasapare
em in�nitamente em diversos níveis de es
ala. Nos 
asos em que elas são muitopequenas para apare
erem na es
ala de parâmetros 
onsiderada, apenas um ponto denotasua lo
alização. Na estrutura de período 8, o menor período en
ontrado dentro da regiãode parâmetros investigada, estão mar
adas as duas regiões de período 16 
orrespondendoaos dois primeiros dobramentos em duas direções diferentes no espaço de parâmetros.A �m de se fazer uma análise 
omparativa entre o espaço de parâmetros de mapas e�uxos, a �gura 2.6(b) mostra um diagrama de fase 
onstruído através da 
omputação dosexpoentes de Lyapunov para o mapa de Hénon [75℄:
xt+1 = a − x2

t + b yt, (2.10a)
yt+1 = xt. (2.10b)O mapa de Hénon é um modelo bi-dimensional dependente de dois parâmetros a e b,onde a 
ontrola a não-linearidade e b a dissipatividade. Aqui 
onsideramos uma porçãodo espaço de parâmetros (a, b) envolvendo um domínio de estabilidade de período 8. Essaregião en
ontra-se no limite altamente dissipativo onde Pando et al. [76℄ en
ontrou que ummodelo mais so�sti
ado do laser de CO2 
onduz qualitativamente 
omo o mapa de Hénon.A �gura 2.6(b) mostra que as estruturas auto-similares se organizam ao longo de espe
í�
as
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onforme des
rito por Gallas [30℄. Observe que, no 
asodo mapa do Hénon, as direções no espaço de parâmetros podem ser bem aproximadas porlinhas retas. Já no 
aso do laser de CO2, as direções 
ontendo o alinhamento das estruturasperiódi
as são bem aproximadas por parábolas, na porção do espaço de parâmetros queestamos 
onsiderando aqui.Uma questão interessante que analisamos em maior detalhe é em relação ao orde-namento das estruturas periódi
as que apare
em alinhadas no espaço de parâmetros.Aqui en
ontramos que o ordenamento observado ao longo da diagonal prin
ipal da �gura2.6(b) para o mapa de Hénon, é o mesmo en
ontrado para o laser na direção 
ontendoos números 
om 
ír
ulos, na região superior da �gura 2.6(a). Analogamente, a diago-nal se
undária da �gura 2.6(b) mostra o mesmo ordenamento que o ar
o parbóli
o nomeio da �gura 2.6(a). Para fa
ilitar a visualização, os alinhamentos 
onsiderados sãoindi
ados pelas retas e 
urvas pontilhadas em ambas as �guras. Cores similares daslinhas pontilhadas nas duas �guras indi
am as direções onde en
ontramos o mesmo or-denamento. Na �gura 2.6(a) o ar
o parabóli
o 
entral (
or magenta) é dado pela função
a ≈ 2.809 × 10−5f 2 − 0.00464f + 0.26012 no intervalo f = [63.5, 95], enquanto o ar
oparabóli
o na parte superior (
or laranja) é dado por f ≈ −6575a2 + 1405a + 23.69 nointervalo a = [0.06, 0.079]. Na �gura 2.6(b) a reta na direção da diagonal prin
ipal (
orlaranja) é dada por b ≈ −0.526a + 0.923, enquanto a reta na direção da diagonal se-
undária (
or magenta) é dada por b ≈ 0.443a − 0.824. Essas funções aproximam muitobem os alinhamentos das estruturas auto-similares nas respe
tivas porções 
onsideradasdo espaço de parâmetros.A �gura 2.7 mostra em detalhe duas estruturas auto-similares magni�
adas da �gura2.6(a). Na �gura 2.7(a) mostramos uma ampliação da estrutura de período 8. Esse foi omenor período que observamos dentro da região 
aóti
a, para os valores de parâmetros queanalisamos. Os pontos mar
am a região de período 8, que é o período prin
ipal asso
iado
om essa região de estabilidade, e os dois primeiros dobramentos de período que o
orremem direções diferentes no espaço de parâmetros. Essas duas regiões estão denotadas pelonúmero 16, que é o valor do período após o dobramento. Note que, pela 
odi�
ação
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(b)Figura 2.7: Detalhe de duas estruturas de estabilidade auto-similares que existem nointerior da região 
aóti
a do laser de CO2. (a) Ampliação da estrutura de período 8, mos-trada na �gura 2.6(a). Os números referem-se ao período de 
ada região. (b) Ampliaçãoda estrutura de período 11, mostrada na 
aixa em destaque na �gura 2.6(a).de 
ores es
olhida, podemos identi�
ar fa
ilmente onde o
orre a 
urva de bifur
ação dedobramento de período no interior da estrutura de estabilidade. Cada região de período16 sofre uma nova bifur
ação de dobramento de período em outras direções do espaço deparâmetros, e assim su
essivamente até a transição para o 
aos. As 
urvas bran
as que sãopossíveis de identi�
ar no interior da região do período prin
ipal, que existem também nointerior das regiões de períodos maiores, são os lo
ais onde os expoentes de Lyapunov sãomais negativos. Esses lo
ais são análogos aos familiares lo
ais superestáveis de sistemasdinâmi
os de tempo dis
reto. Na �gura 2.7(b) mostramos uma magni�
ação da 
aixaem destaque na �gura 2.6(a), desta
ando uma estrutura auto-similar de período 11 
omuma forma prati
amente idênti
a à forma 
an�ni
a obtida no espaço de parâmetros domapa quárti
o investigado por Gallas [32℄. O mapa quárti
o é um sistema parti
ularmenteinteressante para estudar esse tipo de estrutura 
omplexa de estabilidade.Na �gura 2.8 ilustramos o sinal da intensidade do laser para pontos no espaço deparâmetros lo
alizados no interior da estrutura auto-similar de período 8 mostrada na�gura 2.7(a). Na �gura 2.8(a) é mostrada a série temporal para a os
ilação de período 8,
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T TFigura 2.8: Séries temporais para a intensidade do laser referentes à estrutura de estabi-lidade mostrada na �gura 2.7(a). Os valores de parâmetro (a, f) são: (a) (0.06984, 89.8),período 8. (b) (0.07138, 90.47), período 16. (
) (0.06902, 87.43), período 16. No ladodireito, em (d)-(f), são mostrados os mesmos sinais de (a)-(
) em es
ala logarítmi
a, res-pe
tivamente. A intensidade é normalizada em relação ao seu valor esta
ionário. Asfreqüên
ias estão em kHz. T = 1/f .
orrespondendo ao período prin
ipal dessa estrutura, enquanto nas �guras 2.8(b) e 2.8(
)são mostradas as séries temporais para as duas os
ilações periódi
as das regiões de período16, desta
adas na �gura 2.7(a). Essas são duas regiões asso
iadas ao dobramento doperíodo 8, que é o período prin
ipal da estrutura auto-similar, em duas direções diferentesno espaço de parâmetros. Os sinais periódi
os são 
ara
terizados por sinais de grandeintensidade interespaçados por os
ilações muito pequenas, 
omo o
orre tipi
amente nessesmodelos de laser. Para uma identi�
ação mais fá
il da periodi
idade das séries temporais,apresentamos os mesmos sinais 
onsiderados nas �guras 2.8(a)-2.8(
) em es
ala logarítmi
anas �guras 2.8(d)-2.8(f).Na �gura 2.9 mostramos em detalhe o sinal de uma os
ilação periódi
a da intensidadedo laser 
orrespondendo a uma estrutura de estabilidade de período 10. Diferentementedo que o
orre em sistemas dinâmi
os de tempo dis
reto, onde o período da órbita éobtido diretamente da quantidade dos pontos que de�nem a órbita, em sistemas de tempo
ontínuo o sinal periódi
o varia 
ontinuamente no tempo. O sinal periódi
o tem um valorpara o período de os
ilação, que é o tempo ne
essário para se retornar a um mesmo pontono espaço de fases, e tem também um determinado número de máximos lo
ais 
ontidos em
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10T 10TFigura 2.9: Os
ilações periódi
as do laser referente a uma estrutura de estabilidade deperíodo 10, lo
alizada em (a, f) = (0.06139, 85.1kHz). Na direita é mostrado o mapa deretorno dos máximos lo
ais da série temporal.um período 
ompleto de os
ilação. Assim, temos duas grandezas que podem 
ara
terizar aos
ilação periódi
a. Uma é tempo gasto para exe
utar uma os
ilação periódi
a 
ompleta,que é um valor que varia 
ontinuamente, enquanto a outra é o número de máximos lo
ais
ontidos em um período 
ompleto de os
ilação de uma determinada variável, que varia deforma dis
reta. Como o sistema que estamos investigando é um sistema periodi
amenteforçado, o período das soluções periódi
as são sempre múltiplos do período de forçamento.No 
aso exempli�
ado pela �gura 2.9, o sinal periódi
o foi obtido para o 
onjunto deparâmetros (a, f) = (0.06139, 85.1kHz). Nesse 
aso o período da os
ilação é T = 1/f ≈
11.75µs e o número de máximos lo
ais é 10. Ao lado da série temporal é ilustrado o mapa
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om perdas moduladas 30de retorno obtido a partir dos máximos lo
ais da os
ilação periódi
a. Podemos observarque esses máximos podem ter diferenças muito pequenas entre si, o que poderia di�
ultara determinação numéri
a. De fato, as di�
uldades numéri
as aumentam para períodosmais altos, ou seja, 
om uma grande quantidade de máximos lo
ais. Nesse 
aso tempostransientes muito longos deveriam ser utilizados nas integrações numéri
as para garantiruma determinação 
on�ável do número de máximos lo
ais 
ontidos em um período deos
ilação.
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16Figura 2.10: Comparação entre os mapas de retorno do laser (esquerda) e do mapa deHénon (direita). Os parâmetros são: Laser: (a) (a, f) = (0.06984, 89.8), período 8, (b)
(0.07138, 90.47), período 16, (
) (0.06902, 87.43), período 16. As freqüên
ias estão emkHz. Hénon: (d) (a, b) = (1.80287, −0.02514), período 8, (e) (1.80395, −0.0257), período16, (f) (1.80642, −0.02356), período 16.
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on
ordân
ia entre os espaços de parâmetros do laser de CO2 e domapa de Hénon, eviden
iados na �gura 2.6, en
ontramos também uma grande similaridadequando olhamos para o espaço de fase dos dois sistemas, 
onforme ilustra a �gura 2.10.A �gura 2.10 
ompara os mapas de retorno da intensidade do laser (esquerda) 
om asórbitas do mapa de Hénon (direita). Os mapas de retorno do laser foram 
onstruídosatravés da seqüên
ia ul(t), l = 1, 2, 3, . . . dos máximos lo
ais de u(t). Tanto o mapa deretorno do laser, mostrado na �gura 2.10(a), quanto o mapa de retorno do mapa de Hénon,mostrado na �gura 2.10(d), foram obtidos para a estrutura auto-similar de período 8. Aquiobservamos que os mapas de retorno 
on
ordam muito bem, ou seja, a seqüên
ia dospontos da órbita de período 8 do mapa de Hénon é qualitativamente a mesma seqüên
iade pi
os que apare
em na série temporal da intensidade do laser. As �guras 2.10(b) e2.10(
) mostram os mapas de retorno para os dois primeiros dobramentos de período daestrutura de período 8 para laser, enquanto as �guras 2.10(e) e 2.10(f) mostram o mesmopara o mapa de Hénon. Os dois dobramentos referentes às duas direções diferentes noespaço de parâmetros têm seqüên
ias distintas de pontos no mapa de retorno. E aqui,novamente en
ontramos uma ex
elente 
on
ordân
ia qualitativa entre o modelo do laser eo mapa de Hénon, visto que a ordem em que apare
em as seqüên
ias de pontos da órbitado mapa de Hénon é a mesma ordem em que apare
em a seqüên
ia de pi
os nas os
ilaçõesdo laser, respe
tivamente para ambos os dobramentos. Assim, a simples iteração do mapade Hénon, um sistema de tempo dis
reto, pode prever a ordem em que apare
em os pi
osda intensidade do modelo do laser de CO2, um sistema de tempo 
ontínuo.



Capítulo 3
Laser de semi
ondutor 
om injeçãoópti
a

Este 
apítulo é baseado na publi
ação [77℄. Aqui investigamos teori
amente o modelode um laser de semi
ondutor de um só modo sujeito a uma injeção ópti
a mono
romá-ti
a externa, des
rito pelas equações de taxa. Realizamos uma investigação do espaço deparâmetros desse modelo fo
ando prin
ipalmente em uma região onde o laser exibe 
on-duta 
aóti
a. Identi�
amos estruturas 
omplexas de regiões de estabilidade que existemen
aixadas em uma região 
aóti
a desse modelo. Reportamos, pela primeira vez para umsistema de equações diferen
iais, a existên
ia de a
umulações de estruturas periódi
asauto-similares seguindo uma rota de adição de período, 
om alternân
ia de regimes 
aó-ti
os e periódi
os, num espaço de dois parâmetros. As estruturas auto-similares formamuma rede de regiões periódi
as inter
one
tadas e a
umulam para determinadas frontei-ras do espaço de parâmetros que denominamos horizonte de a
umulações. Variando umter
eiro parâmetro, o reforço da largura de linha (parâmetro α), identi�
amos uma outraseqüên
ia de a
umulações que existe em uma estrutura muito �na do espaço de parâmetrosdo laser de semi
ondutor.
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a 333.1 IntroduçãoLasers de semi
ondutores são sistemas físi
os bastante interessantes. Além do in-teresse intrínsi
o da físi
a envolvida na fabri
ação, modelagem e 
ara
terização dessesdispositivos, e do grande poten
ial para apli
ações em físi
a e engenharia, os lasers de se-mi
ondutores têm também despertado um grande interesse do ponto de vista de sistemasdinâmi
os não-lineares.Do ponto de vista dinâmi
o, os lasers de semi
ondutores são sistemas intrinsi
amenteestáveis. Entretanto, tais sistemas são fa
ilmente desestabilizados quando submetidos aalgum tipo de perturbação externa. Desde o iní
io dos anos 80, quando Lang e Kobayashi[78℄ investigaram instabilidades geradas por re�exões do 
ampo ópti
o, que produziamuma realimentação no sistema, lasers de semi
ondutores sujeitos à perturbações externasvêm sendo intensamente investigados. Vários tipos de perturbações apli
adas a esseslasers foram 
onsideradas por diversos pesquisadores 
omo, por exemplo, realimentaçãoópti
a 
om atraso, injeção ópti
a proveniente de uma ou mais fontes de luz, modulaçõesde 
orrente ou realimentação optoeletr�ni
a.É bem 
onhe
ido que tais tipos de perturbações podem produzir uma grande varie-dade de 
ondutas dinâmi
as e fen�menos não-lineares. Re
entemente Kane e Shore [79℄e Ohtsubo [80℄ sumarizaram alguns desenvolvimentos que têm sido obtidos na investi-gação das propriedades dinâmi
as de lasers de semi
ondutores sujeitos a alguns tiposde perturbações, do ponto de vista da dinâmi
a não-linear, e enfatizaram seu poten
ialpara apli
ações, prin
ipalmente na utilização de sinais 
aóti
os para transmitir e 
odi�
arinformações.Um dos me
anismos largamente utilizados para induzir uma dinâmi
a 
omplexa emlasers de semi
ondutores é a injeção ópti
a proveniente de uma fonte de luz externa. Dessemodo, a dinâmi
a de um dos lasers é fortemente afetada pela luz injetada de uma fonteexterna, freqüentemente um outro laser. Em geral três parâmetros podem ser diretamente
ontrolados em um experimento real, atuando 
omo parâmetros de 
ontrole. Esses pa-râmetros são a intensidade do 
ampo injetado, a diferença de freqüên
ia entre os doislasers e a 
orrente de bombeamento que 
ontrola o ganho do laser. A grande maioria das
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ampo injetado e da diferençade freqüên
ia entre os lasers, mantendo-se a 
orrente de bombeamento �xa.Matemati
amente esse sistema pode ser modelado pelas equações de taxa para o laserde semi
ondutor modi�
adas de modo a in
luir um termo referente ao 
ampo injetado.Assim é possível des
rever as prin
ipais 
ara
terísti
as do 
omportamento dinâmi
o daintensidade do laser opti
amente injetado através de um modelo de dimensionalidademuito baixa. Tal modelo teóri
o 
onstitui um exemplo de um os
ilador não-linear forçadoe tem sido muito utilizado para estudar 
omportamentos não-lineares.O laser de semi
ondutor 
om injeção ópti
a apresenta muitos 
omportamentos dinâ-mi
os e uma fenomenologia não-linear muito ri
a em função dos parâmetros de injeção.Essa diversidade de fen�menos dinâmi
os e a possibilidade de 
ombinar estudos teóri
osde 
aráter determinísti
o 
om resultados experimentais, e também devido ao poten
ialpara apli
ações, levaram esse sistema a uma extensiva investigação. Uma grande quanti-dade de trabalhos foi devotada para 
ara
terizar e investigar esse sistema em função dosparâmetros de injeção, tanto do ponto de vista teóri
o e numéri
o, quanto do ponto devista experimental.Os trabalhos ini
iais, no 
omeço dos anos 80, fo
aram prin
ipalmente em fen�menosrela
ionados ao travamento de freqüên
ia [81, 82℄, isto é, na situação que o laser os
ilana mesma freqüên
ia do sinal injetado 1. No iní
io dos anos 90, rotas de dobramentode período 
onduzindo à os
ilações 
aóti
as foram previstas teori
amente e dete
tadasexperimentalmente em lasers de semi
ondutores [84, 85, 86, 87℄. Uma série de trabalhosfoi devotada para investigar dinâmi
a 
aóti
a, multiestabilidade, e outros fen�menos não-lineares. Esses estudos ini
iais fo
aram em pequenas regiões do espaço de parâmetros,mostrando partes isoladas ou rotas parti
ulares para o 
aos, usualmente 
onsiderando avariação de um parâmetro de 
ontrole.Uma análise bastante extensa realizada no espaço dos dois parâmetros de injeção,utilizando métodos de 
ontinuação numéri
a, é sumarizada por Wie
zorek et al. [88℄. Taltrabalho bus
a dar uma visão uni�
ada da 
omplexidade dinâmi
a que existe no modelo1Outros trabalhos teóri
os e experimentais, a respeito de instabilidade em lasers 
om sinal injetado,foram realizados para lasers a gás na dé
ada de 80. Veja, por exemplo, os trabalhos [68, 83℄.
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rito pelas equações de taxa do laser de semi
ondutor do ponto de vista da teoria debifur
ações 2.Mais re
entemente, alguns trabalhos investigaram teori
amente o laser de semi
on-dutor através de simulação numéri
a direta das equações de taxa sobre regiões extensasdo espaço de parâmetros de injeção. O trabalho de Hwang e Liu [91℄ apresentou mape-amentos 
ara
terizando diferentes regimes dinâmi
os e analisou o 
omportamento dessesdiagramas em função dos parâmetros intrínsi
os do laser, ou seja, parâmetros que estãorela
ionados 
om as propriedades do material. Os trabalhos de Chlouverakis e Adams[38℄ e Fordell e Lindberg [39℄ apresentaram diagramas baseados na 
omputação do maiorexpoente de Lyapunov, sendo que a referên
ia [39℄ analisou a 
onduta dos diagramas paraalguns valores diferentes da 
orrente de bombeamento. Nesses trabalhos já é possível iden-ti�
ar algumas regiões de estabilidade no interior das regiões 
aóti
as, ou seja, a situaçãoque vamos fo
ar neste 
apítulo.É importante men
ionar que, apesar da simpli
idade que existe em uma des
riçãobaseada nas equações de taxa, uma 
on
ordân
ia muito boa tem sido obtida em experi-mentos 
om lasers opti
amente injetados. Um mapeamento experimental 
ara
terizandoa dinâmi
a do laser em função dos dois parâmetros de injeção foi obtido uma dé
ada atrás[92℄. Outras investigações experimentais veri�
aram a existên
ia de os
ilações periódi
asdentro da região 
aóti
a [93, 94℄ e reportaram um outro mapeamento no espaço dos parâ-metros de injeção [94℄. Todos esses resultados apresentam uma 
on
ordân
ia qualitativa
om o modelo teóri
o. Re
entemente foi reportada uma 
on
ordân
ia em nível quanti-tativo, onde diversas 
urvas de bifur
ações de período mais baixos foram identi�
adasexperimentalmente [95℄.Este 
apítulo está organizado da seguinte maneira: na próxima seção introduzimos o
onjunto de equações diferen
iais que modela o laser de semi
ondutor 
om injeção ópti
aque investigamos. Na seção 3.3 examinamos a estrutura de uma região 
aóti
a do laser desemi
ondutor e identi�
amos alguns tipos de estruturas de estabilidade que existem nessaregião. Na seção 3.4 investigamos uma seqüên
ia de regiões de estabilidade que a
umulam2Estudos no espaço de dois parâmetros em lasers 
om sinal injetado, do ponto de vista da teoria debifur
ações, também foram realizados nas referên
ias [89, 90℄.



Capítulo 3: Laser de semi
ondutor 
om injeção ópti
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umulações de regiões periódi
as existentes no espaço de parâmetros do laserde semi
ondutor.3.2 As equações de taxaPara uma dedução das equações de taxa que des
revem o laser de semi
ondutor apartir da interação do 
ampo eletromagnéti
o 
om a matéria referimos o trabalho [65℄. Olaser de semi
ondutor é um laser da 
lasse B e, assim, a polarização pode ser eliminadaadiabati
amente de modo que sua dinâmi
a pode ser su�
ientemente bem des
rita porduas equações diferen
iais a
opladas, uma para o 
ampo elétri
o e outra para a densidadede portadores (pares elétron-la
una).3.2.1 Laser operando livrementeAs equações de taxa para o 
ampo elétri
o Ê e a densidade de portadores N quedes
revem um laser de semi
ondutor podem ser es
ritas 
omo [65℄:
dÊ

dt
=

1

2
[G(N) − ΓE]Ê, (3.1a)

dN

dt
= J − ΓNN − Re[G(N)]|Ê|2. (3.1b)Nas equações a
ima, J é a taxa de bombeamento, ΓN é a taxa de perda da densidadede portadores devido a re
ombinação espontânea de elétrons e la
unas e ΓE é a taxade perdas dos fótons da 
avidade. A quantidade G(N) é uma função 
omplexa e estárela
ionada ao ganho do material. Aqui utilizamos a forma de uma linearização dessaquantidade em relação ao ponto de operação do primeiro limiar do laser [65℄

G(N) = ΓE + (1 + iα)ξ(N − Nth). (3.2)Na equação 3.2, α é o reforço da largura de linha e ξ é o 
oe�
iente do ganho diferen
ial.
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a 37A densidade de portadores no limiar de operação do laser é dada por Nth. Assim, temosque o ganho no limiar é dado por G(Nth) = ΓE.O parâmetro α foi introduzido por Henry [96℄ e toma um papel muito importante nadinâmi
a de lasers de semi
ondutores. Do ponto de vista físi
o, esse parâmetro re�eteprin
ipalmente as propriedades do material de um laser de semi
ondutor e quanti�
aquanto o índi
e de refração do meio laser muda 
om a população de inversão em uma
erta freqüên
ia. Para lasers de estado sólido e lasers a gás esse parâmetro é prati
amentenulo, podendo assumir valores entre 0 e 1, enquanto para a grande maioria dos lasers desemi
ondutores ele varia na faixa entre 1 e 10.Substituindo a equação 3.2 no sistema de equações 3.1 e es
revendo o 
ampo elétri
o
omplexo 
omo Ê = Ē(t)e−iφ(t) obtemos o seguinte sistema de equações diferen
iais:
dĒ

dt
=

1

2
ξ(N − Nth)Ē, (3.3a)

dN

dt
= J − ΓNN − [ΓE + ξ(N − Nth)]|Ē|2, (3.3b)

dφ

dt
= −1

2
αξ(N − Nth). (3.3
)No sistema de equações 3.3 podemos observar que a fase φ(t) não apare
e nas equaçõesdas variações temporais do 
ampo elétri
o (equação 3.3a) e da densidade de portadores(equação 3.3b). Como a fase apenas segue a densidade de portadores N dizemos que elaé uma variável es
ravizada, na terminologia da dinâmi
a não-linear. Esse desa
oplamentoda fase 
om as demais equações impli
a que a dinâmi
a do laser de semi
ondutor mo-nomodo é governada essen
ialmente por duas equações diferen
iais ordinárias a
opladas.De fato, o laser de semi
ondutor operando livremente tem uma 
onduta dinâmi
a similaraos demais lasers da 
lasse B, 
omo o 
aso do laser de CO2 que estudamos no 
apítulo 2.De maneira análoga ao pro
edimento realizado no 
apítulo 2, vamos en
ontrar assoluções esta
ionárias para o 
ampo elétri
o E e densidade de portadores N . Isso é feitoigualando-se os termos diferen
iais a zero nas equações 3.3a e 3.3b, de onde obtemos as
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ionárias para E e N :
i) Es = 0, Ns =

J

ΓE
, (3.4a)

ii) Es =

√

(J − ΓNNth)

ΓE
, Ns = Nth. (3.4b)A solução 3.4a representa a solução trivial de operação do laser, isto é, sem fótons na
avidade e 
om bombeamento. A solução 3.4b representa a solução de operação não-trivialdo laser. Essa solução só tem signi�
ado físi
o para J > NthΓN . O valor Jth = NthΓN éo limiar do ganho que deve ser forne
ido para haver ação laser.Apli
ando o pro
edimento usual de análise de estabilidade linear das soluções esta-
ionárias para as soluções de operação não-trivial do laser, obtemos a seguinte equação
ara
terísti
a:

λ2 +
(ξ(J − ΓNNth)

ΓE
+ ΓN

)

λ + ξ(J − ΓNNth) = 0. (3.5)Os valores de λ que satisfazem a equação 
ara
terísti
a são:
λ1,2 = −ΓR ±

√

Γ2
R − ω2

R (3.6)onde
ΓR =

1

2

(ξ(J − ΓNNth)

ΓE
+ ΓN

) (3.7)e
ωR =

√

ξ(J − ΓNNth). (3.8)Para valores de parâmetros re�etindo 
ondições realísti
as de operação do laser desemi
ondutor temos que ω2
R > Γ2

R, de modo que os autovalores na expressão 3.6 serãosempre 
omplexos 
onjugados da forma λ1,2 = −ΓR±iΩR. Como a parte real do autovaloré negativa, as perturbações do estado esta
ionário de
aem exponen
ialmente e as soluçõesesta
ionárias são estáveis. E também, 
omo a parte imaginária é diferente de zero, essede
aimento será os
ilatório. Essas os
ilações são 
onhe
idas 
omo os
ilações de relaxaçãodo laser e são 
ara
terizadas pela taxa de amorte
imento ΓR e a freqüên
ia angular ΩR =
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√

ω2
R − Γ2

R. Fisi
amente, a os
ilação de relaxação des
reve o pro
esso em que a energia
ontida dentro da 
avidade do laser é tro
ada periodi
amente 
om o número de fótons eo número de portadores (pares elétron-la
una). Na práti
a, em 
ondições realísti
as detrabalho, ωR ≃ ΩR, mas essas quantidades serão diferentes para operações muito próximasou distantes do limiar. É 
omum es
revermos ωR em termos do valor esta
ionário daintensidade da forma
ωR =

√

ξΓE|E0|2, (3.9)onde
|E0|2 =

J − ΓNNth

ΓE
. (3.10)3.2.2 Injeção ópti
a externaNa subseção anterior vimos que os lasers de semi
ondutores possuem uma dinâmi
atípi
a de lasers da 
lasse B, apresentando um de
aimento os
ilatório para as soluções es-ta
ionárias do 
ampo elétri
o e densidade de portadores. Essas os
ilações de relaxaçãopodem ser ex
itadas por algum tipo de perturbação externa possibilitando uma grandevariedade de 
ondutas dinâmi
as. Aqui 
onsideramos o 
aso de uma injeção ópti
a mono-
romáti
a externa proveniente de um outro laser. Essa 
on�guração é geralmente 
hamadade 
on�guração mestre-es
ravo, visto que a dinâmi
a de um dos lasers (es
ravo) é 
ontro-lada pelos níveis de injeção de um outro laser (mestre).A des
rição do laser de semi
ondutor sujeito a uma injeção ópti
a é obtida adi
ionando-se um termo denotando o 
ampo injetado na equação original do 
ampo elétri
o do laseroperando livremente. Assim, rees
revemos o sistema 3.1 in
luindo a injeção ópti
a naequação 3.1a da seguinte forma:

dÊ

dt
=

1

2
[(1 + iα)ξ(N − Nth)]Ê + κEinje

iω̂t, (3.11)
dN

dt
= J − ΓNN − Re[G(N)]|Ê|2. (3.12)No sistema de equações a
ima, ω̂ = ωinj − ω0 é a freqüên
ia de dessintonia (frequen
ydetuning), isto é, a diferença entre as freqüên
ias dos dois lasers operando livremente
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oplamento). Aqui ω0 é a freqüên
ia do laser es
ravo e ωinj a freqüên
ia do lasermestre. O 
oe�
iente κ =
√

T/τ é a taxa do 
ampo injetado, onde √
T é o 
oe�
iente detransmissão através de uma das fa
es do laser e τ é o tempo de per
urso (round-trip time)do 
ampo dentro da 
avidade do laser. Maiores detalhes da in
lusão do termo referente ao
ampo injetado interagindo 
om o 
ampo elétri
o presente na 
avidade do laser podem seren
ontrados em [97, p. 249℄. De fato, a equação resultante apare
e 
omo uma modi�
açãodo modelo proposto por Lang e Kobayashi [78℄ no estudo de um laser de semi
ondutor
om realimentação 
om atraso. Nesse 
aso, o termo extra do 
ampo E(t − τ) devido àrealimentação, no modelo original [78℄, é substituído pelo termo do 
ampo injetado Einj .A seguir rees
alamos algumas variáveis visando deixar o sistema de equações em umaforma adimensional, 
om magnitudes da ordem de O(1) [98℄. As novas variáveis são dadaspor:

Ẽ =
Ê

E0

, n =
ξ(N − Nth)

ωR

, ω =
ω̂

ωR

, t = t̂ωR. (3.13)Em termos das variáveis rees
aladas, as equações para o 
ampo elétri
o 
omplexo e adensidade de portadores são es
ritas 
omo:
dẼ

dt
=

1

2
(1 + iα)nẼ + Keiωt, (3.14a)

dn

dt
= −2Γn − (1 + 2Bn)(|Ẽ|2 − 1), (3.14b)onde os novos parâmetros B, Γ e K introduzidos são dados por:

B =
ωR

2ΓE
, Γ =

ΓN

2ωR
+ B, K =

κEinj

ωRE0
. (3.15)Do ponto de vista matemáti
o, o sistema de equações 3.14 é um 
ampo vetorial tri-dimensional não-aut�nomo por 
ausa da sua dependên
ia explí
ita do tempo, no ladodireito da equação 3.14a. Introduzindo a diferença de fase η(t) = ωt − φ(t), para eli-minarmos a dependên
ia temporal explí
ita, e es
revendo o 
ampo elétri
o 
omplexo em
oordenadas polares E(t) = Ẽ(t)e−iωt = r(t)e−iη(t), as equações 3.14 podem ser rees
ritas
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omo:
ṙ =

1

2
nr + K cos η, (3.16a)

ṅ = −2Γn − (1 + 2Bn)(r2 − 1), (3.16b)
η̇ = ω − 1

2
αn − K

senη

r
, (3.16
)
om a equação desa
oplada para a fase do 
ampo elétri
o

φ̇ =
1

2
αn + K

senη

r
. (3.17)Como a fase φ não apare
e em nenhuma das equações do sistema 3.16 pre
isamosapenas estudar a dinâmi
a no espaço de fases tri-dimensiomal (r,n,η). O espaço de fasesdo sistema 3.16 é R

+ × R × (−π, π]. Essa forma das equações em 
oordenadas polarespara o laser opti
amente injetado é bastante usual na literatura.Alternativamente podemos es
rever o sistema de equações 3.14 em termos do 
ampoelétri
o 
omplexo E = Ex + iEy 
omo
Ėx =

1

2
Exn +

(

ω − 1

2
αn

)

Ey + K, (3.18a)
Ėy = −

(

ω − 1

2
αn

)

Ex +
1

2
Eyn, (3.18b)

ṅ = −2Γn − (1 + 2Bn)(E2
x + E2

y − 1), (3.18
)ou, equivalentemente, da forma mais 
ompa
ta
Ė = K +

(

1
2
(1 + iα)n − iω

)

E, (3.19a)
ṅ = −2Γn − (1 + 2Bn)(|E|2 − 1). (3.19b)O espaço de fases do sistema de equações 3.19 é R

3. Essa forma das equações dolaser de semi
ondutor foi introduzida na referên
ia [98℄. Do ponto de vista de simulaçõesnuméri
as é melhor trabalhar 
om as equações 3.19 do que 
om as equações 3.16. Asequações 3.19 são a base de estudos em nossas análises neste 
apítulo. Nessas equações
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aladas, Ex e Ey são a parte real e a parte imaginária do 
ampo elétri
o, respe
tiva-mente, e n é a densidade de portadores. O parâmetro α é o reforço da largura de linha.Os dois parâmetros de 
ontrole são a intensidade do 
ampo injetado K e a freqüên
iade dessintonia ω. Note que a 
orrente de bombeamento J , um parâmetro importante doponto de vista experimental, visto que também pode ser ajustado, está in
orporada aoparâmetro K através de E0 e também aos parâmetros B e Γ através de ωR, 
onformeequações 3.9, 3.10 e 3.15. Assim, aumentar K é equivalente a aumentar a intensidade daluz injetada ou diminuir a 
orrente de bombeamento. Entretanto não podemos diminuir
J até o valor de limiar Jth porque o 
ampo E0 vai a zero e o parâmetro K não estariabem de�nido. Nesse 
aso, quando J < Jth, ou quando J é variado, seria melhor usar asequações em sua forma não-es
alada 3.11. Nas próximas seções investigamos o espaço deparâmetros das equações 3.19 
om relação aos parâmetros de injeção.3.3 Diagramas de fase para a região 
aóti
aNesta seção 
omputamos diagramas de fase para o laser injetado e fo
amos em umaregião 
aóti
a presente nesse sistema. Os diagramas de fase são 
omputados pela integra-ção direta do sistema de equações 3.19 e estimativa numéri
a dos expoentes de Lyapunov.Aqui utilizamos os valores de parâmetros B = 0.0295, Γ = 0.0973 e α = 2.6, os quaismodelam um laser real [95℄. As equações 3.19 foram integradas utilizando-se o método deRunge-Kutta de quarta ordem 
om um passo �xo h = 0.01.A �gura 3.1(a) mostra o espaço de parâmetros (K, ω) que foi investigado na refe-rên
ia [95℄, 
omparando resultados teóri
os e experimentais. As 
urvas mostradas nessa�gura foram obtidas teori
amente das equações 3.19 por um método de 
ontinuação nu-méri
a, enquanto os pontos foram obtidos experimentalmente. Cada 
urva nessa �gura
orresponde a um tipo de bifur
ação, ou seja, um tipo de mudança qualitativa no 
om-portamento das soluções das equações. As 
ores estão asso
iadas a tipos de bifur
açõesdiferentes, onde são mostradas bifur
ações de sela-nó (SN), Hopf (H), dobramento deperíodo (PD), toro (T) e sela-nó de órbitas periódi
as (SL).
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0 2K
-3.408

2.556

ω

(a) 0.0 2.0K
-3.408

2.556

ω

(b)Figura 3.1: (a) Diagrama de bifur
ação obtido por 
ontinuação numéri
a sobreposto 
omum mapeamento da estabilidade do laser medido experimentalmente em função da inten-sidade de injeção K e freqüên
ia detuning ω. Reproduzido de Wie
zorek et al. [95℄. (b)Diagrama de fase 
omputado para a região mostrada em (a) utilizando nossa metodologia.A �gura 3.1(b) mostra o diagrama de fase que produzimos 
om a metodologia quedesenvolvemos nesta tese, para o mesmo intervalo de parâmetros da �gura 3.1(a). Aquifoi designado um gradiente entre bran
o-
inza-preto para os expoentes negativos, iden-ti�
ando as regiões de órbitas periódi
as e um gradiente entre preto-amarelo-vermelhopara os expoentes positivos, identi�
ando regiões 
om órbitas 
aóti
as. O bran
o denotaexpoentes mais negativos e o vermelho os expoentes mais positivos, sendo que o pretorefere-se ao expoente zero e é 
olo
ado no 
entro da es
ala. Uma es
ala de 
ores 
om asmagnitudes dos expoentes está in
luída na �gura 3.2.Comparando as �guras 3.1(a) e 3.1(b) observamos que os resultados que obtivemosatravés do 
ál
ulo dos expoentes de Lyapunov 
on
ordam pre
isamente 
om os resultadosobtidos pelo método de 
ontinuação numéri
a. Diversas 
urvas de bifur
ações mostradasna �gura 3.1(a) podem ser identi�
adas no nosso diagrama de fase da �gura 3.1(b) emfunção da 
odi�
ação de 
ores es
olhida, em parti
ular pela lo
alização do expoente devalor zero (
or preta). Compare, por exemplo, as 
urvas de bifur
ações de Hopf, sela-nó,dobramentos de período e toro da �gura 3.1(a) 
om a �gura 3.1(b). Entretanto, algumas
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0.35 0.97K
0.7

1.3

ω

A

C
B

D

H

I

E

G

F
3

5

6

0−0.55 0.23Figura 3.2: (
) Ampliação de uma região 
aóti
a do laser de semi
ondutor da região defreqüên
ia de dessintonia positiva, desta
ada na �gura 3.1(b).
urvas mostradas na �gura 3.1(a) não são mostradas no nosso diagrama da �gura 3.1(b).Isso deve-se essen
ialmente a dois fatores: (i) 
urvas de bifur
ações de objetos instáveise (ii) regiões 
om multiestabilidade. Como o diagrama de fase da �gura 3.1(b) é obtidopela integração direta do sistema de equações diferen
iais, somente soluções estáveis sãoidenti�
adas. Desse modo, as 
urvas de bifur
ações referentes às soluções instáveis, mos-tradas em linhas mais �nas na �gura 3.1(a), não apare
em no diagrama da �gura 3.1(b).O outro fator refere-se à multiestabilidade visto que, 
omo nossos diagramas são baseadosem 
olorização de áreas e identi�
amos apenas um atrator para 
ada ponto do espaço deparâmetros, somente uma das soluções possíveis é plotada, perdendo-se informações emregiões que eventualmente possam ter mais de um atrator. Isso não o
orre em relação à �-gura 3.1(a) que é obtida pela 
omputação de 
urvas no espaço de parâmetros, sendo então
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urvas e mostrar os 
ontornos de diferentes tiposde soluções nas regiões multiestáveis. Entretanto, uma 
lara vantagem do nosso diagramada �gura 3.1(b) é poder observar-se as regiões 
aóti
as, que não são identi�
adas pelosmétodos numéri
os da �gura 3.1(a). Na �gura 3.1(b) observamos quatro regiões 
aóti
as,onde duas estão lo
alizadas para freqüên
ia de dessintonia positiva e duas para freqüên
iade dessintonia negativa.A �gura 3.2 apresenta uma ampliação da região 
aóti
a em destaque na �gura 3.1(b).A região de 
aos é mostrada em amarelo-vermelho, onde o vermelho denota regiões demaior magnitude dos expoentes de Lyapunov. Em meio ao 
aos, em tons de 
inza, épossível observar diversas regiões de estabilidade periódi
a. Os números que apare
emna �gura 3.2 denotam a quantidade de pi
os (máximos lo
ais) 
ontidos em um períodode os
ilação da intensidade do laser. Por exemplo, a maior região periódi
a que apare
een
aixada na região 
aóti
a é uma região de estabilidade de período 3. De uma maneirageral, no 
aso do laser de semi
ondutor, observamos uma 
omplexidade muito maior emrelação às regiões periódi
as en
aixadas na fase 
aóti
a do que no 
aso do laser de CO2
om perdas moduladas, que analisamos no 
apítulo 2. Na região do espaço de parâmetrosque investigamos para o laser de CO2, todas as regiões de estabilidade em meio ao 
aostinham o mesmo tipo de estrutura auto-similar. Já no 
aso do laser de semi
ondutor,existem diversas regiões de estabilidade 
om muitas formas diferentes. Um exemplo distoé apresentado na próxima �gura.A �gura 3.3 mostra formas típi
as de regiões de estabilidade periódi
a que en
ontramosen
aixadas nas fases 
aóti
as do laser de semi
ondutor. A �gura 3.3(a) é uma magni�
açãoda 
aixa pequena denotada por A na �gura 3.2 e mostra o mesmo tipo de estruturaauto-similar que en
ontramos no laser de CO2 e dis
utimos no 
apítulo 2. As �guras3.3(b) e 3.3(
) são magni�
ações das 
aixas pequenas denotadas por B e C na �gura3.2, respe
tivamente, e mostram outros tipos de estruturas auto-similares. Várias dessasestruturas existem na parte inferior da região 
aóti
a mostrada na �gura 3.2 e apresentama mesma forma das estruturas en
ontradas re
entemente por Endler e Gallas [100℄ em umsistema dinâmi
o de tempo dis
reto sem pontos 
ríti
os.
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(a) 0.624 0.639K
0.859

0.878

ω

(b) 0.5227 0.5332K
0.8765

0.8975

ω

(
)Figura 3.3: (a)-(
): Ampliações das 
aixas pequenas A-C desta
adas na �gura 3.2 mos-trando formas típi
as de estruturas de bifur
ações auto-similares 
om os
ilações periódi
asestáveis en
ontradas nas fases 
aóti
as do laser de semi
ondutor.Além dessas formas bastante regulares, existem também regiões notavelmente 
ompli-
adas en
aixadas nas fases 
aóti
as do laser de semi
ondutor. Tais regiões são formadaspor uma estrutura 
ompli
ada de domínios de estabilidade inter
one
tados e 
ara
terizam-se por formas irregulares no espaço de parâmetros. Em muitas situações o
orrem super-posições de partes desses domínios de estabilidade, resultando em porções do espaço deparâmetros 
om o
orrên
ia de multiestabilidade. A �gura 3.4 ilustra regiões 
om formasbastante irregulares e 
ompli
adas no espaço de parâmetros. A �gura 3.4(a) é uma am-pliação da 
aixa maior denotada por D, na �gura 3.2, enquanto as �guras 3.4(b), 3.4(
) e3.4(d) são ampliações das 
aixas pequenas E, F e G, mostrando uma grande 
omplexidadeem uma estrutura muito �na do espaço de parâmetros.A �gura 3.5 ilustra uma situação típi
a que o
orre nas fases 
aóti
as do laser desemi
ondutor. Tal situação é a sobreposição de determinadas partes de estruturas deestabilidade, o
orrendo multiestabilidade para determinadas áreas de parâmetros. As�guras 3.5(a) e 3.5(b) mostram uma mesma porção do espaço de parâmetros, porémenfatizando dois domínios de estabilidade diferentes que 
oexistem nessa região. As �guras3.5(a) e 3.5(b) foram produzidas verrendo-se o espaço de parâmetros de uma maneira
onveniente, em direções diferentes, e �seguindo-se o atrator�. Dessa maneira, em geral, épossível manter-se tanto quanto possível em um mesmo �plano� de soluções, de maneiraa eviden
iar as diferentes regiões quando a multiestabilidade está presente. De fato, a
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ω

(
) 0.4781 0.4798K
0.99
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ω

(d)Figura 3.4: Formas 
omplexas de domínios periódi
os en
aixados no interior da região
aóti
a do laser de semi
ondutor. As �guras (a), (b), (
) e (d) são ampliações das 
aixasD, E, F e G, respe
tivamente, desta
adas na �gura 3.2.simples análise dos diagramas sugerem onde outras regiões de multiestabilidade poderiamser observadas. Note, por exemplo, que bem no 
anto inferior direito da �gura 3.5(a)(ou da �gura 3.5(b)), existe uma região �na periódi
a que também poderia ser plotadade maneira 
ontínua, resultando em uma sobreposição às regiões que estão plotadas.Podemos 
onsiderar o prolongamento dessa estrutura e en
ontrar uma região onde pelomenos quatro �planos� de soluções 
oexistem. Isso porque, se observarmos 
om atençãoa �gura 3.5(a), existe uma 
úspide na região de estabilidade em evidên
ia, resultando em
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1.004

1.022

ω

(a) 0.483 0.495K
1.004

1.022

ω

(b)Figura 3.5: Magni�
ações das 
aixas pequenas denotadas por D e E na Fig. 3.2 ilustrandoregiões de estabilidade que existem no interior das fases 
aóti
as no espaço de parâmetrosdo laser de semi
ondutor 
om (a) formas 
omplexas e (b) e (
) multiestabilidade. Noteque (b) e (
) denotam a mesma região do espaço de parâmetros, porém enfatizando osdiferentes domínios de estabilidade que 
oexistem nessa região.um 
ruzamento de planos. Assim, é possível ter a indi
ação de uma pequena área doespaço de parâmetros onde quatro atratores diferentes deveriam existir. Uma situaçãosimilar, mostrando uma região do espaço de parâmetros onde quatro atratores 
oexistem,foi mostrada na referên
ia [99℄.De um modo geral, en
ontramos porções do espaço de parâmetros estruturadas deuma maneira bastante 
ompli
ada, na região 
aóti
a investigada do laser de semi
ondutor.Por outro lado, também existem porções do espaço de parâmetros que estão estruturadasde uma maneira bastante regular no interior da região 
aóti
a. Esse é o 
aso da 
aixadenotada pela letra I, na �gura 3.2, que será dis
utido separadamente na próxima seção.3.4 A
umulações dentro da fase 
aóti
aNesta seção mostramos a existên
ia de a
umulações de estruturas auto-similares 
omadição de período dentro da fase 
aóti
a do laser de semi
ondutor e previamente não
onhe
idas. A fase 
aóti
a do laser é perfurada por seqüên
ias in�nitas de 
as
atas de
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onvergem para 
urvas aparentemente simples, as quais denomina-mos horizonte de a
umulações. Tais a
umulações o
orrem re
orrentemente no espaço deparâmetros em diversos níveis de es
ala.A �gura 3.6(a) mostra a
umulações de estruturas auto-similares dentro da fase 
aóti
ano espaço de parâmetros do laser. Os números indi
am a quantidade de pi
os existentesem um período de os
ilação da intensidade. Podemos observar, por exemplo, diversasseqüên
ias de estruturas auto-similares inter
one
tadas formando uma rede e 
onvergindopara uma linha no espaço de parâmetros, fronteira 
om uma região de período 4, denotadapor A. As duas linhas pontilhadas passando pelos �
orpos� de regiões de periodi
idadeilustram seqüên
ias individuais de 
as
atas de adição de período. Extensões dos �
orpos�das estruturas auto-similares a
umulam em direção à linha mar
ada por B, sendo que aslinhas A e B unem-se no vérti
e denotado por V.A �gura 3.6(b) mostra em destaque uma região de período 10. Essa região tambémtem uma forma diferente das estruturas que mostramos no 
apítulo 2. Essa forma éaparentemente mais 
omplexa, visto que 
ontém no seu interior três �
urvas� lo
ais deexpoentes mais negativos (as linhas bran
as que quase se to
am, no interior da região deperíodo 10). Entretanto, 
omo ainda podemos observar nessa �gura, o
orre uma �divisãoaparente� dessa estrutura de período 10, dando origem a duas outras estruturas bem se-paradas 
om a forma típi
a de um 
amarão. Cada estrutura segue uma 
as
ata individualde adição de período 10 → 14 → 18 → . . . a
umulando na linha A. A �gura 3.6(
) mostrauma situação similar ao que o
orre na �gura 3.6(b), mas agora para a região de período16, que dividi-se dando origem a duas 
as
atas individuais de adição de período 
om aseqüên
ia 16 → 20 → 24 → . . . e a
umulando também na linha A.A �gura 3.6(d) mostra uma região, próxima à zona de a
umulação, ilustrando outrasduas seqüên
ias de estruturas periódi
as. Essas duas seqüên
ias estão lo
alizadas emuma região entre as duas seqüên
ias que men
ionamos anteriormente. Aqui podemosobservar uma 
ompressão das estruturas auto-similares a medida que se aproximam daregião para onde estão a
umulando. Observamos ainda nessa �gura, que 
onsidera umaregião no espaço de parâmetros mais próxima à zona de a
umulação, um nível maior de
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(d)Figura 3.6: A
umulações de estruturas auto-similares 
ontendo os
ilações periódi
as está-veis dentro da região 
aóti
a do laser de semi
ondutor. Os números referem-se ao númerode pi
os da intensidade do laser em um período de os
ilação. (a) Seqüên
ias de estruturasperiódi
as 
onvergindo para a linha denotada por A formando um horizonte de a
umula-ção. As extensões das estruturas periódi
as 
onvergem em direção a linha B. As 
urvas Ae B unem-se no vérti
e V. (b) Magni�
ação da 
aixa maior de (a) desta
ando a separaçãoda estrutura de período 10 em duas 
as
atas distintas. (
) Similar a (b) para a estruturade período 16. (d) Magni�
ação da 
aixa menor de (a) mostrando outras seqüên
ias deestruturas periódi
as próximas à região de a
umulação.
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ω(d)Figura 3.7: (a) Magni�
ação da 
aixa maior da �gura 3.6(d) ilustrando uma região muitopróxima à zona de a
umulação. (b), (
) e (d) Magni�
ação das 
aixas menores da �gura3.6(d) ilustrando duas estruturas auto-similares de 
ada seqüên
ia. Os pontos 
oloridosdemar
am o 
ruzamento dos expoentes mais negativos e as 
ores referem-se à �gura 3.7.auto-similaridade entre as estruturas periódi
as das seqüên
ias que estão a
umulando.Ou, em outras palavras, a auto-similaridade entre as diferentes estruturas periódi
as vaidiminuindo nas regiões mais distantes à zona de a
umulação.A �gura 3.7 mostra uma magni�
ação muito próxima ao horizonte de a
umulação.Aqui podemos observar que os pontos aproximam-se de uma reta 
om uma ex
elenteaproximação. Todos os pontos 
ontidos na reta denotam aproximadamente o 
ruzamentodas 
urvas de expoentes mais negativos, 
onforme ilustram as ampliações 3.7(b), 3.7(
)e 3.7(d) de duas estruturas auto-similares para 
ada uma das três seqüên
ias diferentesque apare
em denotadas pelos pontos 
oloridos. É interessante observar que o modelo deequações 3.19 depende de 5 parâmetros e então podemos imaginar uma estrutura muito
ompli
ada no espaço de 5 dimensões. Mas aqui, próximo a região de a
umulação, o ali-nhamento das estruturas reduz-se a uma direção bem espe
í�
a do espaço de parâmetros,formando uma linha reta.A tabela 3.1 mostra o período da intensidade que 
omputamos para 24 pontos no es-
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ias que estão a
umulando, ini
iando no período
I = 30. Os pontos ilustrados na tabela 3.1 referem-se à seqüên
ia mostrada na �gura3.6(d), desta
ada em lilás, e 
uja 
ontinuação é magni�
ada na �gura 3.7(a). Realizamossu
essivas magni�
ações para as estruturas auto-similares dessa seqüên
ia e determina-mos os pontos (K, ω) que estão lo
alizados aproximadamente na região do 
ruzamento doslo
ais de expoentes mais negativos, de maneira análoga à situação ilustrada nas �guras3.7(b), 3.7(
) e 3.7(d). Na última 
oluna da tabela 3.1 mostramos o valor das su
essivas ra-zões das distân
ias entre dois pontos adja
entes perten
entes a seqüên
ia que está a
umu-lando. A distân
ia entre os dois pontos é dada por dn =

√

(Kn+1 − Kn)2 + (ωn+1 − ωn)2e a razão entre as distân
ias é dada por δ = dn/dn+1. Na tabela 3.1 podemos observarque a razão entre as distân
ias su
essivas vai diminuindo a medida que avançamos para osperíodos maiores. A tendên
ia é de que no limite de n = ∞ essa razão se aproximará 
adavez mais para o valor 1. Isso pode ser 
on�rmado por 
ál
ulos numéri
os para valoresde períodos maiores neste sistema ou em mapeamentos dis
retos onde tais a
umulaçõestambém existem e é muito mais fá
il 
omputarmos os períodos maiores, do ponto de vista
omputa
ional. E ainda, essa situação pode ser 
omparada 
om estudos realizados emsistemas de tempo 
ontínuo [101℄ ou dis
reto [102℄ onde foi investigado a adição de períodoe es
alas 
onsiderando-se a variação de um parâmetro do sistema.A �gura 3.8 ilustra o que o
orre no espaço de fase do laser ao longo das a
umulaçõesque mostramos no espaço de parâmetros. Aqui são mostrados diagramas de bifur
açõesao longo da linha pontilhada superior mostrada na �gura 3.6(a), ou seja, 
ada diagramafoi obtido pela variação simultânea dos dois parâmetros de injeção do laser K e ω. Sãomostrados quatro diagramas, um para 
ada variável dinâmi
a Ex, Ey, n, que apare
em nasequações 3.19, mais a intensidade do laser dada por I ≡ E2
x +E2

y . Nessa �gura observamosque, dependendo da variável dinâmi
a tomada, o
orrem diferentes números de pi
os emum período de os
ilação de 
ada variável. Isso signi�
a que não podemos arbitrariamenterotular 
ada estrutura periódi
a pelo número de pi
os 
ontidos em uma os
ilação periódi
ade uma série temporal 
omo sendo o seu �período�, sem fazer referên
ia a qual variávelestamos nos referindo.
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Tabela 3.1: Número de máximos relativos 
ontidos em um período de os
ilação da inten-sidade do laser [Nmax(I)] para diversos pontos (K, ω) perten
entes à seqüên
ia de a
u-mulação mostrada na �gura 3.7(a). Na direita mostramos as su
essivas razões δ = dn

dn+1
omputadas para essa seqüên
ia, onde dn é a distân
ia linear entre dois pontos no espaçode parâmetros.
n Nmax(I) K ω δ

1 30 0.689433000 1.239452500
2 34 0.686662000 1.239971700 1.458879
3 38 0.684764000 1.240335000 1.404386
4 42 0.683413900 1.240600800 1.343350
5 46 0.682409100 1.240799800 1.312314
6 50 0.681643800 1.240953300 1.277769
7 54 0.681045000 1.241074100 1.256061
8 58 0.680568500 1.241171400 1.230490
9 62 0.680181200 1.241250200 1.219313
10 66 0.679863700 1.241315500 1.197682
11 70 0.679598600 1.241370000 1.186689
12 74 0.679375200 1.241415900 1.179760
13 78 0.679185900 1.241455100 1.163479
14 82 0.679023200 1.241488800 1.156431
15 86 0.678882500 1.241517900 1.149538
16 90 0.678760100 1.241543200 1.142265
17 94 0.678652980 1.241565520 1.134873
18 98 0.678558572 1.241585098 1.129669
19 102 0.678475030 1.241602570 1.122829
20 106 0.678400610 1.241618050 1.119234
21 110 0.678334120 1.241631890 1.113082
22 114 0.678274380 1.241644300 1.112665
23 118 0.678220708 1.241655544 1.104648
24 122 0.678172120 1.241665720
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(d)Figura 3.8: Diagramas de bifur
ações obtidos ao longo da linha pontilhada superior da�gura 3.6. Os valores de ω são dados por ω(K) = −0.112685K + 1.32286, enquanto Ké variado no intervalo [0.678, 0.728]. Os diagramas mostram que as seqüên
ias de adiçãode período dependem da variável do laser. Os números referem-se à quantidade de pi
osexistentes em uma os
ilação periódi
a de 
ada variável.A �gura 3.8(a) mostra o diagrama de bifur
ações para a intensidade do laser. Aquiobservamos uma 
as
ata de adição de período através da seqüên
ia 16 → 20 → 24 → . . . .O diagrama de bifur
ações representa, de fato, uma situação parti
ular de variação dosparâmetros ao longo de uma direção espe
í�
a. Assim, estruturas periódi
as 
ompli
a-das existentes no espaço de parâmetros estão representadas neles através das 
onhe
idasjanelas periódi
as. En
ontramos tipi
amente o seguinte resultado em relação às a
umula-ções das janelas periódi
as nos diagramas de bifur
ações ao longo da direção que 
ontémuma seqüên
ia de estruturas auto-similares a
umulando em uma determinada região deperiodi
idade menor: o in
remento observado na seqüên
ia de adição de período das ja-nelas periódi
as tem o mesmo valor do período da região periódi
a para a qual a 
as
ataestá a
umulando. Isso é veri�
ado observando-se a �gura 3.8. No 
aso da �gura 3.8(a)
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Figura 3.9: Detalhe de várias seqüên
ias de estruturas periódi
as a
umulando em um ho-rizonte de a
umulação. Os pontos A,...,G mar
am a lo
alização de 7 seqüên
ias distintas.observa-se uma seqüên
ia espe
í�
a de janelas periódi
as, que representam o número depi
os da intensidade do laser 
ontidos em um período da os
ilação, in
rementando 
om ovalor 4 e �a
umulando� em uma janela de período 4. Esse é o 
aso também para as demaisvariáveis. Para a 
omponente Ex do 
ampo elétri
o o número de pi
os 
ontidos em 
adaos
ilação periódi
a é o mesmo da intensidade, para a região de parâmetros que investiga-mos. Para a 
omponente Ey observamos uma seqüên
ia de janelas que adi
ionam 5 pi
osem 
ada os
ilação a
umulando para uma região de período 5, enquanto para a população
n observamos uma seqüên
ia que adi
ionam 3 pi
os em 
ada os
ilação a
umulando parauma região de período 3.A �gura 3.9 ilustra emmaiores detalhes a região que denominamos horizonte de a
umu-lações. Aqui podemos observar melhor a organização regular de estruturas auto-similaresque estão a
umulando em uma fronteira do espaço do parâmetro. De um lado da fronteiratemos uma região periódi
a, enquanto do outro lado temos a região 
aóti
a. O período
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a, que apare
e no 
anto superior esquerdo da �gura3.9 depende da variável que estamos analisando, assim 
omo o período de 
ada estruturaperiódi
a, 
onforme vimos na �gura 3.8. Na �gura 3.9 é possível re
onhe
er diversasseqüên
ias de regiões de periodi
idade que estão a
umulando em direção ao horizonte dea
umulações. Ao longo da fronteira, desta
amos os pontos A-G que referem-se a seteseqüên
ias distintas de estruturas periódi
as a
umulando. Muitas dessas seqüên
ias deestruturas apare
em inter
one
tadas por regiões �nas de parâmetros formando uma rede.Cada seqüên
ia refere-se a uma rota espe
í�
a de adição de período.As a
umulações de estruturas periódi
as no espaço de dois parâmetros, seguindo rotasde adição de período en
aixadas nas fases 
aóti
as, o
orrem também em muitos outrosmodelos de equações diferen
iais. No apêndi
e A, baseado na referên
ia [103℄, mostramosa
umulações similares às que analisamos aqui para outros modelos de equações diferen-
iais. E ainda, outros tipos de seqüên
ias de regiões periódi
as e a
umulações, seguindorotas de adição de período em direções espe
í�
as do espaço de parâmetros, podem existirem equações diferen
iais. Um exemplo dessa situação é mostrada na próxima seção, parao modelo do laser de semi
ondutor que estamos 
onsiderando neste 
apítulo.3.5 Outras a
umulações em lasers 
om injeção ópti
aNesta seção mostramos outros tipos de a
umulações de estruturas periódi
as que o
or-rem no espaço de parâmetros do laser de semi
ondutor. Um outro tipo de a
umulaçãode órbitas periódi
as que o
orre no modelo des
rito pelas equações 3.19 foi reportado porKrauskopf e Wie
zorek [104℄. Eles estudaram o sistema de equações 3.19 
om B = 0.015e Γ = 0.035, e variaram o parâmetro α de zero, que é o 
aso dos lasers de CO2 e deestado sólido, para valores maiores do que 1, que é o 
aso dos lasers de semi
ondutores.Com isso eles identi�
aram que para α = 0, existem regiões no espaço de parâmetros,asso
iadas a órbitas periódi
as, que a
umulam na vizinhança de uma região onde o
orremsimultaneamente uma bifur
ação sela-nó e uma bifur
ação de Hopf. As su
essivas regiõesa
umulando levam a uma rota espe
í�
a de adição de período.
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(f) α = 2Figura 3.10: (a)-(
) Desapare
imento das regiões a
umulando no espaço (K,ω) 
onformeaumenta-se o parâmetro α, reproduzido de Krauskopf e Wie
zorek [104℄. (d)-(f) Diagra-mas de fase 
omputados pela metodologia que desenvolvemos nesta tese para as mesmasregiões mostradas em (a)-(
) 
omputadas por 
ontinuação numéri
a.As �guras 3.10(a)-3.10(
) são reproduzidas do trabalho de Krauskopf e Wie
zorek [104℄e ilustram os prin
ipais resultados obtidos por eles. A �gura 3.10(a) mostra as su
essivasregiões onde existem órbitas periódi
as, denotadas por SLn, a
umulando na vizinhançado ponto de 
odimensão dois G1, onde as 
urvas de bifur
ação de Hopf e bifur
açãosela-nó se inter
eptam. Quando α assume valores maiores do que zero, as regiões quea
umulavam no espaço de parâmetros desapare
em, 
onforme é ilustrado pelas �guras3.10(b) e 3.10(
). Essa situação levou os autores referidos a
ima a argumentarem queesse fato expli
ava porque rotas de adição de período nun
a haviam sido en
ontradas emlasers de semi
ondutores. Entretanto, rotas de adição de período existem em lasers desemi
ondutores dentro da região 
aóti
a, 
onforme já mostramos na seção anterior.
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omputamos para as mes-mas regiões 
onsideradas nas �guras 3.10(a)-3.10(
). Nem todas regiões que estão a
umu-lando e apare
em na �gura 3.10(a) são reproduzidas no diagrama da �gura 3.10(d). Issoo
orre devido à multiestabilidade existente nessa região, visto que as soluções que estãoa
umulando 
oexistem 
om uma solução que é a 
ontinuação da solução do laser operandolivremente (
onhe
ida 
omo running phase solution). As a
umulações mostradas na �-gura 3.10(a) ou 3.10(d) são bem diferentes das a
umulações que des
revemos na seção3.4. As a
umulações da �gura 3.10(d) envolvem uma bifur
ação sela-nó-Hopf, enquantoas a
umulações mostradas na seção 3.4 não estão 
one
tadas a essa bifur
ação. As a
u-mulações da �gura 3.10(d) o
orrem em direção a uma região de travamento (ponto �xo),enquanto as a
umulações mostradas na seção 3.4 o
orrem em direção a uma região deum 
i
lo limite. Além disto, as a
umulações que des
revemos na seção 3.4 envolvem umaalternân
ia de soluções 
aóti
as e periódi
as, enquanto as a
umulações da �gura 3.10(d)não.O prin
ipal resultado desta seção é mostrado na �gura 3.11. A �gura 3.11(a) foireproduzida da referên
ia [104℄ e mostra em maiores detalhes as a
umulações próximasao lo
al onde elas estão a
umulando, ou seja, na vizinhança do ponto de 
odimensão dois
G1. Essa é uma região de bastante 
omplexidade no espaço de parâmetros, 
om muitosdetalhes e 
urvas de bifur
ações. Essa sistuação pode ser melhor observada pelo diagramaque 
omputamos pela metodologia que desenvolvemos. A �gura 3.11(b) é um diagramade fase que 
omputamos para a mesma região mostrada na �gura 3.11(a). Aqui podemosobservar as regiões 
aóti
as (em amarelo) que não são mostradas na �gura 3.11(a), além demuitos outros detalhes em maior resolução. A �gura 3.11(
) é uma magni�
ação da regiãoem destaque na �gura 3.11(b) e apresenta regularidades que existem em uma estruturamuito �na do espaço de parâmetros.Assim, no interior das regiões que estão a
umulando des
ritas na referên
ia [104℄,existem outras a
umulações formadas por regiões de travamento de freqüên
ia em meioa regiões de quasiperiodi
idade e 
aos, que também existem nessa região. As regiões pe-riódi
as seguem uma rota de adição de período em uma direção espe
í�
a do espaço de
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remento do período das estruturas periódi-
as que estão a
umulando é o mesmo valor do período da região para a qual elas estãoa
umulando. Ou seja, esse resultado é análogo ao resultado que obtivemos na seção 3.4quando investigamos as a
umulações de estruturas periódi
as dentro da região 
aóti
a.A �gura 3.11(d) mostra em grande detalhe as regiões de travamento, na forma de lín-
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(d)Figura 3.11: (a) Detalhe das regiões SLn a
umulando próximo ao ponto G1, reproduzidode Krauskopf e Wie
zorek [104℄. (b) Diagrama de fase para a região 
onsiderada em(a). (
) Ampliação da 
aixa em destaque em (b), mostrando uma estrutura de línguas deperiodi
idades en
aixadas em uma região 
om quasiperiodi
idade (região mais es
ura) e
aos (amarelo). As línguas seguem uma seqüên
ia de adição de período ao longo da direçãoque 
ontém os pontos A-F, indi
ando uma a
umulação dessas estruturas. (d) Ampliaçãoda 
aixa desta
ad em (
), mostrando em maiores detalhes as línguas de periodi
idade.
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Figura 3.12: Esquerda: Séries temporais para a intensidade do laser para as regiões mar
a-das por pontos no diagrama de fase da �gura 3.11(
), 
orrespondendo a uma seqüên
ia deestruturas periódi
as a
umulando. O valor de T (não mostrado) é diferente para 
ada sé-rie. Direita: Mapas de retorno da intensidade do laser, para 
ada respe
tiva série temporalmostrada à esquerda, ilustrando a 
as
ata de adição de período 11 → 13 → 15 → . . . .guas, que tipi
amente en
ontramos em sistemas exibindo 
ompetição de duas freqüên
ias,
omo por exemplo o mapa do 
ír
ulo [4℄. As des
ontinuidades nas 
ores que apare
emno quadrante inferior direito, nessa �gura, são devido à multiestabilidade existente nessaregião.A �gura 3.12 ilustra no espaço de fase as regularidades que en
ontramos dentro dasregiões SLn. Aqui são mostradas as séries temporais para valores de parâmetros de injeçãoao longo de uma seqüên
ia de regiões periódi
as que estão mar
adas pelos pontos na �gura3.11(
). São mostrados três períodos de os
ilação para 
ada série temporal. Os númerosindi
am o número de pi
os 
ontidos em um período de os
ilação da intensidade do laser.As regularidades são eviden
iadas também pelos mapas de retorno 
omputados para asséries temporais da intensidade do laser, os quais estão mostrados ao lado das respe
tivasséries, na 
oluna do lado direito da �gura 3.12.



Capítulo 4
Cir
uito eletr�ni
o simétri
o

Este 
apítulo é baseado na referên
ia [105℄. Aqui investigamos o modelo de um 
ir-
uito eletr�ni
o 
ujas equações possuem uma simetria 
om relação à origem. Mostramosque existem, en
aixadas na região 
aóti
a, in�nitas espirais formadas por estruturas auto-similares exibindo alternadamente dois tipos de os
ilações periódi
as, simétri
as e assi-métri
as, re�etindo as propriedades de simetria existentes no sistema. As espirais estãohierarqui
amente organizadas e ao longo delas o período de os
ilação aumenta 
ontinu-amente sem limites. O número de máximos lo
ais 
ontidos em um período de os
ilaçãovaria de uma forma bastante regular ao longo das espirais, e dependem da variável dosistema que estamos 
onsiderando. Diagramas de bifur
ações 
ortando as espirais emdireções espe
í�
as no espaço de parâmetros levam às 
onhe
idas 
as
atas de adição deperíodo 
om alternân
ia de janelas 
aóti
as e periódi
as. Mostramos também a existên-
ia de estruturas auto-similares de bifur
ações no espaço de dois parâmetros onde a órbitaprin
ipal desestabiliza-se via uma bifur
ação de quebra de simetria e identi�
amos seqüên-
ias de adição de período que existem en
aixadas em sua estrutura interna.4.1 O modeloO modelo que investigamos aqui é de um 
ir
uito eletr�ni
o e foi introduzido porNishio et al. [106℄. Esse 
ir
uito prati
amente não foi explorado na literatura. A �gura
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L1 L2

C
-r

v

i1 i2

vdFigura 4.1: Diagrama esquemáti
o do 
ir
uito eletr�ni
o simétri
o, onde L1 e L2 sãoindutores, C um 
apa
itor, −r uma resistên
ia linear negativa e vd é a queda de tensãono elemento não-linear 
onstituído por dois diodos.4.1 mostra um diagrama esquemáti
o desse 
ir
uito que 
onsiste de dois indutores, um
apa
itor, uma resistên
ia linear negativa e uma resistên
ia não-linear 
onsistindo de doisdiodos. A resistên
ia linear negativa é feita usando-se a região linear do 
onversor deimpedân
ia negativa feito por um ampli�
ador opera
ional. As 
orrentes i1 e i2 e a quedade tensão v no 
apa
itor C representados na �gura 4.1 são as variáveis dinâmi
as dosistema.A dinâmi
a interessante que esse 
ir
uito apresenta é devido a não-linearidade daresistên
ia 
onstituída pelos dois diodos. Essa resistên
ia não-linear possui uma 
urva
ara
terísti
a I − V que é bem aproximada por uma função linear por partes 
onsistindode três segmentos
vd(i2) =

rd

2

(
∣

∣

∣
i2 +

V

rd

∣

∣

∣
−

∣

∣

∣
i2 −

V

rd

∣

∣

∣

)

, (4.1)onde rd denota a resistên
ia do diodo quando ele está desligado. A �gura 4.2 mostra aforma da 
urva 
ara
terísti
a I −V dada pela função 4.1 que rela
iona a queda de tensãonos diodos em função da 
orrente i2 que passa por eles. Quando i2 > V/rd (ou i2 < V/rd)temos que vd(i2) é uma função 
onstante igual a V (ou −V ). Quando |i2| < V/rd temosque vd(i2) = rdi2, ou seja, é uma reta 
uja in
linação é dada pelo valor da resistên
ia rd.As variações temporais das 
orrentes i1, i2 e da queda de tensão v no 
ir
uito mostradona �gura 4.1 são des
ritas pelo seguinte sistema de equações diferen
iais aut�nomo:
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0

V

-V

i2

vd(i2)

Figura 4.2: Curva 
arara
terísti
a I −V para o elemento não-linear do 
ir
uito eletr�ni
omostrado na �gura 4.1.
L1

di1
dt

= v + ri1, (4.2a)
L2

di2
dt

= v − vd(i2), (4.2b)
C

dv

dt
= −i1 − i2. (4.2
)Fazendo-se a mudança de variáveis tal que

i1 =

√

C

L1
V x, i2 =

√
L1C

L2
V y, v = V z, t =

√

L1Cτ,

r

√

C

L1
= α,

L1

L2
= β, rd

√
L1C

L2
= γ, ”.” =

d

dτ
,

(4.3)o sistema 4.2 é normalizado para:
ẋ = αx + z, (4.4a)
ẏ = z − f(y), (4.4b)
ż = −x − βy, (4.4
)
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f(y) =

γ

2

(
∣

∣

∣
y +

1

γ

∣

∣

∣
−

∣

∣

∣
y − 1

γ

∣

∣

∣

)

. (4.5)A função dada por 4.5 representa a não-linearidade do sistema. Assim, o sistema deequações 4.4 
ompõe um sistema de equações diferen
iais de ter
eira ordem, aut�nomo,linear por partes. Na próxima seção investigamos uma porção da região 
aóti
a do espaçode parâmetros (α, β) desse sistema.4.2 Espirais e hierarquiaNesta seção des
revemos uma porção do espaço de parâmetros do sistema de equações4.4. O sistema de equações 4.4 foi integrado numeri
amente 
om o método de Runge-Kutta de quarta ordem 
om passo �xo h = 0.005. Em algumas situações, que serãomen
ionadas, utilizamos h = 0.001. Os parâmetros α e β foram variados nas simulaçõesnuméri
as e o parâmetro γ foi mantido �xo. Aqui utilizamos γ = 470, ou seja, um valorque foi utilizado na referên
ia [106℄. Os expoentes de Lyapunov foram 
omputados e
odi�
ados em 
ores da maneira usual que des
revemos na seção 1.3.A �gura 4.3(a) mostra o diagrama de fase baseado no espe
tro de expoentes de Lya-punov. No espaço de parâmetros desse sistema, en
ontramos uma organização muitoregular formada por in�nitas espirais auto-similares, 
ontendo os
ilações periódi
as está-veis, aninhadas e en
aixadas na fase 
aóti
a. Cada espiral é formada por uma 
onexão deestruturas de bifur
ações auto-similares do tipo 
amarão que 
onvergem para o fo
o daespiral. O fo
o da espiral foi estimado numeri
amente e o valor aproximado que obtivemosfoi:
F = (αf , βf ) = (0.4612 . . . , 3.7191 . . . ). (4.6)Assim 
omo as espirais apare
em re
orrentemente, em diversos níveis de es
alas, possi-velmente preen
hendo densamente o espaço de parâmetros, as estruturas auto-similares
ontidas em 
ada espiral também apare
em re
orrentemente ao longo das espirais, a me-dida que nos aproximamos do fo
o F .
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(b)Figura 4.3: (a) Diagrama de fase mostrando uma organização regular de regiões de estabi-lidade em forma de espirais auto-similares (regiões mais es
uras) en
aixada na fase 
aóti
a(amarelo-vermelho). (b) Diagrama esquemáti
o desta
ando quatro espirais, A (azul), B(vermelho-
laro), C (magenta) e D (verde) e quatro pontos mar
ados em 
ada uma. Ospontos I e II são dis
utidos na seção 4.3.
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amente quatro espirais distintas, desta
adas por 
o-res diferentes e pelas letras A, B, C e D. Denotamos pelos nomes A1, . . . , A4, B1, . . . , B4,
C1, . . . , C4 e D1, . . . , D4 as quatro maiores estruturas auto-similares em 
ada uma dasquatro espirais. Os pontos denotam o 
ruzamento dos lo
ais de expoentes mais negati-vos e foram obtidos de uma maneira aproximada através de ampliações de 
ada uma dasestruturas auto-similares desta
adas. Tais pontos lo
alizam-se ao longo de uma direçãoespe
í�
a no espaço de parâmetros que é bem aproximada por um ar
o parabóli
o, re-presentado pela 
urva preta pontilhada na �gura 4.3(b). Fazendo o ajuste dos pontos
Ai, Bi, Ci, Di para i = 1, 2, 3, 4, junto 
om o fo
o F , de tal modo que passe pelo fo
o,en
ontramos uma expressão aproximada para essa direção de alinhamento:

β = 124.5875 α2 − 143.7802 α + 43.5301 . (4.7)A �gura 4.3(b) 
ontém outras duas direções distintas:Linha h: β = −1.7604 α + 4.5310, (4.8)Linha g: β = 13.3912 α − 2.4569. (4.9)A linha h denota a lo
alização de uma linha homo
líni
a [16℄. Computamos essa linhade uma maneira aproximada, através da análise dos mapas de retorno para uma seqüên-
ia de pontos na vizinhança dessa região. A �gura 4.4 ilustra os mapas de retorno dasérie temporal x(t) para três pontos no espaço de parâmetros, lo
alizados abaixo, sobree a
ima da linha h. Consideramos que um ponto faz parte da linha h quando o mapade retorno �to
a� o ponto (xt, xt+1) = (0, 0), 
onforme ilustra a �gura 4.4(b). Assim,identi�
amos alguns pontos que perten
em a essa linha e, ao realizarmos o ajuste dessespontos, en
ontramos que essa direção é bem aproximada por uma reta, 
uja equação édada pela expressão 4.8. Ao investigarmos a evolução desses pontos, utilizando sempre omesmo 
ritério, indo em direção ao 
entro da espiral, determinamos a lo
alização do fo
o
F . Observamos que para pontos abaixo da linha h a 
urva formada pelos retornos dosmáximos da série temporal x(t) tem uma aparên
ia suave, 
onforme ilustra a �gura 4.4(a),
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)β = 3.8Figura 4.4: Mapas de retorno para a série temporal x(t), para três valores de β, 
om
α = 0.48 �xado, ilustrando regiões abaixo (a), sobre (b) e a
ima (
) da linha h mostradana �gura 4.3(b). A seta em destaque em (b) ilustra o mapa de retorno �to
ando� o ponto
(0, 0).enquanto para pontos lo
alizados a
ima da linha h os mapas de retornos têm uma formamais 
ompli
ada, 
onforme ilustra a �gura 4.4(
). A linha g mar
a uma linha genéri
a dolado esquerdo do ar
o parabóli
o. Para qualquer linha g desse lado do ar
o en
ontramosa seqüên
ia de bifur
ações mais simples possível quando nos movemos para o (do) pontofo
al F .Uma 
ara
terísti
a importante, que está re�etida na estrutura de bifur
ações e orga-nização das espirais, é a propriedade de simetria que o sistema de equações 4.4 possui. Osistema de equações 4.4 é invariante sobre a transformação

(x, y, z) 7→ (−x,−y,−z). (4.10)Isso impli
a que se (x, y, z) é uma solução do sistema de equações 4.4, então (−x,−y,−z)também é uma solução. Uma solução que é invariante sobre a transformação 4.10 éuma solução simétri
a enquanto que uma solução que não é invariante é uma soluçãoassimétri
a. É 
omum também 
hamarmos as órbitas simétri
as do tipo que referimosaqui de auto-simétri
as, visto que, se apli
amos a transformação 4.10 para um ponto daórbita, re
aímos na mesma órbita.A �gura 4.5 mostra os
ilações periódi
as que o sistema exibe para as quatro estruturasauto-similares desta
adas em 
ada espiral na �gura 4.3. Aqui é possível observar os doistipos de os
ilações periódi
as diferentes que existem na organização das espirais, simétri
as
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Figura 4.5: Projeções das órbitas no plano xz para os quatro pontos mar
ados na �gura4.3 em 
ada uma das quatro espirais A-D. As espirais A e C 
orrespondem a órbitassimétri
as e as espirais B e D 
orrespondem a órbitas assimétri
as. As órbitas ini
iadasda 
ondição ini
ial (x, y, z) = (1, 0, 0) estão em vermelho e as órbitas ini
iadas da 
ondiçãoini
ial (−1, 0, 0) estão em azul.e assimétri
as. Os valores de parâmetros referentes às espirais A e C levam o sistema aexibir os
ilações simétri
as, de forma que apli
ando a transformação 4.10 para uma órbitadesse tipo re
aímos na mesma órbita, 
onforme ilustram os painéis A1, . . . , A4 e C1, . . . , C4na �gura 4.5. Já os parâmetros asso
iados 
om as espirais B e D levam o sistema aexibir os
ilações assimétri
as. Nesse 
aso, apli
ando a tranformação 4.10 para uma dasórbitas assimétri
as, obtemos uma órbita-espelho, ou seja, uma outra órbita assimétri
aque está simetri
amente lo
alizada em relação à origem. As duas órbitas assimétri
assempre 
oexistem e são sele
ionadas pela 
ondição ini
ial. As órbitas assimétri
as estãoilustradas nos painéis B1, . . . , B4 e D1, . . . , D4 na �gura 4.5, e são difereren
iadas por 
oresdiferentes. As órbitas ini
iadas da 
ondição ini
ial (x, y, z) = (1, 0, 0) estão em vermelhoe as órbitas ini
iadas da 
ondição ini
ial (−1, 0, 0) estão em azul.
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Figura 4.6: (a) Diagrama de bifur
ações obtido ao longo da parábola que 
orta todas asespirais na �gura 4.3 (b). Os labels A-D referem-se a essa �gura.Para 
ompreendermos a estrutura e organização das órbitas periódi
as ao longo dasespirais, que estão en
aixadas na região 
aóti
a, 
omputamos um diagrama de bifur
açõesao longo da parábola pontilhada mostrada na �gura 4.3. Essa parábola 
orta as espiraispassando pelo fo
o, o qual foi estimado numeri
amente. O diagrama de bifur
ações émostrado na �gura 4.6, sendo que os pontos desta
ados nele referem-se às �guras 4.3 e4.5. Nesse diagrama observamos que 
ortes 
omo esse no espaço de parâmetros 
onduzemàs familiares 
as
atas de adição de período 
om alternân
ia de janelas periódi
as e 
aóti
as[107℄.A tabela 4.1 ajuda a 
ompreendermos melhor a organização das órbitas periódi
asnas espirais da �gura 4.3 e, 
onseqüentemente, das janelas periódi
as no diagrama debifur
ações da �gura 4.6. A tabela 4.1 mostra os valores de parâmetros α e β es
olhidos,o valor do período da os
ilação T e o número de máximos lo
ais existentes em um períodode os
ilação para 
ada variável (x, y, z) do sistema para os 16 valores de parâmetrosdesta
ados pelas letras A1, A2,. . . , D4 na �gura 4.3 e �gura 4.6. O período T é o tempomínimo gasto para dar uma os
ilação periódi
a 
ompleta e varia 
ontinuamente ao longodas espirais. O período T vai aumentando 
ada vez mais ao longo das espirais, a medidaque avançamos em direção ao fo
o. Inspe
ionando a tabela 4.1 é possível observar queexiste uma grande regularidade em relação ao número de máximos lo
ais 
ontidos em uma
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ais e período da os
ilação (T ) relativos às séries tem-porais para 
ada variável (x, y, z) das equações 4.4, para os 16 pontos (α, β) em destaquenas espirais da �gura 4.3(b).
α β x y z T

A1 0.52800 2.32100 3 3 3 15.965
A2 0.40550 5.75000 3 5 5 21.030
A3 0.47860 3.27290 5 5 5 28.355
A4 0.45082 4.02240 5 7 7 34.450
B1 0.49530 2.90520 2 2 2 11.040
B2 0.43780 4.44300 2 3 3 13.920
B3 0.46998 3.48562 3 3 3 17.360
B4 0.45644 3.85528 3 4 4 20.490
C1 0.51390 2.55300 5 5 5 28.000
C2 0.42130 5.06010 5 7 7 34.020
C3 0.47469 3.36707 7 7 7 40.805
C4 0.45350 3.94198 7 9 9 47.125
D1 0.48787 3.06250 3 3 3 17.195
D2 0.44410 4.23406 3 4 4 20.305
D3 0.46797 3.53768 4 4 4 23.615
D4 0.45763 3.82081 4 5 5 26.805os
ilação periódi
a, a medida que se avança ao longo das espirais. O número de máximosin
rementa de uma maneira regular e espe
í�
a para 
ada tipo de espiral em relaçãoao tipo de órbita asso
iada. Pela inspeção da tabela 4.1 podemos observar que para asespirais do tipo A e C, ou seja, as espirais 
ontendo órbitas auto-simétri
as, o in
rementoé de 2 máximos. Também podemos observar que as variáveis x, y e z in
rementam de umamaneira diferente. Isto é, elas não in
rementam todas na mesma posição do espaço deparâmetros. Já as espirais do tipo B e D, ou seja, as espirais 
ontendo órbitas que não sãoauto-simétri
as, o in
remento é de 1 máximo ao longo das espirais. Aqui temos a mesmasituação das outras espirais, ou seja, as variáveis não sofrem todas elas o in
remento aomesmo tempo.As espirais A e B 
ontém as regiões periódi
as de períodos menores e 
hamamos deespirais primárias. Da tabela 4.1 podemos observar mais 
laramente que o 
orte pas-sando por todas as espirais, representado pela parábola pontilhada da �gura 4.1, 
ontém
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(d)Figura 4.7: Ba
ias de atração para a seção z = 0 referente aos pontos B1-B4 mostradosna �gura 4.3(b) e 4.5. As 
ores amarelo e azul denotam as 
ondições ini
iais que levamo sistema a exibir 
onduta periódi
a enquanto que as 
ores preto e bran
o mar
am asba
ias de ±∞. A ba
ia B4 foi 
omputada 
om h = 0.001.seqüên
ias de adição de período referentes à organização das espirais no espaço de parâ-metros. Por exemplo, seguindo-se a parábola pontilhada da �gura 4.3, a partir da regiãode período menor da espiral A, podemos identi�
ar a seguinte seqüên
ia, olhando paraos valores da tabela 4.1 A1 = 3 → A3 = 5 → . . . . Os próximos valores, que não estãorepresentados na tabela 4.1 seriam: A5 = 7 → A7 = 9 → A9 = 11 → . . . , ou seja,uma seqüên
ia de adição de período 
om in
remento de 2 máximos. Em 
ortes de um
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ia apare
e 
omo as janelas periódi
as mostradas no diagramade bifur
ações 4.6. Chamamos essa seqüên
ia de seqüên
ia primária para as espirais que
ontém as órbitas simétri
as. Da mesma maneira, para a espiral B temos a seqüên
ia
B1 = 2 → B3 = 3 → B5 = 4 → B7 = 5 → . . . (note que apenas os dois primeiros pontosapare
em na tabela 4.1). Nesse 
aso temos uma seqüên
ia primária para as espirais que
ontém órbitas assimétri
as. No 
aso das órbitas assimétri
as os in
rementos são de 1máximo.No parágrafo anterior dis
utimos algumas seqüên
ias de órbitas periódi
as que apa-re
em na organização das espirais. Voltando ao diagrama de bifur
ações da �gura 4.6, épossível observar que, na região de parâmetros onde está o fo
o da espiral, o diagrama to
aa linha pontilhada que passa pelo zero. No presente 
aso a origem é um dos pontos �xosdesse sistema e o fo
o da espiral está rela
ionado 
om a presença de órbitas homo
líni
as eo 
enário 
onhe
ido 
omo 
aos de Shilnikov [16, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 114, 115℄. Ouseja, seqüên
ias de órbitas periódi
as estão asso
iadas às órbitas homo
líni
as presentesno sistema de equações. Pelo fato desse sistema possuir simetria, esperamos en
ontrar trêsórbitas homo
líni
as [116℄ no 
entro da espiral asso
iadas às espirais A e B, por exemplo.Isso signi�
a que os dois tipos de espirais, 
om órbitas simétri
as e assimétri
as, �unem-se� no fo
o 
ontendo três órbitas homo
líni
as, as quais são referentes às duas órbitasassimétri
as e uma órbita simétri
a presentes nos dois tipos de espirais.Uma outra situação que analisamos diz respeito às ba
ias de atração das órbitas pe-riódi
as visto que, em função da simetria do sistema, existe 
oexistên
ia de soluções aolongo das espirais no espaço de parâmetros. A espiral B 
orrespondende a uma regiãoonde existe a 
oexistên
ia de duas órbitas assimétri
as. A �gura 4.7 mostra quatro ba
iasde atração referente aos pontos B1, B2, B3 e B4 na �gura 4.5 (b) 
omputadas para a seção
z = 0. Aqui en
ontramos que, a medida que avançamos ao longo das espirais, as ba
iasde atração vão �
ando 
om uma estrutura 
ada vez mais �na. Isto signi�
a que �
a 
adavez mais difí
il de sele
ionar-se uma das duas órbitas que 
oexistem, pre
isando-se 
adavez mais de uma pre
isão maior na es
olha das 
ondições ini
iais. Da mesma maneirapre
isamos re�nar o passo de integração, a medida que avançamos ao longo das espirais.
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ia B4 na �gura 4.7 foi obtida utilizando-se um passo de integração h = 0.001. Noteque os valores de parâmetros também vão �
ando 
om uma estrutura 
ada vez mais �na,pre
isando-se também uma pre
isão 
ada vez maior na es
olha dos parâmetros a medidaque avançamos ao longo das espirais.4.3 Camarão 
om quebra de simetriaUm ponto importante é 
omo a simetria do sistema está re�etida nas bifur
ações nointerior das estruturas auto-similares do tipo 
amarão. A �gura 4.8 mostra as órbitas pe-riódi
as para os dois pontos do espaço de parâmetros denotados por I e II na �gura 4.3.Os pontos I e II estão lo
alizados no interior das estruturas de bifur
ações auto-similaresdo tipo 
amarão em uma região que sempre foi referida 
omo região de dobramento de pe-ríodo. Entretanto, 
omo podemos observar na �gura 4.6, a órbita representada pelo ponto
I sofre uma bifur
ação de quebra de simetria em relação à órbita prin
ipal rela
ionada
om a espiral A. Assim, a órbita simétri
a A1 da �gura 4.5 mantém-se estável até 
ruzaruma bifur
ação de quebra de simetria, dando origem a um par de órbitas assimétri
as,mostradas na �gura 4.8. O ponto II na �gura 4.8 ilustra a outra situação existente, ondea órbita prin
ipal (ilustrada por B1, na �gura 4.3) perdeu sua estabilidade via dupli
ação
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Figura 4.8: Projeções das órbitas no plano xz para os pontos I e II lo
alizados na�gura 4.3 (b) representando as bifur
ações asso
iadas 
om 
ada espiral. I representa umabifur
ação de quebra de simetria enquanto que II representa um dobramento de período.
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o 74de período. Essa nova situação está totalmente rela
ionada 
om as propriedades de si-metria do sistema, visto que não seria possível uma órbita 
omo a des
rita em I dupli
aro período 
omo o
orre em II e ainda satisfazer as propriedades de simetria do sistema.De fato, em sistemas simétri
os a órbita pre
isa primeiro quebrar a simetria para podersofrer dupli
ação de período [117℄.A �gura 4.9(a) ilustra em detalhe a estrutura auto-similar de período 3 
om quebrade simetria. Note a forma 
ara
terísti
a e estrutura similar ao mapa quaárti
o [32℄. Na�gura 4.9(b) mostramos as prin
ipais 
urvas de bifur
ações dessa estrutura 
omputadas
om o programa AUTO [44℄. As 
urvas vermelhas referem-se à bifur
ações sela-nó, 
ommultipli
ador de Floquet +1, enquanto que as 
urvas azuis são bifur
ações de quebrade simetria, também 
om multipli
ador de Floquet +1. As 
urvas em azul são 
urvasde bifur
ações onde o
orrem dobramentos de período e têm multipli
ador de Floquet
−1. A �gura 4.9(
) mostra uma a
umulação de estruturas periódi
as, no interior deuma estrutura de bifur
ações auto-similar. Nessa a
umulação observamos novamenteuma alternân
ia de estruturas de estabilidade no espaço de parâmetros 
ontendo órbitasperiódi
as estáveis simétri
as e assimétri
as. Os pontos em verde referem-se a estruturasperiódi
as sem quebra de simetria enquanto que os pontos rosas referem-se a estruturas
om quebra de simetria. Na �gura 4.9(d) mostramos uma magni�
ação mais próxima aregião de a
umulação, denotando um horizonte de a
umulação, 
onforme des
revemos no
apítulo 3.É interessante observar a organização das regiões periódi
as que estão en
aixadas den-tro da estrutura auto-similar. No 
aso desta
ado nas �guras 4.9(
) e 4.9(d) identi�
amosapenas uma seqüên
ia que também podemos 
hamar de uma seqüên
ia primária de estru-turas auto-similares. O menor período existente no interior da estrutura auto-similar é operíodo 9, ou seja, três vezes maior que o período prin
ipal. A região de período 9 
ontémórbitas simétri
as. Assim é possível identi�
ar a seguinte seqüên
ia de adição de períodode estruturas auto-similares 
ontendo órbitas simétri
as na região de peíodo prin
ipal:
9 → 15 → 21 → 27 → . . . 3. Analogamente é possível identi�
ar uma seqüên
ia 
omadição de período de estruturas auto-similares 
ontendo órbitas assimétri
as na região de
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o 75período prin
ipal: 6 → 9 → 12 → 15 → . . . 3. Ambas as seqüên
ias estão a
umulandopara uma região de período 3, que nas
e via uma bifur
ação sela-nó, e que 
ompões o pe-ríodo prin
ipal da estrutura auto-similar. Existem in�nitamente muitas outras seqüên
iasde a
umulações de estruturas periódi
as em es
alas mais �nas do espaço de parâmetros.
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(d)Figura 4.9: Detalhe de uma estrutura auto-similar 
om quebra de simetria. (a) Diagramabaseado no espe
tro de expoentes de Lyapunov. (b) Curvas de bifur
ações 
omputadas
om o programa AUTO. SN refere-se a bifur
ações sela-nó, SB quebra de simetria ePD dupli
ação de período. (
) Magni�
ação da pequena 
aixa em (b), mostrando umaseqüên
ia de a
umulações. (d) Magni�
ação da 
aixa em (
), mostrando a região próximaao horizonte de a
umulação. Os números referem-se ao número de máximos lo
ais 
ontidosem uma os
ilação periódi
a da variável x.
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Os
ilador de Du�ng

Este 
apítulo é baseado na publi
ação [118℄. Neste 
apítulo investigamos uma re-gião extensa do espaço de parâmetros do os
ilador de Du�ng em função da amplitudedo forçamento externo e da taxa de amorte
imento. Mostramos uma repetição periódi
aaproximada de toda a estrutura do espaço de parâmetros quando a amplitude da força
res
e. Estas repetições in
luem uma re
orrên
ia aproximada de todo 
onjunto de bifur-
ações en
aixado nas fases 
aóti
as quando a amplitude da força externa aumenta. Aestrutura das regiões periódi
as en
aixadas nas fases 
aóti
a in
luem seqüên
ias de es-truturas auto-similares seguindo rotas de adição de período e também regiões periódi
asbastante 
omplexas.5.1 A equação de Du�ngA equação de Du�ng [119℄ pode ser visualizada 
omo um 
aso espe
ial de uma 
lassede os
iladores do tipo
d2x

dt2
+ k

dx

dt
+

dV (x)

dx
= B cos(ωt), (5.1)onde variável x representa a 
oordenada da posição de uma partí
ula sujeita a um poten
ial

V (x). O parâmetro k 
ontrola a taxa de amorte
imento da partí
ula e os parâmetros Be ω 
ontrolam a amplitude e a freqüên
ia da força externa periódi
a, respe
tivamente.Originalmente Du�ng 
onsiderou diferentes formas da equação 5.1, sendo que todas elas
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ontinham termos quárti
os no poten
ial. Aqui 
onsideramos o poten
ial V (x) = x4

4
e�xamos ω = 1. Dessa forma a equação 5.1 reduz-se a

d2x

dt2
+ k

dx

dt
+ x3 = B cos t, (5.2)sendo que essa é 
ertamente a forma mais simples dentre os modelos 
onsiderados origi-nalmente por Du�ng. De�nindo y ≡ dx

dt
e Ω ≡ t, podemos es
rever a equação 5.2, que éuma equação diferen
ial de segunda ordem periodi
amente forçada, no seguinte sistemade equações diferen
iais ordinárias:

ẏ = −ky − x3 + B cos Ω, (5.3a)
ẋ = y, (5.3b)
Ω̇ = 1. (5.3
)O sistema de equações 5.3 é invariante sobre a transformação
(x, y, t) 7→ (−x,−y, t + π). (5.4)Soluções da equação 5.2, ou equivalentemente do sistema 5.3, exibindo 
ondutas ape-riódi
as, que hoje 
onhe
emos 
omo 
aos determinísti
o, foram des
obertas por Ueda em1961, 
onforme dis
utido nas referên
ias [9, 120℄. Ueda realizou uma investigação bastantedetalhada da equação 5.2, identi�
ando diversas 
urvas de bifur
ações e mapeando dife-rentes tipos de soluções no espaço de parâmetros. Entretanto ele 
on
entrou sua análise noexterior das regiões 
aóti
as, identi�
ando alguns limites externos dessas regiões 
aóti
ase alguns 
ontornos referentes aos períodos mais baixos. Na próxima seção investigamosuma região extensa do espaço de parâmetros (B, k).
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onsiderando regiões extensas do espaço de parâmetros de equações dife-ren
iais não-lineares pode apresentar diversos tipos de padrões regulares de bifur
ações,re
orrên
ias e repetições. Muitos autores têm mostrado ou investigado 
ara
terísti
as re-la
ionadas a padrões de bifur
ações repetidos no espaço de parâmetros do os
ilador deDu�ng [12, 121, 122, 123, 124, 125, 126℄ ou outros os
iladores periodi
amente forçados[13, 127, 128℄. Tais estudos foram realizados prin
ipalmente seguindo-se o 
ontorno dealgumas 
urvas de bifur
ações de soluções de períodos mais baixos, que tipi
amente pre-
edem as regiões 
aóti
as. Entretanto não há nenhuma investigação detalhada in
luindoas regiões 
aóti
as presentes nesse modelo e da estrutura de bifur
ações que existe en-
aixada nessas regiões. Alguns pou
os trabalhos apenas denotaram de maneira simplesalguns 
ontornos mais externos das regiões 
aóti
as [12℄. Uma metodologia apropriadapara a análise das regiões 
aóti
as foi realizada por Gallas [33℄ que identi�
ou seqüên
iasde regiões 
aóti
as no espaço de parâmetros do os
ilador de Du�ng pelo 
ál
ulo diretodo maior expoente de Lyapunov. Nossos resultados 
orroboram muitos desses resultadosanteriores e adi
ionalmente mostramos uma detalhada lo
alização e estutura interna dasregiões 
aóti
as e 
omo elas re
orrem no espaço de parâmetros quando a amplitude daforça externa aumenta.A �gura 5.1 mostra evidên
ias de uma repetição aproximada notável de toda a estru-tura do espaço de parâmetros (B, k) da equação 5.2 em função do 
oe�
iente de amor-te
imento k e amplitude da força externa B, para valores de parâmetros no intervalo
B = [0, 925] e k = [0, 1]. Para uma visualização melhor, e também uma 
omparação maisfá
il, dividimos o plano de parâmetros em 3 partes dadas pelas �guras 5.1(a)-5.1(
). Noteas diferenças entre as es
alas da amplitude da força externa B em 
ada parte dessa �gura.As �guras 5.1(a)-5.1(
), bem 
omo as demais �guras que denotam o espaço de parâme-tros 
omputados para o sistema de equações 5.3 neste 
apítulo, foram obtidas integrando-se o sistema de equações 5.3 utilizando-se o método de Runge Kutta de quarta ordem
om passo �xo h = 0.01 e estimando-se numeri
amente os expoentes de Lyapunov. O es-paço de parâmetros foi varrido horizontalmente da esquerda para a direita dis
retizado em
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)Figura 5.1: Seqüên
ias de regiões 
aóti
as que re
orrem quando a amplitude da forçaexterna B aumenta. As 
ores denotam as fases 
aóti
as (expoentes positivos) enquantoes
alas de 
inza denotam os
ilações periódi
as (expoentes negativos). Vermelho denotaexpoentes 
om maior magnitude. Curvas pretas denotam lo
ais de expoentes zero, in-di
ando regiões onde bifur
ações o
orrem. Os �labels� sb1, sb2 e sb3 mar
am as trêsprimeiras 
urvas onde bifur
ações de quebra de simetria o
orrem. Os pontos A1, B1,..., C2 são dis
utidos no texto. As 
aixas em destaque são magni�
adas e dis
utidas napróxima seção.
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ilador de Du�ng 80uma malha de 600x600 valores de parâmetros. Para 
ada nova linha horizontal ini
iou-sesempre da 
ondição ini
ial (x, ẋ) ≡ (0.5, 0.1) es
olhida arbitrariamente. Então aumenta-mos B, partindo desse valor ini
ial, e seguimos o atrator, ou seja, ini
iamos 
ada 
ál
uloadi
ional para o 
ál
ulo do expoente de Lyapunov do valor (x, ẋ) que estava na memóriado 
omputador quando a 
omputação do valor anterior de B foi �nalizada. Finalmente
odi�
amos os valores dos expoentes 
omputados 
onforme a metodologia usual des
ritana seção 1.3. Embora 
om essa metodologia não temos informações a respeito da multies-tabilidade que o
orre em muitas regiões do espaço de parâmetros, ainda assim é possívelre
onhe
er regiões prováveis de o
orrên
ia de multiestabilidade pela observação de 
ertasdes
ontinuidades nas 
ores das �guras.A �gura 5.1 mostra uma porção extensa do espaço de parâmetros do os
ilador de Duf-�ng onde é possível observar uma re
orrên
ia aproximada de toda a estrutura do espaçode parâmetros. É possível re
onhe
er regiões que são aproximadamente 
ópias isomór�-
as uma das outras. Tais similaridades in
luem não apenas uma repeti
ão de 
urvas debifur
ações, 
omo é possível identi�
ar observando-se as regiões denotadas pela 
or preta(lo
us do expoente zero), mas também observando-se a re
orrên
ia dos padrões em dife-rentes gradientes de 
inza representando os expoentes negativos (soluções periódi
as) e asregiões em gradientes de amarelo-vermelho representando os expoentes positivos (soluções
aóti
as). Note que aqui falamos sempre em re
orrên
ia aproximada porque a estruturade bifur
ações e re
orrên
ia das fases 
aóti
as não repetem-se exatamente iguais, 
omopodemos inspe
ionar diretamente na �gura 5.1, mas apenas mantém uma similaridadeaproximada quando a amplitude da força externa aumenta. De fato, observamos que asimilaridade entre regiões do espaço de parâmetros é maior a medida que o parâmetro Baumenta. Isso pode ser diretamente observado inspe
ionando-se as �guras 5.1(a)-5.1(
) e
omparando-se a estrutura das regiões 
aóti
as entre si. Note que, para a primeira região
aóti
a, onde os valores de B são pequenos, o nível de similaridade é bem menor do quepara as demais regiões.De uma maneira geral, a estrutura do espaço de parâmetros que estudamos aqui possuia seguinte organização: para valores maiores do parâmetro k, não mostrados nessa �gura,
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om os
ilaçõesperiódi
as e não 
ontendo regiões 
aóti
as. Isso foi veri�
ado em simulações que reali-zamos até k = 5. Tipi
amente, a medida que diminuímos o valor de k podemos entrarem regiões bastante 
ompli
adas no espaço de parâmetros 
ontendo diversos tipos de bi-fur
ações, regiões 
om multiestabilidade, transições para o 
aos e transições repentinasenvolvendo soluções 
aóti
as ou periódi
as. Isso depende, evidentemente, da trajetória queseguimos no espaço de parâmetros. Bifur
ações en
ontradas in
luem quebra de simetria,dobramentos de período e bifur
ações de sela-nó.Para valores de k pequeno (< 0.1) observamos uma di�
uldade muito maior em seseguir as soluções 
aóti
as no espaço de parâmetros. Tais regiões 
ontém multiestabilidadee uma provável 
omplexidade nas ba
ias de atração. Isso é deduzido pela inspeção das�guras para valores de k pequeno. Quando seguimos uma linha horizontal nessa regiãodo espaço de parâmetros eventualmente observamos transições repentinas de uma 
ordenotando expoentes positivos para uma outra 
or denotando expoentes negativos. Emgeral o �lo
us� onde o
orrem essas transições não forma uma �
urva suave� quando olhamospara o espaço dos dois parâmetros, 
omo tipi
amente en
ontramos para valores maioresde k. Tais transições são devido provavelmente a ba
ias de atração 
om uma estruturamuito �na, onde a 
ondição ini
ial tomada do �m da integração do parâmetro anterior nãoestá dentro da mesma ba
ia para o novo valor de parâmetro. Nesse 
aso uma análise mais
uidadosa nessa região deveria ser realizada utilizando-se passos de integração menores euma resolução maior.Da mesma maneira que observamos uma organização bastante regular quando olhamospara a estrutura de bifur
ações no espaço de parâmetros, observamos grandes regulari-dades quando olhamos para o espaço de fases em função dos parâmetros de 
ontrole,em parti
ular quando a amplitude da força externa aumenta para valores �xos da taxade amorte
imento. Alguns trabalhos anteriores foram dedi
ados a estudar o 
omporta-mento das soluções no espaço de fases do os
ilador de Du�ng em função do aumentoda amplitude da força externa mantendo �xo o valor da freqüên
ia de forçamento. Porexemplo, a natureza das soluções da equação 5.2, para valores grandes da amplitude força
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ilador de Du�ng 82externa, foi investigada por Byat-Smith [129℄, 
onsiderando k = 0.25 e diversos valores de
B próximos a 1000 (usando aqui a nossa notação para os parâmetros). Em um trabalhosubseqüente, Bya-Smith [130℄ reportou a natureza da evolução das soluções em funçãodo aumento da amplitude da força externa para o os
ilador de Du�ng 
om poten
ial depoço duplo. Em parti
ular ele mostrou que o sinal evolui de uma forma simples paraos
ilações mais 
ompli
adas, 
om a 
riação de su
essivos �loops� no espaço de fases, amedida que a amplitude da força externa 
res
e. Robinson [131℄ reportou padrões regula-res para a evolução das soluções da equação 5.2, que re
orrem sistemati
amente quandoa amplitude da força externa 
res
e. Ele reportou dados experimentais gerados por um
ir
uito eletr�ni
o não-linear, simulando a equação 5.2, e 
onsiderou grandes amplitudesda força externa. O intervalo de parâmetros a
essíveis experimentalmente 
orrespondia a
0 < k < 1 e 0 < B < 5000.A �gura 5.2 ilustra soluções no espaço de fases para diferentes pontos no espaço deparâmetros referentes às três primeiras grandes 
urvas de bifur
ações que envolvem asprimeiras regiões 
aóti
as. Essas 
urvas 
orrespondem a bifur
ações de quebra de simetria,sendo que as três primeiras 
urvas estão denotadas pelos labels sb1, sb2 e sb3 (sb refere-seao termo em inglês symmetry-breaking). Nessa �gura podemos observar a evolução dassoluções quando aumentamos a força externa, mantendo-se �xa a taxa de amorte
imentopara regiões a
ima e abaixo dessas 
urvas de bifur
ações. Os pontos A1, B1 e C1 estãolo
alizados a
ima das 
urvas de bifur
ações em uma grande região periódi
a onde assoluções são simétri
as. Os pontos A2, B2 e C2 estão lo
alizados abaixo das 
urvas debifur
ações e possuem um par de soluções assimétri
as 
oexistindo. Todas as soluçõespossuem período 2π, ou seja, o mesmo período da força externa. De fato, 
omo estamosanalisando 
asos em que a freqüên
ia externa é �xa, todo ponto no espaço de parâmetroslevando a soluções periódi
as terá soluções 
om períodos múltiplos de 2π.Na �gura 5.2(a) mostramos o espaço de fases (x, y), na linha de 
ima, a série temporal
x(t), na linha do meio e a série temporal y(t), na linha de baixo. São mostrados trêsperíodos de os
ilação para as duas séries temporais. Os pontos A1, B1 e C1 foram obtidospara um valor �xo da taxa de amorte
imento onde os valores de parâmetros são dados
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rição da �gura 5.2(a). Observamos que a medida que aumentamos o valor daamplitude externa as soluções �
am mais 
omplexas. Isso pode ser diretamente observadono espaço de fases (x, y) da �gura 5.2(a), onde novos �loops� são gerados 
onforme aamplitude da força externa 
res
e. Nas séries temporais esse fen�meno é observado 
omo a
riação de novos pi
os ou máximos lo
ais em 
ada período de os
ilação 
onforme podemosdiretamente observar nas séries de x(t) e y(t) nessa �gura. No 
aso do ponto A1, x(t)
ontém 1 máximo lo
al e y(t) 
ontém 3 máximos lo
ais em um período de os
ilação. Paraos 
asos dos pontos B1 e C1, x(t) 
ontém 3 e 5 máximos lo
ais enquanto y(t) 
ontém 5e 7 máximos lo
ais, respe
tivamente. Ou seja, observamos um in
remento de 2 máximoslo
ais a medida que aumentamos a força externa. Na �gura 5.2(b) temos o mesmo tipo desituação que exempli�
amos na �gura 5.2(a), ex
eto que agora estamos numa região doespaço de parâmetros em que as órbitas da �gura 5.2(a) sofreram uma bifur
ação de quebrade simetria. Então temos duas órbitas assimétri
as 
oexistindo e sele
ionadas dependendoda 
ondição ini
ial. Na linha de 
ima da �gura 5.2(b) as duas órbitas 
oexistentes noespaço de fases (x, y) estão representadas por 
ores diferentes, enquanto nas linhas domeio e de baixo, representando as séries temporais x(t) e y(t), respe
tivamente, apenasuma das duas soluções 
oexistentes são mostradas.Um quadro análogo a este que reportamos aqui, porém no espaço de parâmetros (B, ω),é dis
utido por S
hmidt e Eilenberger [125℄ onde é apresentado um diagrama de 
urvasde bifur
ações muito simples no espaço de parâmetros do os
ilador de Du�ng mostrandoum padrão regular de repetições de 
urvas de bifur
ações. Os padrões similares 
onsistemem �tiras� no espaço de parâmetros, asso
iadas 
om ressonân
ias, onde 
ada tira 
ontémuma estrutura de 
urvas de bifur
ações. Apenas as 
urvas de bifur
ações mais externas,que pre
edem as regiões 
aóti
as, foram delimitadas. O quadro global é apresentado 
omoressonân
ias n=1 ,n=2 ,n=3,... que o
orrem su
essivamente quando a amplitude da forçaexterna aumenta. Cada ressonân
ia é 
ara
terizada por um número �xo n de os
ilaçõesinternas que o
orrem durante um período de forçamento.Na próxima seção dis
utimos a maior novidade deste 
apítulo que são as re
orrên
iasdas fases 
aóti
as e da estrutura de bifur
ações que existe en
aixada nessas regiões.
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orrên
ias nas fases 
aóti
asNa seção anterior des
revemos as prin
ipais 
ara
terísti
as asso
iadas 
om a estruturae re
orrên
ia de regiões no espaço de parâmetros através de uma vista ampla do espaçode parâmetros do os
ilador de Du�ng. Nesta seção apresentamos em grande detalhe aestrutura interna das regiões 
aóti
as e 
omo elas re
orrem no espaço de parâmetros amedida que a força externa aumenta.Na �gura 5.1 já observamos que existe uma seqüên
ia de regiões 
aóti
as a medida quea amplitude da força externa 
res
e. Ex
eto para a região 
aóti
a sob a 
urva sb1, ondeé possível observar apenas uma região 
aóti
a, podemos identi�
ar duas regiões 
aóti
assob 
ada uma das demais 
urvas de bifur
ações sb2,sb3, e assim su
essivamente para asoutras 
urvas que se seguem quando a amplitude da força externa aumenta. De umamaneira geral, a estrutura de bifur
ações asso
iadas 
om regiões periódi
as que existemex
aixadas nas fases 
aóti
as do os
ilador de Du�ng é bastante 
ompli
ada.Na �gura 5.3, na linha de 
ima, mostramos magni�
ações das três regiões 
aóti
asque apare
em em destaque nas 
aixas azuis da �gura 5.1. Em meio as fases 
aóti
as épossível identi�
ar uma grande região 
om período predominante 3 × 2π e uma formabastante irregular (a grande região 
inza aproximadamente no meio da região 
aóti
a).Além dessa, muitas outras estruturas de períodos maiores existem en
aixadas nessas fases
aóti
as. É possível observar diversas similaridades quando 
omparamos as �guras entresi, prin
ipalmente a medida que a amplitude do forçamento 
res
e. Tais similaridadeso
orrem de fato em grandes níveis de detalhes, 
omo é eviden
iado pelas magni�
açõesmostradas na linha de baixo, referentes às 
aixas em destaque na linha de 
ima. Aqui épossível observar diversos tipos de estruturas auto-similares en
aixadas nas fases 
aóti-
as. Essas estruturas estão organizadas e alinhadas no espaço de parâmetros. Os pontosverdes mar
am diversas estruturas que foram lo
alizadas no espaço de parâmetros, sendoque muitas dessas estruturas são muito pequenas para observar-se na es
ala da �gura.Nesse 
aso 
olo
amos apenas o ponto que mar
a sua lo
alização. Os números 
orrespon-dem ao período da os
ilação em múltiplos de 2π. É possível re
onhe
er uma re
orrên
iaquase isomór�
a entre os domínios periódi
os quando 
omparamos as três �guras entre si,
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(f)Figura 5.3: Detalhes das fases 
aóti
as 
ontidas dentro das 
aixas maiores em azul na�gura 5.1 mostrando similaridades estruturais quando a amplitude da força externa B
res
e. A linha de baixo mostra vistas magni�
adas das 
aixas mostradas na linha de
ima. As ilhas es
uras são ilhas de periodi
idade. Os números referem-se ao período dassoluções em múltiplos de 2π, o período da força externa. Cas
atas de adição de períododistintas 
onvergem na direção da grande região em tons de 
inza 
ontendo período 3, no
anto inferior esquerdo. A linha de baixo ilustra a grande similaridade de toda a estruturaquando B 
res
e. Note as diferenças nas es
alas.ilustrando o grande nível de similaridade que existe quando a amplitude da força 
res
e.A �gura 5.4 mostra 
omo são as re
orrên
ias das soluções periódi
as no espaço de fasesdo os
ilador de Du�ng, referentes às estruturas periódi
as en
aixadas nas fases 
aóti
as.Da mesma maneira que o
orria no 
aso anterior mostrado para as regiões que pre
ediam asregiões 
aóti
as, aqui observamos um in
remento no número de máximos lo
ais a medidaque aumentamos a amplitude do forçamento. A �gura 5.4(a) mostra as soluções no espaçode fases para as três ilhas de período 4× 2π referentes aos pontos D1, E1 e F1 mostradasna �gura 5.3. Na linha de 
ima é mostrado o retrato de fases (x, y) enquanto na linha do
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ilador de Du�ng 87meio e de baixo são mostradas as séries temporais para x(t) e y(t), respe
tivamente. Nasérie temporal de x(t) o número de máximos lo
ais são 11, 18 e 20 para os pontos D1, E1 eF1, res
pe
tivamente. Para y(t) temos 12, 20 e 28 máximos lo
ais, respe
tivamente. Aquiobservamos que todos os in
rementos são de 8 máximos, ex
eto o primeiro 
aso que temosum in
remento de 11 para 18 máximos. A �gura 5.4(b) mostra as soluções para as ilhasde período 5 × 2π denotadas pelos pontos D2, E2 e F2 na �gura 5.3. Na linha de 
ima émostrado o retrato de fases (x, y) enquanto na linha do meio e de baixo são mostradas asséries temporais para x(t) e y(t), respe
tivamente. Na série temporal de x(t) o número demáximos lo
ais são 14, 23 e 32 para os pontos D2, E2 e F2, res
pe
tivamente. Para y(t)temos 15, 25 e 35 máximos lo
ais, respe
tivamente. Aqui observamos que os in
rementossão de 9 máximos para as séries temporais de x(t) e 10 máximos para as séries temporaisde y(t). Note que na �gura 5.4(b) não está mostrada a outra solução que existe devido àsimetria do problema.Como observamos ainda na �gura 5.3, existe uma diversidade de períodos maiores.Uma 
ara
terísti
a que re
orre nas fases 
aóti
as são seqüên
ias de ilhas 
om adição deperíodo. Movendo-se do 
entro das ilhas de período 4 (identi�
adas pelos labels D1,E1 e F1) e período 5 (identi�
adas pelos labels D2, E2 e F2) é possível re
onhe
er duasseqüên
ias de adição de período quando diminuímos k e aumentamos B:
4 → 7 → 10 → 13 → . . . → 3,

5 → 8 → 11 → 14 → . . . → 3,

Podemos observar que o in
remento do período é o mesmo valor do período da granderegião periódi
a para qual a seqüên
ia está a
umulando, neste 
aso uma região de período3. Observamos então uma situação análoga a que analisamos no 
apítulo 3.
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ilador de Du�ng 89A �gura 5.5 mostra uma magni�
ação da 
aixa em destaque na �gura 5.3d, ilustrandoa seqüên
ia de adição de período ini
iada pela ilha de período 5. Com ex
eção dosprimeiros pou
os períodos, todos os restantes apare
em perfeitamente alinhados em umadireção espe
í�
a do espaço de parâmetros. Para a seqüên
ia mostrada aqui essa direçãoé bem aproximada pela reta:
k = −0.3972 B + 4.4966.Na �gura 5.5b, a fronteira entre a fase 
aóti
a e a região de período 3 é dada aproxima-damente pela reta:
k = −0.0700 B + 0.9618.Essas linhas se interse
tam em (B, k) ≃ (10.803, 0.2056), a lo
alização aproximada doponto de a
umulação da 
as
ata de adição de período. Esse ponto é indi
ado pelo pontovermelho no 
anto inferior direito da �gura 5.5b.A �gura 5.6 mostra magni�
ações de uma outra seqüên
ia de regiões 
aóti
as desta-
adas pelas 
aixas menores mostradas na �gura 5.1. Essa seqüên
ia ilustra quão 
ompli-
ado pode ser o 
onjunto de bifur
ações en
aixado nas fases 
aóti
as, em �uxos vetorias.Diversas regiões periódi
as inter
one
tadas, 
om formas extravagantes e regiões 
om mul-tiestabilidade 
ara
terizam essas fases 
aóti
as. Aqui nessa região podemos observar adi�
uldade de se falar em ordenamento de janelas periódi
as quando providen
iamos 
or-tes em direções espe
í�
as do espaço de parâmetros através da análise de diagramas debifur
ações dependentes de um parâmetro. Porém, mesmo nessa região bastante 
om-plexa do espaço de parâmetros, é possível re
onhe
er uma similaridade estrutural e umare
orrên
ia aproximada de todo o 
onjunto de bifur
ações que existe en
aixado nas fases
aóti
as quando a amplitude da força externa 
res
e.
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Capítulo 6
Considerações Finais
6.1 Con
lusõesNeste trabalho analisamos o espaço de parâmetros de alguns modelos físi
os dissipa-tivos des
ritos por 
onjuntos de equações diferen
iais não-lineares de baixa ordem. In-vestigamos em maiores detalhes um laser de CO2 
om perdas moduladas, um laser desemi
ondutor 
om injeção ópti
a, um 
ir
uito eletr�ni
o simétri
o e o os
ilador de Du�ng
om amorte
imento e forçamento externo.Através da 
omputação de diagramas de fase baseados no espe
tro de expoentes fo
a-mos a investigação em regiões do espaço de parâmetros 
om alta 
omplexidade dinâmi
a,
ontendo as fases 
aóti
as e regiões de períodos altos, e obtivemos uma des
rição que émuito difí
il de se obter 
om os usuais métodos de 
ontinuação numéri
a. Com a metodo-logia que desenvolvemos, mostramos que é possível extrair muitas informações referentesà estrutura de bifur
ações que existe no espaço de parâmetros de equações diferen
iais,em espe
ial no interior das regiões 
aóti
as.De uma maneira geral 
onstatamos que as regiões 
aóti
as no espaço de parâmetros deequações diferen
iais 
ontém estruturas de estabilidade bastante 
omplexas en
aixadas,
om diversas regiões de multiestabilidade e regiões periódi
as inter
one
tadas. Entretanto,tais regiões podem estar organizadas de uma maneira bastante regular, alinhadas emdireções espe
í�
as no espaço de parâmetros, onde a adição de período toma um papel



Capítulo 6: Considerações Finais 93fundamental, dando origem a diversas �famílias� de órbitas periódi
as.Nas investigações do laser de CO2 mostramos a existên
ia de in�nitas estruturas pe-riódi
as auto-similares en
aixadas nas regiões 
aóti
as e alinhadas em direções espe
í�
asno espaço de parâmetros em um sistema dinâmi
o de tempo 
ontínuo. Mostramos queo ordenamento ao longo de direções espe
í�
as no espaço de parâmetros é exatamente omesmo ordenamento en
ontrado em um sistema de tempo dis
reto (mapa de Hénon).No estudo de um laser de semi
ondutor 
om injeção ópti
a, identi�
amos a
umulaçõesde estruturas periódi
as auto-similares no espaço de dois parâmetros en
aixadas nas fases
aóti
as. As seqüên
ias de regiões periódi
as a
umulam em 
ertas fronteiras no espaço deparâmetros, as quais denominamos horizonte de a
umulações, seguindo rotas de adiçãode período. Mostramos que o número de máximos relativos 
ontidos em uma os
ilaçãoperiódi
a das séries temporais para parâmetros dentro das estruturas auto-similares podedepender da variável que estamos 
onsiderando. Mostramos ainda que o fen�meno dea
umulações de estruturas periódi
as o
orre no espaço de parâmetros de diversos modelosde equações diferen
iais ordinárias não-lineares (ver apêndi
e A).Na investigação do modelo de um 
ir
uito eletr�ni
o possuindo uma simetria 
omrelação à origem, mostramos que o espaço de parâmetros 
ontém in�nitas espirais auto-similares en
aixadas nas fases 
aóti
as, exibindo alternadamente os
ilações periódi
as si-métri
as e assimétri
as. O número de máximos lo
ais de 
ada variável 
ontidos em umperíodo de os
ilação do sistema varia de uma maneira regular ao longo das espirais edepende da variável que estamos 
onsiderando. O in
remento dos máximos não o
orre namesma posição do espaço de parâmetros. Mostramos ainda uma estrutura de bifur
açãoauto-similar, do tipo 
amarão, 
om quebra de simetria e identi�
amos uma seqüên
ia deadição de período em sua estrutura interna.Na investigação do espaço de parâmetros do os
ilador de Du�ng, mostramos umare
orrên
ia aproximada de toda a estrutura de bifur
ações que existe en
aixada nas fases
aóti
as deste sistema. Mostramos também o quão 
ompli
ada pode ser a estrutura debifur
ações en
aixadas nas fases 
aóti
as em sistemas de equações diferen
iais.
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tivasNesta tese mostramos diversas organizações regulares no espaço de parâmetros dos sis-temas investigados, formadas basi
amente por seqüên
ias de adição de período, en
aixadasna região 
aóti
a, ao longo de direções espe
í�
as do espaço de parâmetros. Enquantoidenti�
amos diversas seqüên
ias prin
ipais de adição de período, seria interessante in-vestigar o ordenamento 
ompleto das órbitas periódi
as, ou seja, 
omo são as seqüên
iaspara os períodos maiores que também existem en
aixadas nas regiões 
aóti
as.Uma questão importante para investigar seria rela
ionar os resultados obtidos aqui
om os fen�menos homo
líni
os, ou seja, 
omo as famílias de órbitas periódi
as estãoasso
iadas ou rela
ionam-se 
om órbitas homo
líni
as presente nos sistemas.Um outro ponto interessante para abordar diz respeito a medidas quantitativas quepode-se realizar, tendo em vista as diversas organizações regulares de estruturas periódi
asque reportamos no espaço de parâmetros dos sistemas estudados. Neste sentido seriainteressante investigar uma série de propriedades métri
as para diferentes modelos deequações diferen
ais e fazer análises 
omparativas 
om modelos de tempo dis
reto, onde
ál
ulos mais pre
isos podem ser obtidos.Uma 
ontinuação natural deste trabalho é estender a análise dos diagramas de fasepara o espaço tridimensional. Com uma 
onveniente plotagem é possível obter diagramasque mostrem a estrutura do espaço de parâmetros em três dimensões, possibilitando assima investigação de fen�menos de 
odimensão maior. Outro ponto interessante para explo-rar futuramente é medir outras grandezas em porções extensas do espaço de parâmetros,
omo a periodi
idade das séries temporais e o número de máximos lo
ais das respe
ti-vas variáveis. Deste modo teremos um 
ompreendimento melhor de 
omo as soluçõesdas equações variam em função dos parâmetros. Diversos 
ál
ulos preliminares já foramobtidos nesta direção.Do ponto de vista experimental, este trabalho motiva fortemente o interesse pela obser-vação de diversas regularidades reportadas aqui. Muitas das regularidades que mostramosaqui ainda não foram 
omprovadas experimentalmente. As regularidades que mostramossão obtidas pela variação de dois parâmetros do sistema, enquanto a maioria das inves-



Capítulo 6: Considerações Finais 95tigações experimentais são realizadas pela variação de um parâmetro somente. De ummodo mais geral, mapeamentos da dinâmi
a através de grandes porções do espaço deparâmetros, in
luindo regiões 
aóti
as, é um desa�o que poderia 
olo
ar em teste algunsdos modelos teóri
os dis
utidos aqui.Seria interessante investigar a 
onduta dos modelos teóri
os quando adi
ionamos ruí-dos nos sistemas. Dessa maneira poderíamos 
ara
terizar a robustez dos fen�menos quereportamos dentro das regiões 
aóti
as na presença do ruído que é inerente a qualquertrabalho experimental.Com relação a apli
ações, ressaltamos ao longo dos últimos quinze anos têm havidograndes esforços no sentido de se utilizar sinais 
aóti
os para apli
ações baseado no fen�-meno de sin
ronização 
aóti
a. O uso de ondas portadoras 
aóti
as para transmitir ou
odi�
ar informações é um exemplo disso e muitos avanços foram obtidos em lasers [79, 80℄.Assim, a análise de diagramas de fase para os modelos teóri
os desses sistemas pode serútil para 
ompreendermos a estrutura das órbitas periódi
as en
aixadas dentro da re-gião 
aóti
a e também para avaliar o impa
to que estas estruturas periódi
as poderiamo
asionar nesse tipo de apli
ação.



Apêndi
e A
A
umulações em outros sistemas

Aqui neste apêndi
e mostramos que o fen�meno de a
umulações de estruturas periódi-
as no espaço de dois parâmetros o
orre generi
amente em muitos outros sistemas dinâmi-
os, de tempo 
ontínuo ou tempo dis
reto. Na seção A.1 apresentamos diagramas de fasepara uma série de sistemas físi
os familiares des
ritos por equações diferen
ias ordinárias.Todos esses sistemas 
ontém uma 
omplexa estrutura de órbitas periódi
as en
aixadas nafase 
aóti
a, 
om diversas a
umulações de estruturas auto-similares. Os prin
ipais resul-tados desta seção foram baseados na publi
ação [103℄. Na seção A.2 mostramos o espaçode parâmetros do mapa quárti
o e identi�
amos uma seqüên
ia de a
umulação 
om adiçãode período.A.1 Sistemas de tempo 
ontínuoA �gura A.1 mostra diagramas de fase para seis modelos físi
os de tempo 
ontínuo queinvestigamos. Os sistemas que investigamos foram um modelo de um 
ir
uito eletr�ni
oaut�nomo, um modelo de uma reação quími
a aut�noma, um modelo quími
o periodi
a-mente forçado, um laser de CO2 
om realimentação, o modelo de Rössler e o modelo de
ir
ulação atmosféri
a de Lorenz-84. As equações e os valores de parâmetros utilizadossão des
ritos em 
ada subseção, a seguir.



Apêndi
e A: A
umulações em outros sistemas 97A.1.1 Cir
uito eletr�ni
o aut�nomoAqui investigamos uma modi�
ação do 
ir
uito original de Van der Pol, proposto ori-ginalmente por Shinriki et al. [133℄. Esse sistema 
onsiste em um 
ir
uito eletr�ni
o aut�-nomo envolvendo um 
ir
uito ressonante e duas 
ondutân
ias não-lineares, uma positivae outra negativa. Freire et al. [134℄ mostrou que esse 
ir
uito possui uma ri
a variedadede 
ondutas dinâmi
as. O 
ir
uito é des
rito pelas equações:
C0 ẋ = (a1 − G1)x − a3x

3 + b1(y − x) + b3(y − x)3, (A.1a)
C ẏ = −G2y − z − b1(y − x) − b3(y − x)3, (A.1b)
L ż = y, (A.1
)onde os parâmetros de bifur
ações mostrados na �gura são µ = G1+b1−a1 and δ = G2+b1.Para as simulações das equações A.1a, 
onsideramos os mesmos parâmetros usados porFreire et al. [134℄: C0 = 4.7nF, C = 100nF, L = 110mH, a1/ωC = 0.1, a3/ωC = 6×10−4,

b1/ωC = 0.016 and b3/ωC = 0.05.A �gura A.1(a) apresenta o diagrama de fase em função dos parâmetros de bifur
ação
µ e δ, mostrando uma porção do espaço de parâmetros onde o
orre uma a
umulação deestruturas auto-similares.A.1.2 Os
iladores quími
osAqui investigamos dois modelos quími
os. O primeiro modelo que 
onsideramos des-
reve uma reação que obede
e a 
inéti
a massa-ação [135℄:

ẋ = x(dx − fy − z + g)

ẏ = y(x + sz − l)

ż =
1

ǫ
(x − az3 + bz2 − cz)Nós utilizamos os seguintes valores de parâmetros usados por Gaspard e Ni
olis [16℄:

a = 0.5, b = 3, c = 5, ǫ = 0.01, f = 0.5, g = 0.6, s = 0.3. Os parâmetros variados nas
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omputado para esse modelo. En
ontramosuma disposição bem regular de estruturas auto-similares a
umulando na direção de umafronteira de a
umulação.O outro modelo que investigamos é um os
ilador quími
o forçado periodi
amente es-tudado por Van
e e Ross [136℄ e Hou e Xin [137℄. As equações que des
revem o modelosão:
ẋ = 1 − x − xDE(y) + p(t)(1 − x), (A.3a)

(1 + ǫ) ẏ = −βy + BDE(y) − p(t)(y − γ), (A.3b)onde
E(y) = exp

( y

1 + ηy

) and p(t) = A sin
(2πt

τT0

)

. (A.4)Aqui, seguindo Van
e e Ross [136℄ e Hou and Xin [137℄, também 
onsideramos oponto P2 = (j, Tc) = (0.8, 292) em que o sistema exibe auto-os
ilações 
om período
T0 = 4.1627372 na ausên
ia do forçamento. Os demais parâmetros são: ǫ = 0.65,
T ∗ = 885.843j + 11.02Tc/(2.7j + 11.02), η = T ∗/8827, D = 8.2365 × 1010e−1/η/j,
B = 271.46/(ηT ∗), β = 1 + 4.08/j. Os parâmetros de bifur
ação são A e τ . A �guraA.1(
) mostra o diagrama de fase 
omputado para esse modelo.A.1.3 Laser de CO2 
om realimentaçãoAqui investigamos o modelo de um laser CO2 
om realimentação, 
onforme des
ritopor Pisar
hik et al. [138℄. O modelo é dado por um 
onjunto de seis equações diferen
iaisordinárias a
opladas:
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ẋ1 = k0x1(x2 − 1 − k1 sin2 x6), (A.5a)
ẋ2 = −Γ1x2 − 2k0x1x2 + γx3 + x4 + P0, (A.5b)
ẋ3 = −Γ1x3 + x5 + γx2 + P0, (A.5
)
ẋ4 = −Γ2x4 + γx5 + zx2 + zP0, (A.5d)
ẋ5 = −Γ2x5 + zx3 + γx4 + zP0, (A.5e)
ẋ6 = −βx6 + βB0 − βf(x1), (A.5f)onde f(x1) = Rx1/(1 + αx1) é a função de realimentação.Nas simulações do sistema de equações A.5a, 
onsideramos os mesmos valores deparâmetros utilizados por Pisar
hik et al. [138℄, sendo Γ1 = 10.0643, Γ2 = 1.0643, α =

32.8767, β = 0.4286, k0 = 28.5714, k1 = 4.5556, e P0 = 0.016.As integrações numéri
as foram realizadas 
om h = 0.25 e foram utilizadas 
omo 
ondi-ções ini
iais os seguintes valores: x1 = 0.00056865689704, x2 = 1, x3 = 1.02850267447765,
x4 = 10.02936951361203, x5 = 10.28515946674542, x6 = 0.A �gura A.1(d) mostra o diagrama de fase para uma região onde o
orre a
umulaçõesde estruturas auto-similares 
om adição de período.A.1.4 Modelo de RösslerAqui investigamos o modelo introduzido por Rössler [139℄:

ẋ = −y − z, (A.6a)
ẏ = x + ay, (A.6b)
ż = b + zx − zc. (A.6
)Nas simulações foi mantido a = 0.2 
onstante, variando-se os parâmetros b e c. A �guraA.1(e) mostra o diagrama de fase 
omputado onde o
orre uma a
umulação de estruturasauto-similares.
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ir
ulação atmosféri
a de baixa ordem de Lorenz-84[140℄, dado pelas equações:
ẋ = −y2 − z2 − ax + aF, (A.7a)
ẏ = xy − y − bxz + G, (A.7b)
ż = bxy + xz − z. (A.7
)Foram �xados os valores usuais utilizados no estudo desse modelo a = 0.25 and b =

4, enquanto que F e G foram variados nas simulações. A �gura A.1(f) mostra umaseção do espaço de parâmetros desse modelo onde pode-se observar diversas a
umulaçõesde estruturas periódi
as a
umulando para outras estruturas periódi
as que existem nointerior da região 
aóti
a. Diagramas de fase investigando multiestabilidade presentenesse modelo foram reportados na referên
ia [99℄.
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(f)Figura A.1: A
umulações de estruturas periódi
as em diagramas de fase de sistemasdinâmi
os de tempo 
ontínuo. (a) Cir
uito eletr�ni
o aut�nomo. (b) Modelo quími
o
inéti
o massa-ação. (
) Os
ilador quími
o forçado. (d) Laser de CO2 
om realimentação.(e) Modelo de Rössler. (f) Modelo de 
ir
ulação atmosféri
a de Lorenz-84.
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retoA.2.1 Mapa quárti
oNesta seção investigamos uma porção do espaço de parâmetros do mapa quárti
o [32℄.Esse sistema é parti
ularmente interessante para se estudar as propriedades das a
umu-lações de estruturas auto-similares e o ordenamento das famílias de órbitas periódi
asque existem en
aixadas nas fases 
aóti
as. Aqui apresentamos uma seqüên
ia de estru-turas auto-similares no espaço de parâmetros seguindo uma rota de adição de período ea
umulando para uma região de período 1.O mapa quárti
o é um mapa unidimensional dependente de dois parâmetros e é dadopela expressão:
xt+1 = (a − x2

t )
2 − b (A.8)A �gura A.2 mostra o espaço de parâmetros (a, b) do mapa dado pela expressão A.8.No interior da região 
aóti
a existe uma organização 
ompli
ada de órbitas periódi
asen
aixadas. O ponto que 
hamamos atenção aqui é uma seqüên
ia parti
ular de regiõesperiódi
as seguindo uma rota de adição de período. Essa seqüên
ia ini
ia na região deperíodo 3, denotada pela 
or verde na �gura A.2(a), e segue uma rota de adição de período
om in
remento 1. A �gura A.2(b) mostra uma magni�
ação da 
aixa em destaque na�gura A.2(a), onde podemos observar em maiores detalhes a seqüên
ia que está a
umu-lando para uma região de período 1. Os números denotam o período da órbita periódi
a.Podemos observar que o valor do in
remento do período na seqüên
ia é o mesmo valordo período da região para qual as estruturas estão a
umulando. O
orre, portanto, umasituação análoga a que en
ontramos no 
aso do laser de semi
ondutor, no 
apítulo 3, ondedenominamos a fronteira entre a região 
aóti
a e periódi
a de horizonte de a
umulação.As �guras A.2(
) e A.2(d) apresentam magni�
ações próximas ao horizonte de a
umulaçãoe ilustram uma estrutura muito �na do espaço de parâmetros.



Apêndi
e A: A
umulações em outros sistemas 103

-1.0 2.0a
-1.0

2.0

b

(a) 1.25 1.65a
0.95

1.45

b

4

5

6
7

1

(b)

1.51 1.58a
1.07

1.22

b

5

6

7

8

9

10

1

(
) 1.56 1.57a
1.187

1.211

b

11

12

13
14

15
16

1

(d)Figura A.2: (a) Vista global do espaço de parâmetros do mapa quárti
o. As 
ores denotamdiferentes periodi
idades. Os oito períodos mais baixos são: vermelho (período 1), amarelo(período 2), verde (período 3), azul (período 4), magenta (período 5), 
iano (período 6),roxo (período 7) e laranja (período 8). Regiões 
aóti
as são mostradas em es
alas de 
inzae o bran
o denota regiões de divergên
ia. (b) Magni�
ação da 
aixa de (a) ilustrando arota de adição de período. (
) Detalhe da seqüên
ia a
umulando em direção à região deperíodo 1 e (d) Magni�
ação da 
aixa de (
). Os números denotam o período da órbita.
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Neste apêndi
e mostramos o 
ódigo que desenvolvemos e utilizamos na para produzir as�guras dos espaços de parâmetros dos modelos de equações diferen
iais que investigamos.Este 
ódigo implementa a metodologia des
rita na seção 1.3. Aqui também apresentamosas es
alas de 
ores, que utilizamos para a 
onfe
ção das �guras, e um exemplo de umarquivo de dados.B.1 Codi�
ação de 
ores/* Programa: ParSpa
e.
 (PS.
)Codifi
a os expoentes de Lyapunov em 
ores, de a
ordo 
om uma es
alade 
ores sele
ionada, a partir de um arquivo de dados 
ontendovalores de parâmetros e os expoentes de Lyapunov ordenados, do maiorpara o menor. Gera um arquivo de saída em EPS, 
ontendo o bitmapasso
iado. */#in
lude<stdio.h>#in
lude<math.h>#define in
hes_X 3.0 /* tamanho horizontal */#define in
hes_Y 3.0 /* tamanho verti
al */#define bits 8#define origin_X 1.0#define origin_Y 1.0#define n
olor 205 /* numero de 
ores de metade da es
ala */#define data_file "lyap_file.dat" /* arquivo de dados */#define TOL_ZERO 0.005 /* valor de toleran
ia para o expoente ZERO *//* testa se o maior expoente satisfaz a toleran
ia e utiliza o segundo */
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e B: Código fonte 105#define COND if(fabs(lyap1)<TOL_ZERO) lyap1=lyap2#define out_eps_file "saida.eps" /* arquivo de saida */int pixels_X,pixels_Y;int ppi_X,ppi_Y;int 
olors[2*n
olor℄;double hmin,hmax,vmin,vmax;double 
onditions[2*n
olor℄;void pass_
omments(FILE *);void load_
onditions(void);void load_
olors(void);int main(void){
har 
;int i=0,j,k,l;double par1,par2,lyap1,lyap2,lyap3;FILE *f1,*f2;load_
onditions();load_
olors();f1=fopen(out_eps_file, "w");f
lose(f1);f2 = fopen(data_file,"r");pass_
omments(f2);fs
anf(f2,"%d %d",&pixels_X,&pixels_Y);fs
anf(f2,"%lf %lf %lf %lf",&hmin,&hmax,&vmin,&vmax);ppi_X = (int)((float)pixels_X/in
hes_X);ppi_Y = (int)((float)pixels_Y/in
hes_Y);printf("%d %d\n",ppi_X,ppi_Y);f1=fopen(out_eps_file,"a");fprintf(f1,"%%!PS-Adobe-2.0 EPSF-2.0\n");fprintf(f1,"%%%%BoundingBox: %d %d %d %d\n",(int)(origin_X*72-50),(int)(origin_Y*72-30),(int)(origin_X*72+in
hes_X*72+30),(int)(origin_Y*72+in
hes_Y*72+30));fprintf(f1,"%%%%Creator: PS.
\n");fprintf(f1,"%%%%Title: saida.eps\n");fprintf(f1,"%%%%EndComments\n");
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h { 72 mul } def\n");fprintf(f1,"/pi
str 1 string def\n");fprintf(f1," %f in
h %f in
h translate\n",origin_X,origin_Y);fprintf(f1," %f %f s
ale\n",72.0/(float)ppi_X,72.0/(float)ppi_Y);fprintf(f1,"\n");fprintf(f1,"%d %d %d\n",pixels_X, pixels_Y, bits);fprintf(f1,"[1 0 0 1 0 0℄\n");fprintf(f1,"{ 
urrentfile pi
str readhexstring pop }\n");fprintf(f1,"false 3\n");fprintf(f1,"
olorimage\n");printf("\nWriting PostS
ript file...\n");for(j=1;j<=pixels_Y;j++){for(i=1;i<=pixels_X;i++){fs
anf(f2,"%lf %lf %lf %lf %lf",&par1,&par2,&lyap1,&lyap2,&lyap3);if(lyap1==999.0) { /* valor substituindo eventual NAN */fprintf(f1,"00ffff"); /* atribui 
or para eventual NAN */
ontinue;}COND;if(lyap1<
onditions[0℄) fprintf(f1,"%.6x",
olors[0℄);else if(lyap1>=
onditions[2*n
olor-1℄)fprintf(f1,"%.6x",
olors[2*n
olor-1℄);else {for(l=1;l<2*n
olor-1;l++){if(lyap1>=
onditions[l-1℄ && lyap1<
onditions[l℄){fprintf(f1,"%.6x",
olors[l℄);break;}}}}fprintf(f1,"\n");}f
lose(f2);printf("Done: \"%s\" written!\n",out_eps_file);f
lose(f1);
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e B: Código fonte 107f1=fopen(out_eps_file, "a");fprintf(f1," showpage\n");fprintf(f1,"\n");f
lose(f1);}/* end main */void pass_
omments(FILE *f1)\* passa os 
omentarios do arquivo de dados *\{ int i;
har 
;while(1){
=get
(f1);if(
==' '||
=='\n') 
ontinue;if(
=='#') {while((
=get
(f1))!='\n') 
ontinue;}else break;}unget
(
,f1);return;}/* end pass_
omments */void load_
onditions(void){\* 
arrega os intervalos dos expoentes *\int i,j,k;double in
1,in
2,v;double lyap_min,lyap_max;double par1,par2,lyap2,lyap3,lyap1;FILE *f1;int 

or;lyap_max = -1000000.0; \* valores de ini
ialização *\lyap_min = 1000000.0;f1 = fopen(data_file,"r");pass_
omments(f1);fs
anf(f1,"%d %d",&pixels_X,&pixels_Y);fs
anf(f1,"%lf %lf %lf %lf",&hmin,&hmax,&vmin,&vmax);for(j=1;j<=pixels_Y;j++){for(i=1;i<=pixels_X;i++){fs
anf(f1,"%lf %lf %lf %lf %lf",&par1,&par2,&lyap1,&lyap2,&lyap3);COND;if(lyap1==999.0) 
ontinue;
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e B: Código fonte 108if(lyap1>lyap_max) lyap_max=lyap1;if(lyap1<lyap_min) lyap_min=lyap1;}}f
lose(f1);printf("lyap_min = %f \nlyap_max = %f\n",lyap_min,lyap_max);in
1=fabs(lyap_min)/(n
olor-0.5);in
2=fabs(lyap_max)/(n
olor-0.5);v=lyap_min;for(i=1;i<n
olor;i++){
onditions[i-1℄=v+in
1;v+=in
1;}
onditions[n
olor-1℄=0.0;v=in
2/2;
onditions[n
olor℄=v;for(i=1;i<n
olor-1;i++){v+=in
2;
onditions[n
olor+i℄=v;}
onditions[2*n
olor-1℄=v;}/* end load_
onditions */void load_
olors(void){\* le e 
arrega a es
ala de 
ores *\int i;int i
or;FILE *f1;f1=fopen("gray_yellow-red.txt","r");for(i=0;i<2*n
olor;i++){fs
anf(f1,"%6x",&i
or);
olors[i℄=i
or;}f
lose(f1);}/* end load_
olors */O programa mostrado a
ima deve ser utilizado 
om um arquivo de texto 
ontendoa es
ala de 
ores desejada. As �guras que produzimos foram obtidas 
om as es
alas de
ores que 
onfe

ionamos e apresentamos a seguir. Para a es
ala 
ontendo um gradientede 
inza e um gradiente amarelo-vermelho, deve-se utilizar um arquivo de texto, o qual
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hamamos �gray_yellow-red.txt�, 
om a seguinte tabela de 
ores no formato RGB:ffffff fefefe fdfdfd f
f
f
 fbfbfb fafafa f9f9f9 f8f8f8 f7f7f7 f6f6f6f5f5f5 f4f4f4 f3f3f3 f2f2f2 f1f1f1 f0f0f0 efefef eeeeee ededed e
e
e
ebebeb eaeaea e9e9e9 e8e8e8 e7e7e7 e6e6e6 e5e5e5 e4e4e4 e3e3e3 e2e2e2e1e1e1 e0e0e0 dfdfdf dedede dddddd d
d
d
 dbdbdb dadada d9d9d9 d8d8d8d7d7d7 d6d6d6 d5d5d5 d4d4d4 d3d3d3 d2d2d2 d1d1d1 d0d0d0 
f
f
f 
e
e
e
d
d
d 
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e
e00 d0d000 d2d200 d4d400 d6d600d8d800 dada00 d
d
00 dede00 e0e000 e2e200 e4e400 e6e600 e8e800 eaea00e
e
00 eeee00 f0f000 f2f200 f4f400 f6f600 f8f800 fafa00 f
f
00 fefe00ffff00 fffd00 fffb00 fff900 fff700 fff500 fff300 fff100 ffef00 ffed00ffeb00 ffe900 ffe700 ffe500 ffe300 ffe100 ffdf00 ffdd00 ffdb00 ffd900ffd700 ffd500 ffd300 ffd100 ff
f00 ff
d00 ff
b00 ff
900 ff
700 ff
500ff
300 ff
100 ffbf00 ffbd00 ffbb00 ffb900 ffb700 ffb500 ffb300 ffb100ffaf00 ffa
00 ffa900 ffa600 ffa300 ffa000 ff9d00 ff9a00 ff9700 ff9400ff9100 ff8e00 ff8b00 ff8800 ff8500 ff8200 ff7f00 ff7
00 ff7b00 ff7800ff7500 ff7200 ff6f00 ff6
00 ff6900 ff6600 ff6300 ff6000 ff5d00 ff5a00ff5700 ff5400 ff5100 ff4e00 ff4b00 ff4800 ff4500 ff4200 ff3f00 ff3
00ff3900 ff3600 ff3300 ff3000 ff2d00 ff2a00 ff2700 ff2400 ff2100 ff1e00ff1b00 ff1800 ff1500 ff1200 ff0f00 ff0
00 ff0900 ff0600 ff0300 ff0000
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A seguir apresentamos a es
ala �blue_green.txt�, que 
onfe

ionamos e utilizamos nareferên
ia [48℄. Para utilizarmos essa es
ala de 
ores 
om o programa que forne
emosnesta seção, devemos atribuir o valor 250 para a variável n
olor e tro
ar o nome da es
alade 
ores na subrotina load_
olors para o nome do arquivo de texto referente a esta es
alade 
ores.0000ff 0001ff 0101fe 0102fe 0202fd 0203fd 0203f
 0304f
 0304fb 0305fb0405fa 0405fa 0505f9 0506f9 0506f8 0606f8 0606f7 0706f7 0707f6 0707f60707f5 0807f5 0807f4 0908f4 0908f3 0909f3 090af3 090af2 0a0af2 0a0af10a0bf1 0b0bf0 0
0bf0 0
0aef 0
0bef 0
0bee 0
0bee 0d0bed 0d0bed 0d0
e
0d0
e
 0d0
eb 0e0
eb 0e0
ea 0e0dea 0e0de9 0e0de9 0e0de8 0f0de8 0f0de70f0ee7 0f0ee6 0f0ee6 100ee5 100ee5 100fe4 100fe4 100fe3 100fe3 110fe2110fe2 1110e1 1110e1 1110e0 1210e0 1210df 1210df 1211de 1211de 1211dd1311dd 1311dd 1311d
 1312d
 1312db 1312db 1412da 1412da 1412d9 1413d91413d8 1413d8 1513d7 1513d7 1513d6 1514d6 1514d5 1614d5 1614d4 1614d41614d3 1615d3 1615d2 1715d2 1715d1 1715d1 1715d0 1715d0 1815
f 1816
f1816
e 1816
e 1816
d 1916
d 1917

 1917

 1917
b 1917
b 1a17
a 1a18
a1a18
9 1a18
9 1a18
8 1a18
8 1b19
7 1b19
7 1b19
6 1b19
6 1b19
5 1b19
51
1a
4 1
1a
4 1
1a
3 1
1a
3 1
1a
2 1
1a
2 1d1b
1 1d1b
1 1d1b
0 1d1b
01d1bbf 1d1
bf 1d1
be 1e1
bd 1e1
b
 1e1
bb 1e1
ba 1e1db9 1e1db8 1f1db71f1db6 1f1db5 1f1db4 1f1eb3 1f1eb2 1f1eb1 201eb0 201eaf 2024ae 2023ad2122a
 2122ab 2122aa 2122a9 2122a8 2222a7 2222a6 201ea5 2024a4 2023a32122a2 2122a1 2122a0 21229f 21229e 22229d 22229
 201e9b 20249a 202399212298 212297 212296 212295 212294 222293 222392 222391 222390 22238f22238e 22238d 23248
 23248b 23248a 232489 232488 232487 242586 242585242584 242583 242582 242581 242580 25267f 25267e 25267d 25267
 25267b25267a 252679 252778 262777 262776 262775 262774 262773 262771 26277026286f 27286e 27286d 27286
 27286b 27286a 272869 272868 272867 272966282965 282964 282963 282962 282961 282960 28295f 28295e 282a5d 292a5
292a5b 292a5a 292a58 292a56 292a54 292a52 292a50 292a4e 292b4
 2a2b4a2a2b47 2a2b44 2a2b41 2a2a3e 2a2b3b 2a2a38 2a2a35 292932 27272f 25252
232323 222422 222622 222821 212a21 212
20 202e20 20301f 1f321f 1f341e1f361e 1e381d 1e3a1d 1e3
1d 1d3e1
 1d401
 1d421
 1
441b 1
461b 1
471b1
481b 1b491a 0b4a1a 1b4b1a 1b4
1a 1a4
19 1a4d19 1a4d19 1a4e19 194e18194f18 184f18 185018 185017 185117 175117 175217 175216 175316 165316165416 165415 165515 155515 155615 155614 155714 145714 145814 145813145913 135913 135a13 135a12 135b12 125b12 125
12 125
11 125d11 115d11115e11 115e10 115f10 105f10 106010 10600f 10610f 0f610f 0f620f 0f620e0f630e 0e630e 0e640d 0e640
 0e650
 0d650
 0d660
 0d660b 0d670b 0
670b0
680b 0
680b 0
690b 0b690b 0b6a0b 0b6a0a 0b6b0a 0a6b0a 0a6
0a 0a6
09
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e B: Código fonte 1110a6d09 096d09 096e09 096e08 096f08 086f08 087008 087007 077107 077106077206 067206 067306 067305 057405 057404 057504 047504 047604 047603037703 037702 037802 027801 027901 017900 017a00 007b00 007
00 007d00007e00 007f00 008000 008100 008200 008300 008400 008500 008600 008700008800 008900 008a00 008b00 008
00 008d00 008e00 008f00 009000 009100009200 009300 009400 009500 009600 009700 009800 009900 009a00 009b00009
00 009d00 009e00 009f00 00a000 00a100 00a200 00a300 00a400 00a50000a600 00a700 00a800 00a900 00aa00 00ab00 00a
00 00ad00 00ae00 00af0000b000 00b100 00b200 00b300 00b400 00b500 00b600 00b700 00b800 00b90000ba00 00bb00 00b
00 00bd00 00be00 00bf00 00
000 00
100 00
200 00
30000
400 00
500 00
600 00
700 00
800 00
900 00
a00 00
b00 00

00 00
d0000
e00 00
f00 00d000 00d100 00d200 00d300 00d400 00d500 00d600 00d70000d800 00d900 00da00 00db00 00d
00 00dd00 00de00 00df00 00e000 00e10000e200 00e300 00e400 00e500 00e600 00e700 00e800 00e900 00ea00 00eb0000e
00 00ed00 00ee00 00ef00 00f000 00f100 00f200 00f300 00f400 00f50000f600 00f700 00f800 00f900 00fa00 00fb00 00f
00 00fd00 00fe00 00ff00A seguir apresentamos um exemplo de um arquivo de dados que é utilizado 
om oprograma �PS.
�, apresentado nesta seção. O exemplo que mostramos aqui é um pedaçodo arquivo original que foi utilizado para fazer a �gura 3.2. O arquivo de dados tema seguinte estrutura. Um pequeno tre
ho 
omentado, ini
iado pelo símbolo �#�, 
om asprin
ipais informações referentes ao modelo e valores utilizados nas integrações numéri
as.Os 
omentários in
luem, entre outras informações, os valores dos parâmetros que perma-ne
eram �xados durante as integrações (α, B e Γ), o valor do passo de integração h, osvalores do tempo transiente (NTRANS) e tempo de integração (NINTEG), o número deparâmetros da dis
retização horizontal e verti
al do espaço de parâmetros (900× 900), osvalores máximos e mínimos dos dois parâmetros ativos (K e ω), que são variados nas si-mulações, os valores do in
remento horizontal (steph_par) e verti
al (stepv_par). Abaixodos 
omentários, apare
em duas linhas que são lidas e utilizadas pelo programa �PS.
�. Aseguir estão os dados das integrações numéri
as, isto é, os dois valores de parâmetros quesão variados, K e ω, e os três valores dos expoentes 
omputados e ordenados, λ1, λ2 e λ3,do maior para o menor.#data file: semi001.dat#sour
e: laser_semi.f#SEMICONDUCTOR LASER MODEL
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tive parameters: K, omega#alpha = 2.60000000000000#B = 0.02950000000000#Gamma = 0.09730000000000##h = 0.01#NTRANS = 35000#NINTEG = 700000#NPARH = 900#NPARV = 900#PARHMIN = 0.35000000000000#PARHMAX = 0.97000000000000#steph_par = 0.00068965517241#PARVMIN = 0.70000000000000#PARVMAX = 1.30000000000000#stepv_par = 0.00066740823137900 9000.350000 0.970000 0.700000 1.3000000.3500000000000 0.7000000000000 0.00055078 -0.31118993 -0.312050970.3506896551724 0.7000000000000 0.00025216 -0.31298820 -0.313020680.3513793103448 0.7000000000000 -0.00011752 -0.31306762 -0.313349330.3520689655172 0.7000000000000 0.00017796 -0.31380448 -0.314250810.3527586206897 0.7000000000000 0.00026065 -0.31415569 -0.315407910.3534482758621 0.7000000000000 -0.00042168 -0.31440276 -0.315168120.3541379310345 0.7000000000000 0.00021091 -0.31531218 -0.316192830.3548275862069 0.7000000000000 0.00021768 -0.31585239 -0.316184580.3555172413793 0.7000000000000 0.00035825 -0.31625688 -0.316885360.3562068965517 0.7000000000000 0.00029600 -0.31701157 -0.31723081... ... ... ... ...0.9637931034483 1.3000000000000 0.00012883 -0.24553525 -0.516048640.9644827586207 1.3000000000000 0.00010978 -0.25335076 -0.508820610.9651724137931 1.3000000000000 -0.00031881 -0.26209847 -0.499510140.9658620689655 1.3000000000000 0.00010450 -0.27267661 -0.489852440.9665517241380 1.3000000000000 0.00009192 -0.28342019 -0.479613000.9672413793104 1.3000000000000 -0.00021830 -0.29725562 -0.466273140.9679310344828 1.3000000000000 0.00024592 -0.31319795 -0.450559860.9686206896552 1.3000000000000 -0.00014183 -0.33662487 -0.427338910.9693103448276 1.3000000000000 0.00014284 -0.38190185 -0.382867990.9700000000000 1.3000000000000 -0.00025552 -0.38271372 -0.38277195
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