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Resumo

Este trabalho trata da investiga¢ao do espaco de parimetros de sistemas dindmicos
nao-lineares de tempo continuo. A andlise € focada essencialmente em regioes de alta
complexidade dindmica, contendo as fases cadticas e regioes de periodos altos. O objetivo
nao € uma andlise completa da estrutura de bifurcagoes existentes, mas sim a investiga¢ao
da estrutura e organizacao das regioes periodicas que eristem encairadas em meio as fa-
ses caoticas. Investigamos aqui alguns modelos fisicos dissipativos, descritos por equacoes
diferenciais ordindrias nao-lineares de baiza ordem, como um laser de COy com perdas
moduladas, um laser de semicondutor com injecao optica, um circuito eletronico e o osci-
lador de Duffing. Investigamos a estrutura fina das regioes cadticas e reportamos algumas
reqularidades previamente nao conhecidas no espaco de parametros de sistemas dindmicos
de tempo continuo. Em particular, mostramos a existéncia de vdrios tipos de estruturas
auto-similares, acumulacoes de estruturas auto-similares com adicao de periodo, hierar-
quia de espirais em um sistema com simetria e recorréncias nas fases caoticas no espaco
de dois parametros de equacgoes diferenciais nao-lineares. Algumas destas reqularidades
poderiam ser verificadas experimentalmente para os sistemas investigados.

A andlise € baseada na computacao de diagramas de fase obtidos pela integracao direta
dos sistemas de equacgoes diferenciais ordindrias nao-lineares e estimativa numeérica dos
expoentes de Lyapunov. Os expoentes de Lyapunov sao codificados em uma conveniente
metodologia que desenvolvemos. A metodologia que utilizamos aqui poderia ser uma alter-
nativa aos métodos de continuacao numérica largamente utilizados no estudo do espaco

de parametros de equacoes diferenciais.
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Abstract

This work deals with the investigation of the parameter space of continuous-time non-
linear dynamical systems. The analysis is focused mainly in regions of high dynamical
complexity, containing the chaotic phases and regions of high periods. The goal is not a
complete analysis of the bifurcation structure, but the investigation of the structure and
organization of periodic regions that exist embedded in the chaotic phases. We investi-
gate here some dissipative physical models, described by low-order nonlinear differential
equations, such as a COy laser with modulated losses, a semiconductor laser with op-
tical injection, an electronic circuit and the Duffing oscillator. We investigate the fine
structure of the chaotic regions and we report some reqularities previously unknown in the
parameter space of continuous-time dynamical systems. In particular, we show the exis-
tence of several kinds of self-similar structures, accumulations of self-similar structures
with period adding, hierarchy of spirals in a system with symmetry and recurrences in the
chaotic phases in the two-parameter space of nonlinear differential equations. Some of
these reqularities could be verified experimentally for the investigated systems.

The analysis is based on the computation of phase diagrams obtained by direct time
integration of systems of nonlinear ordinary differential equations and numerical estima-
tion of the Lyapunov exponents. The Lyapunov exponents are encoded in a convenient
methodology that we developed. The methodology used here could be an alternative to
the numerical continuation methods widely used in the study of the parameter space of

nonlinear differential equations.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Proposta de trabalho

O objetivo principal deste trabalho é investigar a estrutura do espaco de parametros
de alguns sistemas fisicos dissipativos modelados por conjuntos de equacgoes diferenciais
ordinarias nao-lineares de baixa ordem. Nosso interesse maior esta centrado na estrutura e
organizacao global de érbitas periddicas e cadticas presentes nesses sistemas sob a variacao
de pelo menos dois parametros. Nosso foco aqui é dado principalmente a uma abordagem
descritiva das regioes de alta complexidade dinamica, contendo as fases cadticas e regices
de periodos altos. Concentramos nossas investigacoes em modelos que sejam fisicamente
relevantes e passiveis de investigagao experimental.

Nossa motivacao é usufruir de recursos computacionais e clusters disponiveis atual-
mente para computar diagramas de fase com alta resolucao e obter um nivel de informa-
¢ao em grande detalhe que é muito dificil de se conseguir por outras metodologias. O
método que utilizamos aqui é uma alternativa aos métodos de continuacao numérica lar-
gamente utilizados atualmente e é particularmente 1til na analise de regioes com grande

complexidade no espaco de parametros.
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1.2 Estado da arte

Desde o trabalho influente de Lorenz [1| que, com o auxilio de um computador digi-
tal, mostrou que um simples sistema de equacoes diferenciais ordinarias poderia exibir
oscilagoes aperiddicas e sensibilidade as condicoes iniciais, houve um extensivo trabalho
na area que denominamos estudo do caos deterministico. Ao longo das ultimas déca-
das uma diversidade de modelos fisicos descritos por equacoes diferenciais ordinarias de
baixa-ordem, como por exemplo osciladores mecanicos, osciladores quimicos, lasers, circui-
tos eletronicos, neurdnios, etc., serviram como base para investigacoes relacionadas com
a conduta nao-linear desses sistemas, tanto do ponto de vista teérico e numérico quanto
experimental. Muitos resultados ja foram suficientemente estabelecidos |2, 3, 4, 5, 6]. En-
quanto temos uma boa compreensao de muitos fenémenos que ocorrem pela variacao de
um parametro do sistema, ainda nao temos uma boa compreensao de fen6menos em codi-
mensao maior, principalmente nas regioes de grande complexidade dinamica em equacgoes
diferenciais nao-lineares como, por exemplo, é o caso das regides cadticas.

A caracterizacao do comportamento das solucoes em funcao dos parametros do sistema
¢ uma das questoes basicas no estudo de equacgoes diferenciais nao-lineares. Uma grande
parte do entendimento que temos da estrutura do espaco de parametros de muitos mode-
los de equagoes diferenciais é devido principalmente aos problemas bifurcacionais [7] e a
utilizagao de metodologias baseadas na computagao de curvas de bifurcagoes [8]. Em geral
conhecemos que muitos sistemas de equacoes diferenciais podem apresentar uma estrutura
complexa de bifurcacoes quando parametros sao variados e uma descricao completa de
todas as curvas de bifurcacoes possiveis é uma tarefa impossivel, mesmo se considerarmos
a variagao de somente dois parametros. Uma limitacao crucial dos métodos de continu-
acao numérica é que eles nao podem localizar solugoes cadticas e mesmo uma detalhada
descricao das bifurcagoes em regioes periodicas de alta complexidade é uma tarefa extre-
mamente ardua. Dessa maneira apenas as curvas de bifurcacoes de periodos mais baixos
sao geralmente mostradas por métodos baseados em curvas de bifurcagoes. Usualmente,
no maximo o contorno das regioes cadticas sao apresentados, como por exemplo, foi obtido

previamente em investigacoes de alguns modelos paradigméaticos de osciladores periodica-
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mente forgados [9, 10, 11, 12, 13, 14]. A determinagao de algumas curvas de bifurcagoes
das regioes de periodos mais baixo, dentro da regiao cadtica, foi realizada em investiga-
¢oes prévias do modelo de Rossler |15, 16]. Métodos baseados na anélise de mapeamentos
de Poincaré foram utilizados na investigacao da estrutura do espago de parametros do
circuito de Chua [17], revelando periodicidades no interior da regiao caotica.

Em regioes de grande complexidade no espaco de parametros, o atual entendimento que
temos deve-se principalmente aos sistemas dinamicos de tempo discreto, como por exem-
plo, os mapas unidimensionais do circulo, ctibico e quartico, e os mapas bidimensionais
de Hénon e de Ikeda. Tais sistemas foram bastante investigados na literatura, obtendo-
se um detalhamento muito maior em uma estrutura fina do espago de parametros em
regioes cadticas ou com quasiperiodicidade, tanto por curvas de bifurcacoes, quanto por
simulacoes diretas. Isso deve-se evidentemente ao custo computacional envolvido, visto
que a iteracao de mapas discretos é muito mais simples e demanda menos custo compu-
tacional do que a integracao de equacoes diferenciais. Muitos resultados foram obtidos
na literatura com relacdo a mapeamentos discretos. E bem conhecida, por exemplo, a
estrutura basica do espaco de parametros de mapeamentos unidimensionais do circulo,
como o mapa do seno. Em regioes onde o mapa é invertivel, o espaco de parametros
contém as chamadas linguas de Arnold, isto é, um encaixamento de regices de travamento
de fase em meio a regioes de quasiperiodicidade. Em regioes de parametros onde o mapa
é nao invertivel, a estututura do espago de parametros é mais complicada, passando a
existir multiestabilidade e estruturas peridédicas encaixadas dentro de dominios contendo
solucoes caoticas. Formas caracteristicas de bifurcagoes e estruturas periodicas, apresen-
tando caracteristicas de auto-similaridades no espaco de parametros, foram identificadas
em diversos trabalhos e sistemas [18-36], através da computagao/diagramagao de algumas
curvas bésicas no espago de parametros |15, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 34|, através
da iteracao direta dos mapas com identifica¢ao da periodicidade [30, 31, 32, 33, 35, 36| ou
através da computacao dos expoentes de Lyapunov |24, 28|. Gallas |30| mostrou um encai-
xamento de estruturas auto-similares, com diversas periodicidades, alinhadas ao longo de

direcoes especificas, na regiao cadtica do espago de parametros do mapa de Hénon. Essas



Capitulo 1: Introducdo 4

estruturas auto-similares foram estudadas em maiores detalhes nas referéncias 32, 35|.
Com relagao a equacgoes diferenciais, as regioes de grande complexidade no espago de
parametros, especialmente as regioes cadticas, sao muito menos conhecidas e ainda de-
mandam mais investigagoes. Embora nao tao comuns quanto os métodos de continuacao
numérica, métodos baseados na integracao direta tém sido utilizados para descrever o
espaco de parametros de sistemas de equacoes diferenciais hd mais de uma década atras
|33, 37| e estao ficando mais populares, como por exemplo, as investiga¢oes recentes em
modelos de lasers [38, 39]. Certamente uma lista muito maior existe. E bem conhecido que
equacoes diferenciais, quando olhamos para a variacao de dois parametros, podem apre-
sentar grandes extensoes de regioes preenchidas predominantemente por caos, contendo
também regioes de periodicidade em seu interior. Entretanto, um estudo sisteméatico do
espaco de parametros de equagoes diferenciais incluindo as regioes de grande complexi-
dade dinamica, como sao as regioes cadticas, ainda nao foi realizado. Com a metodologia
que descrevemos a seguir, procuramos enderecar essa questao nesta tese com o intuito
de descrever a estrutura dessas regioes complexas no espaco de parametros para alguns
modelos especificos e identificar fenomenos associados a variacao de dois parametros. Re-
centemente tem havido um interesse em investigacoes e caracterizagoes de estruturas de
estabilidade que existem encaixadas nas regioes caoticas de diversos modelos fisicos, con-

forme reportam os trabalhos [40, 41, 42, 43].

1.3 Metodologia

1.3.1 Continuagao numérica X integracao direta

Como é bem conhecido, equacoes diferenciais nao-lineares nao podem ser resolvidas
analiticamente, exceto em muito raras excecoes. Entao freqiientemente devemos recorrer
a algum tipo de método numérico. Com relacao ao estudo em dois parametros de equa-
coes diferenciais podemos utilizar uma metodologia baseada na computagao de curvas
no espacgo de parametros ou uma metodologia baseada na integragao direta das equacgoes

sobre porc¢oes extensas do espaco de parametros.
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Os métodos numeéricos mais utilizados atualmente sao os métodos de continuacao
numérica |44, 45, 46|. Esses métodos sao baseados na localizagio e continuacao de curvas
de bifurcacoes no espaco de parametros. Para utiliza-los, devemos iniciar de uma solucao
estacionaria ou periodica e entao escolher uma diregao de variacao do parametro. O
programa entao evolui até encontrar uma bifurcacdao. Apods encontrar uma bifurcacao é
possivel segui-la ao longo do espaco de parametros. Podemos apontar diversas vantagens
dos métodos de continuagdo numérica: i) eles identificam o tipo de bifurcac¢ao, dentre
diversos tipos de bifurcagoes pré-estabelecidos; ii) é possivel localizar solu¢oes instaveis e
seguir suas curvas de bifurcagdes no espago de parametros; iii) podemos descrever regioes
multiestaveis em um tinico diagrama, visto que é possivel fazer uma superposicao de curvas
no espago de parametros; iv) eles demandam poucos recursos computacionais. Entretanto,
uma desvantagem crucial dos métodos de continuagao numérica é que eles nao podem
lidar com solucoes cadticas. Mesmo solucoes periodicas dentro de regioes cadticas sao
muito dificeis de se localizar. Isso se deve ao fato que deveriamos conhecer de antemao a
localizagao das regioes periddicas, uma a uma, para que fosse possivel segui-las no espaco
de parametros. Nesse caso, em regioes cadticas ou regioes de alta complexidade dinamica,
é necessario recorrermos a um método de integracao direta para obtermos uma descricao
adequada.

A vantagem dos métodos de integracao direta é que eles permitem localizar as solugoes
cadticas. Uma outra vantagem desses métodos é que eles sao muito mais simples para
utilizarmos, visto que uma vez escolhido os parametros para variarmos devemos apenas
colocar o programa para rodar em um computador. Uma desvantagem dos métodos
de integracao direta é que eles demandam muito mais recursos computacionais. Outras
desvantagens que podemos apontar, é que eles nao podem lidar com solugoes instaveis nem
descrever em um tnico diagrama as regioes multiestaveis, ou seja, apenas uma solucao é
plotada no diagrama nas regioes onde ocorre coexisténcia de dois ou mais atratores.

De uma maneira geral, os métodos de integracao direta conseguem dar uma descri¢ao
de regioes complicadas no espago de parametros que seria impossivel por outras metodo-

logias. Nesta tese usamos extensivamente a metodologia baseada na integragao direta.
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1.3.2 Diagramas de fase baseados no espectro de Lyapunov

A metodologia que utilizamos para analisar o espaco de parametros das equacoes
diferenciais ¢ baseada na integragao direta do sistema de equagoes e estimativa numérica
dos expoentes de Lyapunov. Dessa maneira computamos diagramas de fase em funcao
de dois parametros do sistema. Diagramas de fase construidos pela integracao direta
de um sistema de equacoes, embora menos utilizados que os métodos de continuacao
numeérica, sao ferramentas ja bem estabelecidas e com utilizacao no estudo do espaco
de parametros de equacoes diferenciais. Entretanto, a novidade que introduzimos aqui,
para essa metodologia, é uma conveniente codificacao de cores utilizando a informacao do
maior ou segundo maior expoente (caso o maior seja zero) ao invés de somente o maior
expoente, como é encontrado na literatura. A grande vantagem desse simples artificio é
que podemos identificar a localizacao de curvas de bifurcagoes no espaco de parametros.
Outro ponto é que assim também temos informacao da variacao do expoente de Lyapunov
nas regioes periddicas.

Para a construcao dos diagramas, as equacoes diferenciais sao resolvidas numerica-
mente utilizando-se o método de Runge-Kutta padrao de quarta ordem com passo fixo e
os expoentes de Lyapunov sao computados utilizando-se o método proposto por Wolf et
al. [47]. As equacoes sao integradas numericamente descartando-se um pequeno transi-
ente e depois integrando-se o sistema por um longo periodo de tempo computando-se os
expoentes. Tipicamente utilizamos 35000 passos de integracao para o tempo transiente e
700000 passos de integragao para o restante da integragao numérica. O valor do passo de
integracao varia de sistema para sistema e é obtido apos alguns testes de convergéncia.

Na integracao das equacoes, todos os parametros sao mantidos fixos, exceto os dois
que sao escolhidos para variar em uma malha de M x M valores de parametros igualmente
espacados. Utilizamos M tipicamente entre 600 e 1200. Para cada ponto do espaco de
parametros sao computados os NV expoentes de Lyapunov relativos as N direcoes do espaco
de fases.

O expoente relevante é selecionado simplesmente por testarmos se o maior expoente

é igual a zero. Caso o maior expoente seja igual a zero, tomamos o segundo expoente.
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Por exemplo, para um sistema tri-dimensional, temos a seguinte possibilidade para os
expoentes ordenados, do maior para o menor, de acordo com com o tipo de atrator no

espaco de fases:

ponto fixo e e
cabtico +10|—
periddico 0|—1-—
quasiperiddico | 0 | 0 | —

Os expoentes nulos destacados em vermelho, na tabela acima e referentes aos atratores
periodicos ou quasiperiodicos, sao descartados. Nesses casos utilizamos a magnitude do
segundo expoente na construcao dos diagramas de fase. A seguir determina-se o maior e
menor valor dos expoentes selecionados para toda a janela de parametros considerada a
fim de se normalizar os valores em uma escala de cores de acordo com a magnitude do
expoente. A escala de cores é dividida em duas partes com o intuito de se discriminar
entre condutas cadticas e nao-cadticas. Sendo assim, os expoentes positivos sao codificados
em uma escala de cores e os expoentes negativos em outra escala, com o zero colocado
no centro da escala e com uma cor especifica. Note que o fato de se colocar uma cor
especifica para o expoente zero permite identificar a localizacao de curvas de bifurcacoes
no espaco de parametros, conforme ja mencionamos. No caso de solugoes que divergem,
dentro de algum limite numérico estabelecido, uma cor é denotada especificamente para
essa situacao.

Quanto as condi¢oes iniciais, tipicamente comecamos de uma condi¢ao inicial obtida
por tentativa e erro para o primeiro valor de parametro e utilizamos a técnica de seguir-se
o atrator, ou seja, utilizamos como condicao inicial para um novo valor de parametro o
ultimo valor do estado do sistema para o parametro anterior. Dessa maneira obtemos um
diagrama com muito mais qualidade, visto que o tempo gasto em um eventual transiente é
evitado, resultando em uma convergéncia melhor para o expoente. Em regioes de multies-
tabilidade, apenas um dos atratores é identificado em funcao de se poder associar apenas
uma cor para um ponto do diagrama de fase. No caso de se desejar priorizar uma regiao

em detrimento de outras nos locais multiestaveis, eventualmente algum outro critério de
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condicgoes iniciais pode ser utilizado.

Os diagramas foram produzidos utilizando-se processamento paralelo, ou seja, divi-
dimos o espaco de parametros em partes iguais, como por exemplo, fatias horizontais,
e computamos cada parte separadamente em cada processador. Isso é possivel porque
os pontos do espago de parametro sao independentes um do outro, sendo, portanto, um
problema totalmente paralelizavel. Note que o fato de utilizarmos o resultado obtido da
computacao anterior para um novo valor de parametro é apenas uma técnica que melhora
a convergéncia dos expoentes. No caso mais geral, podemos comecar de condic¢oes iniciais
arbitrarias para qualquer ponto do espaco de parametros. Mas mesmo utilizando-se a
técnica que mencionamos de seguir-se o atrator, as fatias de parametros que selecionamos
sao totalmente independentes. Nesse caso, seguimos o atrator para cada fatia do espaco
de parametros, sendo que cada fatia seria computada independentemente em um proces-
sador diferente. Toda producao dos dados relativos a integracao numérica das equacoes
diferenciais foi realizada na linguagem Fortran enquanto que o tratamento dos dados e
aplicacao da codificacao de cores para os expoentes de Lyapunov foi realizada por um
programa em C que desenvolvemos. No apéndice B apresentamos maiores detalhes da

implementacao da metodologia.

1.4 Organizacao da tese

No capitulo 2 investigamos o modelo de um laser de CO5 descrito pelas equacoes de
taxa. O laser de CO4 é bastante popular no estudo de dinamica nao-linear por ter sido o
primeiro laser onde uma rota de dobramento de periodo para o caos e multiestabilidade
foi verificada experimentalmente. Apresentamos pela primeira vez a estrutura da regiao
cadtica para esse modelo e realizamos uma comparacao com a estrutura fina da regiao
cadtica de um sistema de tempo discreto.

No capitulo 3 investigamos o modelo de um laser de semicondutor com injecao optica.
Esse modelo tem sido muito investigado tanto do ponto de vista teorico quanto experi-

mental. Investigamos com bastante detalhe uma regiao cadtica desse modelo. Mostramos
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diversos tipos de estruturas periddicas que existem encaixadas na regiao cadtica. Reporta-
mos fendmenos no espaco de parametros desse modelo que nunca haviam sido observados
em nenhum modelo de equagoes diferenciais.

No capitulo 4 investigamos o modelo de um circuito eletronico resistivo bastante sim-
ples, contendo dois diodos como elemento nao-linear. O modelo é descrito por um conjunto
de equacoes diferenciais autonomas possuindo uma simetria com relacao a origem. Esse
modelo foi investigado h&a quase 20 anos atrés e tem permanecido praticamente inexplo-
rado na literatura. Realizamos pela primeira vez uma andlise em dois parametros desse
modelo, onde encontramos uma organiza¢ao muito interessante no espaco de parametros
formada por infinitas espirais encaixadas na regiao cadtica.

No capitulo 5 investigamos o oscilador de Duffing amortecido e forcado, um modelo
paradigméatico no estudo de dinamica nao-linear. E atribuido a esse modelo a primeira
observacao de conduta aperiédica em equacoes diferenciais. Investigamos uma grande
porcao do espaco de parametros desse oscilador e investigamos regioes periodicas que
existem encaixadas na regiao cattica, e como elas recorrem quando a amplitude da forca
externa cresce.

Finalmente, no capitulo 6 apresentamos as principais conclusoes deste trabalho e men-
cionamos algumas possibilidades de continuidade e exploracao do trabalho realizado nesta

tese.



Capitulo 2

Laser de CO-s com perdas moduladas

FEste capitulo € baseado na publicagao [48]. Neste capitulo realizamos uma investiga¢ao
numérica detalhada do modelo de dois niveis do laser de COy com perdas moduladas,
focando na estabilidade global do laser em relagao aos pardmetros de modulacao. Nossas
investigacoes encontraram reqularidades no espago de pardmetros desse modelo, onde o
tempo € continuo, que até entao tinham sido encontradas apenas em modelos baseados
em mapas, onde o tempo € discreto. Investigamos a estrutura fina da regiao cadtica do
modelo do laser de COy e mostramos a existéncia de infinitas estruturas de estabilidade
auto-similares alinhadas em direcoes especificas no espago de parametros. Mostramos que
o ordenamento dessas estruturas periodicas encaizadas na regiao caotica do laser de COy

€ 0 mesmo ordenamento do mapa de Hénon.

2.1 Introducao

Em 1982, Arecchi et al. |49| reportaram a primeira observagao experimental de uma
seqiiéncia de bifurcagoes sub-harmonicas conduzindo ao caos e coexisténcia de atratores
em um sistema laser. Em seus experimentos, eles utilizaram um laser de CO, sujeito
a uma modulacao periodica das perdas da cavidade e compararam seus resultados com
um modelo tedrico simples, baseado nas equacgoes de taxa. Naquela época existia um

grande interesse por parte dos cientistas em demonstrar e investigar condutas erraticas ou
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cadticas, que ja eram bem conhecidas em ocorrer em sistemas deterministicos nao-lineares.

Desde entao o laser de CO, foi extensivamente investigado, tanto experimentalmente
como numericamente, principalmente nos anos 80 e 90, onde diversos resultados com rela-
¢ao a dinamica desse modelo foram obtidos [50, 51, 52, 53]. Varios fenomenos que ocorrem
tipicamente em sistemas nao-lineares foram observados experimentalmente através do la-
ser de CO5 como, por exemplo, dimensoes fractais de atratores estranhos |55, ocorréncia
de janelas periodicas [56| e crises [57|. Mais recentemente, algumas investigagoes estive-
ram voltadas para a utilizacao de modulacoes adicionais ou a introducao de perturbacoes
periddicas fracas. Alguns outros fenomenos tém sido mostrados utilizando-se o modelo
do laser de COy como protétipo, como por exemplo, aniquilacao de atratores em sistemas
bi-estaveis [58| e indugao de multiestabilidade em sistemas nao-lineares [59].

Entretanto a maioria das investigacoes realizadas para o laser de COs, foi com relagao
a fendmenos ocorrendo no espaco de fases do laser. Com relagao a variacoes de dois para-
metros apenas as primeiras curvas de bifurcagoes de regioes periddicas foram investigadas
numericamente por Goswami [60, 61] na forma do oscilador de Toda. O oscilador de Toda
foi mostrado por Oppo e Politi |62| ser equivalente a um laser da classe B, que é a classe
a que pertence o laser de COs.

Na seqiiéncia deste capitulo vamos apresentar investigacoes para o modelo de dois
niveis do laser de COy com perdas moduladas, focando na estabilidade global do laser,
e variando-se simultaneamente os dois parametros de modulacao desse sistema. Nossas

investigagoes apresentam pela primeira vez a estrutura da regiao catdtica para esse modelo.

2.2 O modelo de dois niveis e lasers da classe B

O laser de CO4 pode ser descrito de uma maneira bastante simplificada pelas chamadas
equacoes de taxa, ou seja, duas equacoes diferenciais acopladas, uma para a intensidade do
laser e outra para a populacao de inversao. As equacoes de taxa podem ser obtidas através
de uma argumentagao fenomenologica ou diretamente reduzidas das equacoes de Maxwell-

Bloch [63, 64, 65|, provenientes da teoria semi-classica do laser. Fisicamente, as equages
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de Maxwell-Bloch descrevem a interagao de um campo eletromagnético intenso com uma
colecao de atomos de dois niveis, idénticos e nao-interagentes, os quais constituem um
meio de ganho onde ocorre a agao laser. Muitas suposicoes e aproximacoes sao realizadas
[63, 64, 65| até a obtengao de um conjunto fechado de equacoes diferenciais ordinarias de
baixa ordem para modelar o laser. Os termos relacionados a ganhos e perdas presentes nas
equacoes sao adicionados de maneira fenomenologica. As equacoes diferenciais resultantes
descrevem a evolucao do campo elétrico E, da polarizacao do meio ativo P e da diferenca
de populacao D entre os dois niveis de energia dos atomos que constituem o meio ativo.

A forma mais simples das equacoes de Maxwell-Bloch é dada por assumir-se E e P
reais, resultando em um conjunto de trés equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares.
Esse conjunto de equagoes foi mostrado por Haken [66] em 1975 ser isomorfico ao modelo
proposto por Lorenz em 1963 para descrever, de uma forma bastante simplificada, o
movimento convectivo de um fluido [1], e foi uma das motivagGes iniciais para a utiliza¢ao
de lasers no estudo de instabilidades geradas em sistemas deterministicos. Entretanto,
diferentemente do que ocorre usualmente no modelo de Lorenz, os modelos descrevendo
lasers reais tém taxas de decaimento para suas variaveis que podem diferir de varias ordens
de magnitude entre si. Entao, algumas das variaveis do laser podem ser eliminadas em
um processo chamado eliminagao adiabatica [67].

No estudo de dinamica de lasers, é comum utilizarmos uma classificagao introduzida
por Arecchi et al. |68] para os diferentes tipos de lasers. Eles classificaram os lasers em trés
classes, A, B ou C, de acordo com a relagao entre as magnitudes das taxas de decaimento
de cada variavel. Lasers pertencentes a classe A sao aqueles em que as taxas de decaimento
da polarizacao e da populacao sao muito maiores do que as perdas da cavidade. Deste
modo as variaveis P e D podem ser eliminadas adiabadicamente e o laser é descrito por
uma tunica equagao diferencial nao-linear para o campo elétrico E. Lasers da classe B
sao aqueles em que a taxa de decaimento da polarizacao é muito maior do que as taxas
de perda do campo elétrico e da populagao. Entao a polarizacao pode ser eliminada
adiabaticamente e o laser ¢ descrito por duas equacoes diferenciais acopladas, uma para o

campo elétrico e outra para a populacao de inversao. Ja os lasers da classe C sao aqueles
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em que todas as taxas de decaimento sao da mesma ordem de magnitude, necessitando
entao o conjunto completo das equacoes de Maxwell-Bloch para sua descricao.

Os dois modelos de lasers que tratamos nesta tese, o laser de COs e 0 laser de semicon-
dutor, pertencem a classe B. Assim, neste capitulo vamos considerar um laser da classe
B sujeito a uma modulacao das perdas da cavidade, enquanto no capitulo 2 vamos tratar
de um laser da classe B sujeito a uma injecao dptica. A seguir, apresentamos as equacoes

de taxa do laser de COy que investigamos.

2.2.1 As equacgoes de taxa

As equagoes de taxa que descrevem um laser de CO5 podem ser escritas como [49, 59

du 1
dz
i (z0 — 2)y — uz. (2.1b)

No sistema de equacoes 2.1, u é proporcional a densidade de radiacao do laser e z
é o ganho do meio ativo. Ou seja, essas duas quantidades sao proporcionais ao campo
elétrico £ e a populacao de inversao D do laser, respectivamente. Os quatro parametros
do sistema de equacoes 2.1 sao: zp é ganho nao-saturado do meio ativo e esta relacionado
com a energia fornecida para se obter a inversao de populacao no laser, 7 é o tempo
transiente da luz na cavidade, v ¢ a taxa de decaimento do ganho e k sao as perdas totais
da cavidade. Os valores desse parametros foram fixados seguindo-se valores realisticos
para um laser de CO5 usados em investigacoes tedricas e experimentais reportadas na
referéncia |59], e sao dados por: 7 = 3.5 x 107%, v = 1.978 x 10° s7%, zy = 0.175 e
k= 0.1731.

O sistema de equagoes 2.1 tem apenas dois graus de liberdade e, como é bem conhecido,
nao pode apresentar solucoes cadticas, conforme mostra o teorema de Poincaré-Bendixson
[69]. Basicamente esse teorema estabelece que, em sistemas dindmicos de tempo continuo

no plano, a conduta a tempos longos de qualquer érbita que permanece em uma regiao
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limitada do espaco de fases aproxima-se, ou de um ponto fixo, ou de uma 6rbita periddica.
Assim, condutas cadticas podem existir apenas em sistemas dinamicos de tempo continuo
cujo espaco de fases tem trés ou mais dimensoes. Esse teorema nao se aplica para sistemas
dinamicos de tempo discreto, onde é possivel existir conduta cadtica mesmo em sistemas
com uma dimensao.

Antes de introduzirmos a modulacao do laser e investigarmos o diagrama de fase em
funcao dos parametros de modulacao vamos analisar a estabilidade do sistema de equacoes
2.1 por técnicas elementares de estabilidade linear [70]. Tomando as derivadas iguais a

zero nas equacoes 2.1:

%(z—k:)u = 0, (2.2a)

(20 —2)y —uz = 0. (2.2b)

Temos duas solugoes possiveis para o sistema 2.2 que sao:

i) u=0 e z=z2, (2.3a)
i) a= 7(% 1) e z=k (2.3b)

A solucao 2.3a corresponde ao estado de equilibrio trivial do laser, com bombeamento
e sem fotons na cavidade. A solucao 2.3b corresponde a condi¢ao de operacao nao-trivial,
permitindo uma intensidade diferente de zero. Essa solucao s6 tem significado fisico se
Zihr = %0 > 1, sendo a condi¢ao z,,, > 1 conhecida como condi¢ao de limiar para o fun-
cionamento do laser. Essa condicao expressa o resultado bastante conhecido de que para
haver acao laser o ganho deve compensar as perdas. A seguir, vamos analisar a estabili-
dade da solucao 2.3b, que é a solucao fisicamente interessante, através do procedimento
convencional de anéalise de estabilidade linear.

Considerando pequenos desvios € e i das solugoes estacionarias, escrevemos:

u(t) = u+e, (2.4a)

2(t) = Z+0. (2.4Db)
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Substituindo 2.4 no sistema de equacoes 2.1 obtemos:

. Y %0

= L2 2.5
é r(k n, (2.5a)
n = —ke— W—Z]{?n, (2.5b)

onde os autovalores desse sistema linear sao calculados por:

)\ Yz g
A
—k == A

Os dois autovalores, A\; e X\, sao dados pela expressao:

=3 2 G =

Como todos os parametros do sistema de equacoes 2.1 sao reais e positivos, e ainda o

laser de CO, satisfaz a condigao f >> 7, o termo dentro da raiz em 2.6 é sempre negativo.

Podemos escrever entao:

= T (20 - ()" &

Como a parte real de ambos os autovalores em 2.7 é negativa, essa solucao é estavel,

significando que perturbacoes locais convirgirao para essa solucao com o transcorrer do
tempo. Como os autovalores em 2.7 contém uma parte imaginaria, as solucoes perturbadas
se aproximarao das solugoes estacionarias de maneira oscilatoria. O segundo termo dentro
do radical em 2.7 pode ser desprezado frente ao primeiro termo, conforme condicoes ja
comentadas para o laser de COs, de onde obtemos a usual expressao para a freqiiéncia

das oscilacoes de relaxacao fro para lasers da classe B:

fro ~ % 77]{ (% — 1). (2.8)

A figura 2.1 ilustra as solugoes para a intensidade e inversao do laser obtidas nume-
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Figura 2.1: Oscilacoes de relaxagao convergindo para as solugoes estacionarias do laser.
Os valores estao normalizados com relacao aos valores estacionarios.

ricamente para as equacoes 2.1 com os valores de parametros que fixamos, mencionados
anteriormente. O sistema evolui a partir de uma condigao inicial e converge para uma so-
lugdo estacionaria (ponto fixo), exibindo oscilagdes de relaxagdao. Substituindo os valores
numeéricos dos parametros na expressao 2.8 obtemos o valor aproximado fro =~ 52.2kHz
para freqiiéncia das oscilagoes de relaxacao. Esse valor pode ser comparado com o va-
lor mais preciso, para a freqiiéncia das oscilagoes de relaxacao, obtido sem desprezar o
segundo termo dentro do radical na parte imaginaria dos autovalores da expressao 2.7.

Nesse caso obtemos fro = 49.7kHz.

2.2.2 Modulacao das perdas da cavidade

A motivagao inicial para introduzir-se uma modulacao nas perdas da cavidade do laser,
era aumentar a dimensionalidade do sistema de forma que ele pudesse ter a possibilidade
de apresentar conduta caotica. Esse tipo de modulacao foi proposto teoricamente pela
primeira vez por Ivanov et al. [71] para o modelo de um laser da classe B, enquanto
simultaneamente e independentemente Arecchi et al. |49| reportaram os seus resultados
experimentais utilizando essa modulacao para o laser de CO,. Fisicamente, esse tipo de
modulacao pode ser obtido por introduzir-se um modulador eletro-6ptico no interior da
cavidade ressonante do laser.

Do ponto de vista tedrico, esse processo € modelado através de uma modulacao do
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parametro k, que refere-se as perdas totais da cavidade do laser:

k= k(t) = ko(1 + acos2mft). (2.9)

Com a introdugao da dependéncia temporal ao parametro k = k(t), o sistema de equagoes
2.1 ganha um grau de liberdade necessario para exibir uma grande variedade de condutas
dinamicas, incluindo oscilagoes cadticas. Na equagao 2.9, kg é a parte constante das
perdas, enquanto a e f sao a amplitude e a freqiiéncia da modulagao periddica aplicada,
respectivamente. Aqui tomamos kg = 0.1731. O ponto central deste capitulo sera a analise
teorica da conduta do sistema em funcao dos parametros de modulacao a e f.

Com as perdas da cavidade moduladas conforme a equacao 2.9 e com os valores de
parametros que fixamos, a conduta dindmica do sistema de equacoes 2.1 depende da
escolha dos valores dos parametros da modulagio (a, f), além de poder depender também
das condicoes iniciais. E bem conhecido que, para valores da freqiiéncia de modulacio
comparaveis a freqiiéncia das oscilagoes de relaxacao, o laser tende a apresentar diversos
tipos de instabilidades. No caso que estamos investigando aqui, como vimos no final da
secao 2.2.1, a freqiiéncia das oscilagtes de relaxacao é 49.7kHz. A figura 2.2 mostra séries
temporais para a intensidade do laser integradas durante um tempo equivalente a 30 vezes
o periodo da modulacao e projecoes do espaco de fases no plano intensidade-inversao para
quatro valores diferentes da amplitude de modulacao. Aqui “A” ilustra uma oscilacao de
periodo 1, “B” periodo 2, “C” periodo 4 e “D” uma oscilacao caotica, ou seja, a usual
seqiiéncia de dobramentos de periodo conduzindo ao caos.

A figura 2.3 ilustra tipicamente o que ocorre com a intensidade do laser quando va-
riamos continuamente um dos parametros de modulacao. Nessa figura sao plotados os
maximos da série temporal da intensidade do laser em funcao da amplitude de modula-
¢ao, para uma freqiiéncia fixa f = 90kHz. Os valores da intensidade estao normalizados
em relacao ao seu valor estacionario. Para valores pequenos da amplitude de modulacao
o sistema oscila com a mesma freqiiéncia f da modulacao aplicada. Para valores maio-
res da amplitude de modulacao essa solucao se desestabiliza e o sistema passa a oscilar

com uma freqiiéncia f/2. E assim ocorre sucessivamente seguindo-se a usual seqiiéncia
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Figura 2.2: Séries temporais para a intensidade do laser (esquerda) e projecoes das so-
lugdes no plano z X u (direita), para quatro valores de amplitude de modulagao a. A:
a = 0.005, periodo 1; B: a = 0.018, periodo 2; C: a = 0.0285, periodo 4; D: a = 0.057,
caos. A freqiiéncia foi fixada em f = 90kHz.

infinita de bifurcacoes subharmonicas até atingir-se a transicao para as solucoes caoti-
cas, caracterizando o chamado cenario de Feigenbaum |72|. As trés primeiras bifurcagoes
subharmonicas ocorrem para a =~ 0.0124, a ~ 0.0267 e a =~ 0.0321 e estao denotadas,
respectivamente, pelos nimeros 1, 2 e 3 na figura 2.3.

Ainda sobre a figura 2.3, observamos que em a ~ 0.0412, denotado pelo ntimero 4,
ocorre o surgimento de uma nova solucao periodica. Essa solucao coexiste com a solucao
proveniente do ramo original de solugoes (que nasceu a partir de @ = 0) até o ponto
a ~ 0.0524, denotada pelo niimero 5. Nesse ponto o ramo de solucoes original é aniquilado
por uma crise de fronteira |73|. Para uma melhor visualizagao, uma das solugoes é plotada
na cor vermelha no intervalo em que ocorre coexisténcia. Uma andlise tedrica da interacao
entre diferentes ramos de solucoes que podem coexistir no modelo do laser de CO5 com
perdas moduladas foi reportada na referéncia |51|. O ponto denotado por 4 é o ponto
onde ocorre uma bifurcacao do tipo sela-no, ou seja, o ponto onde nasce uma solucao de
periodo 3. Periodo 3 aqui refere-se que o sistema oscila com um periodo 37°, ou seja, um
periodo 3 vezes maior que o periodo da modulagao aplicada que ¢ T = 1/f. O ponto

onde nasce um novo ramo de solugoes, como a solucao de periodo 3 que nasce no ponto
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Figura 2.3: Diagrama de bifurcacoes para os maximos da intensidade do laser. O intervalo
limitado pelos niimeros 4 e 5 ilustra uma regiao onde ocorre coexisténcia de solugoes. Nesse
caso, uma das solucgoes esta plotada em vermelho.

4, foi chamado de bifurca¢ao sela-nd primdria por Schwartz [74]. De fato, esse trabalho
argumenta, através da analise de um modelo reduzido para as equacoes do laser modulado,
a existéncia de uma seqiiéncia infinita de bifurcagées sela-n6 primarias com periodo n/f,
onden=1,2,3,....

Por fim, como tltima informagao obtida da figura 2.3, destacamos a existéncia das
janelas periodicas que tipicamente observamos em diagramas de bifurcacoes dependentes
de um parametro, em meio ao regime caotico. No intervalo entre a ~ 0.0694 e a ~ 0.0717,
denotados pelos niimeros 6 e 7, ocorre uma janela de periodo 8T. A analise dessas janelas
periodicas, quando olhamos para a variacao simultanea dos dois parametros de modulacao,

amplitude e freqiiéncia, sera o principal foco de estudo no decorrer deste capitulo.
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Figura 2.4: Espectro de expoentes de Lyapunov em fun¢ao da amplitude da modulacao
para f = 90kHz. As cores representam os trés expoentes ordenados, onde verde denota o
maior expoente, azul o segundo e vermelho o terceiro. Os expoentes estao em ks™!.

2.3 Caracterizacao do espaco freqiiéncia-amplitude

Na secao anterior descrevemos algumas das principais caracteristicas com relacao ao
modelo de um laser da classe B sujeito a uma modulacao periddica das perdas da cavi-
dade. Em particular apontamos os principais resultados investigados na literatura que
sao principalmente em relacao a variacao de um parametro de modulacao, enquanto o
outro é mantido fixo. Nesta secao investigamos a conduta dinamica do laser olhando para
a variacao simultanea de dois parametros do modelo, que sao a freqiiéncia e a amplitude
da modulacao. Esses sao justamente os dois parametros de controle que podem ser facil-
mente ajustados em experimentos reais. Para caracterizar o espaco dos dois parametros
a X f computamos um diagrama de fase baseado na estimativa numérica dos expoentes de
Lyapunov, conforme descrevemos na secao 1.3. O sistema de equacgoes 2.1 foi integrado
numericamente utilizando-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo
h=4x 1078,

Para ilustrar a confeccao dos diagramas de fase, a figura 2.4 mostra o espectro de

expoentes de Lyapunov em funcao da amplitude da modulacao para uma freqiiéncia fixa
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Figura 2.5: (a) Diagrama de fase do laser de CO5 com perdas moduladas em fungao da
amplitude (a) e freqiiéncia (f) da modulagao. As cores sao proporcionais aos expoentes
de Lyapunov, sendo que um gradiente entre branco-cinza denotam regioes de oscilacoes
periodicas e um gradiente amarelo-vermelho denotam regioes de oscilagoes cadticas, com
o preto colocado no centro da escala denotando os expoentes nulos. Os valores maximos
e minimos dos expoentes s30: Mgz = 70ks™t e A\pin = —150ks™!. As freqiiéncias estao
em kHz. A freqiiéncia das oscilagoes de relaxacao é fro = 49.7kHz.

f = 90kHz. Aqui o intervalo a = [0, 0.09] foi dividido em 600 partes e pode ser visualizado
como uma linha do diagrama de fase bidimensional que iremos mostrar mais adiante.
Como o sistema de equacoes 2.1 com a modulagao paramétrica dada pela equacao 2.9
forma um sistema bidimensional nao-auténomo, as integragoes numéricas e o calculo dos
expoentes foram realizados com o usual procedimento de extender-se o espaco de fases
introduzindo uma nova variavel de maneira a transformar o sistema em autdénomo. O
espectro de expoentes de Lyapunov é dado pelo conjunto de trés expoentes relativos as

trés dire¢oes do espaco de fases, sendo que um dos expoentes, que esta associado com a
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direcao temporal, é sempre zero. Na figura 2.4 os trés expoentes \;, Ao e A3 aparecem
ordenados do maior para o menor, respectivamente. Na construcao dos diagramas foi
utilizado o maior expoente nao nulo, ou seja o expoente nulo e o terceiro expoente sao
descartados.

A figura 2.5 mostra o diagrama de fase que obtemos computando o espectro de ex-
poentes para 600 x 600 valores de parametros igualmente espacados no espaco a X f nos
intervalos a = [0,0.09] e f = [50,140] kHz. Aqui tons de cinza foram utilizados para
codificar a magnitude dos expoentes negativos, representando as regioes periddicas, e um
gradiente vermelho-amarelo para codificar a magnitude dos expoentes positivos, represen-
tando as regioes cadticas. O zero foi colocado no centro da escala de cores e é indicado
pelas tonalidades mais escuras, aproximando-se da cor preta. Branco denota os expoentes
mais negativos e vermelho os mais positivos. Veja em detalhe a codificacao da magnitude
dos expoentes na escala de cores na parte inferior da figura 2.5. Assim, as regioes de
tonalidades mais escuras (as linhas que passam pelos pontos 1-3 no diagrama de fase, por
exemplo) denotam regices onde os expoentes sao aproximadamente zero, indicando onde
curvas de bifurcacoes estao localizadas no diagrama. As curvas que passam pelos pontos
1, 2 e 3, por exemplo, sao curvas onde ocorrem dobramentos de periodo. Essas curvas
concordam com o trabalho de Goswami [61], que computou numericamente as primeiras
curvas de bifurcacoes para esse modelo do laser na forma do oscilador de Toda.

O diagrama de fase na figura 2.5 mostra uma porcao global do espago de parametros
a X f. Nesse diagrama podemos discriminar entre uma extensa regiao onde ocorrem
oscilacoes periodicas, representada pelo gradiente branco-cinza-preto, e uma grande regiao
onde ocorrem oscilacoes cadticas, representada pelo gradiente vermelho-amarelo, conforme
escala de cores dessa figura. E possivel observar que existe um minimo de amplitude a onde
as bifurcacoes sub-harmonicas comecam a ocorrer. Nessa figura também ¢ interessante
observar o contraste entre as cores denotando os expoentes mais negativos, mostrados
na figura em branco, com regioes de expoentes nao tao negativos, mostrados em cinza.
E interessante observar essa conduta dos expoentes de Lyapunov proximos a freqiiéncia

de 100 kHz, na regiao de periodo 1, para pequenos valores da amplitude a. Essa regiao
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corresponde a uma modulacao aplicada com uma freqiiéncia da ordem de duas vezes ao
valor da freqiiéncia de oscilacoes de relaxacao fro, ou seja, duas vezes o valor da freqiiéncia
de oscilagao natural do sistema.

A linha pontilhada destacada no diagrama da figura 2.5 refere-se as figuras 2.3 e 2.4 e
corresponde a uma freqiiéncia de modulacgao fixa f = 90kHz. Os pontos 1-7 marcados no
diagrama referem-se aos niimeros 1-7 indicados no diagrama de bifurcagoes da figura 2.3.
Conforme ja mencionamos, os ntimeros 1, 2 e 3 sao pontos onde ocorrem dobramentos de
periodo. Entre os niimeros 4 e 5 existe coexisténcia atratores. Em funcao de se poder
associar apenas uma cor para um ponto no espaco de parametros, apenas um expoente
é plotado, representando entao, somente um dos atratores nas regioes multiestaveis. Isto
explica a aparente descontinuidade na parte superior direita do diagrama onde um outro
ramo de solucoes é selecionado. Os pontos 6 e 7 denotam uma janela de periodicidade de
periodo 8. As letras A-D referem-se as solucoes para o espaco de fases do laser mostradas
na figura 2.2.

No interior da regiao cadtica podemos ter novamente oscilagoes periddicas estéveis no
laser. Em um diagrama de bifurcac¢oes dependente de um parametro, como o da figura
2.3, essas oscilacoes periddicas correspondem as bem conhecidas janelas de periodicidade
que tipicamente observamos para determinados intervalos do parametro de controle. A
novidade tedrica que apresentamos aqui neste capitulo e que pode ser observada no di-
agrama da figura 2.5, estd na estrutura dessas regioes periodicas quando olhamos para
a variacao simultanea de dois parametros do sistema de equacoes diferenciais. Em uma
situacao mais simples, como por exemplo na parte da regiao cadtica onde estao locali-
zados os nimeros 4 e 5 e que corresponde a regiao cadtica que esta relacionada com o
desdobramento de bifurcacoes do ramo principal de solugoes, é possivel identificar regices
periddicas na forma de “tiras”. A situacao mais interessante é o caso onde as janelas pe-
riodicas podem formar uma rede de infinitas estruturas de bifurcacoes auto-similares no
espaco de dois parametros, conforme serd discutido em detalhe na proxima secao. Essa
situacao pode ser observada na parte da regiao cadtica onde é possivel identificar diversas

ilhas de estabilidade. Algumas dessas regioes de estabilidade estao destacadas pelos ni-
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Figura 2.6: (a) Detalhes da estrutura de uma regiao caotica do laser de COy em fungao dos
parametros de modulagao. (b) Estrutura do espago de parametros do mapa de Hénon. Os
pontos denotam a localizacao de diversas estruturas auto-similares enquanto os niimeros
indicam o periodo principal de cada uma delas.

meros com circulos, onde o nimero refere-se ao periodo da regiao associada. No caso da
figura 2.5 destacamos uma regiao de periodo 8 e duas regioes de periodo 11. Na proxima
secao investigamos em maior detalhe essas estruturas periddicas e fazemos uma compara-
¢ao com um sistema dinamico de tempo discreto onde essas estruturas foram estudadas

previamente.

2.4 Auto-similaridades na regiao cadtica

Na secao anterior mostramos uma porcao global do espaco de parametros do laser de
CO3 com perdas moduladas. O espaco de parametros é caracterizado tipicamente por
sucessivas curvas de bifurcacoes sub-harmonicas de solugoes periddicas e extensas regioes
onde ocorrem condutas cadticas. Dentro da regiao caodtica descobrimos a existéncia de
diversas ilhas de estabilidade onde ocorrem oscilagoes periddicas. Aqui investigamos essas
regioes de periodicidade em maior detalhe.

A figura 2.6(a) mostra uma magnificagdo de uma por¢ao da regido caotica do laser
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de CO4 onde observamos diversas ilhas de estabilidade. Essa magnificacao corresponde a
caixa em destaque na figura 2.5. Aqui podemos observar que dentro de um largo dominio
de parametros conduzindo a oscilacoes cadticas existe uma estrutura regular de janelas
de parametros auto-similares contendo oscilacoes periddicas estaveis, caracterizadas por
valores negativos dos expoentes de Lyapunov. Essas estruturas auto-similares foram cha-
madas de camardes (shrimp) por Gallas [30] e contém uma rica estrutura de bifurcagoes
associada. Cada estrutura auto-similar contém um periodo principal que se desestabiliza
via duplicagao de periodo. O periodo principal sofre uma cascata infinita de dobramento
de periodo em direcoes especificas do espaco de parametros, conduzindo a uma transicao
para o caos. Na figura 2.6(a) estdo marcados os periodos principais de umas poucas es-
truturas auto-similares maiores, indicado pelo nimero proximo a elas. Essas estruturas
aparecem infinitamente em diversos niveis de escala. Nos casos em que elas sao muito
pequenas para aparecerem na escala de parametros considerada, apenas um ponto denota
sua localizacao. Na estrutura de periodo 8, o menor periodo encontrado dentro da regiao
de parametros investigada, estao marcadas as duas regioes de periodo 16 correspondendo
aos dois primeiros dobramentos em duas direcoes diferentes no espaco de parametros.

A fim de se fazer uma anélise comparativa entre o espaco de parametros de mapas e
fluxos, a figura 2.6(b) mostra um diagrama de fase construido através da computagao dos

expoentes de Lyapunov para o mapa de Hénon [75]:

Tip1 = a— xf + by, (2.10a)

Yip1 = Ty (2.10b)

O mapa de Hénon é um modelo bi-dimensional dependente de dois parametros a e b,
onde a controla a nao-linearidade e b a dissipatividade. Aqui consideramos uma porcao
do espago de parametros (a,b) envolvendo um dominio de estabilidade de periodo 8. Essa
regiao encontra-se no limite altamente dissipativo onde Pando et al. [76] encontrou que um
modelo mais sofisticado do laser de CO5 conduz qualitativamente como o mapa de Hénon.

A figura 2.6(b) mostra que as estruturas auto-similares se organizam ao longo de especificas
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direcoes no espago de parametros, conforme descrito por Gallas [30]. Observe que, no caso
do mapa do Hénon, as direcoes no espaco de parametros podem ser bem aproximadas por
linhas retas. J& no caso do laser de COs,, as dire¢oes contendo o alinhamento das estruturas
periodicas sao bem aproximadas por parabolas, na porcao do espago de parametros que
estamos considerando aqui.

Uma questao interessante que analisamos em maior detalhe é em relacao ao orde-
namento das estruturas periodicas que aparecem alinhadas no espag¢o de parametros.
Aqui encontramos que o ordenamento observado ao longo da diagonal principal da figura
2.6(b) para o mapa de Hénon, é o mesmo encontrado para o laser na dire¢ao contendo
os nimeros com circulos, na regiao superior da figura 2.6(a). Analogamente, a diago-
nal secundaria da figura 2.6(b) mostra o mesmo ordenamento que o arco parbolico no
meio da figura 2.6(a). Para facilitar a visualizacdo, os alinhamentos considerados sao
indicados pelas retas e curvas pontilhadas em ambas as figuras. Cores similares das
linhas pontilhadas nas duas figuras indicam as dire¢oes onde encontramos o mesmo or-
denamento. Na figura 2.6(a) o arco parabolico central (cor magenta) é dado pela funcao
a =~ 2.809 x 107°f2 — 0.00464f + 0.26012 no intervalo f = [63.5,95], enquanto o arco
parabolico na parte superior (cor laranja) é dado por f ~ —6575a% + 1405a + 23.69 no
intervalo a = [0.06,0.079]. Na figura 2.6(b) a reta na dire¢ao da diagonal principal (cor
laranja) é dada por b ~ —0.526a + 0.923, enquanto a reta na dire¢cao da diagonal se-
cundaria (cor magenta) é dada por b ~ 0.443a — 0.824. Essas fun¢des aproximam muito
bem os alinhamentos das estruturas auto-similares nas respectivas porgoes consideradas
do espaco de parametros.

A figura 2.7 mostra em detalhe duas estruturas auto-similares magnificadas da figura
2.6(a). Na figura 2.7(a) mostramos uma amplia¢ao da estrutura de periodo 8. Esse foi o
menor periodo que observamos dentro da regiao cadtica, para os valores de parametros que
analisamos. Os pontos marcam a regiao de periodo 8, que é o periodo principal associado
com essa regiao de estabilidade, e os dois primeiros dobramentos de periodo que ocorrem
em diregoes diferentes no espaco de parametros. Essas duas regioes estao denotadas pelo

niumero 16, que é o valor do perfodo ap6s o dobramento. Note que, pela codificacao
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Figura 2.7: Detalhe de duas estruturas de estabilidade auto-similares que existem no
interior da regiao caotica do laser de COs. (a) Ampliagao da estrutura de periodo 8, mos-
trada na figura 2.6(a). Os nimeros referem-se ao periodo de cada regidao. (b) Ampliagao
da estrutura de periodo 11, mostrada na caixa em destaque na figura 2.6(a).

de cores escolhida, podemos identificar facilmente onde ocorre a curva de bifurcacao de
dobramento de periodo no interior da estrutura de estabilidade. Cada regiao de periodo
16 sofre uma nova bifurcagao de dobramento de periodo em outras dire¢oes do espago de
parametros, e assim sucessivamente até a transicao para o caos. As curvas brancas que sao
possiveis de identificar no interior da regiao do periodo principal, que existem também no
interior das regioes de periodos maiores, sao os locais onde os expoentes de Lyapunov sao
mais negativos. Esses locais sao andlogos aos familiares locais superestaveis de sistemas
dindmicos de tempo discreto. Na figura 2.7(b) mostramos uma magnificacao da caixa
em destaque na figura 2.6(a), destacando uma estrutura auto-similar de periodo 11 com
uma forma praticamente idéntica a forma canonica obtida no espaco de parametros do
mapa quartico investigado por Gallas [32]. O mapa quéartico é um sistema particularmente
interessante para estudar esse tipo de estrutura complexa de estabilidade.

Na figura 2.8 ilustramos o sinal da intensidade do laser para pontos no espaco de
parametros localizados no interior da estrutura auto-similar de periodo 8 mostrada na

figura 2.7(a). Na figura 2.8(a) é mostrada a série temporal para a oscilagao de periodo 8,
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Figura 2.8: Séries temporais para a intensidade do laser referentes a estrutura de estabi-
lidade mostrada na figura 2.7(a). Os valores de parametro (a, f) sao: (a) (0.06984, 89.8),
periodo 8. (b) (0.07138,90.47), periodo 16. (c) (0.06902,87.43), periodo 16. No lado
direito, em (d)-(f), sdo mostrados os mesmos sinais de (a)-(c) em escala logaritmica, res-
pectivamente. A intensidade é normalizada em relacdo ao seu valor estacionario. As
freqiiéncias estao em kHz. T'=1/f.

correspondendo ao periodo principal dessa estrutura, enquanto nas figuras 2.8(b) e 2.8(c)
sao mostradas as séries temporais para as duas oscilagoes periddicas das regioes de periodo
16, destacadas na figura 2.7(a). Essas sao duas regides associadas ao dobramento do
periodo 8, que é o periodo principal da estrutura auto-similar, em duas direcoes diferentes
no espaco de parametros. Os sinais periddicos sao caracterizados por sinais de grande
intensidade interespacados por oscilagoes muito pequenas, como ocorre tipicamente nesses
modelos de laser. Para uma identificacao mais facil da periodicidade das séries temporais,
apresentamos os mesmos sinais considerados nas figuras 2.8(a)-2.8(c) em escala logaritmica
nas figuras 2.8(d)-2.8(f).

Na figura 2.9 mostramos em detalhe o sinal de uma oscilacao periodica da intensidade
do laser correspondendo a uma estrutura de estabilidade de periodo 10. Diferentemente
do que ocorre em sistemas dinamicos de tempo discreto, onde o periodo da orbita é
obtido diretamente da quantidade dos pontos que definem a 6rbita, em sistemas de tempo
continuo o sinal periddico varia continuamente no tempo. O sinal periddico tem um valor
para o periodo de oscilacao, que é o tempo necessario para se retornar a um mesmo ponto

no espaco de fases, e tem também um determinado ntimero de maximos locais contidos em
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Figura 2.9: Oscilagoes periddicas do laser referente a uma estrutura de estabilidade de
periodo 10, localizada em (a, f) = (0.06139, 85.1kHz). Na direita é mostrado o mapa de
retorno dos maximos locais da série temporal.

um periodo completo de oscilagao. Assim, temos duas grandezas que podem caracterizar a
oscilacao periddica. Uma é tempo gasto para executar uma oscilagao periodica completa,
que é um valor que varia continuamente, enquanto a outra é o nimero de maximos locais
contidos em um periodo completo de oscilagao de uma determinada variavel, que varia de
forma discreta. Como o sistema que estamos investigando ¢ um sistema periodicamente
forcado, o periodo das solucoes periddicas sao sempre multiplos do periodo de forcamento.
No caso exemplificado pela figura 2.9, o sinal periddico foi obtido para o conjunto de
parametros (a, f) = (0.06139,85.1kHz). Nesse caso o periodo da oscilagio ¢ T'=1/f ~

11.75us e o nimero de maximos locais é 10. Ao lado da série temporal é ilustrado o mapa
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de retorno obtido a partir dos maximos locais da oscilacao periodica. Podemos observar
que esses maximos podem ter diferencas muito pequenas entre si, o que poderia dificultar
a determinacao numérica. De fato, as dificuldades numéricas aumentam para periodos
mais altos, ou seja, com uma grande quantidade de maximos locais. Nesse caso tempos
transientes muito longos deveriam ser utilizados nas integragoes numéricas para garantir
uma determinacao confiavel do niimero de méximos locais contidos em um periodo de

oscilagao.
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Figura 2.10: Comparacdo entre os mapas de retorno do laser (esquerda) e do mapa de
Hénon (direita). Os parametros sao: Laser: (a) (a, f) = (0.06984, 89.8), periodo 8, (b)
(0.07138, 90.47), periodo 16, (c¢) (0.06902, 87.43), periodo 16. As freqiiéncias estao em
kHz. Hénon: (d) (a,b) = (1.80287, —0.02514), periodo 8, (e) (1.80395, —0.0257), periodo
16, (f) (1.80642, —0.02356), periodo 16.
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Além da grande concordancia entre os espacos de parametros do laser de COs e do
mapa de Hénon, evidenciados na figura 2.6, encontramos também uma grande similaridade
quando olhamos para o espaco de fase dos dois sistemas, conforme ilustra a figura 2.10.
A figura 2.10 compara os mapas de retorno da intensidade do laser (esquerda) com as
Orbitas do mapa de Hénon (direita). Os mapas de retorno do laser foram construidos
através da seqiiéncia w(t), | = 1,2,3,... dos méaximos locais de u(t). Tanto o mapa de
retorno do laser, mostrado na figura 2.10(a), quanto o mapa de retorno do mapa de Hénon,
mostrado na figura 2.10(d), foram obtidos para a estrutura auto-similar de periodo 8. Aqui
observamos que os mapas de retorno concordam muito bem, ou seja, a seqiiéncia dos
pontos da orbita de periodo 8 do mapa de Hénon é qualitativamente a mesma seqiiéncia
de picos que aparecem na série temporal da intensidade do laser. As figuras 2.10(b) e
2.10(c) mostram os mapas de retorno para os dois primeiros dobramentos de periodo da
estrutura de periodo 8 para laser, enquanto as figuras 2.10(e) e 2.10(f) mostram o mesmo
para o mapa de Hénon. Os dois dobramentos referentes as duas direcoes diferentes no
espaco de parametros tém seqiiéncias distintas de pontos no mapa de retorno. E aqui,
novamente encontramos uma excelente concordancia qualitativa entre o modelo do laser e
o mapa de Hénon, visto que a ordem em que aparecem as seqiiéncias de pontos da o6rbita
do mapa de Hénon é a mesma ordem em que aparecem a seqiiéncia de picos nas oscilagoes
do laser, respectivamente para ambos os dobramentos. Assim, a simples iteracao do mapa
de Hénon, um sistema de tempo discreto, pode prever a ordem em que aparecem oS picos

da intensidade do modelo do laser de CO5, um sistema de tempo continuo.



Capitulo 3

Laser de semicondutor com injecao

oOptica

FEste capitulo é baseado na publicacao [77]. Aqui investigamos teoricamente o modelo
de um laser de semicondutor de um so modo sujeito a uma injecao optica monocromd-
tica externa, descrito pelas equacoes de taxa. Realizamos uma investigacao do espaco de
pardametros desse modelo focando principalmente em uma regiao onde o laser exibe con-
duta cadtica. Identificamos estruturas complexas de regioes de estabilidade que existem
encaizadas em uma regiao cadtica desse modelo. Reportamos, pela primeira vez para um
sistema de equacgoes diferenciais, a existéncia de acumulacoes de estruturas periodicas
auto-similares sequindo uma rota de adigcao de periodo, com alterndncia de regimes cao-
ticos e periddicos, num espaco de dois pardmetros. As estruturas auto-similares formam
uma rede de regioes periodicas interconectadas e acumulam para determinadas frontei-
ras do espaco de pardmetros que denominamos horizonte de acumulacoes. Variando um
terceiro parametro, o refor¢o da largura de linha (pardmetro «), identificamos uma outra
sequéncia de acumulacoes que existe em uma estrutura muito fina do espaco de pardmetros

do laser de semicondutor.
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3.1 Introducao

Lasers de semicondutores sao sistemas fisicos bastante interessantes. Além do in-
teresse intrinsico da fisica envolvida na fabricacao, modelagem e caracterizacao desses
dispositivos, e do grande potencial para aplicagoes em fisica e engenharia, os lasers de se-
micondutores tém também despertado um grande interesse do ponto de vista de sistemas
dinamicos nao-lineares.

Do ponto de vista dinamico, os lasers de semicondutores sao sistemas intrinsicamente
estaveis. Entretanto, tais sistemas sao facilmente desestabilizados quando submetidos a
algum tipo de perturbagao externa. Desde o inicio dos anos 80, quando Lang e Kobayashi
[78] investigaram instabilidades geradas por reflexdes do campo 6ptico, que produziam
uma realimentacao no sistema, lasers de semicondutores sujeitos a perturbacoes externas
vém sendo intensamente investigados. Varios tipos de perturbacoes aplicadas a esses
lasers foram consideradas por diversos pesquisadores como, por exemplo, realimentacao
optica com atraso, injecao O6ptica proveniente de uma ou mais fontes de luz, modulacoes
de corrente ou realimentacao optoeletronica.

E bem conhecido que tais tipos de perturbacdes podem produzir uma grande varie-
dade de condutas dinamicas e fenomenos nao-lineares. Recentemente Kane e Shore |79
e Ohtsubo [80] sumarizaram alguns desenvolvimentos que tém sido obtidos na investi-
gacao das propriedades dinamicas de lasers de semicondutores sujeitos a alguns tipos
de perturbacgoes, do ponto de vista da dinamica nao-linear, e enfatizaram seu potencial
para aplicagoes, principalmente na utilizacao de sinais cadticos para transmitir e codificar
informacoes.

Um dos mecanismos largamente utilizados para induzir uma dinamica complexa em
lasers de semicondutores é a injecao 6ptica proveniente de uma fonte de luz externa. Desse
modo, a dinamica de um dos lasers é fortemente afetada pela luz injetada de uma fonte
externa, freqiientemente um outro laser. Em geral trés parametros podem ser diretamente
controlados em um experimento real, atuando como parametros de controle. Esses pa-
rametros sao a intensidade do campo injetado, a diferenca de freqiiéncia entre os dois

lasers e a corrente de bombeamento que controla o ganho do laser. A grande maioria das
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investigagoes sao realizadas em funcao da intensidade do campo injetado e da diferenca
de freqiiéncia entre os lasers, mantendo-se a corrente de bombeamento fixa.

Matematicamente esse sistema pode ser modelado pelas equacgoes de taxa para o laser
de semicondutor modificadas de modo a incluir um termo referente ao campo injetado.
Assim é possivel descrever as principais caracteristicas do comportamento dinamico da
intensidade do laser opticamente injetado através de um modelo de dimensionalidade
muito baixa. Tal modelo teérico constitui um exemplo de um oscilador nao-linear forcado
e tem sido muito utilizado para estudar comportamentos nao-lineares.

O laser de semicondutor com injecao Optica apresenta muitos comportamentos dina-
micos e uma fenomenologia nao-linear muito rica em funcao dos parametros de injecao.
Essa diversidade de fenomenos dinamicos e a possibilidade de combinar estudos teoéricos
de carater deterministico com resultados experimentais, e também devido ao potencial
para aplicacoes, levaram esse sistema a uma extensiva investigagao. Uma grande quanti-
dade de trabalhos foi devotada para caracterizar e investigar esse sistema em funcao dos
parametros de injecao, tanto do ponto de vista teérico e numérico, quanto do ponto de
vista experimental.

Os trabalhos iniciais, no comeco dos anos 80, focaram principalmente em fenomenos
relacionados ao travamento de freqiiéncia [81, 82|, isto é, na situacao que o laser oscila
na mesma freqiiéncia do sinal injetado '. No inicio dos anos 90, rotas de dobramento
de periodo conduzindo & oscilagoes cadticas foram previstas teoricamente e detectadas
experimentalmente em lasers de semicondutores [84, 85, 86, 87|. Uma série de trabalhos
foi devotada para investigar dinamica caética, multiestabilidade, e outros fendmenos nao-
lineares. Esses estudos iniciais focaram em pequenas regioes do espaco de parametros,
mostrando partes isoladas ou rotas particulares para o caos, usualmente considerando a
variacao de um parametro de controle.

Uma analise bastante extensa realizada no espaco dos dois parametros de injecao,
utilizando métodos de continuagdo numérica, é sumarizada por Wieczorek et al. |88]. Tal

trabalho busca dar uma visao unificada da complexidade dinamica que existe no modelo

'Qutros trabalhos tedricos e experimentais, a respeito de instabilidade em lasers com sinal injetado,
foram realizados para lasers a gas na década de 80. Veja, por exemplo, os trabalhos [68, 83].
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descrito pelas equacoes de taxa do laser de semicondutor do ponto de vista da teoria de
bifurcacoes 2.

Mais recentemente, alguns trabalhos investigaram teoricamente o laser de semicon-
dutor através de simulagao numeérica direta das equagoes de taxa sobre regioes extensas
do espago de parametros de injecao. O trabalho de Hwang e Liu [91] apresentou mape-
amentos caracterizando diferentes regimes dinamicos e analisou o comportamento desses
diagramas em funcao dos parametros intrinsicos do laser, ou seja, parametros que estao
relacionados com as propriedades do material. Os trabalhos de Chlouverakis e Adams
|38] e Fordell e Lindberg [39] apresentaram diagramas baseados na computacao do maior
expoente de Lyapunov, sendo que a referéncia [39| analisou a conduta dos diagramas para
alguns valores diferentes da corrente de bombeamento. Nesses trabalhos ja é possivel iden-
tificar algumas regioes de estabilidade no interior das regioes caoticas, ou seja, a situacao
que vamos focar neste capitulo.

E importante mencionar que, apesar da simplicidade que existe em uma descricio
baseada nas equagoes de taxa, uma concordancia muito boa tem sido obtida em experi-
mentos com lasers opticamente injetados. Um mapeamento experimental caracterizando
a dindmica do laser em funcao dos dois parametros de injecao foi obtido uma década atras
[92]. Outras investigagOes experimentais verificaram a existéncia de oscilagoes periodicas
dentro da regiao cadtica [93, 94| e reportaram um outro mapeamento no espago dos para-
metros de inje¢ao |94]. Todos esses resultados apresentam uma concordancia qualitativa
com o modelo tedrico. Recentemente foi reportada uma concordancia em nivel quanti-
tativo, onde diversas curvas de bifurcacoes de periodo mais baixos foram identificadas
experimentalmente [95].

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na proxima secao introduzimos o
conjunto de equacoes diferenciais que modela o laser de semicondutor com injecao 6ptica
que investigamos. Na se¢ao 3.3 examinamos a estrutura de uma regiao cadtica do laser de
semicondutor e identificamos alguns tipos de estruturas de estabilidade que existem nessa

regiao. Na secao 3.4 investigamos uma seqiiéncia de regioes de estabilidade que acumulam

2Estudos no espaco de dois parametros em lasers com sinal injetado, do ponto de vista da teoria de
bifurcagdes, também foram realizados nas referéncias [89, 90].
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em determinadas fronteiras do espaco de parametros. Na secao 3.5 investigamos outros
tipos de acumulacoes de regioes periodicas existentes no espaco de parametros do laser

de semicondutor.

3.2 As equacoes de taxa

Para uma deducao das equacgoes de taxa que descrevem o laser de semicondutor a
partir da interagdo do campo eletromagnético com a matéria referimos o trabalho [65]. O
laser de semicondutor é um laser da classe B e, assim, a polarizacao pode ser eliminada
adiabaticamente de modo que sua dinamica pode ser suficientemente bem descrita por
duas equacoes diferenciais acopladas, uma para o campo elétrico e outra para a densidade

de portadores (pares elétron-lacuna).

3.2.1 Laser operando livremente

As equacoes de taxa para o campo elétrico E e a densidade de portadores N que

descrevem um laser de semicondutor podem ser escritas como [65]:

dE 1 -
B Lo -, (3.10)
% _ J—TxN — Re[G(N)]|E[. (3.1b)

Nas equacoes acima, J é a taxa de bombeamento, 'y é a taxa de perda da densidade
de portadores devido a recombinacao espontanea de elétrons e lacunas e 'y é a taxa
de perdas dos fotons da cavidade. A quantidade G(N) é uma funcao complexa e esta
relacionada ao ganho do material. Aqui utilizamos a forma de uma linearizacao dessa

quantidade em relagdo ao ponto de opera¢ao do primeiro limiar do laser |65]

G(N)=Tg+ (1 +ia){(N — Ny,). (3.2)

Na equacao 3.2, a é o reforgo da largura de linha e £ é o coeficiente do ganho diferencial.
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A densidade de portadores no limiar de operacao do laser é dada por Ny,. Assim, temos
que o ganho no limiar é dado por G(Ny,) = I'g.

O parametro « foi introduzido por Henry |96| e toma um papel muito importante na
dinamica de lasers de semicondutores. Do ponto de vista fisico, esse parametro reflete
principalmente as propriedades do material de um laser de semicondutor e quantifica
quanto o indice de refracdo do meio laser muda com a populacao de inversao em uma
certa freqiiéncia. Para lasers de estado solido e lasers a gas esse parametro é praticamente
nulo, podendo assumir valores entre 0 e 1, enquanto para a grande maioria dos lasers de
semicondutores ele varia na faixa entre 1 e 10.

Substituindo a equacao 3.2 no sistema de equacgoes 3.1 e escrevendo o campo elétrico

complexo como E = E(t)e™*® obtemos o seguinte sistema de equacoes diferenciais:

dE 1 _

E = §§(N - Nth>Ea (3'33)
Cil—];[ = J—TxnN—[Tp+&N - Np)|EP?, (3.3b)
d 1

d_QtS = —§a§(N — Nth)- (33C)

No sistema de equagoes 3.3 podemos observar que a fase ¢(t) ndo aparece nas equagoes
das varia¢oes temporais do campo elétrico (equagao 3.3a) e da densidade de portadores
(equagao 3.3b). Como a fase apenas segue a densidade de portadores N dizemos que ela
¢ uma variavel escravizada, na terminologia da dinamica nao-linear. Esse desacoplamento
da fase com as demais equacoes implica que a dinamica do laser de semicondutor mo-
nomodo é governada essencialmente por duas equacoes diferenciais ordinérias acopladas.
De fato, o laser de semicondutor operando livremente tem uma conduta dinamica similar
aos demais lasers da classe B, como o caso do laser de CO5 que estudamos no capitulo 2.

De maneira analoga ao procedimento realizado no capitulo 2, vamos encontrar as
solucoes estacionarias para o campo elétrico £ e densidade de portadores N. Isso é feito

igualando-se os termos diferenciais a zero nas equagoes 3.3a e 3.3b, de onde obtemos as
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seguintes solugoes estacionarias para F e N:

_
-

J—TxN,
i) B, = % N, = Ny. (3.4b)

i) E,=0, N, (3.4a)

A solucao 3.4a representa a solucao trivial de operacao do laser, isto é, sem fotons na
cavidade e com bombeamento. A solugao 3.4b representa a solugao de operagao nao-trivial
do laser. Essa solucao so6 tem significado fisico para J > Ny ['y. O valor Jy, = Ny 'y €
o limiar do ganho que deve ser fornecido para haver acao laser.

Aplicando o procedimento usual de andlise de estabilidade linear das solucoes esta-
cionarias para as solucoes de operagao nao-trivial do laser, obtemos a seguinte equacao

caracteristica:

= +FN>)\+§(J— T'xNup) = 0. (3.5)
E

Os valores de A\ que satisfazem a equacao caracteristica sao:

>\172 - —FR + \/F% — w% (36)

onde

(3.7)

wr = \/E(J — TnNy). (3.8)

Para valores de parametros refletindo condigoes realisticas de operacao do laser de
semicondutor temos que w?% > I'%. de modo que os autovalores na expressao 3.6 serao
sempre complexos conjugados da forma \; » = —I'r £i€2z. Como a parte real do autovalor
é negativa, as perturbacgoes do estado estacionario decaem exponencialmente e as solugoes
estacionarias sao estaveis. E também, como a parte imaginaria é diferente de zero, esse
decaimento sera oscilatorio. Essas oscilagoes sao conhecidas como oscilagoes de relaxacao

do laser e sao caracterizadas pela taxa de amortecimento ['g e a freqiiéncia angular Qg =
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Vw% —I'4. Fisicamente, a oscilagdo de relaxacao descreve o processo em que a energia
contida dentro da cavidade do laser é trocada periodicamente com o nimero de fé6tons e
o nimero de portadores (pares elétron-lacuna). Na pratica, em condigdes realisticas de
trabalho, wr ~ (g, mas essas quantidades serao diferentes para operacoes muito proximas
ou distantes do limiar. E comum escrevermos wp em termos do valor estacionario da

intensidade da forma

wr =V Ep|Eol?, (3.9)

onde

(3.10)

3.2.2 Injecao 6ptica externa

Na subsecao anterior vimos que os lasers de semicondutores possuem uma dinamica
tipica de lasers da classe B, apresentando um decaimento oscilatorio para as solugoes es-
tacionarias do campo elétrico e densidade de portadores. Essas oscilagoes de relaxacao
podem ser excitadas por algum tipo de perturbagao externa possibilitando uma grande
variedade de condutas dinamicas. Aqui consideramos o caso de uma inje¢ao 6ptica mono-
cromatica externa proveniente de um outro laser. Essa configuracao é geralmente chamada
de configuragdo mestre-escravo, visto que a dindmica de um dos lasers (escravo) é contro-
lada pelos niveis de inje¢ao de um outro laser (mestre).

A descricao do laser de semicondutor sujeito a uma injecao 6ptica é obtida adicionando-
se um termo denotando o campo injetado na equacao original do campo elétrico do laser
operando livremente. Assim, reescrevemos o sistema 3.1 incluindo a injecao Optica na

equacao 3.1a da seguinte forma:

dE 1 . - "
= 5[(1 +ia)E(N — Nyp)|E + kB e, (3.11)
% — J—TxN — Re[G(N)]|E]. (3.12)

No sistema de equagOes acima, W = wj,; — wp ¢ a freqiiéncia de dessintonia (frequency

detuning), isto é, a diferenca entre as freqiiéncias dos dois lasers operando livremente
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(sem acoplamento). Aqui wy é a freqiiéncia do laser escravo e w;,; a freqiiéncia do laser
mestre. O coeficiente k = \/T/T é a taxa do campo injetado, onde VT é o coeficiente de
transmissao através de uma das faces do laser e 7 é o tempo de percurso (round-trip time)
do campo dentro da cavidade do laser. Maiores detalhes da inclusao do termo referente ao
campo injetado interagindo com o campo elétrico presente na cavidade do laser podem ser
encontrados em [97, p. 249|. De fato, a equagao resultante aparece como uma modificagao
do modelo proposto por Lang e Kobayashi [78] no estudo de um laser de semicondutor
com realimentagao com atraso. Nesse caso, o termo extra do campo E(t — 7) devido a
realimentacdo, no modelo original 78|, é substituido pelo termo do campo injetado Ej,;.

A seguir reescalamos algumas variaveis visando deixar o sistema de equacoes em uma
forma adimensional, com magnitudes da ordem de O(1) [98]. As novas variaveis sao dadas
por:

E E(N — N @ :

E=2, gp=StTi @ e (3.13)
Ey WR WR

Em termos das variaveis reescaladas, as equagoes para o campo elétrico complexo e a

densidade de portadores sao escritas como:

dE 1 - .

oL iw 14
o 2(1 +ia)nE + Ke'", (3.14a)
d -
d—"; = —9Tn—(1+2Bn)(|EP - 1), (3.14b)

onde os novos parametros B, I' e K introduzidos sao dados por:

h or=_XY4pB k="

B = = .
2FE7 Q(UR (UREO

(3.15)

Do ponto de vista matematico, o sistema de equacoes 3.14 é um campo vetorial tri-
dimensional nao-autéonomo por causa da sua dependéncia explicita do tempo, no lado
direito da equagdo 3.14a. Introduzindo a diferenga de fase 7n(t) = wt — ¢(t), para eli-
minarmos a dependéncia temporal explicita, e escrevendo o campo elétrico complexo em

coordenadas polares E(t) = E(t)e ™" = r(t)e~"®  as equacdes 3.14 podem ser reescritas
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CcOomo:

1
o= i + K cosn, (3.16a)
n = —2'n— (1+2Bn)(r* - 1), (3.16b)
1
N = w-— 0N — Kse:n’ (3.16¢)

com a equacao desacoplada para a fase do campo elétrico

(3.17)

Como a fase ¢ nao aparece em nenhuma das equacoes do sistema 3.16 precisamos
apenas estudar a dindmica no espaco de fases tri-dimensiomal (r,n,7). O espago de fases
do sistema 3.16 ¢ R™ x R x (—7,7]. Essa forma das equagoes em coordenadas polares
para o laser opticamente injetado é bastante usual na literatura.

Alternativamente podemos escrever o sistema de equacoes 3.14 em termos do campo

elétrico complexo £ = I, + ¢F, como

. 1 1

E, = iExn + (w — 50471) E,+ K, (3.18a)
. 1 1

E, = — <w — ian> E, + 5 Eym, (3.18b)
n = —2ln— (1+2Bn)(E2+ E; — 1), (3.18c¢)

ou, equivalentemente, da forma mais compacta

B = K+ (30 +iopn—iw)E, (3.192)

n = —2I'n— (1+2Bn)(|E]*-1). (3.19b)

O espaco de fases do sistema de equacoes 3.19 é R?. Essa forma das equacoes do
laser de semicondutor foi introduzida na referéncia [98|. Do ponto de vista de simulagoes
numéricas é melhor trabalhar com as equacoes 3.19 do que com as equacgoes 3.16. As

equacoes 3.19 sao a base de estudos em nossas analises neste capitulo. Nessas equacgoes
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reescaladas, I/, e I/, sao a parte real e a parte imaginaria do campo elétrico, respectiva-
mente, e n é a densidade de portadores. O parametro « é o reforco da largura de linha.
Os dois parametros de controle sao a intensidade do campo injetado K e a freqiiéncia
de dessintonia w. Note que a corrente de bombeamento J, um parametro importante do
ponto de vista experimental, visto que também pode ser ajustado, estia incorporada ao
parametro K através de Ey e também aos parametros B e I' através de wg, conforme
equacoes 3.9, 3.10 e 3.15. Assim, aumentar K é equivalente a aumentar a intensidade da
luz injetada ou diminuir a corrente de bombeamento. Entretanto nao podemos diminuir
J até o valor de limiar Jy;, porque o campo FEj vai a zero e o parametro K nao estaria
bem definido. Nesse caso, quando J < Jy,, ou quando J é variado, seria melhor usar as
equacgoes em sua forma nao-escalada 3.11. Nas proximas se¢oes investigamos o espago de

parametros das equacoes 3.19 com relacao aos parametros de injecao.

3.3 Diagramas de fase para a regiao cadtica

Nesta secao computamos diagramas de fase para o laser injetado e focamos em uma
regiao cadtica presente nesse sistema. Os diagramas de fase sao computados pela integra-
¢ao direta do sistema de equagoes 3.19 e estimativa numérica dos expoentes de Lyapunov.
Aqui utilizamos os valores de parametros B = 0.0295, I' = 0.0973 e a = 2.6, 0s quais
modelam um laser real [95]. As equagdes 3.19 foram integradas utilizando-se o método de
Runge-Kutta de quarta ordem com um passo fixo h = 0.01.

A figura 3.1(a) mostra o espago de parametros (K,w) que foi investigado na refe-
réncia [95], comparando resultados teoricos e experimentais. As curvas mostradas nessa
figura foram obtidas teoricamente das equagoes 3.19 por um método de continuac¢ao nu-
mérica, enquanto os pontos foram obtidos experimentalmente. Cada curva nessa figura
corresponde a um tipo de bifurcagao, ou seja, um tipo de mudanca qualitativa no com-
portamento das solugoes das equacoes. As cores estao associadas a tipos de bifurcacoes
diferentes, onde sao mostradas bifurcagoes de sela-no (SN), Hopf (H), dobramento de

periodo (PD), toro (T) e sela-né de orbitas periodicas (SL).
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(a) (b)

Figura 3.1: (a) Diagrama de bifurcacao obtido por continuagdo numérica sobreposto com
um mapeamento da estabilidade do laser medido experimentalmente em funcao da inten-
sidade de inje¢ao K e freqiiéncia detuning w. Reproduzido de Wieczorek et al. [95]. (b)
Diagrama de fase computado para a regiao mostrada em (a) utilizando nossa metodologia.

A figura 3.1(b) mostra o diagrama de fase que produzimos com a metodologia que
desenvolvemos nesta tese, para o mesmo intervalo de parametros da figura 3.1(a). Aqui
foi designado um gradiente entre branco-cinza-preto para os expoentes negativos, iden-
tificando as regioes de orbitas periddicas e um gradiente entre preto-amarelo-vermelho
para os expoentes positivos, identificando regioes com oOrbitas cadticas. O branco denota
expoentes mais negativos e o vermelho os expoentes mais positivos, sendo que o preto
refere-se ao expoente zero e é colocado no centro da escala. Uma escala de cores com as
magnitudes dos expoentes esta incluida na figura 3.2.

Comparando as figuras 3.1(a) e 3.1(b) observamos que os resultados que obtivemos
através do calculo dos expoentes de Lyapunov concordam precisamente com os resultados
obtidos pelo método de continuacao numérica. Diversas curvas de bifurcacoes mostradas
na figura 3.1(a) podem ser identificadas no nosso diagrama de fase da figura 3.1(b) em
funcao da codificacao de cores escolhida, em particular pela localizacao do expoente de
valor zero (cor preta). Compare, por exemplo, as curvas de bifurcagoes de Hopf, sela-no,

dobramentos de periodo e toro da figura 3.1(a) com a figura 3.1(b). Entretanto, algumas
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0.35 K 0.97

-0.55 0 0.23

Figura 3.2: (¢) Ampliacao de uma regiao cadtica do laser de semicondutor da regiao de
freqiiéncia de dessintonia positiva, destacada na figura 3.1(b).

curvas mostradas na figura 3.1(a) nao sao mostradas no nosso diagrama da figura 3.1(b).
Isso deve-se essencialmente a dois fatores: (i) curvas de bifurcagoes de objetos instéaveis
e (ii) regides com multiestabilidade. Como o diagrama de fase da figura 3.1(b) é obtido
pela integracao direta do sistema de equacoes diferenciais, somente solucoes estaveis sao
identificadas. Desse modo, as curvas de bifurcacoes referentes as solucoes instaveis, mos-
tradas em linhas mais finas na figura 3.1(a), ndo aparecem no diagrama da figura 3.1(b).
O outro fator refere-se a multiestabilidade visto que, como nossos diagramas sao baseados
em colorizacao de areas e identificamos apenas um atrator para cada ponto do espacgo de
parametros, somente uma das solugoes possiveis é plotada, perdendo-se informacoes em
regioes que eventualmente possam ter mais de um atrator. Isso nao ocorre em relacao a fi-

gura 3.1(a) que é obtida pela computagao de curvas no espago de parametros, sendo entao
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possivel utilizar uma sobreposicao dessas curvas e mostrar os contornos de diferentes tipos
de solucoes nas regioes multiestaveis. Entretanto, uma clara vantagem do nosso diagrama
da figura 3.1(b) é poder observar-se as regioes cadticas, que nao sao identificadas pelos
métodos numéricos da figura 3.1(a). Na figura 3.1(b) observamos quatro regides caoticas,
onde duas estao localizadas para freqiiéncia de dessintonia positiva e duas para freqiiéncia
de dessintonia negativa.

A figura 3.2 apresenta uma ampliagao da regido cadtica em destaque na figura 3.1(b).
A regiao de caos é mostrada em amarelo-vermelho, onde o vermelho denota regioes de
maior magnitude dos expoentes de Lyapunov. Em meio ao caos, em tons de cinza, é
possivel observar diversas regioes de estabilidade periddica. Os ntimeros que aparecem
na figura 3.2 denotam a quantidade de picos (méaximos locais) contidos em um periodo
de oscilacao da intensidade do laser. Por exemplo, a maior regiao periddica que aparece
encaixada na regiao catdtica é uma regiao de estabilidade de periodo 3. De uma maneira
geral, no caso do laser de semicondutor, observamos uma complexidade muito maior em
relacao as regides periddicas encaixadas na fase cadtica do que no caso do laser de COgy
com perdas moduladas, que analisamos no capitulo 2. Na regiao do espaco de parametros
que investigamos para o laser de CO,, todas as regioes de estabilidade em meio ao caos
tinham o mesmo tipo de estrutura auto-similar. J& no caso do laser de semicondutor,
existem diversas regioes de estabilidade com muitas formas diferentes. Um exemplo disto
é apresentado na proxima figura.

A figura 3.3 mostra formas tipicas de regioes de estabilidade periodica que encontramos
encaixadas nas fases caoticas do laser de semicondutor. A figura 3.3(a) é uma magnificacao
da caixa pequena denotada por A na figura 3.2 e mostra o mesmo tipo de estrutura
auto-similar que encontramos no laser de CO5 e discutimos no capitulo 2. As figuras
3.3(b) e 3.3(c) sao magnificacoes das caixas pequenas denotadas por B e C na figura
3.2, respectivamente, e mostram outros tipos de estruturas auto-similares. Varias dessas
estruturas existem na parte inferior da regiao cadtica mostrada na figura 3.2 e apresentam
a mesma forma das estruturas encontradas recentemente por Endler e Gallas [100] em um

sistema dinamico de tempo discreto sem pontos criticos.
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1.157 0.859 ~ 0.8765 ++——r—s
0.626 K 0639 0624 K 0639 05227 K 0.5332

(a) (b) (c)

Figura 3.3: (a)-(c): Ampliac¢oes das caixas pequenas A-C destacadas na figura 3.2 mos-
trando formas tipicas de estruturas de bifurcagoes auto-similares com oscilac¢oes periodicas
estaveis encontradas nas fases cadticas do laser de semicondutor.

Além dessas formas bastante regulares, existem também regioes notavelmente compli-
cadas encaixadas nas fases caoticas do laser de semicondutor. Tais regioes sao formadas
por uma estrutura complicada de dominios de estabilidade interconectados e caracterizam-
se por formas irregulares no espaco de parametros. Em muitas situacoes ocorrem super-
posicoes de partes desses dominios de estabilidade, resultando em porcoes do espaco de
parametros com ocorréncia de multiestabilidade. A figura 3.4 ilustra regioes com formas
bastante irregulares e complicadas no espago de parametros. A figura 3.4(a) é uma am-
pliacdo da caixa maior denotada por D, na figura 3.2, enquanto as figuras 3.4(b), 3.4(c) e
3.4(d) sao ampliagoes das caixas pequenas F, F'e G, mostrando uma grande complexidade
em uma estrutura muito fina do espaco de parametros.

A figura 3.5 ilustra uma situagao tipica que ocorre nas fases caoticas do laser de
semicondutor. Tal situacao é a sobreposicao de determinadas partes de estruturas de
estabilidade, ocorrendo multiestabilidade para determinadas areas de parametros. As
figuras 3.5(a) e 3.5(b) mostram uma mesma por¢ao do espa¢o de parametros, porém
enfatizando dois dominios de estabilidade diferentes que coexistem nessa regiao. As figuras
3.5(a) e 3.5(b) foram produzidas verrendo-se o espago de parametros de uma maneira
conveniente, em direcoes diferentes, e “seguindo-se o atrator”. Dessa maneira, em geral, é
possivel manter-se tanto quanto possivel em um mesmo “plano” de solugoes, de maneira

a evidenciar as diferentes regides quando a multiestabilidade estd presente. De fato, a
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Figura 3.4: Formas complexas de dominios periodicos encaixados no interior da regiao
cadtica do laser de semicondutor. As figuras (a), (b), (c¢) e (d) sdo ampliagoes das caixas
D, E, F e G, respectivamente, destacadas na figura 3.2.

simples analise dos diagramas sugerem onde outras regioes de multiestabilidade poderiam
ser observadas. Note, por exemplo, que bem no canto inferior direito da figura 3.5(a)
(ou da figura 3.5(b)), existe uma regiao fina peridédica que também poderia ser plotada
de maneira continua, resultando em uma sobreposicao as regides que estao plotadas.
Podemos considerar o prolongamento dessa estrutura e encontrar uma regiao onde pelo
menos quatro “planos” de solugoes coexistem. Isso porque, se observarmos com atencao

a figura 3.5(a), existe uma cuspide na regiao de estabilidade em evidéncia, resultando em
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Figura 3.5: Magnificagoes das caixas pequenas denotadas por D e E na Fig. 3.2 ilustrando
regioes de estabilidade que existem no interior das fases cadticas no espaco de parametros
do laser de semicondutor com (a) formas complexas e (b) e (c) multiestabilidade. Note
que (b) e (¢) denotam a mesma regiao do espaco de parametros, porém enfatizando os
diferentes dominios de estabilidade que coexistem nessa regiao.

um cruzamento de planos. Assim, é possivel ter a indicacdo de uma pequena area do
espaco de parametros onde quatro atratores diferentes deveriam existir. Uma situacao
similar, mostrando uma regiao do espaco de parametros onde quatro atratores coexistem,
foi mostrada na referéncia [99].

De um modo geral, encontramos porgoes do espago de parametros estruturadas de
uma maneira bastante complicada, na regiao cadtica investigada do laser de semicondutor.
Por outro lado, também existem porcoes do espaco de parametros que estao estruturadas
de uma maneira bastante regular no interior da regiao cadtica. Esse é o caso da caixa

denotada pela letra [, na figura 3.2, que sera discutido separadamente na proxima secao.

3.4 Acumulacoes dentro da fase cadtica

Nesta secao mostramos a existéncia de acumulagoes de estruturas auto-similares com
adicao de periodo dentro da fase cadtica do laser de semicondutor e previamente nao

conhecidas. A fase caotica do laser é perfurada por seqiiéncias infinitas de cascatas de



Capitulo 3: Laser de semicondutor com injecdo éptica 49

adicao de periodo que convergem para curvas aparentemente simples, as quais denomina-
mos horizonte de acumulacoes. Tais acumulagoes ocorrem recorrentemente no espaco de
parametros em diversos niveis de escala.

A figura 3.6(a) mostra acumulagoes de estruturas auto-similares dentro da fase caotica
no espaco de parametros do laser. Os niimeros indicam a quantidade de picos existentes
em um periodo de oscilacao da intensidade. Podemos observar, por exemplo, diversas
seqiiéncias de estruturas auto-similares interconectadas formando uma rede e convergindo
para uma linha no espago de parametros, fronteira com uma regiao de periodo 4, denotada
por A. As duas linhas pontilhadas passando pelos “corpos” de regides de periodicidade
ilustram seqiiéncias individuais de cascatas de adicao de periodo. Extensoes dos “corpos”
das estruturas auto-similares acumulam em direcao a linha marcada por B, sendo que as
linhas A e B unem-se no vértice denotado por V.

A figura 3.6(b) mostra em destaque uma regiao de periodo 10. Essa regiao também
tem uma forma diferente das estruturas que mostramos no capitulo 2. Essa forma é
aparentemente mais complexa, visto que contém no seu interior trés “curvas” locais de
expoentes mais negativos (as linhas brancas que quase se tocam, no interior da regiao de
periodo 10). Entretanto, como ainda podemos observar nessa figura, ocorre uma “divisao
aparente” dessa estrutura de periodo 10, dando origem a duas outras estruturas bem se-
paradas com a forma tipica de um camarao. Cada estrutura segue uma cascata individual
de adigao de periodo 10 — 14 — 18 — ... acumulando na linha A. A figura 3.6(c) mostra
uma situac¢ao similar ao que ocorre na figura 3.6(b), mas agora para a regiao de periodo
16, que dividi-se dando origem a duas cascatas individuais de adicao de periodo com a
seqiiéncia 16 — 20 — 24 — ... e acumulando também na linha A.

A figura 3.6(d) mostra uma regido, proxima a zona de acumulagao, ilustrando outras
duas seqiiéncias de estruturas periddicas. Essas duas seqiiéncias estao localizadas em
uma regiao entre as duas seqiiéncias que mencionamos anteriormente. Aqui podemos
observar uma compressao das estruturas auto-similares a medida que se aproximam da
regiao para onde estao acumulando. Observamos ainda nessa figura, que considera uma

regiao no espago de parametros mais proxima a zona de acumulacao, um nivel maior de
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Figura 3.6: Acumulagoes de estruturas auto-similares contendo oscilagoes periddicas esté-
veis dentro da regiao cadtica do laser de semicondutor. Os niimeros referem-se ao niimero
de picos da intensidade do laser em um periodo de oscila¢do. (a) Seqiiéncias de estruturas
periddicas convergindo para a linha denotada por A formando um horizonte de acumula-
¢ao. As extensoes das estruturas periddicas convergem em direcao a linha B. As curvas A
e B unem-se no vértice V. (b) Magnificacao da caixa maior de (a) destacando a separacao
da estrutura de periodo 10 em duas cascatas distintas. (c¢) Similar a (b) para a estrutura
de periodo 16. (d) Magnificagdo da caixa menor de (a) mostrando outras seqiiéncias de
estruturas periodicas proximas a regiao de acumulacao.
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Figura 3.7: (a) Magnificagdo da caixa maior da figura 3.6(d) ilustrando uma regiao muito
proxima a zona de acumulacdo. (b), (¢) e (d) Magnificagao das caixas menores da figura
3.6(d) ilustrando duas estruturas auto-similares de cada seqiiéncia. Os pontos coloridos
demarcam o cruzamento dos expoentes mais negativos e as cores referem-se a figura 3.7.

auto-similaridade entre as estruturas periodicas das seqiiéncias que estao acumulando.
Ou, em outras palavras, a auto-similaridade entre as diferentes estruturas periddicas vai
diminuindo nas regidoes mais distantes a zona de acumulagao.

A figura 3.7 mostra uma magnificagdo muito proxima ao horizonte de acumulagao.
Aqui podemos observar que os pontos aproximam-se de uma reta com uma excelente
aproximacao. Todos os pontos contidos na reta denotam aproximadamente o cruzamento
das curvas de expoentes mais negativos, conforme ilustram as ampliagoes 3.7(b), 3.7(c)
e 3.7(d) de duas estruturas auto-similares para cada uma das trés seqiiéncias diferentes
que aparecem denotadas pelos pontos coloridos. E interessante observar que o modelo de
equacoes 3.19 depende de 5 parametros e entao podemos imaginar uma estrutura muito
complicada no espaco de 5 dimensoes. Mas aqui, proximo a regiao de acumulacao, o ali-
nhamento das estruturas reduz-se a uma direcao bem especifica do espago de parametros,
formando uma linha reta.

A tabela 3.1 mostra o periodo da intensidade que computamos para 24 pontos no es-
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paco de parametros para uma das seqiiéncias que estao acumulando, iniciando no periodo
I = 30. Os pontos ilustrados na tabela 3.1 referem-se a seqiiéncia mostrada na figura
3.6(d), destacada em lilas, e cuja continuacdo é magnificada na figura 3.7(a). Realizamos
sucessivas magnificacoes para as estruturas auto-similares dessa seqiiéncia e determina-
mos os pontos (K, w) que estao localizados aproximadamente na regiao do cruzamento dos
locais de expoentes mais negativos, de maneira analoga a situacao ilustrada nas figuras
3.7(b), 3.7(c¢) e 3.7(d). Na tltima coluna da tabela 3.1 mostramos o valor das sucessivas ra-

zoes das distancias entre dois pontos adjacentes pertencentes a seqiiéncia que esta acumu-

lando. A distancia entre os dois pontos é dada por d,, = \/(Kn+1 — K,)? 4+ (wpa1 —wp)?
e a razao entre as distancias é dada por § = d,,/d,,+1. Na tabela 3.1 podemos observar
que a razao entre as distancias sucessivas vai diminuindo a medida que avancamos para os
periodos maiores. A tendéncia é de que no limite de n = 0o essa razao se aproximara cada
vez mais para o valor 1. Isso pode ser confirmado por calculos numeéricos para valores
de periodos maiores neste sistema ou em mapeamentos discretos onde tais acumulagoes
também existem e é muito mais facil computarmos os periodos maiores, do ponto de vista
computacional. E ainda, essa situacao pode ser comparada com estudos realizados em
sistemas de tempo continuo [101] ou discreto [102] onde foi investigado a adigao de periodo
e escalas considerando-se a variacao de um parametro do sistema.

A figura 3.8 ilustra o que ocorre no espaco de fase do laser ao longo das acumulacoes
que mostramos no espaco de parametros. Aqui sao mostrados diagramas de bifurcacoes
ao longo da linha pontilhada superior mostrada na figura 3.6(a), ou seja, cada diagrama
foi obtido pela variacao simultanea dos dois parametros de injecao do laser K e w. Sao
mostrados quatro diagramas, um para cada variavel dinamica E,, I/, n, que aparecem nas
equagoes 3.19, mais a intensidade do laser dada por [ = E? —I—EZ. Nessa figura observamos
que, dependendo da variavel dinamica tomada, ocorrem diferentes niimeros de picos em
um periodo de oscilagao de cada variavel. Isso significa que nao podemos arbitrariamente
rotular cada estrutura periodica pelo niimero de picos contidos em uma oscilacao periddica
de uma série temporal como sendo o seu “periodo”, sem fazer referéncia a qual variavel

estamos nos referindo.
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Tabela 3.1: Numero de maximos relativos contidos em um periodo de oscilagao da inten-
sidade do laser [N,,q.([)] para diversos pontos (K,w) pertencentes a seqiiéncia de acu-

mulagao mostrada na figura 3.7(a). Na direita mostramos as sucessivas razoes § =

dn
dn+l

computadas para essa seqiiéncia, onde d,, é a distancia linear entre dois pontos no espaco

de parametros.

| n [ Noao(D) ] K w B
1 30 0.689433000 | 1.239452500
2 34 ] 0.686662000 | 1.239971700 | 1.458879
3 38 0.684764000 | 1.240335000 | 1.404386
4 42 0.683413900 | 1.240600800 | 1.343350
5 46 0.682409100 | 1.240799800 | 1.312314
6 50 0.681643800 | 1.240953300 | 1.277769
7 54 | 0.681045000 | 1.241074100 | 1.256061
8 58 0.680568500 | 1.241171400 | 1.230490
9 62 0.680181200 | 1.241250200 | 1.219313
10 66 0.679863700 | 1.241315500 | 1.197682
11 70 0.679598600 | 1.241370000 | 1.186689
12 74 ] 0.679375200 | 1.241415900 | 1.179760
13 78 0.679185900 | 1.241455100 | 1.163479
14| 82 0.679023200 | 1.241488800 | 1.156431
15 86 0.678882500 | 1.241517900 | 1.149538
16 90 0.678760100 | 1.241543200 | 1.142265
17 94 0.678652980 | 1.241565520 | 1.134873
18 98 0.678558572 | 1.241585098 | 1.129669
19| 102 | 0.678475030 | 1.241602570 | 1.122829
20| 106 | 0.678400610 | 1.241618050 | 1.119234
21| 110 | 0.678334120 | 1.241631890 | 1.113082
22| 114 | 0.678274380 | 1.241644300 | 1.112665
23| 118 | 0.678220708 | 1.241655544 | 1.104648
24| 122 | 0.678172120 | 1.241665720
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Figura 3.8: Diagramas de bifurca¢oes obtidos ao longo da linha pontilhada superior da
figura 3.6. Os valores de w sao dados por w(K) = —0.112685K + 1.32286, enquanto K
é variado no intervalo [0.678,0.728]. Os diagramas mostram que as seqiiéncias de adicao
de periodo dependem da varidvel do laser. Os niimeros referem-se a quantidade de picos
existentes em uma oscilacao periddica de cada variavel.

A figura 3.8(a) mostra o diagrama de bifurcagoes para a intensidade do laser. Aqui
observamos uma cascata de adicao de periodo através da seqiiéncia 16 — 20 — 24 — .. ..
O diagrama de bifurcagoes representa, de fato, uma situagao particular de variacao dos
parametros ao longo de uma direcao especifica. Assim, estruturas periédicas complica-
das existentes no espaco de parametros estao representadas neles através das conhecidas
janelas periodicas. Encontramos tipicamente o seguinte resultado em relacao as acumula-
¢oes das janelas periddicas nos diagramas de bifurcacoes ao longo da direcao que contém
uma seqiiéncia de estruturas auto-similares acumulando em uma determinada regiao de
periodicidade menor: o incremento observado na seqiiéncia de adicao de periodo das ja-
nelas periddicas tem o mesmo valor do periodo da regiao periddica para a qual a cascata

esta acumulando. Isso é verificado observando-se a figura 3.8. No caso da figura 3.8(a)
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Figura 3.9: Detalhe de varias seqiiéncias de estruturas periodicas acumulando em um ho-
rizonte de acumulacao. Os pontos A,...,G marcam a localizacao de 7 seqiiéncias distintas.

observa-se uma seqiiéncia especifica de janelas periddicas, que representam o numero de
picos da intensidade do laser contidos em um periodo da oscilacao, incrementando com o
valor 4 e “acumulando” em uma janela de periodo 4. Esse é o caso também para as demais
variaveis. Para a componente £, do campo elétrico o namero de picos contidos em cada
oscilacao periddica é o mesmo da intensidade, para a regiao de parametros que investiga-
mos. Para a componente F, observamos uma seqiiéncia de janelas que adicionam 5 picos
em cada oscilacao acumulando para uma regiao de periodo 5, enquanto para a populacao
n observamos uma seqiiéncia que adicionam 3 picos em cada oscilacao acumulando para
uma regiao de periodo 3.

A figura 3.9 ilustra em maiores detalhes a regiao que denominamos horizonte de acumu-
lagoes. Aqui podemos observar melhor a organizagao regular de estruturas auto-similares
que estao acumulando em uma fronteira do espaco do parametro. De um lado da fronteira

temos uma regiao peridodica, enquanto do outro lado temos a regiao cadtica. O periodo
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da solucao da grande regiao periddica, que aparece no canto superior esquerdo da figura
3.9 depende da variavel que estamos analisando, assim como o periodo de cada estrutura
periddica, conforme vimos na figura 3.8. Na figura 3.9 é possivel reconhecer diversas
seqiiéncias de regioes de periodicidade que estao acumulando em direcao ao horizonte de
acumulagoes. Ao longo da fronteira, destacamos os pontos A-G que referem-se a sete
seqiiéncias distintas de estruturas periodicas acumulando. Muitas dessas seqiiéncias de
estruturas aparecem interconectadas por regioes finas de parametros formando uma rede.
Cada seqiiéncia refere-se a uma rota especifica de adicao de periodo.

As acumulagoes de estruturas periodicas no espaco de dois parametros, seguindo rotas
de adicao de periodo encaixadas nas fases cadticas, ocorrem também em muitos outros
modelos de equagoes diferenciais. No apéndice A, baseado na referéncia [103], mostramos
acumulacoes similares as que analisamos aqui para outros modelos de equacoes diferen-
ciais. E ainda, outros tipos de seqiiéncias de regioes periodicas e acumulacoes, seguindo
rotas de adicao de periodo em dire¢oes especificas do espago de parametros, podem existir
em equacoes diferenciais. Um exemplo dessa situagao é mostrada na proxima segao, para

o modelo do laser de semicondutor que estamos considerando neste capitulo.

3.5 Outras acumulacoes em lasers com injecao 6ptica

Nesta secao mostramos outros tipos de acumulacoes de estruturas periddicas que ocor-
rem no espaco de parametros do laser de semicondutor. Um outro tipo de acumulacao
de orbitas periddicas que ocorre no modelo descrito pelas equagoes 3.19 foi reportado por
Krauskopf e Wieczorek [104]. Eles estudaram o sistema de equagoes 3.19 com B = 0.015
e I' = 0.035, e variaram o parametro « de zero, que é o caso dos lasers de CO4 e de
estado solido, para valores maiores do que 1, que é o caso dos lasers de semicondutores.
Com isso eles identificaram que para o = 0, existem regioes no espaco de parametros,
associadas a Orbitas periodicas, que acumulam na vizinhanga de uma regiao onde ocorrem
simultaneamente uma bifurcacao sela-né e uma bifurcacao de Hopf. As sucessivas regioes

acumulando levam a uma rota especifica de adi¢ao de periodo.
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Figura 3.10: (a)-(c) Desaparecimento das regioes acumulando no espaco (K ,w) conforme
aumenta-se o parametro o, reproduzido de Krauskopf e Wieczorek [104]. (d)-(f) Diagra-
mas de fase computados pela metodologia que desenvolvemos nesta tese para as mesmas
regioes mostradas em (a)-(c) computadas por continuagdo numérica.

As figuras 3.10(a)-3.10(c) sao reproduzidas do trabalho de Krauskopf e Wieczorek [104]
e ilustram os principais resultados obtidos por eles. A figura 3.10(a) mostra as sucessivas
regioes onde existem orbitas periodicas, denotadas por SL™, acumulando na vizinhanca
do ponto de codimensao dois GGy, onde as curvas de bifurcacao de Hopf e bifurcacao
sela-no se interceptam. Quando « assume valores maiores do que zero, as regioes que
acumulavam no espaco de parametros desaparecem, conforme ¢é ilustrado pelas figuras
3.10(b) e 3.10(c). Essa situacao levou os autores referidos acima a argumentarem que
esse fato explicava porque rotas de adicao de periodo nunca haviam sido encontradas em
lasers de semicondutores. Entretanto, rotas de adicao de periodo existem em lasers de

semicondutores dentro da regiao cadtica, conforme ja mostramos na secao anterior.



Capitulo 3: Laser de semicondutor com injecdo éptica 58

As figuras3.10(d)-3.10(f) mostram os diagramas de fase que computamos para as mes-
mas regioes consideradas nas figuras 3.10(a)-3.10(c¢). Nem todas regides que estao acumu-
lando e aparecem na figura 3.10(a) sao reproduzidas no diagrama da figura 3.10(d). Isso
ocorre devido a multiestabilidade existente nessa regiao, visto que as solucoes que estao
acumulando coexistem com uma solucao que é a continuacao da solucao do laser operando
livremente (conhecida como running phase solution). As acumulagbes mostradas na fi-
gura 3.10(a) ou 3.10(d) sao bem diferentes das acumulagoes que descrevemos na se¢ao
3.4. As acumulagoes da figura 3.10(d) envolvem uma bifurcagao sela-no-Hopf, enquanto
as acumulac¢oes mostradas na se¢ao 3.4 nao estao conectadas a essa bifurcacao. As acu-
mulagoes da figura 3.10(d) ocorrem em dire¢ao a uma regiao de travamento (ponto fixo),
enquanto as acumulacoes mostradas na secao 3.4 ocorrem em direcao a uma regiao de
um ciclo limite. Além disto, as acumulacoes que descrevemos na secao 3.4 envolvem uma
alternancia de soluges caoticas e periodicas, enquanto as acumulages da figura 3.10(d)
nao.

O principal resultado desta se¢do é mostrado na figura 3.11. A figura 3.11(a) foi
reproduzida da referéncia [104| e mostra em maiores detalhes as acumulagdes proximas
ao local onde elas estao acumulando, ou seja, na vizinhanca do ponto de codimensao dois
(G,. Essa é uma regiao de bastante complexidade no espaco de parametros, com muitos
detalhes e curvas de bifurcacoes. Essa sistuacao pode ser melhor observada pelo diagrama
que computamos pela metodologia que desenvolvemos. A figura 3.11(b) é um diagrama
de fase que computamos para a mesma regiao mostrada na figura 3.11(a). Aqui podemos
observar as regies caoticas (em amarelo) que nao sao mostradas na figura 3.11(a), além de
muitos outros detalhes em maior resolugao. A figura 3.11(c) é uma magnificagao da regiao
em destaque na figura 3.11(b) e apresenta regularidades que existem em uma estrutura
muito fina do espaco de parametros.

Assim, no interior das regides que estao acumulando descritas na referéncia [104],
existem outras acumulacoes formadas por regioes de travamento de freqiiéncia em meio
a regioes de quasiperiodicidade e caos, que também existem nessa regiao. As regioes pe-

riodicas seguem uma rota de adicao de periodo em uma direcao especifica do espaco de
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parametros. Aqui podemos observar que o incremento do periodo das estruturas periodi-
cas que estao acumulando é o mesmo valor do periodo da regiao para a qual elas estao
acumulando. Ou seja, esse resultado é analogo ao resultado que obtivemos na secao 3.4
quando investigamos as acumulagoes de estruturas periodicas dentro da regiao caodtica.

A figura 3.11(d) mostra em grande detalhe as regides de travamento, na forma de lin-

25 0.9

0.675

Figura 3.11: (a) Detalhe das regides SL™ acumulando proximo ao ponto G, reproduzido
de Krauskopf e Wieczorek [104]. (b) Diagrama de fase para a regiao considerada em
(a). (c¢) Ampliagao da caixa em destaque em (b), mostrando uma estrutura de linguas de
periodicidades encaixadas em uma regido com quasiperiodicidade (regiao mais escura) e
caos (amarelo). As linguas seguem uma seqiiéncia de adigao de periodo ao longo da dire¢ao
que contém os pontos A-F, indicando uma acumulacao dessas estruturas. (d) Amplia¢ao
da caixa destacad em (c), mostrando em maiores detalhes as linguas de periodicidade.
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Figura 3.12: Esquerda: Séries temporais para a intensidade do laser para as regioes marca-
das por pontos no diagrama de fase da figura 3.11(c), correspondendo a uma seqiiéncia de
estruturas periodicas acumulando. O valor de 7' (ndo mostrado) é diferente para cada sé-
rie. Direita: Mapas de retorno da intensidade do laser, para cada respectiva série temporal
mostrada a esquerda, ilustrando a cascata de adicao de periodo 11 — 13 — 15 — .. ..

guas, que tipicamente encontramos em sistemas exibindo competicao de duas freqiiéncias,
como por exemplo o mapa do circulo [4]. As descontinuidades nas cores que aparecem
no quadrante inferior direito, nessa figura, sao devido a multiestabilidade existente nessa
regiao.

A figura 3.12 ilustra no espago de fase as regularidades que encontramos dentro das
regioes SL™. Aqui sao mostradas as séries temporais para valores de parametros de injecao
ao longo de uma seqiiéncia de regioes periddicas que estao marcadas pelos pontos na figura
3.11(c). Sao mostrados trés periodos de oscilagao para cada série temporal. Os niimeros
indicam o niimero de picos contidos em um periodo de oscilacao da intensidade do laser.
As regularidades sao evidenciadas também pelos mapas de retorno computados para as
séries temporais da intensidade do laser, os quais estao mostrados ao lado das respectivas

séries, na coluna do lado direito da figura 3.12.



Capitulo 4

Circuito eletronico simétrico

Este capitulo € baseado na referéncia [105]. Aqui investigamos o modelo de um cir-
cuito eletronico cujas equacoes possuem uma simetria com relacao a origem. Mostramos
que existem, encaizadas na regiao cadtica, infinitas espirais formadas por estruturas auto-
stmilares exibindo alternadamente dois tipos de oscilacoes periddicas, simétricas e assi-
métricas, refletindo as propriedades de simetria exristentes no sistema. As espirais estao
hierarquicamente organizadas e ao longo delas o periodo de oscilacao aumenta continu-
amente sem limites. O niumero de mdximos locais contidos em um periodo de oscila¢ao
varia de uma forma bastante regular ao longo das espirais, e dependem da varidvel do
sistema que estamos considerando. Diagramas de bifurcagoes cortando as espirais em
direcoes especificas no espaco de pardmetros levam as conhecidas cascatas de adi¢cao de
periodo com alterndncia de janelas caoticas e periodicas. Mostramos também a existén-
cia de estruturas auto-similares de bifurcag¢oes no espacgo de dois parametros onde a orbita
principal desestabiliza-se via uma bifurcacao de quebra de simetria e identificamos seqiién-

ctas de adicao de periodo que existem encaizadas em sua estrutura interna.

4.1 O modelo

O modelo que investigamos aqui é de um circuito eletronico e foi introduzido por

Nishio et al. [106]. Esse circuito praticamente nao foi explorado na literatura. A figura
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Figura 4.1: Diagrama esquematico do circuito eletronico simétrico, onde L; e Lo sao
indutores, C' um capacitor, —r uma resisténcia linear negativa e v; é a queda de tensao
no elemento nao-linear constituido por dois diodos.

/

4.1 mostra um diagrama esquematico desse circuito que consiste de dois indutores, um
capacitor, uma resisténcia linear negativa e uma resisténcia nao-linear consistindo de dois
diodos. A resisténcia linear negativa é feita usando-se a regiao linear do conversor de
impedancia negativa feito por um amplificador operacional. As correntes 7; e i5 € a queda
de tensao v no capacitor C' representados na figura 4.1 sao as variaveis dinamicas do
sistema.

A dindmica interessante que esse circuito apresenta é devido a nao-linearidade da
resisténcia constituida pelos dois diodos. FEssa resisténcia nao-linear possui uma curva
caracteristica I — V' que é bem aproximada por uma func¢ao linear por partes consistindo

de trés segmentos

vd(ig):%<’i2+r—‘;‘ . ‘z@—r—‘; ) (4.1)

onde ry denota a resisténcia do diodo quando ele esta desligado. A figura 4.2 mostra a
forma da curva caracteristica I —V dada pela funcao 4.1 que relaciona a queda de tensao
nos diodos em fungao da corrente iy que passa por eles. Quando iy > V/ry (ou iy < V/ry)
temos que vg(ip) ¢ uma fun¢ao constante igual a V' (ou —V'). Quando |is| < V/r, temos
que vg(is) = T4iz, Ou seja, é uma reta cuja inclina¢ao é dada pelo valor da resisténcia r,.

As variagoes temporais das correntes i1, i3 e da queda de tensao v no circuito mostrado

na figura 4.1 sao descritas pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais autoénomo:
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Vy(iz)

Figura 4.2: Curva cararacteristica I — V' para o elemento nao-linear do circuito eletronico

mostrado na figura 4.1.

di
L1£ = 'U+’l“’i1,
di
Lgﬁ = v —vy(iz),
dv . .
CE = —11 — 19.

Fazendo-se a mudanca de variaveis tal que

C , vare

1 = L—1V:B, 19 = T Vy, v="Vz,
. C—a Ll—ﬁ 7ﬂ\/LlC_
Vi, =% oo ML T
o sistema 4.2 é normalizado para:
T = ax+ z,
y = <= f(y>7
z = —x-— /Byv

(4.2a)
(4.2b)
(4.2¢)
=V LlcT,
. d (4.3)
o= d_’T’
(4.4a)
(4.4D)

(4.4c)
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onde,

f(y)=%<)y+%‘—)y—%)>- (4.5)

A funcao dada por 4.5 representa a nao-linearidade do sistema. Assim, o sistema de
equacoes 4.4 compoe um sistema de equacgoes diferenciais de terceira ordem, auténomo,
linear por partes. Na proxima secao investigamos uma porcao da regiao cadtica do espaco

de parametros (a, 3) desse sistema.

4.2 Espirais e hierarquia

Nesta secao descrevemos uma porcao do espaco de parametros do sistema de equacoes
4.4. O sistema de equagoes 4.4 foi integrado numericamente com o método de Runge-
Kutta de quarta ordem com passo fixo h = 0.005. Em algumas situagoes, que serao
mencionadas, utilizamos A = 0.001. Os parametros « e 3 foram variados nas simulacoes
numeéricas e o parametro v foi mantido fixo. Aqui utilizamos v = 470, ou seja, um valor
que foi utilizado na referéncia |106|. Os expoentes de Lyapunov foram computados e
codificados em cores da maneira usual que descrevemos na secao 1.3.

A figura 4.3(a) mostra o diagrama de fase baseado no espectro de expoentes de Lya-
punov. No espaco de parametros desse sistema, encontramos uma organiza¢ao muito
regular formada por infinitas espirais auto-similares, contendo oscilacoes periddicas esta-
veis, aninhadas e encaixadas na fase cadtica. Cada espiral é formada por uma conexao de
estruturas de bifurcacoes auto-similares do tipo camarao que convergem para o foco da
espiral. O foco da espiral foi estimado numericamente e o valor aproximado que obtivemos
foi:

F = (ay, By) = (0.4612..., 3.7191...). (4.6)

Assim como as espirais aparecem recorrentemente, em diversos niveis de escalas, possi-
velmente preenchendo densamente o espaco de parametros, as estruturas auto-similares
contidas em cada espiral também aparecem recorrentemente ao longo das espirais, a me-

dida que nos aproximamos do foco F.
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Figura 4.3: (a) Diagrama de fase mostrando uma organizacao regular de regides de estabi-
lidade em forma de espirais auto-similares (regides mais escuras) encaixada na fase cadtica
(amarelo-vermelho). (b) Diagrama esqueméatico destacando quatro espirais, A (azul), B
(vermelho-claro), C' (magenta) e D (verde) e quatro pontos marcados em cada uma. Os
pontos [ e I1 sao discutidos na secao 4.3.
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A figura 4.3(b) mostra esquematicamente quatro espirais distintas, destacadas por co-
res diferentes e pelas letras A, B, C' e D. Denotamos pelos nomes Ay, ..., Ay, By,..., By,
Ci,...,Cy e Dq,...,Dy as quatro maiores estruturas auto-similares em cada uma das
quatro espirais. Os pontos denotam o cruzamento dos locais de expoentes mais negati-
vos e foram obtidos de uma maneira aproximada através de ampliacoes de cada uma das
estruturas auto-similares destacadas. Tais pontos localizam-se ao longo de uma direcao
especifica no espaco de parametros que é bem aproximada por um arco parabélico, re-
presentado pela curva preta pontilhada na figura 4.3(b). Fazendo o ajuste dos pontos
A;, B;, C;, D; para i = 1,2,3,4, junto com o foco F, de tal modo que passe pelo foco,

encontramos uma expressao aproximada para essa direcao de alinhamento:
B = 124.5875 a* — 143.7802 a + 43.5301 . (4.7)
A figura 4.3(b) contém outras duas diregoes distintas:

Linha h: 8 = —1.7604a + 4.5310, (4.8)

Linha g: 3 = 13.3912a — 2.4569. (4.9)

A linha h denota a localizagdo de uma linha homoclinica [16]. Computamos essa linha
de uma maneira aproximada, através da andlise dos mapas de retorno para uma seqiién-
cia de pontos na vizinhanca dessa regiao. A figura 4.4 ilustra os mapas de retorno da
série temporal z(t) para trés pontos no espago de parametros, localizados abaixo, sobre
e acima da linha h. Consideramos que um ponto faz parte da linha A quando o mapa
de retorno “toca” o ponto (x;,z441) = (0,0), conforme ilustra a figura 4.4(b). Assim,
identificamos alguns pontos que pertencem a essa linha e, ao realizarmos o ajuste desses
pontos, encontramos que essa direcao é bem aproximada por uma reta, cuja equacao é
dada pela expressao 4.8. Ao investigarmos a evolucao desses pontos, utilizando sempre o
mesmo critério, indo em direcao ao centro da espiral, determinamos a localizacao do foco
F. Observamos que para pontos abaixo da linha h a curva formada pelos retornos dos

maximos da série temporal () tem uma aparéncia suave, conforme ilustra a figura 4.4(a),
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Figura 4.4: Mapas de retorno para a série temporal x(t), para trés valores de 3, com
a = 0.48 fixado, ilustrando regides abaixo (a), sobre (b) e acima (c¢) da linha h mostrada
na figura 4.3(b). A seta em destaque em (b) ilustra o mapa de retorno “tocando” o ponto
(0,0).

enquanto para pontos localizados acima da linha h os mapas de retornos tém uma forma
mais complicada, conforme ilustra a figura 4.4(¢). A linha g marca uma linha genérica do
lado esquerdo do arco parabolico. Para qualquer linha g desse lado do arco encontramos
a seqiiéncia de bifurcagbes mais simples possivel quando nos movemos para o (do) ponto
focal F.

Uma caracteristica importante, que esta refletida na estrutura de bifurcacoes e orga-
nizagao das espirais, é a propriedade de simetria que o sistema de equacoes 4.4 possui. O

sistema de equacoes 4.4 é invariante sobre a transformacao

(2,y,2) = (-2, —y, —2). (4.10)

Isso implica que se (z,y, z) ¢ uma solugao do sistema de equagdes 4.4, entao (—z, —y, —z)
também é uma solugao. Uma solugao que é invariante sobre a transformacgao 4.10 é
uma solucao simétrica enquanto que uma solucao que nao é invariante é uma solucao
assimétrica. E comum também chamarmos as 6rbitas simétricas do tipo que referimos
aqui de auto-simétricas, visto que, se aplicamos a transformacao 4.10 para um ponto da
orbita, recaimos na mesma orbita.

A figura 4.5 mostra oscilacoes periddicas que o sistema exibe para as quatro estruturas
auto-similares destacadas em cada espiral na figura 4.3. Aqui é possivel observar os dois

tipos de oscilagoes periddicas diferentes que existem na organizacao das espirais, simétricas
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Figura 4.5: Projecoes das orbitas no plano xz para os quatro pontos marcados na figura
4.3 em cada uma das quatro espirais A-D. As espirais A e C correspondem a oOrbitas
simétricas e as espirais B e D correspondem a orbitas assimétricas. As Orbitas iniciadas
da condi¢ao inicial (z,y, z) = (1,0, 0) estdo em vermelho e as 6rbitas iniciadas da condi¢ao
inicial (—1,0,0) estdo em azul.

e assimétricas. Os valores de parametros referentes as espirais A e C' levam o sistema a
exibir oscilagoes simétricas, de forma que aplicando a transformacao 4.10 para uma 6rbita
desse tipo recaimos na mesma Orbita, conforme ilustram os painéis Ay,..., Ay e Cy,...,Cy
na figura 4.5. J& os parametros associados com as espirais B e D levam o sistema a
exibir oscilagoes assimétricas. Nesse caso, aplicando a tranformacao 4.10 para uma das
orbitas assimétricas, obtemos uma orbita-espelho, ou seja, uma outra orbita assimétrica
que esta simetricamente localizada em relacao a origem. As duas orbitas assimétricas
sempre coexistem e sao selecionadas pela condicao inicial. As 6rbitas assimétricas estao
ilustradas nos painéis By, ..., By e Dy, ..., Dy na figura 4.5, e sao difererenciadas por cores
diferentes. As orbitas iniciadas da condigao inicial (z,y, z) = (1,0,0) estdo em vermelho

e as Orbitas iniciadas da condigao inicial (—1,0,0) estao em azul.
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Figura 4.6: (a) Diagrama de bifurcacoes obtido ao longo da parabola que corta todas as
espirais na figura 4.3 (b). Os labels A-D referem-se a essa figura.

Para compreendermos a estrutura e organizacao das oOrbitas periddicas ao longo das
espirais, que estao encaixadas na regiao cadtica, computamos um diagrama de bifurcacoes
ao longo da parabola pontilhada mostrada na figura 4.3. Essa parabola corta as espirais
passando pelo foco, o qual foi estimado numericamente. O diagrama de bifurcacoes é
mostrado na figura 4.6, sendo que os pontos destacados nele referem-se as figuras 4.3 e
4.5. Nesse diagrama observamos que cortes como esse no espaco de parametros conduzem
as familiares cascatas de adicao de periodo com alternancia de janelas periodicas e cadticas
[107].

A tabela 4.1 ajuda a compreendermos melhor a organizacao das oOrbitas periddicas
nas espirais da figura 4.3 e, conseqiientemente, das janelas periddicas no diagrama de
bifurcacoes da figura 4.6. A tabela 4.1 mostra os valores de parametros « e (3 escolhidos,
o valor do periodo da oscilacao T" e o niimero de maximos locais existentes em um periodo
de oscilagao para cada variavel (z,y,z) do sistema para os 16 valores de parametros
destacados pelas letras Ay, As,..., Dy na figura 4.3 e figura 4.6. O periodo T é o tempo
minimo gasto para dar uma oscilacao periddica completa e varia continuamente ao longo
das espirais. O periodo T" vai aumentando cada vez mais ao longo das espirais, a medida
que avancamos em direcao ao foco. Inspecionando a tabela 4.1 é possivel observar que

existe uma grande regularidade em relagao ao nimero de maximos locais contidos em uma
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Tabela 4.1: Naumero de maximos locais e periodo da oscilagao (T') relativos as séries tem-
porais para cada variavel (z,y, z) das equagoes 4.4, para os 16 pontos (a, ) em destaque
nas espirais da figura 4.3(b).

L [ o | B Jalyl=] T |
Ay | 0.52800 | 2.32100 | 3 | 3 | 3 | 15.965
Ay | 0.40550 | 5.75000 | 3 | 5| 5| 21.030
As | 0.47860 | 3.27290 | 5 | 5 | 5 | 28.355
Ay | 045082 | 4.02240 | 5 | 7 | 7| 34.450
By ] 0.49530 | 2.90520 | 2 | 2 | 2| 11.040
By | 0.43780 | 4.44300 | 2 | 3| 3| 13.920
Bs | 0.46998 | 3.48562 | 3 | 3| 3 | 17.360
By | 0.45644 | 3.85528 | 3 | 4 | 4| 20.490
Cy | 0.51390 | 2.55300 | 5 | 5 | 5| 28.000
Cy | 0.42130 | 5.06010 | 5 | 7| 7 | 34.020
Cs | 0.47469 | 3.36707 | 7 | 7| 7| 40.805
Cy | 045350 | 3.94198 | 71 9| 9| 47.125
D, | 0.48787 | 3.06250 | 3 | 3 | 3| 17.195
Dy | 0.44410 | 4.23406 | 3 | 4 | 4| 20.305
Ds | 0.46797 | 3.53768 | 4 | 4 | 4 | 23.615
D, | 0.45763 | 3.82081 | 4 | 5 | 5 | 26.805

oscilacao periddica, a medida que se avanga ao longo das espirais. O nimero de méaximos
incrementa de uma maneira regular e especifica para cada tipo de espiral em relacao
ao tipo de oOrbita associada. Pela inspecao da tabela 4.1 podemos observar que para as
espirais do tipo A e C, ou seja, as espirais contendo orbitas auto-simétricas, o incremento
¢ de 2 maximos. Também podemos observar que as variaveis x, y e z incrementam de uma
maneira diferente. Isto é, elas nao incrementam todas na mesma posicao do espaco de
parametros. Ja as espirais do tipo B e D, ou seja, as espirais contendo 6rbitas que nao sao
auto-simétricas, o incremento é de 1 maximo ao longo das espirais. Aqui temos a mesma
situacao das outras espirais, ou seja, as variaveis nao sofrem todas elas o incremento ao
mesmo tempo.

As espirais A e B contém as regioes periddicas de periodos menores e chamamos de
espirais primdrias. Da tabela 4.1 podemos observar mais claramente que o corte pas-

sando por todas as espirais, representado pela pardbola pontilhada da figura 4.1, contém
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(c) (d)

Figura 4.7: Bacias de atragao para a se¢ao z = 0 referente aos pontos B;-B,; mostrados
na figura 4.3(b) e 4.5. As cores amarelo e azul denotam as condi¢oes iniciais que levam
o sistema a exibir conduta periodica enquanto que as cores preto e branco marcam as
bacias de +00. A bacia By foi computada com h = 0.001.

seqiiéncias de adicao de periodo referentes a organizacao das espirais no espaco de para-
metros. Por exemplo, seguindo-se a pardbola pontilhada da figura 4.3, a partir da regiao
de periodo menor da espiral A, podemos identificar a seguinte seqiiéncia, olhando para
os valores da tabela 4.1 A; =3 — A3 =5 — .... Os préoximos valores, que nao estao
representados na tabela 4.1 seriam: A5 = 7 — A; = 9 — Ay = 11 — ..., ou seja,

uma seqiiéncia de adicao de periodo com incremento de 2 méaximos. Em cortes de um
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parametros, essa seqiiéncia aparece como as janelas peridédicas mostradas no diagrama
de bifurcagoes 4.6. Chamamos essa seqiiéncia de seqiiéncia primdria para as espirais que
contém as oOrbitas simétricas. Da mesma maneira, para a espiral B temos a seqiiéncia
By =2— B3=3— Bs;=4— B; =5 — ... (note que apenas os dois primeiros pontos
aparecem na tabela 4.1). Nesse caso temos uma seqiiéncia primdria para as espirais que
contém oOrbitas assimétricas. No caso das Orbitas assimétricas os incrementos sao de 1
maximo.

No paragrafo anterior discutimos algumas seqiiéncias de orbitas periddicas que apa-
recem na organizacao das espirais. Voltando ao diagrama de bifurcacoes da figura 4.6, é
possivel observar que, na regiao de parametros onde esté o foco da espiral, o diagrama toca
a linha pontilhada que passa pelo zero. No presente caso a origem ¢ um dos pontos fixos
desse sistema e o foco da espiral esta relacionado com a presenca de 6rbitas homoclinicas e
o cenario conhecido como caos de Shilnikov [16, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 114, 115|. Ou
seja, seqiiéncias de oOrbitas periddicas estao associadas as orbitas homoclinicas presentes
no sistema de equacoes. Pelo fato desse sistema possuir simetria, esperamos encontrar trés
Orbitas homoclinicas [116] no centro da espiral associadas as espirais A e B, por exemplo.
Isso significa que os dois tipos de espirais, com oOrbitas simétricas e assimétricas, “unem-
se” no foco contendo trés orbitas homoclinicas, as quais sao referentes as duas orbitas
assimétricas e uma oOrbita simétrica presentes nos dois tipos de espirais.

Uma outra situacao que analisamos diz respeito as bacias de atracao das orbitas pe-
riddicas visto que, em funcao da simetria do sistema, existe coexisténcia de solucoes ao
longo das espirais no espaco de parametros. A espiral B correspondende a uma regiao
onde existe a coexisténcia de duas 6rbitas assimétricas. A figura 4.7 mostra quatro bacias
de atragao referente aos pontos By, Bs, Bs e By na figura 4.5 (b) computadas para a se¢ao
z = 0. Aqui encontramos que, a medida que avancamos ao longo das espirais, as bacias
de atragao vao ficando com uma estrutura cada vez mais fina. Isto significa que fica cada
vez mais dificil de selecionar-se uma das duas Orbitas que coexistem, precisando-se cada
vez mais de uma precisao maior na escolha das condigoes iniciais. Da mesma maneira

precisamos refinar o passo de integracao, a medida que avancamos ao longo das espirais.
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A bacia By na figura 4.7 foi obtida utilizando-se um passo de integracao h = 0.001. Note
que os valores de parametros também vao ficando com uma estrutura cada vez mais fina,
precisando-se também uma precisao cada vez maior na escolha dos parametros a medida

que avancamos ao longo das espirais.

4.3 Camarao com quebra de simetria

Um ponto importante é como a simetria do sistema esta refletida nas bifurcagoes no
interior das estruturas auto-similares do tipo camarao. A figura 4.8 mostra as érbitas pe-
riddicas para os dois pontos do espaco de parametros denotados por I e I na figura 4.3.
Os pontos [ e I estao localizados no interior das estruturas de bifurca¢oes auto-similares
do tipo camarao em uma regiao que sempre foi referida como regiao de dobramento de pe-
riodo. Entretanto, como podemos observar na figura 4.6, a 6rbita representada pelo ponto
I sofre uma bifurcacao de quebra de simetria em relagao a orbita principal relacionada
com a espiral A. Assim, a orbita simétrica A; da figura 4.5 mantém-se estavel até cruzar
uma bifurcacao de quebra de simetria, dando origem a um par de 6rbitas assimétricas,
mostradas na figura 4.8. O ponto /[ na figura 4.8 ilustra a outra situacao existente, onde

a Orbita principal (ilustrada por Bi, na figura 4.3) perdeu sua estabilidade via duplicagao

Figura 4.8: Projecoes das oOrbitas no plano xz para os pontos I e I localizados na
figura 4.3 (b) representando as bifurcagoes associadas com cada espiral. I representa uma
bifurcacao de quebra de simetria enquanto que I representa um dobramento de periodo.
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de periodo. Essa nova situacao esta totalmente relacionada com as propriedades de si-
metria do sistema, visto que nao seria possivel uma 6rbita como a descrita em I duplicar
o periodo como ocorre em I e ainda satisfazer as propriedades de simetria do sistema.
De fato, em sistemas simétricos a orbita precisa primeiro quebrar a simetria para poder
sofrer duplicacao de periodo [117].

A figura 4.9(a) ilustra em detalhe a estrutura auto-similar de periodo 3 com quebra
de simetria. Note a forma caracteristica e estrutura similar ao mapa quaartico [32]. Na
figura 4.9(b) mostramos as principais curvas de bifurcacoes dessa estrutura computadas
com o programa AUTO [44]|. As curvas vermelhas referem-se a bifurcagoes sela-no, com
multiplicador de Floquet +1, enquanto que as curvas azuis sao bifurcacoes de quebra
de simetria, também com multiplicador de Floquet +1. As curvas em azul sao curvas
de bifurcacoes onde ocorrem dobramentos de periodo e tém multiplicador de Floquet
—1. A figura 4.9(c) mostra uma acumulagdo de estruturas periodicas, no interior de
uma estrutura de bifurcacoes auto-similar. Nessa acumulacao observamos novamente
uma alternancia de estruturas de estabilidade no espaco de parametros contendo 6rbitas
periddicas estaveis simétricas e assimétricas. Os pontos em verde referem-se a estruturas
periddicas sem quebra de simetria enquanto que os pontos rosas referem-se a estruturas
com quebra de simetria. Na figura 4.9(d) mostramos uma magnifica¢ao mais proxima a
regiao de acumulacgao, denotando um horizonte de acumulagao, conforme descrevemos no
capitulo 3.

E interessante observar a organizacao das regides periddicas que estdo encaixadas den-
tro da estrutura auto-similar. No caso destacado nas figuras 4.9(c) e 4.9(d) identificamos
apenas uma seqiiéncia que também podemos chamar de uma seqiéncia primdria de estru-
turas auto-similares. O menor periodo existente no interior da estrutura auto-similar é o
periodo 9, ou seja, trés vezes maior que o periodo principal. A regiao de periodo 9 contém
Orbitas simétricas. Assim é possivel identificar a seguinte seqiiéncia de adicao de periodo
de estruturas auto-similares contendo oOrbitas simétricas na regiao de peiodo principal:
9 — 15 — 21 — 27 — ...3. Analogamente é possivel identificar uma seqiiéncia com

adicao de periodo de estruturas auto-similares contendo 6rbitas assimétricas na regiao de



Capitulo 4: Circuito eletrénico simétrico 75

periodo principal: 6 — 9 — 12 — 15 — ...3. Ambas as seqiiéncias estao acumulando
para uma regiao de periodo 3, que nasce via uma bifurcacao sela-no, e que compoes o pe-
riodo principal da estrutura auto-similar. Existem infinitamente muitas outras seqiiéncias

de acumulagoes de estruturas periddicas em escalas mais finas do espaco de parametros.

0.6
a 1
. ' + 047
2.15 B 2,57 2.15 B 2,57
(a) (b)
0.556 0.5535

0.539 1 05505 =
2435 B 248 246 B 2475

(c) (d)

Figura 4.9: Detalhe de uma estrutura auto-similar com quebra de simetria. (a) Diagrama
baseado no espectro de expoentes de Lyapunov. (b) Curvas de bifurcagoes computadas
com o programa AUTO. SN refere-se a bifurcacoes sela-nd, SB quebra de simetria e
PD duplicagao de periodo. (c¢) Magnificagao da pequena caixa em (b), mostrando uma
seqiiéncia de acumulagoes. (d) Magnificacao da caixa em (c), mostrando a regiao proxima
a0 horizonte de acumulagao. Os ntimeros referem-se ao nimero de méaximos locais contidos
em uma oscilagao periodica da variavel x.



Capitulo 5

Oscilador de Duffing

FEste capitulo € baseado na publicagio [118]. Neste capitulo investigamos uma re-
giao extensa do espaco de pardmetros do oscilador de Duffing em funcao da amplitude
do forcamento externo e da taxa de amortecimento. Mostramos uma repeticao periodica
aprorimada de toda a estrutura do espa¢o de pardimetros quando a amplitude da forca
cresce. Estas repeticoes incluem uma recorréncia aproxrimada de todo conjunto de bifur-
cacoes encaizado nas fases cadticas quando a amplitude da forca externa aumenta. A
estrutura das regioes periodicas encaizadas nas fases cadtica incluem seqiiéncias de es-
truturas auto-similares sequindo rotas de adicao de periodo e também regioes periodicas

bastante complezas.

5.1 A equacao de Duffing

A equacao de Duffing [119] pode ser visualizada como um caso especial de uma classe

de osciladores do tipo
dz_:l:' + k d_ZL' + dV(ZL’)
dt? dt dx

= B cos(wt), (5.1)

onde variavel x representa a coordenada da posicao de uma particula sujeita a um potencial
V(z). O parametro k controla a taxa de amortecimento da particula e os parametros B
e w controlam a amplitude e a freqiiéncia da forca externa periddica, respectivamente.

Originalmente Duffing considerou diferentes formas da equacao 5.1, sendo que todas elas
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continham termos quarticos no potencial. Aqui consideramos o potencial V(z) = %- e

fixamos w = 1. Dessa forma a equagao 5.1 reduz-se a

d*x dx
WﬂLkE—l—z?’:Bcost, (5.2)

sendo que essa é certamente a forma mais simples dentre os modelos considerados origi-

nalmente por Duffing. Definindo y = ‘fl—f e Q) = t, podemos escrever a equacao 5.2, que é

uma equacgao diferencial de segunda ordem periodicamente for¢ada, no seguinte sistema

de equacoes diferenciais ordinéarias:

y = —ky—a°+ B cosQ, (5.3a)
r o= v, (5.3b)
QO = 1 (5.3¢)

O sistema de equacoes 5.3 é invariante sobre a transformagao

(x,y,t) — (—z,—y, t + 7). (5.4)

Solucoes da equacao 5.2, ou equivalentemente do sistema 5.3, exibindo condutas ape-
riddicas, que hoje conhecemos como caos deterministico, foram descobertas por Ueda em
1961, conforme discutido nas referéncias |9, 120]. Ueda realizou uma investigagio bastante
detalhada da equacgao 5.2, identificando diversas curvas de bifurcagoes e mapeando dife-
rentes tipos de solugoes no espaco de parametros. Entretanto ele concentrou sua analise no
exterior das regioes caoticas, identificando alguns limites externos dessas regioes caoticas
e alguns contornos referentes aos periodos mais baixos. Na proxima secao investigamos

uma regiao extensa do espago de parametros (B, k).
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5.2 Estrutura e similaridades no espaco de parametros

Uma anélise considerando regioes extensas do espaco de parametros de equagoes dife-
renciais nao-lineares pode apresentar diversos tipos de padroes regulares de bifurcagoes,
recorréncias e repetigoes. Muitos autores tém mostrado ou investigado caracteristicas re-
lacionadas a padroes de bifurcagoes repetidos no espaco de parametros do oscilador de
Duffing [12, 121, 122, 123, 124, 125, 126] ou outros osciladores periodicamente forgados
[13, 127, 128|. Tais estudos foram realizados principalmente seguindo-se o contorno de
algumas curvas de bifurcagoes de solucoes de periodos mais baixos, que tipicamente pre-
cedem as regioes cadticas. Entretanto nao ha nenhuma investigacao detalhada incluindo
as regioes caoticas presentes nesse modelo e da estrutura de bifurcagoes que existe en-
caixada nessas regioes. Alguns poucos trabalhos apenas denotaram de maneira simples
alguns contornos mais externos das regides cadticas [12|. Uma metodologia apropriada
para a analise das regioes cadticas foi realizada por Gallas [33] que identificou seqiiéncias
de regioes caoticas no espaco de parametros do oscilador de Duffing pelo calculo direto
do maior expoente de Lyapunov. Nossos resultados corroboram muitos desses resultados
anteriores e adicionalmente mostramos uma detalhada localizacao e estutura interna das
regioes cadticas e como elas recorrem no espaco de parametros quando a amplitude da
forca externa aumenta.

A figura 5.1 mostra evidéncias de uma repeticao aproximada notavel de toda a estru-
tura do espago de parametros (B, k) da equagao 5.2 em fungao do coeficiente de amor-
tecimento k e amplitude da forca externa B, para valores de parametros no intervalo
B =0,925] e k = [0, 1]. Para uma visualizacao melhor, e também uma comparagao mais
facil, dividimos o plano de parametros em 3 partes dadas pelas figuras 5.1(a)-5.1(c). Note
as diferencas entre as escalas da amplitude da forca externa B em cada parte dessa figura.

As figuras 5.1(a)-5.1(c), bem como as demais figuras que denotam o espago de parame-
tros computados para o sistema de equacgoes 5.3 neste capitulo, foram obtidas integrando-
se o sistema de equacgoes 5.3 utilizando-se o método de Runge Kutta de quarta ordem
com passo fixo h = 0.01 e estimando-se numericamente os expoentes de Lyapunov. O es-

paco de parametros foi varrido horizontalmente da esquerda para a direita discretizado em
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65 B 325

325 B 925

Figura 5.1: Seqiiéncias de regioes caoticas que recorrem quando a amplitude da forca
externa B aumenta. As cores denotam as fases cadticas (expoentes positivos) enquanto
escalas de cinza denotam oscilagoes periddicas (expoentes negativos). Vermelho denota
expoentes com maior magnitude. Curvas pretas denotam locais de expoentes zero, in-
dicando regioes onde bifurcacoes ocorrem. Os “labels” sby, sby e sbs marcam as trés
primeiras curvas onde bifurcacoes de quebra de simetria ocorrem. Os pontos A;, Bi,
..., (5 sao discutidos no texto. As caixas em destaque sao magnificadas e discutidas na

proxima segao.
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uma malha de 600x600 valores de parametros. Para cada nova linha horizontal iniciou-se
sempre da condigao inicial (x,4) = (0.5,0.1) escolhida arbitrariamente. Entao aumenta-
mos B, partindo desse valor inicial, e seguimos o atrator, ou seja, iniciamos cada calculo
adicional para o calculo do expoente de Lyapunov do valor (z, %) que estava na memoria
do computador quando a computacao do valor anterior de B foi finalizada. Finalmente
codificamos os valores dos expoentes computados conforme a metodologia usual descrita
na secao 1.3. Embora com essa metodologia nao temos informagdes a respeito da multies-
tabilidade que ocorre em muitas regioes do espaco de parametros, ainda assim é possivel
reconhecer regioes provaveis de ocorréncia de multiestabilidade pela observacao de certas
descontinuidades nas cores das figuras.

A figura 5.1 mostra uma porcao extensa do espaco de parametros do oscilador de Duf-
fing onde é possivel observar uma recorréncia aproximada de toda a estrutura do espaco
de parametros. E possivel reconhecer regioes que sao aproximadamente copias isomorfi-
cas uma das outras. Tais similaridades incluem nao apenas uma repeticao de curvas de
bifurcagoes, como é possivel identificar observando-se as regioes denotadas pela cor preta
(locus do expoente zero), mas também observando-se a recorréncia dos padroes em dife-
rentes gradientes de cinza representando os expoentes negativos (solugoes periddicas) e as
regioes em gradientes de amarelo-vermelho representando os expoentes positivos (solugoes
caoticas). Note que aqui falamos sempre em recorréncia aproximada porque a estrutura
de bifurcacoes e recorréncia das fases cadticas nao repetem-se exatamente iguais, como
podemos inspecionar diretamente na figura 5.1, mas apenas mantém uma similaridade
aproximada quando a amplitude da forca externa aumenta. De fato, observamos que a
similaridade entre regioes do espaco de parametros é maior a medida que o parametro B
aumenta. Isso pode ser diretamente observado inspecionando-se as figuras 5.1(a)-5.1(c) e
comparando-se a estrutura das regioes cadticas entre si. Note que, para a primeira regiao
cadtica, onde os valores de B sao pequenos, o nivel de similaridade é bem menor do que
para as demais regioes.

De uma maneira geral, a estrutura do espago de parametros que estudamos aqui possui

a seguinte organizagao: para valores maiores do parametro k, nao mostrados nessa figura,
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0 espaco de parametros é bastante regular formando uma grande regiao com oscilagoes
periddicas e nao contendo regioes caoticas. Isso foi verificado em simulagoes que reali-
zamos até k = 5. Tipicamente, a medida que diminuimos o valor de k£ podemos entrar
em regioes bastante complicadas no espaco de parametros contendo diversos tipos de bi-
furcagoes, regioes com multiestabilidade, transicoes para o caos e transi¢oes repentinas
envolvendo solugoes cadticas ou periddicas. Isso depende, evidentemente, da trajetoria que
seguimos no espaco de parametros. Bifurcacoes encontradas incluem quebra de simetria,
dobramentos de periodo e bifurcagoes de sela-no.

Para valores de k pequeno (< 0.1) observamos uma dificuldade muito maior em se
seguir as solucgoes cadticas no espaco de parametros. Tais regioes contém multiestabilidade
e uma provavel complexidade nas bacias de atracao. Isso é deduzido pela inspecao das
figuras para valores de k& pequeno. Quando seguimos uma linha horizontal nessa regiao
do espaco de parametros eventualmente observamos transicoes repentinas de uma cor
denotando expoentes positivos para uma outra cor denotando expoentes negativos. Em
geral o “locus” onde ocorrem essas transi¢coes nao forma uma “curva suave” quando olhamos
para o espaco dos dois parametros, como tipicamente encontramos para valores maiores
de k. Tais transicoes sao devido provavelmente a bacias de atragdo com uma estrutura
muito fina, onde a condigao inicial tomada do fim da integracao do parametro anterior nao
esta dentro da mesma bacia para o novo valor de parametro. Nesse caso uma andlise mais
cuidadosa nessa regiao deveria ser realizada utilizando-se passos de integragao menores e
uma resolucao maior.

Da mesma maneira que observamos uma organizacao bastante regular quando olhamos
para a estrutura de bifurcacoes no espaco de parametros, observamos grandes regulari-
dades quando olhamos para o espaco de fases em funcao dos parametros de controle,
em particular quando a amplitude da forca externa aumenta para valores fixos da taxa
de amortecimento. Alguns trabalhos anteriores foram dedicados a estudar o comporta-
mento das solucgoes no espaco de fases do oscilador de Duffing em funcao do aumento
da amplitude da forca externa mantendo fixo o valor da freqiiéncia de forcamento. Por

exemplo, a natureza das solucoes da equacao 5.2, para valores grandes da amplitude forca
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externa, foi investigada por Byat-Smith [129], considerando k = 0.25 e diversos valores de
B proximos a 1000 (usando aqui a nossa notac¢ao para os parametros). Em um trabalho
subseqiiente, Bya-Smith [130| reportou a natureza da evolugdo das solug¢des em fungio
do aumento da amplitude da forga externa para o oscilador de Duffing com potencial de
poco duplo. Em particular ele mostrou que o sinal evolui de uma forma simples para
oscilacoes mais complicadas, com a criacao de sucessivos “loops” no espaco de fases, a
medida que a amplitude da for¢a externa cresce. Robinson [131]| reportou padroes regula-
res para a evolucao das solugoes da equacao 5.2, que recorrem sistematicamente quando
a amplitude da forca externa cresce. Ele reportou dados experimentais gerados por um
circuito eletronico nao-linear, simulando a equacao 5.2, e considerou grandes amplitudes
da forca externa. O intervalo de parametros acessiveis experimentalmente correspondia a
0<k<leO< B <5000.

A figura 5.2 ilustra solugoes no espaco de fases para diferentes pontos no espaco de
parametros referentes as trés primeiras grandes curvas de bifurcacoes que envolvem as
primeiras regioes cadticas. Essas curvas correspondem a bifurcagoes de quebra de simetria,
sendo que as trés primeiras curvas estao denotadas pelos labels sby, sby e sbs (sb refere-se
ao termo em inglés symmetry-breaking). Nessa figura podemos observar a evolugao das
solucoes quando aumentamos a forca externa, mantendo-se fixa a taxa de amortecimento
para regides acima e abaixo dessas curvas de bifurcacdes. Os pontos A, By e C] estao
localizados acima das curvas de bifurcacoes em uma grande regiao periédica onde as
solucoes sao simétricas. Os pontos As, By e Cy estao localizados abaixo das curvas de
bifurcagoes e possuem um par de solucoes assimétricas coexistindo. Todas as solucoes
possuem periodo 27, ou seja, o mesmo periodo da forca externa. De fato, como estamos
analisando casos em que a freqiiéncia externa é fixa, todo ponto no espaco de parametros
levando a solucoes periodicas tera solucoes com periodos multiplos de 2.

Na figura 5.2(a) mostramos o espaco de fases (z,y), na linha de cima, a série temporal
x(t), na linha do meio e a série temporal y(¢), na linha de baixo. Sao mostrados trés
periodos de oscilacao para as duas séries temporais. Os pontos A;, B; e C; foram obtidos

para um valor fixo da taxa de amortecimento onde os valores de parametros sao dados
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na descri¢do da figura 5.2(a). Observamos que a medida que aumentamos o valor da
amplitude externa as solugoes ficam mais complexas. Isso pode ser diretamente observado
no espago de fases (z,y) da figura 5.2(a), onde novos “loops” sao gerados conforme a
amplitude da forca externa cresce. Nas séries temporais esse fendmeno é observado como a
criacao de novos picos ou maximos locais em cada periodo de oscilagao conforme podemos
diretamente observar nas séries de z(t) e y(f) nessa figura. No caso do ponto A, z(t)
contém 1 maximo local e y(t) contém 3 maximos locais em um periodo de oscilagao. Para
os casos dos pontos By e C1, z(t) contém 3 e 5 maximos locais enquanto y(t) contém 5
e 7 méaximos locais, respectivamente. Ou seja, observamos um incremento de 2 maximos
locais a medida que aumentamos a forga externa. Na figura 5.2(b) temos o mesmo tipo de
situagdo que exemplificamos na figura 5.2(a), exceto que agora estamos numa regiao do
espaco de parametros em que as Orbitas da figura 5.2(a) sofreram uma bifurcagao de quebra
de simetria. Entao temos duas 6rbitas assimétricas coexistindo e selecionadas dependendo
da condigdo inicial. Na linha de cima da figura 5.2(b) as duas o6rbitas coexistentes no
espaco de fases (x,y) estao representadas por cores diferentes, enquanto nas linhas do
meio e de baixo, representando as séries temporais x(t) e y(t), respectivamente, apenas
uma das duas solucoes coexistentes sao mostradas.

Um quadro andlogo a este que reportamos aqui, porém no espaco de parametros (B, w),
¢ discutido por Schmidt e Eilenberger [125] onde é apresentado um diagrama de curvas
de bifurcagoes muito simples no espaco de parametros do oscilador de Duffing mostrando
um padrao regular de repeticoes de curvas de bifurcagoes. Os padroes similares consistem
em “tiras” no espaco de parametros, associadas com ressonancias, onde cada tira contém
uma estrutura de curvas de bifurcacoes. Apenas as curvas de bifurcagoes mais externas,
que precedem as regioes cadticas, foram delimitadas. O quadro global é apresentado como
ressonancias n—1 ,n—2 ,n—3,... que ocorrem sucessivamente quando a amplitude da forca
externa aumenta. Cada ressonancia é caracterizada por um nimero fixo n de oscilagoes
internas que ocorrem durante um periodo de forcamento.

Na proxima secao discutimos a maior novidade deste capitulo que sao as recorréncias

das fases caoticas e da estrutura de bifurcacoes que existe encaixada nessas regioes.



Capitulo 5: Oscilador de Duffing 84

Aq By Cy
4 T T T 8 C T T T T T 16 T T
2+ 4t 8
> 0 > 0 > 0
2 -4 8|
-4 8t : -16
3 2 1 0 1 2 3 -4 -2 0 2 4 -6 3 0 3 6
X X X
3 4F T T ] 6
x 0 W x 0 W < 0
-3 -4 t ‘ ‘ ] -6
0 2T 4m 61T 0 21 41 61T 0 21 41 61T
4 \ \ 8 F \ \ - 16
4 ‘ : -8 & : : 3 -16
0 2T 41 61T 0 21 41 6Tt 0 21 41 61T
t t t
(a)
4t
2 L
> 0+
2+
4t
-3
3 L
x 0
-3 - ‘ ‘ - ‘ ‘ _ | ‘ ‘ i
0 2T 4m 61T 0 21 41 61T 0 21 41 61T
4 ; : 8 F : T 3 16 T :
-4 : : -8 = : : . -16 : :
0 2T 41 61T 0 21 41 6Tt 0 21 41 6Tt

t t t

Figura 5.2: (a) Solugdes no espago de fases para os pontos A;-C; indicados na figura
5.1 ilustrando uma regiao onde ocorrem solugoes simétricas; Linha de cima: Retrato de
fases (x,y); Linha do meio: série temporal para z(t); Linha de baixo: série temporal para
y(t). Os valores de parametros (B, K) sao: A; = (6,0.8), B; = (30,0.8), C; = (90, 0.8).
(b) Solugoes no espago de fases para os pontos As-Cy ilustrando regides no espago de
parametros apos a quebra de simetria. Linha de cima: Retrato de fases (z,y); Linha do
meio: série temporal para z(t); Linha de baixo: série temporal para y(t). Os valores de
parametros (B, K') sdo: Ay = (6,0.6), By = (30,0.6), Cy = (90,0.6).
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5.3 Recorréncias nas fases caoticas

Na secao anterior descrevemos as principais caracteristicas associadas com a estrutura
e recorréncia de regioes no espaco de parametros através de uma vista ampla do espaco
de parametros do oscilador de Duffing. Nesta secao apresentamos em grande detalhe a
estrutura interna das regioes cadticas e como elas recorrem no espaco de parametros a
medida que a forca externa aumenta.

Na figura 5.1 ja observamos que existe uma seqiiéncia de regioes cadticas a medida que
a amplitude da forca externa cresce. Exceto para a regiao cadtica sob a curva sby, onde
é possivel observar apenas uma regiao cadtica, podemos identificar duas regioes cadticas
sob cada uma das demais curvas de bifurcagoes sby,sbs, e assim sucessivamente para as
outras curvas que se seguem quando a amplitude da forca externa aumenta. De uma
maneira geral, a estrutura de bifurcacoes associadas com regioes periddicas que existem
excaixadas nas fases cadticas do oscilador de Duffing é bastante complicada.

Na figura 5.3, na linha de cima, mostramos magnificacoes das trés regides caoticas
que aparecem em destaque nas caixas azuis da figura 5.1. Em meio as fases cadticas é
possivel identificar uma grande regiao com periodo predominante 3 x 27 e uma forma
bastante irregular (a grande regiao cinza aproximadamente no meio da regiao caotica).
Além dessa, muitas outras estruturas de periodos maiores existem encaixadas nessas fases
caoticas. E possivel observar diversas similaridades quando comparamos as figuras entre
si, principalmente a medida que a amplitude do forcamento cresce. Tais similaridades
ocorrem de fato em grandes niveis de detalhes, como ¢ evidenciado pelas magnificacoes
mostradas na linha de baixo, referentes as caixas em destaque na linha de cima. Aqui é
possivel observar diversos tipos de estruturas auto-similares encaixadas nas fases caoti-
cas. Essas estruturas estao organizadas e alinhadas no espago de parametros. Os pontos
verdes marcam diversas estruturas que foram localizadas no espaco de parametros, sendo
que muitas dessas estruturas sao muito pequenas para observar-se na escala da figura.
Nesse caso colocamos apenas o ponto que marca sua localizacao. Os ntimeros correspon-
dem ao periodo da oscilacdo em multiplos de 2. E possivel reconhecer uma recorréncia

quase isomorfica entre os dominios periédicos quando comparamos as trés figuras entre si,



Capitulo 5: Oscilador de Duffing 86

0.4

97 B 157

. ) ~ 0.27 ——
10.3 B 114 465 B 505 126 B 135

(d) (e) (f)

Figura 5.3: Detalhes das fases caoticas contidas dentro das caixas maiores em azul na
figura 5.1 mostrando similaridades estruturais quando a amplitude da forca externa B
cresce. A linha de baixo mostra vistas magnificadas das caixas mostradas na linha de
cima. As ilhas escuras sao ilhas de periodicidade. Os ntimeros referem-se ao periodo das
solucoes em miultiplos de 27, o periodo da forca externa. Cascatas de adicao de periodo
distintas convergem na direcao da grande regiao em tons de cinza contendo periodo 3, no
canto inferior esquerdo. A linha de baixo ilustra a grande similaridade de toda a estrutura
quando B cresce. Note as diferencas nas escalas.

ilustrando o grande nivel de similaridade que existe quando a amplitude da forca cresce.

A figura 5.4 mostra como sao as recorréncias das solucoes periddicas no espaco de fases
do oscilador de Duffing, referentes as estruturas periddicas encaixadas nas fases cadticas.
Da mesma maneira que ocorria no caso anterior mostrado para as regioes que precediam as
regioes caodticas, aqui observamos um incremento no nimero de méximos locais a medida
que aumentamos a amplitude do forgamento. A figura 5.4(a) mostra as solu¢oes no espago
de fases para as trés ilhas de periodo 4 x 27 referentes aos pontos Dy, E; e F} mostradas

na figura 5.3. Na linha de cima é mostrado o retrato de fases (z,y) enquanto na linha do
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meio e de baixo sdo mostradas as séries temporais para x(t) e y(t), respectivamente. Na
série temporal de x(t) o nimero de méximos locais sao 11, 18 e 20 para os pontos Dy, E; e
F, rescpectivamente. Para y(t) temos 12, 20 e 28 maximos locais, respectivamente. Aqui
observamos que todos os incrementos sao de 8 maximos, exceto o primeiro caso que temos
um incremento de 11 para 18 maximos. A figura 5.4(b) mostra as solu¢oes para as ilhas
de periodo 5 x 27 denotadas pelos pontos Dy, E5 e Fg na figura 5.3. Na linha de cima é
mostrado o retrato de fases (z,y) enquanto na linha do meio e de baixo sdo mostradas as
séries temporais para z(t) e y(t), respectivamente. Na série temporal de z(t) o nimero de
maximos locais sao 14, 23 e 32 para os pontos Do, Ey e Fy, rescpectivamente. Para y(t)
temos 15, 25 e 35 maximos locais, respectivamente. Aqui observamos que os incrementos
sao de 9 maximos para as séries temporais de z(t) e 10 méximos para as séries temporais
de y(t). Note que na figura 5.4(b) nao esta mostrada a outra solugao que existe devido a
simetria do problema.

Como observamos ainda na figura 5.3, existe uma diversidade de periodos maiores.
Uma caracteristica que recorre nas fases caoticas sao seqiiéncias de ilhas com adicao de
periodo. Movendo-se do centro das ilhas de periodo 4 (identificadas pelos labels Dy,
E; e Fy) e periodo 5 (identificadas pelos labels Dy, Ey e Fy) é possivel reconhecer duas

seqiiéncias de adicao de periodo quando diminuimos k£ e aumentamos B:

4 —-7—-10—13— ... — 3,

5—8—-11—-14— ... —3,

Podemos observar que o incremento do periodo ¢ o mesmo valor do periodo da grande
regiao periddica para qual a seqiiéncia esta acumulando, neste caso uma regiao de periodo

3. Observamos entao uma situacao analoga a que analisamos no capitulo 3.



Capitulo 5: Oscilador de Duffing 88

0 4m 8 121 16T 0 4m 8m 121t 16T 0 41 8 121 16T
10 ‘ 20 ‘ ‘ ‘ 30 : :
-10 : : : -20 : : ‘ -30 : :

0 41t 8m 121 16T 0 41t 8m 121 16T 0 41t 8m 121 16T

t t t

(b)

Figura 5.4: (a) Solugoes no espago de fases para os pontos Dy, E; e F; da figura 5.3
correspondendo a trés ilhas de periodo 4x27. Linha de cima: Retrato de fases (z, y); Linha
do meio: série temporal para z(t); Linha de baixo: série temporal para y(¢). Os valores de
parametros (B, K) sao: D; = (10.89,0.26), E; = (10.675, K = 0.268),F; = (48.61,0.35).
(b) Espaco de fases para os pontos Dy, Ey e Fy ilustrando as solugoes periodicas das ilhas
de periodo 5 x 27. Linha de cima: Retrato de fases (x,y); Linha do meio: série temporal
para z(t); Linha de baixo: série temporal para y(t). Os valores de parametros (B, K)
sao: Ay = (10.675,0.268), By = (47.91,0.349), Co = (129.33,0.386). Note que para cada
solugao existe uma outra solugao de acordo com a simetria das euqg¢oes 5.3 que nao estao
mostradas aqui.
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A figura 5.5 mostra uma magnificacao da caixa em destaque na figura 5.3d, ilustrando
a seqiiéncia de adicao de periodo iniciada pela ilha de periodo 5. Com excecao dos
primeiros poucos periodos, todos os restantes aparecem perfeitamente alinhados em uma
direcao especifica do espaco de parametros. Para a seqiiéncia mostrada aqui essa direcao

¢ bem aproximada pela reta:

k= —0.3972 B 4 4.4966.

Na figura 5.5b, a fronteira entre a fase cadtica e a regiao de periodo 3 é dada aproxima-

damente pela reta:

k= —0.0700 B + 0.9618.

Essas linhas se intersectam em (B, k) ~ (10.803,0.2056), a localiza¢ao aproximada do
ponto de acumulacao da cascata de adicao de periodo. Esse ponto é indicado pelo ponto
vermelho no canto inferior direito da figura 5.5b.

A figura 5.6 mostra magnificacoes de uma outra seqiiéncia de regioes cadticas desta-
cadas pelas caixas menores mostradas na figura 5.1. Essa seqiiéncia ilustra quao compli-
cado pode ser o conjunto de bifurcagoes encaixado nas fases caodticas, em fluxos vetorias.
Diversas regioes periodicas interconectadas, com formas extravagantes e regioes com mul-
tiestabilidade caracterizam essas fases caoticas. Aqui nessa regiao podemos observar a
dificuldade de se falar em ordenamento de janelas periodicas quando providenciamos cor-
tes em direcoes especificas do espaco de parametros através da andlise de diagramas de
bifurcacoes dependentes de um parametro. Porém, mesmo nessa regiao bastante com-
plexa do espaco de parametros, é possivel reconhecer uma similaridade estrutural e uma
recorréncia aproximada de todo o conjunto de bifurcacoes que existe encaixado nas fases

cadticas quando a amplitude da forca externa cresce.
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Figura 5.5: (Color online) (a) Magnificagdo do horizonte de acumulagao visto nas figuras
5.3(a) e 5.3(d). Numeros denotam os periodos em miltiplos de 27, o periodo da forca
externa. (b) Magnificacdo da caixa em (a). A cascata de adi¢do de periodo indicada
pelos pontos verdes acumula ao longo da linha reta pontilhada para o ponto vermelho do
horizonte de acumulacao, fronteira entre expoentes de Lyapunov positivo e negativo.
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Figura 5.6: (Color online) Magnificacao das caixas verdes da figura 5.1 evidenciando um
conjunto de bifurcagoes bastante complexo encaixado nas fases caoticas. Aqui também
observamos uma similaridade estrutural aproximada quando B cresce. A estrutura interna
dessa seqiiéncia é bem distinta da seqiiéncia mostrada na figura 5.3.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

6.1 Conclusoes

Neste trabalho analisamos o espaco de parametros de alguns modelos fisicos dissipa-
tivos descritos por conjuntos de equacoes diferenciais nao-lineares de baixa ordem. In-
vestigamos em maiores detalhes um laser de CO, com perdas moduladas, um laser de
semicondutor com inje¢ao 6ptica, um circuito eletronico simétrico e o oscilador de Duffing
com amortecimento e forcamento externo.

Através da computacao de diagramas de fase baseados no espectro de expoentes foca-
mos a investigacao em regioes do espaco de parametros com alta complexidade dinamica,
contendo as fases caodticas e regioes de periodos altos, e obtivemos uma descri¢ao que é
muito dificil de se obter com os usuais métodos de continuagao numérica. Com a metodo-
logia que desenvolvemos, mostramos que é possivel extrair muitas informacoes referentes
a estrutura de bifurcacoes que existe no espaco de parametros de equacoes diferenciais,
em especial no interior das regioes cadticas.

De uma maneira geral constatamos que as regioes cadticas no espaco de parametros de
equacoes diferenciais contém estruturas de estabilidade bastante complexas encaixadas,
com diversas regioes de multiestabilidade e regioes periddicas interconectadas. Entretanto,
tais regioes podem estar organizadas de uma maneira bastante regular, alinhadas em

direcoes especificas no espaco de parametros, onde a adicao de periodo toma um papel
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fundamental, dando origem a diversas “familias” de 6rbitas periodicas.

Nas investigacoes do laser de COy mostramos a existéncia de infinitas estruturas pe-
riodicas auto-similares encaixadas nas regioes cadticas e alinhadas em dire¢oes especificas
no espaco de parametros em um sistema dinamico de tempo continuo. Mostramos que
o ordenamento ao longo de dire¢oes especificas no espaco de parametros é exatamente o
mesmo ordenamento encontrado em um sistema de tempo discreto (mapa de Hénon).

No estudo de um laser de semicondutor com injecao dptica, identificamos acumulacoes
de estruturas periddicas auto-similares no espaco de dois parametros encaixadas nas fases
cadticas. As seqiiéncias de regioes periddicas acumulam em certas fronteiras no espaco de
parametros, as quais denominamos horizonte de acumulagoes, seguindo rotas de adicao
de periodo. Mostramos que o nimero de maximos relativos contidos em uma oscilacao
periodica das séries temporais para parametros dentro das estruturas auto-similares pode
depender da variavel que estamos considerando. Mostramos ainda que o fendémeno de
acumulacoes de estruturas periddicas ocorre no espaco de parametros de diversos modelos
de equagoes diferenciais ordinarias nao-lineares (ver apéndice A).

Na investigacao do modelo de um circuito eletronico possuindo uma simetria com
relacao a origem, mostramos que o espaco de parametros contém infinitas espirais auto-
similares encaixadas nas fases cadticas, exibindo alternadamente oscilacoes periodicas si-
métricas e assimétricas. O nimero de méaximos locais de cada variavel contidos em um
periodo de oscilacao do sistema varia de uma maneira regular ao longo das espirais e
depende da variavel que estamos considerando. O incremento dos maximos nao ocorre na
mesma posicao do espaco de parametros. Mostramos ainda uma estrutura de bifurcacao
auto-similar, do tipo camarao, com quebra de simetria e identificamos uma seqiiéncia de
adicao de periodo em sua estrutura interna.

Na investigacao do espago de parametros do oscilador de Duffing, mostramos uma
recorréncia aproximada de toda a estrutura de bifurcacoes que existe encaixada nas fases
caoticas deste sistema. Mostramos também o quao complicada pode ser a estrutura de

bifurcagoes encaixadas nas fases caoticas em sistemas de equacoes diferenciais.
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6.2 Perspectivas

Nesta tese mostramos diversas organizacgoes regulares no espaco de parametros dos sis-
temas investigados, formadas basicamente por seqiiéncias de adi¢ao de periodo, encaixadas
na regiao caotica, ao longo de direcoes especificas do espaco de parametros. Enquanto
identificamos diversas seqiiéncias principais de adicao de periodo, seria interessante in-
vestigar o ordenamento completo das érbitas periddicas, ou seja, como sao as seqiiéncias
para os periodos maiores que também existem encaixadas nas regioes cadticas.

Uma questao importante para investigar seria relacionar os resultados obtidos aqui
com os fenomenos homoclinicos, ou seja, como as familias de orbitas periodicas estao
associadas ou relacionam-se com orbitas homoclinicas presente nos sistemas.

Um outro ponto interessante para abordar diz respeito a medidas quantitativas que
pode-se realizar, tendo em vista as diversas organizacoes regulares de estruturas periddicas
que reportamos no espaco de parametros dos sistemas estudados. Neste sentido seria
interessante investigar uma série de propriedades métricas para diferentes modelos de
equacoes diferencais e fazer andlises comparativas com modelos de tempo discreto, onde
calculos mais precisos podem ser obtidos.

Uma continuacao natural deste trabalho é estender a andlise dos diagramas de fase
para o espaco tridimensional. Com uma conveniente plotagem é possivel obter diagramas
que mostrem a estrutura do espaco de parametros em trés dimensoes, possibilitando assim
a investigagao de fenomenos de codimensao maior. Qutro ponto interessante para explo-
rar futuramente ¢ medir outras grandezas em porcoes extensas do espaco de parametros,
como a periodicidade das séries temporais e o nimero de méaximos locais das respecti-
vas variaveis. Deste modo teremos um compreendimento melhor de como as solugoes
das equacoes variam em funcao dos parametros. Diversos calculos preliminares ja foram
obtidos nesta diregao.

Do ponto de vista experimental, este trabalho motiva fortemente o interesse pela obser-
vacao de diversas regularidades reportadas aqui. Muitas das regularidades que mostramos
aqui ainda nao foram comprovadas experimentalmente. As regularidades que mostramos

sao obtidas pela variacao de dois parametros do sistema, enquanto a maioria das inves-
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tigacoes experimentais sao realizadas pela variacao de um parametro somente. De um
modo mais geral, mapeamentos da dinamica através de grandes por¢oes do espaco de
parametros, incluindo regioes caoticas, é um desafio que poderia colocar em teste alguns
dos modelos tedricos discutidos aqui.

Seria interessante investigar a conduta dos modelos tedricos quando adicionamos rui-
dos nos sistemas. Dessa maneira poderiamos caracterizar a robustez dos fenomenos que
reportamos dentro das regioes caoticas na presenca do ruido que é inerente a qualquer
trabalho experimental.

Com relagao a aplicagoes, ressaltamos ao longo dos tltimos quinze anos tém havido
grandes esforcos no sentido de se utilizar sinais cadticos para aplicacoes baseado no feno-
meno de sincronizacao cadtica. O uso de ondas portadoras cadticas para transmitir ou
codificar informacoes é um exemplo disso e muitos avangos foram obtidos em lasers |79, 80].
Assim, a andlise de diagramas de fase para os modelos teoricos desses sistemas pode ser
util para compreendermos a estrutura das orbitas periddicas encaixadas dentro da re-
giao caotica e também para avaliar o impacto que estas estruturas periodicas poderiam

ocasionar nesse tipo de aplicacao.



Apéndice A
Acumulacoes em outros sistemas

Aqui neste apéndice mostramos que o fendmeno de acumulagoes de estruturas periodi-
cas no espaco de dois parametros ocorre genericamente em muitos outros sistemas dindmi-
cos, de tempo continuo ou tempo discreto. Na secao A.1 apresentamos diagramas de fase
para uma série de sistemas fisicos familiares descritos por equacgoes diferencias ordindrias.
Todos esses sistemas contém uma complexa estrutura de orbitas periddicas encairadas na
fase caotica, com diversas acumulacgoes de estruturas auto-similares. Os principais resul-
tados desta se¢ao foram baseados na publica¢ao [103]. Na se¢ao A.2 mostramos o espago
de pardmetros do mapa qudrtico e identificamos uma seqiiéncia de acumulagcao com adi¢ao

de periodo.

A.1 Sistemas de tempo continuo

A figura A.1 mostra diagramas de fase para seis modelos fisicos de tempo continuo que
investigamos. Os sistemas que investigamos foram um modelo de um circuito eletronico
autonomo, um modelo de uma reagao quimica auténoma, um modelo quimico periodica-
mente for¢cado, um laser de CO5 com realimentagao, o modelo de Rdssler e o modelo de
circulagao atmosférica de Lorenz-84. As equagoes e os valores de parametros utilizados

sao descritos em cada subsecao, a seguir.
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A.1.1 Circuito eletronico auténomo

Aqui investigamos uma modificacao do circuito original de Van der Pol, proposto ori-
ginalmente por Shinriki et al. [133]. Esse sistema consiste em um circuito eletronico auto-
nomo envolvendo um circuito ressonante e duas condutancias nao-lineares, uma positiva
e outra negativa. Freire et al. [134] mostrou que esse circuito possui uma rica variedade

de condutas dinadmicas. O circuito é descrito pelas equacoes:

Coi = (ay—G)z —asx® +b(y— )+ bs(y — x), (A.la)
Cy = —Gy—2—bi(y—xz)—bs(y—)° (A.1b)

onde os parametros de bifurca¢des mostrados na figura sao y = G1+b;—a; and § = Gy+0b.
Para as simulacgoes das equacoes A.la, consideramos os mesmos parametros usados por
Freire et al. [134]: Cy = 4.7nF, C = 100nF, L = 110mH, a; /wC = 0.1, a3/wC = 6 x 1074,
b1 /wC = 0.016 and b3/wC = 0.05.

A figura A.1(a) apresenta o diagrama de fase em fun¢ao dos parametros de bifurcagao
i e 6, mostrando uma porcao do espaco de parametros onde ocorre uma acumulagao de

estruturas auto-similares.

A.1.2 Osciladores quimicos

Aqui investigamos dois modelos quimicos. O primeiro modelo que consideramos des-

creve uma reacao que obedece a cinética massa-agao [135]:

r = z(dr— fy—z+g)
y = yle+sz—1)

1
i o= (v —az®+b2 —c2)
€

Nos utilizamos os seguintes valores de parametros usados por Gaspard e Nicolis [16]:

a=05b=3c¢c=5e¢=0.01, f =05 g=0.6, s=0.3. Os parametros variados nas
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simululacoes foram d e [.

A figura A.1(b) mostra o diagrama de fase computado para esse modelo. Encontramos
uma disposicao bem regular de estruturas auto-similares acumulando na dire¢ao de uma
fronteira de acumulacao.

O outro modelo que investigamos ¢ um oscilador quimico forcado periodicamente es-

tudado por Vance e Ross |[136] e Hou e Xin [137]. As equagbes que descrevem o modelo

t = 1l—x—2xDE(y)+pt)(1 —xz), (A.3a)
(I1+e)y = —By+BDE(y) —pt)(y — ), (A.3b)

onde
E(y) = exp <1 n 77?J> and p(t) = A sin <72_—;z> (A.4)

Aqui, seguindo Vance e Ross |136] e Hou and Xin [137|, também consideramos o
ponto P, = (7,7.) = (0.8,292) em que o sistema exibe auto-oscilagdes com periodo
Ty = 4.1627372 na auséncia do forcamento. Os demais parametros sao: ¢ = 0.65,
T* = 885.843f + 11.027¢/(2.75 + 11.02), 7 = T*/8827, D = 8.2365 x 100e~/1/;,
B = 271.46/(nT*), B = 1+ 4.08/35. Os parametros de bifurcacio sao A e 7. A figura

A.1(c) mostra o diagrama de fase computado para esse modelo.

A.1.3 Laser de CO; com realimentacao

Aqui investigamos o modelo de um laser COy com realimentacao, conforme descrito
por Pisarchik et al. [138]. O modelo é dado por um conjunto de seis equagoes diferenciais

ordinarias acopladas:
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7y
To
T3
Ty
Ts

T

kox1(zy — 1 — Ky sin® x¢), (A.5a)
—Tyxy — 2kowie + Y3 + 24 + By, (A.5b)
—I'xs + x5 + vyro + P, (A.5¢)
—Doxy +ys + 229 + 2P0, (A.5d)
—Toxs + zx3 + vy + 20, (A.5e)
—Bx + By — Bf(11), (A.5f)

onde f(x1) = Rx1/(1 4 axy) é a fungdo de realimentagao.

Nas simulacoes do sistema de equacoes A.5Ha, consideramos os mesmos valores de

parametros utilizados por Pisarchik et al. [138|, sendo I'; = 10.0643, T’y = 1.0643, o =
32.8767, B = 0.4286, ky = 28.5714, k; = 4.5556, e Py = 0.016.

Asintegracoes numéricas foram realizadas com h = 0.25 e foram utilizadas como condi-

¢oes iniciais os seguintes valores: x; = 0.00056865689704, x5 = 1, x3 = 1.02850267447765,
x4 = 10.02936951361203, x5 = 10.28515946674542, x4 = 0.

A figura A.1(d) mostra o diagrama de fase para uma regido onde ocorre acumulagoes

de estruturas auto-similares com adi¢ao de periodo.

A.1.4 Modelo de Rossler

Aqui investigamos o modelo introduzido por Réssler [139]:

T = —y—2z (A.6a)
Yy = x+ay, (A.6b)
2 = b+ zx— zc (A.6¢)

Nas simulacoes foi mantido a = 0.2 constante, variando-se os parametros b e c¢. A figura

A.1(e) mostra o diagrama de fase computado onde ocorre uma acumulagao de estruturas

auto-similares.
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A.1.5 Modelo de Lorenz-84

Aqui investigamos o modelo de circulacao atmosférica de baixa ordem de Lorenz-84

[140], dado pelas equacoes:

i = —y?—2* —ax+aF, (A.7a)
y = axy—y—brz+G, (A.7h)
2 = bry+axz— =z (A.7¢)

Foram fixados os valores usuais utilizados no estudo desse modelo a = 0.25 and b =
4, enquanto que F' e G foram variados nas simulagoes. A figura A.1(f) mostra uma
secao do espaco de parametros desse modelo onde pode-se observar diversas acumulagoes
de estruturas periddicas acumulando para outras estruturas periddicas que existem no
interior da regiao cadtica. Diagramas de fase investigando multiestabilidade presente

nesse modelo foram reportados na referéncia [99].



Apéndice A: Acumulacdes em outros sistemas 101

0.069 0.63 13

0,035 I8 i, N 0.59

.0.1015 u 00835  1.69 | 1.56
0.4 112.4

0.23 106.6 == : ——
0.67 T 0.77 0.0863 BO 0.0888
3.2 6.65
b F
25 c 45 1.397 G 1451

Figura A.1: Acumulacoes de estruturas periddicas em diagramas de fase de sistemas
dindmicos de tempo continuo. (a) Circuito eletronico autéonomo. (b) Modelo quimico
cinético massa-agao. (c) Oscilador quimico for¢ado. (d) Laser de CO5 com realimentagao.
(e) Modelo de Rossler. (f) Modelo de circulagao atmosférica de Lorenz-84.
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A.2 Sistemas de tempo discreto

A.2.1 Mapa quartico

Nesta se¢ao investigamos uma por¢ao do espaco de parametros do mapa quéartico [32].
Esse sistema é particularmente interessante para se estudar as propriedades das acumu-
lacoes de estruturas auto-similares e o ordenamento das familias de orbitas periodicas
que existem encaixadas nas fases cadticas. Aqui apresentamos uma seqiiéncia de estru-
turas auto-similares no espago de parametros seguindo uma rota de adicao de periodo e
acumulando para uma regiao de periodo 1.

O mapa quartico ¢ um mapa unidimensional dependente de dois parametros e é dado

pela expressao:

T = (a—22)* —b (A.8)

A figura A.2 mostra o espaco de parametros (a,b) do mapa dado pela expressao A.8.
No interior da regiao cadtica existe uma organizacao complicada de orbitas periddicas
encaixadas. O ponto que chamamos atencao aqui é uma seqiiéncia particular de regioes
periddicas seguindo uma rota de adicao de periodo. Essa seqiiéncia inicia na regiao de
periodo 3, denotada pela cor verde na figura A.2(a), e segue uma rota de adigao de periodo
com incremento 1. A figura A.2(b) mostra uma magnificagdo da caixa em destaque na
figura A.2(a), onde podemos observar em maiores detalhes a seqiiéncia que esta acumu-
lando para uma regiao de periodo 1. Os nameros denotam o periodo da érbita periodica.
Podemos observar que o valor do incremento do periodo na seqiiéncia é o mesmo valor
do periodo da regiao para qual as estruturas estao acumulando. Ocorre, portanto, uma
situacao analoga a que encontramos no caso do laser de semicondutor, no capitulo 3, onde
denominamos a fronteira entre a regiao cadtica e periddica de horizonte de acumulagao.
As figuras A.2(c) e A.2(d) apresentam magnifica¢oes proximas ao horizonte de acumulagao

e ilustram uma estrutura muito fina do espaco de parametros.
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Figura A.2: (a) Vista global do espago de parametros do mapa quartico. As cores denotam
diferentes periodicidades. Os oito periodos mais baixos s@o: vermelho (periodo 1), amarelo
(periodo 2), verde (periodo 3), azul (periodo 4), magenta (periodo 5), ciano (periodo 6),
roxo (periodo 7) e laranja (periodo 8). Regides cadticas sao mostradas em escalas de cinza
e o branco denota regides de divergéncia. (b) Magnificacao da caixa de (a) ilustrando a
rota de adi¢ao de periodo. (c¢) Detalhe da seqiiéncia acumulando em dire¢ao a regiao de
periodo 1 e (d) Magnificagdo da caixa de (¢). Os niimeros denotam o periodo da érbita.



Apéndice B
Codigo fonte

Neste apéndice mostramos o codigo que desenvolvemos e utilizamos na para produzir as
figuras dos espacos de pardmetros dos modelos de equacgoes diferenciais que investigamos.
Este codigo implementa a metodologia descrita na secao 1.3. Aqui também apresentamos
as escalas de cores, que utilizamos para a confeccao das figuras, e um exemplo de um

arquivo de dados.

B.1 Codificacao de cores

/* Programa: ParSpace.c (PS.c)
Codifica os expoentes de Lyapunov em cores, de acordo com uma escala
de cores selecionada, a partir de um arquivo de dados contendo
valores de pardmetros e os expoentes de Lyapunov ordenados, do maior
para o menor. Gera um arquivo de saida em EPS, contendo o bitmap
associado. */

#include<stdio.h>

#include<math.h>

#define inches_X 3.0 /* tamanho horizontal */

#define inches_Y 3.0 /* tamanho vertical */

#define bits 8

#define origin X 1.0

#define origin_ Y 1.0

#define ncolor 205 /* numero de cores de metade da escala */

#define data_file "lyap_file.dat" /* arquivo de dados */

#define TOL_ZERO 0.005 /* valor de tolerancia para o expoente ZERO */
/* testa se o maior expoente satisfaz a tolerancia e utiliza o segundo */
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#define COND if (fabs(lyap1l)<TOL_ZERO) lyapl=lyap2
#define out_eps_file "saida.eps" /* arquivo de saida */

int pixels_X,pixels_Y;

int ppi_X,ppi_Y;

int colors[2*ncolor];

double hmin,hmax,vmin,vmax;
double conditions[2*ncolor];

void pass_comments(FILE *);
void load_conditions(void);
void load_colors(void);
int main(void){
char c;
int i=0,j,k,1;
double parl,par2,lyapl,lyap2,lyap3;
FILE *f1,*xf2;

load_conditions();
load_colors();

fi=fopen(out_eps_file, "w");
fclose(f1);

f2 = fopen(data_file,"r");

pass_comments (£f2) ;

fscanf (£2,"%d %d",&pixels_X,&pixels_Y);

fscanf (£2,"%1f %1f %1f %1f",&hmin,&hmax,&vmin,&vmax) ;

ppi_X = (int) ((float)pixels_X/inches_X);
ppi_Y = (int) ((float)pixels_Y/inches_Y);
printf ("%d %d\n",ppi_X,ppi_Y);

fi1=fopen(out_eps_file,"a");

fprintf (f1,"%%!'PS-Adobe-2.0 EPSF-2.0\n");

fprintf (£1,"%%%%BoundingBox: %d %d %d %d\n",
(int) (origin_X*72-50), (int) (origin_Y*72-30),
(int) (origin_X*72+inches_X*72+30),
(int) (origin_Y*72+inches_Y*72+30)) ;

fprintf (£f1,"%%%kCreator: PS.c\n");

fprintf (£1,"%%%%4Title: saida.eps\n");

fprintf (£1,"%%%%EndComments\n") ;
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fprintf(£f1,"/inch { 72 mul } def\n");
fprintf (f1,"/picstr 1 string def\n");

fprintf (£f1," %f inch %f inch translate\n",origin_X,origin_Y);
fprintf(£f1," %f %f scale\n",72.0/(float)ppi_X,72.0/(float)ppi_Y);
fprintf (£f1,"\n");

fprintf (£1,"%d %d %d\n",pixels_X, pixels_Y, bits);
fprintf(f1,"[1 0 0 1 0 0]\n");

fprintf (f1,"{ currentfile picstr readhexstring pop }\n");
fprintf(f1,"false 3\n");

fprintf (f1,"colorimage\n");

printf ("\nWriting PostScript file...\n");

for(j=1;j<=pixels_Y;j++){
for(i=1;i<=pixels_X;i++){
fscanf (£2,"%1f %1f %1f %1f %1f",&parl,&par2,&lyapl,&lyap2,
&lyap3);
if (1yap1==999.0) { /* valor substituindo eventual NAN */
fprintf(£1,"00ffff"); /* atribui cor para eventual NAN x*/
continue;
}
COND;
if (lyapl<conditions[0]) fprintf(f1,"%.6x",colors[0]);
else if(lyapl>=conditions[2*ncolor-1])
fprintf(£1,"%.6x",colors[2*ncolor-1]);
else {
for(1l=1;1<2*ncolor-1;1++){
if (1yapl>=conditions[1-1] && lyapl<conditions[1]){
fprintf (£1,"%.6x",colors[1]);

break;
}
}
+

}

fprintf(£f1,"\n");
}
fclose(f2);

printf("Done: \"%s\" written!\n",out_eps_file);
fclose(f1);
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fi=fopen(out_eps_file, "a");
fprintf (f1," showpage\n");
fprintf (£f1,"\n");
fclose(fl);
}/* end main */
void pass_comments (FILE *f1)
\* passa os comentarios do arquivo de dados *\

{

int 1i;

char c;

while(1){
c=getc(fl);
if(c==> ’||c==’\n’) continue;
if (c=="#") {

while ((c=getc(f1))!=’\n’) continue;

}
else break;

+

ungetc(c,fl);

return;

}/* end pass_comments */
void load_conditions(void){
\* carrega os intervalos dos expoentes *\
int i,7,k;
double incl,inc2,v;
double lyap_min,lyap_max;
double parl,par2,lyap2,lyap3,lyapl;

FILE *f1;

int ccor;

lyap_max = -1000000.0; \* valores de inicializagdo *\
lyap_min = 1000000.0;

f1 = fopen(data_file,"r");

pass_comments (f1) ;

fscanf (£f1,"%d %d",&pixels_X,&pixels_Y);

fscanf (f1,"%1f %1f %1f %1f",&hmin,&hmax,&vmin,&vmax) ;

for(j=1;j<=pixels_Y;j++){
for(i=1;i<=pixels_X;i++){
fscanf (£1,"%1f %1f %1f %1f %1f",&parl,&par2,&lyapl,&lyap2,&lyap3);
COND;
if (1yap1==999.0) continue;
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if (1yapl>lyap_max) lyap_max=lyapl;
if (lyapi<lyap_min) lyap_min=lyap1l;

}
fclose(f1);
printf("lyap_min = %f \nlyap_max = %f\n",lyap_min,lyap_max);

incl=fabs(lyap_min)/(ncolor-0.5);
inc2=fabs(lyap_max)/(ncolor-0.5);

v=lyap_min;
for(i=1;i<ncolor;i++){
conditions[i-1]=v+inci;
v+=incli;
}
conditions[ncolor-1]=0.0;
v=inc2/2;
conditions[ncolor]=v;
for(i=1;i<ncolor-1;i++){
v+=inc2;
conditions[ncolor+i]=v;
}
conditions[2*ncolor-1]=v;
}/* end load_conditions */
void load_colors(void){
\* le e carrega a escala de cores *\
int 1i;
int icor;
FILE *f1;

fi=fopen('"gray_yellow-red.txt","r");
for(i=0;i<2*ncolor;i++){
fscanf (f1,"%6x" ,&icor);
colors[il=icor;
+
fclose(fl);
}/* end load_colors */

O programa mostrado acima deve ser utilizado com um arquivo de texto contendo
a escala de cores desejada. As figuras que produzimos foram obtidas com as escalas de
cores que confeccionamos e apresentamos a seguir. Para a escala contendo um gradiente

de cinza e um gradiente amarelo-vermelho, deve-se utilizar um arquivo de texto, o qual
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chamamos “gray yellow-red.txt”, com a seguinte tabela de cores no formato RGB:

ffffff fefefe fdfdfd fcfcfc fbfbfb fafafa f9f9f9 f8f8f8 f7f7f7 f6f6f6
f5f5f5 f4f4f4 £3f3f3 f2f2f2 f1f1f1 fOf0f0 efefef eeeeee ededed ececec
ebebeb eaecaea €9e9e9 e8e8e8 eT7e7e7 eb6ebeb ebebeb ededed e3e3ed e2e2e?2
elelel e0e0e0 dfdfdf dedede dddddd dcdcdc dbdbdb dadada d9d9d9 d8d8d8
d7d7d7 d6d6d6 db5db5d5 d4d4d4 d3d3d3 d2d2d2 dididl d0d0d0 cfcfcf cecece
cdcdcd cccccc cbebeb cacaca ¢9¢9c9 ¢8c¢8c8 c7c7c7 cb6cb6eb6 cbecbeh cé4cécd
c3c3c3 c2c2c2 clclcl c0c0cO bfbfbf bebebe bdbdbd bcbcbc bbbbbb bababa
b9b9b9 b8b8b8 b7b7b7 bELEL6 b5b5L5 b4b4b4 b3b3b3 b2b2b2 biblibl bObOLO
afafaf aeaeae adadad acacac ababab aaaaaa a9a9a9 a8a8a8 a7a7a7 a6ab6ab
ababab adadad4 a3da3da3d a2a2a2 alalal a0a0al0 9f9f9f 9e9e9e 9d9d9d 9¢9c9c
9b9b9b 9a9a9a 999999 989898 979797 969696 959595 949494 939393 929292
919191 909090 8f8f8f 8e8e8e 8d8d8d 8c8c8c 8b8b8b 8a8a8a 898989 888888
878787 868686 858585 848484 838383 828282 818181 808080 7f7f7f T7eTeTe
7d7d7d 7c7c7c 7Tb7b7b 7a7a7a 797979 787878 777777 767676 757575 T4T4AT4
737373 727272 717171 707070 6f6f6f 6ebebe 6d6d6d 6¢c6cHC 6b6LEL 6ababa
696969 686868 676767 666666 656565 646464 636363 626262 616161 606060
bf5f5f 5ebebe 5d5dbd 5cbcbc 5bbbbb 5ababa 595959 585858 575757 565656
555555 545454 535353 525252 515151 505050 4f4f4f 4edede 4d4d4d 4célcéc
4b4b4b 4adada 494949 484848 474747 464646 454545 444444 434343 424242
414141 404040 3f3f3f 3e3e3e 3d3d3d 3c3c3c 3b3b3b 3a3a3a 393939 383838
34342f 2f2f25 2a2alb 252511 202007 1f1f00 242400 292900 2e2e00 333300
383800 3a3a00 3c3c00 3e3e00 404000 424200 444400 464600 484800 4a4a00
4c4c00 4e4e00 505000 525200 545400 565600 585800 5a5a00 5c5c00 5e5e00
606000 626200 646400 666600 686800 6a6a00 6c6c00 6e6e00 707000 727200
747400 767600 787800 7a7a00 7c7c00 7e7e00 808000 828200 848400 868600
888800 8a8a00 8c8c00 8e8e00 909000 929200 949400 969600 989800 9a9a00
9¢9¢c00 9e9e00 a0al000 a2a200 a4a400 a6a600 a8a800 aaaal0 acac00 aeael0
bOb000 b2b200 b4b400 bELEO0 b8b800 babalO0 bcbc00 bebe00 c0c000 c2c200
c4c400 c6¢c600 c8c800 cacal0 ccccO00 cece00 d0dOO0 d2d200 d4d400 d6de600
d8d800 dada00 dcdc00 dede00 e0e000 e2e200 e4e400 e6e600 e€8e800 eaeall
ecec00 eeee00 fOf000 f2f200 f4f400 f6f600 £8f800 fafaOO fcfcO0 fefelO
ff£f00 £££d00 fffb00 ££ff900 ff£f700 ff£f500 ff£f300 fff100 ffef00 ffedOO
ffeb00 ffe900 ffe700 ffe500 ffe300 ffel00 ffdf00 ffdd0O ffdb00 ££d900
f£fd700 ££d500 ££fd300 ££fd100 ffcf00 ffcd0O ffcb00 ffc900 ffc700 ffcbh00
ffc300 ££fc100 ffbf00 f£fbd00 ffbb00 ffb900 ffb700 ffb500 ffb300 ffb100
ffaf00 ffac00 £ffa900 ffa600 ffa300 ffa000 ££f9d00 ff9a00 f£f9700 ££9400
££f9100 ££f8e00 ff8b00 f££8800 ff8500 f£8200 ff7f00 ff7c00 ff7b00 ££7800
f£7500 ££7200 ££f6£f00 £f6c00 f£f6900 ff6600 ff6300 ff6000 ££f5d400 ff5a00
f£5700 ££5400 ££f5100 ff4e00 ff4b00 ff4800 f£f4500 ff4200 f£f3f00 f££3c00
££3900 ££3600 f££3300 ££3000 ff2d00 ff2a00 ££f2700 ££f2400 ££f2100 ff1e00
ff1b00 ££f1800 ff1500 ££1200 ff0f00 ff0cO0 ££f0900 ff0600 ££f0300 £f0000
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A seguir apresentamos a escala “blue green.txt”, que confeccionamos e utilizamos na
referéncia [48]. Para utilizarmos essa escala de cores com o programa que fornecemos
nesta secao, devemos atribuir o valor 250 para a variavel ncolor e trocar o nome da escala

de cores na subrotina load colors para o nome do arquivo de texto referente a esta escala

de cores.

0000ff
0405fa
0707f5
0aObf1
0dOcec
0f0ee7
110fe2
1311dd
1413d8
1614d3
1816¢ce
1a18c9
1clacd
1d1bbf
1f1db6
2122ac
2122a2
212298
22238e
242584
25267a
26286f
282965
292abb
2a2b47
232323
1f361e
1c481b
19418
165416
145913
115el1
0f630e
0c680b

0001ff
0405fa
0807f5
0bObfo0
0dOceb
0f0Oeeb
1110e1
1311dd
1413d8
1615d3
1816¢ce
1a18c9
1clacd
1d1cbf
1f1dbb
2122ab
2122a1
212297
22238d
242583
252679
27286e
282964
292aba
2a2b44
222422
1e381d
1b491a
18418
165415
135913
115e10
0e630e
0c680b

0101fe
0505f9
0807f4
0cObfo
0OeOceb
0f0eeb
1110e1
1311dc
151347
161542
1816cd
1a18c8
1clac3
1dicbe
1f1db4
2122aa
2122a0
212296
23248c
242582
252778
27286d
282963
292ab8
2a2b41
222622
le3ald
Ob4ala
185018
165515
135a13
115f10
0e640d
0c690b

0102fe
0506f9
0908f4
OcOaef
OeOcea
100eeb
1110e0
1312dc
151347
1715d2
1916cd
1a18c8
1clac3
lelchbd
1f1eb3
2122a9
21229f
212295
23248b
242581
262777
27286¢
282962
292ab6
2a2a3e
222821
le3cld
1b4bla
185017
155515
135a12
105f10
0e640c
0b690Db

0202fd
0506f8
0908f3
0cObef
OeOdea
100eeb
1210e0
1312db
1513d6
1715d1
1917cc
1b19c7
1clac?2
lelcbc
1f1eb2
2122a8
21229e
212294
23248a
242580
262776
27286Db
282961
292ab4
2a2b3b
212a21
1d3elc
1b4cla
185117
155615
135b12
106010
0e650c
0b6a0b

0203fd
0606£f8
0909f3
OcObee
0e0de9
100fe4
1210df
1312db
1514d6
1715d1
1917cc
1b19c7
1clac?2
lelcbb
1f1ebl
2222a7
22229d
222293
232489
25267f
262775
27286a
282960
292a52
2a2a38
212c20
1d401c
1a4c19
175117
155614
125b12
10600f
0d650c
Ob6ala

0203fc
0606f7
090af3
0OcObee
0e0de9
100fe4
1210df
1412da
1514d5
1715d0
1917cb
1b19c6
1d1bc1
lelcba
201eb0
2222a6
22229c¢
222392
232488
25267e
262774
272869
28295f
292a50
2a2a3b
202e20
1d421c
1a4d19
175217
155714
125c12
10610f
0d660c
0b6b0a

0304fc
0706f7
090af2
0dObed
0e0de8
100fe3
1211de
1412da
1614d5
171540
1917cb
1b19c6
1dibc1
1le1db9
201eaf
201eab
201e9b
222391
232487
25267d
262773
272868
28295e
292a4e
292932
20301f
1c441b
1a4d19
175216
145714
125c11
0f610f
0d660Db
0a6b0a

0304fDb
0707f6
Oalaf?
0dObed
0f0de8
100fe3
1211de
1412d9
1614d4
1815cf
lal7ca
1b19ch
1d1bcO
1e1db8
2024ae
2024a4
20249a
222390
242586
25267c¢
262771
272867
282abd
292b4c
27272f
1£321f
1c461b
ladel9
175316
145814
125d11
0f620f
0d670b
0a6cla

0305fb
0707f6
Oalfafl
0dOcec
0f0de7
110fe2
1211dd
141349
1614d4
1816¢cf
1al8ca
1b19c¢h
1d1bcO
1£f1db7
2023ad
2023a3
202399
22238f
242585
25267b
262770
272966
292abc
2a2b4da
25252¢
1f341e
1c471b
194e18
165316
145813
115d11
0f620e
0c670b
0a6c09
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0a6d09 096d09 096e09 096e08 096f08 086f08 087008 087007 077107 077106
077206 067206 067306 067305 057405 057404 057504 047504 047604 047603
037703 037702 037802 027801 027901 017900 017a00 007b00 007c00 007d00
007e00 007£00 008000 008100 008200 008300 008400 008500 008600 008700
008800 008900 008a00 008b00 008c00 008d00 008e00 008f00 009000 009100
009200 009300 009400 009500 009600 009700 009800 009900 009a00 009b00
009c00 009d00 009e00 009f00 00a000 00a100 00a200 00a300 00a400 00ab00
00a600 00a700 00a800 00a900 00aa00 00ab00 00ac00 00ad00 00ae00 00af00
00b000 00b100 00b200 00b300 00b400 00b500 00b600 00b700 00b80O 00bO00
00ba00 00bb00 00bc00 00bd00 00be00 00bf0O0 00c000 00c100 00c200 00c300
00c400 00c500 00c600 00c700 00c800 00c900 00ca00 00cb00 00ccO0 00cd00
00ce00 00cf00 004000 004100 004200 004300 004400 004500 004600 004700
004800 004900 00da00 00db00 00dc00 00dd00 00de00 00df00 00e000 00e100
00e200 00e300 00e400 00e500 00e600 00e700 00e800 00e900 00ea00 00eb00
00ec00 00ed00 00ee00 00ef00 00£000 00£100 00£200 00£300 00£400 00£500
00£600 00£f700 00£800 00f900 00fa00 00fb0O0 00fc00 00£d00 00fe00 00ff00

A seguir apresentamos um exemplo de um arquivo de dados que é utilizado com o
programa “PS.c”, apresentado nesta secao. O exemplo que mostramos aqui ¢ um pedaco
do arquivo original que foi utilizado para fazer a figura 3.2. O arquivo de dados tem
a seguinte estrutura. Um pequeno trecho comentado, iniciado pelo simbolo “#”, com as
principais informacoes referentes ao modelo e valores utilizados nas integragoes numéricas.
Os comentarios incluem, entre outras informagoes, os valores dos parametros que perma-
neceram fixados durante as integragoes (a, B e I'), o valor do passo de integragao h, os
valores do tempo transiente (NTRANS) e tempo de integracao (NINTEG), o nimero de
parametros da discretizac¢ao horizontal e vertical do espago de parametros (900 x 900), os
valores maximos e minimos dos dois parametros ativos (K e w), que sao variados nas si-
mulagoes, os valores do incremento horizontal (steph par) e vertical (stepv par). Abaixo
dos comentarios, aparecem duas linhas que sao lidas e utilizadas pelo programa “PS.c”. A
seguir estao os dados das integragoes numéricas, isto é, os dois valores de parametros que
sao variados, K e w, e os trés valores dos expoentes computados e ordenados, A\j, Ay e Az,

do maior para o menor.

#data file: semiOO01.dat
#source: laser_semi.f

#SEMICONDUCTOR LASER MODEL
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#active parameters: K, omega
2.60000000000000
#B = 0.02950000000000

#alpha =

#Gamma = 0.09730000000000

#

#h = 0.01

#NTRANS = 35000

#NINTEG = 700000

#NPARH = 900

#NPARV = 900

#PARHMIN = 0.35000000000000

#PARHMAX = 0.97000000000000

#steph_par = 0.00068965517241

#PARVMIN = 0.70000000000000

#PARVMAX = 1.30000000000000

#stepv_par = 0.00066740823137

900 900

0.350000 0.970000 0.700000 1.300000
0.3500000000000 0.7000000000000
0.3506896551724 0.7000000000000
0.3513793103448 0.7000000000000
0.3520689655172 0.7000000000000
0.3527586206897 0.7000000000000
0.3534482758621 0.7000000000000
0.3541379310345 0.7000000000000
0.3548275862069 0.7000000000000
0.3555172413793 0.7000000000000
0.3562068965517 0.7000000000000
0.9637931034483 1.3000000000000
0.9644827586207 1.3000000000000
0.9651724137931 1.3000000000000
0.9658620689655 1.3000000000000
0.9665517241380 1.3000000000000
0.9672413793104 1.3000000000000
0.9679310344828 1.3000000000000
0.9686206896552 1.3000000000000
0.9693103448276 1.3000000000000
0.9700000000000 1.3000000000000

S O O O

o

.000565078
.000256216
.00011752
.00017796
.00026065
.00042168
.00021091
.00021768
.000356825
.00029600
.00012883
.00010978
.00031881
.00010450
.00009192
.00021830
.00024592
.00014183
.00014284
.00025552

.31118993
.31298820
.31306762
.31380448
.31415569
.31440276
.31531218
.315685239
.31625688
.31701157
.24553525
.25335076
.26209847
.27267661
.28342019
.29725562
.31319795
.33662487
.38190185
.38271372

.31205097
.31302068
.31334933
.31425081
.31540791
.31516812
.31619283
.31618458
.31688536
.31723081
.51604864
.50882061
.49951014
.48985244
.47961300
.46627314
.45055986
.42733891
.38286799
.38277195
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