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RESUMO

0 objetivo deste trabalho e apresentar um modelo mate-
métito para o estudo da circulacao transiente em sistemas de
aguas rasas e a sua implementacdo no sistema HYDRO que & uma lin
giagem orientada para Hidrodinamica, desenvolvida pelo Curso de
Pos-Graduacao em Engenharia Civil da UFRGS.

0 modelo visa descrever o fluxo em sistemas hidricos
(Yagos, estuarios, rios) devido ao efeito de mares, ventos e ro-
tacao terrestre.

A solucao das equacoes que governam o problema se ob-
tem empregando o metodo de elementos finitos.

A particularidade deste modelo e a de tentar simular as
caracteristicas tridimensionais do movimento do fluido, poden-
do-se entao determinar o perfil de velocidades
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ABSTRACT

The objetive of this work is to present a mathematical
model for the study of transient circulation in "shallow" water
systems and its implementation in the HYDRO system, which is an
oriented language for computational hydrodinamic developed by
the Postgraduation Course in Civil Engineering at UFRGS.

This mathematical model aims to describe the flow in
hydric systems (lakes, estuaries, rivers) induced by tidal
effects, wind actions and earth movements.

The solution of the equations that govern the problem
is obtained through the use of the finite element method.

One of the most important features of this modelisits
possibility to simulate the threedimensional characteristic of
the flow, so that the velocity profile can be determinated.
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INTRODUCKO

Tendo em vista o avango populacional, o desenvolvimen-
to de nossas cidades atraves do crescimento de seus parques in-
dustriais bem como o elevado custo de certas obras de engenha-
ria onde determinadas acOes, tais como as mares e 0s ventos tem
grande incidencia durante e depois de sua execucdao, torna-se im-
prescindivel o conhecimento do movimento de nossos mananciais
hidraulicos atraves de suas velocidades, assim como tambem  as
variacoes do nivel de agua. De posse destes dados pode-se entdo,
estudar e planificar o abastecimento das cidades, o controle dos
despejos industriais e domesticos e obter informacdes sobre o
nivel de poluicao melhorando assim a qualidade de vida e assegu
rando as geracoOes futuras a sobrevivencia de rios, lagos e estua
rios.

Muito se tem feito neste sentido. Primeiramente foram
os modelos fisicos com o inconveniente de sua construcao e como0s
problemas de escala. Depois com o advento do computador e1etr6ni
co os modelos matematicos comegaram cada vez mais a ocupar um
Jugar de destaque e atualmente com a crescente massificacao dos
computadores a modelacao matematica pode inclusive ser bastan-
te sofisticada.

0 comportamento de um sistema de aguas rasas e defini-
do por um sistema de equac¢oOes a derivadas parciais, e no sentido
de solucionar estas equacoes muitas solucoes numericas tem sido
empregadas, sendo que os dois metodos mais usuais s3ao os das di-
ferencas finitas e o dos elementos finitos.

Tradicionalmente, o metodo das diferencas finitas foi
usado para calculos de fluxos por efeito de marés e ventos por
muitos pesquisadores e engenheiros {(por exemplo ref. [3], P81 ),
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com dificuldades para satisfazer plenamente as condic¢oes de con-
torno e de compor um programa em termos gerais.

Para suprir estas faltas, o metodo de elementos fini-
tos, que tem sido usado com grande sucesso na analise estrutural,
foi aplicado para o estudo do fluxo em aguas rasas por muitos
pesquisadores (por exemplo ref. [8], [17]1, [38) embora WEARE [42]
tenha indicado que os modelos de elementos finitos empregados ate
esta data apresentavam desvantagens em tempo de processamento e
armazenamento computacional em relacao ao metodo das diferencas
finitas.

Ainda assim, as pesquisas continuaram e trabalhos pos
teriores indicam que as dificuldades foram ou podem ser supera-
das [3],[111, [27].

Aperfeicoaram-se os esquemas de integrac¢ao no tempo
fazendo com que nao seja preciso iteracoes e triangularizando a
matriz dos coeficientes uma so vez em todo o processo. Aliando-
-se a estes progressos as inumeras vantagens do metodo dos ele-
mentos finitos tais como:

- as facilidades computacionais em tratar os contornos
irregulares;

- a generalidade de um programa de analise de elemen-
tos finitos, que permite abordar um numero ilimitado de proble-
mas;

- as de poderem ser facilmente consideradas as amplas
variacdes que aparecem nas propriedades fisicas dos fluidos; con
sagram esta tecnica como de inestimavel valor em problemas hidro
dinamicos. |

No presente trabalho desenvolve-se um modelo matemati-
co tridimensional em regime transiente para estudo de circulacao
em aguas rasas, usando a tecnica de elementos finitos. Este mo-
delo visa descrever 0 f1uxo em sistemas hijdricos tais como lagos,
estuarios e rios dev1do ao efeito de mares, ventos e rotacao ter
restre. A particularidade deste modelo e a de tentar simular as
caracteristicas tridimensionais do movimento do fluido, podendo-
-se entdo determinar o perfil de velocidades,

Sua implementacao e feita no sistema HYDRO [1], que €
uma linguagem orientada para hidrodinamica computacional, desen-
velvido pelo curso de pos-graduacao em Engenharia Civil da Uni-
versidade Federal do Rio Grande do Sul - Porto Alegre (Brasil).
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Porque a implementacao de um modelo tridimensional?

Na grande maioria de trabalhos pesquisados em que fo-
ram desenvolvidos modelos em elementos finitos bidimensionaisjen
controu-se como sugestao, por ser mais conveniente, a montagem
de um modelo tridimensional.

Atraves de uma breve revisao bibliografica do assunto
constatou-se que os modelos tridimensionais comecaram a ser pes-
quisados a partir da decada de 1970, utilizando-se o metodo das
diferencas finitas (por exemplo ref.[18],[37]1,[29], [26]).Poste-
riormente realizou-se estes modelos usando o metodo de elementos
finitos e que serao vistos com mais detalhes num apendice deste
trabalho.

Os modelos matematicos para o estudo do fluxo, comumen
te sao baseados numa integracao vertical das equacoes diferenci-
ais de movimento e continuidade. Em verdade, a estrutura verti-
cal da circulacdao nao e considerada. Este procedimento pode ser
suficiente para muitos propositos, porem quando ocorre uma con-
sideravel circulacao que envolve o transporte de areias e materi
ais dissolvidos, este processo nao pode ser reproduzido por equa
¢coes integradas verticalmente, entdo requerem o desenvolvimento
de modelos tridimensionais.

As vantagens dos modelos tridimensionais para a descri
cao de uma circulacao com respeito a uma integracao na profundi-
dade (modelos bidimensionais) e evidente. 0 uso de um modelo tri
dimensional nos dara velocidades em funcgido de x, y, z, t, isto
nos fornecera um perfil de velocidades mais real, ao inves de ser
adotada uma distribui¢do de velocidades logaritmica, a qual e ir
real no caso de uma circulacao gerada por ventos.

0s modelos tridimensionais tambem sao indicados para
que a aceleracao vertical nao seja negligenciada num fluxo estra
tificado, que e simulado como resultado de diferentes densidades.

Muitos modelos tridimensionais nos ultimos anos tem si
do desenvolvidos por pesquisadores. Num apendice, no final deste
trabalho, apresenta-se uma revisao bibliografica destes principa
is modelos.

0 modelo proposto neste trabalho, e um modelo matemati
co tridimensional resolvido pelo metodo de elementos finitos.

Em geral, devido a diversos fatores, o fluxo em siste-
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mas como estuarios ou lagos e turbulento. Sendo o fenomeno da
turbulencia extremamente complexo em que operam muitos fatores,
uma descricao fisica ou um tratamento matematico perfeito deste
processo se torna impossivel de ser realizado completamente ate
os dias de hoje.

Neste trabalho o coeficiente de viscosidade turbulenta
e considerado como um valor constante, valor este arbitrario, em
pirico, embasado em valores comumente usados. ,

Obtem-se um perfil de velocidades levando-se em consi-
deracdo a rotacdo terrestre atraves do parametro de coriolis e
a descricao do fluxo atraves dos efeitos causados pelas mares e
pelos ventos.

Este trabalho consta de cinco capitulos e de um apendi
de que estao divididos da seguinte maneira?

- No Capitulo I se deduz as equacoes governantes do mo
v mento do fluido.

- No Capitulo Il se aplica o metodo dos residuos pon-
derados nas equacOes de aguas rasas para coloca-las em uma for-
ma integral, ea partir dai, se desenvolve uma formulacdo matema-
tica empregando a tecnica de elementos finitos. Neste capitulo
sao apresentadas as funcoes de interpolacao para o elemento esco
Thido bem como o esquema de integra¢ao no tempo da equacao que
governa o problema.

- No Capitulo III e apresentado a formulacao do metodo
de elementos finitos, com um novo sistema de coordenadas, para o
modelo proposto. '

- No Capitulo IV se aplica o modelo proposto atraves de
alguns exemplos, bem como as caracteristicas de utilizac¢ao do sis
tema HYDRO [1]. A solucao computacional foi realizada no compu-
tador BURROUGHS B-6700 do Centro de Processamento de Dados da
UFRGS, e a linguagem utilizada foi o EXTENDED ALGOL B-6700.

- No Capitulo V sao apresentadas conclusoes mostrando
o desempenho do modelo proposto, assim como sugestoes para 0s pro
ximos trabalhos que futuramente poderao vir a ser desenvolvidos
nesta area.

- E finalizando um apéndice sobre uma breve revisdo bj
bliografica onde sdao apresentados os principais modelos tridimen
sionais que utilizam para solucao o metodo de elementos finitos.



1 - MODELO MATEMATICO DE SIMULACKO DA CIRCULACXO TRIDI
MENSIONAL EM SISTEMAS DE AGUAS RASAS.

1.1 - Introducao

Todo problema que envolve simulacdao da circulacao em
aguas rasas, "Shallow Water" na terminologia inglesa, pode ser
expresso por meio de equacoes diferenciais que governam o siste
ma mais as condicOes de contorno.

1.2 - Equacdes Governantes do Movimento do Fluido

Assumindo que o fluxo e basicamente horizontal, o que
implica em supor que existe uma distribuicdao hidrostatica de pres
soes, as equacoes que governam o movimento de um fluido num sis-
tema sao as seguintes:

I - EquacOes da Quantidade de Movimento:

9 (pu) + 9 (puu) + 4 (puv) + 32 (puw) + fpv +a-—-E -
at X 3y 3z ax

d 3 3 ‘
Txx “xy xz 0 (1.2.1)

ox 3y 5z
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2 (pv) + 2 (puv) + 2 (pvv) + L (ovw) - fou + CL .
at ER 3y 3z oy
3T 0T 9T .
NEI £ £ S (1.2.2)
3 X dy az
g =0 (1.2.3)
oz
II - Equacdao da Continuidade:
32 4 2 (pu) + = (ov) > (pw) =0 (1.2.4)

Low)

ot 3 X ay z

onde:

u, Vv, w sao as componentes das velocidades nas direcoes dos ei-
X0S X, ¥, Z, respectivamente; o e a massa especifica do fluido;
g a aceleracdo da gravidade; P & a pressao; XX, 'Yy, Xy, 'xz,
Tyx, 'yz s3ao as tensOes normais e de cisalhamento; f & o coefici
ente de Coriolis.

As duas primeiras equacoes sao equacoes de quantidade
de movimento. A terceira equacdo de movimento e substituida pe-
la hipotese de distribuicdo hidrostatica de pressdao. A ultima e
a equacao da continuidade.

Supondo que p e constante e integrando a equacao (1.2.3)
se obtem:

P =17, pg dz = pg (n- z) + Patm (1.2.5)

sendo que Patm e a pressdao atmosferica; n e a elevacdo da super
ficie livre em relacdo ao nivel medio e aparece na figura abaixo.



07

Hz htn

FIGURA 1.2.1

Num fluxo turbulento, as velocidades instantaneas u, v
e w vem dadas por:

U = <u> + U

v = <v> + V!

W= <w> o+ w' (1.2.6)
onde <u> & a velocidade media de um ponto e u' a flutuacao em

torno de <u> , u' & tambem denominada velocidade instantanea de
agitacdo, sendo que:

u dt

<Y =

—

1
:

Lo
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—_

<Y> = - v dt

e

<W> = e W dt (1.2.7)

—

onde T e um intervalo de tempo no qual a vazao se mantem constan
te.
Da mesma forma, pode escrever-se que:

1

Tij = <Vij» + U 4j
P = «<P>» 4+ P!
p o= <p> + pf (1.2.8)

Definidos os valores medios locais, as medias das flu

tuacoes devem ser nulas, ou seja:

T T T
[ p' dt = 0; / Tij dt = 0;/ P' dt
0 0 0
T T T
// u' dt = 0, }/ v dt = 0, w' dt 3
0 0 0 (1.2.9)

De (1.2.6) se deduz que

H
[
wa»

H
o
-

Uu = <u> <u> + <u> U + u' <u> + u'u'
Uv = <u>» <v>» + <u> v' + u' <v> + u'v'
UW = <U> <W> + <u> W' + u' <w> + u'w' (1.2.10)

Tomando a media de (1.2.10), levando em conta (1.2.9)
obté&m-se
<yu> = <U> <U> + <u'u's

<yy > <y> <y +  <y'v'>

<uw> <uU> <W> + <u'w'> (1.2.11)
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Considerando p= cte, e as expressoes de (1.2.5) a

(1.2.11) obtem-se o seguinte sistema de equacoes depois de tomar
a media no sistema constituido das equacoes de (1.2.1) a (1.2.4).

ou + U ou + v au + W ou + fv + g an .
ot 9 X ay 3z 39X
T, T
- i ( 22X <y'u'>») - _g.}_ (__)i)_’. - <u'v'>) -
9 x P Jy P
T
- i ( Xz <u'w'>) = 0 (1.2.12)
dZ p
CANTA VA A W 3 gy 4 g an
ot 3 X 3y 3z 3y
T , T
G TS N G S A
3 X o oy o)
5, yz
(2D ytwts) =0 (1.2.13)
az ¢}
S L L (1.2.14)
X 3y 3z
onde u, v, we "ij (i, j = 1,2,3) sio valores médios e o simbolo

< > foi eliminado por conveniencia.
De acordo a formula de Newton, pode deduzir-se que
3V . oV .
Ti3 =T3i = p ( — + —L ) (4,5 =1,2,3)  (1.2.15)

onde y @ a viscosidade dinamica (v =p|p € a viscosidade cinemati
ca), e depende do fluido,

fazendo =
T XX
- <y'u'y = e——
p — —
T T
- <cuty!'s = - <v'u's = XYoo XX
T p o
- <u'tw'> = Y
_P
T
- <ytyts> = A
P
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T T
- <v'w's = - <cw'lv's = Yz _Zy (1.2.16)
P Q

As ?1j (i,j = 1,2,3) sao chamadas tensoes de Reynolds
e representam a forma tangencial media por unidade de superficie
paralela ao fluxo devido a turbulencia.

Usualmente se faz

AV, gV,
1
T.: = pel Ll d )

1] .
BXj \)X.i

onde e & o coeficiente de viscosidade mecanica, molar ou turbulen
ta, tambem € conhecido como fator de turbuléncia. € depende do flu

x0 e nao do fluido.

Como o efeito de 'ij & muito pequeno em relacdo ao de
1ij, sao considerados somente o3 efeitos da turbuléncia.

Consideram-se 0s seguintes casos:

1 - Assume-Se que £ = cte em todo o sistema, entao:
3T 3T 8T . ,
XX, XY X2 e (2 Lt
3X 3y 8z 3 X 3 X
vpe 2 (Y LAY )y e LU, AWy
ay 3y 4 X 3z 3z a X
2 2 2 2 N2 .2
‘ J ; ’ v :
Cpe (DU B DTy L e (2, 2TV BT
ax ay az 3X 3X3y aX9z
2 2 . .
= pel d g 4 2 g + 2 g ) + pe — (22 4 CAANRECL N T
X ay az T X 3 X 3y 3z
= ps&z u (1.2.17)
pois:
U, v, W _ 0 e
ax 3y az
2 2 2
CRUME O B
3 X 3y 3z

onde 52 e o laplaciano da funcdo.
da mesma forma:
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aT 5T AT
A S 7 R (1.2.18)
dX ay R4

2 - Assume-se que €y * £,5 OU seja que sao diferentes
os coeficientes de viscosidade mecanica ou turbulenta no sentido

horizontal e vertical, entao:

2T

T Txx + “Txy + X2 s oo« 2 (2 3y )+
3x 3y 57 Ho ax ax
+pe, LU,y e 2 (Bu Wy
"3y oy d X 0z 0z d X
2 2 2 2
Jd u d u au 0V
= pe | — + —> ) + pe. | + ) o+
H X 3y L sz axXay
azu sz
v e (2 ) (1.2.19)
Vo2 9xd2
da mesma forma:
%Tyx N 3T‘yy . dryz - QSH .ﬁ__ ( é_. + .%...,, ) + ng
aX 3y 9z 3X oy 3 X ay
2 2
3 oV IW JV J -V
(22 ) +pe, = (42 ) = pe (Sgr g )+
Sy Visz sz ay H o' ax 3y
2 2 2 2
+ pey ( o_u 9 ; ) + e (8 ; AL ) (1.2.20)
dX3Yy Jy 9z oyoz
levando em conta que:
82u + BZV . 0 ( AU Ql) __ 9 ( oW ) = - 82w
8x2 oX3y d X I X 3y 3X dz axoz
(1.2.21)
IxXay ayz 3y d X ay 3y 0z dyoz
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ou av W
+——..

pais: = 4+ 22 = 0 e chamando ¢ a relagao e, /& » Ou se

Ix dy oz -

5a ¢ - (1.2.23)
H

As expressoes (1.2.19) e (1.2.20) podem entao ser es-
critas da sequinte maneira:

DTy x . 0T yx X 3T gy, e 52 . 12 . 32 .
99X 3y 3z H IX 3y 92
2
s (co1) AW (1.2.24)
9Xdz
ot 3T 31 2 2 2
= pe, ( —Z +t— +C— +
9 X 3y 9z H 9 X ay 0z
2
b (c-1) 2w (1.2.25)
dydz

3 - Assume-se que o coeficiente de turbulencia horizon

-

tal e constante e o vertical & uma funcdo de z, ou seja ¢ =g (z)

entao:
a7 0T T 2 "2 2
X X Xy X2z N J U 3 U Ju
+ + =pey [ +— +c¢ (z) — +
d X ERY a9z " dX ay dz
2 Je
sLc(z) -1 129 3w, 3wy, v (1.2.26)
9X9Z az X 3z
3T ot 9T .2 2 2
YX p W, Y2 e P2 2o (2) &Y
d X Jy 9z 3 X ay 9z
2 se
Pl (z)- 1720 g (2, My, ¥ (1.2.27)
dysz 3z 3y 3z

1,3 - Condicoes de contorno

As condicOes de contorno sao as seguintes.
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Na superficie.

Cw(n) +u () ey )y &0y 21 g
I X oy ot
P (n) = Patm =0 (1.3.1)

Nos contornos "solidos".

Nos contornos "abertos".

n=n1n (t) [ 7 (t) = Funcao prescrita] em S, (1.3.3)
N\ Z
S|
S2
S2
S|
> X
FIGURA 1.3.1
O)CONNQiO DE CONTORNO " TERRA " (S;)

b) CONDIGAO DE CONTORNO " A'GUA " (S3)
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Quando se leva em conta a acao do vento, se faz:

e du .
V 32 Z = i fJ
e v | - iil
V.o3z z =0 . (1.3.4)

S S - ~ N - .
onde T « € T y sao as tensoes tangenciais na superficie, provo-

cadas pelo vento. Usualmente:

Ti - YZ ca V% cos O
Ti - v2 pa @ sen © (1.3.5)

L2 = - - -
onde Y~ e um coeficiente de tensao do vento, Pa a massa especi-
fica do ar, V a velovidade do vento e 6 0 angulo que a direcao

-y
do vento forma com 0 sentido positivo do eixo x.

Como T° e T° apararecem divididos por p, se pode

X y

fazer que K = X 2& em geral K varia entre 2,5 x 10% e 4,0 x10°
P

Usualmente se adota K = 3,2 x 1076 .



15

1.4 - Resumo das equacOes que governam o movimento do

fluido.

Resumindo, as equacoOes que governam O movimento tridi-
mensional do fluido sao as seguintes:

) ‘ 2
U Lo &Yy Y Ly 3Y ey s g 40 4 £y (2 é—% +
3t ax 3y aZ oX oX
2u ’2v u oW
LU L 3V y L, B (¢, ¥ e, &) =0 (1.4.1)
3y 3Xgy 3z 3z X
v v v v 2v
9 oy &,y Y w2 fy 4o g 20y ey (2 g_? +
at X 3y az 3y 3y
azv %2u 3 : gV oW
+ >+ L Y o+ gvm——-l- €y ) = 0 (1.4.2)
X axay 9Z aZ ay
..:‘?_li.‘. .a_\i-{-.a»}i = 0 (1.4.3)
X oY 3z
_B_D. + u -&.D..f. Y M - W = 0 (1.4.4)
S s s
ot X oY

onde:

as duas primeiras sao as equac¢oOes da quantidade de movimento, a
terceira equacao € da continuidade considerando o fluido incom -
pressfvel e a Ultima e a condicao de contorno cinematica na Su-
perficie.



2 - FORMULACKO DO METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA 0 MO
DELO DE CIRCULACAO TRIDIMENSIONAL EM AGUAS RASAS.

2.1 - Introducao

0 metodo de elementos finitos e uma técnica largamente
utilizada na solucao de problemas matematicos e fisicos. Foi pri
meiramente desenvolvida para a mecanica dos solidos, tornando-se
uma ferramenta de vital importancia na analise estrutural. A a-
plicacdao do metodo de elementos finitos a mecanica dos fluidos e
a hidrodinamica e relativamente recente, entretanto uma signifi
cativa literatura e uma larga utilizacao a consagram como teécni-
ca de inestimavel valor.

2.2 - Esquema computacional do metodo de elementos fi-
nitos. ‘

Idealizacao e discretizacao do continuo;
Calculo das matrizes do elemento;

)
)
) Montagem das equa¢Oes que governam o problema;
) Aplicacao das condigoes de contorno;

)

[T = T o TR o M oV}

Solugao do sistema de equacoes;
f) Apartir das variaveis obtidas na solucao calcular,
se for necessario, resultados secundarios.

2.3 - Aplicacao do metodo de elementos finitos nas e-
quagcoes que governam o problema.
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Para levar as equag¢Oes que governam o problema, apre-

sentadas no Capitulo I, a uma forma integral usa-se o metodo dos

residuos ponderados em relacao a dy, “v, &w e &n, que sao quanti

dades arbitrarias., Entao se tem:

e {2y L L L T
ot 3 X Jy 0z X
2 Z ~ e -
DB 28 S (1) 29} sudn -
I% a3y 9z dXaz
T8 -
- f, (2o 5% 2 ) sudxdy= 0 (2.3.1)
S o az
IQ{ K L T g an_
3t dx By 3z By
Z 2 2 2
a~v av 0 a W
- £
HD —5 + —5 + ¢ —% + (c -1) 11} 8v do -
I X ay 3z dyoz
TS
G Yy §v dxdy = 0 (2.3.2)
o 9z
au v IW
fo =+ + 22 )y swdn = 0 (2.3.3)
‘ X ay 0z
s n (r) 20 ) 2 (n) 1 én d2 =0
Q [——— + U n T + vV (:1 —8"'- - W n ] én Mo =
ot X Y (2.3.4)
&
onde c =
“H

Supondo uma fungao
la de integracao por partes,

2

a =a (x, y,z), e lembrando a formu
se tem que:

9"alx,y,z) _ (
‘o L2 sa dxdydz = /. = da(x,y,z) sa dydz-
"X dX

_f da(x,y,z) 2d8a

@ X I X

dxdydz (2.3.5)
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Integrando por partes os "termos viscosos", e levando
em conta a expressao (2.3.5) se tem que:

fQ { du Su + u oy Su + v ou Su + w du Su + f v Su +

3t 3X Dy 3z
+ g Eﬂ Su +€H [ ?_U- E_(S__u_ + _?_ .a_u + C ..Ei_ i)_.(s_u +
9 X 9 X 9 X dy oy dz 9z
+ (c-1) dw  30u 1} d@ -e fsx u Su dsx -
9z 9 X J X
au u
- g, /s =— S8uds. - ¢ Ss_ ¢ — GSu ds -
H y 3y y H z 37 z
(S
- Is (2 - ¢ ou su ds_ -
z € az
Py
- ey Is, (c-1) W sy ds. =0 (2.3.6)
X 5 X
z
fQ { sV sv + u 2¥ sv + vél Sv + W oV v - f u Sv +
’ ot dX oy 0z
+ g éﬂ Sv + eH [ él éﬁl + 31 éﬁl + C él Eél +
Jy X 09X Jy Yy J9z 9z
' z ]
+ (c-1) 9w 38y 11 do - ey fsx 2V sy dsx -
0z Jy 9 X
- ey J Yooy ds - ey fgy © CAR Y ds, -
H sy 3y y S 0z
T.S .
- f ( Y - ) Sy ds -
SZ ptH N7 Z
oW
- - ——— ds = 0 (2.3.7)
€y fsy (c-1) . sv y

Os"termos viscosos", introduzem no modelo os efeitos da turbu]éﬂ
cia.
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7o QU sy + Y sy 4 3 sy) dy = 0 (2.3.8)
3x 3y 5z

fQ [ £ s + u (n) AR v (n) an S -
at X 3y

-w (n) én 1 de =0 (2.3.9)

sendo que:

i

dsx = dydz; dsy
sistema em questdo.

As integrais de contorno sao condi¢Oes naturais nos con
tornos "ABERTOS" (52) e nulas nos contornos "SOLIDOS" (51).

dxdz; ds, = dxdy, @ e o dominio do

Para introduzir o metodo de elementos finitos utilizam
-se as seguintes expansoes para as incognitas, uma vez que o do-

s
H

minio foi discretizado com elementos de "n" nos:

(2.3.10)
onde ¢ = ¢ (x,y,z) sao as funcOes de interpolacdo, o superindi-
ce T indica transposicao de matriz, o til indica matriz ou ve-
tor (neste caso trata-se de vetores) e gn, !n’ yn, gn‘ sao 0s ve
tores que contem os valores nodais de u, v, w e n. Mais adiante
representa-se a derivada em relac3do ao tempo com um ponto acima.

As funcoes de interpolacao para n (x,y,t) sdo diferen-
tes das fungOes das outras incognitas ja que n e independente de
z (n' s3o os nos onde existem as incognitas n).

Introduzindo (2.3.10) em (2.3.6) e lembrando a arbitra
riedade de Su, §v, 6w e &n obtem-se:

T
7 (9 QT) de 1 Qn + {[IQ(Q %%F) (QT gn) ae 1 +

3 ¢7

Y
) (2T WM a1} " s

+ g (9 ) (7 v") de 1+

~ 3
T

z

Q2

+ [/, (8

|

[o%
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N '
w0 f 8 a0 1" e g s 8 =) do 1 "
o T ¢ 0T
sley Fg 0 (22 22y (2222
' dx  9x dy oy
¢ 9T
+ ¢ ( o~ 9=~ ) 1 det u” +
9z 3z
N
+ Ley fo (em1) ( 9% 9=y 4o 1w -
dX 3z
T.8 1
- Is, ( X ?T) ds = 0 (2.3.11)
o Z ~

Em uma forma compacta a (2.3.11) pode ser escrita da
seguinte maneira.

M én + (A + ﬁy + A ) En + G Xn + G, Dn . F Hn .

L 0 (2.3.12)
onde:

Moo= (28T ao

A = s %%I ) (2T u") ds

Ay =lg | 2 2! ) (27 v')  do



-se:
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oT
A, =i (B2 (o7 WM an
’ 0z ~ -
C o=, (92T g
T
=9, (¢ 3~ ) 4o
- 39X
oT ¢ 0T ¢ 0T
Fooo ey 70 (224 (222 )4 ¢ (22274
i OX 9X 3y 3y 3z 3z
¢ 0T
L= ey Tole-1) (2222 da
- aX oz
P v“pa V2 cos 0 Ss. o ds
~X - 0 Y S z

Da mesma forma, introduzindo (2.3.10) em (2.3.7) obtem

. ¢T
[ro (29T dn 7 v oo (@22 ) ¢T W) dg 1 o+
Q 0Ty -
T
+ ETQ ( 93> ) ?T v dg 1+
M By Rl
T
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C 0T .
L G D T WL (VORI L B TP L
“ 0 i
2 qoT NN NN
+ ey Sl 22 4 (22 20 (22 2=y 7 dare” 4
IX DX 3y 9y 3z 9z -
z«h
¢ 4T 1,5
s Loey 7y (e-1) (222 do 1w - s (<X 2Ty ds =g
Yy 42z - 0 ~

(2.3.13)

Em forma compacta a (2.3.13) pode ser escrita da se-

guinte maneira:

onde:

1 n n n

MYy o+ (A4 Ay + ~z) vi - Cu o+ 6, 0+
n n n'

F - P =0 2.3.14
LA P ( )
Moo= s, (220 ag

0T
9L 4T n
o (2 (8 M) g
X Q 53 x ~
T
A, = o () (0T ) e
~y § Sy ~
6T
N T n
s ¢ AR
~7 9’ vz ~
C o= f fQ(??T) 4o
C a0t T
6, = 9/, (22~ ) 4o
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S 0T Lo 0T o LT
Frooeyig [ 022 25y (82 2oy o (32 25 o
- JX 3 X dy dy 82z aZ
¢
N o= e, /. (c-1) ( 2= 3> gq
~y H " by Bz
P§'= Y038 y2 sen 8ss o | ds
Introduzindo (2.3.10) em (2.3.8), obtem-se:
0T 6T
[ IQ ( 9 9~ ) do 1] En + [ IQ ( ¢ 9~ ) da ] xn +
3% ay
oT
wLrg (8 2 ) de 1 W' =0 (2.3.15)
9z - ~
L TR L, x" v L @” -0 (2.3.16)
T
A ¢ 9=y dp
- ax
0T
L = IQ ( ¢ 9~ ) do
~Yy 3y
oT
L, = /g ( ¢ 9%y dg
- 9z

Tambem introduzindo (2.3.10) em (2.3.9) se obtem que

n t

1 |T \ q¢'T 1
2°¢ ¢ T u"(n))da 1 noo+

ydnd 3" e s (2 =) (2
- X

(7,



ou em forma compacta

”.ns
Mmoo+ (B, + By
onde:

II— @I(bl'l'
g = IQ ( oo )
_ $'ae T
B, =/, (0%
3 X
_ o' ae'T
..B.y —IQ(~ =
ay

H IT
Bo=dg e o

)

4]

n 1

Juntando (2.3.12), (2.3.14),
quacao matricial para um elemento e a seguinte:

o 1o o 1 E
o 1o = o
o o o o

= o 1o 1o

Y

HE- T I ]

T

n_|

n

24

9 ] ﬂn -

=0 (2.3.17)
= 0 (2.318)
n) ) do

v () ) dg

(2.3.16) e (2.3.18) a e-
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n
A+ Ay + A+ F ¢ Ny G, u
n
) - ¢ At By e A+ BN s L],
n
~X Ey 7 g B
nl
0 0 0 BBl |n
L 4 L
nl
P
~X 9
+ ' -
Pt I
y —~
0 0
B (w(n)) 0
v (2.3.19)

ou em forma compacta

M X + K (x) X +P (x) =0 (2.3.20)

-~ a~

Na expressao (2.3.19) os termos lineares e nao line-
ares podem ser separados em duas matrizes 51 e K, (x) respecti-
vamente,

Neste caso tem-se

MX o+ LKy + Ky (X)X %Py (x) =0 (2.3.21)

onde:



1O

| o)

1o

B, +B,

- | w0 0 o
0 M0 0
0 ¢ 0 0
0 o 0 M
.K.1= .E 9. X 9)(
-g E Ny <y
L, Ly, L 0
0 0 0 0
Ez (x) = ~x+~y+~z 0
0 0
_ 0 0
Py (x) = En
X
pn’
Ty
0
R (w(n))
S L
:;-n
‘n
W
-nl
n
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1<

tE

n
n

onde M representa a matriz de massa para um elemento; K1 e a ma
triz dos termos lineares; K, (x) & a matriz dos termos nao line
ares; X vrepresenta o vetor das derivadas da velocidade, X in-

dica o vetor das incognitas; P1 (x) e o vetor de cargas, onde
i 1
n - . . -
E: e Ey sao devidos aos efeitos de vento e so tem alguns ele-
mentos nao nulos.

2.4 - Integracao no tempo da equacao que governa 0 pro

blema (discretizada atraves de elementos finitos)

Depois de formar as matrizes M, 51, 52 e o vetor 81

-~

para cada elemento, devem seguir-se 0s Seguintes passos:

a) Montar as matrizes M, K

—

1> 52 e o vetor E1 para to-

dos os elementos do sistema;
b) Integrar no tempo a equacao resultante;
c) Aplicar as condicOes de contorno;

d) Resolver o sistema de equacoes com a formula de re-
correncia obtida em (b);

Para integrar no tempo, a equacao resultante e:

MX o+ K (x) =0 (2.4.1)

1>
+
P

[V

—
s
s

1>
+

1o
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sendo:
MoXy + Ky Xoo+ Ko (X)) X+ Py (X)) = 0 (2.4.1.a)
e
M Xeant * K1 Xeaae K2 Kppne ) Brane v 21 (Kpyne) -
=0 (z.4.1.b)

Utiliza-se o metodo de diferencas finitas (regra trape
zoidal) assumindo que

X - X =).( +)'(

~t+At ~t ~t+At ~t (2.4.2)
At 2
de onde
X 2 y
At
A X
°(l
X4 X trat
2 >
+ ! - t

FIGURA 2.4.)
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Introduzindo (2.4.3) em (2.4.1.b) e levando em conta
(2.4.1.a) obtem-se a seguinte formula de recorrencia

2 ?
[ —=— M+ K, + K, (X ) ] X = [ = M -
T - 1t 2 t+At Ttent & -
- Ky - Ky (X)X - DRy (X)) + Py (X )]
(2.4.4)

Como no membro da esquerda, a matriz dos coeficientes

depende de X deve ser modificada em cada intervalo de tem-

s
po. Isto 1mp%?§§ em ter que decompor a matriz dos coeficientes
muitas vezes, o que significa um aumento consideravel do tempo
de processamento.

Para evitar isto e decompor a matriz dos coeficientes

uma $O0 vez em todo o processo se emprega 0 seguinte esquema.

Se toma a equacao (2.4.4) para o intervalo t+At e
t+2At.
[ 2~ M+ K, + K, (X )71 X
At —~ ~1 -l t+2A1L ~t+24at =
S -2m- K, - K, (X L) X L P, (X, )
- At~ ~1 ~2 t+At ~t+At ~1 t+at’
+ Py (Kppont) ] (2.4.5)

Somando membro a membro (2.4.4) e (2.4.5) e passando

~

Ko O Xgunt) Xeont © Ko (Xgioat) Xpipat 30 segundo membro se

obtem:

2 2
[ = M+ K, 1X =0 =5 M- KT X - 2K, X
1o~ TR Teeaat TR R Ztent-

UKy O Xe v 2K ne) Xeant Ky (X pne) Xpaontd-

S P (X)) - 2P p

Pr Xggat) - By (X

t+2At) (2.4.6)
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Ao termo entre chaves pode aplicar-se o desenvolvimen-
to de Taylor para o primeiro e o terceiro termo, expandindo em
torno de t+At e desprezando termos de segunda ordem. Entao tem -
-se que

Ko (Xg) Xp + Ko (X one) Xeiont -
=2 K (Xt) Keent (2.4.7)

Juntando (2.4.6) e (2.4.7), obtem-se a formula de recor
rencia final

2 2
[ 2 M+ K, ]X [ -2 M- K, ] X
At -~ '»1 ~t+2At ;ﬂt b ~1 - bl
-2 Ky Kpoar - 4K (pae) Xppar - 0Py (X)) +
+2 Py (K ag)d + Py O Xpopg) (2.4.8)

Neste esquema, nao sao requeridas iteracoes. Mostra-se
eficiente em termos de tempo de processamento, embora seja neces
sario tomar intervalos de tempo iguais para manter estacionaria
a matriz do membro esquerdo.

0 esquema esta balanceado em t+At e tem um so passo,
tem o inconveniente de que nao e auto-iniciavel, ou seja que pa-
ra iniciar o processo € necessario conhecer

X0 € Zat

2.5 - Estudo do tipo de elemento e das funcoes de in-
terpolacao.

Primeiramente foi realizado uma analise do elemento e
das funcoes de interpolacao para um problema bidimensional e de-
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pois foi extrapolado para um problema tridimensional que e o ob-
jetivo deste trabalho.
Supoe-se a seguinte situacao

A

>
X

7
<

h=h(X,Y)

FIGURA 2.5

onde assume-se:

1) Funcoes de interpolacao lineares para as coordena -
das:

2) Funcoes de interpolacao lineares no sentido horizon
tal para as incognitas;

3) Funcoes de interpolacao cubicas, no sentido verti-
cal para as incognitas.

Entao, pelas hipoteses anteriores nao se trata de um
elemento isoparametrico em que a variacao das funcoes de interpo
lacao das incognitas e a mesma variacao das funcoes de interpola
cao da geometria, este tipo de elemento e subparamétrico em que
a variacao das funcOes de interpolacao das incognitas e maior
do que a variacao das funcoes de interpolacao da geometria.

0 elemento da figura (2.5.1) pode ser analisado da se-
guinte forma
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A Z s
3 4
~Lb i
- - N
X 15 6 ¢
t
EB ﬁ? > |
7 - 8
h3 n/3 {
¢ ¢
< ’
h’3
h73
¢+
+ # /////’
h/3
h/3 T

Cjzgg?===ncncowmnomn
LTI

FIGURA 2.5.2

Para as coordenadas consideram-se os nos 1,2,7,8 e as
funcoes de interpolacao sao as seguintes:

(1-e) (1 +2) = % (e.2)

(1+e) (1 +%)

L
4
1 .
— Xy (e,2)
) 2
X, =L (1-e) (1 -2) = % (£,0)
4
A
4

g (1+e) (1 -z) = %g (e,2) (2.5.1)

Para as incognitas usam-se as funcoes lineares seguin-
tes, no sentido horizontal

oy (e) = = (1 -e)
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v, (e) = L1 se) (2.5.2)

¥, (¢) = 27 t(z® - 1) (2.5.3)

que sao propostas na ref. [B5].

N2
Y1 \ &) Vi

FIGURA 2.5.3
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Analisando agora um parametro qualquer p = u{e,z)

Para r= 1, tem-se que v,(z) = 1e v, (¢) = ¥3 (¢) =0,
entao fica:

wo(e, 1) =9, (e) uy + 0, (c) My (2.5.4)

Para €= - 1 (ou seja com 61 (e) =1 e wz (¢) =0 ), a

variacao se u( - 1,z) nao pode ser colocada na forma

w1, 2) = vy (e) wy o+ ¥, (8) ug + ¥y (2) ug (5 5 5

pois se = L (ou seja no no 3) tem-se:
3
1 2
b (-1, — ) == u, +u, -u (2.5.6)
1 3 5
3 3
! 1
quando se sabe que p(- 1,— ) = by, da mesma forma, se g= - —
3 3
(ou seja no no 5)tem-se:
1 ]
p (=1, - — ) = — Uy + U,y + U (2.5.7)
1 3 5
3 3
quando se sabe que p(-1, - L ) = e
3

Ent3o, levando em conta as consideracoes anteriores,se

faz
wo(-1,2) =¥y (o) uy + ¥, (2) Ay + ¥y (2) A,
(2.5.8)
onde A, eA, sao parametros a determinar,
Para ¢ = il e g= - A respectivamente se tem (sempre
3 3
comeg = - 1)
2
My = — Wy A1 - A2
3
Hp = aE Wy o+ A+ A
3 1 2 (2.5.9)
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De (2.5.9) obtem-se que

( - U1 + U3 + U5)

M
( ST (2.5.10)
3 3 5

N = o=

Introduzindo (2.5.10) em (2.5.8) obtem-se:

wo(=1,z) = [ ¥y () - é v, (2) + % va (2) Ty o+
1 1
= a1 (C) U1 + a2 (C) U3 + a3 (C) U5 (2.5.11)

Da mesma forma

a 8
M ( 13C ) = a1 (C) U2 + a2 (C) U4 + 3 ( ) U6
(2.5.12)

Fazendo

1 1
L=1,C0= -~ e L= - — tem-se

3 3
u (e, 1) = g (e) uy o+ 9, (e)
u (e, %) =, (e} uy o+ 0, (e) Mg
u(e,-%) =2 h)u5+®2(d Mg (2.5.13)

Juntando (2.5.11), (2.5.12) e (2.5.13) tem-se:
H (E,C) = ®1 (E) a1 (C) U1 + ®2 (E) a1 (C) UZ +

+ 0y (e) a, (T) ny + o,(e) o, (L) u, + 2y (e) @ (B)ug +

e e M el eene etk i L
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onde

Analise do elemento e das funcoes de forma para um pro

blema tridimensional.
CASO 1I:

Agora o elemento e o seguinte:

3
ALS
7¢ | Y
ne > X.E
s O Pontes ends es coordenaios

s8o sspecificedes

¢ Pg M&ccdg rdmetros

po s — — o~ -

FIGURA 2.5.4

Para as coordenadas consideram-se as seguintes funcoes

de forma:

(1 -e) (1 -n) (1 +2)

X4 (esn,z)

n

XZ (Esﬂ,C) ( 1 +€) ( 1 *Tl) ( 1 +C\)

(1 +e) (1 +n) (1 +z)

® |—= o]~ oof—

x5 (€.m,2)
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Xy (£.0,0) é (1 -€) (1 +n) (1 +2)
Xyq (eamsc) _;- (1 -e) (1 -n) (1 -2)
fg Ceanac) = o (0 se) (1 an) (1-0)
K (camst) -;- (1 +e) (1 +n) (1 -2)
Xyg (esms0) =é (1 -g) (1 +n) (1 -0 (2.5.15)

Para as incognitas usam-se as seguintes fungoes Tinea
res, no sentido horizontal,

3y (o) == (1 =€) (1-n)
4
2, (e =:;— (1 +¢) (1 -n)
05 (esn) -[‘; (1 +¢€) (1 +n)
¢, (e,n) =i (1 -g) (1 +n) (2.5.16)

E no sentido vertical as funcoes cubicas dadas na ex-

pressao (2.5.3).

Fazendo uma analise exatamente igual ao que foi reali
zado para o elemento bidimensional, tem-se

H (‘19 “13C) = a1(§) U1

+
@

~No
s
Lo
f—

Hp + G (¢) Hg

+
R

H (13 “192) = 01 (Q) Uz 2 (C) U6 + 33 (C) U10

it

U (13 1, Q) a1 (Q) p3 + Qz (C) W7 + G3 (C) U11
H (‘19 1:@) =0 1 (C) U4 + az (Q) UB + a3 (C) U12

(2.5.17)



onde

onde:

e, ©) = [ v, (z) é— v, () +.;_ vy (2) ]
a, (¢) i [ v,(e) - ¥y (2) ]

ay (¢) % [v,(c) + vy ()]

Fazendo ¢= 1, ¢= 1 e L= - obtem-se:

1
3 3

38

U(Esﬂ, 1) = q):l (E’n) 111 + ®2 (€9ﬂ) Uz + (1)3(53”) Ll3 +

+ ®4 .(Esﬂ) Hyg

1
u (ems— ) = 4 (eon) ug + ®2(s,n) Hg + @3 (¢ sn) ny ¥

3

o+

Qﬂ- (‘Ean) IJ8

H (Eans“é‘) =©1 (Eon)U9+®2 (E:n) U1O

+®3 (E;n)}i11 "'@4 (gsn) }112

Juntando (2.5.17) e (2.5.18) obtem-se:

plesn,z) =

01 = Qg a3 by =Py Ays g3 =05 a3 gy =

sy
wl
I

"@1 Qiz;

<
(=
i
o
[av
e
N
A=
~4
!
i<l

€3
(Xo)
|

3 %23 ¢g =

=04 G3i 9qg = & agzd ¢qq = P3 azi gq1p =

+
(2.5.18)
(2.5.19)

4 &

4 (12 4

4 @3 >
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As funcoes P (e ,n) vem dadas pela expressao(2.5.16)
e as a . dadas pela (2.5.11) sao as seguintes:

o, (z) = L (9c3+9c2—c-1)
16

32 (¢) = :i- ( - 3 €3 - C2 + 3C+ 1)
16

@y 6) = = (323 -¢c2 . 3¢+ 1) (2.5.21)
16

As funcoes Qi (e ;n) sao iguais as ¢ incluidas nas ex
pressoes (2.3.11) a (2.3.20).

CASO II:

Sendo 0 elemento tridimensional da seguinte forma:

Pontos onde as coordenades
¢ porlmetros sBo especitiondes

FIGURA 2.3.5
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Descreve-se a geometria do elemento com as mesmas fun
coes de interpolacao que sao usadas para as incognitas, tornan-
do assim 0 elemento anteriormente subparametrico em um elemento
isoparametrico.

Optando-se por este ultimo para a implementacao final,
por ser o elemento isoparametrico de mais facil manipulacdo e os
resultados obtidos com os dois tipos de elementos foram coinci-
dentes.

Considera-se, entao para as coordenadas as fung¢oes de
forma de (2.5.20) ao invés das funcoes de (2.5.15) onde s3ao adi

cionadas 0130 d1as 015 & dqp-
sendo
1 ( 3 2

a,(z) = — -9z + 97"+t - 1) (2.5.22)
4 16

As funcoes (2.5.20) para as coordenadas tornam-se en-

= . = ¢ W = @ AP = @ 5
O o= 9 oys by 2 %3 5 3 %3 9y g %

= - ; = ; ; - ; = & 3

bg T 0w b % a7 by 0 g 00 by 4 %
. o - ) . _ 0 : _ @ .

Og = ap O3y = O G35 gy = P 5 G35 by, 4 %33
- . - . ) . . ® P
Or3 = 0 930y = % G5 byg = T 3 0 by = By s
(2.5.23)

Sendo como anteriormente as funcoes ®1 (e,n) dadas em
(2.5.16) e as o (z) em (2.5.21) e (2.5.22).

pan i AR

B

w70
e B 3%
- = F5 Y L
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FIGURA 2.5.6 - Func¢Ses de forma no sentido vertical

2.6 - Sistema de coordenadas natural - Matriz Jacobia-

2.6.1 - Introducao

0 uso do sistema de coordenadas natural & extremamente
vantajoso para elementos bi e tridimensionais onde 0s contornos
podem ser deformados.

A func3do de forma ¢ e definida em termos de e,n e ¢ que
sao coordenadas locais variaveis.

2.6.2 - A Matriz Jacobiana

Sejam x, y e z as coordenadas globais e €,n e gas coor
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denadas locais. Sabe-se que as derivadas de qualquer das ¢i(€’“’
z ) de (2.5.23) podem calcular-se da seguinte maneira:

3¢1 8@1
2E a X
30 3¢
- - [J] —
an ay
B 3t a B 0z | ou
[ 0b4 ] 95
ax o€
9 - 3
i -1 1! L (i = 1,2 ..., 12)
LR an
99 ; F
| ez g Iz (2.6.2.1)

onde [J] € a matriz jacobiana e vem dada por

J X ay a2
o€ Je SR>
2 2 3
g1 = | =% 2y —Z
an an 3n
3 X oy 2z
R4 or ot (2.6.2.2)

As coordenadas x, y, z sao expandidas, usando as fun-
coes de interpolacdo expressas em (2.5.16), (2.5.21) e (2.5.22),
na forma

X = ? fn : y = f Zn : z = ¢ 20 : (2.6.2.3)

onde o superindice "n" indica os valores nodais das coordenadas.

Introduzindo (2.6.2.3) em (2.6.2.2) obtéem-se:
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28(c,n,z) X" Bé(e,n,c)‘ v 3%(e,n,0) z"
o€ Je o€
[J] = ggiﬁiﬁiﬁl §n ﬁﬁiﬁgﬁigl Xn EgLE;ELQl En
an an an
aflein,e) X" afe,ni) v af(en,g 2"
_ 9% 9T g ]
(2.6.2.4)
As 3%(e,n,z), 28(e,n,z) e HQ(E,H,C) sao obtidas
€ an ag
a partir de (2.5.16), (2.5.21) e (2.5.22).
¢ ¢ ¢
8«-(8,”,{;) 8"‘(6:;“9‘;) 8~(€,n,2;) =
As =% , v e ——y sao calcula-

das atraves de (2.6.2.1).

Sendo que [J]'1 pode se obter atraves de (2.6.2.4); o
vetor ¢ tem por componentes todas as ¢i. As derivadas em rela-
cao a x, y, € z aparecem nas integrais que surgem da formulacdo
do metodo dos residuos ponderados, como estas integrais sao rea-
lizadas no volume do elemento, o volume diferencial dg = dxdydz
pode ser levado em termos de dedndr fazendo -

dxdydz = det [J] dedndz (2.6.2.5)

onde det [J] e o determinante da matriz jacobiana dada por
(2.6.2.4),

As integrais obtidas a partir da aplica¢do do metodo
dos residuos ponderados podem ser escritos na sequintes forma

£15g8 (x,¥,2) dxdydz - A f (eont) det [J] dednde
A4 4

(2.6.2.6)

onde a funcdao f (e, n,z) & funcdo dos ¢i (e,n,z) dadas em (2.5.16)
(2.5.21) e (2.5.22), de suas derivadas primeiras (calculadas em
(2.6.2.1) e do determinante da matriz jacobiana.

A integral do segundo membro de (2.6.2.6) deve ser cal
culada usando a integracido numérica, e o metodo mais empregado
nestes casos & o da quadratura de Gauss.
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2.7 - Integracao numerica - Quadratura de Gauss.

Na integracao numerica emprega-se a formula de integra
cao de Gauss, para um dominio tridimensional se tem

I = JJ/f (e,n,z) det [J] dedndz -

g

. . Wi WooW f ( €4 Nyl ) (2.7.1)
i=1 J

onde as Wi

-~ -~ n n
wj e W, sao as func¢oes de "peso", as 81, nj, e Ck

sao pontos especificados do dominio e "n" o numero de pontos ado
(1] n

tados. Se f (&) e um polinomio com "n" pontos se obtem a integral
exata se o grau de f (e) e de 2 n - 1.

Na formulacao do metodo de elementos finitos, a inte-

gral com polinomio de mais alto grau e

;
Y B

o (cn,c) 97 (2,n,c) det [91 de dn de (2.7.2)

onde o superindice T indica transposicao e $ (e,n,8) ¢ T (e,n,0)
det [J1 = f (e,n,z).

Fixando ¢, por exemplo ¢= 1, a funcao f (e,n,2) passa
a ser uma funcao de € e 1 somente; as fungoes o, (z) (com i =
1,2,3) tomam valores constantes (no caso que ¢= 1, resulta %y = 1

o, = Oy = 0) e a integral fica

f1 f1 ¢ (e,n) 2 T(e,n) det [J] de dn =
-1

= J I g (&,n) dedn (2.7.3)
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onde as ¢i (e,n) componentes de ¢(e,n) estao dadas em (2.5.16),
A funcao q (e,n) e cubica (o det [J] e de 12 ordem) e sdao neces
sarios 2 pontos de integracao em cada direcao (num total de 4 pon
tos), para poder calcular exatamente a integral (2.7.3).

A funcao f (e,n,z) e de grau 7 e entdo, no sentido ver
tical, s3ao necessarios 4 pontos para poder calcular exatamente a
integral (2.7.2).

Entao, resumindo sao tomados 2 pontos nas direcdes € e
dene 4 pontos na de gz dando um total de 16 pontos de integracao
por elemento.



3 - FORMULACAO DO METODO DE ELEMENTOS FINITOS, COM UM
NOVO SISTEMA DE COORDENADAS, PARA 0 MODELO DE CIRCULACRO TRIDI-
MENSIONAL EM AGUAS RASAS.

3.1 - Introducao

A formulacao do metodo de elementos finitos, no siste-
ma de coordenadas anteriores, nao apresentou resultados satisfa-
torios, principalmente em problemas com declividades bastantes a
centuadas no fundo. E como no sentido vertical existe uma varia-
¢ao da profundidade em forma permanente € conveniente fazer uma
transformacdo de coordenadas, tal como e recomendado na ref [24].

3.2 - Um novo sistema de coordenadas.

Como ja foi visto, nos capitulos anteriores, as equa-
¢coes que governam o problema supondo p= cte sao as seguintes:

I - EquacOes de movimento

U, U,y 3 LAYy 1 ap -
ot X 3y 32z 0 39X
0T 9T 9T
1 X X Xy Xz i
5 ( = * TEEY. ) =0 (3.2.1)
§-y~+u§—v~ +v3_\{_ +wa—l-fu+la—2 -
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9T at 9T

S s 2. SR A A 7 A R (3.2.2)

0 ay ay sz
3P 0g = 0 (3.2.3)
3z
II - Equagao da continuidade
au . v, 3¥ _ g (3.2.4)
o X 3y a2l

n =0 (3.2.5)

Como existe uma variacao de profundidade em forma per-
manente € conveniente fazer uma transformacao de coordenadas no
sentido vertical, dando assim um outro enfoque ao problema.

Esta transformacao vem dada por:

1 ] '
X = X 3 Yy =Y z = Z+h - Z+h 5 (3.2.6)

(h+n) H

Onde as novas variaveis aparecem na figura abaixo.
N Z

N=m (XY) X
X >

H=H{X,Y,t)

h2h(X,Y)

FIGURA 321




Entao:
0z Lppdlzhl o,y
39X 9 X H
H ] I
Jdpah oy oy 2h 0t an
H 3x X H d X ax
t ]
onde: Sx = (1-z ) ah z 4n
9 X 9 X
De forma similar obtem-se
1
9z =lSy
9 H
onde: Sy = (1-z ) sh _," an
Yy oY

Finalmente
1

iz |1
oz H

48

Sx

(3.2.7)

(3.2.8)

(3.2.9)

Agora entao, a derivada de uma variavel qualquer

a(x, ¥, z, t) pode ser expressa em funcao do novo sistema de refe

rencia, ficando:

——=_l+ '
X X H Y4
sendo:
]
X =1y Y Lo, 32 . 1 Sx;
X X X H
by 22 . 22, (1 gy ) 23
3y 3y H oz
sendo:
_al(_=0,.a_-y_.=‘|;_az_=l Sy’

(3.2.10)

(3.2.11)



sendo:

onde:

Entao:
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c) 22 . a1, (3.2.12)
3z Az H
1 ] ]

3  _ 3y _ 4 .8z _ 1

32 27 * a2 H

Levando em conta as equacOes acima, a (3.2.3) fica:

QET + Pg H =0 P = pgH (1 -12) (3.2.13)
52

Por outro lado se tem que:

1 ap 1 3P . 1 8P 3z (3.2.14)
p X p9X o 3z 3 X
. ]
3P i (1 -z A Legn 22
3% 3 X 9 X
§_E‘=-ng
52
1
.a_.z_::i Sx
3 X H

!
i

T3P g (1 -z ) sy isx - - g sx

Da mesma forma:

poxX 3 X 3 X

(3.2.15)
1 L_E =g 0 - g sy (3.2.16)
o By 3y

O0s termos convectivos ficam da seguinte forma:
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u au + Vv au + W LI u ( 2 ? 8? 92 ) o+
3% 3y 2z ax JZ X
i '
fov (Y, 4 BY BZ oy oy (BM 8z oy
3y 9z 3y 3z 9Z X
ey W oau D sk 4 oysy) 2 (3.2.17)
3y H 3z H 9z

VR:L ARV L AP L L N VA A

aX a3y oZ aX Yy
s 2o sk s ovsy ) 2 (3.2.18)

H 3Z H 9z

__a,"i + ..@.Y.. + ..'E}..Vi = —2-)}-‘—'- -@-Y——l- + "1“ 2}‘!’
X 3y oz ax 3y H 3z
sl (sx sy Ay oo (3.2.19)
H 5Z Y4

Introduzindo (3.2.15), (3.2.16), (3.2.17), (3.2.18) e

!
3.2.19) nas equacOes que governam o problema, e fazendo x = x
] ]

y =y e 2z =2 nas mesmas para facilitar a notacao tem-se:
I - Equacoes de movimento

B, B, B W BU oA
H

3t 39X 3y 3z X

# f v+ (uSx + vSy) 2Y _ gSx 4 "TERMOS VISCOSOS" =

H 32
=0 (3.2.20)
AUV & AUV A A A A 20 . fy +
5t 3 X 3y H 3z 3y
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+ L (usx + vSy) ¥ _ gSy + " TERMOS VISCOS0S" = 0
H 32 (3.2.21)

II - Equag¢ao da continuidade

@E+3—!+lw+l(5x&+5yu)=0
3 X 3y H 5z H 32z 52
(3.2.22)
III -~ Condicao cinematica na superficie.
MWy oy 3y 8w -0 (3.2.23)
at 3 X 3y
onde y , v_€ w_ sao tomados em z = 1
s* s s

Os "TERMOS VISCOSOS" que introduzem no modelo o efeito
da turbulencia sao analisados quando as equacoes sao colocadas na
forma integral e se diminui a ordem de derivacao das incognitas
atraves da integracao por partes desses termos.

3.3 - Aplicacao do metodo de elementos finitos nas e-

quacoes que governam o problema, levando em conta o novo sistema

de coordenadas.

Como ja foi visto no capitulo I os "TERMOS VISCOSOS"
sdao 0s seguintes:

“TERMOS VISCO0SO0S" =

82u 82U BZU 82W
= e, L 7 +t 5 +C S+ (c-1) ]
H 3 X 3y 3Z 3 X3z
para a 18 equacao de movimento. (3.3.1.a)

"TERMOS VISCOSOS" =
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2 2 2 2
_ € v v v 3 W
= [ ﬁ—g + 3—? + C ﬁ—z + {(c-1) ]
H ax Y 92 dyaz
para a 22 equacao de movimento. (3.3.1.b)
Levando agora as equacoes que governam o problema a

uma forma integral, ponderando em relacao a du, 6v, &w e &n (que
sao quantidades arbitrarias), utilizando para isto o metodo dos
residuos ponderados, integrando por partes os "TERMOS VISCOSOS*

e lembrando que com o novo sistema de coordenadas.

-QE =.§.l."_'.+ l Sx.au_.-
X 9X H 5z
péu  _ psu 1 o, 38U
ax 3% H 5z
tem-se que:
Fo Y sy s u @Y sy o4 VY sy L XU oy
ot 3 X 3y H oz
+ g 80 sy + f v 6u4—l usx 24 sy 4
3 X H 5z
+ 1 v S ig Su - g Sx du + €y [ 24 adu +
oV oY 3, 3 X 3 X
P KL 12 au 98U 4 (caq) 1 aw gou
3y 3y H® gz 3z H 3z 3x

+ ; gy 28U 3w 1 sy au adu +
3Z 39X H 9z 3y
+(c-1) —p sx a®oadd 1l 2w d0u
H 32 a2z H 3 X 32



+
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1 - A -
S Sy ﬁy- RESRY] 4 L? sz \_.l:l‘ Jt\;u +
H oy oz H hz iz
1 2 du 3d8u ou
Sy — — 1} do +e, [ - [ — +
W2 3z 3z H I ax 3 x
1 gy M ] u d - J L v, 1 Sy 2u 1su dA -
H 3z Ax Ay oy H 3z y
Tp, © 1oau gy Ay~ Iny fe-1) limﬁéu d -
H o5z z H 5z Ax
TS ,
Fag (22— - & Xy sy 4,7 =0
PHEY H o5z
(3.3.2)
9] ¥ §V + U v §v + vAal SV + ¥ oy §V +
st 3x 3y H 5z
g A0 sy - fuoav 4 usx Y gy b owgy &y
3Y H dz H 3z
g Sy §v + EH [ gl “ﬁﬁ + é_ 98V + C _%. 21 Eﬁl +
9X 9 X oy 3y H 9z oz
(ce1) 4 2w 36v 1 g 8v 3dv 1 g 3v 38v
H 23z 3y H az X H 0z oy
(c-1) l? sy ¥ 0V 1 gy Qv 30V
H 8z 3z H X z
1 Sy ¥ 39y l? sx% v 38v + i? széi éél]}dﬂ+
H 3y 3z H L) 4 8z H 9z 3z
€ v i oV av
[ -/, ( &=+~ Sx =) Svd, - —
H Ax X H 3z Ax Az dy
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closy 2y svd, s, ol 2 sy g
H dz Ay Az H oz Az -
s
- Iay (c-1) L1 ¥ 4y dy, - 5 | Ty .
H oz Az Hoe
c Jv
- = 22 ) ésv d,, ] =0
H oz Az (3.3.3)
dy 3V 1 oW
fQ [ — 8w + & 8w + — &= Sw +
9 X dy H oz
1
F= oSx Y gy y sy aY gy 9 do =0 (3.3.4)
H 32 H 32
Jo I an sn + u (n) an sn + v (n) N e -
at 3% 3y
-w(n)dn 1l dv =0 (3.3.5)
sendo que:
dAX = dy dz; dAy = dx dz; dAz = dxdy;

Como foi realizado anteriormente, a expansao para as
incognitas & a seguinte:

onde: n =12 e n' = 4

Introduzindo (3.3.6) em (3.3.2) e lembrando a arbitra
riedade de su, gv, sw, e &1 obtém-se:



T 4 . r4'} ~ ¢ U, H
0 =, nL"vp J] nf spl—= =) S S 3]
u 1,4 X1 u 138 38 2 |
’ z¢  z¢ H
~ H
+ o n [ P —== == ) ,%S e By Hy g
Re ze xe zg H
- H ~ 8. H
+ nlop(— =—)As C/M31 + AL wp (— =) xs =0 Haj
u i¢€ Y u 1¢€ ¢€ l
N ze z¢ H 3
*oom Do (g osE) xS 37 (1-0) s M ]
1¢~ ¢
. ze K¢ H
+ 0 Cop =% 7o ) A - G, H3 1
19" ¢
. ze  xg H
fOR Lo (=g ) xs 7 Ufe )
197 ¢
Ze X¢ H Z¢  Zg H
~ 5. H ~o o AN
+ MO (= =) = (1-2)7s "31+ n{gp [(—== —= ) ]
u 168 387 1 u 15° 8¢ g
* (fgg ié) (i:g ;g)]} Has [ up (b xs 763
107 9 197 ¢
-y DR ) (B As Z 0
u u 19¢ lge b !
ze H oy
o Doe (G5 (txge) XS 7 ]
19
25 ~ Xe 5
SETLN SR W9 R A B S S (Ig§§) s b
. e €. Hy . fe
METLAR G A (UM¢)(F§¢ T/l Lo (A 8) gég) In!
~ -~ NG 5
+ —— ~ e
[ up (unl¢) (1563 ¢)) S+ ur} [ up (.L¢’¢)) J

G§
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Em uma forma compacta a (3.3.7) pode ser escrita da se-

guinte maneira:

MY u o+ Ao+ + ~z) u + Cv o+
n n' n
+ DUt e G Fx * By v B um +
n n
+ EZ + EB + 54 E5 + E ) u o+ Ex W
n —_—
+ I W - Py =0
onde:
M= sl 22Ty 4
oo T
L= g (o ™ @
~ 3 X -
6T
A= (92 (T M g
Y Q M
Y
T
I A & A I
~ H 82z
. T
¢ -ty (D)
oT T
Lo s (822 (")
~ H Dz -
¢T
D, = /g Losy (222 ¢ QT v") dg
~Y H 3z

(3.3.8)
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i

i

05 (£ 4
90X
¢ T
Q aX aX
o T
ey ol 5’—-“-‘); g1‘—1)—,) d
b 9T
ey IoC 1o (228 ) g
H aZ 3z
o T
eHIQl Sx(é‘-"~§2—-)d§2
H 3 X 92z
nd T
€4 IQJ— Sy ( 9~ 3= ) d@
H 2y 92z
o T
erQJ— sx ( 8~ 3~ 1y dg
H 32 39X ’
¢ 0T
ey le Sy ( 2= 2%y dp
H 3Z Yy
T
1 2, 34 a?i
e, [ SxT( £ 2> ) 4@
H QF 3z dz
€ y© (= e
Hq H2 3Z 9z
¢ T
ey Jole-1) = (=8 gn
¢ H 99X 3z
30 507
EHfQ (c-1) Sx ( &= 2= ) dQ
32 52
g/ Sx q;T df

57



58

2
n' Yy pa 2 1 ‘T
Ex = - V™ cos O fAz ; g dAZ

Sx» Sy e H podem ser expandidos da seguinte forma, lembrando que
H=h+ n tem-se que:

H - Q'T t!n‘, h = ?'T hn' : n o= 9|T nn"
(blT . (bl']‘ .
sx = (1 -2 2" (& ") -T2 (B ")
-~ ~ ~ ~ x -~
¢'T . o'T .
Sy = (1 - 8T 2" (22 p"y (et (22— 'y
z Y " ¢ 2 -

As funcoes de interpolacao ¢ e ¢' que aparecem, bem co-
mo todas as variaveis nao identificadas possuem o mesmo signifi-
cado que tinham no capitulo II.

Da mesma forma, introduzindo (3.3.6) em (3.3.3), em uma
forma reduzida obtem-se:

» n
M 4t (éx + ey+ éz) v.o- E ot Dy v +

n n' n
* ~Y ~ + Ey n * (Ex * Ey * EZ) ot (El * EZ + E3 *
n n n n'
+ B Eg + E ) vt Ny ety Yo Ey - Ey 9
(3.3.9)

onde:

6, =g/, (2 2= ) do
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N, o= ey To (e-1) L (a2 2~ ) do
y H ay 2dz
1, 0% a8
T = e, f. (c-1) sy = (222~ ) 4g
~Y H"g H 3z 3z
p foSy ¢l do
~Y 970
' 2 '
R AL A T
y P Ho ™

Introduzindo (3.3.6) em (3.3.4), obtem-se depois de mul
tiplicar toda a equacao por H:

oT oT
[ o2 de "+ s, HEZdopy"
aXx oy
¢T ¢T
+ [ 22 do 1w 4 [ [, SX ¢ = 4o ] " 4
9z ~ 9z ~
oT
+ LS, Sy AT o IRVALN) (3.3.10)
3z - -

ou em forma compacta pode escrever-se, lembrando que H = h + n

n

(Ly + Ry # Ry ) um + Ly * Ry * Rz2) Y *
+ L, w' o= 0 (3.3.11)
onde:
q)T 1 13
- ¢ o~ ¢'T ,n
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‘CfDT ] ]
R.o= Jgq Py (6 T ") 4
3 X ~ ~
o 32T
521 = IQ Sx I = do
oz
oT ' '
Ly = fp (82 (8T ") a
oy
T ' !
~y:fg (‘?'3“:"_)(¢Tﬂn)d§2
3y ~ -
oT
¢ 9
=f Sy + == dg
~z22 Q 2z
oT
¢ 9%
:f ~"‘_dQ
~Z 19 3z

Tambem introduzindo (3.3.6) em (3.3.5) se obtem que:

S 2 S .
+ L ; TR ET " myan g 0"
¢t 9T ; .
ey (7B (8T ) ) a0 10" -
oy N -
S, P ()) a1 -0 (3.3.12)

ou em forma compacta, igual a equacao (2.3.18) do sistema anteri

or se tem que:

n (3.3.13)

(

um

Como foi feito anteriormente, juntando as equacoes
3.3.8),(3.3.9) ,(3.3.11) e (3.3.13) a equacao matricial para



elemento

€ a seguinte:

R U
¢ M0
9 0 0
0 ¢ 0

o
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ou em forma compacta

Tineares

onde:

_ N e -
nl
PytPy 0
nl
P _+P
Py*ly 0
+ -
g 0
L. - L —
MX o+ K(X)X+P (X)=20 (3.3.15)

Da mesma forma separa-se os termos lineares e o0s nao
em duas matrizes distintas Ky e K, (X).

Entao se tem que:

MX+ L K+ Ko (X)) TX+ P, (X) =20 (3.3.16)

Ky = I Ly t Ey ¢ 0 2x |
o T 5,
Ex Ly L, g
0 0 0 g

- -




Kp(X)=

—

A +A

Quando se leva em conta a acao do vento, se faz

au
e, — |, _
Vo, z =0
e, & |
Vooaz Z =N

- Nos contornos

S
Ty
o H

"solidos"

AgtA A, +b 4D +D +E )y 0 A
0 éf‘ﬁy+éz+iz+gx+9y+guv ﬁy*
~X + 821 By * B22 9
0 g 0
Eov = By + Ep v Eg v By v Eg +Eg
3.4 - Condicoes de Contorno
As condicoes de contorno sao:
- Na superficie
w () +u (n) 2ay () 2030 g
X oy at

T
~X

I
Y
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}

e

| Lot

B, +B,

(3.4.1)

(3.4.2)

(3.4.3)

(3.4.4)
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- Nos contornos

"abertos"

n= n (t) ( n(t): funcao prescrita)
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(3.4.5)



4 - ASPECTOS COMPUTACIONAIS E APLICACUES DO MODELO

4.1 - Generalidades

0 modelo proposto e implementado no sistema HYDRO [17],
e para tal utiliza-se os comandos do referido sistema na entra-
da de dados bem como para o seu controle. A solucao computacio-
nal realiza-se no computador BURROUGHS B-6700 do Centro de Pro-
cessamento de Dados da U.F.R.G.S. e a linguagem utilizada e o
EXTENDED ALGOL B-6700.

4.2 - Formula de recorrencia final

A formula de recorrencia final pode ser escrita da se
guinte maneira:

2 2
[ — M+ K, 1 X = [ -~ M- Ky, J X -
At ~ 0~ ~t+24t at >~ ~t
-2K §t+At -4 K (xt+At) 5t+at -
SRy O 2Ry D) w By () 1 (G2

Como este esquema nao e autoiniciavel, ou seja que pa-

ra iniciar o processo e necessario conhecer Xy e X entao

~t+pt
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a equacao (4.2.1) e dividida em dois passos, o primeiro passo so
é executado no primeiro intervalo de tempo, e 0 segundo passo e
executado em todos os demais intervalos de tempo.

As expressoes para cada um dos dois passos sao as se-
guintes:

19 Passo:

2
s S T e =D B T

-2 K () Xp - DR+ By U )y (402.2)
29 Passo:

[ M DX g g m D M- KD X -

-2 K Xpeaae - 4K e ) Xt Py (X )+
2Ry My ag ) v Ry Ky gp ) (4.2.3)

Para confeccionar o programa que resolve as expressoes
(4.2.2) e (4.2.3) cumpre-se as seguintes etapas:

1 - Controle e entrada de dados.

Na entrada de dados bem como no controle usa-se oS
comandos do sistema HYDRO [17.

2 - Formacao da matriz do membro esquerdo para cada e-
lemento.
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3 - Montagem da matriz global (31 Mo+ K1), para todos

0s elementos. bt

4 - Aplicacao das condicOes de contorno na matriz glo-
bal.

5 - Aplicag¢ao do vetor "SKYLINE" na matriz global.

6 - Decomposicao da matriz global.

7 - Leitura das condic¢bes iniciais.

8 - Impressao das condig¢des iniciais.
9 - Comeco da integracao no tempo,

10 - No primeirp intervalo de tempo, calculo de [ -
-2K, (X, )X,] e a montagem de ( 2 M - K,) que ja foi calculado ante
~2 t ~t At ~ ”1 —

riormente.

11 - Calculo do vetor de cargas [ - 51(Xt) - f1(xt+At)]
12 - Nos demais intervalos de tempo, calculo ¢e
(- 2 31 5t+At )s [ - 4 52 (Xt+At‘) §t+ﬁt ] e a montagem de
( g; M- 51) que ja foi calculado anteriormente.

13 - Calculo do vetor de cargas que agora e

{ - §1 (Xt) - 2 f1 (Xt+At ) - B1 (Xt + Zﬁt)]'

14 - Aplicacdo das condi¢oes de contorno ao vetor de
cargas.
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15 - Processo de substituicao inversa (retrosubstitui-

K

¢ao) para calcular X ot Resolucao do sistema.

t +

16 - Fazer xK+1 - K
~t+it “t+ 240t
XK+1 - XK
~t ~tint

17 - Impressao dos resultados de cada intervalo.

18 - Retornar a etapa 12 ate o numero total de interva-
los.,

A matriz ( i% M + K,) e uma matriz banda ndo simetri-
ca que e decomposta uma so vez em todo o processo, isto & vanta
joso quanto ao tempo de processamento em relacao a um esquema
que tenha que modificar o membro esquerdo da expressao em cada
intervalo de tempo.



APLICAGAO DAS
CONDIGOES INICIAIS

NUINTzO STEP!I UNTIL NTINT-|

t=t at

I12 PASSO

NUINT = O SIM tzsztx”;' . ¢

-P(Xe)-H ( Xt+at) =D,

-2 K, x...n»at * 8 R '&+C,+0,

PO
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¥ ?

v

4K (Xpput) Bpear® ©

Y

S UXg) -2 B (Xoppol B (Xyaay = O

R s A+B8+C+ D

APLICACAO DAS CON-
DICOES DE CONTORNO

RETROSUBSTITUICAO

R: Xy e2at

Xteat * Xtr2at
Xy * X1401

¢

NUINT é o numero do intervaio de tempo

NTINT ¢ o nimero total de intervelos de tempo
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4.3 - Aspectos Computacionais

Os dados de entrada que devem ser fornecidos sao 0s se
guintes:

1 - Coordenadas dos nos (x, y, z) atraves do comando
NODAL COORDINATES.

2 - A conetividade de cada elemento (nos que incidem em
cada elemento) atraves do comando ELEMENT CONNECTIVITIES,

3 - Constantes do problema (aceleracdao da gravidade e
coeficiente de tensao do vento, este ultimo somente & fornecido
quando existe vento) atraves dos comandos GRAVITY e WIND respec
tivamente, .

4 - Propriedades de cada elemento atraves do comando
ELEMENT ATTRIBUTES.

Devem ser dados: a viscosidade turbulenta no sentido
vertical e, & relacao entre e, € £y onde €y e a viscosidade
turbulenta no sentido horizontal, atraves dos comandos VISCOSITY
e "c" respectivamente.

Quando for considerado os efeitos da rotacao terrestre
deve ser fornecido o coeficiente de Coriolis atraves do coman-
do CORIOLIS.

5 - Quando existir vento usa-se o comando WIND EFFECTS
onde deve ser fornecido a velocidade do vento e o angulo de in-

cidencia atraves dos comandos "V" e "T1" respectivamente.

6 - 0 intervalo de tempo e quantos intervalos se dese-
ja atraves do comando TIME INTERVALS.

7 - Valores prescritos das incognitas atraves do coman
do PRESCRIBED UNKNOWNS.

B



8 - 0s valores iniciais atraves do comando INITIAL
VALUES

9 - 0 tipo de elemento usado, que e identificado por
"TRID16".

10 - Se for desejado a impressao das coordenadas e co-
netividades dos elementos usa-se entdo o comando PRINT.

11 - 0 comando de analise do problema que e CIRCULATION
MODEL 7 e a indicacao de que se deseja ou nao oS termos convec-
tivos e de quantos em quantos intervalos se deseja a impressao.

Em cada intervalo de tempo o programa imprime para ca-
da no V1, V2 e V3 que sao as velocidades nas diregoes x, y e z,
respectivamente. Para 0S nos superiores ou seja os nos da super
ficie livre imprime ainda WAVE, MEAN LEVEL e HEIGHT que sao res-
pectivamente a onda da superficie livre n, o nivel meédio h e a
altura total H onde H = h +n.

4.4 - Aplicacoes do modelo

0 modelo e aplicado em dois exemplos que sao mostrados

a segquir:
Exemplo I:

Aplica-se o0 modelo em um canal retangular com uma pro-
fundidade uniforme de 50m, um comprimento de 50.000 m e um lar-
gura de 5.000 m.

0 canal & entdo discretizado com 10 elementos, num to-
tal de 88 nos, sendo que o comprimento de cada elemento e igual
a 5.000 m.

Neste exemplo se estuda a acao do vento introduzindo-o

73



com uma velocidade de 10 m/seg.

As seguintes condicoes de contorno foram utilizadas:

Nos contornos “solidos" laterais:

u # 0

v = 0

w # 0

- Nos contornos correspondentes aos extremos:
u = 0

v = 0

w # 0

- No fundo

u = 0

v = 0
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A simulacao com o modelo apresentou as seguintes ten
dencias:

-y ou seja o coeficiente de viscosidade turbulenta ho
rizontal pouco ou quase nenhuma influencia tem quanto a estabi-
lidade do esquema de solugao.

- Constatou-se tambem que o problema & extremamente sen
sivel a €, ou seja que o coeficiente de viscosidade turbulenta
vertical e um dado da maior importancia.

- Quando €y e constante, valores grandes de e, Provo-
cam uma instabilidade profunda no esquema numérico, e quanto
mais proximo de zero estiver o coeficiente de viscosidade turbu
lenta vertical melhor e a estabilidade do esquema.

- Utilizou-se o criterio de COURANT - FRIEDRICHS - LEVY
onde:

Vgh

At S AX

para a discretizacao espacial no sentido horizontal e se adicio
na a este criterio uma condicao para a discretizacao vertical

ATz 2z 2 € At

levando em conta que este € um criterio adequado no metodo das
diferencas finitas, estas limitacoes podem ter influenciado.

Exemplo II:

Um canal com uma barreira submarina fechado num extre
mo, onde se tenta simular o movimento do fluido por acao de uma
oscilacao forcada devido por exemplo a acao da mare; o canal que
€ indicado na figura (4.4.2) apresenta as seguintes caracteris-
ticas geometricas:



comprimento 92.000 m

it

largura = 4.600 m

profundidade maxima 50 m

profundidade minima 20 m

i

base da barreira submarina

I

36.800 m

topo da barreira submarina 9.200 m

L

e ainda
numero de elementos = 12

numero de nos = 104
com as seguintes condigcOes de contorno:

n(t) = a sen ( wt -8)

a = 0,00014

w = 0,00014

g =0

ity = 20 () o cos (wt -8 )
3t

= a w sen (wt - 81)

a = 1

w = 0,00014

By = - 1,57
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Nos contornos

Nos contornos correspondentes ao extremo fechado

#

#

"solidos"

laterais
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0 que se constatou neste exemplo, alem do ja visto no
exemplo anterior foi que:

- A discretizacdao com 12 elementos e uma discretizac¢ao
bastante pobre para um problema deste tipo. .Com tudo, dificulda-
des de ordem computacional obrigaram a trabalhar com esta discre
tizacao.

- A variacao da profundidade em fun¢do da barreira sub
marina altera bastante o problema, fazendo com que o efeito de
€y admitido como um valor constante, nao traduza a realidade.
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5 - CONCLUSUES E SUGESTOES

5.1 - Conclusoes

Este trabalho € apenas um estudo preliminar que visa
servir de base para futuros desenvolvimentos.

A resolucao numerica do problema € extremamente difJ
cil e muitos de seus aspectos merecem ser minuciosamente estuda-
dos.

Uma maior enfase foi dada ao aspecto teorico uma vez
que os resultados das aplicag¢oes numericas em geral nao foram de
muito boa qualidade.

Um dos maiores problemas surgidos durante a implementa
cao do modelo foi quanto ao armazenamento computacional, hajavis
ta que o elemento possui 16 nos num total de 40 incognitas, com
uma integracao numérica que necessita de 16 pontos de integracao,
sendo que muitas vezes foi preferivel armazenar certas variaveis
do que calcula-las cada vez que necessarias, o que aumentaria con
sideravelmente o tempo de processamento. Em virtude disso nao foi
possivel discretizar com um numero maior de elementos o que se-
ria mais razoavel, pois isto implicaria num custo excessivo ou
a capacidade de armazenamento seria superada.

0 tratamento dado a turbulencia atraves dos coeficien-
tes de viscosidade turbulenta vertical e horizontal esperam por
uma melhor modelacao. E um campo passivel ainda de muita pesqui-
sa.
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Existe ainda muita coisa a se fazer no estudo de mode-
los tridimensionais em regime transiente para a simulacao da cir
culacdao em aguas rasas., 0 que dificultou bastante a pesquisa foi
a capacidade de armazenamento do computador bem como o tempo de
processamento exigido na implementacao de um modelo deste tipo.

5.2 - Sugestoes

Como sugestOes para continuar estas pesquisas, podem-
-se mencionar as seguintes:

- Considerar o coeficiente de viscosidade turbulenta
vertical bem como o coeficiente de viscosidade turbulenta hori-
zontal como dados variaveis em cada intervalo de tempo (para is-
to se recomenda a leitura da ref. [23]), de forma gque as mesmas
sejam funcoes do campo de velocidade e do tamanho dos elementos.

- Discretizar com um numero maior de elementos para se
ter uma resposta mais fiel, e para isto deveria se tentar uma so
lucao "out of core".

- Como outro fator condicionante € o tamanho do inter-
valo de tempo, se pesquisar um criterio para que as limitacoes
impostas sejam mais adequadas ao metodo de elementos finitos.

- 0 tempo de processamento pode tambem ser reduzido in
troduzindo as condicoes de contorno nas matrizes a nivel de ele-
mento.

- Quanto as funcoes de interpolagao, recomenda-se co-
mo sugere TROSCH [39] usar funcdes de interpolacao quadraticas
para a velocidade no sentido horizontal e lineares para os ter-
mos de pressﬁo{



APENDICE

Sobre uma breve revisao bibliografica onde sao apresen
tados os principais modelos tridimensionais que utilizam para so

lucao o metodo de elementos finitos.

As equagOes que governam o problema tridimensional po-

dem ser escritas da seguinte forma:

au au ou

au an

— + U —+ V¥V —+W—+ 93— + fv+
at X ay az ax
2 2 2
+ey (2 E—% + 2 g s 2V )+ 9 ( €y u-
X 3y IXAy 9z az
L, M) =0 (1)
ax
oy u & Y oy +ow 2y g an | fu +
at dX 3y a9z oy
2 2 2
+ ey (2 §w% s 2 ; 2 Uy, (e X,
oy X aXaoy 9z Viosz

(2)
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du BV, W (3)

onde

u (x, v, 2z, t)y v (x, vy, z, t) , w {x, y, z, t) s3ao as
componentes da velocidade do fluido; n{(x, y, t) e a elevacao da
superficie livre em relacdao ao nivel medio; f e o coeficiente de
Coriolis; o subindice "s" indica valores tomados na superficie;

€, = = € = = € E = € = € sa s vi ida-
b €y x Xy ny vy e v Xz yz ao as viscosida

de, turbulentas.

As duas primeiras sao as equacOes de quantidade de mo-
vimento, a terceira € a equac¢ao da continuidade e a ultima € a
condicao de contorno cinematica na superficie. As equacoes (1) e
(2) foram obtidas supondo, alem de uma distribuic3ao hidrostatica
de pressoes, uma aproximacao de Boussinesg para as tensoes de
Reynolds.

As condicoes de contorno sao:
a) nos contornos solidos:
Uu=v =w-=20 (5)

b) na superficie:

£ d S X v _ sy (6)

= — P a——— £ B e O

2z 0 Vooaz o

onde T sao as tensoes de cisalhamento provocadas pelo ven

S X e’Tsy
to e p e a massa especifica.

¢) nos contornos abertos:
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onde n (t)e um valor prescrito.

0 pesquisador J#rgen Stindermann[35] resolve a versao
bidimensional das equacoes anteriores (com v (x, y, z, t) e e, =0),
Na horizontal utiliza funcoes de interpolacao para as incognitas
lineares e na vertical propbe as seguintes funcoes.

¢p =1 + 2

¢ --3 A (1 +A)

2 2

by = 27 AL+ 204 a?) (8)
2 2

onde A = z|h sendo "h" a profundidade.

A representacao grafica destas funcGes podem ser obser
vadas na figura abaixo.

AZ b ¢, 3

FIGURA | - Funcles de forma ne sentido vertical
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Para a integracao no tempo foi utilizado o sequinte es
quema

[

£ (t) = s My g0 (9)

- 7
'
e

onde

¢(1)(t) =1 -9 e o (¢) = © (0 20 g5 1)

As conclusoes chegadas pelo pesquisador testando um ca
nal com uma 'barreira submarina, canal este que tambeém & objeto de
teste para o modelo proposto neste trabalho, sao as seguintes:

- Para valores grandes de e, €omo e, = 1000 cm2/seg e

0=
do

1, o fluxo parece similar ao de um escoamento potencial, quan
e de se esperar a existencia de vortices atras da barreira,.

- Valores menores de g, como e = 200 cm?2/seg e 0O = 1
aparecem 0os vortices, porem os resultados nao sao coincidentes
com os do fluxo real.

- Para €, = 200 cm?/seg e = 1/2 surgem instabilidades

por profundas mudancas da direcao do fluxo em n0s adjacentes da
malha de elementos finitos.

Resultou conveniente se adotar um ©com um valor em tor
no de 1/2, para incluir uma pequena difussividade numérica, vi-
sando com isto melhorar a estabilidade do sistema. As instabili-
dades surgiram em funcao dos termos nao lineares. Como & conheci
do ©= 1/2 em problemas lineares produz condicoes estaveis e cor-
respénde ao esquema trapezoidal; 9= 2/3 corresponde ao esquema
de Galerkin com func¢oes de interpolacao lineares.

Christopher Koutitas e Brian 0'Connon [25]propdem um
modelo tridimensional usando para isto o metodo dos passos  fra
cionarios, permitindo assim separar o operador diferencial em
duas partes, a primeira que esta confinada ao dominio cujos ei-
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xos de referéncia s3o x e y e a segunda confinada ao dominio
cujo eixo de referencia @ z. Sendo ent3o possivel resolver o pro
blema combinando elementos unidimensionais com elementos bidimen
sionais.

As incognitas do problema que sao u, v e N, haja vista
que se considerar w (x, y, z, t) = 0, sao calculadas segundo o
seguinte esquema de integracao no tempo

onde “n" & o Tndice do tempo, tal que tn = nAt (sendo At o inter
valo de tempo).

Tanto para o dominio xy como para o dominio z usam-se
funcOes de interpolacdo lineares.

As equacOes de movimento sdao intergradas usando o meto
do dos passos fracionarios. A primeira equacao fica dividida da
sequinte forma:

*
S
o
o

8 _u_-u N oyu o n odu
ot At ax 3y

n + 1/2
- g - fy (10)

3 X
u n+1 *

- n

b= B LW ed™h G
d At ¥4 gz

De nameira similar procede-se para a outra equacao de
* -, - . .
movimento.u e um valor ficticio intermediario que e eliminado
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quando se considerar as duas expressdes acima juntas.

0 esquema da primeira equacao € explicito e somente a-
parecem derivadas em relacao a x, y e t, o que permite a utili-
zacao de elementos bidimensionais, entretanto o esquema da segun
da equagao e implicito e s0 possui derivadas em relacdo a z e t,
0 que permite a utilizacao de elementos unidimensionais em cada
Tinha vertical que passa pelo nos dos elementos bidimensionais.

AnNZ

V %

il.j i2-i

FIGURA 2 - Discretizagdo horizontal e vertical

Este modelo apresenta a vantagem de substituir elemen-
tos tridimensionais por elementos uni e bidimensionais, o que pa
rece conveniente em termos computacionais. Entretanto, a utiliza
cao de funcoes de interpolacao lineares, exige um maior numero
de elementos para se ter um perfil de velocidades proximo da rea
lidade. Para se obter resultados mais adequados da circula¢do ver
tical resultaria interessante introduzir a componente vertical
da velocidade w (x, y, x, t).
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J. Tr8sch[39] porpoe elementos tridimensionais para a
solucao das sequintes equacoes.

V. OV, ot .
R Sk + 22 0L (12)
ot J 3X 5 oxj
-1 =9 (i, 3 =1,2, 3) (13)
3 X

onde K, = ( - fv, o fvy, - g), t.. sao as tensoes que incluem o

1]

efeito do vento e da viscosidade turbulenta.
As incognitas vi(xi, t) e P (x;, t) sao discretizadas

com funcoes de interpolacdao quadraticas e lineares respectivamen

te. 0 elemento tridimensional € apresentado na figura abaixo.

FIBURA 3 - Elemento tridimensional
O incognitas vVi. P
® incdgnitas v;

Como cada elemento possui 68 incognitas e a matriz glo
bal nao e simetrica, tornou-se necessario empregar uma rotina de
solucao especial. F empregada uma sélucao frontal "out of core"
baseada em Hood [20]. 0 tempo de processamento pode também ser
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reduzido introduzindo as condicoes de contorno nas matrizes a ni
vel de elemento.

A discretizacao no tempo e calculada com uma aproxima-
cao de diferencas finitas, assim se f & uma incognita se faz.

af £t gt .

ot At

ft +At - l ( ft+ét _ ft) (14)
2

resultando dai um esquema implicito.

A principal vantagem deste modelo e que tanto em aguas
rasas como em aguas profundas pode-se simular o fluxo. Apresenta
porem dificuldades em relagao ao tempo de processamento e de ar-
mazenamento,

0s modelos acima citados s3do modelos nao estratifica-
dos, existem uma serie de modelos estratificados que sao em ge-
ral uma extensao dos modelos bidimensionais que surgem ao inte-
grar na vertical as equacdes que governam o problema.

MODELOS ESTRATIFICADOS
Nos modelos estratificados e conveniente introduzir um

sistema de referencia no sentido vertical, tal que o nivel Ly e
definido como

LK = - K h ( X$y) / b K = 1’ 25 c--ab (15)
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FIGURA 4 -Definicdo dos nlveis Lg ( K=1,2,3)

Para um nivel intermediario "K", a equacdo da continui
dade integrada verticalmente na camada cuja espessura e

hK = LK - EK-1 fica:
b 5
W (LK) = - 5 [ — (hi u.) + =& (h Vi)] +
i=1 3 X 3y i
oL aLK
+ U (LK) —2 4y (LK) —_—

X oy (16)
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A equacao de movimento no sentido"x"integrada vertical
mente para a mesma camada, pode ser expressa da seguinte maneira:

e, Mg ) - )
— + — [{ U, + U - {u + U 1+
" ™ K * Ut kel + Uk
op

+——1---k~+kammlw[hk(f-Txxk+

Pk 9x thk X

i

¢ = TX)’R) (T - Txk ) ] (17)

a3

Y Xy

onde D /D, inclui a derivada local e os termos convectivos, sen
do que as componentes das velocidades que aparecem foram obtidas

integrando na vertical entre L, e L, ,. T e 530 as

XX Tx
k Yk
tensoes originadas pela turbulencia e podem ser escritas em fun

cao do coeficiente de viscosidade turbu]en@a SH e das derivadas

1

. S -~ ~
das componentes das velocidades. . e . sao as tensoes

xk xk
de cisalhamento interfaciais no nivel superior e inferior do es
trato respectivamente, e sao modeladas de acordo com uma lei de

friccdo quadratica, T  pode ser escrita da seguinte forma:
x k :

C
T = = (o g +0 ) Cup gy - u) Bk (18)
x k 2h K

it L

onde "¢" & um coeficiente de friccao e

BVK = [0y - u? e Cvy - v?f1 172
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A expressao de Tixk e similar a equacao (18)
s
Tx1 corresponde a tensao na superficie originada pelo
vento e pode ser colocada em funcao da velocidade e da direc¢ao do
vento; T; corresponde a tensdao no fundo e pode ser colocada em
funcao do quadrado da velocidade na ultima camada e do inverso do
quadrado do coeficiente de Chezy.

Assume-se que a terceira equacao de movimento se reduz
a hipotese de distribuicdo hidrostatica de pressoes. Para o ni-
vel "K" se tem

+ ok 9 ( Ly - 2) (20)
sendo ga aceleracao da gravidade.

0 gradiente de pressdes no sentido "x" tem a seguinte
formula de recorrencia:

3 p
k d K -1 oh
X - P -9, - ) oh
5 3y kel 9 Vo " Pk X -
gh ) 0
+ 2= (= + —— P ) (21)
2b X k-1 9% k

No sentido de "y", as equac¢oes (17) e (21) tem uma for
ma similar.

Assume-se que a (17) & valida para o nivel hk/z'
A aplica¢do do método de elementos finitos as equagoes

de movimento e continuidade conduz a um sistema de equacoes dife
renciais nao lineares de primeira ordem do tipo



H.P. Wang [41]propoe a utilizacao da matriz de massa
discretizada no lugar da consistente; isto significa que, para
um triangulo se tem

T A ~ A
= d B — MY, = 2 "o,
M13 fA 20 A 12 iJ 3 M 1]
M‘,ij = 2! M“.ij =1 (-i:"\]) (24)
i - 1 _ . .
M= M5 = 0 (i#3)

onde ¢ sao as funcoes de interpolacdao e A & a area do elemento.
Em problemas simples esta aproximacao deu bons resultados alem
de poupar 50% em armazenamento e evitar a inversao da matriz. Pa
ra integrar no tempo H.P. Wang resolve sucessivamente as equa-
coes (22) e (23), dando lugar a um esquema explicito.

Na ref. [41] as ondas curtas pertubadoras e as instabi
lidades devidas a nao linearidade, sao combatidas atraves de um
processo de "suavizacao" adotando para um valor nodal e de uma
certa incognita "f" o valor f* tal que

- n :
froacw (1) Ay e Ay (s

C ) . i
i=1 X1 o

n" e o numero de elementos que rodeia o ponto nodal consi-
derado, cujas areas sao A; e cujas distancias aos centroides sao

onde

dadas por X;, sendo f. o valor da incognita no centroide; ae um
coeficiente proximo da unidade (Wang recomenda = 0,98). Levando
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em conta que esta tecnica se deteriora quando sdo incluidas nos
contornos os termos convectivos,e conveniente elimina-los.Em re-
lacao a eys valores pequenos nao proporcionam a "suavizacao" ne
cessaria e valores muito grandes produzem instabilidades.

M. Kawahara et alii[21]aplicam um esquema explicito
de dois passos para integrar as equacoes (22) e (23), da seguin-
te forma:

n+1/2
n At n
- . = - . = =— F
H13 VJ M1J VJ > 5
19 PASSO
ntl/2 ¢ no_ At gn
Mis = Moy > 6
(26)
B n+1 N . n+1/2
. . . = M. . . - At .
M1J VJ M_IJ VJ j
20 PASSO
~ n+t1/2
n+1i n
Mij nj = Mij nj - bt G,
(27)
onde "n" & o n-esimo ponto no eixo do tempo. ﬁij e a matriz de
massa discreta e Mij e uma combinacdo linear das matrizes de mas

sa consistente e discreta

ﬁij = e Mij + (1 - e) Mij (28)

A justificativa deste esquema pode achar-se na referég
cia [22].
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