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LISTA DE SIMBOLOS

Letras Romanas Maiusculas

- area da sec¢ao transversal de concreto
- area da secao transversal da armadura

- modulo de deformagao longitudinal do concreto, tangente

na origem
- modulo de elasticidade do aco
- forga normal de calculo
- rigidez de mola
- momento de inercia centroidal da secac de concreto

- momento de inercia da armadura, em relacao ao centro de
gravidade da secao de concreto

- rigidez a flexao

- momento fletor

- momento fletor de calculo
- momento fletor Gltimo

- esforgo normal

- esforgo normal de calculo
- esforgo normal Ultimo

- forca axial

- carga critica

- carga de Euler

- carga de ruina

- resultante de compressdao no concreto

- resultante de tensodes no aco
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temperatura

deslocamento transversal do pilar

Letras Romanas Minusculas

parametro geométrico da secao transversal
largura da secao transversal

distancia do centro de gravidade da secao de concreto as
bordas

altura util da secao transversal

cobrimento da armadura

excentricidade da forca normal

resistencia a compressdo do concreto

resistencia de calculo do concreto a compressao
resistencia caracteristica do concreto a compressao
resistencia a tragao do ago

resistencia de calculo do aco a tragao

resistencia caracteristica do ago a tracao

altura total da secao transversal da peca

espessura ficticia

comprimento do pilar

numero de camadas de armadura na secao transversal

carga transversal ao eixo do pilar

Tndice de rigidez

tempo; idade do concreto

perimetro da secao transversal em contato com a atmosfera
distancia da linha neutra 3@ borda mais comprimida da segao

distancia da resultante de compressao no concreto a borda
menos comprimida da secgao
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3. Letras Gregas Maiusculas

A - variagao

& - funcao de fluencia; coeficiente de reducao de capacidade

4, Letras Gregas Minusculas

coeficiente dependente do tipo de cimento

&
By desenvolvimento da deformacao elastica diferida

Beg - desenvolvimento da plasticidade diferida

30 - coeficiente de rigidez da mola

B, = desenvolvimento da retracgao ao longo do tempo

Y - coeficiente de segurancga

§ - fator de amplificacao de momentos; desequilibrio relativo
§P - dincremento de carga

e - deformacao especifica

€. - deformagao no concreto

€.. - deformacdo de fluencia do concreto

€. - deformacao de retragao do concreto

€yq " deformacao de escoamento de calculo do ago

Eyk deformacao de escoamento caracteristica do aco

eg - deformagao no aco

esg - coeficiente basico de retracao

8 - rotacao

A - Tndice de esbeltez; coeficiente
u - momento fletor reduzido

v - esforco normal reduzido

6 - taxa geometrica de armadura

d. - tensao no concreto

g - tensao no ago



coeficiente de fluencia

coeficiente de elasticidade diferida
coeficiente de plasticidade diferida
curvatura

curvatura ultima

taxa mecanica de armadura

X1



RESUMO

0 objetivo deste trabalho e o dimensionamento de pi-
lares esbeltos ce concreto armado, sob cargas de curta e longa
duracao, baseado numa an3alise realistica das deformacoes do
mesmo. Apresenta-se tres algoritmos numéricos para a obtencao
das relagoes momento fletor-esforco normal-curvatura de uma se
cao arbitraria de concreto armado, sob flexo-compressao normal.
Inclue-se as deformacoes especificas de fluencia e retracao do
concreto na analise, atraveés de uma alteracao nas referidas re
Jicoes.

Apresenta-se alguns critérios de normas, relativos
ao dimensionamento de pilares esbeltos de concreto armado e
uma comparagao dos mesmos, entre si e com o algoritmo numerico
desenvolvido. Consideracoes da NB-1/78 relativas ao projeto
de pilares sao analisadas, verificando o nivel da precisao ob-
tida. Um procedimento simplificado para a inclusdo da fluen-
cia do concreto no dimensionamento, proposto pelo CEB, & testa
do e uma solucao para pilares de concreto armado com ergasta-
mento elastico simétrico € apresentada, para verificar o nivel
do erro cometido ao se estender o conceito de comprimento de
flambagem a pilares de concreto armado. Uma serie de exemplos
experimentais sao apresentados, onde a solucdao numérica para o
dimensionamento tem sua precisao verificada.

Diversas tabelas foram desenvolvidas para o dimensio
namento de pilares esbeltos com secao transversal retangular e
armadura simétrica. Todo o estudo & restrito ao caso de flexo
compressao normal.
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SUMMARY

The object of this thesis is to dimension slender
RC columns under short-term and sustained loads, based an a
realistic analysis of the strains present. Three numerical
algorithms are presented to obtain the bending moment-normal
force-curvature relations for an arbitrary RC section under
normal bending-compression. Specific strains due to creep and
shrinkage of the concrete are included in the analysis through
an alteration in the above relations.

Criterions for dimensioning siender RC columns are
presented together with a comparison between themselves and
with the numerical algorithm developed. The code of practice
NB-1/78 relative to the design of columns is analysed, verifying
the degree of precision. A simplified proceedure for the
inclusion of creep of concrete in the dimensioning, proposed
by the CEB, is tested and a solution for RC columns with a
symmetric elastic restraint is presented to verify the error
committed on extending the concept of buckling length to RC
columns. A series of experimental examples are presented
where the numerical solution for the dimenéions is verified.

Several tabels were developed for dimensioning
slender columns with rectangular section and symmetric
reenforcment. The study is restricted to the case of normal

bending - compression.
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1. INTRODUCAO

0 primeiro estudo dos efeitos nao-lineares geométri-
cos na estabilidade de barras esbeltas carregadas axialmente,
foi realizado por Leonard Euler(sg) em meados do seculo dezoi-
to. Analisando uma barra constituida por um material elastico
linear, submetida a uma carga axial de compressao, Euler con-
cluiu que, para valores da carga abaixo de um certo limite, O
equilibrio da barra era estidvel e, além desse limite o equill
brio era instavel.

Admitindo a hipotese de pequenos deslocamentos e, 20
mo consequencia, adotando a expressao simplificada para a cur-
vatura, o equilibrio de uma barra elastica linear submetida a
carga axial constante e carregamento transversal genérico, fi-
ca garantido atraveés de uma equacao diferencial linear nao-no-

mogenea de quarta ordem(!»8239)

Se a rigidez a flexao da bar
ra e constante, a solucao da equagao diferencial para uma dada
distribuicao da carga transversal, pode ser facilmente encon-
trada.

Devido aos deslocamentos transversais, o momento fle
tor solicitante numa secao genérica da barra deformada fica au
mentado em relacao ao momento na barra indeformada. Conclui-
-se entao que os esforcos solicitantes ficam modificados em
funcao da alteracao na geometria da barra. Isto gera um tipo
de nao-linearidade que & denominada NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA,
@ a teoria que inclui tais efeitos & comumente mencionada como
TEORIA DE SEGUNDA ORDEM, sendo a teoria que estuda o equilibrio
no sistema indeformado, TEORIA DE PRIMEIRA ORDEM.

Na teoria de segunda ordem nao se aplica o PRINCIPIO
DA SUPERPGSICKO(aO), ou seja, nao se pode somar os deslocamen-
tos devidos a carregamentos diferentes, para se obter os deslo
camentos devidos a um carregamento total igual 3@ soma dos ante
rores.

Analisando uma barra com carregamento transversal ge
nérico, observa-se que para valores crescentes da carga axial

1
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de compressao, existe sempre uma configuragao deformada de
equilibrio estavel, até que atingido um certo valor critico da
carga axial, os deslocamentos transversais tornam-se infinita-
mente grandes e o equilibrio instavel. 0 fenomeno & conhecido
de forma genérica por INSTABILIDADE DO EQUILTBRIO.

Admitindo agora que a barra s0 esteja carregada com a
carga axial, a equacao diferencial de equilibrio reduz-se a uma
equagao diferencial homogenea. Para valores da carga axial de
compressac abaixo do valor critico, a barra iniciaimente reta,
jermanece nessa configuracdo e o equilibrio 2 estavel. Para va
lores da carga maiores que a carga critica existem duas configu
ragoes possiveis de equilibrio: uma reta instavel e outra defor
mada estavel. O fenomeno & conhecido por FLAMBAGEM, sendo o
mesmo um caso particular de instabilidade do equilibrio para
barras submetidas apenas a cargas axiais de compressao. A car-
ga para a qual ocorre a instabilidade do equilibrio e tambeém a
flambagem e, para uma barra bi-rotulada, conhecida como carga
de Euler.

Se a barra for constituida por um material nao-linear,
elastico ou nao, a equacao diferencial de equilibrio deduzida
para o caso linear, permanece valida, desde que a rigidez a fle
X30 possa ser corretamente avaliada. 0 concreto armado € um ma
terial nessas condicoes, isto €, nao existe linearidade entre
tensoes e deformagoes, uma vez que 0 aco e o concreto apresen-
tam comportamentos nao-lineares. A esse tipo de nao-linearida-
de denomina-se NAO-LINEARIDADE FISICA.

A grande dificuldade em se resolver a equacao diferen
cial para o concreto armado, consiste na determinacao da rigi-
dez 3 flexao. Diversos parametros, como o comportamento mecani
co dos materiais, as propriedades reologicas do concreto e o
arau de solicitacao, influenciam na rigidez e nao se consegue
correlaciona-la de forma analitica com os mesmos.

0 diagrama tensao-deformacao do concreto obtido expe-

(33), entre oS princi-

rimentalmente, depende de varios fatores
pais, a resistencia do concreto, sua idade quando do carregamen
to, modo de colocacao da carga, duracao do carregamento, forma

da secao transversal e posicao da linha neutra.
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A grande variabilidade na forma desse diagrama, im-
poe a necessidade da adocao de curvas simplificadas capazes de
representar, ao menos de forma aproximada, o comportamento do
concreto. Diversos diagramas tensao-deformacao para o concreto
tém sido sugeridos em normas e em trabalhos de pesquisa. Assim
& que a Norma Brasileira para Projeto e Execucao de Obras de
Concreto Armado - NB—I/?8(4) adota o diagrama parabola-retangu-
lo e a norma alema DIN 1045{22) admite, alem desse, um diagrama
bilinear. Desavi e <rishnan(Z26) propoem um diagrama com modulo
de deformacao na origem pre-fixado, enquanto a curva de
Saenz(ZB) permite a livre escolha do valor desse modulo, ambos
os diagramas incluindo a descarga que ocorre no concreto apods
se ter atingido a maxima tensao.

Para o aco, em geral, admite-se para carregamento mo-
notono crescente, um comportamento elastoplastico perfeito, nao
existindo grandes variacoes desse modelo.

0 concreto contido entre as fissuras da zona traciona
da de um pilar de concreto armado, contribui para o aumento da
rigidez a flex3do. Um procedimento tedorico-empirico para in-
cluir essa contribuicao e sugerido por Rao e Subrahmanyam(zg).

A reducao da resistencia do concreto sob cargas perma
nentemente aplicadas, EFEITO RUSCH(3O’3]], a fluencia e a retra
950(26’2?’37), alteram a rigidez da barra e, conseglentemente,
a analise para cargas de longa duracao. A rigidez depende ain-
da da quantidade de armagao e do proprio grau de solicitacgao.
Para um dado valor do esforco normal, a rigidez & tanto menor
quanto maior for o momento fletor.

Uma outra dificuldade que surge, € que a equacao di-
ferencial anterijormente citada, & deduzida admitindo-se um ma-
terial ideal que tem um comportamento elastico linear perfeito,
isto &, nao existe limitagao para as deformacdes do material.

O concreto e o aco apresentam,ao contrario, um valor limite pa
ra a deformagao, a partir do qual ocorre a ruptura. Assim, po
de acontecer que um pilar de concreto armado atinja a ruina
por ruptura, para uma carga menor do que aquela que correspon-
deria teoricamente 3 instabilidade. A principio ndo se pode
dizer se a ruina ocorrerd por ruptura ou por instabilidade, uma
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vez que varios parametros influenciam no tipo de ruwna( ), co

-0 as caracteristicas mecanicas e reoldogicas dos materiais, a

61

suantidade de armacao, 0 carregamento, a esbeltez, a geometria
do pilar e as condicoes de contorno. Mantidos constantes to-
dos os demais parametros, node-se dizer, em geral, que um pi-
lar esbelto entra em ruina por instabilidade e um pilar curto
por ruptura. Entretanto, devido ao grande numero de fatores
que influenciam a analise, nao se tem um limite de esbeltez 7i-
xado capaz de definir o tipo de ruina.

Vale ainda ressaltar que o fenomeno de flambagem, co-
mo conceituado anteriormente, nao ocorre em um pilar de concre-
to armado, uma vez que mesmo que a carga axial seja perfeitamen

te centrada, ha necessidade da consideracao de uma excentricida

d
de acidental(d), para levar em conta a incerteza da localizacao

da forca normal e o possivel desvio do eixo da peca durante a

/

construgao, em relacao a posigao drevista no projeto. Assim, o

gue ocorre e a instabilidade do equilibrio, sendo usual encon-
trar-se nos textos sobre concreto armado a denominacao flamba-
gem, apesar de conceitualmente errada.

Tendo em vista todos os fatores envolvidos no compor-
tamento do concreto armado, uma solucao direta da equacao dife-
rencial de equilibrio torna-se inviavel. Devido a tais dificul
dades, durante muito tempo o problema da verificacao da estabi-
lidade de pilares esbeltos de concreto armado, foi resolvido
atraves de formulas empiricas, sem uma analise tedrica racional
dos efeitos nao-lineares.

Com o advento dos computadores digitais = do método
dos elementos fihitos(42),
nao-linear. Diversos algoritmos numéricos tem sido estudados;

um grande avanc¢o se deu na analise

iterativos, incrementais ou a combinacdo de ambos. Processos

iterativos e incrementajs sao aplicados igualmente para os dois
tipos de nao-linearidades, embora guando as equacgoes constituti
vis sao dadas em forma incremental, estes Ultimos tornam-se in-

(7)

Em se tratando de pilares hiperestaticos, o metodo

cispensaveis

dos elementos finjtos constitui um instrumento extremamente
util na analise. Um estudo de pilares de concreto armado com
s=cao transversal e distribuicdo da armadura arbitrarjas, varia
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veis ao longo do eixo e, com condicoes de contorno genéricas,
apresentado por Campos F.(6 ) A solucao € obtida atraves do m
todo dos elementos finitos, empregando um algoritmo que usa a ma
triz de rigidez tangente e outro que usa a matriz de rigidez se-
cante. Bignon( 5) apresenta uma solucao numérica para porticos
planos de concreto armado, que pode também ser usada para pila-

|y @y

res esbeltos.

Para pilares isostaticos, a solugao torna-se menos com
plexa, uma vez que os esforcos solicitantes em cada secao trans-
versal sao conhecidos para uma certa configuracao deformada do
mesmo. Um processo iterativo de aproximagoes sucessivas pode
ser utilizado para verificar a estabi]idade(]9’36) e, associando
-se ao mesmo um procedimento incremental, pode-se determinar a
curva carga-deslocamento para o pilar. HNeste procedimento 2 an§
lise e feita tomando-se varias secoes ao longo do eixo do pilar
e, em cada iteracao, calculando-se a curvatura das secoes para
valores conhecidos do momento fletor e do esforco normal. Uma
dupla integracao das curvaturas, resulta nos deslocamentos trans
versais do eixo do pilar, alterando os momentos fletores, e o
processo e repetido até a convergencia dos deslocamentos. A ins
tabilidade do equilibrio fica detectada quando iteracoes sucessi
vas mostrarem uma divergencia nos deslocamentos. A grande vanta
gem do algoritmo € gque o carregamento pode ser genérico e a se-
¢ao transversal do pilar pode variar de forma qualquer ao longo
do seu eixo, inclusive a armadura.

A determinagao da curvatura de uma secao de concreto
armado na presenga de um momento fletor associado a um esforgo
normal, para a utilizacao no procedimento de aproximacoes suces-
sivas, @ realizada iterativamente. Diversos algoritmos tem sido
utilizados para encontrar a curvatura da secao gue satisfaz o
equilibrio entre os esfor¢os solicitantes e os esforcos resisten
tes(13-]8923’25). A ruptura da secao fica caracterizada quando,
para um dado valor do momento fletor e esfor¢o normal, nao se
consegue uma distribuicao de tensoes capaz de garantir o equily-
brio. A inclusao das deformagoes diferidas do concreto pode ser
feita em alternativas diferentes. Varios algoritmos consideran-
(9512,17,20,24)

do a teoria linear ou nao-linear da fluencia tem

sido testados com bons resultados.
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Enfim, apesar de toda a complexidade do material, com
a utilizacao de processos numericos consegue-se de forma bastan
e precisa, analisar um pilar de concreto armado incluindo as
duas nao-linearidades, a fisica e a geometrica. A comparacao
dos resultados obtidos numericamente com dados experimentais
disponiveis, mostra ser a analise nao-linear o caminho que deve
ser sequido no estudo de estruturas de concreto armado.

Por outro lado, apesar de se dispor hoje de processos
numéricos de analise relativamente precisos, os metodos utiliza
dos no dimensionamento de pilares de concreto armado nac seguem,
em geral, a mesma regra. A grande dificuldade em se incluir no
dimensionamento as duas nao-linearidades, decorre do fato de
existirem mais incognitas que equacoes disponiveis. No proble-
ma de analise, o numero de incognitas & igual ao numero de equa
coes disponiveis para garantir o equilibrio entre os esforcos
solicitantes e os esforcos resistentes. Isto se da, porque to-

da a geometria de uma secao genérica do pilar & conhecida “a

priori". No problema de dimensionamento surge mais uma incogni
ta, a armadura necessaria para que o equilibrio seja possivel.

Os atuais criterios de dimensionamento exigem que o
carregamento de projeto seja um carregamento ultimoc para a es-
trutura, admitindo que os materiais trabalhem com uma resisten-
cia minorada com o objetivo de limitar a tensao nos mesmos. As
sim sendo, deve-se encontrar uma armadura de tal forma que as
cargas de projeto coincidam com 0 carregamento de ruina.

A maijor dificuldade consiste na inclusac da nao-linea
ridade geométrica. A nao-linearidade fisica pode ser, de uma
“orma razoavelmente precisa, incluida no processo de dimensiona
7lento, desde que a nao-linearidade geométrica n3o esteja presen
te. Assim e que o dimensionamento de secoes de concreto armado
submetidas a flexo-compressao ja & resolvido h3a bastante tempo
por varios procedimentos(2]’33). Dentre os diversos processos
vara esse dimensionamento, o mais notavel & sem duvida o de Sil
va Jr.(35), que fez todo o desenvolvimento para secoes retangu-
'ares e circulares. Modesto dos Sant05(33) gstendeu o estudo a
tecoes de forma qualauer, apresentando inclusive inUmeras tabe-
1as para o dimensionamento.

Entretanto, quando se tenta incluir a nao-linearidade
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geométrica simultaneamente a fisica, o problema fica indetermi-
nado, pois nao se pode calcular os deslocamentos transversais
do eixo do pilar, se nao se conhece sua armadura. Assim, surgi
ram processos simplificados que tentam resolver o problema em
duas etapas. Inicialmente elimina-se a nao-linearidade fisica
e o problema & resolvido como se o material fosse elastico 1i-
near(34). Resultam ent3o os deslocamentos transversais do eixo
do pilar que serao considerados como excentricidades adicionais
de segunda ordem. Essas excentricidades irao majorar os momen-
tos fletores de primeira ordem devido 3 presenca da carga axial
e, com os esforcos majorados, faz-se o dimensionamento a flexo-
-compressao utilizando os diagramas tensao-deformacao para ©S
materiais.

Dois grandes problemas surgem nos processos simplifi-
cados. O primeiro deles @& que para se calcular os deslocamen-
tos transversais do pilar, € necessario conhecer a rigidez 2
flexao de cada secao ao longo do seu eixo e, se ainda nao se co
nhece a armadura, nao & possivel determinar tal rigidez. Alem
disso, a rigidez varia ao longo do eixo do pilar e, no calculo
elastico linear efetuado, € admitido que a mesma & constante.
0 segundo problema 2 que quando se transfere a solucao para di-
mensionamento a flexo-compressao, impoe-se sempre a condicao de
ruina por ruptura, que pode nao ser o0 caso.

Diversos processos simplificados propostos por auto-
res e mesmo em normas, para incluir a nao-linearidade geometri
ca, encontram-se amplamente divulgados na Iiteratura(]4J5’3zﬂqz

Neste trabalho apresenta-se uma sistematizacao para o
dimensionamento de pilares esbeltos de concreto armado, incluin
do as duas nao-linearidades simultaneamente, além das deforma-
coes diferidas do concreto.

0 processo iterativo de aproximagoes sucessivas para
a analise de pilares esbeltos de concreto armado, & descrito pa
ra uma situacao geral de carregamento e geometria do pilar.
Tres algoritmos sao utilizados para a obtencao das relacoes mo-
mento fletor-esforco normal-curvatura de uma secdo arbitraria
de concreto armado, porém com um eixo de simetria, contido no
Plano de carga, uma vez que o trabalho & restrito ao caso de
flex3ao normal. Apresenta-se também, a formulagao para o calcu-
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lo das deformacoes diferidas do concreto, segundo o CEB/78 e um
algoritmo para a inclusao das mesmas na analise.

Faz-se uma analise da variacao de parametros para de-
terminar a influencia que certos fatores tem na armadura. Com-
para-se ainda, os processos simplificados de dimensionamento de
algumas normas, com os resultados obtidos numericamente. Um
procedimento aproximado para a inclusdo da fluencia do concreto
e testado, e uma solugao simplificada para pilares com engasta-
mento elastico € utilizada para verificar o nivel do erro come-
tido ao se estender o conceito de comprimento de flambagem a pi
lares de concreto armado. Apresenta-se ainda uma séerie de re-
sultados experimentais, onde a solugao numerica tem sua preci-
sao constatada. Em anexo, encontram-se tabelas para o dimensio
namento de pilares com se¢ac transversal retangular.



2. ANALISE DE PILARES ESBELTOS DE CONCRETO ARMADO

2.1. Consideracoes gerais

A analise de pilares esbeltos de concreto armado, com
a inclusiao das nao-linearidades fisica e geometrica, requer um
grande numero de calculos numéricos e so & viavel através da
utilizacao de computadores digitais. As propriedades particula
res do concreto, como a fissuragao, a fluencia e a retracao,
bem como as equacoes constitutivas para o concreto e o aco, nem
serpre tao simples, aumentam a complexidade da anaiise. O sur-
gimento do tempo como uma nova variavel quando se estende a and
lise a cargas de longa duracao e, a propria caracteristica dos
processos de analise, iterativos e incrementais, ampliam cada
vez mais o trabalho computacional requerido.

Neste trabalho restringe-se o estudo a pilares 1sost§
ticos, com segao transversal possuindo um eixo de simetria coin
cidente com o plano da flexao, ou seja, analisa-Se apenas o ca-
so de flexao normal. A secao transversal pode, de maneira ge-
ral, variar ao longo do eixo do pilar e o carregamento pode ser
qualquer, desde que seja mantida a condicao de flexao normal. 0
carregamento pode variar ao longo do tempo, porem de forma mono
tona a fim de se garantir a condicao de carregamento estatico.
A nao-linearidade fisica da estrutura & incluida atraves dos dia
gramas tensao-deformacao nao-lineares para 0 ago e 0 concre
to, e a nao-linearidade geometrica através de um processo itera
tivo de aproximacbes sucessivas, onde em cada iteracdo os deslo
camentos transversais do eixo do pilar sao calculados. As de-
formagoes especificas de fluéncia e retracao sao calculadas con
forme procedimento do CEB/?SUl). As deformagoes por cisalhamen
to sao desprezadas, de modo que a dnica deformagao a se conside
rar & aquela no sentido longitudinal da peca.

Comoo objetivo deste trabalho € o dimensionamento de
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pilares, adota-se para os materiais dois diagramas tensao-defor
nacao, um caracteristico e outro de calculo. Quando se deseja
calcular os deslocamentos transversais do eixo do pilar traba-
Tha-se com os diagramas caracteristicos, resultando dai desloca
mentos caracteristicos. Para a verificagao da ruptura da secao
mais solicitada utiliza-se os diagramas de calculo, que sao da
mesma forma que os caracteristicos, apenas com as resistencias’
dos materiais reduzidas, ou seja, com as resistencias de calcu-
lo. Assim, impoe-se a condicao que a maxima tensao nos materiais
nao seja superior 3as resistencias de calculo. Ja para o calculo
dos deslocamentos, trabalha-se com resistencias caracteristicas
e nao com resistencias de calculo, pois se assim se fizesse, re-
sultariam deslocamentos majorados e os momentos fletores de se-
gunda ordem ficariam majorados duas vezes, ja que as cargas
a:iais sao, como as demais, cargas de projeto.

2.2. Hipoteses fundamentais

As principais hipoteses admitidas na analise podem ser

resumidas na seguinte forma:

1 -~ Hipotese das segoes planas

Admite-se que as secoes transversais ao eixo do pilar,
inicialmente planas, permanecem planas e normais ac eixo deforma
do e que essa condigao & cumprida até a ruptura, desprezando-se
consequentemente as deformagoes por cisalhamento.

2 - Aderencia entre o concreto e 0 ago

Existe aderencia perfeita entre o concreto e o aco ate
@S proximidades da ruptura, de forma que as armaduras experimen-
tam as mesmas deformacoes que o concreto que Thes & adjacente.

3 - Contribuigdo do concreto nos esforgos de tragao

A colaboragao do concreto tracionado na resisténcia da
Peca, para cargas de servico, pode ser de importancia significa-
tiva. Admite-se porém, que a resistencia a tracao do concreto €
nula e despreza-se também a contribuicdo do concreto entre fissu
ras, de forma que todo o esforgo de tragao e absorvido pelas ar-
maduras. Na situag56 de ruptura, essa hipotese nao traz erros
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significativos, conforme comparagao com resultados experimen-

tais.

4 - Encurtamentos permitidos ao concreto

Admite-se que a ruptura seja alcancada quando o encur
tamento especifico maximo em secoes parcialmente comprimidas
atinja 3,5%o. Em secoes totalmente comprimidas, a ruptura fica
caracterizada quando a deformacdo na fibra situada a uma distap
cia de 3/7 da altura total da secdo da peca, medida 3 partir da
borda mais comprimida, atinge o valor 2%

5 - Alongamento permitido ao ago

0 alongamento especifico maximo permitido as armadu-
ras de tracao & de 10%p, a fim de se prevenir contra deforma-
coes plasticas excessivas. Para as armaduras de compressao o
encurtamento especifico fica limitado ao maximo para o concreto

que lhes e adjacente.

6 - Pequenos deslocamentos

Admite-se que os deslocamentos transversais W do eixo
do pilar sejam pequenos em relagao ao seu comprimento 2 e as
cargas sao conservativas. Sendo assim, a curvatura média y das
secoes do pilar pode ser calculada pela expressao aproximada
(2.2.1), onde x & medido ao longo do eixo indeformado, e o esfor
co normal se mantem praticamente constante, independente das de

formagoes do pilar.

2
X :d—w(_x_l i (2'2_])

dx2

2.3. Diagramas tensao-deformacao dos materiais

2.3.1. Concreto a compressao

Adota-se para o concreto em compressao o diagrama pa
rabola-retanqgulo proposto pela NB—1/?8(4). Este diagrama @& -
composto de uma parabola do segundo grau que passa pela origem
e tem seu veértice no ponto de abcissa 2%ge de uma reta entre
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as deformacoes 2% e 3,5%, tangente @ parabola e paralela ao
=ixo das abcissas. A ordenada maxima do diagrama € igual a
j,85fck se se trata do calculo de deslocamentos do pilar e
0,85fCd se se trata da verificacao da ruptura. A egquagao da pa
ribola & dada por (2.3.1) onde f_ sera igual a f_, ou f_, depen
dendo do objetivo.

6
3 . 107 _ 2 5
Oe = 0,85 fC [10 Ba = 4— €. :[ (2.3.1)
T A
0.85 1, g |
0,85 fcg o _!
i
o. 2.1“ 3,5‘°fao ?C

FIGURA 2.3.1 - Diagramas tensao-deformacao do concreto & com-
pressao. a) diagrama para o calculo de desloca-
mentos; b) diagrama para a verificagao da ruptu
ra‘

0 fator 0,85 representa a reducao da resisténcia do
concreto sob cargas de longa duracao, Efeito RUsch(31}.

A resistencia de calculo fed € obtida da resistencia
cCaracteristica fek atraves de

fog = Top/1s4 - (2.3.2)
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0 modulo de deformacao longitudinal do concreto & da-
do, em funcao da resistencia média a compressao fcj na idade j

dias, por
EC = 6600 /f,j , MPa {2:3:3)
onde ,
- 2
fcj = fck + 3,5 , MPa . (2.3.4)

2.3.2. Diagramas tensao-deformacao do aco

0 diagrama tensao-deformagao para 0S acos classe A,
adotado pela NB-1/78 € o diagrama tipico de um material elasto-
-plastico perfeito, como na figura 2.3.2.

fyx a
fyd ' b
|
|
‘ tragdo |
i
3,5% _ _ } -
i Eyg E 10%
i | yd Eyk = B
I
{cmrnpressﬁo
L £
L b yecd
f
3 yck

FIGURA 2.3.2 - Diagramas tensao-deformagao do aco classe A.

a) diagrama para o calculo de deslocamentos;
b) diagrama para a verificacao da ruptura.
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0 alongamento especifico maximo permitido &€ de 10 %
para evitar deformacgoes plasticas excessivas, enquanto o encur-
tamento especifico maximo & de 3,5%o, por ser este o maximo per
mitido para o concreto em compressao.

Se o objetivo @ calcular os deslocamentos transver-
cais do eixo do pilar, utiliza-se o diagrama a, enquanto para a
verificacao da ruptura o diagrama usado € o b.

Na ausencia de resultados experimentais do ago a com-
pressao, a NB-1 permite que se adote f . = f ..

As resistencias de calculo fyd e fycd sao obtidas das
resistencias caracteristicas fyk - fyck por

fog = fyu/1215 + f = /1,15 . (2.

yd ycd
As deformacdes especificas de escoamento Sy @ Eyp
sao dadas por (2.3.6) onde o modulo de elasticidade do ago &

E, = 2,1 x 10° Mpa.

= fuglBe & By = T lEg - (2.3.6)

Eyd vk

Para os acos classe B, a NB-1 propoe o diagrama da fi
gura 2.3.3, sendo usado o diagrama a para o calculo de desloca-
mentos e o b para a verificacao da ruptura.

A equacao do trecho curvo dos diagramas, no caso de
tracao, e dada por (2.3.7) onde fy sera igual a fyd se se tra-
tar da verificacao da ruptura e igual a fyk para o calculo dos
deslocamentos. Para o caso de compressao a equacao € a mesma,
apenas devendo-se trabalhar com valores absolutos das tensoes,
resultando o valor absoluto das deformagoes.

ag
E:—-§-+]—l-

w Gy . (2.3.7)
S . 45 ]

'-hIQ
< v

As deformacoes especificas de escoamento sao dadas

por (2.3.6) acrescidas do valor 2%.
As demais observacoes sao identicas as feitas para o

4¢o classe A.
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fyk
fyd / b
O.?f"
0.7 fyd |
/' |
/ | |
/ tragdo |
/
"."' l
3'5..{" 2”/00 / [ | ! >
‘ | / 2%eo Eyq Eyk 10%e g
Fi
oompresédo /'f
|/
/
! L0.71ycd
/' { b -0.7 fyck
r fyed
fyck

FIGURA 2.3.3 - Diagramas tensao-deformagao para o0 aco classe B.

2.4. Estado limite ultimo

Uma estrutura de concreto armado pode atingir a ruina
de duas maneiras diferentes, dependendo da geometria e do carre
gamento aplicado. A ruina pode se dar por esgotamento da capa-
cidade resistente, denominada ruina por ruptura, ou pode se dar
por instabilidade do equilibrio.

2.4.1. Ruina por ruptura de uma secao

A ruptura de uma segao transversal ao eixo do pilar e
alcangada, quando para um dado par de esforgos solicitantes, mo
mento fletor e esforgo normal, nao se consegue encontrar uma
distribuicao de tensoes capaz de garantir o equilibrio entre os
esforgos solicitantes e os esforgos resistentes. A ruptura po-
de ocorrer tanto pelo esmagamento do concreto, como por uma de-
formagao considerada excessiva da armadura. Esse e o tipo de
ruina caracteristico de pilares curtos.
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A curva relacionando uma carga axial excentrica P atu
ante sobre um pilar curto com o deslocamento transversal W num;
segao ao longo do seu eixo, € mostrada na figura 2.4.1.

A ruptura de uma secao transversal de concreto armado
submetida a um momento fletor e um esforco normal, se da, de
acordo com a NB-1, quando a distribuicao de deformacoes na mes-
ma se enquadrar em um dos dominios da figura 2.4.2.

u ] ruptura

FIGURA 2.4.1 - Curva carga-deé]ocamento para um pilar curto.

Os dominios sao definidos na forma seguinte:

reta a - tragao uniforme;

dominio 1 - tracao nao uniforme, sem compressao;

dominio 2 - flexao simples ou composta, sem ruptura a compres-
sao do concreto;

dominio 3 - flex3ao simples ou composta com ruptura a compressao
do concreto e com escoamento do ago;

dominio 4 - flexao simples ou composta com ruptura a compressao

do concreto e ago tracionado sem escoamento;

dominio 4a
dominio 5

flexao composta com armaduras comprimidas:

compressao nao uniforme, sem tragao;
reta b - compressao uniforme.
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2%e 3.5%se ) F

dn‘

& s90{/5
r4 ) i
s / |
10% d' Eyd | ’
alongamento encurtamento

FIGURA 2.4.2 - Dominios de dimensionamento.

2.4.2. Instabilidade do equilibrio

3

Este tipo de ruina & caracteristico de pilares esbel-

"tos. Acrescentando carga ao pilar, os deslocamentos transver-

sais do seu eixo crescem até que, atingido um valor critico da
carga, o equilibrio torna-se instavel. Na figura 2.4.3 mostra
-se uma curva relacionando a carga axial excentrica P com o
deslocamento transversal W em uma secao ao longo do eixo do pi
lar. Observa-se que atingida a carga critica, o equilibrio so
€ possivel se houver uma reducdao na mesma, o que caracteriza o
trecho de equilibrio instavel da curva.

Atinge-se a instabilidade sem haver o esgotamento da
capacidade resistente da secao. A segao ainda & capaz de absor
ver esforgos, porem a taxa de crescimento dos esforgos resisten
tes € menor que a taxa de crescimento dos esforgos solicitantes.
Evidentemente que com o crescimento dos deslocamentos transver-
Sais crecem também os momentos fletores de segunda ordem e,
ap0s a instabilidade, ocorrerd a ruptura da secao. Porem o es-

tado Timite foi alcancado por instabilidade do equilibrio e n3o
POr ruptura.
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FIGURA 2.4.3 - Estado limite por instabilidade do eguilibrio.

2.5. Relacoes momento fletor-esforco normal-curvatura

2.5.1. Solicitacoes internas e externas

Para o calculo dos deslocamentos transversais ao ei-
xo do pilar, necessita-se conhecer a curvatura X de uma secao
transversal generica do mesmo, para um dado par de esforco nor
mal Nd e momento fletor Md que solicitam a secao. Para isto
necessita-se conhecer as relacoes momento fletor-esforco normal
-curvatura, abreviadamente relagoes M-N-x para um tipo dado de
secao. A geometria da secao, bem como a disposigcao e quantida-
de de armadura sao conhecidas "a priori".

Deduz-se aqui essas relagoes para uma secao de forma
qualquer., porém apresentando um eixo de simetria coincidente
com o plano de atuacao do momento fletor, como na figura 2.5.1.

A secao em estudo possui n' camadas de armadura dis-
postas simetricamente em relacao ao plano de atuacao do momen-
to fletor. As camadas sao numeradas a partir da camada mais
Proxima da borda tracionada pela aplicac3do exclusiva do momen-
to fletor. Na figura 2.5.1, n' & a camada mais proxima da bor
492 mais encurtada.
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N

eixo de simetria

di centro de gravidade

ho| da secdo de concreto

jdt
»
| ,_camada_generica de armadurg
; .
) Le
A

FIGURA 2.5.1 - Secao genéerica de concreto armado, com um eixo

de simetria.

Com a aplicacao do momento fletor My e do esforgo nor
mal Ny, a distribuicao de deformacdes na secaoc & a linear mos-
trada na figura 2.5.2, onde x & a distancia da borda mais com-
primida a linha neutra. Convenciona-se como sendo positivas as

deformagoes de compressao.

€z

S—
— -
- “J

<"> i Ed,'_
h !
» o+ |
| camada generica i i
de armadura + 7
| €1
l f
oA J/

FIGURA 2.5.2 - Distribuicao linear de deformagoes na secgao

transversal.



A curvatura X da segao & dada por

"R N Ry (2.5.1}

Conhecidas X e x, as deformacoes em toda a secao fi

cam perfeitamente determinadas. Na figura 2.5.3 mostra-se a
deformacao = em uma fibra genérica situada a uma distancia y
da Tinha neutra.

! 29)

. [ .7
(x-h)| /

! L {

T !

FIGURA 2.5.3 - Deformacao em uma fibra genérica da secao.

Pela fiqura verifica-se que

1
m

y X X-h

ou

-2 1 (2.5.3)

< |m
- o

€ introduzindo a definicao da curvatura ¥ dada em (2.5.1), re
sulta finalmente

20
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T (2.5.4)

Observa-se que a deformacao dada por (2.5.4) depen-
de de X e x pois necessita-se conhecer x para se medir y a

partir da linha neutra.
Para uma camada generica de armadura, figura 2.5.2,

—

a deformacao E¢i ©

s =X (% - dg) . (2.5.5)

Com as deformacoes e os diagramas tensao-deformagao
dos materiais, encontra-se as tensoes nas diversas fibras ae
concreto e nas camadas de armadura da secao. E importante
observar que deve-se usar os diagramas tensao-deformagao ca-
racteristicos para os materiais, uma vez que a curvatura X se
ra utilizada para o calculo dos deslocamentos transversais do
pilar.

Integrando-se as tensoes na segao, obtém-se as re-
sultantes de tensoes no concreto, R e nas diversas camadas

cc

de armadura, genericamente R para a camada i. Uma vez que

si
as deformagoes dependem de x e X, essas resultantes tambem

sao funcoes de x e X.

Rcc = Rcc (x, X) {2:.5.8)
onde
Ags - area de aco na camada genérica i:
Ocq = tensao na armadura da camada i.

Na figura 2.5.4 apresenta-se as resultantes de ten-
Soes bem como o momento fletor Md e o0 esforco normal Nd que
dtua no centro de gravidade da secao de concreto.
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FIGURA 2.5.4 - Resultante de tensoes e solicitacoes externas.

A distancia z da resultante de compressao no concre
to a borda menos comprimida da secao, também & fungao de x e
X, ou seja

z2 = 2 (%5 Xy (2.5.8)

As deformagoes da secao, caracterizadas pelas incog
nitas x e X, devem ser tais que haja equilibrio entre as soli
citagoes e os esforgos resistentes.

Aplicando as duas equacoes de equilibrio da estati-
ca vem

a - soma de forgas iqual a zero
N, - R (%, X) - T A.s 9_. (x, X) =0 |, (2.5.9)

b - soma de momentos igual a zero

n
] AS'l (h = d-|) 051‘ (xs ;() gl Nd CZ . (2.5.10)

n -1 =

d=Rcc(X.x)2(x,x)+i

As equacoes (2.5.9) e (2.5.10) constituem um siste-

22
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ma de duas equacoes algébricas nao-lineares a duas incogni-
tas, x € X. A solugdao do sistema &€ realizada iterativamente,
uma vez que nio se consegue uma expressao analitica para as
incognitas, devido 3 complexidade das funcoes nao-lineares.

Para secoes usuais como a retangular e a circular,
as equacoes (2.5.9) e (2.5.10) podem ser colocadas em forma
adimensional através da definigao de momento fletor e esforco
normal reduzidos. No apendice apresenta-se esse desenvolvi-
mento para secoes retangulares.

Diversos algoritmos tem sido utilizados para resol-
ver o sistema nao-linear. Apresenta-se a seguir trés algorit

mos capazes de resolver o problema.

2.5.2. Algoritmos para resolver o sistema de equacoes nao=1i-

neares
2.5.2.1. Algoritmo com rigidez constante

Para um valor fixado de x, a equagao (2.5.10) rela-
ciona diretamente o momento fletor M, com a curvatura X da se
¢ao, na presenca de um esforco normal constante Nd. Essa re-
lacao entre momento fletor e curvatura para esforgo normal
constante, tem a forma apresentada na figura 2.5.5. A rela-
¢ao & nao-linear e a ruptura da secao ocorre no ponto (xu,Mu)
quando & esgotada a capacidade da secao de absorver momento
fletor, na presenca do esfor¢o normal Nd.

Os tres algoritmos aqui apresentados consistem basi
camente no mesmo procedimento de solucao, variando apenas o
numero de iteracoes necessarias a convergéncia. Neles neces-
Sita-se conhecer um valor pré-estabelecido da curvatura com o
qual a equagao (2.5.9) fornece a incognita x e a equacgao
(2.5.10), uma primeira aproximacio do momento fletor. Incre-
ménta-se a curvatura e repete-se 0 processo ate ajustar a equa
¢ao (2.5.10) dentro de uma ordem de precisao fixada. Com is-
SO impoeé-se a condicao de esforco normal solicitante igual ao
esforgco normal resistente por (2.5.9) e, analogamente, para o
Momento fletor por (2.5.10). A condigdo de ruptura sera veri
ficada na secdo seguinte. -
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FIGURA 2.5.5 - Relacao momento fletor-curvatura para esforgo
normal constante.

Na figura 2.5.6 apresenta-se a relacgao momento fle-
tor-curvatura para esforco normal constante Nd’ onde Md e o
momento fletor solicitante na secao.

MA
#\IFKL
My

M2

x1 5’-’-2 x X

FIGURA 2.5.5 - Algoritmo com rigidez constante.
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Inicializa-se o processo com a rigidez a flexao K]

da segao nao fissurada de concreto armado

n I
Ky = Ep I, + E z Ig; (2.5.11)
i=1
onde
Ee ™~ modulo de deformacao longitudinal do concreto, na
origem do diagrama tensao-deformagao;
[. - momento de inércia da secao de concreto em relagao
ao baricentro da secao homnqgeneizada;
Eg ™ modulo de elasticidade do aco;
I.; - momento de inercia da camada generica i de armadu-

ra, em relacao ao baricentro da secao homogeneiza-
da.

Com a rigidez K] determina-se a primeira aproxima-

¢ao para a curvatura X, dada por,

M4
%y =L . (2.5.12)
Ky

Conhecida X;, a equagao (2.5.9) e uma funcao f(x)
de uma Unica variavel x, para a qual deseja-se encontrar a
raiz. Pode-se resolver esse problema pelo algoritmo da bisse
Cante, desde que se conheca um intervalo [xi, xs] no qual se
éncontra a raiz. Na figura 2.5.7 apresenta-se 0 processo da
bissecante, onde f, e f_ sao os valores da fungdo f(x), equa-
¢ao (2.5.9), nos extremos do intervalo.

Determina-se a primeira aproximagao x; a partir da
- ;0 Ti) e (xs, fs) com
O eixo das abcissas e calcula-se f1 = f (x]). Repete-se o

Intersecao da reta que une os pontos (X

Processo com o novo intervalo [x15 Xg] para determinar a se-

gunda aproximacio x, e assim sucessivamente, até que em uma

Tteracdo genérica j o valor absoluto de fj seja menor que uma



tolerancia estipulada. Adota-se o valor de x obtido nesta

iteracao como um valor aproximado da raiz.

FIGURA 2.5.7 - Algoritmo da bissecante.

<Y

O0s Timites x. e x_ do intervalo sao obtidos da se-

i S
guinte maneira:

1 - limite X;

Na determinacao de Xj o deve-se limitar a deformagao

na armadura mais tracionada em 10%, .

] /
i —— —

> 4
h (dy-x)

e

3
-

FIGURA 2.5.8 - Determinacdo de X; -

Observando a figura 2.5.8 e a equagao (2.5.4), veri

(2.5.13)

26
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Impondo a condigdo €y < 10%o resulta

x > dy - 0,01 (2.5.14)
%5 .

Dependendo do valor de X;, 0 sequndo termo da desi-
gualdade (2.5.14) pode ser negativo. Assim, o limite X, deve

ser o maior dos valores

Xe 2% (2.5.15)

2 - limite Xg

Para a determinagao de Xe s
deve ser limitada. Podem ocorrer dois casos distintos depen-
dendo do valor da curvatura X. No limite entre esses dois
casos, a deformacao da borda menos comprimida da secao € nula,
isto @, limite entre os dominios 4a e 5 da figura 2.4.2. A si
tuagao & apresentada na figura 2.5.9. '

De acordo com a figura 2.5.9 e a equacao (2.5.1), a
curvatura Xg;. correspondente pode ser determinada por

a deformacao no concreto

_ 0,0035
Xy g = e B (2.5.16)

3,5%e

|
| 1

FIGURA 2.5.9 - Limite entre os dominios 4a e 5.

Entao se ¢, > xq;, deve-se limitar a deformacao na
borda mais comprimida em 3,5% e, se X1 < Xy5q0 2 deformacao
na fibra situada a 3/7 da altura da secao, medida a partir da

i



borda mais comprimida da mesma, deve ser limitada em 2% .

caso 3) X3 2 Xy

28

A deformacao €, na borda mais comprimida &, como e
mostrado na figura 2.5.3 e na equagao (2.5.4),
g, = Xy X . (2.5.17)
Impondo a condicao £, 2 3,5%0 resulta
g < Hudiss (2.5.18)
X

ceso b) X3 = Xim

Nesse caso a deformacao €, na fibra a3/7da altura da
secao, medida 2 partir da borda mais comprimida, deve ser limi
tada em 2%, .

N by L
‘1 1 1
! =4
1 ! E 7
g T —
N | :
- i
Yo
.’
T ] /
FIGURA 2.5.10 - Deformacao eq na fibra a 3n/7 da borda mais
encurtada.

Pela figura 2.5.10 verifica-se que

h (2.5.19)

€ substituindo yo em (2.5.4) a deformacao =, € dada por
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ey = X {x-gh} . (2.5.20)

Fazendo ¢ < 2 %0 resulta

x < 2,002 3, (2.5.21)
X /

Finalmente o limite x_. sera, conforme o0 caso:

2

0,0035 )

g mTog v B R gy B

1
[2:5.22)
_ 0,002 3 .
xs = + = h, se X-[ < f<".im
S| 7

Encontrada a incognita x correspondente a primeira
aproximagao X] da curvatura, calcula-se diretamente de
(2.5.10) o momento M, e fica determinado o primeiro ponto na
curva momento fletor-curvatura da figura 2.5.6.

Em sequida determina-se a nova aproximacao X, para
a curvatura, figura 2.5.6, como

%o = Ky Bt (2.5.23)

Com Xp repete-se 0 processo para se determinar M2 e
0 segundo ponto na curva momento fletor-curvatura. A conver-
géncia final ser3 satisfeita quando em uma iteracio j, fica-
rem atendidas as condicoes

< tolerancia ; (2.5.24)

<tolerancia . (2.5.25)
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Esse algoritmo em geral requer um niumero grande de
jteracoes, principalmente se o momento fletor solicitante e
proximo do momento de ruptura da secao e com isto, o tempo
de processamento computacional pode ser muito alto. Dos tres
algoritmos apresentados nesta secao, esse @ o menos eficiente
sob tal ponto de vista, porém a convergéncia & razoavelmente
segura, sem problemas de instabilidade numerica.

2.5.2.2. Algoritmo com rigidez secante

0 fundamento do processo & o mesmo do algoritmo an-
terior. Incrementa-se a curvatura da secao, encontra-se a
raiz da equagao (2.5.9) e calcula-se por (2.5.10) o momento
fletor correspondente. A diferenca consiste no grau de avan-
¢o no interativo correspondente a curvatura X da seczo. A ri
gidez @ alterada em cada iteracao através da secante a curva
momento fletor-curvatura para esforco normal constante, como e
mostrado na figura 2.5.11.

o

FIGURA 2.5.11 - Algoritmo com rigidez secante
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Inicializa-se o processo com a mesma rigidez K] da
secio nao fissurada, dada por (2.5.11), e determina-se o pri-
meiro ponto (Xy» M,) na curva. A rlg1dﬁz K, para'a proxima |
iteragﬁo sera determinada pela secante a curva ligando a ori

gem ao ponto (Xq» M) como

-1
K, = (2.5.26)

A curvatura X, nessa iteragao sera dada por
(2.5.27) e no restante o processo 8 idéentico ao anterior.

M
. (2.5.27)

Xz "
2
Esse algoritmo requer em geral um menor ndmero de

iteracoes que o anterior, reduzindo com isto, o tempo de pro-
cessamento computacional e nao apresenta problemas de instabi
lidade numerica. Se o momento fletor e proximo do momento de
ruptura da secao, esse algoritmo, como o anterior, mostra-se
ineficiente por exigir um nimero significativo de iteracoes
ate a convergéncia.

2.5.2.3. Algoritmo com rigidez tangente

A diferenca desse para o algoritmo de rigidez secan
te & que aqui procura-se acompanhar a curva momento fletor-
“Curvatura, determinando-se valores aproximados da tangente a
mesma nos diversos pontos. Na figura 2.5.12 encontra-se indi
Cdda a determinacio da rigidez tangente.

Em duas iteracoes sucessivas tem-se determinados os
Pontos fXj_T, Mj-1) B (xj, Mj) na curva momento fletor-curva-
tura, 4 rigidez Kj+1 na jteragao seguinte & determinada pela

reta que liga esses pontos, a qual corresponde a uma paralela

-

a = . . E
tangente 3 curva em um ponto intermediario como
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M, - M.
g B i, B - S (2.5.28)
X5 = Xj.1

| || afl >

FIGURA 2.5.12 - Algoritmo com rigidez tangente.

A aproximacao seguinte para a curvatura xj+] sera,

T G- N (2.5.29)
Ky o1

No restante, o processoc @ identico aos anteriores,
apresentando poréem, uma reducao sensivel no numero de itera-
¢oes requeridas para a convergencia. Esse algoritmo no entan
to, apresenta problemas de instabilidade numérica quando o mo
mento fletor solicitante € proximo do momento de ruptura. Po
de ocorrer que nas proximidades da ruptura, a curva momento
fletor-curvatura tende a ficar paralela ao eixo das curvatu-

ras, e, com isto, a rigidez tangente Kj+1 calculada em
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(2.5.28), muito proxima de zero. Resulta entao, em (2.5.29),
um problema numérico que antes inexistia. Na figura 2.5.13
apresenta-se o caso em questao.

MA
My ? ruptura
|
‘i E Ng = constante
0 Wi e -

FIGURA 2.5.13 - Curva momento fletor-curvatura para esforgo
normal constante, com rigidez tangente aproxi
madamente nula nas proximidades da ruptura.

Para se evitar o problema numerico mencionado, bas-
ta limitar a rigidez Kj+] a um valor minimo de seguranca.

2.5.3. Ruptura da secao

A ruptura da secao da figura 2.5.1 deve ser determi
nada, como visto, utilizando-se os diagramas tensao-deforma-
¢ao de calculo para os materiais. Interessa saber se, para
um dado par de esforcos solicitantes, a secao entra ou nao em
ruptura com as resistencias de calculo dos materiais. Mais
Precisamente, necessita-se conhecer o maior momento fletor que
Sé pode aplicar a secao, na presenca de um esforco normal cons
tante, sem que a mesma entre em ruptura.

A secao da figura 2.5.1 entrara em ruptura com infi
Nitos pares de esforco normal e momento fletor. Isto pode
Ser visualizado através de um diagrama de interacao, como na
figura 2.5.14.
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FIGURA 2.5.14 - Diagrama de interacao momento fletor-esforco
normal ultimos.

Pontos situados na regiao A do diagrama, caracteri-
zam uma situacdo equilibrada entre os esforgos solicitantes e
os esforcos resistentes. Pontos na regiao B representam soli
citagoes as quais a se¢ao nao € capaz de suportar. A curva
limite entre as duas regioes corresponde aos infinitos pares
de esforgos solicitantes que levam a segao a ruina.

A determinacao do momento fletor de ruina para um
valor fixado do esforco normal, também & feita através das
equacoes (2.5.9) e (2.5.10), poréem adotando-se os diagramas
tensao-deformacao de calculo para os materiais e, com o proce
dimento que se segue.

Com a equagdo (2.5.9) deseja-se encontrar a incogni
ta x tal que o esforgo normal solicitante Nd esteja equilibra
do pelo esforco normal resistente, porém na ruptura. A ruptu
ra se da quando as deformacoes da segao se enquadrarem em um
dos dominios de dimensionamento da figura 2.4.2. Como este
trabalho trata de flexo-compressao, o dominio 1 deve ser eli-
minado. Entao deseja-se encontrar a incognita x em um dos do
minios, do 2 ao 5, de forma que haja equilibrio do esforco
Normal. Para isto, pode-se utilizar o processo da bissecante,
admitindo que o intervalo no qual encontra-se a solucao x &
[o, ©)., Utiliza-se o algoritmo mostrado na figura 2.5.7. A
Curvatura X da secao para um valor de X & conhecida, pois no
diagrama da figura 2.4.2, existe sempre uma deformacao fixada
Para cada dominio. A curvatura X da secdao na ruptura depende,
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portanto. apenas de x. Caso a solucao x nao seja encontrada
no processo da bissecante, significa que a secao nao @ capaz
de absorver o esforgo normal Nd’ 0 que caracteriza a ruptura.

Encontrada a raiz x da equac¢ao (2.5.9), a equacao
(2.5.10) fornece diretamente o momento fletor de ruptura M
da segao.

2.6. Calculo de deslocamentos em pilares de concreto armado

A analise completa de um pilar esbelto de concreto
armado requer o calculo dos deslocamentos transversais do seu
eixo, uma vez que esses deslocamentos alteram os momentos fle
tores solicitantes nas diversas secoes do pilar e, consequen-
temente, sua capacidade de carga. Essa alteragao no valor
dos esforcos solicitantes em funcao dos deslocamentos € o0 que
& denominada nao-linearidade geométrica. A nao-linearidade
fisica concernente ao material concreto armado, foi considera
da anteriormente quando da adocao de diagramas tensSc-deformg
¢ao nao-lineares para o concreto e para o ago. Uma vez que
esses diagramas sao utilizados na obtencao das relacoes momen
to fletor-esforco normal-curvatura, a nao-linearidade fisica
fica incluida finalmente nessas relagoes. Elas serdo utiliza
das para o calculo dos deslocamentos transversais do eixo do
pilar, atraves de um procedimento iterativo de aproximagoes
sucessivas desses deslocamentos. 0O aumento dos momentos fle-
tores devido aos deslocamentos transversais exige a comparacao
dos momentos solicitantes com o momento de ruptura da secao.
Com isso ficam respeitadas as deformacdes limites para o aco
€ para o concreto e o criterio de ruptura, através dos domi-
nios de dimensionamento da NB-1. 0 estado limite Gltimo por
ruptura e caracterizado quando, em uma secao transversal do
Pilar, o momento fletor solicitante atinge o momento de ruptu
ra.

Na figura 2.6.1 mostra-se um pilar isostatico sob
flexdo normal, submetido a um carregamento generico.
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q
s ’-
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N | ’Q’::la
D }

FIGURA 2.6.1 - Pilar com carregamento generico.

T R ST TR T

Para se proceder ao cdlculo dos deslocamentos, divi
de-se o comprimento 2 do pilar em um numero n de segmentos,

TR

de comprimentos iguais ou nao, atraves das n+l secoes trans-
versais mostradas na figura 2.6.2-a. Uma vez que o pilar @
isostatico, os momentos fletores e esforcos normais nas diver

sas secoes podem ser obtidos diretamente por simplies aplica-
¢ao das equagoes ce equilibrio da estatica. Esses sao esfor-

¢os solicitantes de primeira ordem, uma vez que foram obtidos
na configuragao indeformada da estrutura. 0s esforcos cortan
tes nas diversas secoes nao influenciam na analise. ja que se
esta desprezando as deformagOes por cisalhamento. HNa figura
2.6.2-b apresenta-se o diagrama de momentos fletores de pri-
meira ordem, de uma forma simbolica, para um caso geral.

T TR T T T T R T T S AT S W T U

|1 ‘2 I3 n n+1

|
4 —

—

S v %
r
4
§
|
!
! 3 - secoes transversais ao b - momentos fletores de
4 eixo do pilar primeira ordem

o . ” o < . ;
FIGURA 2.6.2 - Secies transversais ao eixo do pilar e momentos
j fletores de primeira ordem,




A partir dos momentos fletores de primeira ordem e
esforgos normais nas diversas secoes transversais, pode-se
calcular as curvaturas destas secoes atraves das relacoes mo-
mento fletor-esforgo normal-curvatura. Com a hipotese de pe-
quenos deslocamentos e a expressao aproximada para a curvatu-
ra, equacao (2.2.1), verifica-se que os deslocamentos trans-
versais W do eixo do pilar, podem ser calculados por uma du-
pla integracao das curvaturas ao longo deste eixo e a aplica-
¢do posterior das condicoes geométricas de contorno. Na figu
ra 2.6.3, encontra-se indicado o diagrama de curvaturas devi-
do aos esforcos de primeira ordem e os deslocamentos corres-
pondentes.

wﬂ
W) W> W D N\ Vet
N r® o
o
a - curvaturas b - deslocamentos

FIGURA 2.6.3 - Curvaturas e deslocamentos devidos aos esfor-
¢os de primeira ordem.

Para o caso do pilar bi-rotulado da figura 2.6.1,

as condigoes geomé€tricas de contorno resumem-Se em N] =0 e

i Mher = 0.

A integracdao das curvaturas para o calculo dos des-
locamentos pode ser feita ajustando-se uma curva, analitica-
i Ménte expressa, ao diagrama de curvaturas da figura 2.6.3-a.
Ajustes polinomiais nodem, em geral, ser usados com relativa
simplicidade. Quando, poréem, ocorre uma descontinuidade no
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diagrama de curvaturas, devida 3 existéncia de momentos ou
cargas axiais concentradas ao longo do eixo do pilar, ou devi
da a uma variacao brusca na geometria, o mais indicado & uti-
lizar-se da analogia de Mohr para o calculo dos deslocamentos.
Inicialmente inverte-se o diagrama de curvaturas e

adota-se o mesmo como um carregamento ficticio. Carrega-se o
pilar com o carregamento ficticio e os momentos fletores cal-
culados para este sistema, serac os deslocamentos transver-
sais do pilar.

X1| X2| X3

Xa
Xnvl

FIGURA 2.6.4 - Carregamento ficticio da analogia de Mohr.

Devido aos deslocamentos transversais nas diversas
secoes do pilar. os momentos fletores ficam aumentados. Recal
cula-se os novos momentos para esta configuracao deformada, os
quais sao a soma dos momentos de primeira e segunda ordem. De
termina-se as curvaturas para 0s novos momentos e procede-se a
outra integracao para encontrar os deslocamentos e assim suces
sivamente ate a convergencia. A convergencia dos deslocamen-
tos & admitida quando em duas iteracoes sucessivas, j-1 e j, &
satisfeita a desigualdade (2.6.1) para todas as secoes.

< tolerancia . (2.6.1)

X (i=1, n+1)

! J_]

A instabilidade estrutural 2 detectada quando, em
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uma secao de referéncia, tres iteracoes sucessivas mostram a
divergencia dos deslocamentos, ou seja, quando e atendida a
desigualdade (2.6.2).

§-1 5-2] (2.6.2)

Com esta analise pode-se verificar se um pilar & es
tivel ou nao sob a acao de um carregamento dado. A convergen
cia dos deslocamentos indica a estabilidade ou, em outras pa-
lavras, o pilar resiste ao carregamento dado. A instabilida-
de estrutural ou a ruptura significam que o pilar nao resiste
ao carregamento dado. Entretanto nao fica caracterizado o
carregamento de ruina do pilar. Um procedimento incremental
pode ser empregado, juntamente com essa analise iterativa, pa
ra se obter a curva carga-deslocamento e o carregamento de
ruina do pilar. Divide-se o carregamento da figura 2.6.1 por
um fator inteiro m, de forma que todas as cargas guardem en-
tre si a mesma relacgao de proporcionalidade.

0 carregamento fracionado mostrando o perfil do car
regamento real & apresentado na figura 2.6.5.

9/m
Ma,m Porm

"cm/': ——
\_ 77 P,

| {

b/m

"3
T

FIGURA 2.6.5 - Perfil do carregamento.

Numa primeira etapa de carga aplica-se ao pilar, na
configuracao indeformada, o carregamento da figura 2.6.5 e
Procede-se a analise iterativa até a convergéncia dos desloca
Mentos. Numa segunda etapa de carga aplica-se sobre o pilar



ja deformado, um incremento de carga igual ao carregamento da
figura 2.6.5. Assim, nesta etapa, o pilar estara com duas ve
zes 0 carregamento da figqura 2.6.5. Repete-se a analise ite-
rativa até a convergencia dos deslocamentos e assim sucessiva
mente, até que em determinado nivel de carga, ocorra a runa

do pilar.

2.7. Fluencia segundo o CEB/783

2.7.1. Hipoteses e definicoes basicas

Apresenta-se aqui a formulacao para o calculo da de
formacao especifica de fluencia do concreto, sequndo o Anexo
e, do Boletim de Informacdo n0 124/125 do ceg/78{10:11),

Na faixa das tensoes de servigo, as deformacoes de
fluencia devidas a incrementos de tensoes aplicados em instan
tes diferentes, sao consideradas aditivas, hipotese da super-
posicao. Resulta dai que a deformagdo de fluencia sob tensao
constante e proporcional a essa tensao.

A deformacao de fluencia €z (t, tO) e definida pe-
la relacgao

o (ts tg) (2.7.1)

onde

t,to) - deformacao de fluencia no instante t para

-

\.0;
- tensao constante aplicada no instante tys

tensao aplicada no instante

modulo de deformacao inicial do concreto aos
28 dias de idade;

¢ (t.ty) - coeficiente de fluencia.

A deformacao total no instante t sob tensdao constan

te 0y & dada por

40
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€eor (Es tg) = 9 + 1 g (2.7: 2)

com Ec(to),sendo o modulo de deformagao inicial na idade t,.
Sequndo o CEB/78, Ec(to) pode ser tomado igual a

Ec(to) = 1,25 Ecm ; (2: T 3)

onde

Ecm - modulo secante, determinado em fungao da resisten-
cia media fcm(to) do concreto na idade tyo corrigi

da conforme a secgao 2.7.3.

A resistencia média fom(tg) pode ser estimada desde
que seja conhecida numa idade qualquer, em geral aos 28 dias.
Na figura 2.7.1 indica-se a variacao da resistencia do concre
to com a idade. 0 modulo secante E.p Pode ser determinado em

funcao da resistencia média f.q na forma

£ =9,5 ¥F_ (2.7.4)

cm cm
sendo E em KN/mm2 e em N/mmz.
cm N cm
A funcao
1 ‘h (t: to)
(t, to) s + (2-?-5)
Ec(tp) Ec2s

€ chamada funcgiao de fluencia.
De (2.7.2) e (2.7.5) resulta que

cpapltaty) = a5 4 (B t5) (2.746)

2.7.2. Coeficiente de fluencia

0 coeficiente de fluencia ¢ (t, tg) e determinado,

ESCOLA DE ENGENHaR4
DRl ST~
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sequndo o CEB/78, pela expressao

¢(t:t0) = Ba(to) + ¢d Sd(t—tO) + ¢f [Sf(t) » 3‘f(to)] > (2.7.7)
com
f.(t,)
B,(ty) = 0,8 [1 - —C——Q--] : (2.7.8)
fod=~

onde a relacao f_(ty)/f__, variacao da resistencia do concre-
e

to com a idade, dada na figura 2.7.1, e

94 - coeficiente de elasticidade diferida, tomado igual

a 0,4;
Pe = ¢f1 ¢f2 - coeficiente de plasticidade diferida;
¢f1- depende do meio ambiente, Tabela 2.1, ccluna 3;

¢, = depende da espessura ficticia hy, figura 2.7.2.

Define-se espessura ficticia da peg¢a de concreto por

hy = A L (2.7.9)

onde

A - coeficiente dependente do meio ambiente, Tabela 2.1,

coluna 5;
A_ - area da secao de concreto;

U - perimetro em contato com a atmosfera.

Alem disso,

Bd - funcao correspondente ao desenvolvimento ao longo
do tempo da deformacao elastica diferida, figura
B § wrhy

Be - funcao correspondente ao desenvolvimento ao longo
do tempo da plasticidade diferida, figura 2.7.4, de
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pendente da espessura ficticia ho;

t - idade do concreto no instante considerado, corrigi-
da de acordo com 2.7.3;

- jdade do concreto no instante de aplicacao da carga,
corrigida de acordo com 2.7.3.

ty

2.7.3. Idade corrigida

Para levar em conta os efeitos do tipo de cimento e
da temperatura ambiente ao longo do endurecimento do concreto,
se ela & sensivelmente diferente de 20°C, a idade real do con
creto deve ser corrigida.

Considerando cada periodo de tempo real At,, ao lon
go do qual a temperatura media diaria se mantem constante e
igual a T, a idade real t e substituida pela idade corrigida
t dada por

o m

30

t = [((T + 10) at ] 3 (2.7.T70)

Q1 et

onde

1, para os cimentos de endurecimento normal e lento;
2, para os cimentos de endurecimento ripido;

A =
3, para os cimentos de endurecimento rapido e de al
ta resistéencia.
T - temperatura diaria do concretc em graus centigrados;

At - numero de dias em que a temperatura média diaria se
manteve igual a T.
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TABELA 2.1 - Coeficientes basicos de fluencia e retracao -

CEB/78

1 2 | 3 f 4 K 5 -
MEIO AMBIENTE UMIDADE CDEFfCIE”TES COEFICIENTE
RELATIVA !ﬁfE i 551 ! A
ha dgua 0,8 -0,00010 | 30
atmosfera muito umida 90% 1,0 | +0,00013 5
exterior, em geral 70% 2,0 | +0,00032 1,5
atmosfera muito seca 40% 3,0 | +0,00052 1

a) Es] negativo - inchamento no lugar de retragao.

b) Os valores indicados para ¢f] € B referem-se a concretos

de consistencia plastica.

Eles devem ser reduzidos ou au-

mentados de 25%, caso trate-se de concretos de consisten-

cia firme ou mole, respectivamente.

‘Qnobﬂmoo
1.0 e

0.9
08 ik

o7 -t
0.8

0.5 /

0,4 T 7
0,3 ' -

o.z

toldias)

0,1

FIGURA 2.7.1 - Variacao da resistencia do concreto com a idade.



45

A P12

1.85| |

1235
1.2 |r ‘ —1,12
0,8

FIGURA 2.7.2 - Coeficiente ¢, - Influencia da espessura fic-
ticia hy na fluencia.

Bd["loi
:.U T :'
e !
r [ 1]
| ,I | | | /A | [ 117!
Pl AT | [ TT1T1
s — I I
il T | BEE
li!ffli | | __1|
LI 1 P11
1T II (i-to) (dios)
23 = Hllo 50 Y00 l ] 0% >

FIGURA 2.7.3 - Funcgao Bd(t-to) - Desenvolvimento ao longo do
tempo da deformacao elastica diferida.
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FIGURA 2.7.4 - Funcao Be(t) - Desenvolvimento ao longo do tem
po da deformacao plastica diferida.

(33) ajustaram funcgoes

T. van Langendonck e A. Bugan
as curvas das figuras 2.7.71 a 2.7.4, que sao apresentadas pe-

las equagoes (2.7.11) a (2.7.15)

£ (t) 9t (t. + 42)
b 0 -0 , t, em dias. (2.7.171)
feo (9t, + 40) (t, + 61)
42 + h0
QF = —_— h0 em cm. (2:7+12)
2 20 + h0
t - to + 20
Bd(t-to) = » te tyemdias. (2.7413)
t - to + 70
t2 + At + B
Sf(t) =~ » t em dias e t > 3. (2.7.14)
t- + Ct +# D
Sendo,
A = 42n-3 - 350n.2 + 588h. + 113
0 0 0
B = 768h.° - 3060h.% + 3234h. - 23
0 0 0
i = 3 2 1090h 183 LFe Ex 1)
¢ = -200n,% + 13n,% + )+
D = 7579h03 s 319]6h02 + 35343h, + 1931

46
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onde hj, € a espessura ficticia em metros.

2.8. Retracao segqundo o CEB/78

0 procedimento para o calculo da deformacao especi-
fica de retracao apresentado aqui, também & o sugerido no Ane
xo e, do Boletim de Informacgao nQ 124/125 do CEB/78.

A deformacao relativa de retracao que se desenvolve

num intervalo de tempo (t-tj) e dada por

e.s(tstyg) = g [B (L) - ss(tojj ; (2.8.1)

onde
scs(t,to) - deformagao especifica de retragao no interva
1o de tempo -1y

e ., - coeficiente basico da retracgao, sendo

“s0 T €51 %s2

€51 ~ dependente do meio ambiente, Tabela2.l, coluna 4;

e,p - dependente da espessura ficticia hg» figura 2.8.1;
85 - funcao correspondente ao desenvolvimento da retra-

cao ao longo do tempo, figura 2.8.2;

t - idade do concreto no instante considerado, corrigi
da sequndo 2.7.3, com o« = 1 em todos 0S casos;

ty - idade do concreto no instante a partir do gqual a
influencia da retracao se faz sentir, corrigida de
acordo com 2.7.3, com a = 1 em todos 0S casos.

As funcOes matematicas para as curvas das figuras
2.8.1 e 2.8.2, tambem desenvolvidas por Langendonck e Bu-

gan(33), sao dadas por (2.8.2) e (2.8.3).
33 + 2 hO
5 = , h, em cm (2.8.2)
2 20,8 + 3 h .

0
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FIGURA 2.8.1 - Coeficiente =, - Influencia da espessura fic-
ticia hy na retragao.
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FIGURA 2.8.2 - Funcgao Bs(t) - Desenvolvimento da retragao ao
longo do tempo.
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3 2

(=) + 40 (%) + 8 (=)
() & =i e, 100 .t em dias  (2.8.3)
2 (_E_) % € (“ELJ + D (ﬁi;j + E et >3 ;
100 100 100
onde
8 = 116 h.3 - 282 h.° + 220 h, - 4,8
- 0 0 0~ b
3
C=2,5h,> - 8,8 hy + 40,7
D = -75 hy® + 585 hy? + 496 hy - 6,8 (2.8.4)
5 4 3 2
E = 2030 hy° - 4940 hy" + 2880 hy® - 14,8 hy

+ 10,7 ho - 0,52

sendo ho a espessura ficticia em metros.

2.9. Implementacao computacional para as deformacoes diferi-

das do concreto

2.9.1. Inclusao da fluencia

Para a inclusao da fluencia do concreto no algorit-
mo de analise descrito na secao 2.6, sequiu-se a orientacao
do Manual de Flambagem do CEB(Q) e de outros autores(IG’T?).
A consideracao da fluencia consiste simplesmente em se proce-
der a uma alteragao no diagrama tensao-deformagao do concre-
to, atraves de uma transformacao afim de razao ¢ (t,to). para
lelamente ao eixo das deformagdes. 0 novo diagrama tensdo-de
formacao @ mostrado na figura 2.9.1, onde fc e tomado igual a
fex ou f.q €aso trate-se do calculo dos deslocamentos trans-
Versais do eixo do pilar ou da verificagao da ruptura, respec
tivamente.

A equacao do trecho parabolico entre a origem e a
deformagao 2%, & dada por (2.9.1), onde 4 & o valor do coefi
Ciente de fluéncia o (t, ty) para um determinado instante t.
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103 ¢ 1§% e
o, =0,85 f_ £ - 5| - (2.9.1)
(1 +9¢) 4 (1 + 9)°)
T A
0.85f, .
i
ol z%:.uwl 35%el1+ 0] E_::

FIGURA 2.9.1 - Diagrama tensao-deformagao do concreto no tem-
po. Consideraczo da fluencia.

Devido a alteracao procedida no diagrama tensao-de-
formacao do concreto, ha a necessidade de se alterar os domi-
nios de dimensionamento da figura 2.4.2, uma vez que as defor
magoes ultimas para o concreto foram alteradas pela introdu-
cao do fator 1 + ¢. Os dominios modificados para a inclusao
da fluencia do concreto sao apresentados na figura 2.9.2.

Com o novo diagrama tensao-deformagao para o concre
to, fungao do tempo, pode-se obter as relagdes momento fletor
-esfor¢o normal-curvatura para a secao em estudo, em cada ins
tante t, utilizando o mesmo procedimento ja descrito. A rup-
tura da secao tambem e determinada como anteriormente, apenas
com a utilizacao dos dominios de dimensionamento da figura
2:9.2.
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FIGURA 2.9.2 - Dominios de dimensionamento no tempo. Conside-
racao da fluencia do concreto.

2.9.2. Inclusao da retracao

A retracao € incluida no algoritmo de analise, consi
derando-se que a deformacao total do concreto, dada por (2.5.4),
g composta de uma parcela mecanica, Biiaas & da deformacao es-
pecifica de retracao no instante em questao. A deformagao me-

canica sera

Eemac - Xy - ¢ & A to) . (2.9.2)

Com as deformagoes mecanicas e o diagrama tensao-de-
formacao para o concreto, obtém-se, por integracao na segao
transversal, a resultante de compressao e sua posicao. A re-
Sultante de compressao no concreto Rcc, pode ser vista como
constituida de duas parcelas

Rcc - Rcc)Q'F Rccs 3 (2.9.3)
Onde
Recx parcela da resultante devida a curvatura ¥:
Rccs - dependente de X e da retragao € g *
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Em ambas as parcelas ficam incluidos os efeitos da
fluencia do concreto, porém a retracao s0 aparece na parcela
Ry Analogamente, a posi¢ao da resultante e composta de
duas parcelas distintas. No apendice, estas expressoes encon
+ram-se deduzidas para secoes retangulares.

Uma vez que as relacoes momento fletor-esforgo nor
mal-curvatura dependem da resultante de compressao no concre;
to e de sua posicao, a fluencia e a retragao ficam consequen-
temente incluidas nessas relacoes. A ruina por ruptura, atra
vés dos dominios de dimensionamento modificados da figura
2.9.2 e a instabilidade estrutural, através do calculo de des
locamentos baseado nas relagoes M-N-x, englobam finalmente os

efeitos da fluencia e retracao do concreto.

2.9.3. Historia de carga

Quando se deseja comparar os resultados teoricos ob
tidos da analise com resultados experimentais obtidecs em labo
ratorio, a historia real de carregamento da estrutura deve
ser conhecida.

Em se tratando de projeto de uma estrutura de con-
creto armado, parte das cargas de servico & de longa duracao
e parte de curta duracao. A parcela de longa duracao € cons-
tituida pela carga permanente e por parte da carga acidental,
aquela parcela da carga acidental quase permanente. Uma his-
toria de carga simplificada, pode ser admitida como na figura
2.9.4, onde ty € o instante correspondente ao inicio da utili
Zagao da estrutura e tn 0 instante correspondente ao final
das deformagoes diferidas do concreto. As cargas de longa du
ragao Pg, atuam no pilar desde tg ate t, e neste instante fi-
nal, aplica-se um incremento de carga &P ao mesmo. O incre-
mento &P e a parcela de curta duragao do carregamento.
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P T(carga)
Acarg .
|
&P
. Pg 1 +
|
t —
0 ts tn t (tempol)

FIGURA 2.9.4 - Hist3ria de carga simplificada.

2.9.4 - Integracao no tempo

Nos paragrafos anteriores, apresentou-se a forma
utilizada para se considerar a fluencia e a retragao do con-
creto nas relagoes M-N-Xe nocritéerio de ruptura. Para cada
instante t especificado, obtem-se uma relacao M-N-X diferen-
te, uma vez que o diagrama tensao-deformagao do concreto e va
riavel com o tempo e a retracgao altera as deformagoes da secao
de concreto armado. Na figura 2.9.5 apresenta-se um conjunto
de relacoes M-N-x obtidas para cada instante t.

Observa-se pela figura uma diminuicao da rigidez
com 0 passar do tempo. Com isto os deslocamentos serao incre
mentados no tempo, o0 que ira reduzir a capacidade de carga do
pilar. Para se calcular os deslocamentos transversais do ei-
X0 do pilar e sua variagao com o tempo, procede-se como se se
gue, baseando-se na histdria de carga da figura 2.9.4.

Inicialmente carrega-se o pilar com as cargas de lon
ga duracao Pg, aplicadas no instante ty. Trabalha-se com uma
relacao M-N-X de curta duracao para o calculo dos deslocamen-
tos transversais do eixo do pilar. Esta relacio & obtida com
d resistencia do concreto na idade tg> que pode ser avaliada
d partir de (2.7.11) desde que a mesma seja conhecida numa
idade qualquer. Apds a convergéncia dos deslocamentos, em
Uma sec3o generica ao longo do eixo do pilar o momento fletor
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e Mps © esforco normal N,, a curvatura X, e o deslocamento

transversal Wj.

-

FIGURA 2.9.5 - Relacoes momento fletor-curvatura, com esforco
normal constante, para diversos instantes.

Divide-se o intervalo [to, tn] em n subintervalos
[ty, tq]s [ty> tp]s - ovs [t _q» t,]. Uma subdivisdo logarit-
mica pode ser usada . Para o instante t1 obtem-se uma re-
lagdao M-N-X com o coeficiente de fluéncia e a deformacao espe
cifica de retracao correspondentes. Admite-se que entre o0s
instantes ty e t1. os esforcos solicitantes e os deslocamen=-
tos n3o se alteram. Entretanto, no instante ty, a relacao
M-N-x & alterada devido 3 fluéncia e a retracao que ocorrem
0 intervalo [t,, t;]. A estrutura fica menos rigida e nao
S€ encontra mais em equilibrio. Com os esforcos solicitantes
Obtidos no final da analise iterativa realizada para o instan
te tO’ repete-se o mesmo procedimento com a relacao M-N-X cor
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respondente ao instante t, ate a convergencia dos deslocamen-
tos. O momento fletor, o deslocamento e a curvatura na secao
genérica ficam ampliados para M1, w] e x], respectivamente.
Considera-se que o esforco normal nao sofre alteragao, perma-
necendo com o valor N,.

Novamente admite-se que entre os instantes t] e t2,
os esforcos solicitantes e deslocamentos permanecem inaltera-
dos, repetindo-se a analise com estes esforcos e as relagoes
M-N-X para o instante t,. Prossegue-se assim até@ o instante
final t,- Na figqura 2.9.6 apresenta-se a variagao do momen-
to fletor em uma secao generica, atraves das relacoes M-N-X,
para diversos instantes considerados. Na figura, M,, & o mo-
mento fletor de primeira ordem na secao em estudo.

0] Xo sz ‘Xn X

FIGURA 2.9.6 - Variacio do momento fletor em uma secao genéri
ca, devido as deformacdes diferidas.



Peia figura observa-se que se a analise fosse de
primeira ordem, a convergencia, na secao em estudo, corres-
ponderia ao ponto A. A passagem do ponto A ao ponto B, com o
crescimento do momento fletor de M]d para MO, deve-se a nao-
-linearidade geometrica. De ty @ t; admite-se que o momento
fletor permanece constante, igual a MO, porem ocorre um acrégl
cimo de curvatura devido as deformacoes diferidas do concre-
to, com a passagem do ponto B a posicao C. De C a D, o momen
to fletor fica aumentado pela nao-linearidade geometrica, pas
sando para M], e a curvatura para X]. Prosseguindo-se assim,
as curvaturas na secao aumentam até a convergencia final, no
instante tn' onde vale Xpe

A curvatura diferida total, devida a fluencia e a
retracao entre os instantes tO e tn’ e dada por

Xdif = Xn ~ Xp (2.9.4)

Esta curvatura, devida a fluencia e 3 retracao, de-
ve ser calculada para todas as secoes transversais do pilar.
Ela & tomada como uma curvatura residual das secoes.

Para o estagio final de carregamento de curta dura-
¢ao, o pilar sera solicitado pela carga total. Trabalha-se
agora com uma relagao M-N-X sem incluir os efeitos da retra-
¢ao e da fluencia, ou seja, com a mesma relacao M-N-X adotada
para cargas de curta duracao. A curvatura obtida com essa re
lagao M-N-x, para o carregamento total, deve-se adicionar a
curvatura diferida Xqies PAra o calculo dos deslocamentos
transversais ao eixo do pilar.

Neste estagio final, pode-se ainda considerar o en-
durecimento do concreto. A inclusdao do endurecimento, pode
ser feita tomando diretamente uma resistencia majorada ou ado
tando um diagrama tensao-deformacao modificado(]7), como o da
figura 2.9.1, com a adocao de um valor negativo para #». O au
mento da resisténcia do concreto com a idade pode ser obtido
da figura 2.7.1.

A possibilidade de ruptura de uma secao do pilar de
Ve ser verificada durante o periodo de carga constante, en-



tre ty e t,s ou no estagio final do carregamento de curta du-

racao. Na passagem de um instante ao seguinte, com a queda
brusca de rigidez, também deve ser verificada a ruptura. A
instabilidade porem, so deve ser admitida durante o carrega-
mento constante, ou no estagio final de curta duracao. O
acrescimo brusco dos deslocamentos que ocorre com a passagem
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de um instante ao outro, nao deve ser considerado como insta-.

bilidade estrutural, pois na realidade a variacao no tempo &
continua e nao discreta como se esta considerando.

2.10. Pilar com engastamento elastico simetrico

Nesta secao apresenta-se uma analise para pilares
com engastamento elastico simetrico, baseada em um processo
iterativo de aproximacoes sucessivas, onde em cada iteracao

realiza-se uma analise linear. 0 mesmo procedimento pode ser

adotado para o caso de engastamento assimetrico. Uma solucao
similar, € sugerida no Manual de Flambagem do CEB;FIP(QJ, pa-

ra analise de porticos de concreto armado, com algumas altera

coes.

Todo o estudo realizado neste trabalho restringe-se
ao pilar da figura 2.10.1, submetido a uma carga axial P e mo

mentos MO aplicados nos apoios.

FIGURA 2.10.1 - Pilar com carregamento e engastamento eldsti-

co simetrico.
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Admite-se que as molas s3ao lineares, com rigidez 3
rotagao, G. Se o pilar for constituido de um material el3stj
co linear, com rigidez a flexao EI, a rigidez da mola pode -
ser relacionada com a anterior na forma

El

6 & By ==
0
A

] : (2.10.1)

onde &, e uma constante adimensional.

Para o caso elastico linear, a equagao diferencial
governando o equilibrio do pilar(a) e dada por (2.10.2), quan
do a rigidez a flexao EI e constante.

2
L (2.10.2)
d x d x

As condigoes de contorno a se aplicar na solucdao da
equacgao diferencial, sao

-EI W"(0) = My - G W'(0) ;
-EI W"(2) = My - G W'(R) ;3
(2.10.3)
W(0) = 0;
W(e) = 0.

Resolvida a equacao diferencial e aplicadas as con-
dicoes de contorno, resulta a expressao para os deslocamentos
transversais W do eixo do pilar

G8 - M

W(x) = A sen ax + B cos ax + i - (2.10.4)
P
onde
My - GB -aM, (cos a? - 1)
A:-B-,B-_-._..g_._-_——;ez 0 A
o P P sen af - aG (sen al - 1)
/P
Qi =y Em ow
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Em se tratando de concreto armado, a rigidez EI nao
& constante e a equacao (2.10.4) nao representa os deslocamen
tos transversais W do eixo do pilar. Admite-se entretanto,
que esta seja uma boa aproximacao da solugao do probliema, des
de que se adote para a rigidez EI um valor medio.

Inicialmente admite-se para EI a rigidez a flexdo
da secao nao-fissurada de concreto armado, dada por (2.5.11)
e calcula-se a primeira aproximacao Nq(x) para os deslocamen-
tos pela equacao (2.10.4). Com estes deslocamentos, o momen-
to fletor M(x) em uma segao generica ao longo do pilar e dado

por

M(x) = My + P W (x) - G W](0) . gl 1:0%.5%

Divide-se o comprimento do pilar em n segmentos
iguais, atraves das n+l secoes transversais mostradas na figu
ra 2.6.2-a, e calcula-se os momentos fletores em cada segao.
Com o esfor¢co normal P e o momento fletor em cada secao, cal-
cula-se, atraves de um dos algoritmos apresentados em 2.5.2,
as curvaturas das mesmas. A rigidez a flexao EI em cada se-
cao, e obtida dividindo-se o momento fletor solicitante na
mesma por sua curvatura correspondente. Obtém-se assim, a va
riacao da rigidez EI(x) ao longo do eixo do pilar. Calcula-
-se entao a rigidez media EI_ pela equacdo (2.10.6).

2
f EI{¥) dx - (2.10.6)

]
£l = -
M 970

A integral acima pode ser avaliada numericamente pe
lo processo de Simpson.

Com a rigidez media EI_, procede-se a novo calculo

dos deslocamentos Wo(x) atraves Ee (2.710.4) e repete-se o pro
Cedimento ate a convergencia dos deslocamentos na secao cen-

tral ao eixo do pilar. A instabilidade e a ruptura sao detec
tadas da mesma forma que no processo de aproximacoes sucessi-

Vas descrito na secao 2.6.
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Uma vez que se esta substituindo uma distribuicao
variavel de rigidez do pilar, por uma rigidez constante equi-
valente, precisa-se determinar numericamente um numero mTnimo
de secoes necessarias para que o erro seja toleravel. A com-
paracao deste processo, para o caso de pilar bi-rotulado sem
as molas, com o processo iterativo descrito em 2.6, mostrou
que com a adogao de 7 segoes transversais, o errc cometido e
inferior a 1%, podendo portanto, ser considerado um processo
alternativo de analise, para o caso em questao.

=



3. DIMENSIONAMENTO DE PILARES ESBELTOS DE CONCRETO ARMADO

3.1. 0 problema do dimensionamento

0 dimensionamento de uma secao de concreto armado
submetida a uma solicitacao de flexo-compressao, so pode ser
realizado iterativamente, atraves de um processo de aproxima-
¢oes sucessivas, onde em cada iteracig procura-se igualar os

).0 processo pode tor-

(..JJ

esforgos solicitantes aos resistentes
nar-se trabalhoso e até mesmo inviavel sem a utilizacao de um
computador digital, dependendo da geometria da secao e da dis
posi¢ao das barras da armadura. Em geral, existe uma infini-
dade de solugoes gque satisfazem o equilibrio entre os esfor-
¢os solicitantes e os esforcos resistentes. Para tornar a so
lugao dnica, ha a necessidade de se fixar de antemao a dispo-
sicao e proporcionamento da armadura. Assim € que para o ca-
so classico de secoes retangulares, submetidas a flexo-compres
sao normal, com armaduras dispostas nos lados do retangulo per
pendiculares ao plano de atuacao do momento fletor, existem
infinitas solugoes com armaduras assimétricas, porem existe
uma unica solucao com armadura simétrica(33).

0 problema basico do dimensionamento, apesar das pos
sTveis variantes de solucdo, & um so: deseja-se encontrar a
quantidade de armadura com uma disposicao prée-determinada, a
ser adicionada 3 secdo de concreto, de forma que os esforgos
Solicitantes igualem-se aos esforcos resistentes no estado li-
mite Ultimo. Resolve-se o problema baseando-se em algum crite
Mo de ruptura da secio de concreto armado. 0 critério de rup
tura adotado pela NB-1/78 & o mostrado na figura 2.4.2, atra-
Veés dos dominios de dimensionamento. Dividindo-se o problema
€M dois, caso de grande excentricidade e caso de pequena ex-
Centricidade(15’2]), ou resolvendo-o diretamente atraves de zo

(33,35)

Nas de dimensionamento , pode-se hoje, com a utilizacao

de um computador digital, dimensicnar uma secao de concreto ar
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mado de forma generica, sob flexo-compressao normal, no esta-
do limite ultimo.

A dificuldade do dimensionamento fica profundamente
ampliada quando se estende tal problema a pilares. Em se tra
tando de pilares de concreto armado, surge, além da nEo-lineg
ridade fisica do material, também existente no caso de dimen-
sionamento de secao, a nao-linearidade geométrica ocasionada
pelos deslocamentos transversais do seu eixo. Os deslocamen-
tos aumentam os momentos fletores solicitantes e com isto, a
armadura necessaria para garantir o equilibrio. Com o desco-
nhecimento da armadura, pois esta € a incognita, os desloca-
mentos nao podem ser calculados, uma vez que a rigidez depen-
de tambem da mesma. Conseqlientemente ndo se connece oS momen
tos fletores solicitantes e o problema fica aparentemente sem
solucao. Realmente nao se consegue dimensionar um pilar de
concreto armado a nao ser por tentativas.

Assim, surgiram processos simplificados, com maior
ou menor grau de aproximagao, que eliminam as tentativas. Es
tes processos tratam as duas nao-linearidades de maneira inde
pendente, em geral, considerando inicialmente a nao-linearida
de geométrica e em sequida, incluinde a fisica. A diferenca
basica entre eles consiste na forma de se incluir a nao-linea
ridade geométrica no dimensionamento, como & mostrado a seguir

a) Processo simplificado tipo 1

Neste processo, os efeitos nao-lineares geométricos
sao incluidos, assumindo-se uma deformada para o eixo do pi-
lar. Com isto, resulta uma excentricidade adicional que ira
incrementar o momento fletor na segao critica, a secao mais so
lTicitada. Com o momento total, soma dos momentos de primeira
e segunda ordem e com o esforco normal, dimensiona-se a secao
a flexo-compressao. Esse & 0 processo simplificado permitido
pela NB-1/73 ¢ pelo CEB/FIP no seu Manual de Flambagem, como
se apresenta na secao 3.3,

b) Processo simplificado tipo 2

Como alternativa ao processo anterior, pode-se admi
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tir que o pilar & elastico linear e resolve-se a equacao dife
rencial de equilibrio para se encontrar o momento fletor maxi
mo que atua nas secoes ao longo do eixo do pilar. Esse momen
to maximo consiste de uma majoracao do momento de primeira or
dem na secdo e, por isso, o processo & conhecido como Metodo
do Momento Majorado. Com o momento majorado e o esforco nor-
mal, dimensiona-se a secao a flexo-compressao. Essa € a solu
¢ao proposta pela norma americana ACI(Z).

A precisao dos dois processos fica restrita a condi
¢oes particulares de carregamento e ao proprio valor do carre
gamento. Uma vez que a nao-linearidade geométrica & incluida
de forma aproximada, a imprecisao tende a aumentar com o aumen
to da esbeltez do pilar. Aléem disso, com a realizacao do di-
mensionamento a flexo-compressao da segdo critica, impoe-se a
condigcao de ruina por ruptura, o que pode nao ser 0 caso. A
comparacao desses processos simplificados entre si e com um
algoritmo baseado na analise descrita no capitulo anterior.

e apresentada no capitulo 4.

3.2. Prescricoes da NB-1/78

Apresenta-se nesta secao as prescricoes da NB-1/78
relativas ao dimensionamento de pilares de concreto armado sub
metidos a flexo-compressdao normal. A flexo-compressao obl7-
qua nao e objeto deste trabalho, de forma que as prescricoes
relativas as mesmas serao ignoradas. 0 processo simplificado
de dimensionamento de pilares moderadamente esbeltos, propos-
to nesta norma, e apresentado na secao seguinte juntamente
com as proposicoes do CEB, ACI e norma DIN 1045.

a-Calculo como viga continua

Permite a NB-1 considerar-se as vigas da estrutura
aporticada de edificios como continuas, sem ligacoes rigidas
com os pilares, devendo-se respeitar certas observacdes relati
vas as mesmas. Em relacao aos pilares, permite-se tambem cer-
tas simplificacoes para as estruturas de edificios em que so
atuam cargas previstas na NB—S(B) e em que nao seja necessario
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considerar a acao do vento. A consideracao da acao do vento
sera exigida nas estruturas em que esta acao possa produzir
ofeitos estaticos ou dinamicos importantes. De acordo com a
NB-1, a acao do vento deve ser considerada obrigatoriamente
no caso de estruturas com nos deslocaveis, nas quais a altu-
ra seja maior que 4 vezes & largura menor, ou em gque, numa da
da direcao, o numero de filas de pilares seja inferior a 4.

Nos porticos deslocaveis, os nos sao deslocaveis ho
rizontalmente e o deslocamento horizontal & limitado apenas
pela rigidez dos porticos. Nos oorticos altos de varios anda
res, a estabilidade global pode ser facilmente posta em peri-
go pelos deslccamentos horizontais, pois a inclinacao dos pi-
lares ao longo de muitos andares provoca uma excentricidade
crescente da carga total resultante. Levando-se em conta o
grande risco a que os pilares de porticos estao sujeitos devi
do a deslocabilidade do sistema, os sistemas deslocaveis de-
vem ser evitados ao maximo no projeto e os porticos devem ser
fixados horizontalmente com o auxilio de lajes de piso, pare-
des estruturais de contraventamento, escadas, caixas de eleva
dor, ou outra estrutura de contraventamento com rigidez sufi-
ciente para impedir a deslocabilidade. "Somente um encenhei-
ro sem habilidade arcaria com as preocupacoes deixando para o
proprietario os problemas de custos que surgem em sistemas de
porticos deslocaveis de varios andares"(22)

0 CEB“O) considera comc sendo indeslocaveis, as es-
truturas aporticadas para as quais as desigualdades (3.2.1)

sao atendidas.

Sen< 3 : h KFV/E J < 0,2 + 0,1 n ;
(3.2.1)

IV
i
=

+
-
T
m
.
A
(e
D)

sen

onde
n - numero de andares;

o * altura total da estrutura, medida do topo da funda
cao ou de um nivel indeformavel:



E_J - soma das rigidezes a flex3ao no estado nao fissura

cm
do dos elementos verticais de contraventamento,
na direcao em consideracao; quando a rigidez va-
ria ao longo do comprimento do elemento, deve-se
adotar uma rigidez equivalente;
F, - soma de todas as cargas verticais de servigo.

Dependendo do posicionamento na estrutura, os pila-
res de edificios podem ser classificados em pilares interme-
diarios, pilares de extremidade e pilares de canto. Nos pila
res de canto a situacdo & de flexo-compressao obliqua, nao sen
do portanto objeto deste trabalho.

De acordo com a NB-1 os pilares intermediarios pode
rao ser calculados sem consideracao dos momentos fletores a
eles transmitidos pelas vigas. A situagao de projeto & por-
tanto a de compressao centrada. Entretanto a norma exige a
consideracao de uma excentricidade acidental e,» para levar
em conta a incerteza da localizacao da forca normal e o possi
vel desvio do eixo da peca durante a construcao, em relacao a
posicao prevista no projeto, dada pelo maior dos valores

R h/30
(3.2.2)
2 cm

(1}
i

m
1l

onde h e a maior dimensao da secao na direc3ao em que se consi
dera a excentricidade.

Assim, mesmo para os pilares intermediarios, o di-
mensionamento devera ser feito a flexo-compressao.

As reagoes das vigas continuas de dois ou mais tra-
mos, sobre os pilares, poderao ser calculadas, desde que o me
nor indice de rigidez I/% da viga, nao seja inferior a 80% do
maior, considerando-se cada tramo independente e livrement2
apoiado. Todavia se houver balanco, o efeito de suas cargas
sera calculado considerando-se a continuidade existente. De
modo geral nao se recomenda o emprego dessa permissao da NB-T
Para vigas com numero reduzido de tramos, nem para a avalia-



¢ao das cargas dos pilares que suportam os tramos de extremi-
dade das vigas(ls).

Para os pilares de extremidade, os momentos fleto-
res nos nos transmitidos pelas vigas, deverao obrigatoriamen-
te ser considerados e poderao ser calculados pelas expressoes
(3.2.3) e (3.2.4).

inf
M. =M 4 3.2:3
inf eng . +r . A S ( :
inf sup vig
r
_ sup .
=M : 3.2.4
MSUD eng + P +r ( )
inf sup vig
onde
Meng = momento de engastamento perfeito;
r=1/2 = indice de rigidez.

Na figura 3.2.71-a esclarece-se a convencao adotada
nas expressoes (3.2.3) e (3.2.4).

Segundo Fusco(]s), para as extremidades opostas, tan
to do pilar inferior quanto do pilar superior, propagam-se mo-
mentos que, em geral, podem ser admitidos como metade do momen
to no no em consideracao, conforme & mostrado na figura 3.2.1-a.
Assim, nos edificios de varios andares, os momentos nos pilares
sao provenientes da superposicao dos efeitos das vigas de dife-
rentes niveis, figura 3.2.1-b. Por exemplo, para o pilar situa

do entre 0s niveis i e i+1 os momentos finais sao

1 ;
Mpase = Mi,sup ¥, Miie1y,ine

(3.2.5)
M

M = M +

1
topo (i+1),inf E i,sup

onde Mi,sup € M1+1,inf

soes (3.2.3) e (3.2.4).

sao os momentos calculados pelas expres
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1M pilar de nivel{L+1)
7 W | extremidade . M 1M,
| Mtisddint T3 tosup
Miusup*IMian),int T N nivet i
M | M 4+ 1M
M: sup {.inf (L-L)esup
tﬂf\ , — 2
M{L‘l];sup‘._%'Ml‘-l inf H& nl've[ fl:'l )
<
\._
.%"mf
a - momentos nos pilares- b - efeito da superposicao
convencao; de pilares;

FIGURA 3.2.1 - Momentos nos pilares de extremidade.

Com relagao a excentricidade acidental, permanece a
mesma observacao feita para o caso de pilares intermediarios.

b - Esbeltez

0 indice de esbeltez A de um pilar & definido pela
relacao

X = (3.2.6)

onde

=
]

comprimento de flambagem:

—ts
n

raio de giracao da segao geometrica da peca, sem
consideragao da armadura.
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Nas estruturas de nos indeslocaveis, a NB-1 permite
adotar-se para o comprimento de flambagem Lo de um pilar, a
distancia entre os eixos das vigas entre as quais ele se si-
tua. Essa hipotese consiste em assumir que os pilares sao
rotulados nos nos, estando a favor da seguranga.

Na realidade, o comprimento de flambagem de um pi-
lar depende da rigidez dos nos entre os quais ele se situa.
Essa rigidez e funcao da rigidez das vigas e dos pilares que
concorrem ao no. Em geral adota-se para a rigidez EI, a se-
¢ao transversal de concreto no Estadio I, sem consideracao da
armadura. A rigor a rigidez das vigas deveria ser calculada
no Estadio Il, o que diminui o grau de engastamento do pilar
e aumenta o comprimento de fTambagem(Ez].

Para estruturas de nos indeslocaveis, o comprimen-
to de flambagem Le dos pilares @ sempre inferior ao seu com-
primento real 2 e depende do grau de engastamento do mesmo.

0 comprimento de flambagem pode ser determinado, admitindo-se
que o pilar encontra-se engastado elasticamente nos apoios.

As constantes de mola a rotacdo, G, devem ser calculadas consi
derando-se apenas as vigas que concorrem aos n65(22). A rigi
dez G da mola pode ser relacionada com a rigidez EI do pilar
por (3.2.7), onde 50 e uma grandeza adimensional.

G = B L1 I (3.2.7)

2

Para o caso de engastamento elastico simétrico anali
sado no capitulo 2, o comprimento de flambagem € obtido atra-
ves da equag50(1)

By tg X 4+ at =0, (3.2.8)
2

onde

a = /@fjh . (3.2.9)

El
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Pode-se utilizar o método de Newton-Raphson para en
contrar a raiz o« da equagao (3.2.8) e a carga de flambagem

Pcr sera dada por

P =a® El . (3.2.10)

A carga de flambagem Pcr pode ser escrita na forma
(3.2.11), onde o comprimento de flambagem 2, e uma fragao do
comprimento real 2 dado por (3.2.12).

2
_ 1% EI
P g s 2 (3.2.11)
e
P = a2 . (3:2:12)
Para o caso bi-rotulado, G =0 e =, =1 e para o ca
so bi-engastado, G =« e a_ = 0,5. 0O comprimento de flamba-

e
gem de um pilar de portico indeslocavel varia, portanto, de

0,5 2 a &£,

Para simplificar o trabalho de determinacao do com-
primento de flambagem de pilares com engastamento elastico,
H. Kupfer(zz) propoe formulas aproximadas com excelentes re-
sultados. No caso de engastamento elastico simétrico, o com-
primento de flambagem pode ser avaliado por

1 + 0,205 BO
L, = L . (3.2.13)
1+ 0,410 8,

-

Para evitar a adocao de valores muito baixos para o
comprimento de flambagem, o CEB limita 2_em 0,85 1(19_
Leonhardt(zz) apresenta nomogrgmas para o calculo
do comprimento de flambagem de pilares de porticos indesloca-
veis com engastamento eldstico assimétrico. A precisao da ado
¢ao deste conceito a pilares de concreto armado, sera verifica

da no capitulo seguinte.
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Em estruturas de nos deslocaveis, o comprimento de
flambagem € maior que o comprimento real do pilar e deve ser
determinado de acordo com as condicoes de extremidade do mes
mo.

A NB-1 prescreve que, em nenhum caso, o indice de
esbeltez A do pilar podera ultrapassar 200. Para indices de
esbeltez nao superiores a 40, pilares considerados curtos,
os efeitos da nao-linearidade geométrica podem ser despreza-
dos. Se A e maior que 140, a seguranca deve ser demonstrada
pelo processo exato que leva em consideragao as relagoes mo-
mento fletor-esforco normal-curvatura, como o processo de
aproximacoes sucessivas apresentado no capitulo anterior.
Alem disso, nesse caso, o coeficiente Y de majoracao da for-
¢a normal e dado por

Ye = 1,4 + 0,01 (A - 140) . (3.2.14)

Para indices de esbeltez entre 40 e 80, a NB-1 apre
senta um processo simplificado para a inclusao da nao-lineari
dade geometrica, descrito na secao seguinte.

Nos casos de indice de esbeltez menor ou igual a
140, o coeficiente de majoragao das cargas, forca normal e mo
mento, € tomado igual a 1,4.

¢ - Situacdes de projeto e de calculo

Com relacao a posicao da forca normal Fq em relacgao
ao centro de gravidade da segao geometrica da peca, ela pode
ser centrada ou excentrica. Ainda nos dois casos pode exis-
tir ou nao um momento fletor Myq independente da forga Fy. A
forga Fa pode ser excentrica, por exemplo, no caso de reducgao
da se¢cao do pilar em determinado andar da estrutura. Na figu
ra 3.2.2 apresenta-se 0s casos possiveis.

Quando a forca Fd for suposta centrada com ey = 0,
0 calculo sera feito separadamente nas duas direcoes princi-
Pais da secao geometrica, sob a mesma forca total, com as ex-

centricidades acidentais €.y © eay’ nao se somando as armadu-
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ras. Dimensiona-se portanto para os momentos de primeira or-
= = % e_ . Na fiqura 3.2.3-a ilus-

dem M]d & Fd e .y © Mld + Fd ay g |

tra-se as posicoes da forca normal a serem consideradas no

calculo.

e;*0

: e
J[A

Fq suposta centrada

A N

24 p . 3
Fd suposta aplicada qQ distancia ‘ad* do centro

FIGURA 3.2.2 - Situacoes de projeto do pilar

Se Fd for excentrica, com excentricidade inicial ey

e agir sobre um eixo principal, o calculo far-se-a separadamen
te com dois momentos fletores, sob a mesma forca total, sendo

um momento normal M,, = F, (e; = e e um momento obliquo

ax)

Mld = Fd /éiz - eayz’ tomando-se eay no sentido mais desfavo-

ravel, para um lado ou outro do eixo. Permite-se entretanto,
substituir o momento obliquo por um momento normal M]d =-:Fd ey

supondo-se Fd sobre 0 eix0o y com a excentricidade e, dada por

y

ey = eay’ se e; > 3 eay :
e, = 1,6 ay 0,2 e, , se Ciy S 8 3 3 iy ° (3.2.15)
e = e + 0,4 e. , se 0 <e. < e

y ay i E ay
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Na figura 3.2.3-b apresenta-se as posicoes a serem

consideradas nesse caso.

y = Jy
d F_____T
| *er
\Fa L
[ X X X
3 LLTY I
a-Caso em que €;=0
Y FdlY
L
Fo, i’
X b X
i S - |
% ®ax |

b -Caso em que g0

FIGURA 3.2.3 - Situacgoes de calculo do pilar.

d - Pilar com excentricidades diferentes da carga nos apoios

A situacao de projeto de um nilar pode ser, em al-
gquns casos, como a mostrada na figura 3.2.4, onde as excentri
cidades iniciais da forga normal Fd sao diferentes nos dois
apoios.

Nas estruturas de nos considerados indeslocaveis,

a NB-1 permite que se adote para a situacao da figura 3.2.4,
uma situacao de calculo equivalente com excentricidade e, cons
tante e dada pelo maior dos valores (3.2.16) e (3.2.17), onde
admi te-se sempre que e, @ positiva e maior que [e; | e e;, @

ia
negativa se elas forem de sentidos opostos.

e.i = 016 e'ia + 034 e.ib . (3.2-16)




o ,9”___?— ) ’%’ T Fd |®ib

- =

a - Excentricidades no mesmo b - Excentricidades em senti
sentido; dos opostos;

FIGURA 3.2.4 - Pilar carregado com excentricidades diferentes

da forca normal.

A essa excentricidade inicial equivalente devera ser
acrescentada a excentricidade acidental e e incluida a nao-1i
nearidade geometrica, se for o caso.

Alem disso, deve-se dimensionar o pilar para a excen
tricidade 85 acrescida da excentricidade acidental e,» sem le
var em consideracao os efeitos ndo-lineares geométricos. A ar
madura a se adotar sera a maior obtida nos dois casos. No ca-
pitulo 4 verifica-se a precisao desse modelo de calculo atra-

vés de uma série de exemploS numéricos.

3.3. Processo simplificados de dimensionamento de pilares

3.3.1. Processo simplificado da NB-1

A NB-1 propoe um processo simplificado para incluir
a nao-linearidade geometrica no dimensionamento de pilares de
concreto armado, quando o indice de esbeltez ) & maior que 40
e menor ou igual a 80. O processo restringe-se a barras re-
tas com secao transversal simétrica constante, inclusive a ar
madura, e forca normal tambem constante ao longo do seu coni-
primento.
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Assume-se uma configuragao deformada para o pilar e
arbitra-se a curvatura ultima da segao mais solicitada. Na
figura 3.3.1 apresenta-se o pilar na situacao de calculo, on-
de M]d e o momento de primeira ordem obtido com as considera-
coes da segdo anterior e F, e a forga normal de calculo.

— s e ——

A

FIGURA 3.3.1 - Situacdao de calculo para o pilar.

Admite-se para a deformada W do eixo do pilar, uma
fungdo continua que cumpre as condigoes geometricas de contor
no W (0) =0 e W (2) =0, na forma

W(x) = W sen . (3.3.1)

max

zn|=4

Com a hipotese de pequenos deslocamentos e utilizan
do-se a expressao aproximada para a curvatura, resulta para
as mesmas, a expressao

X = - T W - sen IX | (3:3.2)
£

Cabe aqui salientar que a fungao assumida para os
deslocamentos em (3.3.1), nao cumpre as condicoes mecanicas de
contorno. De fato, por (3.3.2) verifica-se serem nulas as
curvaturas nos apoios, o que sO seria real se os momentos a7
tambem fossem nulos.

De acordo com (3.3.2) observa-se que a curvatura Xy
na secao do meio do comprimento do pilar, & proporcional ao

deslocamento transversal maximo NmE que tambem ocorre nessa

X
secao, isto e
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e

(3:3. 3)

Assim, o deslocamento maximo Wz, pode ser calcula-
do em fungao da curvatura X da secdo mais solicitada, por

g 3.3.4
Wnax = ;? Xu] (3.3.4)
Para ‘xuh a NB-1 adota a expressao
0,0035 + f_,/E
Ix,l = ye_s (3.3.5)
(v + 0,5) h
com
v+ 0,5> 1,0 ; (3.3.6)
onde
F
g S (3.3.7)
Ac fcd
sendo

h = lado, paralelo a excentricidade acidental considera
da, do retangulo circunscrito a segao;
A_ = area da se¢do geometrica da peca.

Na realidade, a NB-1 adota uma expressao um pouco
diferente de (3.3.4), apenas substituindo o denominador 12 por
10,

0 deslocamento transversal oz sera tomado como uma
excentricidade de segunda ordem, gerando um momento de segunda
ordem M2d’ dado por

Wo— . (3.3.8)




0 dimensionamento do pilar recai no dimensionamento
a flexo-compressao da secao mais solicitada, com a forga nor-
mal Fy e com o momento fletor total Mj, dado por

Mg = Myg * M2d : (3:3.9)

0 processo proposto e de aplicagao facil e imediata,
uma vez que conhecido o momento fletor total de calculo My,
o dimensionamento recai no caso de pilares curtos, com indice
de esbeltez A menor que 40. 0 coeficiente v na expressao
(3.3.5), tem por objetivo Tevar em conta o decrescimo da cur-
vatura ultima de uma se¢ao de concreto armado com o incremen-
to do esforco normal. Entretanto tal reducdao nao e suficien-
te e no caso de grandes valores da forca normal Fd, a curvatu
ra convencional adotada em (3.3.5) sera maior que a curvatura
real, ocasionando uma solucao a favor da seguranga, como mos-
trado atraves de exemplos no capitulo seguinte.

3.3.2. Processo simplificado do CEB

0 processo simplificado proposto no Manual de Flam-
bagem do CEB/FIP(Q), difere do processo da NB-1 apenas quanto
ao valor adotado para a curvatura Xu. Segundo o CEB, a curva
tura x, para a utilizacao na equagao (3.3.4) e dada por

0,0035 + f /E
] = Y& S [ sev < 0,5 ;
u h 0 =

(3.3.10)

0,0035 + f_ /E
|xu] - yd’ ~s , se v, > 0,5 ;




Entretanto para o calculo das resistencias de proje

to dos materiais, as resistencias minoradas do aco e do con-
creto, deve-se aplicar um fator de comportamento ¥ _ = 152«
Assim as resistencias de calculo serao

£ _ fck
cd vy
n c
(3.3.12)
.o fye .
Y A ’
.Yn (5

onde Y _ e Yo de acordo com o CE3, sao iguais a 1,5e 1,15,
respectivamente.

3.3.3. Processo simplificado da ACI

0 processo simplificado proposto pela ACI(Z), usual
mente denominado metodo do momento majorado, e permitido para
pilares com indices de esbeltez ) entre 22 e 100. Para pila-

res com indices de esbeltez inferiores a 22, despreza-se 0s
efeitos nao-lineares geometricos e o dimensionamento enquadra
-se no caso de pilares curtos.

0 processo @ baseado na analise elastica linear do
F pilar da figura 3.3.1. Admitindo-se que o material e elastico
linear, o deslocamento transversal maximo W_-_, que ocorre na

- . . i fR) BN
secao do meio do comprimento do pilar , & dado por

2
M
_Md a2 2 (1 - cos v)
W= = 2 (3.3.13)
max g £p vl cos v
onde
F
v=1,/4d . (3.3.14)
2 7,

e P, e a carga de flambagem de Euler dada por (3.3.15).




My o= Mo+ Fyl - . (3.3.16),

Substituindo (3.3.13), (3.3.14) e (3.3.15) em
(3.3.16), resulta

M

1

M, & 3 (3.3.17)

onde

5 = : (3.3.18)

0 fator § e denominado fator de amplificagdoc e pode

ser colocado simplificadamente na forma

§ o=l (3.3.19)

0 fator de amplificagdo adotado pela ACI & dado por
(3.3.20), onde ¢ = 0,70 e um fator de reducdo de capacidade.

B sissara—u & (3.3.20)

Para o calculo da rigidez EI pode-se adotar a expres

E I./2,5
Bt = L& . i (3:3527)
1 + Bd



onde 1. e o momento de inércia centroidal da segao de concre-

to, sem inclusao da armadura.

0 parametro B, em (3.3.21), € a razao entre o momen-
to devido as cargas de longa duragao e o momento de projeto to
tal.

Com o momento total M, e a forca normal Fgo dimensio
na-se a segao a flexo-compressao, como no caso de pilares cur-
tos.

0 processo, em geral, tende a superestimar a armadu-
ra para valores da forca normal significativos em relacao a
carga de flambagem de Euler. Para pequenos valores da forca
normal, os resultados sdao razoaveis como mostrado no capitulo

4.

3.3.4. Processo simplificado da DIN

Segqundo a norma DIN 1045(22), os efeitos nao-linea-

res geometricos podem ser desprezados em qualquer dos seguin-

tes casos:
a) A < 20.
‘ b) e;/h > 3,5 se X <70, e
i ey/h > 3,5 %6 se A > 70, onde e; e h sao a excentricidade

de primeira ordem e a dimensao da secao transversal na dire
¢ao em consideragao.

c) A < 45 para pilares internos de porticos indeslocaveis requ
lares, quando o comprimento de flambagem for tomado igual a

altura do andar.

d) x < 45 - 25 | , onde M, e Mz sao os momentos de primeira

ordem nos apoios e [M,| > [M]], no caso de pecgas comprimi-
das indeslocaveis engastadas elasticamente em ambas as ex-

tremidades e sem cargas transversais.
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Quando a situacdo de calculo nao se enquadrar em um
dos casos anteriores, 0s efeitos nao-lineares geometricos de-
vem ser incluidos. A norma apresenta um processo, para
20 < X < 70, que consiste na adogdao de uma excentricidade adi-
cional de segunda ordem, analogo aos processos da NB-1 e CEB.
A excentricidade de segunda ordem e, e dada por uma das expres
soes (3.3.22) a (3.3.24), em funcao da excentricidade inicial
relativae/h e do indice de esbeltez ).

—_—

5 e e
e, =h 220 S0+ 1, se0¢—L<co0,30 ; (3.3.22)
100 : h
e
e, = h 220 c0 0,30 < 1< 2,50 ; (3.3.23)
160 .
e e
e, = h 2220 (3,50 - 1) , se 2,50 ¢ L < 3,50 .  (3.3.28)
160 ; h

3.4. Sistematizacgao computacional para o dimensionamento

3.4.1. Relagao carregamento de ruina-armadura

Na secao anterior apresentou-se alguns processos sim
plificados de dimensionamento propostos em normas. Esses pro-
cessos nao levam em consideracao uma analise global da estabi-
lidade do pilar, atraves da inclusdo das ndo-linearidades fisi
ca e geometrica simultaneamente. As duas nao-linearidades sao
incluidas de forma separada e a solucdo obtida pode dispersar
muito da teoricamente exata, obtida atraves da analise descri-
ta no capitulo 2.

Para se efetuar o dimensionamento de um pilar de con
creto armado baseado nessa analise, e necessaria a determinagao
da relagao entre o carregamento de ruina do pilar e a quantida
l de de armadura do mesmo.

Na figura 3.3.1 apresenta-se um pilar bi-rotulado

com o carregamento de projeto para o qual deseja-se proceder




ao dimensionamento. Admite-se ainda que a secao transversal e
constante ao longo do eixo do pilar, inclusive a armadura. A
forma da secao transversal e a disposigao da armadura sao co-
nhecidas "a priori". Pode-se entdao determinar a relagao entre
o carregamento de ruina e a armadura existente em uma secgao
transversal do pilar.

Inicialmente admite-se a secdo sem armadura alguma,
isto €, que o pilar seja de concreto simples. Escolhe-se um
parametro inteiro n maior que 1 e determina-se o perfil do car
regamento representado pelo momento fletor migq @ pela forga
normal fd' aplicados nos apoios, tais que

I | W (3.4.1)

Conhecido o perfil do carregamento, procede-se a uma
analise incremental como a descrita no capitulo anterior, de
forma que numa etapa generica de carga, j, o carregamento atu-
ante no pilar consiste do momento Mj e da forca normal Fj,
aplicados nos apoios e dados por

Moo= 3 myy (3.4.3)
Fe =3 F, . (3.4.4)

Com o momento Mj e a forga normal Fj’ realiza-se a
analise ate a convergéncia dos deslocamentos. Incrementa-se
0 carregamento e repete-se 0 processo até que em uma etapa de
carga, ko, ocorra a ruina do pilar, por ruptura ou por instabi

lidade, com o momento Mkﬂ e a forca normal FkO’ dados por

(3.4.5)
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F = kD fd A (346)

Determinou-se assim o carregamento de ruina, repre-
sentado por MkO e FkO’ para o pilar sem armadura e um primeiro
ponto na curva da figura 3.4.1.

Para a determinacao do proximo ponto da curva, arbi-
tra-se um valor As] para a quantidade de armadura nas segoes
transversais e repete-se o processo ate a ocorrencia da ruina
na etapa de carga, kT’ com o momento Mk1 e a forca normal FkI‘
Novos pontos sao encontrados, analogamente, para se obter a
curva da figura 3.4.1.

0 mesmo procedimento pode ser adotado para um pilar
submetido a um carregamento generico, desde que seja mantido o
perfil do carregamento de projeto. Da mesma forma, as secoes
transversais podem variar ao longo do eixo do pilar, inclusive
a armadura, desde que seja fixada uma relagao entre a quantida
de de armadura nas diversas segoOes. Uma consideracao desse ti
po pode ser empregada para se determinar uma solucdo mais eco-
nomica para o dimensionamento. Caso nao se faga essa restri-
¢do, obter-se-a uma superficie relacionando o carregamento de
ruina com a armadura nas diversas secgoes.

M.F A
M2 Fr2

My1F g1 -

Hko oF ko ]

I
w0

FIGURA 3.4.1 - Curva carregamento de ruina-armadura para o pi-
lar da figura 3.3.1.




Na figura 3.4.2 apresenta-se algumas curvas obtidas
para um pilar bi-rotulado com o carregamento da figura 3.3.1.
A secdo transversal e constante ao longo do eixo do pilar, in-
clusive a armadura, e tem a forma indicada na propria figura.
0s parametros adimensionais empregados, sao definidos pelas ex
pressoes (3.4.7) a (3.4.11).

a.%

DriL: ACO CA SOA ; a:-0,10
1,0
——
! .‘\A;td
Ay
it
| A
a6 7
\ //\.j
1 Liﬁd
;_J’._*
Q2 £
I
| | |
: | 1
6" QiZ2aie 0,3 (e R 669 1,0 1,26 67 7

FIGURA 3.4.2 - Curvas carregamento de ruina-armadura para dife
rentes esbeltezes.

VI (3.4.7)

uo= (3.4.8)




g = L (3.4.9)
d

g = = (3.4.10)
d
A f

6 = -5 Y4 (3.4.11)
b d g4

3.4.2. Dimensionamento baseado no desequilibrio

Conhecida a curva carregamento de ruina-armadura pa-
ra o pilar, o seu dimensionamento & imediato. De fato, a solu
gao para o probiema do dimensionamento consiste em um ponto da
curva, uma vez que o mesmo deve ser feito impondo a condigao
de ruina do pilar sob o carregamento de projeto. 0 carregamen
to de projeto & portanto um carregamento de ruina para o pilar
Para o pilar bi-rotulado da figura 3.3.1, a armadura procurada
AS e a indicada na figura 3.4.3 e corresponde ao carregamento

de ruina M1d a Fa

M’F
Mda'Fds

Mk Fak

Mg Fa

Mai*Fai

FIGURA 3.4.3 - Curva carregamento de ruina-armadura com dese-
quilibrio 5, para a armadura Ask'
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Para uma quantidade de armadura generica Ask‘ o car-
regamento de ruina & representado pelo momento M, e pela for-
¢a normal de. 0 desequilibrio relativo &, , entre esse carre-
gamento e o de projeto, & dado por (3.4.12) ou (3.4.13), uma
vez que a curva foi obtida mantendo-se os incrementos de carga

inalterados.

s - dk 1d (3.4.12)

5 -4k d (3.4.13)

A solugdao procurada e aquela que torna nulo o dese-
quilibrio 8y -

A fim de minimizar o numero de pontos a serem deter-
minados na curva, e sistematizar a procura do ponto que consti
tui a solucdo, pode-se empregar o processo da bissecante. Pa-
o] de tal
forma que a solucdo A, se encontre dentro do mesmo. Para o 1i

ra isso e necessario encontrar um intervalo [Asi’ A

mite inferior Asi do intervalo, pode-se adotar simplesmente
Asi = 0. Também, para reduzir o numero de iteracdes, pode-se
realizar um dimensionamento a flexo-compressao com o momento
Mld e a forgca normal Fd’ para encontrar Asi‘ Em qualgquer das
duas alternativas, a solugao Ag sera maior, ou eventualmente

iqual, que AS Para Ass‘ ha a necessidade de se adotar um va

lor suficient;mente grande, capaz de garantir que a solugao As
seja menor que o mesmo. Nos casos mais usuais de pilares de
segcao transversal constante, pode-se empregar um dos processos
simplificados da secaoanterior para a determinacao de Ass' En
tretanto, ha a necessidade de se testar o sinal do desequili-
brio 65, uma vez que nao se sabe a principio se tais processos
resultarao em uma solugao a favor da seguranga. Em caso con-
trario, ou seja, se o desequilibrio for negativo, incrementa-
-se a armadura ate que fique definido o limite superior Ass'

Calcula-se finalmente os desequilibrios §; e 8. por (3.4.14) e




(3.4.15) e pode-se realizar as iteragoes do processo da bisse-

cante, como na figura 3.4.4.

M. - M F.. = F
5, w91 18 . €8 G (3.4.14)

5§ = ds 1d . ds d (3.4.15)

A convergencia do processo sera satisfeita quando,
numa iteragao generica j, resultar [631 < tolerancia pre-esta-

belecida.

wy

§i

FIGURA 3.4.4 - Processo da bissecante para anular o desequili-

brio

A solugdo obtida por este procedimento e relativamen
te precisa, pois na convergencia tem-se 0 carregamento de pro-
jeto tendendo para o carregamento de ruina do pilar, como & de
sejado. Entretanto e uma solugdo extremamente trabalhosa do
ponto de vista computacional, pois para cada aproximagao da ar
madura deve-se determinar toda a resposta do pilar atraves do




procedimento incremental, para se encontrar 0 carregamento de
ruina. O numero de iteracdes necessarias para a convergencia
do processo da bissecante, & dependente do tamanho do interva
1o [Asi' Ass] que se escolhe. Quanto menor esse intervalo,
mais rapida se da a convergencia. Para pilares de segao trans
versal constante, utilizando-se a determinacao de Asi e Ass su
gerida anteriormente, consegue-se a convergencia com um numero
de iteragoes relativamente pequeno. Para pilares de secao re-
tangular, como a da figura 3.4.2 e com o carregamento da figu-
ra 3.3.1, em geral a convergéncia se da na primeira iteracgao
ou no maximo na terceira, para uma precisao da ordem de 1%. As
sim necessita-se fazer apenas 3 analises para determinacao do
desequilibrio, ou no maximo 5.

Mesmo assim o tempo de processamento computacional
requerido € relativamente alto. A inclusaoc da fluencia e da
retracao do concreto aumenta muito esse tempo e a tentativa de
se confeccionar tabelas adequadas de dimensionamento, por esse
processo, se ve fracassada. Entretanto € um processo rigoroso
do ponto de vista conceitual e deve ser usado em casos espe-
ciais onde o risco de ruina do pilar seja alto. Tambem serve
de base para a aferigcao dos processos simplificados propostos
em normas e mesmo de outros, que apesar de baseados numa anali
se nao-linear realistica, sao conceitualmente menos precisos.
Este € o caso do processo alternativo apresentado a seguir.

3.4.3. Processo alternativo de dimensionamento

Para evitar o inconveniente do processo anterior,
apresenta-se uma solucao alternativa que, apesar de conceitual
mente menos exata, tem sua precisao constatada numericamente
atraves de varios exemplos.

Nesse procedimento nao se determina o valor correto
do desequilibrio para a realizacdo do processo da bissecante
e sim, arbitra-se um valor para o mesmo. Com isso n3o ha a ne
cessidade de se determinar toda a resposta do pilar para encon
trar o carregamento de ruina. Interessa aqui, simplesmente sa
ber se o pilar, com uma dada armadura, resiste ou nao ao carre




e

gamento de projeto. Realiza-se entd@o a analise do capitulo 2
com 0 carregamento total de projeto e nao mais atraves do pro
cedimento incremental. Se nao ocorrer a ruina, ou seja, se o
pilar com uma dada armadura, resistir ao carregamento de pro-
jeto, significa que o desequilibrio € positivo e em caso con-
trario e negativo. Adota-se para o desequilibrio um valor pre
-fixado 8§ qualquer, que sera positivo ou negativo dependendo (
da situacao. Assim, em cada iteragao no processo da bissecan-
te, tem-se uma disposicdo antissimetrica para o desequilibrio
nos extremos do intervalo, conforme figura 3.4.5. Com isso a
aproximagao da armadura para uma determinada iteracgdo sera o
ponto medio do intervalo da iteracgdao anterior.

§
3
Asi Agy _
| Ass Ag
-s_

FIGURA 3.4.5 - Determinacao da primeira aproximag¢ao da armadu-

ra As1'

De acordo com a figura 3.4.5, a primeira aproximacao

AsT para a armadura e dada por

A . + A

S1 SS
gy = =22 (3.4.16)

Repete-se a analise com 0 carregamento total de pro-
Jeto e com a armadura A51 e adota-se o valor - 6 ou + § para o
desequilibrio correspondente, se a ruina ocorre ou niao, respec
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tivamente. Obtém-se uma seqdencia de valores A, A ., A g,
cosy Asn' que se aproximam cada vez mais da solugao, uma vez
que em cada iteracdao o tamanho do intervalo onde se encontra a
raiz € reduzido. A convergencia sera admitida quando, em uma

iteragao generica n, a desigualdade (3.4.17) for satisfeita.

| = |
'Asn Asn-]'

A

< tolerancia . (3.4.17)

sn-1

Na convergencia nao se conhece o valor real do dese-
quilibrio, porem garante-se que o erro cometido e pequeno. De
i o4 a S -

fato, pela figura 3 ?, se Asn-Z' Asn-]’ - Asn sao tres valo
res sucessivos da seqliencia obtida, a solucao real necessaria-

mente encontra-se no intervalo [Asn-Z’ Asn_11.

'[L x ‘l’L x ‘i__
~o— O < —=
Agp-2 Asn Asn-1 AS

FIGURA 3.4.6 - Verificagao da convergencia do processo.

Na convergencia,se £ & a tolerancia estipulada, tem-

-se que
LA - A
Aon = Asnaal A (3.4.18)
Asn-]
ou, pela figura 3.4.6,
X < . (3.4.19)
Asn—T
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Tambem pode-se ver que

| A
sh=g' . <@ X ., 2 & sn-1 (3.4.20)

Asn-2 Asn—2 A

IAsn-] = A

sn=2

De (3.4.20) conclui-se que

|
'Asn-l - A

A

]
SN-2_ .2 ¢ . (3.4.21)

sn-1

De (3.4.21) verifica-se que se & for um valor sufici
entemente pequeno, para qualquer valor de AS dentro do interva
lo [Asn-Z’ Agn-1] 0 erro sera tambem pequeno. Em particular,
adota-se o valor de Asn como solucao do problema.

0 tempo de processamento requerido para se encontrar
a solucdao @ sensivelmente menor que no processo anterior. Pa-
ra pilares de segao retangular como a da figura 3.4.2 e com o
carregamento da figura 3.3.1, encontrou-se uma reducao media
do tempo de processamento da ordem de 15 vezes, deste processo

para o anterior.

3.5. Dimensionamento para cargas de longa duragao

3.5.1. Coeficiente de fluencia do concreto

A fim de se utilizar o coeficiente de fluéncia pro-
posto pelo CEB/78 no dimensionamento, torna-se necessaria a fi
xagao de certos parametros relativos as condigdes de carga e
utilizagao do pilar.

Assim admitiu-se que o pilar entra em carga aos 28
dias de idade, ou seja, adotou-se t0 = 28 sem a correcgao feita
na secao 2.7.3.

Subs tituindo ty = 28 em (2.7.1) conclui-se que a de-
formagcao de fluencia €cc (tatg) e diretamente proporcional a
deformagdo mecanica imediata € ., e o coeficiente de fluencia

o (t, to) fica definido por

ci
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gcc (t: to)

b (ts ty) = (3.5.1)

€ci
Nessas condicoes a deformacao total no instante t e
dada por

t, tg) = e [T+ 0 (T, tg)] - (3.5.2)

Stot (

0 coeficiente de plasticidade diferida, L depende
do meio ambiente e da espessura ficticia hg. Para se evitar
ter que fixar a umidade relativa do ar, adotou-se o procedimen
to sequinte. Sequndo a NB-1/78, a deformacao total no concre-
to deve ser tomada igual a 3 vezes a deformacdo mecanica ini-
cial, quando a estrutura entrar em carga logo apos o término
da construgao, o que & equivalente a tomar um valor final para
o coeficiente de fluencia igual a 2. Assim tem-se

5 (tg» tg) =2 . (3.5.3)

Substituindo t por t_em (2.7.7) resulta
¢(tm’ to) = Ba(to) 75 ¢d Sd (tm'to) + ‘bf‘ [Sf(tm) - Bf(to)] . (3.5.4)

De (2.7.11) conclui-se que
f.(ty)
£ 9 -o.67878 , (3.5.5)
Ceo

valor obtido simplesmente substituindo ty = 28 em (2.7.11).
Levando (3.5.5) em (2.7.8) obtem-se

Aplicando o Timite quando t tende a infinito na equa
¢ao (2.7.13) chega-se a
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By (te = Eg) =1 . (3.5.7)

Analogamente, aplicando o limite quando t tende a in
finito em (2.7.14), resulta

Be (t,) =1 . (3.5.8)

Substituindo (3.5.6), (3.5.7) e (3.5.8) em (3.5.4) e
lembrando que ¢d = 0,4, tem-se

¢ (t,» ty) = 0,656976 + ¢ [1 - B, (to)] . (3.5.9)

Iqualando ¢ (t,, ty) a 2, chega-se a expressao para

5 . 1,343024 _ (3.5.10)
1 - Be(ty)

Assim, para a analise numérica efetuada no capitulo
seqguinte, evitou-se ter que arbitrar a umidade relativa do ar,
necessaria para a determinacdo de 9., e o coeficiente de fluen
cia toma a forma

1,343024 (8

3(t,ty) = 0,256976 + 0,4 8

t-ty) + £(t) - Bf(toﬂ. (3.5.11)

4l

Evidentemente que a expressao (3.5.11) ainda depende
da espessura ficticia hO‘ Entretanto, testes preliminares efe
tuados com o coeficiente de fluencia dado por (3.5.11), mostra
ram que a solugao para o problema, a armadura necessaria ao pi
lar, pouco ou quase nada e influenciada pelo valor de h0 adota
do. Isto se da porque a solugao ficou independente do numero
de intervalos de tempo adotado, interessando apenas o valor fi
nal do coeficiente de fluéencia.
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3.5.2. Retracao do concreto

Admitiu-se, para efeito de dimensionamento, gque a cu
ra do concreto se processa eficazmente até o setimo dia apos a
concretagem. Assim o tempo t, foi tomado igual a 7, uma vez
que tanto para a retraciao quanto para a fluencia, supoe-se gque
a temperatura ambiente e da ordem de ZODC, nao sendo necessa-
ria a correcao da idade feita em 2.7.3.

0 coeficiente basico de retragao € .,, depende do
meio ambiente e da espessura ficticia da pega. Para se evitar
ter que fixar a umidade relativa do ar, adotou-se um procedi-
mento analogo ao da fluéncia. Segundo a NB-1, a deformagao re
lativa de retracao pode ser tomada, nos casos que classifica

como correntes, igual a 15 x 10-5. Assim adotou-se

Eoe (s t) = 18 x 1077 . (3.5.12)

Aplicando o limite a equacao (2.8.3), para t tenden-
do a infinito, resulta

B, (t.) =1 . (3.5.13)

Fazendo t tender a infinito em (2.8.1) e substituin-
do (3.5.12) e (3.5.13) resulta

=5
e . = 13 % 10 . (3.5.14)

s0 ;
1 - B¢ (tg)

Dessa forma, a deformacao especifica de retracao se-
ra tomada como

[B.(t) = B (tg)] (3.5.15)
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A expressao (3.5.15) ainda e dependente da espessura

ficticia hO’ porém como constatado para a fluencia, este valor

altera muito pouco a armadura. Na analise do capitulo seguin-
te adotou-se hg = 0,20 m.

3.5.3. Historia de carga

Face a dificuldade de determinacao da parcela do car
regamento de longa duragao e levando-se em conta que, em pila-
res de edificios de concreto armado, a carga acidental & peque
na em relacao a carga permanente, na analise numérica efetuada
no capitulo 4, admitiu-se que toda a carga de servigo & de lon
ga duragao. A historia de carga & a apresentada na figura
: 0

pA
P' | —_—
| .
0 28 104 tempo(dias)

FIGURA 3.5.1 - Historia de carga adotada no dimensionamento.

Considera-se que aos 28 dias de idade, o pilar fica
submetido a todo o carregamento de servico, Pk’ igual ao carre
gamento de projeto dividido pelo coeficiente 1,4. Esse carre-
gamento & mantido ate o final das deformagoes diferidas do con
creto, assumido ocorrer no 10.0009 dia. Nesse instante, apli-
ca-se ao pilar o acrescimo de carga &P igual a diferengca entre
0o carregamento de projeto e o de servigo. Para este estagio
nao se considera o aumento da resistencia do concreto, endure-
cimento, e trabalha-se com o diagrama tensdo-deformagao propos
to pela NB-1 e mostrado na figura 2.3.1 do capitulo 2.
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3.6. Inclusao simplificada da fluencia do concreto

0 processo simplificado para se considerar a fluen-
cia do concreto, proposto no Manual de Flambagem do CEB/FIP(Q),
consiste em se considerar todo o carregamento de projeto como
sendo de curta duragao, introduzindo-se uma excentricidade adi
cional e. de primeira ordem, dada por '

6 (s tg)
e, = By ( F_) 2 (3.6:1)

onde

F = carga axial de longa duracao:

e]g = excentricidade de primeira ordem da carga Fg;
o(t,sty)= coeficiente final de fluencia;
Pe = carga de flambagem de Euler, sendo
eI,
By i | (3.6.2)

e I_, o momento de inércia centroidal da secao de concreto,
sem inclusao da armadura.

Com a excentricidade adicional e. resolve-se 0 pro-
blema, tanto de analise quanto de dimensionamento, como se to-
do o carregamento fosse de curta duragao.

Para levar em conta a incerteza na avaliacao de e.s
e conveniente majorar a carga axial total de projeto por um fa
tor especial de seguranca da ordem de 1,2. Esse procedimento
e particularmente indicado quando as cargas de longa duragao
representam uma porcao significativa da carga total de projeto.
A precisao do processo & verificada no capitulo seguinte.

3.7. Criticas a norma brasileira

Em se tratanto de dimensionamento de pilares, duas

A




criticas devem ser feitas a norma NB-1/78. A primeira delas &
quanto a definicao de pilar curto. A norma brasileira, ao clas
sificar como curtos todos os pilares cujo indice de esbeltez )
nao sejam superiores a 40, desprezando com isto a consideracao
dos efeitos nao-lineares geométricos, pode estar induzindo a
erros contrarios 3 seguranca da estrutura. 0s efeitos de segun
da ordem nao podem ser desprezados simplesmente em funcao de A.
Alem desse parametro, deve-se levar em consideracao o valor da
excentricidade inicial relativa, el/h, da forca axial no pilar.
Um pilar com indice de esbeltez menor que 40, mas no qual a ex-
centricidade relativa da forca axial & pequena, deve ser classi
ficado como esbelto, pois neste caso, os efeitos de segunda or
dem sao importantes. A norma DIN 1045, ao dispensar a conside
racao desses efeitos, leva em conta os dois parametros. A clas
sificacao de pilares curtos e esbeltos por esta norma € apresen
tada na figqura 3.7.1.

ah
ho| !
| |
o |
‘ P PILAR CURTO " %
: |
-}
3.5+ —%— T
13 |
a 3
| PILAR | ESBELTO
| |
1 : 1 =
0 20 70 4!

FIGURA 3.7.1 - Classificagcao de pilares quanto a esbeltez, se-
gundo a DIN 1045.

Na conceituacao de pilar curto tambem deve ser leva-
da em consideraciao a forma do diagrama de momentos fletores de
primeira ordem. Um pilar com momentos iguais nos apoios e mui
to mais sensivel aos efeitos de segunda ordem, que outro com
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momentos de sentidos opostos. Assim um pilar com indice de es
beltez A maior que 40 pode ser classificado como curto, depen-
dendo dos momentos de primeira ordem. A DIN 1045 tambem leva
esse fato em consideracao.

Um sequndo ponto da NB-1/78 passivel de critica, &
com relacao a fluencia do concreto. A norma simplesmente dis-
pensa a consideracao da fluéncia para pilares com indices de
esbeltez nao superiores a 80, quando se tratar de barras de se
cao transversal constante, inclusive a armadura, com armadura
simétrica. Nao & levado em consideragdao a excentricidade re-
lativa da forga axial nem o proprio valor das cargas de longa
duragao. Quanto menor a excentricidade relativa, major sera o
efeito da fluencia do concreto na estabilidade do pilar. Alem
disso, se a carga de longa duracao e significativa em relagao
a carga total, como @ o caso dos pilares,a fluencia tem impor-
tancia consideravel. 0 CEB/?B(Q) so dispensa a consideracao
da fluencia num dos casos seguintes:

&
- excentricidade relativa inicial grande: 1 5 2 3

h
- carga predominante de curta duracao: Fg < 0,2 Fg+q :

- Tndice de esbeltez pequeno: A < 50.



4. ANALISE NUMERICA

4.1. Consideracoes gerais

Neste capitulo apresenta-se uma serie de exemplos de
dimensionamento, onde a solugao teorica obtida com o altoritmo
alternativo, apresentado na sec¢do 3.4 do capitulo anterior, @
comparada com resultados experimentais.

A adogao de uma excentricidade equivalente, quando o
pilar esta submetido a cargas axiais com excentricidades dife-
rentes, sugerida pela NB-1, tem sua precisao verificada.

Os processos simplificados de dimensionamento propos
tos pela NB-1/78, CEB/78, ACI e DIN 1045 sao comparados com o
algoritmo. Tambem verifica-se a precisiao do processo simplifi
cado para a inclusao da fluencia proposto pelo CEB.

Exemplos de pilares com engastamento elastico sime-
trico sao apresentados, bem como o nivel do erro cometido ao
se estender o conceito de comprimento de flambagem a pilares
de concreto armado.

Um estudo sobre o coeficiente global de seguranca, e
do nivel de erro cometido ao se desprezar a fluencia e a re-

tragcao do concreto, encerram o capitulo.

4.2. Exemplos experimentais

4.2.1. Dimensionamento para cargas de curta duracao

Os exemplos apresentados nesta secao constituem uma
serie de 17 pilares que foram ensaiados ate a ruTna(1?), com
valores do indice de esbeltez ) de 83 e 125.

Os pilares tem secao transversal constante ac longo
de todo o seu comprimento, inclusive a armadura, figura 4.2.1,
e foram levados a ruina em aproximadamente 45 minutos apos o

inTcio do ensaio, aos 28 dias de idade. Na analise admitiu-se

98



um coeficiente redutor da resistencia a compressao do concreto,
devido ao Efeito Rﬂsch(31), igual a 0,92. Os ensaios foram rea
lizados com velocidade de deformagdac controlada.

TP_—?

|
T Gl

_J‘- e = 1,27 em |
\/ |

5 “SO 2 | .1 1
~ Agp |
/\ !
_’1._ ® 9 1,27 cm i
- i

1,27 em $_ .

( se¢do transversal)

FIGURA 4.2.1 - Geometria e carregamento dos pilares.

Para a determinacao da resisténcia a compressao do
concreto foram ensaiados dois tipos de corpos de prova. Um
primeiro corpo de prova & o cilindro de 15 cm de diametro e
30 cm de altura, padrio da Associagdo Brasileira de Normas Tec
nicas, ABNT. A resistencia obtida neste corpo de prova denomi
na-se fc. Um segundo corpo de prova tem a mesma sec¢ao trans-
versal dos pilares e altura igual a tres vezes o lado da secac
R resistencia obtida neste corpo de prova denomina-se fpr' As
resistencias obtidas para os dois corpos de prova sao diferen-
tes uma vez que a forma e dimensoes dos mesmos diferem. Para
a analise numerica foi adotado o corpo de prova prismatico,
pois o mesmo retrata melhor a realidade, ja que tem a mesma for
ma e dimensoes da se¢ao transversal dos pilares. Uma vez que
se esta comparando resultados teoricos com experimentais, a de

que

terminacao da ruptura & feita com a propria resistencia fpr

foi obtida de forma unica para cada dois pilares.
0 aco utilizado tem patamar de escoamento definido,

aI-lll‘hI-----------i----------
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Para

2 pe

ago classe A, e uma tensao de escoamento denominada fy.
seu modulo de elasticidade adotou-se o valor 21 x 10% N/mm
la falta de determinacao experimental. As cargas ce ruina Pu
obtidas nos ensaios, sao adotadas como cargas de projeto para
os pilares, bem como as excentricidades iniciais e;- 0Os valo-

res obtidos para a armadura calculada, A com o algoritmo

scal’

res,

da secao 3.4

, & encontram-se na tabela 4.1.

se

TABELA 4.1 - Pilares sob carga de curta duragao

sao comparados com a armadura existente nos pila

[ fe > | fprz i u [ o E Ascal sca]“Aseﬂ
PILAR | (N/mm®) [ (N/mm“) - (kN) | (em) | (cm@) Ao
; 1 r ' ‘ | s
|2 = 182,9 cm ; f, = 359 N/mn? ;3 Ag, = 0,71 cm® ; 83 |
P\ | 27,5 , 20,0 | 33,79 | 3,81 | 0,71 | 0,0
P2 27,5 E 20,0 | 34,02 \ 3,81 ! 0,72 | 1,4
P3 30,0 | 24,0 ‘ 45,36 | 2,54 i 0,66 -7,0
P4 30,0 ] 24,0 | 47,71 | 2,54 | 0,72 ! 1,4 |
PS5 31,0 | 22,5 | 68,03 | 1,27 | 0,77 8,5
P6 3,0 22,5 | 66,67 | 1,27 | 0,74 | 4,2 |
P7 32,0 | 22,5 | 56,47 | 1,91 { 0,78 | 9,9
P8 32,0 | 22,5 ‘ 54,06 | 1,91 | 0,71 | 0,0
2= 182,9 cm ; f, = 316 N/mm® 5 A = 0,50 cm® ; A = 83
| P9 32,0 | 23,0 | 61,23 | 1,27 | 0,60 | 20,0
P10 32,0 | 23,0 | 58,51 | 1,27 | 0,54 | 8,0
P11 33,0 | 23,0 I 47,49 | 1,91 | 0,55 10,0
P12 33,0 23,0 | 46,49 | 1,91 | 0,53 6,0
P13 33,0 23,0 | 37,87 | 2,54 | 0,51 | 2,0
P14 33,0 ’ 23,0 | 37,74 | 2,54 | 0,50 | 0,0
L= 274,3 cm 5 f, = 316 N/mm® ; A, = 0,50 cm® ; A = 125
P15 31,0 | 22,0 | 31,75 | 1,27 | 0,56 | 12,0
P16 30,0 21,0 | 24,81 | 1,91 | 0,51 ' 2,0
P17 | 29,5 21,0 | 20,95 | 2,54 | 0,49 | -2,0

______-iithp_
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4.2.2. Dimensionamento para cargas de longa duracao

Dezessete pilares foram colocados em carga aos 28
dias de idade e a carga foi mantida por 6 meses, ap0s o0 que os
pilares foram levados a rufna(]7). A historia de carga utili-
zada nos ensaios & mostrada na figura 4.2.2, onde Pg e a carga
de longa durag3o e 8P € o acrescimo dado ao carregamento para

levar os pilares a ruina. 0 esquema de carga e a geometria
dos pilares sao os mesmos da figura 4.2.1.

i —t..

=
0 28 208 tempo(dias)

FIGURA 4.2.2 - Historia de carga nos ensaios.

Para a determinacdo da resistencia a compressao do
concreto foram utilizados os mesmos corpos de prova ca segao an
terior, obtendo-se a resistencia cilindrica fc e a resistencia
prismatica fpr que foi utilizada na analise. Na determinagao
da variacao do coeficiente de fluencia ¢ no tempo, carregou-se
corpos de prova prismaticos com as mesmas dimensoes dos utili-
zados para obter a resistencia a compressao do concreto, com
cargas correspondentes a 25%, 50% e 75% da resistencia dos
prismas correspondentes. As variacoes de ¢ com o tempo t sao
mostradas na figura 4.2.3.

As cargas de longa duragao P_ e o acrescimo final &P

g
utilizados nos ensaios, sao adotados como cargas de projeto. O

aco € o mesmo da secao anterior.
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Para o carregamento final de curta duracao, foi con-
siderado o endurecimento do concreto assumindo a deformacao as
cociada com uma tensao dada, igual a (1 + 0,625 9)/(1 + ¢) ve-
zes a correspondente deformacao para a curva tensao-deformacao
no instante t =28007), A retragcao do concreto nao foi inclui-
da na analise. 0s valores obtidos para a armadura calculada,
Asca]’ sao comparados com a armadura existente nos pilares,

A como € mostrado na Tabela 4.2.

se’

TABELA 4.2 - Pilares sob carga de longa duragao

E Fe » ? fprz Pq | P L f Asn‘zal"(ascal'ase).‘
PILAR E(N/mm )i (N/mm“) | (kN) l(kN) :(cm) i(cm ) A ;
| | ..

¢ = 182,9 cm ; f, = 359 N/mmé A, = 0,71 cm® ; A = 83

P1 27,5 | 20,0 |20,28[12,3¢(3,8110,71| 0,0 |

P2 27,5 | 20,0 |[13,52|19,41[3,81/0,70 |  -1,4 |

P3 30,0 | 24,0 |27.21|16,56|2,54|0,68 | -4,2

P4 30,0 | 24,0 |18,14|23,0402,56|0,60  -15.5

PS 31,0 | 22,5 |40,82 |19,73(1,27]0,78 | 4,2
R 31,0 | 22,5 |27,2233,25!1,27]0,67 | -5,

P7 32,0 | 22,5 | 34,03 17,06 1,91]0,73 | 2,8

P8 32,0 22,5 22,68 | 28,13 | 1,91 10,68 -4,2

¢ = 182,9 cm ; f, = 316 N/mm® 5 A, = 0,50 cm® ; A = 83

P9 32,0 23,0 | 36,74 | 8,39 (1,27/0,53 | 6,0

P10 | 32,0 23,0 |24,49 [34,83[1,27/0,61 | 22,0

P11 33,0 23,0 | 28,49 {13,20 | 1,91 0,51 | 2,0

P12 | 33,0 | 23,0 |19,00 |25,671,910,53 6,0

P13 | 33,0 | 23,0 |22,68|14,42|2,54]|0,54 8,0

P14 | 33,0 23,0 | 15,10 [ 21,59 | 2,54 0,51 2,0

L= 274,3 cm 5 f, = 316 N/mm ; A, = 0,50 cm 3 A = 125

P15 | 31,0 22,0 | 20,41 | 4,13 1,270,584 8,0
P16 | 30,0 21,0 | 14,29 | 7,71 !1,91 0,48 | -4.0

P17 | 29,5 | 21,0 |11,88 | 8,21 [2,54 (0,49 | -2,0




103
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FIGURA 4.2.3 - Varijagao de ¢ no tempo.

4.2.3. Resposta de um pilar sob carga de curta duracao

Um pilar com geometria e carregamento similar ao da
figura 4.2.1 foi ensaiado(]7) para se determinar a curva carga
-deslocamento do mesmo. A segao transversal do pilar tem as
dimensoes da fiqura 4.2.1, sendo a armadura existente, Ase’
igual a 0,50 cm?. 0 comprimento do pilar e igual a 121,9 cm e
a excentricidade inicial da carga igual a 1,91 cm. A resisten
cia prismatica do concreto e igual a 24 N/mm® e a tensio de es
coamento fy do aco 316 N/mmz, apresentando o mesmo um patamar
de escoamento bem definido.

A analise teorica foi realizada com o algoritmo in-
cremental descrito no capitulo 2. A curva carga-deslocamento
obtida experimentalmente & mostrada na figura 4.2.4, bem como

a curva teorica.

4.2.4. Resposta de um pilar sob carga de longa duracao

Um pilar com as mesmas caracteristicas do anterior,
foi ensaiado(17) para a determinagao da curva carga-deslocamen
to para carregamento de longa duracao. A variacao do coefici-
ente de fluencia no tempo e a mostrada na figura 4.2,3 e 0 en-
durecimento do concreto e considerado como no dimensionamento
para cargas de longa duracao da secao 4.2.2.



104

‘ T2
: |
ina Teorica
44— RU.___________
54
o
=
X
—
o
36
Q
L= ]
| ™
o
©
|
i
Experimental
|
[ Teodrico
| |
5.0 7.5 100
{ Deslocamento no meio do v8o ( mm)

FIGURA 4.2.4 - Curva carga-deslocamento para carga de curta du

ragao.
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A histdria de carga adotada no ensaio & a mesma da
figura 4.2.2, onde P, = 39,47 kN e §p = 28,95 kN.

A resposta obtida experimentalmente & mostrada na
fiqura 4.2.5, juntamente com a teorica obtida atraves da anali

se incremental do capitulo 2.

72 ]—
68,424 — Ruina Teorica
P,* 66,07
. |
54 ' '
< /
- | /
E 36 /1
7
- /
e )
-]
o /
;
i
184! | |
-t TeOTiCO
{
| |
(o] o .'I.'o 10 115 20

Deslocamento no meio do v3o ( mm)

FIGURA 4.2.5 - Curva carga-deslocamento para carga de longa du
ragao.

4.3. Pilar com carregamento excentrico assimétrico

Nesta secao verifica-se a precisao da adogao de uma
excentricidade equivalente para o caso de pilar com carregamen
to assimétrico, proposta pela NB-1.

Na figura 4.3,1 apresenta-se o pilar na situacao de
Projeto e a geometria da secao transversal do mesmo,



106

M plano

14 M1 de flexdo
Fg o - )
d Cﬁ T = ‘\\ "lh—Tt'd&
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1 q h ] 4
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. - . A
Situagdo de projeto 3
o [~ >
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L L

L § b Y

(seg¢do transversal)

FIGURA 4.3.1 - Situacao de projeto e secao transversal tipo do
pilar.

De acordo com a NB-1, pode-se adotar para o dimensio
namento, uma situacao equivalente com momento fletor de 12 or-
dem constante ao longo do eixo do pilar, dado pelo maior dos
valores de (4.3.1), onde M1q € sempre positivo e Mig 2 iM]bJ'

M]d = 0,6 M]a + 0,4 M

b
(4.3.1)

M

1}

0,4 Mla

1d
Alem disto deve-se dimensionar a secao do apoio com
M]a' A armadura a se adotar sera a maior obtida com os dois
dimensionamentos.
Os esforgos solicitantes de 12 ordem escritos em for
ma adimensional sao dados em (4.3.2) a (4.3.5) e a taxa mecani
ca de armadura w em (4.3.6).

Fd
9 = (4.3.2)
0,85 bd f_g
M
la
e @ (4.3.3)
la = 4 g5 bd2_¥cd

e



M
1b (4.3.4)

u =
1b 2
0,85 bd” f 4

M
y o= ‘g (4.3.5)
0,85 bd® f_,

A f
o =8 yd (4.3.6)
bd f.4

Nas Tabelas 4.3 e 4.4 encontram-se os resultados ob-
tidos para pilares curtos e esbeltos, com relagao 2/d igual a
12 e 40 respectivamente. Nas tabelas apresenta-se a taxa meca
nica de armadura, w, obtida pelo algoritmo alternativo do ca-
pitulo 3 com a situacao de projeto e os valores wy e w, obtidos
para as situagoes de calculo, com Mld e M1a respectivamente.
Finalmente apresenta-se o valor we adotado para a taxa de arma
dura e o erro cometido na aproximagao feita. Em todos os exem
plos o carregamento & de curta duragao, o ago utilizado € o
CAS50A e o parametro geometrico da segao d'/d e igual a 0,10.

TABELA 4.3 - Pilares curtos (2/d = 12)

SITUACAD SITUACAO EQUIVALENTE (ff'“) .
DE PROJETO DE CALCULO »
i H1al ™ip| @ H Yo | Hral %a | Ys
1,20 0,?OET,06 1,00/0,88|1,20({1,06(1,06 | 0
0.20 | 050(-0,25/0,39 | 0,20/0,12/0,50|0,39|0,39 0
1,20/-0,30/1,06 | 0,60]0,49/1,20/1,06|1,06 0
0,70 0,45\0,53 0,60/0,49/0,70{0,58/0,58 0
0,50|-0,25/0,36 | 0,20{0,09/0,50[0,36/0,36 0
0.60 1,20 -0,3oi1,03 0,60[0,50(1,20(1,03(1,03 0
0,70/ 0,45!0,55 | 0,60(0,50/0,70|0,55/0,55 0
1,20 0,?0‘1,03 1,00/0,88{1,20{1,03|1,03 0
1.00 | 1:20(-0,30{1,18 | 0,60|0,64|1,20({1,18{1,18 0
2,00(-0,50{1,96 | 1,00/1,04/2.,00{1,96(1,96 0
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TABELA 4.4 - Pilares esbeltos (%/d = 40)

SITUAGAQ SITUACAO EQUIVALENTE (“f'“)]oo
DE PROJETO DE CALCULO .
N “la| Mip| © H “o i P14 “a | “¢
il 0,30| 0,05(0,21 | 0,20{0,24(0,30/0,20(0,24 14
0,70| 0,45({0,60 | 0,60({0,63(0,70|{0,58/0,63 | 5
0,20 | 1»20| 0,70/1,06 | 1,00 1,02{1,20/1,06(1,06 i 0
0,50({-0,25/0,39 | 0,20/0,24/0,50/0,39!0,39 | 0
1,20/-0,30!1,06 | 0,60(0,63(1.20/1,06(1,06 } 0
2,00/-0,50(1,81 | 1,00 1,02;2,00 1,811,81 i 0
0,30 0,05{0,44 | 0,20 0,46[0,30 0,15/0,46 ! 5
0,70| 0,45(0,838 | 0,60 0,90‘0,7010,55 0,90 | 2
0,60 | 1,20 0.70;1,26 | 1,00(1,30 1,20{1,03{1,30 | 3
0,50(-0,25{0,39 ; 7,2010,46/0,50/0,36/0,46 f 18
1,20(-0,30|1,03 | 0,60(0,90/1,20{1,03/1,03 | 0
0,70| 0,45(1,22 | 0,60]1,26]0,70{0,68|1,26 ! 3
1,00 | 1-20] 0,70[1,64 | 1,00(1,67|1,20/1,17{1,67 2
0,50|-0,25{0,65 ’ 0,20 0,?6'0,50 0,48(0,76 | 17
1,20(-0,30/1,18 | 0,60|1,26/1,20|1,18/1,26 | 7

Como se observa pelas tabelas os resultados obtidos
com o procedimento da NB-1 sao bastante proximos dos teoricamen
te reais, tanto para pilares curtos como esbeltos. Para pila-
res curtos a ruina ocorre por ruptura da secao do apoio submeti

do ao momento M,_, por isso, ha <coincidencia dos resultados.

la
Alem disso, a situac3ao de calculo mostra-se a favor da seguran

ca.

4.4. Processos simplificados de dimensionamento

Nas Tabelas 4.5, 4.6 e 4.7 apresenta-se alguns resul
tados obtidos pelos processos simplificados de normas descri-
tos no capitulo 3, e pelo algoritmo alternativo de dimensiona-
mento. A situacdo de projeto corresponde ao pilar bi-rotulado
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da figura 4.3.1, com momentos M;, de 12 ordem iguais nos apoios.
0 parametro d'/d & igual a 0,10 e o ago & o CA50A. 0 carrega-
mento & de curta duracio. Encontram-se tabeladas as taxas meca
nicas de armadura w, como definido em (4.3.6), para esforgo nor
mal reduzido v e momento fletor reduzido u, definidos em

(4.3.2) e (4.3.5) respectivamente.

TABELA 4.5 - Valores de w - 2/d = 12,7 (A = 40)

B y
y METODO .
0,20 0,60 | 1,00
ALGORITMO 0,12 0,09 | 0,20
NB-1 0,12 | 0,11 | 0,23
0,20 CEB 0,15 ; 0,16 | 0,32
DIN | 0,13 0,14 : 0,28
ACI L 0,11 ; 0,08 | 0,20
ALGORITMO 0,50 ? 0,50 | 0,65 |
NB-1 0,50 0,50 ‘ 0,65
0,60 CEB 0,59 1 0,69 | 0,90
DIN 0,50 | 0,53 i 0,72
ACI 0,50 l 0,52 1 0,71
ALGORITMO 0,88 0,89 [ 1,05
NB-1 0,88 0,88 | 1,04
1,00 CES 1,03 | 1,22 1 1,49
DIN 0,86 0,91 ‘ 1,11
| ACI 0,89 i 0,94 | 1,18

Observa-se pelos resultados que o processo da NB-1 e
0 que melhor se apresenta em relacdo ao algoritmo. A solugao
fica sempre a favor da seguranga na faixa de esforcos testada.
0O pequeno erro contra a seguranca que aparece nas tabelas pode
ser admitido como erro numérico. 0 erro maximo detectado & da
ordem de 25% a favor da seguranca. Observa-se também que para
valores de p/v nao menores que 1, ocorre praticamente a coinci
dencia do processo simplificado com o algoritmo. Para valores
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de u/v inferiores a 1 o processo fica sensivelmente a favor da
seguranca devido a superestimacao da curvatura ultima da secao

TABELA 4.6 - Valores de w - £/d = 19,1 (A = 60)

i |
i METODO 7
| 0,20 [ 0,60 } 1,00
ALGORITMO j 0,13 i 0,14 ! 0,26 !
NB-1 | 0,14 | 0,17 | 0,32 |
0,20 CEB | 0,17 0,21 | 0,37
DIN | 0,16 0,23 | 0,41
ACI 0,12 0,12 i 0,29
ALGORITMO | 0,51 0,56 0,73
NB-1 | 0,52 | 0,56 \ 0,73
0,60 cEB . o.61 | 0,73 | 0,95
DIN 052 | 0,61 | 0,86
ACI ’ 0,53 0,62 i 0,95
ALGORITMO | 0,90 0,95 1 1,15
NB-1 0,89 0,94 f 1,12
1,00 CEB | 1,05 | 1,26 | 1,53
DIN ‘ 0,86 0,99 | 1,25
ACl ‘ 0,94 ¥4 12 | 1,57
|

Dos quatro processos testados o que fornece piores
resultados € o da ACI, principalmente para grandes valores do
esforgo normal. Isto se da porque quando o esforgo normal tor
na-se significativo frente a carga de Euler, o fator de ampli-
ficacao de momentos fica muito grande e irreal. Para melhorar
os resultados deve-se considerar as armaduras na avaliagao da
carga de Euler. A ACI fornece uma expressao para o calculo da
rigidez a flexao incluindo as armaduras. Assim, a rigidez da-
da pela equagao (3.3.21) deve ser usada como pre-dimensionamen
to, e a partir da armadura obtida, procede-se a novos dimensio
namentos incluindo as armaduras no calculo da rigidez.
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TABELA 4.7 - Valores de w - 2/d = 25,5 (A = 80)

)
u METODO

0,20 0,60 1,00

ALGORITMO 0,16 0,21 b 0,35

NB-1 0,17 0,26 0,44

0,20 CEB 0,19 0,27 0,44
DIN 0,18* 0,31* 0,53*

ACI 0,13 0,20 0,60

ALGORITMO 0,54 0,64 0,85

NB-1 0,54 0,64 0,84

0,60 CEB 0,63 | 0,78 | 1,00
DIN 0,54* | 0,69* 0,99*

ACI 0,57 0,85 1,80

ALGORITMO 0,92 1,03 1,26

NB-1 0,92 1,02 1,23

1,00 CEB 1,07 | 3537 1,58
DIN 0,86 1,07* 1,38*

ACI 1,01 1,48 2,98

* Situagao fora dos limites de aplicagao do metodo.

4.5. Inclusao simplificada da fluencia do concreto

Para testar a precisao do processo simplificado de
inclusao da fluencia do concreto descrito na secao 3.6, prepa-
rou-se a Tabela 4.8 para coeficiente final de fluencia,

o(t_» to), igual a 2 como em 3.5.1. Para o algoritmo a histo-
ria de carga e amostrada na figura 3.5.1.

A tabela foi preparada para pilares curtos e es
beltos, com relagao 2/d igual a 12 e 40. A situacao de proje-
to € a mesma da segao anterior. 0 aco & o CA50A e o parametro
d'/d igual a 0,10. Encontram-se tabeladas as taxas mecanicas
de armadura w, definidas por (4.3.6), para os esforgos de pro-
jeto de 12 ordem v e u definidos por (4.3.2) e (4.3.5), respec
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tivamente. No processo simplificado do CEB/78 nao foi conside

rado o fator de comportamento v = 1,2.

TABELA 4.8 - Valores de w - ¢ (t,, t ) =2

\ 0,20 0,60 1,00
2/d
u ALGORITMO | CEB/78 | ALGORITMO | CEB/78 |ALGORITMO | CEB/78

12 0,20 0,12 0,12 0,10 0,10 0,22 0,21

(A=40) 0,60 0,49 0,50 0,50 0,52 0,65 0,67

1,00 0,88 0,88 0,88 0,91 1,05 1,10

a0 |0520 0,26 0,26 0,55 0,58 0,86 1,07
(A=125) 0,60 0,65 0,70 0,94 1,19 1,33 2,05 ,

1,00 1,02 1513 1,34 1,80 1,74 2,95
’ Comparando os resultados, verifica-se que o processo

simplificado proposto pelo CEB para a inclusaoc da fluencia do
concreto, fornece uma solugao a favor da seguranga. 0 erro tor
na-se maior a medida que os esforgos iniciais de 12 ordem cres
cem, principalmente o esforco normal. Isto se da porque quan-
do o esforco normal aproxima-se da carga de Euler, a excentri-
cidade adicional de fluencia tende ao infinito. Consequente-
mente os melhores resultados sao obtidos para valores baixos
do esforco normal. A precisao do processo pode ser melhorada
incluindo-se as armaduras no calculo da carga de Euler. Para
isto procede-se iterativamente, adotando em uma iteragao a ar
madura calculada na iteracao anterior. 0 fator de comportamen
to v, sugerido pelo CEB para a majoragao da forca axial, pode
ser desconsiderado em vista dos resultados obtidos.

4.6. Importancia das deformacoes diferidas do concreto

Para se detectar o erro cometido no dimensionamento
ao se desprezar as deformacoes diferidas do concreto, foram
preparadas tabelas semelhantes a anterior, para pilares curtos
e esbeltos, com relacao %/d igual a 12 e 40. A deformagao es-
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pecifica de retragao foi fixada conforme a secao 3.5.2. O0s de
mais parametros caracterizadores do pilar sao os mesmos da se-

¢ao anterior.
Ao se desprezar a fluencia do concreto, verificou-se

um erro maximo, para a faixa de esbeltez e esforgos solicitan-
tes de primeira ordem em estudo, da ordem de 20%. Este limi-
te tende a aumentar com o crescimento do esforgo normai, de
forma que a fluencia do concreto nao pode simplesmente ser des
prezada como sugere a NB-1T.

A retracdo do concreto acarretou um aumento maximo
de 2% na armadura, o que indica que a mesma pode ser despreza-
da ros casos em quest3o. Isto inclusive & permitido pelo

CEB/78.

4.7. Coeficiente de sequranca

0 coeficiente global de seguranca s, € definido como
sendo a razao entre o carregamento de ruina e o carregamento de
servigo do pilar. 0 carregamento de ruina, neste caso, & obti
do com as resistencias caracteristicas dos materiais, ou seja,
a ruptura e verificada com essas resistencias caracteristicas.
De um modo geral este coeficiente @ composto de tres parcelas,
uma devida a majoracao das cargas de servico e as outras duas
devidas a minorag3ao das resistencias do ago e do concreto, que
sao as condicoes de seguranca impostas no dimensionamento. Nes
tas condigoes o coeficiente de seguranca fica dependente do
grau de solicitagao do pilar. Assim & que ele diminui com a
esbeltez, pois quanto maior a esbeltez do pilar, maiores serao
os momentos de segunda ordem e, consequentemente, maior o grau
de fissuragao da peca, reduzindo com isso, a parcela de contri
buicao do fator minorador da resistencia do concreto.

Na fiqura 4.7.1 apresenta-se a variacao do coeficien
te global de seguranca para valores do parametro de esbeltez
2/d entre 12,7 e 40, o que corresponde a indices de esbeltez )
de 40 e 125, respectivamente. 0 ago & o CA50A e o parametro
d'/d & igual a 0,10. A situagao de projeto &€ a mesma da figu
ra 4.3.1, poréem com momentos iguais nos apoios. As definigdes
do esforgo normal reduzido v e do momento fletor reduzido u,



sao dadas pelas expressoes (4.3.2) e (4.3.5). 0 carregamento &
de curta duragao. 0 coeficiente de seguranca indicado na figu-
ra € o obtido atraves do dimensionamento pelo processo alterna-
tivo do capitulo 3.

SA
12,7 19,1 25,5 40,0
[
| | 17
| |
i K:0,60 ‘
2,1 y |
1,96 S |
1,89 : k |
] 0'
J.o |
1,68
1.61 ﬂhﬁh““-———ihasL____n
1,54 —
- 00,20
1,47 — -0
1,0 T x o
o 40 60 80 125 by

FIGURA 4.7.1 - Variacao do coeficiente global de segurang¢a s,
com a esbeltez e com a forgca normal.

4.8. Engastamento elastico

4.8.1. Influencia do grau de engastamento

As curvas das figuras 4.8.71 e 4.8.2 foram obtidas
com o algoritmo de analise descrito na secao 2.10 para o pi-
lar da figura 2.10.1. As curvas relacionam o momento e a for-
ca axial que atuam nas extremidades do pilar, em forma adimen-
sional, com o deslocamento transversal maximo W do seu eixo,
relativo a altura Util d da secao transversal da figura 4.3.1.
0 parametro geometrico d'/d € igual a 0,10 e o aco & o CA50A.
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As respostas foram obtidas para cargas de curta duragao, com
dois valores de rigidez das molas e tambem para o caso bi-rotu

lado.

orp A
= Du= 1,64

--dz—-z 40; Wr 0,89

1l°"

0,470,608
(0,60)
0,5 4
i t + =
o 0,25 Qaso 0,75 W4

FIGURA 4.8.1 - Respostas da estrutura para diferentes graus de

engastamento B8,.

Nas figuras s3ao indicados os valores v, da carga de
riina., Para o caso bi-rotulado, com Bo = 0, o valor entre pa-
réntesis @ a carga de rufna obtida com o algoritmo iterativo
da seg¢ao 2.6. Verifica-se uma boa concordancia entre os dois
algoritmos.
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FIGURA 4.8.2 - Respostas da estrutura para diferentes graus de
engastamento 8 .

4,8.2. Analise classica

0 projeto usual do pilar da figura 2.10.1, € baseado
numa analise elastica linear de primeira ordem, para se deter-
minar os esfor¢cos solicitantese posterior dimensionamento in-
cluindo as duas nao-linearidades presentes.

Da analise linear resulta para o momento fletor de
primeira ordem M,,, solicitante no pilar, a expressao (4.8.1),
onde M0 e BO sao o momento nodal e o parametro de rigidez da

mola, respectivamente.

Myg = M, (—2—) . (4.8.1)

2+130
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Dimensiona-se o pilar para o momento M,, e a forca
axial P, incluindo as n3o-linearidades fisica e geométrica, co
mo no algoritmo alternativo do capitulo 3.

A influencia favoravel da rigidez nodal nos desloca-
mentos transversais do eixo do pilar, & considerada adotando-
-se um comprimento reduzido para o mesmo, admitido igual ao
comprimento de flambagem.

Na Tabela 4.9, apresenta-se os resultados obtidos
com esse procedimento, para os pilares das figuras 4.8.1 e
4.8.2. Encontram-se indicadas, as cargas de rufna v =u ob-
tidas com o algoritmo da secao 2.10 e a taxa de armadura w exis
tente nos pilares. O0Os valores u;,, £,/d e w, referem-se ao mo
mento fletor de primeira ordem obtido de (4.8.1), a relagao de
esbeltez com o comprimento de flambagem, calculada atraves de
(3.2.13), e a taxa de armadura obtida com o algoritmo alterna-
tivo do capitulo 3, respectivamente.

A taxa de armadura Wg s foi calculada com o procedi-
mento classico, admitindo a validade do critério de comprimen-

to de flambagem.

TABELA 4.9 - Pilares com esgastamento elastico

[ Wo-w
2/d 8 Vo, W H1d 1e/d Wa (—;——)100
N 1,70 | 0,89 | 0,55 | 31,0 | 0,98 10,0
1,64 | 0,89 | 0,41 25,8 | 0,93 4,5
1,16 | 0,64 | 0,58 | 19,8 | 0,79 23,5
25,5
1,67 | 0,64 | 0,42 | 16,4 | 0,74 1545

Observa-se atraves dos resultados, que a adocao desse
criterio resulta numa solucao a favor da seguranca. Entretan-
to, em virtude do pequeno numero de exemplos, nao se pode che-
gar a uma conclusdo sobre a possivel existencia de casos con-
trarios a segurancga.

Uma outra observacao que se deve fazer, e que a solu



¢ao obtida com o algoritmo da secao 2.10, so & valida enquanto
as vigas que concorrem aos nos do portico, permanecerem em re-

gime aproximadamente linear.




5. CONCLUSOES E SUGESTOES

Em funcao de todo o estudo realizado, algumas conclu
sdes importantes podem ser tiradas, relativas a analise e di-
mensionamento de pilares de concreto armado.

Com relacao a analise, verifica-se a eficiencia e
precisao do algoritmo de aproximagdes sucessivas, o qual tem a
vantagem da facilidade de programagao. £ um algoritmo especi-
almente indicado para pilares isostaticos e fornece uma solu-
cao realistica do problema. Para o calculo das curvaturas do
eixo do pilar, necessarias para a avaliagac dos deslocamentos,
pode-se utilizar o algoritmo com rigidez tangente, que se mos
tra bastante eficiente do ponto de vista do tempo de processa-
mento. A solucao adotada para a inclusao das deformagoes dife
ridas @ facilmente adaptada a analise de curta duragio e forne
ce bons resultados frente aos dados experimentais. 0 algorit-
mo desenvolvido para pilares engastados elasticamente tem como
principal atrativo, o fato de se poder analisar a estrutura hi
perestatica sem a utilizagao dos tradicionais metodos matri-
ciais, 0s quais requerem uma consideravel disponibilidade de
memoria, alem de dificil programacgdo.

Em se tratando de dimensionamento, verifica-se a
grande dificuldade de inclusao simultanea das duas nao-lineari
dades. Isto so pode ser realizado atraves de varios dimensio-
namentos sucessivos, acompanhados de uma analise global da es-
tabilidade do pilar. E um processo trabalhoso e so0 se torna
viavel com a utilizagao de um computador. Em funcdo disto e
razoavel admitir-se processos simplificados, os quais tem pre-
cisao constatada para casos particulares de geometria e carre-
gamento.

Os quatro processos simplificados propostos em nor-
mas que foram testados, mostram-se relativamente precisos para
aplicacoes praticas. 0 processo da NB-] apresenta-se como 0
mais adequado para as condicoes usuais de pilares de edificios
residenciais e comerciais.
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0 criterio de adogao de uma excentricidade equivalen

te para pilares carregados assimetricamente, e de boa precisao
e fica favoravel 3 seguranca.

A adocdo do conceito de comprimento de flambagem
elastica para pilares de concreto armado, mostra-se a favor da
seguranca pela subestimagao da capacidade de carga do pilar
nas condigoes reais de projeto.

A inclusdo da fluencia do concreto na forma simplifi
cada proposta pelo CEB, fornece bons resultados e favoraveis a
seguranga. Nao ha a necessidade de se adotar o fator de com=-
portamento sugerido pelo codigo.

As principais criticas a norma brasileira NB-1/78,
referem-se a fluencia e ao conceito de pilar curto. A fluen-
cia do concreto pode ter importancia significativa na estabili
dade dos pilares, e nao pode simplesmente ser desprezada para
A < 80. Com relagao a esbeltez, nao se pode desprezar os efei
tos de segunda ordem somente em funcdo do indice 3. Para se
classificar um pilar como curto deve-se levar em consideracgao,
além deste indice, a excentricidade relativa da forga normal.
Espera-se que na proxima revisao da norma, esses dois pontos
sejam considerados.

Em termos de projeto, recomenda-se a utilizagao do
processo do CEB para a inclusao da fluencia do concreto, e mos
tra-se uma preferencia pelo processo simplificado da NB-1 para
a inclusao dos efeitos de segunda ordem. Sugere-se a classifi
cacao de pilares curtos da DIN 1045 e nao como indica a NB-1.

Como continuacdao deste estudo, recomenda-se uma ana-
lise mais detalhada do criterio de comprimento de flambagem
para pilares engastados elasticamente, a fim de verificar se o
mesmo fornece sempre uma solugao a favor da seguranca. Uma ex
tencao deste trabalho para flexo-compressao obliqua, deve ser
considerada em desenvolvimentos futuros.



APENDICE

RELAGOES MOMENTO FLETOR-ESFORGO NORMAL-CURVATURA PARA SECOES
RETANGULARES

A.1. Resultante das tensoes de compressao no concreto

A secao de concreto armado considerada e a mostrada
na figura A.1.1, onde a armadura se distribui simetricamente
em torno do perimetro da secao. O0s parametros geometricos ca-
racterizadores da mesma encontram-se evidenciados na figura.

f —'r 4 I L
| ° ® et+—=+d | ]
I .
® =) | 'di
‘ camada generica
h B g T de armadura
d
® % "
e ® J
S 9 :;_—*
o q'

FIGURA A.1.1 - Secao transversal retangular macica.

Pela aplicagao de um momento fletor associado a um
esforgco normal, a distribuicao de deformagoes na secao € a li-
near da figura A.1.2, onde €4 e a deformacao correspondente ao
inTcio do trecho retangular do diagrama tensao-deformacao do
concreto.

0 diagrama tensao-deformagao adotado para o concreto
e o da figura A.1.3, onde f. sera tomado igual a foq ou f, de
pendendo se se trata da verificacao da ruptura ou do calculo
de deslocamentos atraves das relacdes M-N-X.
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FIGURA A.1.2 - Distribuicao de deformacoes na segao transversal.
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FIGURA A.1.3 - Diagrama tensao-deformacao do concreto em com-

pressao.

0
(A.1.2), onde ¢ & o valor do coeficiente de fluéncia num ins-

As deformacgoes ¢_ e €y sao dadas por (A.1.1) e

tante t generico.

m
1l

o = 2% (1 +8) . (A.1.1)

3;50fgo (1 =+ i!) " (A.‘oZ)

£
u

A equacao do trecho parabolico do diagrama e dada
por

2
g

o, = 0,85 f_ [A ¢

+ B ec} ; (A.1.3)
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onde
A = -250.0002 ’ (A.1.4)
(1 + ¢)
e
=220 , (A.1.5)
(1 +9)

De acordo com a equagao (2.9.2) do capitulo 2, a de-
formaciao E. em uma fibra situada a uma distancia y da linha
neutra, e dada por (A.1.6) onde € s e a deformagao especifica

de retracao num instante t generico e X € a curvatura da secao.
e =Xy - ¢ ; (A.1.6)

Iqualando (A.1.6) ao valor de €, dado por (A.1.1) re
sulta para ¥g da figura A.1.2,

2% (1 + ¢) + € s
¥g = : (A.1.7)

X

Define-se,

P = X lfj1 N (A.].S)

s = X (A.1.9)
d
d!

a:— ; A-]-‘IO
; ( )

2% (1 + ¢) + €
o = 2 (A.1.11)
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Substituindo (A.1.8) e (A.1.11) em (A.1.7) resulta
(A T1.13)

Yu =8 dy - (A.1.13)
A distancia s na figura A.1.2 e dada por
| g £X= N0 . (A.1.14)
i Observando pela figura A.1.1 que,
; ho=dy + d (A.1.15)
] e introduzindo (A.1.9), (A.1.10) e (A.1.12) resulta para s a
| expressao
|
S = Y d-l . (A.'I.'IG)

A distribuicao das tensoes de compressao na segao de
concreto @ mostrada na figura A.1.4.

0,85f.

FIGURA A.1.4 - Tensoes de compressao na secao de concreto

A tensao numa fibra genérica da secao sera conforme
a mesma se encontre no trecho parabolico ou no trecho retangu-
lar, dada por (A.1.17) ou (A.1.18) respectivamente, onde em
(A.1.17) ja se substituiu a expressao (A.1.6) para a deforma-
¢ao €

¢’
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o, =0,8 f_ [A (Xy - ¢ )" + B (XY - €.s)] - (A.1.17)

5. = 0,85 f_ . (A.1.18)

A resultante de tensoes no concreto & dada pela inte

gral

R =/ b o_ dy , (A.1.19)

Ree =/ % bo_dy+/ bo dy . (A.1.20)

Resolvendo as integrais e fazendo todas as substitui

¢coes necessarias, resulta

Rcc - Rccx ¥ Rccs (A.1.21)
onde
L @ -v3 + B2 (a2 - v%) 4 £ -q] bd, 0,85 F (A.1.22
cx |, @Y e )c,ai1,c(--)
_ 2 2 2 —
Riea & (A [gcs (0 =Y) = de (@ =Y )] -8 € e (a = Y)} bd, 0,85 fc
(A.1.23)
De um modo geral pode-se escrever
Ree = ke bd, 0,85 fo s (A.].Zﬂ)

onde k. e um adimensional.
As equagdes (A.1.22) e (A.1.23) foram deduzidas admi
tindo-se que toda a secao estava comprimida, e alem disto, que
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a distribuic3o de tensdes na segao apresentava um trecho para-
bolico e um trecho retangular. Como outros casos podem ocor-
rer, no programa de computador deve-se fazer as seguintes alte

racoes:

1] - Se Y < 0, significando que so parte da secgao esta comprimi

da, deve-se fazer Y = 0.

2 - Se £ < a, significando que o trecho retangular inexiste,
deve-se fazer » = £ pois o trecho parabolico estende-se

até o topo da secao.

Na figura A.1.5 apresenta-se a resultante de compres
sao no concreto Rcc‘ posicionada a uma distancia z da borda me
nos comprimida e a uma distancia y. da linha neutra.

0,85 f

lw"

!
- .
|

Ye

-

e 1
'

FIGURA A.1.5 - Posicao da resultante de compressao no concreta
De acordo com a figura A.1.5 pode-se escrever
R Ve ® g b 0. ¥ dy . (A.1.25)

Resolvendo a integral com as devidas substituigoes e

introduzindo (A.1.24) resulta

* Yes) 94 (A.1.26)
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1 onde
)
2 _ 2 _ 2
| o =L JREC 0 L %y g BE B 48y Bm (A.1.27)
\ X k. |4 3 2 -
c
|
| 1, [ 2.2 B 3 3] Bt 2oy |
Ly sl a2 (of - v8) - —8 (07 - YY) - — (af - YO)}(A.1.28)
cs k 2 3 | 2

y =k_d (A.1.29)

i onde k, e um adimensional.
| Observando pela figura A.1.5 que
2 =¥ = S (A.1.30)
e substituindo (A.1.16) em (A.1.30), resulta
Z = kc] d, (A.1.31)
onde
¢l 0

K, =k -7Y . (A.1.32)

Pelos motivos ja expostos, no programa de computador,
deve-se observar as seguintes situagoes:

1 - Se vy < 0, deve-se fazer Y
(A.1.28).

0 nas equagoes (A.1.27) e

2 - Se £ < a, deve-se fazer a
(A.1.28).

£ nas equacoes (A.1.27) e
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A.2. Relacoes momento fletor-esforco normal-curvatura

Se A, e a area da secao transversal de armadura exis
tente na camada generica i da figura A.1.1, define-se a taxa

geometrica o; de armadura por
Asi
: o, = =1 . (A.2.1)

Analogamente, sendo A . a area total de aco na segao,

define-se a taxa geometrica p, como

A
o = —— (A.2.2)
bd,

Se todas as barras sao do mesmo diametro, e ni & o
numero de barras na camada i e n & 0 numero total de barras, €
facil verificar que

ni
p.i = — O . (A0203)

n
Define-se ainda, a taxa mecanica w de armadura, como

sendo

.F
g o= B XL (A.2.4)
2 fcd
Para os esforgos solicitantes define-se o esforgo

normal reduzido v por (A.2.5) e o momento fletor reduzido p por
(A.2.6).

G = : (A.2.5)

s



129

M
_ d . (A.2.6)
bd,© 0,85 f_y

As equacgoes de equilibrio obtidas para uma secao
transversal arbitraria, no capitulo 2, s3ao dadas por (A.2.7) e
(AR.2.8).

- R__(x,X) - £ A. o, (x,X)=0 . (A.2.7)

(h - di) og;

; (% X) - Ny ¢, . (A.2.8)

) si

Uma vez que as relacoes M-N-x sao utilizadas para o
calculo dos deslocamentos do pilar, a resistencia adotada pa-
ra o concreto deve ser a caracteristica e como visto anterior-

mente, pode-se escrever

0,85 0 3 (A.2.9)
(A.2.10)

Substituindo (A.2.1), (A.2.5) e (A.2.9) em (A.2.7)
resulta

0,85 v f_4 - 0,85 kc | fc ~ I p; 6,. =0 . ([A.2.11)

Lembrando que fck = 1,4 fcd de acordo com a NB-1 e
substituindo (A.2.3) e (A.2.4) em (A.2.11), resulta finalmente

0,85 v - 1,19 ke - 2% 5 nig. =0 . (A.2.12)
n fyd




AT e b .
Define-se,
G (A.2.13)

o Procedendo de forma analoga pode-se expressar a equa -
& cao (A.2.8) na forma adimensional (A.2.14), lembrando que para

= esta secao ¢, = 0,5 h.

nl
2 w '
u=1,4k Ky +——— I ni (1l +a-2;)0_,-0,5(1+a)v
© ¢l 0,850 fy i 1o

(A.2.14)

(A.2.12) e (A.2.14) os coeficientes
A tensao I s

De fato pela

Nas expressoes
k. e kcl dependem de £ e ¢ como ja demonstrado.
- nas barras da camada i tambem dependem de £ e ®.
_; equacao (2.5.5) do capitulo 2, verifica-se que a deformagao na
3 camada i & dada por (A.2.15), ja feitas as substituicoes neces

sarias.

eg; = & (& = 8y) (A.2.15)

¥

At [T o s oy T I g [
U 8 (gl =g b Tl il el ST LA Y L (PP - LLb
S v o e Bl v a

Como a deformacao & funcao de ¢ e £ a tensao corres-

pondente tambem sera. Obtém-se assim uma relagao momento fle-

tor-esforgo normal-curvatura adimensional, na forma u-v-9o.
Para a determinagao de 8, recorre-se a figqura A.2.1,

onde admite-se que as barras estao igualmente espacadas na ver

W
o .S:;ﬂ

Cotl

=iy '.u!.!‘.‘, o

T T

tical.
Pela figura e facil concluir que
t.‘.l-| = g
Sy = ——— (A.2.16)
n' -1

onde de acordo com a notacao, n' & o nimero de camadas de arma

dura.
Tambem verifica-se que
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di = d' + (n' - i) S, - (R.2.17)

e h
it—Te e o |
® of |
| /
#h——no ® di
|
s d
YA - te @ ' :
° o—
e
d,iﬁ——ﬂr *—

FIGURA A.2.1 - Segao com barras iqualmente espacadas.

Substituindo (A.2.16) em (A.2.17) resulta

di =d o+ {0 =1 g - gy . (A.2.18)
(n' - 1)
Dividindo (A.2.18) por d, e introduzindo (A.1.10) e

(A.2.13) resulta finalmente

B, = a + 40 = 1) Fy o oay . (A.2.19)

A.3. Determinacao da ruptura da secao

A determinacao do momento fletor de ruptura da secao
€ baseada nos dominios de dimensionamento da figura 2.9.2 do
capitulo 2. Para isto trabalha-se com as resistencias minora-

das dos materiais, ou seja, com f e f para o concreto e pa
5 cd b

ra o aco, respectivamente. De acordo cii estes dominios, veri
fica-se que conhecida a posicao x da linha neutra da secao, a
curvatura X da mesma pode ser escrita em funcao de x. A ex-
pressao de X varia conforme o dominio em que se situa, devendo

-se distinguir tres casos.
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a) Dominio 2.

E facil ver pela figura 2.9.2 que neste dominio, x
tem a variacao dada por (A.3 1), onde.¢ e o valor do coeficien
te de fluencia no instante em consideracao.

-
|

ch-:\‘

- -

B S (A.3.1)
10 + 3,5 (1 + ¢))

Introduzindo (A.1.9) resulta para este dominio

0 < £ < 3,5 (1 +¢) | (A.3.2)
10 + 3,5 (1 + )

A curvatura X e dada em funcao de x por (A.3.3), ou
em forma adimensional, por (A.3.4)

g = 22010 (A.3.3)
d]'x

& 5 G ¢ (A.3.4)
-k

b) Dominios 3,4 e 4a.

Neste caso as variacoes de x e £ sao dadas por
(A.3.5) e (A.3.6) e as curvaturas X e ¢ por (A.3.7) e (A.3.8).

[ 3,5 (1 + ¢) ] dj < x s h ; (A.3.5)
Y10 + 3,5 (1 + ¢)
10 + 3,5 (1 + ¢)
x = 05,0035 (1 +9) (A.3.7)
X
o = 0,0035 (1 + ¢) (A.3.8)
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c) Dominio 5.

Neste dominio as expressoes em estudo sao dadas por
(A.3.9) a (A.3.12).

h < X < ™ 3 (A-a-g)
(] + a) < E, < o : (A-3.-[0)
y = 02002 (1 + &) . (A.3.11)
X = 3 h
7

5 = 02002 (1 + 9) _ (A.3.12)

g-20+a)

7

Para a determinacao do momento de ruptura utiliza-se

0 processo da bissecante. A equacao (A.2.7) em forma adimen-
sional, @ funcao apenas de £ uma vez que ¢ & conhecida para ca-
da valor de §. Utiliza-se o processo da bissecante para encon
trar £, no intervalo [0,»). Caso nao exista a raiz de (A.2.7)
significa que a segao nao resiste ao esforco normal aplicado.
Encontrado £ a equagao (A.2.8) em forma adimensional fornece
diretamente o momento de ruptura Hy da secao.
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ANEXO

TABELAS PARA DIMENSIONAMENTO DE PILARES DE CONCRETO ARMADO

As tabelas apresentadas neste anexo, seguindo o mes-
mo formato das Tabelas PROMUN(ZS), destinam-se ao dimensiona-
mento de pilares de concreto armado com geometria e carregamen
to da figura AN.1. A sec¢ao transversal do pilar se mantém cons
tante ao longo do seu eixo, inclusive a armadura.

::ﬁ’":_ Jb‘j)"w ‘\2{ _T;

| !
L ! A Y i
1

FIGURA AN.1 - Geometria e carregamento do pilar.

Para a utilizacao das tabelas deve-se entrar com os
seguintes parametros adimensionais.

B w2 = relagao de esbeltez do pilar;
d
‘ a =4 - parametro geométrico da secao;
i
v o= - esforco normal reduzido;
0,85 bd f
cd
M4 . .
u o= 7 - momento fletor reduzido de primeira
0,85 bd® f

cd ordem.
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As tabelas fornecem o valor de w com o gual se calcu
la a secao de armadura A, por
f
A = w bd —cd
fyd

Todas as tabelas foram preparadas para cargas de cur
ta duracao, ¢ = 0. Encontram-se tabelas para os acos CAS50A e
CA508B.
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