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RESUMO

A presente pesquisa tem como foco o ensino dos numeros racionais no Ensino
Fundamental. Seu objetivo é analisar as potencialidades e limitagdes de uma
proposta de ensino que utiliza o computador, em particular do software de geometria
dindmica GeoGebra, e a metodologia de aulas de matematica investigativa. Essa
proposta de ensino foi aplicada em turmas de 8° ano do Ensino Fundamental de
uma escola publica, localizada na cidade de Sapucaia do Sul/RS. Esses estudantes
ja traziam conhecimentos sobre numeros racionais e, diante disso, esse campo
numérico foi retomado com a intencéo de verificar e contornar possiveis déficits de
aprendizagem, assim como de ampliar o conhecimento sobre esses numeros por
meio de investigagbes em que pudessem ser observadas algumas de suas
caracteristicas. Para isso, propusemos atividades que articulavam simultaneamente
diferentes representacées dos numeros racionais. A metodologia de pesquisa
empregada foi a qualitativa. A proposta de ensino apresentada no final deste texto
como alternativa de trabalho para o ensino de numeros racionais, e para
professores, diante da analise realizada, poderem refletir acerca de suas
potencialidades e limitagdes. Dos resultados obtidos, podemos destacar os recursos
visuais do software GeoGebra, que favoreceram aos alunos a compreensao dos
numeros racionais e suas regularidades, e o cenario investigativo-tecnolégico, que
fez com que eles se mantivessem engajados na investigagdo como agentes de seu
aprendizado.

Palavras-chave: aulas investigativas, ensino de matematica, numeros racionais,
software GeoGebra.



ABSTRACT

This research focuses on the teaching of rational numbers in Elementary School. It's
aim is to analyse The potentialities and limitations of a teaching approach which
proposes the use of the computer, particularly the dynamic geometry software
GeoGebra, and the methodology of investigative math classes. This teaching
approach was applied to students of the 8" year of an Elementary Education public
school located at Sapucaia do Sul/RS, Brazil. These students already studied
rational numbers at school in previous years. Thus this numerical field has been
taken into account with the intention to check and bypass possible learning deficits,
as well as increase knowledge of these numbers through investigations in which it
could be observed some your characteristics. For this purpose, we proposed
activities that simultaneously articulated different representations of rational numbers.
The research is based in a qualitative paradigm. The teaching approach is presented
at the end of this text as an alternative way for teaching rational numbers and other
teachers in view of the analysis can consider its potentialities and limitations. From
the results, we can highlight the visuals of the GeoGebra software, which favored
students the understanding of rational numbers and their regularities and the
investigative - technological scenario, which caused them to remain engaged in
research as their learning agents.

Keywords: investigative lessons, mathematics teaching, rational numbers,
GeoGebra software.
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INTRODUCAO

Observando nossos alunos ao chegarem na sala de aula, ou na hora do
intervalo, percebemos o fascinio que as tecnologias exercem sobre eles. Em um dia,
ao chegarmos a escola onde lecionavamos, deparamo-nos, na entrada, com um
grupo de alunos, cada um com um aparelho celular na méo. Eles nos mostravam
que haviam feito um grupo virtual da turma em uma das redes sociais da internet, e
que naquele grupo eles passariam a compartilhar musicas, videos e arquivos em
geral. Naquele momento, pudemos perceber que os jovens exploram e aprendem
muitas coisas sobre tecnologias. Por outro lado, parte dos alunos em sala de aula
nao demonstrava essa mesma disposi¢cao para aprender as matérias que lhes eram
ministradas. Isso nos motivou a pensar em uma metodologia que trouxesse o0 uso
das tecnologias para dentro da sala de aula.

Além disso, como iamos lecionar para turmas de 8° ano do Ensino
Fundamental no ano de 2014 e havia na grade curricular da escola o conteudo
‘conjuntos numéricos”, incluidos ai os “numeros racionais”, identificamos estes
ultimos como um tema que, desde que iniciamos a lecionar, nos chama a atencao
pela dificuldade que impde aos alunos, independentemente do ano escolar que

frequentam.

Muitos alunos tém dificuldades na aprendizagem dos numeros
racionais. Por vezes, alguns perdem de vista a necessidade de todas as
partes em que a unidade esta dividida serem iguais, contam as partes
incorretamente e, dada uma parte, tém dificuldade em relaciona-la com o
todo correspondente. Mesmo quando parecem ja ter algum conhecimento
dos numeros racionais, parece faltar a alguns alunos uma nocgéo
quantitativa de numero racional (PONTE; QUARESMA, 2011, p. 57).

Ainda, sabendo que os alunos gostam de explorar os recursos disponiveis em
seus celulares, tablets e computadores, além dos aplicativos neles instalados, o
presente trabalho busca criar um ambiente de investigagdo para o estudante. No
ambiente investigativo, o aluno se torna sujeito explorador, conforme Brocardo,
Oliveira e Ponte (2003, p.23):

Na disciplina de Matematica, como em qualquer outra disciplina
escolar, o envolvimento ativo do aluno é uma condigdo fundamental da
aprendizagem. O aluno aprende quando mobiliza os seus recursos
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cognitivos e afetivos com vista a atingir um objetivo. Esse é, precisamente,
um dos aspectos fortes das investigagées. Ao requerer a participacdo do
aluno na formulagdo das questbes a estudar, essa atividade tende a
favorecer o seu envolvimento na aprendizagem.

Como os alunos ja traziam uma bagagem sobre numeros racionais,
passamos a buscar uma abordagem que os colocassem a realizar tarefas que Ihes
lembrariam desses numeros. Na obra de Caraga (1951), os numeros racionais sao
explorados por meio de medidas de segmento. Dessa forma, ocorreu-nos que
podiamos adaptar o método desse autor ao uso das tecnologias. Analisamos alguns
softwares livres que pudessem nos auxiliar nessa tarefa e, dos que testamos, o
software de geometria dindmica GeoGebra foi aquele que nos ofereceu melhores
recursos.

Com isso, a nossa pesquisa trata da elaboracéo e aplicacido de uma proposta
de ensino que se apoia em um ambiente investigativo e tecnoldgico, seguida de sua
avaliagdo, que busca sinalizar suas potencialidades e limitagdes, qual seja: - De que
modo uma proposta investigativa com o uso do software GeoGebra contribui para
que os estudantes percebam caracteristicas dos numeros racionais?

Dessa forma a dissertacéo esta organizada da seguinte forma:

Capitulo 1: realizamos uma revisdo de literatura de trabalhos que se
aproximam da nossa pesquisa como inspiracao e reflexdo acerca dos temas com os
quais vamos trabalhar. Esse capitulo também contém o aporte tedrico que embasa
nosso trabalho. A proposta de ensino utiliza-se das ideias da investigagcao
matematica em sala de aula, uso da informatica no ensino de matematica e
representacdes multiplas, e a metodologia da pesquisa se apoia na abordagem
qualitativa.

Capitulo 2: arrolamos as atividades da metodologia de ensino e procedemos
a escrita formal dos conceitos e propriedades dos numeros racionais envolvidos
nessas atividades.

Capitulo 3: abordamos a metodologia da pesquisa qualitativa, indicando o
local onde foi realizado o nosso trabalho pratico, os participantes da pesquisa e
como os dados foram coletados e analisados.

Capitulo 4: fazemos a apresentacdao e analise dos dados, indicando as
potencialidades e limitagcdes da proposta de ensino realizada, bem como abordamos

outros aspectos que influenciaram nosso trabalho.
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Consideragoes Finais: pontuamos nossas reflexdes sobre o trabalho
desenvolvido e nossas expectativas para trabalhos futuros.
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1 REFERENCIAL TEORICO

Nosso trabalho se apoia em duas tendéncias no Ensino da Matematica, séo
elas: a Utilizacdo de Tecnologias no Ambiente Escolar e o Ambiente de
Aprendizagem Investigativo. Nesse capitulo, delineamos junto a pesquisadores
dessas areas a escrita que tende a elucidar o leitor sobre o caminho que tomamos
na nossa proposta de ensino para os numeros racionais.

Preliminarmente fizemos uma revisdo de literatura sobre o ensino dos
numeros racionais, de modo a nos auxiliar na elaboragao da proposta a ser colocada

em pratica com nossos alunos.

1.1 Revisao de Literatura

A diversidade de significados dos numeros racionais e suas representagdes
Ihe conferem inUmeras aplicagdes. Por outro lado, o ensino desses numeros com
suas peculiaridades € um tanto desafiador. Esses aspectos foram relevantes para a
escolha do tema em nossa pesquisa.

Contudo, queriamos uma maneira diferenciada para abordar os numeros
racionais daquelas sugestbes geralmente dadas em livros didaticos e das
metodologias das quais ja tinhamos conhecimento. Ja haviamos decidido fazer uso
das tecnologias, entdo, durante o nosso curso de Mestrado, ao cursarmos a
disciplina de Fundamentos de Matematica A, nos foi apresentado o conjunto dos
numeros racionais no contexto geomeétrico, tomando a comparagdo de medidas de
segmentos, subdivisbes de segmentos, construgdo da reta decimal graduada infinita,
entre outros. Simpatizamos com a ideia de adaptar o modo como foram abordados
0S numeros racionais naquela disciplina e passamos a buscar por trabalhos
académicos que se debrugcassem sobre o0 mesmo tema e contexto.

Entre busca e leituras, vimos com frequéncia referéncia ao livro do
pesquisador Caraca (1951). Esse autor indica o campo dos racionais como um
problema de medida. Primeiramente chama-nos a atencdo que a acao de medir é

uma necessidade humana. Em seguida, nos responde que medir € dizer quantas
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vezes um segmento cabe no outro; mas essa resposta gera um outro aspecto a ser
observado, a impossibilidade de termos uma unidade de medida que meca todas as
grandezas. Dessa forma ele indica duas condi¢gdes para podermos medir: 1°)
Estabelecer um padrdo unico de medida para grandezas de mesma espécie,
chamando esse padrdo de unidade de medida, por exemplo, metros para
comprimentos, segundos para tempo; 2°) Responder a pergunta — “Quantas vezes?”
que originara um numero que indique o resultado da comparagdo com a unidade,
sendo esse numero a medida.

O problema de medir, segundo Caraca (1951), passa por trés aspectos: 1)
escolha da unidade, considerando o aspecto pratico, a comodidade e a economia; 2)
comparagao com a unidade e 3) expressao do resultado dessa comparagao por um
numero. O surgimento do campo dos numeros racionais sera entdao, exemplificado
pelo autor por essa problematica através dos dois exemplos que iremos aqui

reproduzir.
Primeiro exemplo) Tomemos um segmento maior AB e outro menor CD,

onde o segmento CD, cabe exatamente 4 vezes em AB. Agora dividindo CD em 3

partes iguais e tomando uma dessas partes como nova unidade de medida, teremos
a medida de AB igual a 12 dessas unidades. E sendo CD igual a 3 dessas

unidades, temos que medir AB em relacdo a CD, pode tanto ser indicado pelo
numero inteiro 4 quanto pela expressdo 12:3 ou a razao % Nesse caso vemos a

razao indicar um ndmero inteiro.

Figura 1 — Exemplo medida 1

A B
—t:G—bGl

C D

—l

Fonte: Caraca (1951, p.33)

Segundo exemplo) Tomemos dois segmentos um maior AB e outro menor
CD, onde o segmento CD esta dividido em trés partes iguais que assumimos como
unidade, e que essa mesma unidade cabe exatamente 11 vezes em AB . Sendo CD

igual a 3 dessas unidades, temos que medir AB em relagdo a CD, como fizemos no
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primeiro exemplo, pode ser indicado pela expressdo 11:3 ou a razao % Nesse

caso a razao nao indica um numero inteiro.

Figura 2 — Exemplo medida 2

-+l
A B
b5l
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—

Fonte: Caraca (1951, p.34)

O segundo exemplo ilustra a insuficiéncia dos numeros inteiros em expressar
medidas, o que faz a necessidade de criar um novo campo numérico de modo a
suprir essa necessidade. Para isso Caraga (1951) enuncia os moldes de criagéo:

1°) O principio da extensdo: refere-se a criagdo de novos numeros por meio
dos quais possam exprimir a medida dos segmentos nos casos similares ao do
exemplo 2.

2°) A analise do exemplo 2 mostra que a dificuldade esta na impossibilidade
da divisao resultar numeros inteiros, quando o dividendo ndo é multiplo do divisor.

Dos dois itens acima recorre o terceiro.

3°) Se quisermos obedecer o principio da economia devemos fazer a
construcao de modo tal que:

i) 0s novos numeros devem abranger todas as
hipéteses de medigcdo sejam dos casos do exemplo 1, quanto os
casos do exemplo 2;

ii) 0S NOVOs numeros se reduzam em numeros inteiros
sempre que o caso de medicao se fizer analogo ao exemplo 1.

Atendendo a esses requisitos, decorre a seguinte definicdo: considere dois
segmentos AB e CD nos quais cabem um nuimero inteiro de vezes o segmento u,
onde AB contém m vezes e CD contém n vezes o segmento u. Diz-se ent&o, por

defini¢do, que a medida do segmento AB, tomando o segmento CD como unidade,

. . m -—_m =g . . . .
€ o numero —, tendo: AB=—.CD, para quaisquer que sejam 0s numeros inteiros
n n

men,comn=0.
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Figura 3 — Exemplo medida racional
m

.-l'k_

:;-II
] ==

D

'\-V_.-ﬂ'

n

)=

Fonte: Caraca (1951, p.35)

No caso de m ser divisivel por n, temos 0 numero — um numero inteiro que é
n
0 quociente dessa divisdo. Caso contrario, isto €, de m n&o ser divisivel por n

. . m .1 .,
dizemos que o numero — ¢é fracionario’. Em qualquer uma dessas hipoteses o
n

; m . ) )
numero — é racional, sendo m chamado de numerador e n denominador.
n

Dessa forma esses novos numeros constituem o campo racional ou conjunto
dos numeros racionais que é a unido do conjunto dos numeros inteiros com o
conjunto dos numeros fracionarios.

Caraca (1951), nos paragrafos seguintes, faz observagdes sobre os numeros
racionais, descrevendo suas propriedades e operagdes. No capitulo seguinte,
apresenta a discussdo de que o problema de medicdo ndo estaria totalmente
solucionado pelo conjunto dos racionais. Medidas como as das diagonais de
quadrados nao teriam representatividade racional, devendo novamente criar outro
campo numeérico que atendessem tal problema, o que levaria a criagdo dos numeros
irracionais.

No entanto, ao longo das paginas que seguiam, percebemos que Caracga
(1951) fez todo o tratamento dos numeros racionais por meio da notacéo de fragbes
pouco dizendo sobre a sua expansao no sistema decimal. Nesse momento ocorreu-
nos a ideia de desenvolver em sala de aula atividades no contexto geométrico de
medidas de segmentos com as relagdes entre fragbes e seus respectivos numeros
racionais expandidos no sistema decimal. Retomamos assim, as leituras dos
trabalhos cientificos envolvendo racionais para verificar como os autores vinham

contemplando o tema. Dentre os que haviamos observado, destacamos trés

1 , . e e
Termo usado por Caraga (1951) para niumeros racionais nao inteiros.
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dissertacdes de mestrado com caracteristicas proximas a que queremos trabalhar:
Boff (2006), Lessa (2011) e Lima (2010).

A pesquisa de Boff (2006) inicia com o levantamento em documentos oficiais
brasileiros e norte-americanos sobre as recomendacdes ao ensino dos numeros. A
respeito de Brasil, os Pardmetros Curriculares Nacional (PCNs) foram os
documentos analisados, ja para os Estados Unidos da América a analise foi feita
sobre os textos da National Council of Teachers of Mathematics de 1974.

Boff (2006) lista em seu texto as orientagdes dos PCNs, fazendo breves
comentarios, e em seguida, considerando as recomendag¢des do documento oficial,
parte para analise de alguns livros didaticos do Ensino Basico aprovados pelo
Ministério da Educacéo, verificando que as orientagdes dadas nao estao totalmente
contempladas nos livros didaticos.

Lima (2010), também fez uma analise de livros didaticos. O autor tomou livros
de Matematica utilizados no decorrer do século XX com o intuito de verificar como os
numeros racionais eram tratados ao longo desse periodo. Foram analisados livros
das épocas Reforma Campos (1931), movimento da Matematica Moderna (meados
dos anos 1960) e pos Matematica Moderna. Na cronologia dos livros de matematica,
Lima (2010) constata o abandono da ideia de trabalhar a construgdo dos numeros
racionais com base na medicdo. Os autores atuais dos livros didaticos citam a
importancia desse tipo de tratativa, mas os fazem de modo superficial em suas
obras.

Assim como Boff (2006) e Lima (2010), Lessa (2011) faz uma analise de livros
didaticos, mas de modo especifico ao 6° ano do Ensino Fundamental entre os anos
de 1927 até 2010. A autora constata nas dez obras observadas de distintas
colegdes, a padronizagao das bibliografias em iniciar o tratamento dos numeros
racionais com a ideia de trabalhar com “parte de um todo” e em seguida se
ramificando em outros significados como, medidas, operador, quociente e razao.
Lessa (2011) faz um apanhado de como os autores dos livros didaticos enunciam
esses significados, sendo unanime a abordagem dos significados parte de um todo e
operador, sendo os outros significados - medida, quociente e raz&o - tratados
apenas por um ou dois livros. De todos os livros analisados, apenas um
contemplava todos os significados dos numeros racionais.

Lessa (2011) pressupde que a compreensdo do numero racional deva passar

por situagdes variadas e que se desdobre em indagacdes diversas. Em particular,
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cremos que a possibilidade de resgatar o contexto de medidas no ensino dos
numeros racionais € de bom grado, pois permite-nos agregar a geometria com uso
de réguas, esquadros e compasso, colocando os alunos a realizar atividades que
possam lhes permitir construir conhecimentos por seus esforcos, descaracterizando
a exemplificagcdo e memorizagao sinalizada por Boff (2006), e também de que os
numeros racionais sao pouco explorados no subconstruto de medida conforme
apontado por Lima (2010).

Outro aspecto observado pelos autores sao os frequentes equivocos
cometidos pelos alunos quando sédo retomados os numeros racionais, independente
do ano escolar que se encontram. Isso é verificado em geral por todos os
professores do Ensino Basico, tendo implicagdes em outras disciplinas como Lima
(2010, p.18) ao comentar sobre sua experiéncia no ensino de Fisica a alunos do
Ensino Médio. As dificuldades dos alunos em lidar com os numeros racionais que
também temos testemunhados no dia a dia em sala de aula, levou esses autores a
criar propostas pedagdgicas que visavam amenizar essas defasagens.

Na abordagem de Boff (2006) com alunos da 8?2 série equivalente hoje ao 9°
ano, verificamos que ela utiliza materiais concretos. Primeiramente os alunos
usaram a régua escolar para darem-se conta da insuficiéncia desse instrumento em
realizar medidas em geral. Em seguida, utilizaram o teorema de Tales para fazerem
segmentos seccionados em medidas fracionarias e no momento seguinte desenhar
um quadrado com sua respectiva diagonal. Com base na analise dessas
construgdes, os alunos puderam concluir que a medida da diagonal do quadrado era
nao racional. A partir desse momento desenvolveram-se atividades com o objetivo
de os alunos perceberem caracteristicas dos numeros racionais e irracionais para
diferencia-los e classifica-los corretamente.

Lessa (2011) com alunos do 6° ano optou por trabalhar com trés significados
dos numeros racionais, “medida”, “parte-todo” e “operador”, para isso, fez uso de
tiras de papel, tendo os alunos realizado medi¢des com essas tiras. Em seguida
construiram e relacionaram réguas fracionaria e numérica e, por fim, novamente com
tiras de papel a professora propds atividades que levavam a operacdes de numeros
racionais.

Com o mesmo principio de medidas e segmentos, Lima (2010) conceituou os
nuameros racionais com alunos do 7° ano, sugerindo que expressassem medidas de

segmentos tanto em fragbes quanto em decimais. As atividades foram
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potencializadas pelo ambiente tecnologico, que foram desenvolvidas com o uso do
computador e do software de Geometria Dindmica R e C. Este software, além de
contar com ferramentas virtuais equivalentes a régua e ao compasso, dispde de
recursos visuais que permitem, por exemplo, ampliar e reduzir a imagem do objeto
geométrico construido na tela do computador. Outro aspecto relevante apontado por
Lima (2010) é o fato dos alunos trabalharem com as multiplas representagdes.
Nesse tipo de abordagem os estudantes presenciam simultaneamente as distintas,
mas, equivalentes representagcdes dos numeros racionais.

No entanto, ndo percebemos nas sequéncias didaticas de Boff (2006), Lessa
(2011) e Lima (2010) a discuss&o sobre as caracteristicas dos numeros racionais,
queremos dizer, as diferengas das fracbes que geram numeros decimais de finitas
casas daquelas que geram dizima periddica. Portanto, em nossa proposta
adotaremos uma abordagem baseada em medidas e segmentos, representagdes
multiplas e a utilizagdo de tecnologias num ambiente investigativo, para retomar com
alunos do 8° ano os numeros racionais e perceber caracteristicas nas fracbes que
geram ou n&o dizima periddica, avaliando também as potencialidades do software

de Geometria Dinamica GeoGebra para tais fins.

1.2 Do Ensino dos Nimeros Racionais

Como sinalizamos, faremos a abordagem dos numeros racionais por meio de
medidas de segmentos. Segundo os PCNs (1998) tomar atividades em que as
nogdes de medidas sao exploradas geram ricos contextos para trabalhar com os
significados dos numeros e das operagdes, da ideia de proporcionalidade e escala.

Mas de acordo com a nossa vivéncia de sala de aula, e daquilo que relatamos
na revisao de literatura, o ensino dos numeros racionais € algo complexo de se
fazer. Para Berh. Lesh e Post (1986) a dificuldade encontrada pelos alunos decorre
da falta de nog&o quantitativa dos numeros racionais, a qual pode ser contornada
pela apropriacdo dos itens abaixo listados:

1. A percepgao de que 0s nUmeros racionais sdo numeros;
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2. O entendimento de que os numeros racionais podem ser expressos ou
representados de muitas maneiras, entre elas, como decimais, razbes, divisdes,
pontos em uma reta numérica, medidas, e como partes de um todo;

3. A percepgcao de que os numeros racionais podem ser descritos usando
tanto imagem como numero numa reta numeérica, no entanto, eles ndo sao baseados
em um algoritmo de contagem e s&o mais complexas do aqueles utilizados para
ordenar inteiros;

4. O entendimento de que o conjunto dos numeros racionais é denso. Por
exemplo, determinar um numero racional vizinho mais proximo do outro ja ndo se faz
suficiente por meio de uma simples contagem como se faz com os numeros inteiros,
e nem se tem como fazer essa indicacdo, devendo assim, perceber que ha uma
infinitude de numeros entre dois racionais;

5. A capacidade de compreender a necessidade de estar "atento ao sentido
dos resultados", identificada como uma habilidade basica ao operar com numeros
racionais.

6. O entendimento de que os numeros racionais tém tamanhos absoluto ou
relativo podendo ser ordenados por:

a) A magnitude relativa de um par de numeros racionais pode ser avaliada
somente quando relacionado com as totalidades a partir do qual eles derivam seu
significado. Por exemplo, 1/2 de uma torta pequena pode ser menor que 1/3 de uma
torta maior;

b) Uma ordenagdo absoluta dentro de um conjunto qualquer de numeros
racionais, que estdo relacionados com uma unidade comum. Por exemplo, é 1/3
sempre menor do que 1/2 se ambos referem-se ao mesmo obijeto;

c) E, como elementos do sistema matematico, 1/3 € inferior a 1/2, por
exemplo, porque a unidade de comparacgéo é 1,

7. A constatacao de que a relacéo entre o numerador e denominador define o
significado de uma fragdo e ndo suas respectivas magnitudes absolutas quando
vistos de forma independente. Assim, 1/2 € mais de 4/9, embora os digitos no 1/2
sdo cada um menores do que os seus correspondentes digitos em 4/9;

8. A capacidade de compreender as operacbes baseada em inferéncia
transitiva como um conceito estavel de igualdade. Por exemplo, 3/4 e 7/8 podem ser
ordenadaos simbolicamente se a crianga compreende as seguintes conexdes : 3/4 =

6/8 e 6/8 < 7/8, pode portanto, concluir que, 3/4 < 7/8.
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Os itens 2 e 3 referem-se as distintas maneiras com que 0s numeros
racionais podem ser apresentados e seus distintos significados. Allevato e Onuchic
(2008, p. 87-89) os indicam como as “personalidades” dos numeros racionais,

fazendo os seguintes esclarecimentos:

Ponto racional: todo numero racional a/b ocupa um ponto bem
definido na reta e, reciprocamente, a todo ponto racional da reta
corresponde um numero racional [...].

Quociente e seu significado é percebido quando um namero de
objetos precisa ser repartido igualmente num certo niumero de grupos.
Ela aparece mais freqientemente nas aplicagbes do que as outras e se
refere ao uso dos numeros racionais como solugdo para uma situagdo de
divisao [...].

Fragao, que é uma relagao da parte com o todo. Na fragcéo 5/3,
3 é o denominador, indicando que o todo foi dividido em 3 partes iguais e
dando nome a essa parte: 1/3 (é lido um tergo); 5 € o numerador, indicando
que cinco dessas partes iguais foram tomadas: o numero racional 5/3 (é lido
cinco tergos). A barra fracionaria, neste caso, funciona como um delimitador
para o numerador e o denominador. [...] Vale destacar que os numeros
decimais: decimais exatas e dizimas periddicas simples e compostas sao
numeros racionais, pois podem ser escritos na forma a/b, com a e b inteiros

e b#0_ Esses nimeros ndo constituem, apesar de terem uma notagao
diferente, uma nova categoria de numeros, mas pertencem a mesma
categoria das fragdes.

Operador tem significado semelhante ao de “encolher” ou
“esticar”, de “reduzir’ ou “ampliar”. No caso, o multiplicador 2 ampliou o
multiplicando 1/3 transformando-o em 2/3. O operador define uma
estrutura multiplicativa de numeros racionaisl...].

Razao € uma comparagao multiplicativa entre duas grandezas,
denotada por a/b = ab (a estd para b), em que a €& denominado
antecedente e b é denominado conseqiiente. As propriedades da razéo
sao fundamentalmente diferentes daquelas da fragdo. O conceito de razao é
relevante porque fundamenta o conceito de proporcionalidade [...] € um
conceito que “liga” diversos ramos da matematica escolar, como medida,
estatistica, aritmética, fungbes, algebra e geometria. Da proporcionalidade
derivam outros importantes conceitos e conteudos: regras de trés, divisao
em partes proporcionais, quantidades intensivas, misturas, porcentagem,
taxas, juros, descontos, escalas, estimativas populacionais, variagao direta,
variagdo inversa, razdes trigonométricas, semelhanca de tridngulos,
probabilidades, etc.

As indicagbes acima, mostram o quado cheio de detalhes acercam os
numeros racionais, ao mesmo tempo que indica ser um conteudo rico, de aplicagdes
em distintas areas do conhecimento e, também, sinaliza a complexidade de ensina-
los. Por outro lado, entendemos que as citacbes anteriores vem ao encontro de
atender as diretrizes dos PCNs de Matematica (1998). Ao que se destina a

aprendizagem dos numeros racionais, esses documentos oficiais recomendam:

Compreensao do sistema de numeragdo decimal, identificando o
conjunto de regras e simbolos que o caracterizam e extensao das regras
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desse sistema para leitura, escrita e representagdo dos numeros racionais
na forma decimal.

Reconhecimento de numeros racionais em diferentes contextos
cotidianos e historicos e exploragéo de situagdes-problema em que indicam
relagcao parte/todo, quociente, razao ou funcionam como operador. «

Localizagdo na reta numérica de numeros racionais e
reconhecimento de que estes podem ser expressos na forma fracionaria e
decimal, estabelecendo relagdes entre essas representacoes. *

Andlise, interpretacdo, formulagdo e resolugdo de situagdes
problema, compreendendo diferentes significados das operagées,
envolvendo numeros naturais, inteiros e racionais, reconhecendo que
diferentes situagdes-problema podem ser resolvidas por uma Unica
operagcao e que eventualmente diferentes operagbes podem resolver um
mesmo problema.

Calculos (mentais ou escritos, exatos ou aproximados) envolvendo
operagbes com numeros naturais, inteiros e racionais, por meio de
estratégias variadas, com compreensdo dos processos nelas envolvidos,
utilizando a calculadora para verificar e controlar resultados [...].

Resolugdo de situagbes-problema que envolvem a idéia de
proporcionalidade, incluindo os calculos com porcentagens, pelo uso de
estratégias ndo-convencionais. ¢

Utilizagdo de representagbes algébricas para expressar
generalizagdes sobre propriedades das operagdes aritméticas e
regularidades observadas em algumas seqiéncias numéricas (BRASIL,
1998, p. 71).

S&o0 de geral conhecimento as diretrizes dos PCNs para o ensino dos
numeros racionais nos anos finais do Ensino Fundamental. Estes numeros, em
diferentes contextos e representagdes, sdo explicados por Allevato e Onuchic (2008)
como “personalidades”; junto a isso, estdo as dificuldades de compreensao dos
alunos pela auséncia da nocdo quantitativa, assinalada por Berh. Lesh e Post
(1986). Esses apontamentos encaminham em nossa pesquisa reflexdes sobre a
pratica a ser elaborada e levada para a sala de aula, pois queremos caracteriza-la
como alternativa de ensino que propicie aos alunos uma melhor compreensao sobre

0S numeros racionais.

1.3 Informatica no Ensino de Matematica

Os PCN (1998), reforgando quanto ao uso de recursos tecnolégicos, também
os citam como principais agentes de transformagédo da sociedade pelo modo como
influenciam o cotidiano das pessoas; pesquisas e experiéncias educacionais
realizadas os tém como possibilidade na melhoria do Ensino de Matematica. Assim,

com o crescente acesso a informagdes que chega a populagédo por meio das
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tecnologias, faz urgir a necessidade da incorporagado de estudos nessa area, tanto
na formacdo inicial como na formacdo continuada do professor do ensino
fundamental, seja para poder usar amplamente suas possibilidades ou para
conhecer e analisar softwares educacionais.

Ndo temos a intencdo na nossa pesquisa de trabalhar diretamente com a
Informatica e a Matematica em questdes sociais; contudo, cientes de que a
formacao do cidadao critico passa pela interpretacdo de dados numéricos contidos
em textos, graficos e tabelas, faremos um trabalho destinado ao uso da Informatica
no entendimento das representagdes dos numeros racionais, aos quais sao
frequentemente explicitados em situagdes do dia a dia.

Tem-se observado os habitos de nossos alunos quanto as tecnologias, e
passamos a admitir a informatica como possibilidade de ensinar Matematica.
Presenciamos frequentemente os jovens terem suas rotinas sociais ligadas aos seus
celulares e computadores; em alguns casos, isto fica tdo evidente que podemos
verificar quao “orfaos” estes ficam quando ndao estdo com os seus aparelhos
celulares. Com seus eletrénicos, os alunos nos mostram inumeros jogos e
aplicativos com diferentes funcionalidades, os exploram e passam adiante muita
informagédo sobre como opera-los, dando a outros colegas verdadeiro suporte do
software explorado. Outro fator relevante é a forma como parte dos alunos se sente
cativada a se expressar em redes sociais, escrevem aquilo que pensam, combinam
eventos, falam do que gostam e expressam opinides sobre os mais diversos
assuntos. Para Kenski (2010, p. 52):

Os jovens ndo falam em novas tecnologias, falam do que fazem
com elas, como criar sites, enviar um email, teclar num chat, jogar e brincar
em rede com amigos virtuais localizados em partes diferentes do mundo,
baixar musicas e clipes, enfim, utilizar naturalmente a capacidade maxima
de seus computadores para interagir e criar juntos.

Com relagdo ao que foi acima descrito, Borba e Penteado (2015) alertam que
devemos nos preocupar com as transformagdes do conhecimento nesse momento
em que a midia a informatica se faz cada vez mais presente. Para nds professores-
pesquisadores, isso demanda um novo pensar sobre as praticas pedagogicas que
os atendam.

Ao refletirmos sobre a proposta para ser levada para a sala de aula,

tomaremos como base a visao epistemoldgica sobre 0 uso de tecnologias no ensino
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de matematica que fundamenta o construto seres-humanos-com-midia, indicado por
Borba (2001). Esse termo, segundo o autor, constituiu-se como uma metafora para o
papel das tecnologias, em particular das tecnologias da inteligéncia, nos processos
de produgao do conhecimento. Entende-se por tecnologias da inteligéncia, conforme
Lévy (1993), a oralidade, a escrita e a informatica, onde: i) oralidade, como meio dos
povos manterem as lembrangas de sua cultura e conhecimento; ii) escrita, como
meio estavel para registrar e organizar conhecimentos e pensamentos e iii)
informatica como instrumento que envolve a oralidade e a escrita, por meio das
diversas formas de registros que implicam discussdes simultaneas e que desafiam o
pensamento linear.

De acordo com Borba (2001), o individuo, ao produzir conhecimento, sempre
estd de posse de uma midia, seja a oralidade, escrita e/ou informatica. Assim,
podemos entender que o conceito seres-humanos-com-midias refere-se a interacéo
do homem com alguma midia na produgcdo de conhecimento, em especial os
softwares que passam a ser atores na promog¢ao do conhecimento que esta sendo
produzido.

Considerando a perspectiva sugerida pelo construto seres-humanos-com-
midias, onde a articulagdo entre as formas de registros € indicada como uma das
condigbes para a constru¢do do conhecimento, a informatica conforme Borba e

Penteado (2015, p. 48) deve ser entendida como:

[...] uma nova extensdo da memdria, com diferenga qualitativa em
relacdo as outras tecnologias da inteligéncia e permite que a linearidade de
raciocinios seja desafiada por modos de pensar, baseados na simulagao, na
experimentacdo e em uma “nova linguagem” que envolve escrita, oralidade,
imagens e comunicagao instantanea.

Borba (1999) chama nossa atencdo para o trabalho desenvolvido por
Tikhomirov (1981) acerca dos efeitos do uso computador na cogni¢cdo humana, o
qual analisa, trés teorias. Segundo Borba (1999), a primeira trata-se da substituicéo
do homem pelo uso da informatica, tdo logo refutada, uma vez que a busca por
solucbes de problemas realizadas pelo homem é bem mais complexa e diferente
dos processos realizados pelos computadores. A segunda refere-se a teoria da
suplementagdo, onde o computador resolve alguns problemas de dificil solugéo para
o homem. Aqui, acredita-se que o pensamento pode ser dividido em partes, onde

processos complexos de raciocinio podem reagrupar esses fragmentos e obter
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novos conhecimentos, dessa forma o homem se justapbée ao computador. Esta
teoria também é refutada pois limita-se a uma visdo quantitativa e ndo qualitativa do
pensamento. Por fim a terceira trata-se da teoria da reorganizagao do pensamento,
que afirma que o computador regula a atividade humana, modificando o seu modo
de pensar de acordo com as possibilidades e restricdes que oferece ao usuario. A
reorganizagcao do pensamento esta atrelada aos feedbacks intermediarios fornecidos
pelo computador e que seriam impossiveis de serem dados por observadores
externos.

Diante das teorias acima Borba (1999) explicita ainda em relagdo a essa
terceira, que o uso de midias, em particular o uso do computador, acarreta um
processo de modelagem do ser humano e, ao mesmo tempo, de modelagem da
prépria midia por quem a utiliza. Nesse sentido Souto (2013) nos esclarece que a
reorganizagao do pensamento e o coletivo pensante do ponto de vista da produg¢ao
de conhecimento ndo decorrem de um agente unico, mas do produto de relagdes
mutuas entre as estruturas do pensamento, as ferramentas do intelecto fornecido
pela cultura e as midias. A autora nos explica que o0s seres humanos sao
constituidos por técnicas que estendem e modificam seu raciocinio e, a0 mesmo
tempo, esses seres humanos estdo constantemente transformando essas técnicas,
e ainda, o conhecimento produzido por meio de uma técnica traz consigo a utilizagéo
de midias ou de tecnologias da inteligéncia sendo ambos, homens e midias,
protagonistas no processo de reorganizagao do pensamento e por consequéncia na
produgao do conhecimento.

Com base nessa concepgao sobre o uso das tecnologias no ensino, a qual &
embasada no construto seres-humanos-com-midias, dentre as diversas tecnologias
disponiveis atualmente, optamos por trabalhar com um software de Geometria
Dinamica. Conforme Gravina (2001), os ambientes da Geometria Dinamica como
recurso computacional constituido de régua e compasso virtuais, possibilitam
construir objetos geométricos a partir de suas propriedades. Os objetos ali
construidos podem ser manipulados diretamente por meio de teclado e mouse e
observados na tela do computador.

A autora nos explica que os softwares de geometria dindmica se caracterizam
pela “estabilidade sob agcdo de movimento” aplicada nos elementos primitivos de um

objeto construido, isto é, podemos construir determinado objeto geométrico com as
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propriedades que o definem, de modo que se possa movimenta-lo ou fazer nele
transformagdes sem que se perca as suas caracteristicas.

No exemplo encontrado no trabalho de Gravina (2001) apresenta a
construgdo de um quadrado, onde ao movimentarmos um dos vértices a construgao
muda de posicdo mantendo-se quadrado, mantendo intactas as propriedades que a
definem como quadrado. A estabilidade sobre seus elementos durante o0 movimento
permite que se percebam tais caracteristicas. Acreditamos que essa particularidade
possa contribuir para a compreensao das representagdes dos numeros racionais,
bem como para as fragées que os geram.

Para exemplificar, € comum em livros didaticos do Ensino Fundamental,
encontrarmos a imagem de barras de chocolates direcionadas ao estudo das
fragbes, como podemos ver na imagem abaixo (Fig. 4), que encontramos no livro
didatico de Dolce, lezzi e Machado (2005) ao tratarem de fragdes equivalentes.

Figura 4 — Exemplo de Equivaléncia de Fracoes

Fonte: Dolce, lezzi e Machado (2005, p.164)

Uma abordagem similar pode ser feita no GeoGebra, com a vantagem de
agregar e articular as distintas representa¢des dos numeros racionais.

Na imagem temos a representagdo de duas barras de chocolates, cujos
formatos sdo retédngulos semelhantes, construimos entdo, de modo similar, um

retangulo estavel no GeoGebra. Vinculamos a ele os controles deslizantes “m” e “n”,

onde o “n” implica dividir o retdngulo em partes congruentes (denominador), e “m”
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pintar uma cota dessas particdes (numerador); junto ao objeto geomeétrico dispomos
a fragdo que o indica, acrescido ainda de um ponto na reta numérica (eixo das
abscissas do plano cartesiano) que mostra a posicdo do numero racional gerado
pela fragdo. As duas barras de chocolates mostradas na imagem de Dolce, lezzi e
Machado (2005) podem ser agora representadas no GeoGebra com os controles

deslizante “m” e “n” como podemos visualizar abaixo (Fig 5 e Fig.6):

Figura 5 — Retangulo fracionado
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Figura 6 — Retangulo fracionado equivalente
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Com a alteragdo dos parametros “m” numerador e “n” denominador os alunos
podem em um curto periodo ver a equivaléncia ndo apenas de um par, mas como de
varios pares fragdes. Além disso, podem verificar que o tamanho da regido pintada
nos retangulos, a localizagdo do ponto na reta numérica e as representagdes
decimais das fragbes sao iguais.

Nessa abordagem nao focamos nas propriedades implicitas que determinam
o objeto ser um retangulo, mas sim seu status de objeto estavel, onde as mudangas
ocasionadas pelos controles deslizantes alteram apenas a configuragao interna do
retdngulo, que tendem a favorecer os alunos no estudo dos numeros racionais em
suas distintas representacgdes e significados.

Além disso, as ferramentas virtuais como régua e compasso possibilitam
também que os préprios alunos realizem construgdes e as tomem como objeto de
estudo. Pensamos em iniciar nossa proposta de ensino solicitando aos alunos que
construam por meio de reparticbes de um segmento unitario a régua graduada
decimal, acreditando que diante dessa tarefa ocorra segundo Gravina (1996)
alteracbes em suas atitudes no processo de aprender, explorando, criando
estratégias e formulando conjecturas, acdes essas caracteristicas dos ambientes de
aprendizagem investigativo apontados por Brocardo, Oliveira e Ponte (2003). Como
um dos provaveis resultados dessa construcao, € de que os estudantes venham a
afirmar que a graduacao do segmento em décimos, centésimos, milésimos e etc. se
trata de um processo infinito, assim como, as fracbes que equivalem a essas
particdes.

Os dois exemplos, o retangulo manipulavel e o segmento graduado sao

atividades que Gravina (1996, p. 7) classifica em dois aspectos:

Dois sao os principais aspectos didaticos de utilizagao dos
programas: a) os alunos constroem os desenhos de objetos ou
configuragdes, quando o objeto é o dominio de determinados conceitos
através da construgdo; b) recebem desenhos prontos, projetados pelo
professor, sendo o objetivo a descoberta de invariantes através da
experimentagcado e, dependendo do nivel de escolaridade dos alunos, num
segundo momento, trabalham as demonstragdes dos resultados obtidos
experimentalmente.
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Tarefas destinadas ao ensino dos numeros racionais sobre esses dois
aspectos estdo descritas no Capitulo 2, seja qualquer desses dois tratamentos, as
atividades buscam fazer com que os alunos transitem pelas representacoes desse
tipo de numero - figura, fragdo e representacdo decimal - objetivando a
compreensao da equivaléncia entre elas.

Acreditamos que a informatica, em particular o software GeoGebra, possa nos
favorecer em fazer com que os alunos visualizem a equivaléncia entre esses
diferentes registros. No entanto, explorar essas peculiaridades do conjunto dos
numeros racionais fez com que necessitassemos de um ambiente que colocassem
os alunos no papel de analisar tais representacbes. Como citamos antes, ao
encontro dessa expectativa, além do ambiente tecnolégico passamos também
considerar o ambiente investigativo, pois nele os alunos, de acordo com Brocardo,
Oliveira e Ponte (2003) sdo convidados a agir como matematicos, os colocando
como protagonistas de sua aprendizagem.

Para tanto, é necessario que o uso do computador se destine a tarefas que
possam levar os discentes a assumir tal comportamento. Assim, € preciso que as
atividades sejam planejadas e que seja feita a: “escolha de propostas pedagogicas
que enfatizam a experimentacéao, visualizacido, simulagdo, comunicacao eletrdnica e
problemas abertos. Consideramos que essas propostas estariam em ressonancia e
em sinergia com a informatica” (BORBA; PENTEADO, 2001, pag. 86). Desse modo,
o computador pode propiciar esse aspecto exploratério, acordando também com os
PCN’s (1998), o qual aponta que computadores e calculadoras podem ser usadas
como instrumentos motivadores na realizacdo de tarefas exploratérias e de
investigacdes. Nas segdes seguintes, procuramos fundamentar a investigagao

matematica, os cenarios de investigagao e a teoria das representag¢des-multiplas.

1.4 Investigagdao Matematica

A investigacdo matematica no processo de ensino-aprendizagem da
matematica nos fornece dois fatores que julgamos serem de fundamental

importancia: primeiro, a posicao de protagonista em que colocamos os alunos,
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sendo eles agentes de sua aprendizagem, como descrito por Brocardo, Oliveira e
Ponte (2003, p.23):

O aluno é chamado a agir como um matematico, ndo sé na
formulacdo de questdes e conjecturas e na realizagdo de provas e
refutagdes, mas também na apresentacdo de resultados e na discussao e
argumentacdo com os colegas e o professor.

Em segundo, atendendo “a emergéncia de estudos metacognitivos, isto €,
aqueles que procuram investigar o modo como os alunos percebem e relatam seu
processo de resolucdo de problemas ou de aprendizagem de algum conceito
matematico” (FIORENTINE; LORENZATO, 2006, p. 43). Além dessa atengao sobre
os alunos, professores podem também avaliar a sua pratica docente, assumindo o
perfil de professor-pesquisador, buscando apontar as variantes que influenciardo o
andamento das aulas, tanto nos aspectos positivos quanto nos negativos.

Mas o que é uma aula investigativa? Interpretando Brocardo, Oliveira e Ponte
(2003), podemos dizer que aula investigativa parte de uma situagao, problema ou
tarefa que se propde aos alunos, de modo que estes mobilizem esforgos cognitivos
a atingir certos resultados. Sao situagdes abertas, onde os alunos, ao buscarem a
solugdo da atividade, tragam estratégias e, a medida que vao se envolvendo,
chegam a descobertas tdo importantes quanto a propria resposta da tarefa proposta.

Ainda conforme Brocado, Oliveira e Ponte (2003), a aula investigativa possui
trés fases:

1) Introducéo da tarefa pelo professor: etapa em que o professor garante aos
alunos o entendimento do sentido da tarefa proposta. A aula investigacéo ainda néo
esta difundida no nosso pais, se trata ainda de uma novidade tanto para os
professores como metodologia, quanto para os alunos como aula. Portanto devemos
considerar que os alunos se sintam dependentes da fala dos professores e perdidos
quanto a abordagem investigativa. Recomenda-se entdo, que o professor dé
orientagdes iniciais para os alunos de modo que consigam progredir; todavia, essas
informagdes devem ser entendidas como pistas, cuja finalidade é dar autonomia aos
estudantes ao realizarem as atividades, geralmente isso é feito fazendo outra
pergunta em relagéo a questao que o aluno fez. Nessa fase inicial, o professor deve
ainda, esclarecer aos alunos que se fara presente como um mediador, um guia de

ajuda.



36

2) Realizagdo da investigacdo: etapa da investigacdo propriamente dita.
Nessa etapa os estudantes devem buscar meios, mais ou menos consistentes, fazer
uso de diversos processos que caracterizam a atividade de investigar. E nessa fase
que os alunos elaboram questdes, formulam conjecturas, testam essas conjeturas e
as justificam ou refutam. Ja o professor observa como os alunos desenvolvem a
tarefa, procura compreender o modo de pensar dos alunos, e diante das dificuldades
dos alunos presta apoio para que consigam transpor os devidos obstaculos.

3) Exposicao e discusséao coletiva dos resultados: essa etapa € considerada a
mais rica da aula de investigagdo. Nela temos a explanagcdo das conjecturas e
conclusdes dos alunos, onde a turma, incluido o professor, debatem sobre a tarefa
realizada e os resultados. Cabe ao professor ser o mediador desse dialogo
expositivo, selecionando os resultados mais significativos. Os alunos séao
encarregados de refletir sobre o seu trabalho, de explicar a toda turma o modo com
que pensaram a atividade, justificar as conjeturas e averiguar de modo coletivo a
aceitacdo ou refutacdo dos resultados. Diante dessa experiéncia os alunos
comecgam a perceber a necessidade e o sentido de uma demonstragao matematica.

Podemos perceber na proposta de aula investigativa que os alunos sao
colocados no centro da aprendizagem, isto é, os estudantes n&o focam seus olhares
no esfor¢o do professor em transmitir o conhecimento, mas sim nos seus préprios
esforgos, sendo eles protagonistas da sua aprendizagem, enquanto, o professor
passa a ter um papel de mediador/orientador.

No entanto, o fato do docente se colocar na posi¢cao de “retaguarda”, nao
significa que seu papel no processo de ensino tenha passado a ser menos
importante, mas sim, assume uma postura que visa valorizar a participacdo dos
alunos na aula. Para tanto, o sucesso dessa metodologia depende muito de como o
professor ira propor a investigagcdo, e que essa proposta considere coisas
interessantes para esses estudantes.

Ao planejar o “como fazer” refletimos sobre a equalizagdo dos interesses
professor-alunos: se a aula investigativa tende a fazer com que os alunos se
interessem por aquilo que se quer ensinar, e isso agrada a nés professores, por
outro lado, utilizamos a informatica no processo de ensino e aprendizagem, que
muito tem tido apelo dos alunos. Assim combinamos a utilizacdo dos computadores

pelos alunos na tarefa de investigar sobre os racionais, tendo como objetivo
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transformar a sala de aula num cenario investigativo do qual caracterizara nosso
ambiente de aprendizagem.

Alinhar a utilizacdo de recursos tecnoldgicos com aulas de investigacéo
matematica pode ter resultados significativos no ensino de niumeros racionais, ja que
este conjunto numérico tem se mostrado ao longo do tempo, como conteudo de
dificil compreensdo para os estudantes do Ensino Basico, sendo discutido
frequentemente entre os professores e motivado muitas pesquisas na area da
Educacao Matematica. O obstaculo em ensinar esse tipo de numero € justificado por
seus distintos significados e representagoes.

De fato, a aquisicdo de conhecimento passa pela necessidade de registrar.
Esses registros, no entanto, utilizam-se de representagbes com o propédsito de
facilitar a compreensdo daquilo que se esta estudando. Dessa forma, independente
de qualquer area de conhecimento que esteja sendo estudada, passa pela
competéncia de articularmos distintas formas de representagdes. Na Matematica,
podemos afirmar que essa percepgdo € ainda mais relevante, pois agregam-se
diversificadas formas de registros (numeros, operadores, graficos, formas
geométricas, entre outras) que se fazem relacionar entre si. Faremos a seguir a
escrita sobre a Representagbes Multiplas, ja que ela assume papel relevante na
aprendizagem da Matematica.

1.5 Representagoes Multiplas

Os numeros racionais compreendem uma diversidade de conceitos e
significados, além das representagbes que assumem um papel de destaque. De
acordo com Ponte e Quaresma (2011), representar um numero significa determinar
uma designacao, sendo que um numero pode ter varias designacoes, tais, como,
representacdo decimal, fragdo, ponto na reta numérica. Assim, tanto as linguagens
naturais quanto pictoricas sao representagées que um numero racional pode tomar,
e que os alunos devem compreender como representagdes de um mesmo numero.

Para Confrey et al. (1991), as representagdes sao veiculos de comunicagéo, e
as utilizamos para uma variedade de finalidades. Considerando os contextos de

diferentes situagdes, uma mesma representacdo muda de significado. Assim, é
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preciso reconhecer que tanto ndés como os alunos constroem a compreenséo por
representacbes. Em Matematica, os sistemas de simbolos, graficos, figuras,
esquemas ilustrados de problemas matematicos, sido representagcdes que
entrelagamos com nossas agodes a fim de construir um significado matematico.

Vinculado a esse entrelagamento poderemos fazer uso do recurso visual.
Arcavi (1999) indica o sentido da visdo como o sentido sensério mais desenvolvido
no ser humano. E pela visdo que tomamos o controle visual de movimento, da
percepc¢ao, da elaboragao das palavras e da escrita, da forma e da cor dos objetos.
O olhar nos encoraja a ver, ndo s6 o que vem a vista, mas também o que somos
capazes de interpretar.

A visualizagdo, segundo Arcavi (1999) é um método que permite ver o
“invisivel”, que conforme sua natureza e papel pode ser caracterizada nos trés
topicos a sequir:

a) Vendo o invisivel — primeira instancia: o invisivel se refere ao que néo
somos capazes de ver por causa das limitagbes de nosso aparelho visual, por
exemplo, algo que estd muito longe ou que €& muito pequeno. Dessa forma,
desenvolvemos tecnologias para superar essas limitagdes, que permitirdo ver o que
até o momento era o invisivel. Podemos considerar como exemplos lunetas que
permitem visualizar planetas distantes, e microscopios que nos permitem observar
uma coldnia de bactérias.

b) Vendo o invisivel - em dados: se da em um sentido mais figurativo e mais
profundo. Aqui o invisivel refere-se a um mundo mais "abstrato", que nenhuma
tecnologia 6ptica ou eletrénica pode fazer-nos "visualizar". O invisivel se fara visivel
pela tecnologia que definimos como "tecnologia cognitiva", qual a Matematica se
inclui, como criagcdo humana que permite criar meios visuais para tratar diferentes
tipos de fendbmenos fisicos e sociais, caracterizados pela organizagao de dados.

c) Vendo o invisivel - em simbolos e palavras: a visualizagédo é
acompanhada de desenvolvimento simbdlico. Na matematica, isso confere para os
estudantes trés importantes aspectos para a aprendizagem. i) visualizagdo para
trazer a geometria como suporte que permite observar propriedades puramente
simbolicas/algébricas; ii) uma possivel forma de resolver o conflito entre solu¢des
(corretas) simbdlicas e intuigbes (incorretas) e iii) como uma maneira de ajudar a
recuperar bases conceituais que podem ser facilmente contornadas por solugdes

formais.
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Dentre as trés designagdes, e considerando as multiplas representagdes dos
numeros racionais, podemos perceber que o ultimo item indica tratamentos que
tendem o tornar possivel a percepgao dos distintos significados desses numeros e
também a conferir equivaléncias entre as distintas representacoes.

No entanto, ha de se considerar também o primeiro aspecto. Hoje contamos
com recursos computacionais e softwares que sao verdadeiros instrumentos visuais,
que permitem articular as distintas representagdes, em particular, dos numeros
racionais, permitindo observar e perceber suas propriedades e designagdes.
Adaptando a escrita de Confrey et al. (1991), um software multirepresentacional que
combina graficos, tabelas, algebra, e/ou uma calculadora pode permitir que os
alunos explorem as ideias sobre numeros racionais e as relagdes entre as diversas
formas de representa-los.

Ainda, Confrey et al. (1991) apontam que o uso de multiplas formas de
representacdo no ensino de Matematica:

1. potencializa o realce de diferentes aspectos do conceito;

2. conduz a uma convergéncia das varias representacbes que podem
melhorar ou fortalecer nossa profundidade de entendimento;

3. promove a analise do conflito entre as formas de representacoes;

4. permite avaliar como as mudangas entre as representacdo afetam um ao
outro;

5. ilustra como formas alternativas de agcdes em uma representacao podem
levar os alunos a desenvolverem diversas ideias;

6. potencializa o atravessar as fronteiras das disciplinas tradicionais de
conteudo (algebra , aritmética e geometria);

7. preve situacdes para que os alunos possam realizar as suas proprias
investigacdes e ideias;

8. proporciona oportunidades de feedbacks aos alunos, revisao e reflexao.

As multiplas representacdes de numeros racionais € um aspecto importante a
se considerar no processo de ensino-aprendizagem. Pelos apontamentos acima,
compreendemos que seja de fundamental importédncia buscar por atividades de
aprendizagem que contemplem as relagbes entre varios tipos de suas
representacdes buscando promover a compreensdo dos distintos conceitos dos
numeros racionais, e em particular, caracteristicas das representacoes decimais dos

numeros racionais.
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2 ATIVIDADES PROPOSTAS E CONCEITOS MATEMATICOS

Nesse capitulo descreveremos a sequéncia didatica que foi planejada para
trabalhar os conceitos de numero racional com uso do software GeoGebra.

O GeoGebra é um software livre de Matematica Dindmica podendo ser
utilizado nos processos de ensino e aprendizagem dessa ciéncia. Seus criadores e

colaboradores o definem da seguinte maneira.

O GeoGebra é um software de matematica dindmica para todos os
niveis de ensino que reune Geometria, Algebra, Planilha de Calculo,
Graficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbdlicos em um Unico
pacote facil de se usar. O GeoGebra possui uma comunidade de milhdes de
usuarios em praticamente todos os paises. O GeoGebra se tornou um lider
na area de softwares de matematica dindmica, apoiando o ensino e a
aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica.
(GEOGEBRA, 2014).

Trata-se de um software que nos permite transitar em uma mesma tela por
diferentes registros. Por exemplo, o grafico de uma fungéo e a sua escrita algébrica.
Ao pensarmos em numeros racionais, poderemos trabalhar com a equivaléncia das
diferentes representagdes destes numeros: fragdo, decimal e localizagdo de um
ponto na reta numérica. Outras tecnologias, como as calculadoras que estao
frequentemente presentes nas aulas de matematica, ndo nos oferecem essa gama
de funcionalidades, e entao, ja podemos perceber algumas possibilidades das quais
poderemos tirar proveito deste aplicativo.

No que segue, apresentaremos os enunciados das tarefas juntamente com
as defini¢des e propriedades acerca dos numeros racionais absolutos, no desejo de
esclarecer o que gostariamos que fosse percebido pelos alunos em cada uma delas.
Os encaminhamentos e intervengdes do professor serdo apresentados em detalhes
no capitulo 4, quando daremos descricdo dos dados. Estes encaminhamentos
também serdo foco de analises. O capitulo esta estruturado de modo que cada

subsecao contém as atividades relativas ao conteudo de seu titulo.

2.1 Visao Geral da Sequéncia Didatica

As primeiras atividades da sequéncia didatica, propostas no GeoGebra,

referem-se a construgdo de um segmento numérico para obter os numeros racionais
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decimais entre 0 e 1. Para tanto, os alunos devem fazer uso de algumas ferramentas
virtuais do GeoGebra.

Para o contexto de numeros racionais absolutos em geral, isto é, sejam
fragbes préprias e impréprias, geratrizes tanto de niumeros com expansao decimal
finita, assim como dizimas periddicas, elaboramos o arquivo no GeoGebra, o qual
nomeamos “Ativ_decimal2”. A construgao foi criada utilizando controles deslizantes,
recurso esse manipulativo com o qual os alunos podem fazer alteragées no objeto
de estudo (retangulos), observando e analisando tais mudangas.

Esse arquivo “Ativ_decimal2” é destinado a trabalhar com as fragbes atraves
da(s) figura(s) de retédngulo(s), que sera dividido em n partes pelo controle deslizante
n, e colorido em verde em m partes pelo controle m. Portanto, os controles
deslizantes m e n determinam, na verdade, numerador e denominador da fragao,
respectivamente. Tendo os alunos ja estudado os numeros racionais, colocamos
junto a fragdo sua correspondente representagao decimal de modo que visualizem a
equivaléncia entre essas representacdes. Também colocamos um ponto P sobre o
eixo das abscissas no plano cartesiano, indicando as posicbes desses numeros na
reta numérica. A observagdo desse ponto tem como objetivo possibilitar que os
alunos visualizem o numero racional diante das escritas de fracdo e representagcao

decimal, a sua localizagédo na reta numeérica.

Figura 7 — Arquivo Ativ_decimal2
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Na etapa seguinte, criamos um arquivo chamado “Ativ_Dizima3” para realizar

o estudo sobre regularidades das fracbes que geram dizimas periédicas. Entretanto,
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essa construgcao dindmica n&o se limita apenas a causa das dizimas. Em meio a sua
manipulacdo ocorrem eventuais aparecimentos de numeros racionais com finitas
casas decimais, permitindo que em um segundo momento fagamos a abordagem do
porqué de isso estar ocorrendo, recapitulando o que ja foi estudado e fazendo as
consideracgdes finais sobre as fragbes que geram ou n&o numeros periodicos.

Nesse arquivo colocamos trés controles deslizantes: a, m e n, sendo o a
destinado a indicar o numerador da fracdo, o n a quantidade de 9s no denominador
determinando os n algarismos do periodo da dizima e, por fim, 0 m, que acrescenta
os zeros no denominador fazendo com que a dizima se desloque m casas decimais
a direita.

Figura 8 — Generalizagdo dos numeros racionais
Ativ_dizima3.ggb
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Fonte: Proprio autor
Realizada uma breve apresentacdo do GeoGebra, das ferramentas do

software a serem utilizadas e dos arquivos por nos construidos, passaremos agora a

dar detalhes das atividades e dos conceitos matematicos a elas vinculados.
2.2 — Atividades Introdutérias (Teorema de Tales)
Antes da descrigdo das atividades que fazem uso das tecnologias, achamos

conveniente fazer atividades introdutdrias com os alunos utilizando materiais

manipulativos, como régua, compasso e esquadros, com a finalidade de conceituar
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e aplicar o Teorema de Tales, o qual consideramos um pré-requisito para que os
alunos fagam as atividades futuras no GeoGebra.

Iniciamos com comparagdes de segmentos:
(1° passo) Com uma régua desenhe dois segmentos de reta, o segmento AB

medindo 3cm, e o outro E, medindo 4cm;

(2° passo) Divida a medida do segmento menor pelo maior e anote;
(3° passo) Construa novamente dois segmentos de reta, o segmento MN

com 6cm de medida e o PQ com 8cm.

(4° passo) Divida a medida do segmento menor pelos maior e anote;

Questdes sugeridas:

1) O que aconteceu com as divises das medidas dos segmentos?

2) Comparando as medidas entre os segmentos de reta, o que vocé

percebe?

Espera-se que os alunos, ao realizarem os desenhos dos segmentos,
percebam que os dois segmentos maiores s&do o dobro da medida dos segmentos
menores e que os resultados das divisbes sdo iguais.

Podemos, ainda, solicitar aos alunos que desenhem segmentos uns multiplos
dos outros e facam as respectivas divisbes para constatar as proporcionalidades.

Embora as divisbes indiguem “razbes”, ndo estamos utilizando essa
nomenclatura, pois se referem a um dos distintos significados dados as fragdes, que
queremos investigar durante as aulas em que os alunos fardo uso dos
computadores.

Conceito 2.1 (Segmentos proporcionais): se quatro segmentos,
AB, CD, MN e PQ, formam a proporg&o
4B _N
CD PQ
dizemos que AB e CD sao proporcionais a MN e PQ.
Damos seguimento a aula com a construgdo de feixe de retas paralelas,

sendo interceptadas por duas retas transversais distintas.
(1° passo) Sobre a folha, fixe a régua. Apoie na régua um esquadro;
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Figura 9: Régua

Fonte: préprio autor

(2° passo) Em um dos lados livres, trace a reta a;

Figura 10: Reta

Fonte: préprio autor

(3° passo) Mantendo o esquadro apoiado na régua, deslize-o e desenhe

outras duas retas b e c;
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Figura 11: Retas paralelas

Fonte: pr6prio auor

(4° passo) Sobre o feixe de retas paralelas, trace com a régua duas retas

transversais d e e;

Figura 12: Segmentos proporcionais

Fonte: préprio autor
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(5° passo) Utilize as letras A, B e C para nomear os pontos de intersec¢ao da
reta d com o feixe de retas paralelas e as letras M, N e O para nomear os pontos de

intersecgao da reta e com o feixe de retas paralelas.

Figura 13: Nomeando pontos

Fonte: préprio autor

Questdes sugeridas:

1) Quais sao as medidas de AB, %, MN e NO?

2) Calcule as divisdes das medidas de AB por BC e MN por NO .

3) Das divisdes e da comparagao com os segmentos AB, BC, MN e NO, o
que vocé pode afirmar?

Os alunos devem perceber que os segmentos AB e BC sao proporcionais a

MN e NO. Com esse resultado, enunciamos o Teorema de Tales.
Teorema 2.2 (Teorema de Tales) — Suponhamos que trés retas paralelas r, s

e t cortam as retas me n nos pontos A, Be C e A', B’ e C’, respectivamente. Se AB

e BC sao congruentes, entdo também serdo congruentes os segmentos A"B" e

B C
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Agora, com o Teorema de Tales, fazemos com os estudantes a divisdo de um

segmento qualquer em trés partes iguais.
(1° passo) Desenhe, utilizando a régua, um segmento qualquer AB ;

(2° passo) Desenhe uma reta r transversal ao segmento AB que passe pelo

ponto A;

Figura 14: Retas concorrentes

Fonte: préprio autor

(3° passo) Abra o compasso fixando uma medida qualquer (orientar os alunos
para nao abrirem muito o0 compasso e cuidarem para manter essa medida);

(4° passo) Com a ponta seca do compasso em A, passe a outra ponta do
compasso pela reta r, marcando o ponto C;

Figura 15: Uso do compasso

Fonte: préprio autor
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(5° passo) Com a ponta seca do compasso em C, e mantendo a mesma
abertura do compasso, passe a outra ponta do compasso novamente pela reta r
marcando o ponto D;

(6° passo) Com a ponta seca do compasso em D, marque de modo analogo

ao 5° passo o ponto E sobre areta r;

Figura 16: Pontos eqiiidistantes

Fonte: préprio autor

(7° passo) Desenhe a reta s que passa pelos pontos E e B;

Figura 17: Reta guia

Fonte: préprio autor
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(8° passo) Com auxilio de régua e esquadro, trace retas paralelas a reta s, de

modo que estas passem pelos pontos C e D;
mento dividido

Figura 18: Seg

Fonte: préprio autor

(9° passo) Marque os pontos de intersecgao do segmento AB com as retas
obtidas no 8° passo, nomeando-os em M e N.

Questdes sugeridas:

1) O que vocé pode dizer das medidas de AM, MN, NB e NO? Justifique
sua resposta.
2) Usando procedimento analogo a construgdo anterior, trace dois
segmentos dividindo-os em 5 e 7 partes, respectivamente.
A atividade de dividir os segmentos em partes iguais seguira sendo articulada
em nossa proposta de ensino para o estudo das fragcbes decimais em um ambiente
investigativo tecnoldgico. Desse modo, as atividades seguintes terao esta finalidade.

2.3 Construindo os Decimais no Segmento Unitario
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2.3.1 Atividades sobre décimos

Nosso trabalho sobre fragées parte da construgdo de um segmento unitario
que sera dividido em partes iguais. Para tal utilizamos procedimentos geomeétricos
embasados nos teorema de Tales no teorema a seguir.

Teorema 2.3 — Cada segmento de reta pode ser dividido em quantas partes
iguais quisermos.

Pelos teoremas acima citados indicamos os passos para a obtencdo do
segmento unitario dividido em dez partes.

(1° Passo) Acionado o software GeoGebra, selecione na barra de ferramenta
o item ‘“intersec¢cdo de dois objetos”. Na origem dos eixos cartesianos marque o
ponto A.

(2° Passo) Selecione o objeto “segmento com comprimento fixo” e tendo
como origem o ponto A desenhe o segmento. Para esse segmento, escolha a cor

vermelha no seletor de cores do GeoGebra.

Figura 19 — Segmento unitario

P

Fonte: Préprio autor.

(3° passo) Esconda os eixos cartesianos na janela de visualizagédo. Selecione

o objeto “reta” e desenhe uma reta qualquer r que passe pelo ponto A e que seja

concorrente ao segmento AB . Selecione “‘ponto em objeto” e sobre a reta r marque

o ponto D, de modo que nao esteja muito distante de A.
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(4° passo) Com a medida de AD, marcaremos sobre a reta r dez pontos

contando com o ponto D, os quais determinam, dois a dois, segmentos com o
mesmo comprimento de AD. Para isso, selecionando o objeto “compasso”, tire a

medida de AD e fixe a circunferéncia em D. Selecione o item “interseccéo entre dois

objetos” e marque o ponto de intersecc¢éo E da circunferéncia com aretar.

(5° passo) Novamente tire a medida de AD com a ferramenta “Compasso” e
fixe a circunferéncia no ponto E. Selecione o item “intersec¢éo entre dois objetos” e
marque o ponto de intersec¢do F da circunferéncia com a reta r. Siga assim, até
obter os dez pontos.

(6° passo) Selecione o objeto “reta” e, tomando o ultimo ponto que foi
marcado na reta r, vamos supor que seja M, desenhe a reta s que passa por esse
ponto e pelo ponto B.

(7° passo) Selecione o objeto “reta paralela”. Vamos desenhar as retas

paralelas a reta s, posicionando-as nos pontos marcados sobre aretar.

Figura 20 — Retas paralelas no GeoGebra

Fonte: Préprio autor

(8° passo) Apds desenhadas todas as retas paralelas, selecione “Intersec¢ao
entre dois objetos” e marque os pontos de intersecgao entre as retas paralelas e o
segmento unitario.

(9° passo) Mediante os objetos listados na “Janela de Algebra”, oculte as
circunferéncias e as retas, deixando visivel somente o segmento unitario AB com

as dez divisbes demarcadas por pontos.
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Figura 21 — Segmentos dos décimos

Fonte: Proprio autor

Questdes Sugeridas

1) Lembrando das fragdes, que vocé ja estudou tanto no 6° quanto no 7°,

como fica representado cada parte do segmento AB?

2) Observando o segmento vermelho de origem em A e que se estende até o
terceiro ponto que vocé marcou o que vocé pode dizer a respeito de sua medida e
da posicao do ponto?

3) Qual é a medida do segmento limitado pelo segundo e sétimo ponto?

Observamos que, na atividade proposta, a construgdo do segmento unitario &
feita sobre o eixo cartesiano para que, mais a frente, seja possivel visualizar a
representacdo decimal atrelada a medida dos segmentos originados pela particao
tomando o ponto A como origem. Observamos que essa mesma construgdo pode
ser feita, em principio, utilizando-se um segmento qualquer.

Nessa primeira atividade temos duas intencdes: obter fragcdes compostas pelo
denominador 10 e verificar que compreensdo os alunos trazem consigo tendo ja
estudado em anos anteriores o tema fragdes. Acreditamos que as respostas geradas
sejam dadas por composigdo de dois numeros naturais e que estejam proximas ao
item a das observagoes da definigao abaixo:

Definicdo 2.4 — fracdo € toda expressdo na forma a/b, onde a e b séo
numeros inteiros, sendo b ndo nulo. O inteiro a € chamado de numerador, enquanto
o inteiro b denomina-se denominador.

Observacoes:

a) Caso a<b, chamaremos de fragao propria;

b) Caso a>b, chamaremos de fragado imprépria;

c) Caso a seja multiplo de b, chamaremos de fragdo imprépria aparente;

d) Sendo a e b numeros inteiros, a fragdo pode ser positiva, assim como

negativa.
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Deteremo-nos, nesse trabalho, as fragbes positivas.

2.3.2 Atividade sobre centésimos

No segmento construido, tomando qualquer uma das partes que foram
obtidas na tarefa anterior, vamos dividi-la também em dez partes. Para isso,
utilizaremos os mesmos principios do exercicio anterior.

(1° passo) No segmento construido escolha uma das particbes feitas na
atividade anterior. Num dos pontos extremos desse segmento, digamos que seja o
ponto A, trace uma reta t com a ferramenta “reta”.

(2° passo) Selecione a ferramenta “ponto em objeto” e marque um ponto Z
nao muito distante do ponto A.

(3° passo) Selecione a ferramenta “Compasso” e tome a medida do segmento

AZ . Centre a circunferéncia em Z, em seguida com a ferramenta “intersecg¢éo entre

dois objetos” marque o ponto de interseccdo A" entre a reta t e a circunferéncia,

obtendo na reta t outro segmento com a medida de AZ.

(4° passo) Repetindo o passo anterior, coloque pontos em t até obter dez

segmentos com a medida de AZ.

(5° passo) Selecione o objeto “reta” e, tomando o ultimo ponto que foi
marcado na reta t, vamos supor que seja M’. Desenhe a reta u que passa por esse
ponto e pelo outro ponto extremo da particdo escolhida, digamos que seja o ponto P.

(6° passo) Selecione o objeto “reta paralela”, desenhe as retas paralelas a

reta u, posicionando-as nos pontos marcados sobre a reta t.
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Fonte: Préprio autor.

(7° passo) Apos desenhadas todas as retas paralelas, selecione “Interseccéo
entre dois objetos” e a cor verde no seletor de cores, em seguida, marque os pontos
de interseccao entre as retas paralelas e a particao escolhida.

(8° passo) Na “janela de algebra”, oculte as circunferéncias e as retas,

deixando visivel somente o segmento unitario AB com as novas divisdes

demarcadas pelos pontos verdes.

Figura 23 - Centésimos

Fonte: Préprio autor.

Questdes sugeridas:

1) Reduza e amplie a imagem uma ou mais vezes.

2) Se vocé fizesse o mesmo procedimento de divisbes em cada uma das
outras partigdes, quantas partes menores vocé teria ao longo do segmento AB ?

3) Que fragao indica uma dessas partes menores?

4) Tomando um desses novos pontos, como vocé indica por fragdo, a posigao

no segmento AB ?

5) Ainda em relagdo ao ponto escolhido, quais sdo as medidas de A até esse
ponto e desse ponto ao ponto B?

A primeira tarefa resulta na obtencéo de fracdes proprias de denominador 10
(décimos); nessa segunda tarefa chegamos as fragdes préprias de denominadores
100 (centésimos), e a tarefa seguinte sera destinada a obtencdo de fragbes de

milésimos, caminhando, assim, para a generalizagao das fragées decimais.
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2.3.3 Atividade sobre milésimos

Tomando um dos dez segmentos limitados pelos pontos verdes, dever-se-a
subdividi-lo em dez partes iguais. Os novos segmentos terdo como extremos pontos
coloridos de azul.

Nao descreveremos aqui os passos dessa construgao, pois sao analogos aos
passos das tarefas antecedentes. Sendo assim, teremos como resultado uma figura

similar a que segue abaixo:

Figura 24 - Milésimos

Fonte: Préprio autor

Propomos nessas trés tarefas iniciais a ampliagdo gradativa da compreensao
das fragbes decimais, levando o aluno a perceber que esse processo de divisbes
decimais é€ infinito.

Questdes sugeridas:

1) E agora, quanto dessas partes ainda menores caberiam no segmento AB?

2) Cada segmento desses representa que fragdo do segmento AB?

3) Escolhendo um desses pontos, qual fragdo indicaria a posi¢do dele no

segmento AB?

2.3.4 Atividade sobre as demais extensoes decimais

No conjunto de atividade que segue, nosso objetivo € que os alunos
investiguem a relagao entre a representacao fracionaria e a representagcao decimal
do numero racional. Nesse trabalho o uso do eixo cartesiano é necessario, na
medida em que o software fornece as representagdes decimais. Esperamos que os
estudantes, visualizando as fragdes com sua respectiva representacdo decimal e a

forma com que estdo organizados no segmento numérico, conjecturem como se

obtém a expanséo decimal em fragbes com denominadores do tipo 10" .
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Inicialmente, a atividade propde aos alunos que, reduzindo e ampliando a

imagem no monitor do computador, escolham um ponto de cada cor e escrevam a

fragdo correspondente a sua localizagdo no segmento numérico AB.

Figura 25 — Visualizagao dos decimais

0.1+
0lA E F e H J K L N M B
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
-014
Fonte: Proprio autor
Figura 26 — Visualizagdo dos centésimos
5 EERy VKL G : : o
072 0.21 0.22 0.23 0.24 0.25 0.26 0.27 0.28 0.29 Uv.3
Fonte: Proprio autor
Figura 27 — Visualizacdo dos milésimos
o - -l P o ol i ol ol -
0.21 0.211 0.212 0.213 0.214 0.215 0.216 0.217 0.218 0.219 0.22

Fonte: Préprio autor

Questdes sugeridas:
1) Quantas vezes esse processo poderia ser repetido?
2) A cada processo a realizar, de que modo o numero de segmentos vai

aumentando?
3) Escolha um ponto de cada cor. Dos pontos que vocé escolheu e escreveu

sua respectiva fragao indique através da imagem o numero indicado.
4) Como vocé justificaria a igualdade entre a representacéo de fragdo e o

numero decimal?
5) Na sequéncia de fragdes abaixo indique os respectivos numeros decimais:
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T’ _ 7
10 100
o _
1000 1000...000

n zeros

6) Para cada numero decimal abaixo, indique a fragado correspondente:

32= 0,32 =
0,032 = 0,0032 =
0,000...0032 =

—_————

n algarismos

7) Quantos numeros ha entre 0 e 1? Justifique.

Esta ultima atividade contempla a seguinte definigao:

Definigdo 2.5 - Fragdo decimal é toda fragdo cujo denominador € igual a 10,
100, 1000 ou qualquer outra poténcia positiva de 10. Sdo exemplos:

3 -7 25

10 " 1000 " 100

Além da definicao acima, as atividades destinam-se também a relacéo entre a
representacdo decimal que a representa, sendo esses numeros, assim como 0s
numeros naturais, estruturados dentro do sistema decimal, onde:

J o1 20011 =0,001
10 100 1000

dai podemos determinar a seguinte equivaléncia:

2: 30 +2 _ 3x10 +2x1
10 10 10 10

Abaixo descrevemos essa estrutura de modo formal.

=3x1+2x0,1=3+0,2 =3,2

2.3.4.1 Expansao decimal de numeros naturais

Preliminarmente, lembramos que podemos expressar cada numero natural N
como uma soma de multiplos das poténcias de base 10, isto €, como soma de
multiplos de 1, 10, 100, 1000, ...:
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N=a, 10" +a, 10" +...+a,102 +a,10+a,, onde os fatores de
multiplicidade a,, @, 1,.., as, a,, a;, @ < {0,1,2,3,4,5,6,7, 8, 9} s&0 Unicos para
cada N.

A decomposicdo acima tem a escrita resumida abaixo:

N =a,.a, 4...8,a,a,

Facamos um exemplo:

2478 =2.10° +4.10% +7.10" + 8.10°

Proposigao 2.6 — Todo racional positivo, r, tem uma decomposi¢ao unica na
formar=r+r", onde;

r’'>0é um numero inteiro;

r’” & um numero racional verificando 0 < r’’<1 (parte fracionaria).

Prova:

12 parte — existéncia da decomposigao

Seja r=alb, com a e b inteiros positivos. A divisdo euclidiana de a por b nos
da, a=qgb+R,com q >0 inteiro e 0<R<b. Dissoresultaque r=a/b=qg+R/b.

Afirmamos que r'=qer ’=R/b. Com efeito, como q € inteiro, e como R/b =

a/lb —q =r-q, resta mostrar que 0 <R/b <1. De fato, essa igualdade é imediata da
definicdo de ordem entre numeros racionais e o fato de que 0 < R <b.

22 parte — unicidade da decomposicgao.

Suponhamos que r=r+r" e r=R+R"”", com r' e R inteiros >0, e que
0<r’,R’<1.

E imediato vermos que r =R’ implica r'=R’. Resta mostrar que a
possibilidade r'# R resulta num absurdo. Com efeito, supondo que >R,
como O0<R’'<r’<1, segue que r’'—R”"é um numero racional verificando
0<r”"-R’<1. Por outro lado, a igualdade r'+R =r=r"+R’’, nos da
r’'—R’’=R’—r’= numero inteiro, o que € um absurdo frente a 0<r"'- R"’<1. De
modo analogo mostra-se que r’'< R"" nos leva também ao absurdo.

Notamos que a expansdo decimal da parte fracionaria, r, de um numero
racional positivo r, como deveria ser esperado, tem a decomposi¢gdo em um multiplo

do décimo, somado com um multiplo do centésimo, mais um multiplo de milésimo, e

assim por diante. Isto é:
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pbiyBo g Bs oy onde, vb; €{0,1,2,3,..,9}.
10 100 1000

Tomando a soma da parte inteira com a parte fracionaria que compdem r,
temos:

r=r+r=a,10" +a, 10" +...+a,10 +a, sy bo by , de forma

10 100 1000
abreviada escreve-se:

r =a,a,_4...a,8q,b;b,b5...

Teorema 2.7 — Todo numero racional dado por uma fragdo ordinaria
equivalente a uma fragdo decimal, positiva ou negativa, tem uma quantidade finita
de digitos na parte fracionaria de sua expansao decimal. Consequentemente, esta
expansao tem de ter a forma:

ta,a,_4...8489,b;0,b5...b,,

Reciprocamente, toda expansao decimal finita representa um numero racional
que é dado por uma fragdo decimal.

Vejamos o exemplo imediato desse teorema:

Determine a expansao decimal do numero racional dado pela fragdo 17/5.

1_7=£=E=£+i=3+0,4=3’4
5 2x5 10 10 10

O resultado acima pode ser obtido também pelo método das divisdes

euclidianas sucessivas, referéncia apresentada a seguir.

2.3.4.2 Método das divisoes

Consideremos uma fragdo a/b equivalente a uma fracdo decimal, e onde
O<ac<b,

(1° Passo) Casa dos décimos.

Fazendo uma primeira divisdo euclidiana:

E=&=i_m=ﬂ+r—1,ondeOSq<b.
b 10b 10 b 10 10b
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Como 0<10a<10b, pode ser escrito como 0<q,b+r, <10b, e como r; 20,

r 1
segue que 0<q,<9.Poroutrolado, 0<r,<b da 0= ﬁ < 10 € entao segue que

em a/b cabem apenas 91 décimos. Obtemos:

a_9, "N g 1

= 1 <«

b 10 10b’" ~10b 10

Logo, se r, =0, temos a expanséo a/b = q,/10. Se r; # 0, precisamos ir para
a préxima casa.

(2° Passo) Casa dos centésimos.

Considerando que 0 <r, < b, fazemos uma segunda divisdo euclidiana:

ry =1Or1 _ 1 q2b+r2=q2 L D
100 1006 100 b 100 100b°

Como 0<10r, <10b, pode ser escrito como, 0<qg,b+r, <10b, e como

onde 0<r, <b.

r 1 -
2 _ < eentdo

r, >0, seqgue que 0 < <9.Poroutrolado, 0<r, <b da 0<
2 gueque U =3, ! 2 1005 100

segue que em a/b cabem apenas 92 centésimos. Obtemos:

a_-91,9% ., N nde 0< 2 <L.
b 10 100 100b° ~ 1006 100

Logo, se r, =0, temos a expansédo a/b = q,/10+q,/100. Se r, #0,
precisamos ir para a préoxima casa.
Dessa forma, enquanto ndo encontrarmos restos nulos, continuaremos de

modo semelhante fazendo esse processo.
2.4 Ocorréncia de Dizimas Periodicas
2.4.1 Atividade sobre Ocorréncia de Dizimas Periédicas

Essa atividade inicia-se abrindo com o GeoGebra o arquivo “Ativ_Decimal2”.

Visualizando a construgao contida no arquivo, pedimos para que os alunos
alterem os valores do numerador m e do denominador n com os controles
deslizantes e observem as mudangas na ilustragdo (retadngulo ou retangulos) e no

ponto P.
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Figura 28 — Visualizagao arquivo Ativ_decimal2
€7 Ativ_decimal2.ggb
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Para o estudo de numeros com dizima, pedimos que representem no arquivo
“Ativ_decimal2” do GeoGebra a fracédo 1/3 e, em seguida, ampliem a imagem e
facam na reta numérica aproximagdes de numeros decimais para essa fragdo, com a

finalidade de fazé-los perceber que se trata de algo que segue infinitamente.

Figura 29 - Aproximagao

3
1

=]
n
w

m 1
—= — =0.333333333333333
n 3
H
P
T T T T T T & T T T T T T
[i] 0.05 0.1 0.15 02 0.25 0.3 035 0.4 0.45 05 0.55 0.6 0.65

Fonte: préprio autor
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Questdes sugeridas

1) Ampliando a imagem e observando os numeros que vao surgindo,
preencha conforme indicado as lacunas a seguir com pares de numeros decimais,

um menor e outro maior, que estejam mais proximos de 1/3.

com uma casa decimal: <1/3<
com duas casas decimais: <1/3<
com trés casas decimais: <1/3 <
com quatro casas decimais: <1/3<
com cinco casas decimais: <1/3<

2) O que vocé observa com as anotagdes feitas na atividade anterior? A
fragdo 1/3 corresponde a algum numero decimal? Justifique.

Dando prosseguimento ao estudo sobre as dizimas peridédicas, queremos
fazer com que nossos estudantes percebam caracteristicas nas fragcdes que
permitam averiguar a ocorréncia ou n&o de dizima periodica. Para tanto,
solicitaremos que os alunos representem, no arquivo Ativ_Decimal2 pares de
fracdes equivalentes e anotem a representacao decimal resultante de cada fragao,
quando, assim, vao perceber essas equivaléncias. Ainda, esses pares de fracdes
estdo organizados em dois blocos, um destinado as fragées decimais e o outro as
fragbes que geram dizimas periddicas, na intencdo de apontar através de

comparacgoes entre esses blocos as diferengas entre esses dois tipos de fracoes.
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- Figura 30 — Equivaléncia 1
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Fonte: Préprio autor.

Figura 31 — Equivaléncia 2
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Fonte: Préprio autor.

Apds os alunos anotarem junto as fragbes as respectivas representagdes
decimais, solicitaremos que fatorem os numeradores e denominadores das fragdes,
de modo que mantenham as fragbes organizadas conforme os blocos ao qual
pertencem. Em seguida, pediremos que comparem os dois blocos de fragdes,

atentando para os denominadores agora decompostos em fatores primos.

Bloco 1

a)z_Sel b)Ee§
100 4 10 5

C)iel d)ﬁei
10 2 100 25
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Bloco 2

a)geZ b)ﬁeE
9 3 99 11

C)@e@ d)24_59£
99 33 90 18

Observagao: sera indicada a notagao “barra” para a representacao da dizima
periddica, 2,7222...=2,72.

Questdes sugeridas

1) Para cada par de fragdes, vocé percebeu alguma relagdo entre elas?
Quais?

2) Conforme vocé percebeu, as fragdes foram dividas em dois blocos. Por
qual(is) critério(s) elas foram assim separadas?

3) Escreva as fragbes com os numeradores e denominadores fatorados
quando possivel.

4) O que vocé consegue perceber com essas fatoragdes?

5) Ha alguma evidéncia nas fatoragbes para a formacédo dos blocos das
fracdes? Justifique.

Nessa etapa, queremos que os alunos fagam conjecturas que ao serem
discutidas possam leva-los a perceber que as fracbes decimais sao compostas por
fatores 2 e/ou 5 nos seus denominadores quando na forma irredutivel, enquanto que
nas demais fragdes irredutiveis com denominadores compostos por outros primos
além de 2 e 5 tem-se a geragcdo de dizima periddica. Relacionamos a seguir
resultados matematicos que embasaram a elaboragcdo dessas atividades e que
formalizam esses resultados.

Definigcdo 2.8 — Sendo a, b, A e B numeros inteiros, onde b e B #0, dizemos
que as fracoes a/b e A/B sao fracdes equivalentes, se e somente se aB = Ab, isto é:

a_A
—=—&aB=Ab
b B

Definicdo 2.9 — Chamamos de numero racional toda uma classe de fragdes
equivalentes, assim, dois numeros racionais serao iguais se, e somente se, suas

classes sao iguais como conjuntos.
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O conjunto dos numeros racionais € simbolizado por Q.

Chamaremos de r o numero racional referente a fracdo a/b, sendo r a classe
de todas as fracdes equivalentes a a/b.

Definigcdao 2.10 — Toda fragcado da classe de fragdes que consiste em um dado
numero racional é dita ser uma representacao fracionaria deste numero.

Utilizaremos a escrita r = a/b para indicar que a fracdo a/b é uma
representacdo do numero racional r.

Teorema 2.11 — Um numero racional r, dado por uma fragao a/b, é igual a um
racional s dado por uma fracdo c/d se, e sO se, essas duas fracdes forem

equivalentes:

r=8s&

O T|o
= 9|0

Definicao 2.12 — Uma fracédo a/b é dita ser irredutivel quando a e b forem
primos entre si.

Teorema 2.13 — Todo numero racional é representado por uma, € s6 uma,
fragéo irredutivel de denominador positivo.

Definicao 2.14 - Fragao ordinaria é toda fragdo da forma a/b, onde a € um
numero inteiro e b € um numero inteiro positivo.

Proposigado 2.15 - Toda fragéo irredutivel é fragdo ordinaria. Em particular,
todo numero racional tem infinitas representagdes equivalentes em fragao ordinaria.

Prova:

Dado r racional, e a/b a fragao irredutivel que o representa, € imediato que
r=—=—=—=_, cQb

Teorema 2.16 - Quando o denominador de uma fragdo ordinaria tiver uma
fatoragdo em primos contendo apenas os fatores 2 elou 5, esta fragdo sera
equivalente a uma fragdo decimal.

Prova:

Pela hipotese, a fatoracdo em primos de b é da forma b=2".5" onde ao
menos um dentre m e n € nao nulo. Supondo que M=n teremos:

a_ a _ asm™" =a.5"“”= a
b 2ms" 2mghgmn omgm qQ™M

Demonstra-se de modo analogo a possibilidade de m<n. C.Q.D.
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Teorema 2.17 — Todo racional ndo equivalente a uma fracdo decimal tem
uma expansao decimal infinita periddica.

Prova:

Deteremo-nos a parte apos a virgula, tomando assim o caso de considerar
um numero racional, 0 <r =a/b <1.

Por se tratar de um numero racional com expansao decimal infinita, temos a
seguinte formalizagc&o decorrente do método das divisdes:

0<ry,r,r,..<b,ouseja, 0<r,,r,r;,...<b-1

Assim, no maximo, apos as primeiras b — 1 divisbes, veremos um resto '
repetindo o valor de um resto r;, ja obtido (1 <i< j). Isso implica que a expansao de

a/b tera de ter a forma:

=0,9192---9,9,+1---9;9,9+1--9; .

oo

Exemplificando, caso "s = 1, teremos:
a=ry —qy

ry —>q;

r, > Qs

rs > Qq,

ry > Qs

I's = q;

E assim segue, de modo que a expanséao fica:

a _ _ a4 d, ds op ds
=0, L=y + + + +
b 1929929 = 35" 300" 7000 T 70000 100000

onde a reticéncia indica repeticdo do padrdo. C.Q.D.

Definigao 2.18 — Chamamos de periodo de uma dizima periddica o primeiro e
menor bloco de digitos que, repetindo-se sucessivamente, gera o restante da
dizima.

No numero racional 0,1424242..., o menor bloco repetindo-se sucessivamente
€ 042, assim 42 ¢ o periodo.
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2.4.2 Atividade sobre exploracao de dizimas peridédicas

Tendo ja abordado as fragdes que resultam em numeros racionais compostos
de dizima periodica, a atividade seguinte buscara fazer com que os alunos consigam
determinar as fragoes geratrizes desses numeros.

Elaboramos o arquivo no GeoGebra “Ativ_dizima3”, composto de trés
controles deslizantes a, m e n, que compdem as fragdes da seguinte maneira:

(1) controle deslizante a determinara o numerador da fragdo, sendo limitado
pelos valores indicados pelos controles deslizantes m e n;

(2) controle deslizante n indicara no denominador a quantidade de 9s;

(3) controle deslizante m indicara no denominador a quantidade de Os.

Dessa forma, se quisermos indicar a fracdo 12/990, devemos indicar a = 12, n

=2e m =1, como podemos ver na ilustragdo a seguir:

Figura 32 - Dizima
Ativ_dizima3.ggb

Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Préprio autor.

Inicialmente exploraremos os numeros racionais com dizimas partindo da
primeira casa decimal, ou seja, da casa dos décimos. Dessa forma, os alunos devem
manter o controle deslizante m fixado em 0, e ir alterando os controles a e n,

visualizando regularidades entre o numerador e denominador.
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Exemplificando, um nove no denominador resultara dizima de um digito de
periodicidade, dois noves no denominador resultardo em dizimas de dois digitos de
periodicidade, e assim por diante. llustramos na figura 33 a seguir, 0 caso de termos

trés 9s no denominador, obtendo com isso dizima de trés digitos de periodicidade.

Figura 33 — Dizima 2
Ativ_dizima3.ggb

Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Préprio autor.

Questdes sugeridas

1) O numerador “a” esta limitado por quais numeros?

2) Que regularidade vocé consegue perceber entre fragdo e o numero decimal
expandido, a medida que vai aumentando o controle “n”?

3) Represente em fracdo cada um dos numeros abaixo, e em seguida,

simplifique as fracoes.

a)0,6= b) 0,54

c)0,132 = d) 0,06

A préxima investigacdo que queremos sugerir aos estudantes € quanto ao
deslocamento da dizima periddica nas casas decimais. Para isso adotaremos os

seguintes procedimentos:
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(1°) controles deslizantes n = 1 e 1<a<9, fazendo variar o controle deslizante
m. Obterdo, dessa forma, dizimas de um algarismo de periodicidade se deslocando
m casas decimais a direita;

(2°) controles deslizantes n = 2 e 1<a<99, fazendo variar o controle deslizante
m. Obterdo, dessa forma, dizimas de dois algarismos de periodicidade se
deslocando m casas decimais a direita;

(3°) controles deslizantes n = 3 e 1<a<999, fazendo variar o controle
deslizante m. Obterdo, dessa forma, dizimas de trés algarismos de periodicidade se
deslocando m casas decimais a direita;

E assim por diante.

Figura 34 — Deslocamento da dizima

Ativ_dizima3.ggb
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Fonte: Préprio autor.

Questdes sugeridas

1) Explique o que acontece ao alterar os valores de m.

2) As dizimas periddicas sdo compostas por quantos digitos? Justifique.

3) Aumentando os valores de “‘m” e “n” descreva de acordo com o
denominador o que acontece com a expansao decimal das fragdes.

4) Para cada numero abaixo, escreva as suas respectivas fragdes, e
simplifique-as quando possivel:

a) 0,004 = b) 0,042 =

c) 0,00702 = d) 0,00051=



70

Por fim, tentaremos generalizar as representagbes dos numeros racionais,
isto &, estabelecer com os alunos as conversdes de fracdo em representagoes
decimais e vice-versa. Dessa forma, no arquivo “Ativ_dizima3”, os alunos devem
alterar os trés controles deslizantes a, m e n.

Ao fazerem isso, além de perceberem as regularidades ja vistas, temos
expectativa de que eles percebam que nem todas as fragbes geram dizimas
periddicas. E também, que ha fragbes que geram numeros racionais compostos de
uma parte ndo periddica e finita com a dizima periddica infinita, isto €, numeros
racionais que sao gerados por composicdo de fragdo decimal com fragcdo nao
decimal, tendo eles, nesse momento, buscado explicagdes de como essas coisas

acontecem.
Figura 35 — Composicao de racionais
Ativ_dizima3.ggb Ativ_dizima3.ggb
; ABC. iiv 4}.7 ABC if37 4%»7
a=198 a=312
.
O n=2 O n=2
m=1 m=1
- -

= =02 — = e = 0.315151515151515

Fonte: Préprio autor.

Questdes sugeridas

1) Em todas as fragdes ocorre dizima periddica? Se ndo, dé exemplos, e tente
justificar do porqué nao haver dizima.

2) Nas fragdes que ocorrem dizima periddica, todas elas sdo compostas
unicamente do periodo da dizima peridédica? Se n&o, o que se pode dizer da parte
nao periodica?

3) Tome quatro fragdes que ocorra numeros com composicdo mista de
decimais periddicos e nao peridédicos. Anotando tdo somente o numero, faca através

da adicao a separacéao entre a parte periddica e a ndo periddica.
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Exemplo: 0,425 = 0,42 + 0,005
4) Como poderiamos agora obter a fragao geratriz dos numeros acima?
Exercicios de Fixagao sobre as Fracdes

1) Determine a expansao decimal das fragdes abaixo:

5 7
a —= b) —=
)8 )12
16 115
c)—= d —=
)5 )33

2) Determine a fragéo geratriz dos numeros abaixo:

a) 0,64 = b)0,2 =
c) 0,034 = d)7.2=
e) 0,56 = f)2,713 =

A fim de complementar essas ultimas generalizagdes feitas sobre os numeros

racionais enunciaremos os resultados vinculados as atividades propostas.
Proposicao 2.19 — Se b;b,...b, € um bloco de digitos ndo 9 repetido, o

meétodo das divisdes produz a expansao decimal:

bb,...b —
ﬁ = 0, b1b2...bn.
\_V_J
n

Prova:

Tomemos o caso particular, o do bloco bbby #999. Passando as
sucessivas divisbes euclidianas de a=b,b,b; por b=999 e atentando aos
respectivos restos:

- Escrevendo 10a =10b,b,b; =999b, +r,, isolando "1 :

r, = 10b,b,b, —999b,

=10(100b, +10b, + b;)— 999b,
=1000b, +100b, +10b, — 999b,
=100b, +10b; + b,

= b,bsb, <999, logo, r, é resto;
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- Escrevendo 10r, =199b, +r,, isolando "2 entéo:
r, =10r,b —999b, =10b,b;b, —999b,
=10(100b, +10b, + b, )—999b,
=1000b, +100b5 +10b, —999b,
=100b; +10b, + b,
= bsb,b, <999, logo, r, é resto;
- Escrevendo 10r, =199b; +r;, isolando r;,, ent&o:
r; =10r, —999b; =10b;b,b, —999b,
=10(100b, +10b, + b, )—999b,
=1000b5 +100b, +10b, —999b4
=100b, +10b, + b,
= b,b,b; <999, logo, r; é resto;
Observemos que temos uma repeticdo ciclica dos restos produzidos pelo
método, nesse caso:
consequéncia disso temos a expansao decimal:
Dibobs _ 0,b:b,b5 =0,b,b,b3b,b,b5b,b,b5... CQD.
999
Teorema 2.20 — Toda dizima periddica simples 0,b,b,...b, ndo €& 9-repetido,
€ a expressao decimal, obtida pelo método das divisdes, de exatamente um numero
racional 0 <r <1, Ademais, este racional é dado pela fracéo ordinaria:
b,b,...b, bib,...b,
99...9 10" -1
\_ﬁﬁ_J

n

r = 0,b1b2...bn =

Teorema 2.21 — Toda dizima peridédica composta

r=0,b,b,...b,¢,C,...C,,

onde o bloco c¢yc,...c, ndo & 9-repetido, € a expansédo decimal (obtida pelo
método das divisdes) de exatamente um numero racional 0<r <1 Ademais, este

racional € dado pela fracdo ordinaria:

_bb,.b, s,
10" 99...90...0
_—

p n

ou, equivalentemente,
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n

. b,b,..b,cc,...c, —bb,..b
- 99...90...0
—

p n
De forma resumida:
b,b,..b,c,c,...c, —bb,..b
99...90...0
—_—

p n

n

r=0bb,..b,cc,.c, =

Prova:
Tomemos um caso particular 0, b;b,...b,¢C,...c, , que permite-nos verificar a

veracidade do teorema.
(12 Parte) Se a dizima dada for a expansao decimal de um racional, entéo

necessariamente este racional s6 pode ser dado pela fracdo ordinaria do enunciado
do teorema.

Supondo que a dizima dada tenha sido produzida fazendo a expansao de um

racional 0<a/b<1, teremos a seguinte sequéncia de igualdades:

10a=bb+r,,com0<r,<b

10r,=b,b+r,,com0<r,<b
10r, =c;b+ry,com0<r; <b
10r; =c,b+r,,com0<r, <b

10r, =czb+rs,com0<r; <b

Para acharmos @ / b | iniciamos multiplicando a primeira igualdade por 10, o

que nos da: 100a =10b,b+10r, =(10b, + b, )b +r,, ou seja:

a_bb,, 1,
b 100 100b
Para determinar o valor da ultima parcela, basta observarmos que, a partir da
terceira igualdade acima, temos uma situagéo analoga a que encontramos na prova
do teorema 2.20, de modo que seguramente podemos escrever:

Iy _ C1CyC3

b 999

e assim, finalmente:

J
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a_bby, r; _ biby €005 _ b1byCiCyCs — Db,

b 100 100b 100 99900 99900

(22 parte) Verificaremos agora o candidato:

a _ bb, 4+ C1€2Cs _ b.b, N 1 ¢4C5C3

b 100 99900 100 100 999

que tem como expansao decimal a dizima dada, 0,b;b,¢,C,C5 .

Para isso, iniciamos observando que, como o bloco ¢,c,c; € suposto ser n&o

9-repetido, teremos

1 C1C2C5 _ 1
100" 999 100

. CiCyC3 , . ~ .
Isso implica que a parcela ~999 s0 pode influenciar a expansao decimal de

ab a partr das casas dos milésimos. Esse fato mais a igualdade
bb, /100 =b,/10+ b, /100 determinam que, com certeza, a expansao decimal da
fracdo a/b dada, até a casa dos centésimos, é a/b=b,/10+b,/100+..., sendo que
os digitos a partir das casas dos milésimos serdao determinados apenas pela parcela
€4C,C5 /99900 .

Da Proposicdo 2.19, sabemos que o método da divisdo aplicando a
C4C,C5 /999 gera uma sequéncia de digitos que tem c¢,c,c; como periodo, e inicia
na casa dos décimos. Consequentemente, esse método aplicado a c¢,c,c5 /99900
gera uma sequéncia de digitos que tem c,c,c; como periodo, e inicia na casa dos

milésimos. Podemos concluir afirmando que o método das divisbes produz a

expansao:

b 100 99900
Teorema 2.22 — Uma fragao irredutivel gera uma dizima peridédica composta,

8 _biby , 0iC2Cs g p e caD.

se e somente se, seu denominador tem, com outros fatores, ao menos um dentre 2

e 5 como fator.
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3 METODOLOGIA DE PESQUISA

O presente capitulo traz a formulagdo da nossa pergunta, a metodologia
empregada na pesquisa, o contexto da pesquisa e como os dados foram obtidos e
analisados.

3.1 Da Pergunta de Pesquisa e dos Objetivos

O ensino dos numeros racionais € amplo devido a seus significados e suas
distintas representacdes. Por outro lado, a compreensdo de seus conceitos, a
maneira como s&o representados e suas particularidades em opera-los implicam
dificuldades de aprendizagem que angustiam tanto os professores no admbito de
ensinar quanto os estudantes na acao de aprender.

Ao longo dos anos, dialogando com outros colegas professores e buscando
novas maneiras de abordar os numeros racionais, temos utilizado de diferentes
metodologias que aparentemente tém nos auxiliado a obter melhores resultados. No
entanto, as dificuldades ainda se fazem presentes.

Motivados em querer saber a forma de pensar dos alunos e explorar com eles
caracteristicas dos numeros racionais, encontramos nas aulas investigativas
juntamente com o uso do software de geometria dindmica GeoGebra a possibilidade
de atender nossos anseios. Entdo langamos a seguinte pergunta:

De que modo uma proposta investigativa com o uso do software
GeoGebra contribui para que os estudantes percebam caracteristicas dos
numeros racionais?

Com relagdo a essa pergunta, os objetivos especificos da nossa pesquisa

a) Verificar como a utilizagdo do software GeoGebra em um cenario
investigativo pode contribuir para a construgdo do conhecimento e percepgao das
caracteristicas dos numeros racionais;

b) Apontar as potencialidades e restricées do software GeoGebra;

c) Relatar e tentar compreender os raciocinios desenvolvidos pelos alunos.
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Com os objetivos acima citados e buscando responder nossa pergunta,
elaboramos uma sequéncia de atividades (descritas no capitulo 2), que foram
aplicadas em uma turma regular. A partir dessa aplicagdo, construimos os dados

que serao apresentados e analisados no capitulo 4.

3.2 Pesquisa Qualitativa

Entendemos que a pesquisa qualitativa vem ao encontro de nossos
interesses, ja que queremos saber como o0s alunos desenvolveram o0s seus
raciocinios e as propriedades por eles percebidas durante as tarefas exploratorias.
Conforme Goldenberg (2000, p. 14): “a preocupagao do pesquisador ndo é com a
representatividade numérica do grupo pesquisado, mas com aprofundamento da
compreensao de um grupo social, de uma organizagao, de uma instituicdo, de uma
trajetéria etc”. Para Araujo e Borba (2013) a pesquisa qualitativa traz para o
pesquisador dados mais descritivos.

Sobre caracteristicas da pesquisa qualitativa, Bogdan e Biklen (2010) indicam
cinco aspectos:

1) Na investigagdo qualitativa a fonte direta de coleta de dados é obtida no
ambiente constituido pelo pesquisador, atendo-se ao contexto do local por acreditar
ter a melhor compreensao das agoes.

2) A investigagao qualitativa é descritiva, o pesquisador tem preocupagéo em
analisar os dados obtidos por meio de palavras e imagens, descrevendo os
resultados da pesquisa por citagdes feitas com base nesses dados ilustrando e
substanciando a apresentagao.

3) Os investigadores qualitativos tém maior interesse na maneira como se
desenvolveu o processo da pesquisa do que simplesmente pelos resultados ou
produtos. A analise transcorre das atividades, procedimentos e interagdes diarias.

4) Os investigadores qualitativos buscam analisar os dados de forma indutiva,
a descricdo dos resultados € construida a medida que os dados particulares que
foram recolhidos se vao agrupando.

5) O significado é elemento fundamental na abordagem qualitativa, os

pesquisadores se interessam pelo ponto de vista da perspectiva dos participantes.
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Em nossa pesquisa questionamos sobre as contribuicdes do GeoGebra em
um cenario investigativo para a aprendizagem sobre numeros racionais, acreditamos
que poderemos ter melhor compreensao dos efeitos mediante a sua aplicagcdo no
ambiente natural, ou seja, a sala de aula. De acordo com o desenrolar da aplicagao,
estaremos sendo testemunhas das agdes dos alunos e das influéncias que tanto a
investigacao quanto a utilizacdo do software repercutem em nossos educandos, e ao
descrevermos esses fatos, a medida que os percebermos, teremos nas atitudes e
falas dos alunos os principais dados a serem considerados na analise da
metodologia empregada. Dessa forma, tomando os cinco itens anteriores apontados
por Bodgan e Biklen (2010) € que vemos na pesquisa qualitativa a metodologia
adequada para atingirmos nosso proposito de verificar as potencialidades do

GeoGebra no ambiente investigativo do ensino sobre niumeros racionais.

3.3 O Local e os Sujeitos da Pesquisa

Aplicamos nossa proposta de ensino no nosso local de trabalho, a Escola
Municipal de Educacdo Basica Alberto Santos Dumont, situada na cidade de
Sapucaia do Sul/RS. Essa instituicdo de ensino atende cerca 1200 alunos
pertencentes ao bairro onde esta localizada a escola, e também das comunidades
vizinhas, sendo esses estudantes distribuidos nos trés turnos - manha, tarde e noite.

Sao0 participantes da pesquisa os alunos do oitavo ano do Ensino
Fundamental, da turma identificada como 8°C. A escola possui trés turmas de 8°
ano, sendo essas turmas com rendimentos muito préximos uma das outras. O que
determinou a escolha da turma 8°C foi o encaixe nos horarios quanto a
disponibilidade do LABIN.

Essa turma é composta por 24 alunos tendo eles idades entre 13 e 16 anos,
dos quais 5 estavam repetindo o 8° ano. S&do estudantes que residem nas
proximidades da escola, sendo a regido situada na periferia da cidade de Sapucaia
do Sul. Sdo jovens de familias humildes e de baixo poder aquisitivo. Conversando
com a orientadora da escola, ficamos sabendo que oito desses alunos estavam
somente sob tutela ou do pai ou da mée, ou ainda com pessoas de menor grau de
parentesco. A turma é agitada, mas sem agbes que indiquem excessos ou

indisciplina, ao contrario se mostram respeitosos entre eles e com o professor. O
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rendimento escolar é regular, sendo que a maioria da turma apresenta desempenho

insatisfatério em uma ou mais disciplinas.

3.4 Coleta e Analise dos Dados

Os dados foram coletados com base na aplicagdo da proposta de ensino
apresentada no capitulo 2, a qual foi desenvolvida em seis encontros, que ocorreram
duas vezes por semana entre o fim de outubro e o meio do més de novembro de
2014.

Querendo observar e analisar as contribuicées das aulas investigativas com
a utilizagao do aplicativo GeoGebra, a proposta didatica esta focada na participagao
dos alunos, de modo que adotamos alguns meios de coleta de dados que
favorecessem a nossa investigacdo. Abaixo passaremos a lista-los e a descrevé-los:

1) Notas de Campo: foram o instrumento que utilizamos para fazer os
registros das observacgdes durante os encontros. Conforme Bogdan e Biklen (2010,
p. 152):

Consistem em dois tipos de materiais. O primeiro é descritivo, em
que a preocupagao € a de captar uma imagem por palavras do local,
pessoas, acdes e conversas observadas. O outro reflexivo — a parte que
apreende mais o ponto de vista do observador, as suas ideias e
preocupagdes.

Dessa forma, registrei em um caderno, as observac¢des durante os encontros
com os alunos. Tais anotagdes eram referentes aos estudantes quanto a suas
atitudes, comentarios e constatacdes feitas sobre as atividades e a utilizagdo do
computador e, ainda, dos aspectos que observamos sobre a abordagem
investigativa e a utilizacdo do software GeoGebra.

2) Filmagens: utilizamos duas cameras filmadoras, situadas em dois extremos
da sala de aula, a fim de filmar os encontros em sua integralidade. Pensamos em
utilizar softwares de captura de tela e sons nos computadores do LABIN, mas como
sistema operacional era Linux precisaria de suporte técnico para instalar aquele
programa nas maquinas.

Esses recursos registraram atitudes e didlogos dos alunos, e também
discussodes coletivas das observacgdes, respostas e descobertas obtidas durante as

tarefas exploratorias. Utilizamos, ainda, nosso aparelho celular como filmadora, a fim
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de termos um meio que nos permitisse circular entre os alunos e coletar dados por
meio de dialogos diretos entre nds e o aluno, ou entre nés e um grupo de alunos.

A extracdo de dados por essa midia foi feita parcialmente: a medida que
iamos assistindo aos videos, observavamos acdes que indicassem dados
significativos para a analise, as pausavamos e repetiamos quantas vezes fossem
necessarias para registra-las no computador. Por vezes, os alunos estavam muito
falantes, o que resultou em dificuldades para escutar o que diziam, entao,
confrontdvamos as filmagens das duas cameras para ter a real descricdo do que
estavamos visualizando e escutando. Buscamos observar o que o0s alunos
apontavam sobre o uso do software GeoGebra naquilo que as atividades l|hes
exigiam e no que observavam de regularidades.

As cenas que julgamos procedentes para responder a pergunta da nossa
pesquisa estao transcritas no capitulo 4.

3) Producdo Escrita dos Estudantes: para os alunos foram impressos e
entregues perguntas, sendo elas respondidas mediante a realizagao das atividades
exploratérias no computador (Capitulo 2). Apds o término da(s) atividade(s) e tendo
os alunos respondido tais perguntas eles as compartilharam com os demais colegas
durante os momentos de debate coletivo, ndo podendo eles apagar suas anotagdes,
pois as mesmas foram objeto de analise. Trechos desse material aparecem no
capitulo 4, na apresentagao e analise dos dados.

Em nossa pesquisa, utilizamos as multiplas fontes de coleta de dados
descritas acima e, a partir da articulacdo das mesmas, passamos a perceber e
descrever as caracteristicas do cenario investigativo tecnoldgico, de como os alunos
se portavam nesse tipo de ambiente, e ainda a sinalizar as potencialidades e
limitagbes provenientes tanto do ambiente investigativo como da utilizagdo do
computador, em especial passamos a analisar as potencialidades do software de
geometria dindmica GeoGebra. Borba e Loiola (2013), baseados em Alves-Mazzotti
(1998) e Lincoln & Guba (1985), denominam essa articulagao entre multiplas fontes
de dados como ‘“triangulagdo”, a qual € de fundamental importancia para dar
credibilidade a pesquisa.

Na nossa apresentacdo e analise de dados, optamos por organiza-las em
secoes, cada uma delas referente a um encontro. Essas sec¢des foram divididas em
dois momentos: o primeiro se destinou a apresentarmos os dados coletados

utilizando como base uma narrativa do encontro e fazendo consideragcbes gerais a
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medida que elas foram sendo descritas; no segundo momento passamos a detalhar
aquelas observagdes que para nos contribuiram para a resposta a nossa pergunta.

O capitulo seguinte se destina a apresentagao e analise desses dados.
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4 APRESENTAGAO E ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo, apresentaremos os dados da pesquisa, os quais foram
construidos durante o desenvolvimento da pratica de ensino descrita no Capitulo 2,
juntamente a uma analise dos mesmos. Baseado em Brocardo, Oliveira e Ponte
(2003), o andamento dos encontros com os discentes foi organizado seguindo
sempre a sequéncia de trés momentos: 1°) em duplas ou trios os estudantes
exploravam as situagdes propostas utilizando o recurso computacional, 2°) com base
na exploracao feita, os estudantes respondiam perguntas e 3°) compartilhamento e
discussao coletiva das respostas.

Faremos a apresentacéo e a analise em trés etapas: a primeira se referindo a
construgdo e divisdo do segmento unitario, para a construcédo das fracbes decimais;
a segunda, voltada as fragbes que geram dizima periddica; e a terceira, para fazer o
fechamento trabalhando, simultaneamente as fragdes decimais e geradoras de

dizima periddica.

4.1 Da Abordagem sobre as Fragdes Decimais

4.1.1 Dados e Consideragcdes do Primeiro Encontro: 24/10/2014

A primeira aula foi destinada a apresentacdo do software GeoGebra aos
estudantes, a construgdo de um segmento unitario dividido em 10 partes e, em
seguida, a analise de perguntas sobre fragbes determinadas pela particdo do
segmento.

E caracteristica dos jovens aprenderem sobre as tecnologias (celulares,
microcomputadores, fablets etc.) na medida em que as vao manuseando. Dessa
forma, tdo logo os direcionamos ao Labin e lhes apresentamos o software
GeoGebra, determinamos um tempo de 10 minutos para que eles pudessem
explora-lo e amenizassem o sentimento de ansiedade que também é caracteristico

nessa faixa etaria, fato esse comprovado na disputa para ver quem primeiramente
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da dupla mexeria no mouse do computador, ou nos recorrentes pedidos que um
colega fazia ao outro para que lhe desse a vez.

Percebemos que muitos dos alunos se propuseram a desenhar os elementos
geométricos indicados nos icones da barra de ferramentas. Alguns mais curiosos
conseguiram movimentar com o mouse os objetos que haviam construido. Foi um
momento ludico em que o pedido por intervengdo e ajuda do professor inexistiu.

Passado esse momento de reconhecimento, o nosso plano de aula seguiu
para a construgcdo de um segmento unitario dividido em 10 partes iguais. Nessa
atividade, os alunos utilizariam um conhecimento que eles ja haviam desenvolvido
na sala de aula com papel, lapis, régua, esquadros e compasso: a divisdo de um
segmento em partes iguais aplicando o Teorema de Tales.

Estando recentemente os educandos aprendendo a utilizar o software,
adotamos o procedimento de ir orientando eles nessa primeira atividade. De modo
passo a passo, a sequéncia de comandos foi sendo apresentada em uma ampla
projecao da tela do computador que ia sendo exibida no quadro branco da sala.

Assim, comegamos com a constru¢do de um segmento unitario contido no
eixo das abscissas do plano cartesiano®. Obtido o segmento, o plano cartesiano foi
ocultado, de modo que apenas o segmento ficasse a mostra.

A partir desse momento, € importante relatar que, antes de apontar qual
comando do GeoGebra deveria ser utilizado, perguntamos para os alunos que
passos eles tinham realizado na sala de aula com a régua, compasso e esquadros.
Nossa intencéo foi fazer com que eles, ao repetirem algo semelhante que ja haviam
feito em sala de aula manualmente, revisassem e fixassem as propriedades do
Teorema de Tales, bem como notassem que tudo aquilo que havia sido feito
manualmente agora poderia ser feito mediante a utilizagdo do computador e do
Software.

Inicialmente, quando dissemos para os alunos que eles deveriam fazer a
divisdo do segmento em 10 partes, muitos pronunciaram um “666hhh! Em
quantas?”, entoando algo que seria muito trabalhoso de se fazer, pois os mesmos ja
haviam feito manualmente um segmento dividido em 5 partes. Mas isso foi téo

somente um alarde inicial. Em seguida, foi com satisfagéo verificar a espontaneidade

2 Conforme comentamos no Capitulo 2 o segmento unitario poderia ter sido qualquer,

isto é, ndo precisaria ser construido sobre o eixo das abscissas. A escolha por fazer essa construgado
esta relacionada as tarefas nas quais os estudantes devem analisar o valor numérico associado a
cada ponto da reta, o que é fornecido pelo software para os pontos sobre o eixo.
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com que os alunos passaram a participar da aula. Pronunciavam naturalmente
aquilo que deveria ser feito.

Professor: - Qual é a primeira coisa que a gente faz?

Aluna G2: - Compasso.

Professor: - O compasso primeiro?

Alunos em coro: - Nao, é a reta.

Inicialmente gostariamos de fazer uma observagao sobre o caso da aluna G2.
A aluna que, talvez por ser encabulada em participar das aulas e ter dificuldades em
Matematica, havia pouco se manifestado nas aulas durante o ano, agora, ao
questionarmos a turma, nos surpreendeu a atitude dela em ser a primeira a se
manifestar, e ainda, mesmo ela tendo dado a resposta incorreta, continuou a fazer a
atividade como se nada houvesse acontecido. O comportamento dos demais alunos
também é algo a salientar. Geralmente ha alunos que fazem comentarios de
desprezo quando um colega comete um equivoco, e naquele instante isso foi algo
totalmente ausente. Numa viséo geral sobre a turma, vimos que as atengdes deles
estavam voltadas para aquilo que estavam fazendo no computador.

Nesse primeiro momento, ja pudemos perceber o engajamento de todos os
alunos na realizagao das tarefas. Também observamos a participacédo da aluna G2 e
a participagdo amigavel dos demais alunos a medida que interagiam tanto na dupla
ou trio ao qual pertenciam, quanto coletivamente ao serem questionados, conforme
poderemos ver no decorrer desse capitulo.

Na primeira atividade realizada passo a passo com os alunos, pudemos
verificar se eles conseguiam também adivinhar qual ferramenta deveria ser utilizada.
Houve um momento da constru¢do, em que os alunos deveriam marcar o ponto de
interseccdo entre uma reta e a circunferéncia. Diante disso, dentro das opg¢des de
pontos fornecido pelo GeoGebra, os questionamos:

Professor: — O que nds colocamos agora?

Aluno A1 — Ponto sobre objeto?

Alguns alunos concordaram com a afirmacgéo.

Professor: - Ponto em objeto? Vocés tém certeza?

Professor: - Como colocamos esse ponto aqui? Que ponto é esse? [Se
referindo o ponto de intersecgao entre um circulo e a retal.

Aluna M1: - Interseccdo entre dois objetos.
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Com o professor indicando na projecdo que aquele ponto a ser colocado
deveria pertencer aos dois objetos, a aluna M1 analisou o menu e percebeu que o
ponto entre dois objetos era a melhor das opgdes oferecidas, e assim indicou
corretamente o procedimento.

Seguimos a obtencdo do segmento, intercalando ora orientagbes via
projecdes, ora intervengdes mais pontuais para alunos que encontravam mais
dificuldades. Os alunos mais curiosos, ao tomar a atitude de analisarem e
experimentarem os comandos para a realizagdo dos passos que se seguiam,
passaram a ter certa independéncia na realizacdo da tarefa; olhavam e prestavam
atencdo no professor e na projecdo apenas para confirmarem se estavam ou n&o
realizando os procedimentos corretamente. Tivemos dois trios de estudantes
acusando o término da construcido antes dos demais, até mesmo antes do professor
concluir todos os passos via projecao.

O grupo formado pelos alunos G1, W1 e W2 informou ao professor que ja
haviam terminado a divisdo do segmento e, alguns minutos depois, o grupo formado
por D1 e R1 também acusou o término da tarefa. Porém ao analisarmos a imagem
obtida por este ultimo grupo, os proprios alunos perceberam uma desconformidade:

Aluno D1: Oh professor, da para fazer de novo?

Professor: Nao, ndo, esperem um pouquinho (no sentido para aguardarem o0s
demais).

Aluno D1: A gente fez a mais [se referindo as partes].

Professor: Quantos vocés fizeram?

Aluno R1: - Onze.

Como podemos perceber, os alunos de certo modo haviam terminado. No
entanto, o pedido para fazer novamente, na verdade, era para reparar um erro que
haviam cometido. Podemos constatar nas faces dos alunos os semblantes de como
se tivessem feito alguma traquinagem, nos permitindo fazer a leitura de que aquela
falha nao representava para eles um problema, pelo contrario, demonstraram que
haviam gostado de realizar a construgéo e que o erro cometido ndo passou de uma
afobacdo em querer terminar antes dos outros a tal tarefa.

Foi motivador poder ver os alunos mostrarem-se envolvidos com a aula, e
interagirem entre si com perguntas sobre a exploragdo do GeoGebra e sobre a
atividade. Segundo Brocardo, Oliveira e Ponte (2003), podemos dizer que obtivemos

0 cenario investigativo, os alunos se sentiram a vontade, puderam conversar com
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colegas e professor tendo suas ideias valorizadas, por meio de formulagcdo de
perguntas e a procura por explicagdes, os alunos se colocaram como responsaveis
pelo seu processo de aprendizagem. Para nés, essas atitudes foram indicios de que
os estudantes passariam a participar ativamente das aulas.

Outros alunos apresentaram equivocos semelhantes a D1 e R1, como a aluna
P1 que também havia feito 11 partes, pois havia utilizado o compasso uma vez mais
que o necessario; e também a aluna M2 que havia feito 9 partes, pois havia contado
também o ponto A, o qual deveria ser desconsiderado.

Em meio a esse tempo, ao transitar pela sala, constatamos a aluna G2 ser
auxiliada pelos alunos G1, W1 e W2 que ja haviam terminado a tarefa. A aluna que
havia feito um pequeno comentario saindo de um estado de inércia, agora
continuava dando demonstracdo do comprometimento na aula de matematica,
aceitando que colegas a ajudassem a executar os comandos.

Para Kenski (2010, p.68): “a possibilidade de interacdo entre professores,
alunos, objetos e informagdes que estejam envolvidos nos processos de ensino
redefine toda a dindmica da sala de aula e cria novos vinculos entre os
participantes”. Ja de inicio, pudemos averiguar esses novos vinculos. Com a adogao
da aula investigativa e do uso da tecnologia, por meio do uso do laboratério de
informatica, constatamos mudancas de comportamento dos alunos. O fato de
usarem as tecnologias despertou neles o interesse, ja que se tratava de um aparelho
de que gostam e que esta tdo presente em seu cotidiano. Assim, exploraram com
entusiasmo alguns recursos do software GeoGebra.

Uma vez que todos haviam concluido a divisdo do segmento unitario em dez

partes (Fig.36), foi solicitado que os alunos respondessem a trés questodes:

Figura 36 — Reparticdo do segmento em 10 partes

Fonte: Proprio autor
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Quadro 1 - Questoes
1) Lembrando das fragbes, que vocé ja estudou tanto no 6° quanto no 7°,

como fica representado cada parte do segmento AB ?

2) Observando o segmento vermelho de origem em A e que se estende até
o terceiro ponto que vocé marcou o que vocé pode dizer a respeito de sua medida e

da posicédo do ponto?

3) Qual é a medida do segmento limitado pelo segundo e sétimo pontos?

Fonte: préprio autor.

Antes que os educandos comegassem a responder, o professor encarregou-
se de fazer uma leitura prévia das questdes. Em seguida foi dado um tempo
consideravel para que eles pudessem analisar, dialogar entre os colegas e assim
escrever suas respostas.

Percebendo que a maioria dos alunos ja havia respondido as perguntas, o
professor e a turma passaram a expor e refletir sobre as respostas dadas. O
professor pediu ainda, que eles mantivessem as respostas dadas, ndo apagando-as
mesmo que estivessem equivocadas, pois as mesmas seriam primordiais para a
pesquisa, e também para que pudéssemos como turma entender como os colegas
haviam compreendido as questodes.

Na primeira questdo a resposta predominante foi 1/10. Daqueles que

escreveram outros resultados, destacamos aquelas que nos chamaram a atencgao:

Figura 37 — Respostas dos alunos R2 e M3

1) Lembrando das fragdes, que vocé ja estudou tanto no 62 quanto no 7%, como
fica representado cada parte do segmento AB ?

Fonte: Proprio autor

Professor: - Por que vocés pensaram em sete sobre dez?

Aluno R2: - E que o primeiro segmento é o A e dai tem que contar.
Professor: - E 0 que vocés contaram para chegar no sete sobre dez?
Aluno R2: — Contamos até o T (que seria o sétimo ponto marcado).
Professor: - E o porqué do 10?7

Aluna M3: Por que séo dez letras.

Aluno R2: Por que s&o dez pontos.
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Professor: E o que faz esses dez pontos.
Alunos em coro: - Dividem.

O objetivo desta primeira questdo era que os estudantes percebessem que
cada segmento que particiona o segmento AB, tem como medida, 1/10 da medida

de AB, se referindo a uma parte do todo. Neste caso, tinhamos a expectativa de
trabalhar com a “personalidade” de Fracao, conforme descrevem Allevato e Onuchic
(2008), em um contexto de medida. Ao responderem a pergunta, esses alunos nao
tomaram uma parte em comparag¢ao ao segmento todo, mas sim um ponto e, a partir
dele, formularam sua resposta. Nesse caso, com base em Allevato e Onuchic
(2008), podemos inferir que a fragdo indicada pelos alunos caracteriza-se pela
“personalidade” de ponto racional, isto €, 0 numero que ocupa um lugar bem definido
na reta numérica e, reciprocamente, todo ponto racional corresponde um numero
racional. Apesar de os alunos nao terem interpretado a pergunta como queriamos,
ao confirmarmos na imagem a localizagdo do ponto T, observamos que eles
escreveram a fragdo correspondente a localizagdo do ponto no segmento, o que
sugere compreensdo no que se refere a escrita da fragdo em relagdo a posicéo do

ponto racional.

Figura 38 — Indicacédo dada por R2 e M3

Fonte: Préprio autor

Ja o aluno L1 respondeu o seguinte:

Figura 39 — Escrita do aluno L1

1} Lembrando das fracbes, que vocé ja estudou tanto no 6° quanto no 72,.como
fica representado cada parte do segmento 4B ?

Fonte: Préprio autor.

Aluno A1 — Nés colocamos onze sobre nove.

Professor: - Por que vocés colocaram onze sobre nove?
Aluno L1: - Porque s&o onze pontos que tem nove.
Professor: - O que vocés consideraram?

Aluno L1: - As pontas tém onze e no meio nove.
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Nessa resposta, primeiramente os alunos tomam o total de pontos marcados

no segmento AB, no caso 11 pontos. Em seguida, excluindo os pontos das
extremidades, eles consideraram somente os 9 pontos marcados que dividiram o
segmento em 10 partes iguais. Segundo a classificagdo encontrada em Allevato e
Onuchic (2008), a personalidade mais proxima para a representagdo apresentada
pelos alunos parece ser a de razdo. Dependendo de ja terem visto e lembrado desse
conceito, os alunos poderiam ter enunciado a fragdo escrita como a razao entre o
total de pontos no segmento e os pontos que dividiram o segmento em partes iguais.

O aluno L1 fez relagdo com as quantidades de pontos, enquanto R2 e M3
priorizaram a ordem dos pontos tendo no extremo esquerdo do segmento o ponto de
referéncia. Esses alunos nao tiveram a interpretagdo esperada da pergunta, que
fazia referéncia a uma das partes em comparagédo ao segmento, isto €, a parte do
todo, ou ainda, a personalidade de fracao.

Ao termos formulado a pergunta, queriamos que os alunos tomassem o

tamanho ou medida de uma das partes e a comparassem com o0 segmento AB, do
mesmo modo como eles provavelmente faziam nos anos anteriores com figuras,

tomando parte do todo. No entanto, fazendo uma releitura da questdo, ao

enunciarmos “cada parte do segmento AB”, cremos que nao haviamos deixado

claro para os alunos que queriamos que eles tomassem apenas uma das partes e a
comparassem com AB. Assim, pela escrita “cada parte”, por exemplo, pode ser
entendido como tomar duas particoes e essas constituirem uma das partes de AB,

ou ainda, tomar pontos de AB que constituem uma de suas partes. Dessa forma,
quando temos respostas diversificadas para uma mesma pergunta, cabe-nos refletir
sobre o que queremos como resposta e a forma com que enunciamos a questao.
Talvez possiveis alteragdes na escrita das perguntas propostas sejam necessarias,
as quais serdao propostas no produto final deste trabalho. Logo, ao estarmos
analisando as repostas dos alunos, estaremos também reavaliando nossos
guestionamentos, bem como, as atividades propostas.

Tendo escutado e discutido as questdes, e considerando que a maioria dos
alunos havia demonstrado uma justificativa l6gica para suas respostas, houve o
momento em que tais respostas foram retomadas para indicarmos a afirmacao
correta. Para isso, fizemos apontamentos que esclareceram os equivocos cometidos

e acima apresentados, comparando-os com a resposta indicada corretamente pelos
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demais alunos, isto é, a fragdo de 1/10 para cada parte do segmento. Diante disso,
pudemos nao so convencer os alunos sobre a resposta adequada, mas também
fazé-los entender os equivocos cometidos.

Na questéo 2, junto a personalidade de fragdo indicada pela palavra medida
colocamos a palavra posicdo indicando a personalidade de ponto racional, na
expectativa dos estudantes verificarem que um racional teria mesma escrita para
representar personalidades diferentes. Aqui a resposta de maior ocorréncia foi 3/10.

Dentre as demais respostas, encontramos a resposta 1/3 em dois grupos.

Figura 40 — Escrita da segunda questao
2) Observando o segmento vermelho de origem em A e gue se esiende até o

tercgim ponto que VOcé marcou o que vocé pode dizer a respeito de sua
medida e da posigao do ponto?

Fonte: Préprio autor

Professor : O que vocés pensaram em relagéo a 1/3?

Aluno V2: A, e pegar o P, que é o terceiro.

Aluno L1: OAéonumero 1Te Péo 3.

Observamos que a resposta pertence aos mesmos alunos que haviam, na
questao anterior, respondido 11/9. Verificamos que eles mantiveram suas atencdes
voltadas a observacao dos pontos. O fato dos pontos A e o terceiro ponto, no caso o
ponto P, terem sido citados no enunciado, os participantes L1 e V2 tentaram

relaciona-los entre si de alguma forma, sendo que tinhamos expectativa de que eles

tomassem o segmento AP e o comparassem com AB, e a P indicassem a sua
posigao no segmento.
Como dissemos antes, essa mesma resposta 1/3 foi dada por outro trio de

alunos, entao, fomos até onde eles estavam sentados e constatamos:

Figura 41 — Resposta da questao 2 por G1, W1 e W2 (fracéo 1/3, cada parte 1cm)
2) Observando o segmento vermelho de origem em A e que se estende até o
terceiro ponto que vocé marcou 0 que vocé pode dizer a respeito de sua
medida e da posi¢gao do ponto?

Fonte: Proprio autor
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A resposta dada pelos alunos G1, W1 e W2, foi justificada por W2. Ele nos

relatou que o grupo supds que como o0 segmento AB fora dividido em 10 partes

iguais, cada uma dessas partes poderia assumir a medida de 1cm. Em seguida,

tomaram o segmento AB so até o terceiro ponto marcado, o que deu a eles um total
de 3 partes, entdo assumindo essa parte agora como o todo, cada parte equivaleria
a 1/3. Podemos observar que o trio respondeu tendo restringido a observagéao do
segmento até o terceiro ponto marcado. Eles mantiveram a linha de pensamento
(parte/todo), considerando as trés partes como o todo.

Ainda, observamos que os alunos, em relacdo a palavra medida, pensaram
que deviam expressa-la num sistema de medida do conhecimento deles, entdao a
cada segmento atribuiram a medida de 1cm. Aqui parece que houve a intengcéo dos
estudantes em vincular algo do conhecimento deles com aquilo a ser explicado,
passando assim, a atividade ter significado para eles. A Figura 41 acima confirma a

intencao da utilizagdo da unidade de medida, e conforme os PCNs (1998, p. 37):

O significado da atividade matematica para o aluno também resulta
das conexdes que ele estabelece entre os diferentes temas matematicos e
também entre estes e as demais areas do conhecimento e as situagdes do
cotidiano.

Ao relacionar idéias matematicas entre si, podem reconhecer
principios gerais, como proporcionalidade, igualdade, composigao,
decomposigéao, inclusdo e perceber que processos como o estabelecimento
de analogias, inducdo e deducdo estdo presentes tanto no trabalho com
nuameros e operagdes como no trabalho com o espaco, forma e medidas.

Cognitivamente, quando deparamos com uma pergunta ou problema do qual
queremos tratar, buscamos em nossa memoria algo que conhecemos e que talvez

possa ser utilizado para responder ou entender aquilo que se quer averiguar.

Figura 42 — Escrita da terceira questéo 1
ual & a medida do segmenio limitado pelo segundo e sétimo ponto?

(_,,\i

Fonte: Proprio autor

Figura 43 — Escrita da terceira questéo 2

medida do segmenio limitado pelo segundo e sétimo ponto?

Fonte: Préprio autor
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Na questao 3, os alunos G1, W1 e W2, dizem ter tomado os segmentos entre
0 segundo e sétimo ponto, obtendo cinco segmentos dos 10, dai dos 5/10 (Fig. 42).
Ja os alunos A1, L1 e V2 (Fig. 43) relataram que antes deles terem respondido 5/10,
haviam escrito 2/7, repetindo a estratégia de observar as posi¢des dos pontos no
segmento. Ainda, segundo os alunos, eles modificaram a resposta por influéncia das
respostas dos demais colegas. Nessas trés questdes iniciais, esses alunos fizeram
uso da mesma estratégia, considerar pontos, de modo a ter uma quantidade total e
outra parcial e coloca-las em representacdo de fracdo, tendo representacdes
préximas a personalidade da razdo, embora eles ndo demonstrem ter conhecimento
ou a intencao de usar a definicao literal de razao.

Também presenciamos a aluna P1 dar sua resposta por extenso para a
primeira questdo. Ndo conseguimos constatar relagdo alguma ao tema fragdo. A
aluna, conforme podemos constatar na sua escrita (Fig. 44), literalmente escreveu

aquilo que ela havia construido com a sua colega M2.

Figura 44 — Escrita descritiva
1) Lembrando das fragdes, que vocé ja estudou tanto no 6° quanto no 72, como
fica represantado cada parte do segmento AB? Yuro

|4 ; l ;‘_

g,@"eﬁ,fi:« #

Fonte: Préprio autor

Ao conversarmos com as alunas, elas esclareceram que nao lembravam
muito sobre fragdes e que estavam receosas em escrever algo ndao condizente,
assim resolveram descrever o objeto, ou seja, o que a construgdo havia
representado para elas. Conforme a resposta dada por essas alunas, ndo nos
sentimos seguros em fazermos comentarios sobre o que elas entendiam ou néo de
fracdes, pois um simples exemplo poderia trazer a elas recordacbes, e entao,
passariam a aborda-las corretamente. Por outro lado, o dialogo que tivemos com
elas fez com que verificassemos a sua vontade em querer responder as perguntas.

Observamos também que os alunos tiveram essa mesma dificuldade de
escrever as repostas que justificariam o raciocinio utilizado. No entanto, isso é
compreensivel. Brocado, Oliveira e Ponte (2003) alertam para o surgimento de
possiveis problemas em aula, quando colocamos os alunos diante dos dois fatores:
trabalho em grupo e investigacdo matematica. Trata-se de uma metodologia nova

para os estudantes, ao qual ainda ndo estdo acostumados. A maioria dos alunos
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disse ndo saber como transcrever para o papel a maneira com que haviam pensado
a questdo. Nado €& para menos, uma vez que nos professores muitas vezes
condicionamos os alunos a responderem com respostas “certas” as perguntas,
habito herdado de uma formacéao que ja se faz ultrapassada.

Sendo a aula organizada em duplas, trios ou quarteto de alunos, o momento
de discussao foi essencial para que nos pudéssemos averiguar 0s raciocinios que
os alunos tiveram para responder cada questao, algo que seria dificilmente possivel
se tivéssemos apenas tomado a escrita deles, pois muitos encontravam dificuldades
em escrever aquilo que pensavam pois ndo estavam acostumados a essa nova
metodologia de aula.

Quando uma dupla ou trio tomava a iniciativa de expor a sua maneira de
pensar, causava uma cadeia de reagdes nos colegas, que se sentiam encorajados e
em seguida davam suas contribuigdes para o debate. Dessa forma, a medida que os
alunos iam perdendo a timidez, ganhavamos em participagéo.

Mediante o que os estudantes descreviam em suas falas podiamos
compreender o modo com que haviam pensado e tratamos com relevancia tanto as
respostas corretas como as erradas, confrontando-as e assim podendo retificar os
erros cometidos pela forma equivocada que haviam pensado com o raciocinio
correto exposto nas respostas dadas por outros colegas. Exemplificamos isso,
mediante o dialogo obtido na abordagem da questao 3.

Professor: - Qual é a medida do segmento limitado pelo segundo e sétimo
ponto?

Alunas C1 e G1 ao mesmo tempo: - Cinco décimos.

Aluno R2: - Dois sétimos.

Professor: - Apareceram duas fragcbes o dois sétimos e o cinco décimos.

Aluno N1: - Eu coloquei cinco sextos.

Professor: - O cinco sobre seis.

Aluno R2: - O cinco décimos esta mais certo.

Professor: - Qual é o certo agora?

Aluno R2: - O cinco décimos ali professor, porque dai tem, fora daqueles dali
que tao dentro tem cinco.

Professor: - Isso! A ideia correta é o cinco décimos. Quantos pedacinhos aqui
nos temos (entre o segundo e o sétimo ponto do segmento) ?

Alunos: - Cinco.
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Professor: - Entdo nés temos cinco pedacinhos de um total de quantos?

Alunos: - Dez.

Professor: - Agora a parte que me interessa. Por que o cinco sextos e o dois
sétimos?

Aluno D1: A e B os dois primeiros o A e o B (pontos), depois o C e o D dai
tem sete.

Professor: - Entendi! Dois por causa dos dois primeiros pontos, e sete por
causa do sétimo ponto.

A ideia deles, estdo seguindo uma ideia de raciocinio. Qual foi a primeira
linha de raciocinio deles para a primeira resposta? Quando eles colocaram dois
décimos, digo dois sétimos, desculpa, € porque eles estavam pensando la em um
terco. Quando eles pensaram nesse um terco, eles pegaram o primeiro ponto e o
terceiro, certo? O primeiro de trés. E agora, eles estdo pensando assim, o segundo
de sete, nesse sentido. 1sso?

Aluno D1: - Ok.

Professor: - Entéo, na linha de raciocinio deles estdo seguindo uma logica. E
é a logica certa?

Aluno W1: - Néo.

Os demais concordam com W1 gesticulando suavemente a cabeca.

Professor: - Em se tratando de fragées, de trabalhar fracbes corretamente, até
nédo, mas se tratando de linha de raciocinio esta sequindo uma légica. Sdo formas
diferentes de pensar, mas nds sempre vamos prezar pela forma correta.

- Entdo a forma correta para a questao numero trés é?

- Alunos: - Cinco décimos.

Propusemos com isso, a valorizagao do pensar do aluno, mostrando-os que
temos o que aprender com 0s nossos equivocos, € ainda, como professor termos a
possibilidade de desfazer uma ideia errada daquilo que antes havia sido
compreendido.

Com os dialogos que tivemos, conseguimos identificar alguns tragos das
distintas personalidades das fra¢gdes descritas por Allevato e Onuchic (2008).
Entretanto, em geral, os alunos deram ideias superficiais sobre fracgoes,
demonstrando esquecimento de seu conceito, por um lado, mas dando vestigios de
compreensdo por outro. Tanto as fragdes descritas corretamente quanto as
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equivocadas foram justificadas pelos alunos, o que permitiu que pudéssemos
entender o seu raciocinio, bem como ajuda-los a perceber os equivocos cometidos.
Isso € algo extremamente relevante nas aulas investigativas, uma vez que, nesse
tipo de abordagem, propde-se que os estudantes avancem em suas analises,
levantando hipéteses e conjecturas. Dar espago para que compartilhem suas ideias
justificando-as, segundo Brocardo, Oliveira e Ponte (2003), é fundamental para que
tenham um entendimento mais valioso do que significa investigar, e também, para
que desenvolvam a capacidade de comunicar matematicamente e poder refletir
sobre o seu trabalho e o seu poder de argumentagdo. Observamos que, n&o
haviamos ainda, no ano letivo, tido tamanha participacao por parte dos alunos.

Ainda nessa aula, retomando a utilizagdo do computador e do software
GeoGebra, pedimos para os alunos que tomassem uma das dez partes do
segmento construido, e subdividissem essa parte em outras dez partes menores e
iguais, usando os mesmos comandos que haviam utilizado anteriormente. Dessa
vez, deixamos os alunos mais independentes na realizacao da tarefa, observando-
os de longe e nos aproximando quando solicitado ou quando percebiamos

dificuldades diante a tarefa. Tal atividade se estendeu a aula seguinte.

4.1.2 Dados e Consideragées do Segundo Encontro: 29/10/2014

Na aula anterior os alunos construiram um segmento no GeoGebra e o
dividiram em dez partes iguais, e estabelecemos as fragdes com o denominador
dez. No final do encontro encaminhamos a eles a tarefa de tomar uma das divisdes

e dividi-la em outras dez partes, assim, como haviam feito anteriormente no

segmento AB . Esse encontro entso deteve a obtencdo e discussao de fracdes com
denominador cem. O leitor deve perceber aqui nossa intencdo do encaminhamento
dado a definicdo das fracbes decimais.

Tendo ainda os alunos que terminar a tarefa proposta na aula anterior, o
encontro iniciou com a retomada no GeoGebra do arquivo contendo o segmento que
haviam feito. Ou seja, dividiram uma das partes do segmento em dez partes,
sinalizados por pontos verdes como foi sugerido, obtendo uma imagem similar a

Figura 45.
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Figura 45 — Divisdo em centésimos

A N =) T 5 R Q P <] N

Fonte: Proprio autor

Foi comum percebermos algumas ocorréncias na execugdo das agdes no
computador, e mesmo que percebiamos essas dificuldades nos alunos,
aguardavamos para vermos se eles seriam capazes de avangarem sem O NOSSO
auxilio. Em grande parte, os alunos conseguiram sanar suas duvidas; a agao de
refazer no computador e o trabalho em equipe foi determinante para a execugao de
cada etapa da construgao.

Por exemplo, os alunos G1, W1 e W2, ao selecionarem a ferramenta
compasso para determinar no segmento construido a medida do segmento menor,
haviam esquecido que, uma vez fixada a circunferéncia deveriam colocar um ponto
de intersecgcao entre a reta de apoio e a circunferéncia. Com isso, ao selecionarem
novamente o compasso para continuar representando na reta essa mesma medida
ficavam sem o ponto de referéncia. Apds refletirem sobre esse empecilho, deram-se
conta do que deveria ser feito. Abaixo temos a imagem (Fig. 46) e o pequeno
dialogo que ilustra essa situagéao, isto €, o ponto de intersecgdo que foi colocado no

encontro da circunferéncia e a reta.
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Figura 46 — Indicando a intersecgao
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Fonte: Préprio autor

Aluno W1: Ah! Entendi.

Aluna G1: E o ponto.

Aluna G1: Ponto de que?

Aluno W1: Intersecgéo de dois objetos (sinaliza conforme a imagem acima).

Ja os alunos M1, M3 e R2, que haviam trabalhado em trio na aula anterior,
agora faziam a tarefa em dois computadores, onde a aluna M3 ficava auxiliando
enquanto M1 e R2 terminavam a constru¢cdo. Vimos que a aluna M1 parava por
vezes na tentativa de lembrar o que deveria ser feito, e a estratégia por ela adotada
era questionar o colega R2 e o aluno L1 do outro grupo, que estavam ao seu lado.

Notamos que a aluna sabia o que deveria ser feito, pois naquele momento ela
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estava adiantada em relagdo aos alunos L1 e R2. Assim, o que ela ndo lembrava
eram alguns comandos que deveriam ser selecionados, como podemos indicar na

cena abaixo (Fig. 47).

Figura 47 — Indicando retas
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Entrada:

Fonte: Préprio autor

Aluna M1: - O que eu coloco daqui até aqui? (se referindo a reta que deveria
ser colocada entre dois pontos que ela sinalizou com a méo)

Aluno L1: - SO reta.

Aluna M1: - Agora como eu puxo para ca? (ela queria tragar as retas paralelas

a reta anterior, para dividir o segmento em partes iguais)
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Aluna M3: - E a reta intersecgdo. Do outro lado, outro lado. Ai, é reta paralela,
eu disse intersecgao.

Aluna M1: - Faz ai R2. (Vendo que o colega tinha feito rapidamente as retas
paralelas no outro computador e que ele agora havia progredido mais do que ela).

Claro que tinhamos a consciéncia de que gravar a sequéncia correta de todos
0os comandos seria praticamente impossivel, mas decidimos por esse
encaminhamento com dois propdsitos. O primeiro foi observar se os estudantes
sabiam a sequéncia ndo de comandos, mas da construgdo geométrica, o que
indicaria a compreensao da aplicagdo do Teorema de Tales. O segundo foi o de que
eles, ao errarem o comando, deveriam desfazé-lo e refazé-lo, fixando a maneira de
como usar determinada ferramenta do GeoGebra. Esse processo de fazer, desfazer
e refazer parte de uma construcao € potencializado pelo uso do GeoGebra devido a
sua dinamicidade. De fato, a realizagdo desse mesmo processo com 0 uso de régua,
compasso e esquadros, € menos agil e alunos com maiores dificuldades em
manipular essas ferramentas poderiam se desmotivar e/ou se dar conta que
cometeram um equivoco em um estagio avangado da construgdo, onde a Unica
possibilidade seria de refazé-la completamente, causando-lhe frustragcdo e na pior
das hipoteses a desisténcia da realizacdo do trabalho.

Como os alunos realizavam as tarefas em parcerias, quando um aluno nao
lembrava que agéo deveria fazer, o colega ao lado, ou até mesmo elemento de outra
dupla, se colocava a auxiliar e, assim, nos detivemos no papel de observador,
intervindo somente quando avistdvamos algo que impossibilitaria os estudantes de
avancarem. Embora fosse comum os alunos esquecerem um ou outro
procedimento, como visto nos exemplos acima, isso hao os impossibilitou de concluir
com éxito a tarefa no GeoGebra, ja que eles selecionaram os elementos
geométricos corretamente. As falhas ocorriam quando estes nao utilizavam
corretamente o comando para fixar o objeto geométrico, ou mesmo quando
esqueciam de colocar um elemento geométrico. Ao tentarem executar o passo
seguinte lembravam daquilo que estava faltando.

O uso das tecnologias pareceu contribuir para que os alunos cooperassem
uns com outros. Os que aprendiam por esforgos proprios ndo guardavam o
entendimento para si; simultaneamente compartiihavam com o colega ao lado.
Dessa forma, os grupos puderam agir com autonomia, ao mesmo tempo em que

podiam estabelecer parcerias com outros colegas. O ambiente informatizado,
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atrelado as atividades propostas de tipo investigativo conferiu aos alunos mudangas
comportamentais com relagdes voltadas ao ensino colaborativo. Tentamos fazer

aquilo que Kenski (2010, p. 66) sugere para as escolas:

A escola deve, antes, pautar-se pela intensificagdo das
oportunidades de aprendizagem e autonomia dos alunos em relacéo a
busca de conhecimentos, da definicdo de seus caminhos, da liberdade, para
que possam criar oportunidades e serem 0s sujeitos da propria existéncia.

Em geral, verificamos que os alunos tinham ja bom entendimento das
ferramentas virtuais e dos passos que deveriam ser dados. Evidentemente houve
aqueles que cometeram pequenos equivocos. Procuramos, na medida do possivel,
nao interferir a todo o momento, somente atuando nos casos que impossibilitavam
os alunos de seguirem adiante, procuramos dar aos estudantes mais autonomia em
suas acgoes.

Ao longo desse encontro estivemos observando as ag¢des dos alunos diante
dos computadores, e averiguamos que o0s alunos se sentem a vontade diante da
maquina. No6s os deixamos mais independentes na realizacdo da tarefa e
constatamos que o significado do erro passou a ser considerado como algo “normal”
ao olhar do aluno quando diante do computador. Assinalamos alguns fatores que,
em nosso entendimento, parecem contribuir para essa compreensao: 0 primeiro,
porque o computador ndo denuncia aos colegas o equivoco quando cometido;
segundo, pela facilidade com que o software GeoGebra permite os alunos refazerem
as construcdes; e o terceiro, pela informatica se fazer presente na vida de muitos
deles.

No sentido de produgdo de conhecimento, Lévy (2010) esclarece que, até
alguns anos atras, a informatica era vista somente como um recurso para
automatizar calculos. Para esse autor, entretanto, a oralidade, a escrita e a
informatica sdo entendidas como tecnologias da inteligéncia, isto &, estas trés sdo as
grandes técnicas que estdo associadas a memdria e ao conhecimento. Borba e
Penteado (2015), apoiados no trabalho de Lévy (2010), enfatizam que a producgéao
de conhecimento é gerada por um coletivo pensante formado por humanos e midias.
Assim como proposto no primeiro encontro, com a construgdo do objeto de estudo
realizada pelos alunos no computador, com o decorrer das atividades observamos

que pensamentos surgiram desse composto mediante a descricao das respostas
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dadas as questdes propostas. Assim damos continuidade como as indagagdes do

quadro 4 abaixo relacionadas a essa segunda etapa da construgéo.

Quadro 2 - Questdes segmentos centesimais

1) Reduza e amplie a imagem uma ou mais vezes. Se vocé fizesse o

mesmo procedimento de divisbes em cada uma das outras particbes, quantas

partes menores vocé teria ao longo do segmento AB ?

2) Que fragao indica cada uma dessas partes menores?

Fonte: préprio autor

O objetivo da primeira questdo era verificar se os alunos conseguiam

perceber que no segmento AB caberia cem dessas partes menores. As duplas e
trios foram unanimes nas respostas a essa questao: todos concluiram que caberiam
cem partes menores.

Ja na segunda questdo obtivemos respostas bem interessantes e diversas.
Comecgamos pela resposta dada por M1, M3 e R2, os quais anotaram 1/10.

Figura 48 — Indicando a fragéo

23 Que fracdo indica uma dessas partes menores?

4

i

1O

Fonte: Proprio autor

Professor: - Qual foi o pensamento de vocés?

Aluno R2: - Que eram dez espacgos, dai um tinha os pontos dentro, dai a
gente boto um sobre 10.

Professor: - Vocés viram que dentro do P e do Q. E ai como aqui tem dez, e
cada um pedacinho desses seria 1 sobre 10.

De P a Q tinhamos um dos dez segmentos de AB, entZo eles haviam tomado
0 segmento menor PQ e divido em 10 partes. Inicialmente haviamos pensado que o

trio de alunos havia tomado um dos segmentos de PQ e relacionado com o préprio

segmento PQ e nio a todo segmento AB. Mas com o decorrer do dialogo

percebemos que esses estudantes, haviam sim, pensado na relacdo entre os
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segmentos menores e o segmento inteiro. Assim, o aluno L1 que estava ao lado, e
havia trocado informag¢des com aquele grupo, nos chamou a atengéo.

Aluno L1: - Néo sor! O que ele quis dizer. A linha inteira era 10, dai aquelas
divisbes eram um so.

Aluno R2: - Tipo do Q até o R, aqueles dentro ali formam 1 [imagem

projetada], dai os outros fechavam os dez.

Figura 49 — Resposta aluno R2

VISAO - AB

A \ U T S P Q R O N B
0-0-0-0-0-0-0-0-0-

VISAO - QR

Fonte: proprio autor

Aluno L1: - Vocé tem 10 na linha inteira, e um que é todo dividido. Entendeu?
Professor: - Vocés estéo falando todo aqui, isso?
Alunos L1, M1, M3 e R2: - Sim!

Professor: - Esse segmento todo vocés consideram como 10 [segmento AB].
E agora?

Aluna M1: - Todos esses pedacinhos seriam 1 [os 10 segmentos que
particionam QR J

Professor: - Ah! Todos os pedacinhos juntos formariam 1. Isso?

Alunos L1, M1, M3 e R2: - Sim.

Professor: S6 que dai estdo falando de todos os pedacinhos juntos e a gente
precisa de um pedacinho so.

O didlogo nos esclareceu que esses alunos pensaram em relacionar os

segmentos menores com o segmento todo (E) e nao apenas com a parte que
havia sido dividida (Q_R) como haviamos previamente pensado. Resumidamente

eles consideraram o segmento AB dividido em 10 pedacos maiores (primeira
subdivisdo), o que corresponde ao denominador 10. Juntando as dez partes
menores (segunda subdivisdo) formaria 1 dos segmentos maiores, dai chegando no
numerador 1. Contudo n&do chegaram a visualizar que o segmento AB estava

particionado em 100 segmentos, cada um limitado por dois pontos verdes, nao
atendendo a nossas expectativas.
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A intencdo da nossa atividade foi levar todos os estudantes a ideia dos
centésimos, mas para esse grupo, percebemos que eles conseguiram relacionar os
pedagos menores com 0s maiores € permanecer nas fracbes decimais abordadas
na aula anterior.

De modo similar aos estudantes M1, M3 e R2, temos a resposta descrita por
A1, L1 e V2, que anunciaram 100/10, e também 10/100 que foi a resposta dada por
D1 e R1, se aproximando assim, a nossa intengdo de chegar nos centésimos. O
didlogo abaixo apresenta o modo de pensar dos alunos.

Professor: - Esse 100/10, qual é a ideia aqui?

Aluno D1: - E que todos na reta, e aquela parte verde (pontos) da dez.

Professor: - O segmento maior, todo o segmento vai te dar 100.

Aluno D1: - E ali dentro dos dois pontos, tem 10.

Professor: - A ideia esta boa, s6 que como fragdo, a gente coloca em baixo a
totalidade de partes divididas.

Aluno D1: - Ndo! Eu anotei, 10 dividido por 100.

Aluno L1: - Oh! A1 ai ta 10 dividido por 100 (indicando a escrita de D1), e ai
100 sobre 10. Olha é a tua letra.

Aluno A1: - Ah ta!l Aonde?

Aluno L1: - S6 inverteu, mas esta certo.

Professor: - Agora vamos chegar na ideia correta, que é a seguinte. Quantos
pedacinhos tém ao todo?

Alunos: - Cem.

Professor: - Entdo nés teriamos cem partes, do qual nés vamos tomar um so
pedacinho, entdo a resposta certa é um pedacinho de cem, 1/100.

Conversado sobre as respostas até aqui dadas, ja tinhamos argumentos
suficientes para concluir com os alunos que cada um daqueles pedacinhos equivalia
a 1/100. De fato, apenas comentamos para eles aquilo que haviam ja percebido, que
o segmento poderia ser formado por cem daqueles segmentos menores, onde cada
um desses segmentos menores era um dos cem.

Ha de se fazer uma autocritica em nossa pratica. Verificamos ao articular
essa ultima resposta a descaracterizagdo momentanea da ideia de medida. Ao longo
das demais questbes vinhamos fazendo comparagdes entre segmentos menores
com os maiores, 0 que remetia aos alunos expressar quantos segmentos menores

cabiam nos maiores, em outras palavras, medir algo maior com algo menor. No
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entanto, demos como resposta a indicacdo de quantidade, o numero de partes
menores possui 0 todo, ndo atribuindo a medida do segmento maior em relagado do
menor. Junto a isso sabiamos que as aulas investigativas se tratava de um novo
modelo ao qual os alunos ainda estavam pouco familiarizados. De acordo com
Brocardo, Oliveira e Ponte (2003, p 47) “o professor deve procurar interagir com o0s
alunos tendo em conta as necessidades particulares de cada um sem perder de
vista os aspectos mais gerais de gestao da situacao didatica”, o que nos levara a
adequar as questdes na tentativa de dar melhor fluidez aos pensamentos dos alunos
com raciocinios que se aproximem de nossas expectativas.

Para encerrar essa questdo, deixamos por ultimo a resposta que mais nos
chamou a atencdo, 0,1/10, que embora estava correta, precisava de uma escrita
adequada em se tratando de fragdo. Quando comegamos a pedir os resultados, a
aluna G1 que fazia parceria com os colegas W1 e W2 indicou o segmento como se
fosse uma régua, e justificou da seguinte forma:

Professor: - Era uma ideia sobre (indicado no quadro a escrita 0,1/10);

G1:-0,1, foi a ideia la que eu falei.

Professor: - Como é que vocé achou esse 0,17

G1: - Dez é do todo.

Professor: - Tu diz, dez é do segmento todo ou so6 do ...

G1: - Néo, é todo, do todo. Dai 0,1 porque esta dizendo que é das menores
partes né. A gente contou aquela partezinha de dentro do Q até o T (as dez partes

demarcadas pelos pontos verdes no segmento QT ), entendeu? Dai 0,1.

Professor: - De novo, entdo o todo?

G1:- O todo é dez.

Professor: - Porque sao dez partes maiores.

G1:-EdoQatéoTéO0,1, porque ele ta dizendo das partes menores.

Professor: - Por que 0,17 (insiste)

G1: - Porque é o espacgo que tem entre eles, tipo assim...

W2: - Tipo um de dez (sinalizando com o dedo o nimero um numa posi¢ao
superior, e 10 numa inferior, traduzindo, 1/10).

Professor: - Uhm! Um de dez, ok!

Professor: - Esse resultado aqui, ele é importante, na verdade ele tem outra

notacdo que vai corresponder corretamente esta questao.
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E interessante que o grupo deu a ideia de fixar o nimero dez como
denominador indicando todo o segmento e, ao terem que indicar uma daquelas
partes menores como numerador, denotaram 1/10 com a escrita de 0,1, resultando
assim, na representacao 0,1/10. Podemos perceber que os alunos, ao pensarem em
régua, ativaram a lembranga da conversao em decimais e por terem que compor
uma fracdo com dois numeros, um para numerador e outro para denominador,

1/10
indicaram 0,1 como numerador, em vez da possivel escrita 10

ApOs termos dado seguimento com os relatos dos demais resultados que ja
foram comentados acima, voltamos para a resposta desse grupo, a fim de adequa-la
a escrita de fragao, também ja evidenciada.

Professor: - Entéo, olha o resultado que o grupo G1, W1 e W2 chegaram.

Vocés tém 1/10 = 0,1, certo? E esse 1/10 é um desses pedacos aqui [referindo-se

aos segmentos congruentes a QT ] que é um desses pedacgos aqui. Concordam?
Alunos: - Sim.

Professor: Quando vocés colocaram 10, significa que vocés pegaram esse
pedaco (QT ) e o dividiram em 10.

Professor: - Primeiro, segmento inteiro, esse pedago aqui ( QT ) é 1/10, e esse
1/10 foi dividido em 10 novamente. Bom! Pegar uma coisa e dividir em 10 e dividir
em 10 novamente, vai ter quantos pedacos (indicando o segmento todo) ?

Alunos: - Cem.

Professor: - E desses cem esta se pegando somente?

Alunos: - Um.

Esses estudantes conseguem articular duas representagdes distintas de
numeros racionais e compor uma “terceira representacao” para esse mesmo campo
numeérico, nesse sentido, as representagcdes multiplas articuladas pelos alunos,

destacamos a seguinte afirmacgéo:

Quanto ao potencial das multiplas representagdes, considerando
que um mesmo objeto matematico pode receber diferentes representagdes
e que estas registram diferentes facetas do mesmo, uma exploragdo que
transita em diferentes sistemas torna-se significativa no processo de
construgdo do conceito. (GRAVINA; SANTAROSA, 1998, p.11)

A articulagao das representagdes € de fato um resultado significativo para os

alunos no processo de construgcdo de conceito, apresentam com coeréncia uma
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escrita diferente para o mesmo numero 1/100. Valorizando a resposta desses
alunos, se olharmos capitulos de livros que tratam dos numeros racionais, cremos
que nao encontraremos escrita similar, tratando-se assim de uma “nova
representacdo” para os numeros racionais. Segundo Confrey et al (1991) as
representacdes e ideias estdo inseparavelmente entrelagcadas. Ideias sdo sempre
representadas, e é através do entrelagcamento de nossas acbes e representacoes
que construimos significado matematico. Embora 0,1/10 ndo seja uma escrita
genuina de fragao, ficou facil todos perceberem mediante a visualizagdo da tela
projetada, que 0,1/10 era equivalente a resposta almejada 1/100.

Demos continuidade, pedindo para que os alunos escolhessem um dos

pontos verdes e determinassem em fragdo a sua localizagdo no segmento AB , tanto
em relagdo ao ponto A, quanto ao ponto B.

Professor: - Tomando um dos pontos verdes, como vocés fizeram para
identificar esse ponto quanto a localizacéo dele?

Aluno D1: - Eu escolhi o ponto J, dai do A até o J tem 33 pontos [segmentos],
dai da parte que tem 100 os pontos verdes é 10, dai eu contei como 1, dai do J até o
B da 67.

Professor: - Dai como ficou sua fragdo? Em cima ficou que numero?

Aluno D1: - Ficou 33.

Professor: - Abaixo?

Aluno D1: - 67.

Professor: - Como vocés pensaram?

Aluno D1: - A gente pensou assim, do A até o V da 10 (referindo aos
segmentos delimitados pelos pontos pretos), dai a gente contou 10 e quando
chegou nos pontos verdes a gente contou 1.

Esses alunos usaram a estratégia de contar em dezenas a cada dois pontos
escuros, pois sabiam que entre cada par desses pontos cabiam dez segmentos
menores indicados pelos pontos verdes. Ao chegarem no ponto V, do qual ja
contabilizavam 30, passaram a contar de um em um, devido aos pontos verdes
indicarem os segmentos menores, sendo um deles, no caso o J, o ponto escolhido

para dar a localizagdo. Ja a fracdo que daria a posicao do ponto J, descrita como
33/67, é entendida por esse grupo definindo o numerador como o segmento Al eo

denominador como segmento JB. Ainda, sendo que eles sabiam que o segmento
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AB estava particionado por 100 desses segmentos, os questionamos do porqué
eles nao haverem utilizado este fato, e eles esclareceram que achavam que
deveriam expressar a medida em uma s6 fracao.

Nessa questdo, conforme esperavamos, cada grupo deu uma reposta
diferente, isso devido a liberdade que demos para eles escolherem o segmento a ser
dividido. Além disso, considerando a visualizacdo da construcdo no monitor, a
posicdo do ponto escolhido poderia causar facilidades ou dificuldades para o
estudante dar sua localizagdo. Para exemplificar nossa expectativa, consideremos

as duas figuras abaixo:

Figura 50 — Localizagédo na primeira particao

A Y U T S R Q P (] N B

Fonte: proprio autor

Figura 51 — Localizagao na quarta particao

A V U T. S R Q P (] N B
0-0-0-0-0'0-0'0-0

Fonte: proprio autor

O aluno que opta por um ponto verde na primeira particdo (Fig. 50) poderia
levar certa vantagem, pois todos os segmentos menores e pontos verdes estao a
mostra entre A e o ponto escolhido, tendo que desconsiderar os segmentos que
estao entre o ponto escolhido e o ponto B. Ja op¢do escolha de um ponto na quarta
particdo (Fig. 51) exige que o aluno faga desconsidere partes nos dois sentidos, ou
seja, tanto do ponto A até o ponto escolhido, assim como, do ponto escolhido ao
ponto B.

O grupo, que, havia indicado a notag&o 0,1/10 anteriormente, demonstrou ter
a presencga dos decimais como foco. Vejamos como eles indicaram a posi¢cdo do
ponto escolhido.

Professor: - Alguém pensou diferente?

Aluna G1: - A gente.

Professor: - Como vocés pensaram?

Aluna G1: - A gente tem duas, a do W2, 1,1 sobre 10 (1,1/10). E a minha 1,1
sobre 8,9 (1,1/8,9).
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Professor: - W2 por que tu escreveu 1,1/10?

Aluno W2: - A gente tinha feito no caso, todos ali inteiro era 10, dai do ponto A
até o pontinho ali do lado do B [indicava da esquerda para a direita a primeira
particdo do segmento em décimos] dava 1 do A até B, até o outro pontinho dava
mais um décimo.

Aluna G1: Ele quer dizer que do A até o K [K era o ponto de referéncia
escolhido] tinha 1,1.

Professor: - Até aqui tu teria 1 [indicando o primeiro décimo do segmento], ai
como seria um tracinho aqui seria 1,1 [indicando no caso a medida de um centésimo

demarcado pelo ponto verde ]). E isso?

w2: - E.

Professor: - E esse 1,1 estaria sobre 10?7
w2: - E.

Professor: - E por que dos 107

W2: - Do total.

Professor: - Do total de divisées do A até o B? Ou dos pedacinhos menores?
[observando a imagem projetada na parede]

W2: - Do A até o B.

Professor: - Ah! Por que tu tens 10 partes maiores, é isso?

W2: - Isso!

Professor: - E a tua [sinalizando para a aluna G1]?

G1: - A primeira foi a mesma coisa que a dele, do A até o K. Dai depois eu
peguei do K até o B, dai dava 8,9.

Professor: - Ah tal Dai para fechar com os 10?

G1: - E! Porque estava dizendo do ponto escolhido até o B e do A até o K.

Percebemos que o grupo n&o se deu conta do equivoco cometido. Na
questao anterior eles haviam expresso corretamente o segmento limitado por dois
pontos verdes, 0,1/10. Ja nessa questdo o erro cometido foi assumir os segmentos
limitados pelos pontos verdes como 0,1 e ndo como 0,1/10 como antes haviam feito.
Caso esses alunos houvessem tomado 0,1/10 para cada segmento menor, a
indicacdo da localizagdo poderia, apesar de correta, ter uma representacdo ainda

, 0,1/10
mais “estranha”, como 10
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Percebemos duas tendéncias nesses alunos: a primeira € a intengao de

relacionar o que observavam com o numero 10, embora verificado que

necessitariam 100 segmentos menores para preencher AB; e a segunda é voltada a

opgao pela escrita em representagdo decimal, a utilizagdo da virgula parece estar

atrelada ao fato de os alunos considerarem o segmento AB como uma régua, onde
os décimos do segmento seriam os centimetros e os centésimos seriam os
milimetros.

A resposta esperada para a atividade foi dada pelos alunos L1 e M4.

Aluno L1: - O sor!

Professor: - Ahm!

Aluno M4: - Vem ca explicar o meu.

Professor: - Fala L1.

Aluno L1: - A gente fez 42 sobre 100. A gente fez no quinto (quinto segmento
da esquerda para direita).

Professor: - O L1 colocou 42 sobre 100. E no primeiro, segundo ... (no sentido
de confirmar na proje¢do a posigdo do ponto escolhido)?

Aluno L1: - No quinto.

Professor: - Quantos para ca teriam (pontos verdes da esquerda para a
direita)?

Aluno L1: - Dois.

Professor: - Como vocés pensaram nos 427?

Aluno L1: - Porque foi dividido em 100, dai no quinto deu 40 pontos.

Professor: - Vamos pegar aqui na reta, tomando o segmento como referéncia

(projecédo), até tu chegar no S ... Repete para mim os 42.

Figura 52 — Resposta do aluno L1, segmento pontos verdes
A P Q R S T

t

Fonte: Préprio autor

L1: - Tinha quarenta pontinhos.

Com o dedo o aluno L1 apontou para a proje¢ao e sinalizou para os pontos A,
P,Q,ReS.

Professor: - Ah, tu tomou de 10 em 10 (observando o gesto do aluno)?

L1: - E, isso.
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Professor: - Porque cada um teria 10.

L1: - Dai teve mais dois, porque eu escolhi o sequndo pontinho.

O segundo ponto a que se refere o aluno é o segundo ponto verde a direita do
ponto S.

Professor: - Dai tu chegou no 42? E do 100?

L1:-Do 100, dos cem pontinhos do total.

Dessa resposta obtida e da adequada compreensao demonstrada por essa
dupla, esclarecemos ao grupo a representagao correta em fragdes das posi¢coées dos
pontos verdes na reta.

Na resposta de D1, ele conseguiu contar corretamente que haveria 37
segmentos menores de A até J, e 63 de J até B. De modo similar, a aluna G1 contou
11 segmentos de A até K, e 89 de K até B. Embora as respectivas respostas 37/63 e
1,1/8,9 se mostraram equivocadas, verificamos que nossa expectativa em que a
escolha do ponto em diferentes particbes do segmento implicaria em facilitar ou
dificultar a localizagdo do ponto ndo se concretizou, pois os alunos conseguiram
nessa atividade estabelecer uma relagdo entre o segmento maior e o todo.

Finalizamos o encontro, tendo encaminhado aos alunos a tarefa de dividir um
dos segmentos limitados por pontos verdes novamente em 10, e de marcar esses

novos segmentos com pontos azuis.

4.1.3 Dados e Consideragoes do Terceiro Encontro: 31/10/2014

A nova divisdo de segmentos que os alunos fizeram nessa aula, teve como
objetivos a obtencdo das fragdes na casa dos milésimos e o conceito das fragdes
decimais. Iniciamos a aula desse dia com os alunos retomando no GeoGebra o
arquivo de trabalho das aulas anteriores.

Apés poucos minutos, muitos dos alunos ja haviam terminado a atividade,
evidenciado a compreensdo dos comandos do software e a sequéncia correta de
sua execucdo. Os alunos que demoraram mais em realizar a tarefa tinham os seus
atrasos justificados pelos pequenos trope¢os cometidos, os quais solucionavam logo

que percebiam. Outro fator é o das pessoas serem unicas quanto as suas
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caracteristicas e habilidades, a “demora” foi tdo somente a razdo de elas realizarem
0s movimentos com maior ou menor destreza.

Achamos adequado, nesse momento, fazer uma retomada dos encontros
anteriores e dos aspectos quanto ao uso computador. Alguns dias antes de
fazermos uso do LABIN, haviamos trabalhado o Teorema de Tales com os alunos,
pois se tratava de um conteudo que soé seria visto por eles no ano seguinte, mas que
para nossa proposta pedagdgica se tratava de um pré-requisito. Achamos
importante fazer essa abordagem utilizando os recursos régua, compasso e
esquadros para que pudessem ver na pratica a aplicacdo do teorema e também
para que treinassem as habilidades de manuseio desse material escolar. Naquela
aula eles viram na pratica a proporcionalidade de segmentos de duas ou trés retas
seccionadas por um feixe de retas paralelas, e também divisbes de segmentos em
3, 5 e 7 partes iguais.

Observamos ao longo dos encontros, ao irem fazendo a construgdo e a
divisdo do segmento unitario no computador, os alunos buscaram lembrar os
procedimentos que haviam feito manuseando régua, compasso e esquadros e
repeti-los mediante a escolha de comandos e ferramentas fornecidas pelo
GeoGebra. No entanto, ao levarmos para o computador uma atividade similar que os
alunos haviam feito com materiais manipulativos, observamos algumas diferengas:

a) organizagdo: o GeoGebra oferece o lugar de desenho e as ferramentas
virtuais para construgdes geométricas, o computador se caracteriza como material
unico. Na aula com materiais manipulaveis, os materiais régua, compasso, lapis,
folha, etc ficam sobre a classe do aluno, e mesmo que organizado conforme o
movimento a ser feito esses podem atrapalhar.

b) manuseio: o uso de régua, compasso e outras ferramentas virtuais do
GeoGebra sdo manipulados somente com a mao que segura o mouse do
computador, a maioria dos alunos fizeram a construcdo com maior conforto e
agilidade no manuseio. J4 com o material fisico os alunos tiveram que ter a destreza
de usar até trés materiais simultaneamente - foi o caso de tragar retas paralelas, a
régua que apoiou o esquadro, o esquadro para tragar as retas paralelas e o lapis
para dar o traco.

c) o refazer: em equivocos de comandos, ou a escolha errada do objeto
geométrico que foi desenhado, temos no GeoGebra o recurso do refazer, que

permitiu rapidamente os alunos voltar onde haviam cometido o erro, e a partir dali
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retomar a construcdo. Ao desenhar no papel, com uso do concreto, conforme o
avancado do desenho, os alunos tiveram que refazé-lo por completo: o apagar da
borracha por vezes nao era o suficiente pois implicaria em apagar o desenho por
completo.

d) do recurso visual: em um mesmo segmento os alunos puderam fazer as
divisbes dos décimos, centésimos e milésimos no computador com o uso do recurso
do zoom do GeoGebra. Com material fisico imaginamos que seria até dificil de
conseguir obter os centésimos em um mesmo segmento, devido ao tamanho do
segmento a ser considerado inicialmente. O campo visual, ou o tamanho dos
materiais implicaria dificuldades em tragar as retas paralelas.

e) o tempo: no GeoGebra os elementos geométricos sdo obtidos com um ou
dois cliques no mouse do computador em um curto espago de tempo. Ja os alunos
utilizando régua, compasso e esquadro o tempo utilizado aumenta
consideravelmente; por exemplo, o aluno deve primeiro posicionar a régua no lugar
pretendido para entao fazer o trago com o lapis.

Os itens listados sao diferengcas significativas percebidas ao longo do
desenvolvimento das tarefas propostas. No entanto, ndo estamos aqui defendendo o
emprego do computador e a abolicdo dos materiais convencionais de desenho em
sala de aula: basta refletirmos sobre as muitas atividades humanas decorrentes do
uso de materiais manuais de medicdo e desenho. Estamos nos apoiando nas ideias
de Borba e Penteado (2015) de que o conhecimento € produzido por homens e
midias, isto é, por coletivos de seres-humanos-com-midias. As midias podem ser
diversas: lapis-e-papel, oralidade, informatica, internet, etc. Nesse sentido, os
autores pontuam que diferentes midias podem ser utilizadas simultaneamente, isto
€, uma midia ndo anula a outra. Em particular, no nosso caso de nossa proposta, a
informatica n&o substitui nem anula os materiais manipulaveis.

Pensamos aqui na possivel alteracdo de nossa proposta de ensino para uma
proxima aplicagcao. Ocorreu-nos a ideia de darmos o inicio dos estudos dos numeros
racionais com os alunos sem a utilizacdo do computador, mas partindo de maneira
similar as aulas introdutérias onde ensinamos os alunos a aplicagdo do teorema de
Tales com materiais concretos, e em seguida solicitando-os que iniciassem a
construgdo do segmento unitario utilizando esses materiais, no caso, papel,
compasso, régua etc., e também realizassem a divisdo desse segmento em décimos

utilizando o teorema de Tales. No passo seguinte ainda de modo bragal,
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solicitariamos que eles fizessem a divisdo de uma das partes do segmento (um
décimo) em outras dez, partes.

Nesse segundo passo, convidamos o leitor a refletir e concordar com nés, que
pelas limitagcbes do tamanho do segmento tracado (tanto faz ser relativamente
pequeno ou grande) os alunos sentiriam dificuldades em manusear os instrumentos
de desenho constatando o quanto trabalhoso seria a realizacdo de tal tarefa ou
dependendo da dimensio do desenho a impossibilidade de sua realizacao.

Diante da adversidade acima, consideramos que este momento seria ideal
para a inser¢ao do uso do computador e do GeoGebra. Com o obstaculo imposto
pela tarefa, a utilizagdo do computador surgiria como um ator que permitiria construir
o0 segmento e particiona-lo do mesmo modo como fizemos nos dois primeiros
encontros da nossa proposta dando continuidade a tarefa de divisdo do segmento
unitario. Isso confere as palavras de Borba (1999) de que o computador surge como
complemento em sanar problemas dificeis de serem resolvidos pelas pessoas,
entende-se que a informatica seria outra midia, assim, como lapis ou régua que os
alunos passariam a utilizar para continuar os trabalhos, logo, o uso computacional
nao aboli o uso de outras tecnologias do conhecimento e sim as complementa.

Outro aspecto € de que o segmento e suas particées € o objeto de estudo, na
primeira divisdo do segmento, indicando os décimos, as partes poderiam ser
visualizadas sem problemas utilizando o desenho realizado em folha de papel. No
entanto, as divisbes em centésimos e milésimos do segmento com nesse tipo de
material seriam dificeis de serem bem visualizadas, ou ainda, resultaria nos alunos
terem que tomar outro segmento externo ao segmento unitario e considera-lo como
uma de suas partes para entdo dividi-lo e terem os centésimos e os milésimos, o
que também afetaria a observagédo e as relagdes entre essas partes do segmento
externo e o segmento unitario.

Com o GeoGebra, as partes que indicam centésimos e milésimos, assim
como os décimos podem ser obtidos em um mesmo segmento. Por meio dos
recursos de ampliar ou reduzir a imagem no monitor os alunos conseguem fazer
comparativos entre os tamanhos das particbes, temos assim, uma tecnologia
segundo Arcavi (1999) produzida pelo homem que possibilita superar nossas
limitagdes visuais, tornando visivel uma parte de milésimo do segmento que em seu
tamanho “primitivo” talvez mal seria imperceptivel aos nossos olhos. Entretanto, a

sua utilizagdo ndo garante que os alunos ao verem e analisarem figuras ampliando-
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as ou reduzindo-as consigam fazer de imediato uma interpretagdo correta daquilo
que deseja ser ensinado. Na divisdo dos centésimos, visto no encontro anterior, ja
tivemos algumas amostras de equivocos, e teremos outras dessas evidéncias nessa
aula que estamos iniciando a analisar.

Prosseguindo, o objetivo inicial do encontro era que os alunos percebessem
as fracbes na ordem dos milésimos e que, apos isso, pudéssemos fazer um
apanhado geral da organizacao das fragdes no sistema decimal. Iniciamos o debate
com os alunos justamente para evidenciar que com esses segmentos menores
delimitados pelos pontos azuis determinariam os milésimos das futuras fragbes a

serem enunciadas.

Quadro 3 — Questodes sugeridas, milésimos
1) E agora, quanto dessas partes ainda menores caberiam no segmento AB ?
2) Cada segmento desses representa que fragédo do segmento AB ?

3) E agora, quanto dessas partes ainda menores caberiam no segmento AB?
Fonte: Préprio autor

Professor: - Quantos segmentos cabem de A até o B?

Alunos em geral: - Mil.

Professor: - Alguém achou diferente?

Alunos em geral: - Néo.

Percebemos maior seguranga na resposta dos alunos, e esses

transpareceram ter encontrado uma regularidade a cada vez que se fazem novas
divisbes dos sub-segmentos de AB.

Professor: - Cada segmento desses representa que fracdo em relagéo a AB?

Alunos D1 e R1:- Um sobre mil.

Alunos L1 e R2: - Dez sobre mil.

Alunas C1 e G2: - Um centésimo.

Nesse momento o aluno L1 percebeu o denominador 100 citado por C1 e G2,
notou que esse foi o Unico que se diferenciou dos demais, 0 que |he causou
estranheza e curiosidade em saber como as colegas haviam chegado nos
centésimos.

Aluno L1: - Como assim “um centésimo” ?

Professor: - Grupo do um centésimo.

Aluna C1: - Ndo lembro por qué!
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Aluna G2: - Ela tinha falado para mim, mas ela esqueceu.

iamos dar a voz a outro grupo, mas isso ndo chegou a se concretizar, pois as
mesmas nos chamaram a ateng¢ao logo em seguida.

Aluna G2: - Sor, lembramos!

Professor: - Diz ai!

Aluna C1: - Cem, por causa que tem cem pedacinhos verdes em cada parte.

Professor: - Tu fez referéncia aos pontos verdes, € isso?

Aluna C1: - E!

Figura 53: Observacao dos pontos verdes

Q JJ.HGEEDCB. P

Fonte: proprio autor

Professor: - Onde caberiam os 100, que tu diz?

Aluna C1: - Cem, causa é os verdes dados em cada parte.

Professor: - Que vai do Q até o P!?

Aluna C1: - E do A até o B, dai é 100 em cada um [Para C1, assim como de Q
a P havia 100 segmentos formados pelos pontos azuis, entre outros segmentos

formados por pontos pretos também haveria 100 dos pretos.

Figura 54 — Observacgao dos pontos verdes 2

A \ U T S R Q a P O N B

Fonte: préprio autor

Professor: - Ah! Cem em cada um?

Aluna C1: Ndo, deve ser dez em cada um, confundiu [a aluna diz isso ao olhar
novamente para o segmento cujos extremos eram dois pontos verdes que elas
subdividiram em segmentos menores azuis].

Professor: - Tu esta falando desses segmentos azuis ali né?

Aluna C1: - Eu ndo sei de onde eu tirei um centésimo.

Nesse momento a aluna C1 percebeu que entre cada segmento formado
pelos pontos pretos cabem dez segmentos delimitados por pontos verdes. Assim,
passamos a esclarecer os equivocos por elas cometidos.

Professor: - Como vocés foram as unicas que colocaram 100, vamos pensatr.

Porque vocés pensaram em cem?
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Aqui desse pontinho verde, Q, até o P,, quantos pedacinhos delimitados

pelos pontos azuis a gente vai ter?
Aluna C1: -Dez.

Figura 55 - Pontos azuis entre os pontos verdes

Fonte: Préprio autor

Professor: - Agora, entéo, se pegar todos os segmentos ali em verdes, que no
meu caso é do Q até o P, quantos teriam do Q até chegar no P?

Aluna C1 e alguns colegas: - Cem.

Figura 56 - Pontos azuis entre os pontos pretos

Q JJ.HGEEDCB. P

Fonte: préprio autor

Professor: - Ok! Cem. Esta certo é cem. S6 que a pergunta é do A até o B.

Figura 57 - Pontos azuis entre os pontos A e B

A \J U T S R Q:%c P O N B

Fonte: préprio autor

Aluna C1: - Pois é professor, eu ndo sei porque eu coloquei um centésimo, eu
viajei.

As alunas, ao ampliarem e reduzirem a imagem na tela do computador,
pareceram ter dificuldades na visualizacdo. Como podemos ver na Figura 55, para
conseguirmos olhar todos os pontos azuis tivemos que ampliar a imagem ocultando

alguns pontos verdes e pretos; por outro lado, ao reduzirmos a imagem como mostra

a Figura 57 conseguimos observar o segmento AB, mas os pontos azuis
apareceram amontoados, impossibilitando fazermos a distingdo de posi¢cado entre
esses pontos, enxergando-os em um unico ponto em vez de em dois ou trés.

Para que ficasse claro que dentro do segmento AB havia mil segmentos
menores, questionamos dois alunos de outros dois grupos, os que haviam indicado
a resposta 10/1000.



116

Professor: - Como vocés chegaram no mil?

Aluno R2: - Dentro do ponto A até o B, nesses pontos aqui, tem cem em cada
um, no meio deles.

Professor: - Tu diz que os pontos quais tem cem em cada um?

Aluno L1: - Por exemplo, do A até o O [pontos pretos].

Professor: - Tomando aqui como referéncia [proje¢do no quadro].

Aluno L1: - Do A até o B, tem 100 no meio.

Professor: - Ah claro! Cada um deles tem cem, e ai vocés fizeram vezes?

Alunos L1 e R2: - Sim!

Aluno R2: - Vezes 10.

Aluno L1: - E que antes tinha dez s6 como agora aumentou mais um, é mais
10, dai vezes 10.

Os alunos consideraram o 10 como numerador pelos 10 segmentos menores
formados pelos pontos azuis o0s quais preenchiam o espago entre dois pontos

verdes, e o mil como denominador pelo total de segmentos menores que caberiam

em todo segmento AB.O grupo do aluno L1 ja havia dado resposta similar na aula
anterior quando tratamos dos centésimos; na ocasidao enunciaram 10/100 quando o
correto foi 1/100, e nesse momento 10/1000, em vez de 1/1000. Entdo, vimos que a
ideia deles era tomar as 10 partes do segmento que haviam dividido (denominador)

e relaciona-lo com o numero de vezes que esses segmentos menores caberiam no

segmento AB, nesse caso 1000 (denominador). Assim, voltamos a esclarecé-los e
indicamos a resposta adequada a partir da analise da resposta de outros alunos.

Professor: - Quando vocés colocaram 10/1000, vocés consideraram todas as
partes azuis. Juntando todos os espacgos limitados pelos pontos azuis, a gente
encontra dez.

Concordo com vocés, ta!

S6 que a pergunta era de um s6. E ai a gente chega na resposta correta que
€ desse grupo aqui [resposta 1/1000, resposta primeiramente enunciada pelos
alunos D1 e R1].

Nesse momento, outros estudantes declaram terem também escrito a mesma
resposta.

Como dissemos antes, segundo Arcavi (1999) o homem constréi tecnologias

que fazem visivel aquilo que até entdo era invisivel. Por outro lado, a sua
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observagdo nado sera garantia de uma correta interpretagdo, como podemos
presenciar com os alunos C1, G2, L1 e R2. Eles se mostraram confusos; sé
conseguiram realmente perceber o erro quando intermediamos dialogos e alteragdes
na projecao dos segmentos. Nesse momento, puderam acompanhar junto com os
colegas que entre cada espago de pontos verdes caberiam 10 segmentos formados
pelos pontos azuis, e 100 entre cada par de pontos pretos. De acordo com Souto
(2013) na busca e armazenamento de informagdes, os alunos assumem as relagdes
entre eles e aquilo ao seu redor, e o professor ao realizar a retomada daquilo que
eles haviam realizado diante ao computador fez com que eles reorganizassem o0s
seus pensamentos. Segundo Arcavi (1999) a acomodacgao dos saberes foi aqui feita
por visualizagdo, acompanhado por desenvolvimento simbdlico (fragcbes), tendo na
imagem visual o concreto como fator essencial da auto-evidéncia e imediatismo na
obtencdo das representacbes que dao equivaléncia entre aquilo que se vé e os
simbolos.

As “divisbes” do segmento unitario feitas pelos alunos tornaram-se o método
pelo qual foi possivel tornar as fragdes visiveis (ARCAVI, 1999). O “fazer ver”,
segundo Arcavi (1999), tem um papel complementar poderoso sobre trés aspectos.
Para exemplificar, vamos tomar a resposta equivocada dada por C1 e G2 na
questdo dos milésimos e procurar articular com os trés aspectos apontados por
Arcavi (1999):

1°) As alunas, diante da imagem do segmento particionado, ja tinham o
entendimento que uma daquelas particdes indicava uma fracdo. Assim, embora
equivocadas desenvolveram um raciocinio que converteu a imagem daquela parte
em 1/100. Essa acéo ilustra o processo da visualizagao imagem como suporte que
permite observar propriedades e entdo traduzi-la numa escrita simbdlica (ARCAVI,
1999).

2°) Na sequéncia, vimos as alunas C1 e G2 se mostrarem confusas,
atrapalhando-se ao justificarem sua resposta com a imagem e o recurso do zoom no
GeoGebra. Percebemos que as estudantes ndo tiveram o devido cuidado e a
destreza de comparar as partes do segmento ao irem ampliando e/ou reduzindo a
imagem, tendo enunciado uma resposta mais intuitiva do que racional. Por outro
lado, tomar respostas de seus colegas e fazer uma apresentagdo organizada da
imagem com o recurso zoom fez com que C1 e G2 compreendessem as respostas e

os raciocinios utilizados por seus pares. Nesse momento, observamos a



118

visualizagdo como uma possivel forma de resolver o conflito entre intuicoes
(incorretas) e solugdes simbalicas (corretas) (ARCAVI, 1999).

3°) Finalmente, a visualizagdo como uma maneira de ajudar a reconsiderar
comprovacdes conceituais que podem ser facilmente contornadas por solucdes
formais. Esse aspecto € exemplificado quando temos um problema e recorremos a
figuras para encaminhar o raciocinio que leve a sua resposta. No nosso caso, tanto
as alunas C1 e G2, como os demais alunos, construiram o segmento unitario, e nele
as particbes em décimos, centésimos e milésimos, com a intengao de encaminha-los
a alcangar um de nossos objetivos que é o conceito de fragdes decimais.

Demos seguimento a aula com o objetivo de verificar se os alunos
expressariam corretamente as fracbes em milésimos, a partir de um dos pontos
azuis.

Professor: - A trés é boa!

Aluno L1: - Ah! Essa ai é muito facil.

Aluno R2: - E facill E a mesma coisa que a outra [referindo-se a uma questao
semelhante quando trabalhavam com os centésimos].

Professor: - Escolhendo um desses pontos qual a fragdo indicaria a posi¢cao

dele no segmento AB?

- Vamos as respostas entéo.

De imediato, mal deixando o professor terminar a frase temos a ansiedade de
R2 em ser o primeiro aluno a responder seguido do aluno A1.

Aluno R2: - 323 sobre 1000.

Aluno A1: - 425 sobre 1000.

Ao escrevermos essa segunda resposta no quadro, percebemos muitos
alunos falarem juntos suas respostas, demonstrando com isso a motivagéo
provocada pela proposta de ensino. Os alunos se sentiram confiantes em falar suas
respostas independentemente de estarem certas ou erradas. A sala, ao que nos
parece, se tornou um ambiente descontraido e, a medida que valorizamos aquilo
que os estudantes tinham a dizer, eles iam se encorajando a participar mais da aula.
Tivemos ainda as repostas:

Aluno L1: - 308 sobre 1000.

Aluna G2: - 25 sobre 1000.

Aluno W3: - 632 sobre 1000.

Alunos W1 e W2: 111 sobre 1000.
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Ao terminarmos de escrever as respostas no quadro, as alunas C1 e G2,
comparando sua resposta com as dos colegas, pediram para que a sua resposta
fosse apagada.

Aluna C1: - O sor apaga os 25 sobre mil.

Aluna G2: - Sor apaga 25 sobre mil.

Professor: - Ndo! Vou deixar. Me interessa essa resposta. Alguma coisa
vocés pensaram para terem chegado nesses 25 sobre 1000.

Aluna C1: - Ah ngo! Ta certo.

Aluna G2: Ta certo.

Professor: - Esta certo?

Aluna G2: - Sim.

E diante da diversidade das respostas os alunos sugeriram que
comegassemos por analisar aquela que tivesse o menor numerador. Aceitamos a
recomendacao por também ser a resposta que mais se destoou das demais,
justamente a resposta dada pelas alunas C1 e G2, 25/1000.

Professor: - Tal Entdo comega pelos 25 la das gurias.

Aluna C1: Daqui até aqui tem 10 [segmento AR ] e daqui até aqui tem 10
também [segmento RQ ], dai da vinte. Dai ja vi que ta ali no meio, da mais cinco
daqui [ponto V; ], dai da 25 sobre 1000.

Observamos a indicagao da aluna na imagem (Fig. 58) a seguir:

Figura 58 - Localizagdo ponto azul das alunas C1 e G2
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Fonte: Préprio autor

Professor: - Vamos ajudar as gurias aqui.
Aqui, conforme ja haviamos apontado anteriormente, temos outra evidéncia
de que ao ampliarem ou reduzirem a imagem com comandos do software GeoGebra

as alunas C1 e G2 demonstram dificuldades em sinalizar a localizagdo do ponto
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escolhido. Entdo, calmamente, com o auxilio da projegéo da tela e participagcado dos
demais colegas, obtivemos a correta localizagao do ponto.

Professor: - Gente, olhem sé! Imaginem que o ponto A delas € o meu S aqui
ta! Olhando aqui para tela para vocés entenderem [0 ponto A indicado agora por S,

seria o0 extremo esquerdo de AB ]

- O ponto delas esta aqui [o quinto ponto azul marcado por elas da esquerda
para a direita], Ai elas falaram que daqui até aqui tem 10 [referindo-se aos pontos
pretos que na verdade deveria ser contado como 100 segmentos menores |, e até
aqui tem mais 10, que chegaria aos vinte.

- Confere ou ngo confere?

Figura 59 — Apontando a localizagdo do ponto azul das alunas C1 e G2
R _Q % P

Fonte: préprio autor
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Aluno R2: - Mais ou menos.

Professor: - Vamos de novo. Nos estamos falando das partezinhas azuis. Elas
disseram o seguinte: que do A até esse ponto aqui [ponto R], tem dez azulzinhos, e
deste ponto aqui [ponto R] até aqui [ponto Q] tem outros dez, o que daria 0s vinte.

Aluno L1: - E verde sor, dos azuis [o aluno querendo informar que entre dois
pontos verdes é que teriam dez partes limitadas pelos pontos azuis].

Professor: - N&o! Elas estdo falando dos pontos pretos. Entdo vocés
concordam que até aqui teriam vinte?

Aluno R2: - Ai daria duzentos e quarenta...

Aluno L1: - E que elas ndo contaram como 100, elas contaram como 10.

Professor: - Isso! Vocés ngo contaram como 100 e sim como 10.

Os alunos L1 e R2 identificam o engano cometido pelas alunas C1 e G2, as
convencendo que deveriam ter contado de cem em cem.

Aluna G2: - Entdo é 2507

Professor: - Agora a gente vai ter que ver.

- Os outros grupos, todo mundo considerou que entre pontos pretos teriam
100 pedacinhos?

Alunos em geral: - Sim.
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Professor: - Entre os pontos pretos vocés ai tem 100. Agora até o ponto Q
temos 200. Agora em cada um desses espacos delimitados pelos pontos verdes, vai
ter quantos?

Aluna G2: - Dez.

Professor: - Entdo vamos contar.

Os alunos, contando de 10 em 10, contabilizaram mais 40 segmentos
menores. Restava agora a contagem dos segmentos menores limitados pelos
pontos azuis, até o ponto escolhido.

Professor: - Agora vocés escolheram qual desses pontos aqui? Seria o
primeiro, o sequndo? Ai na tela de vocés, qual seria?

Aluna C1: - O quinto.

Figura 60 — Ponto azul escolhido pelas alunas C1 e G2

Sg Tg UQ VQ wiza A! B! C1

Fonte: préprio autor

Professor: - Entao mais quantos até aqui?

Aluna C1: - Cinco.

Professor: - Entdo mais cinco pedacinhos. Entdo em vez de 25 temos 245
sobre mil.

No GeoGebra temos visto quanto o recurso de zoom é utilizado pelos alunos
nas reparticbes do segmento e nas investigacdes em busca de repostas. Diante
desse recurso, novamente as alunas C1 e G2, ao terem que indicar uma fragao
referente aos milésimos encontraram dificuldades na visualizagdo, indicaram
25/1000 quando o certo seria 245/1000. Vimos que o aumento ou a redugao
excessiva da ilustragcdo fez com que as alunas C1 e G2 perdessem detalhes da
construcao, em particular os pontos, e estando estes ora omitidos, ora sobrepostos,
gerou uma dificuldade perceptiva, levando-as a se equivocarem na resposta.

No entanto, o mesmo recurso zoom foi utilizado para corrigir o equivoco das
alunas. Mostramos o segmento ampliado deixando visiveis todos os pontos azuis e

entdo fomos reduzindo a imagem e novamente articulando dialogos com as alunas e
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com os demais colegas, conduzindo-os para a resposta de 245/1000. As alunas
pensaram com o software GeoGebra usando um de seus recursos que, em um
primeiro momento, levou-as ao equivoco. Contudo, permitiu-nos com os mesmos
meios reorganizar 0 seu raciocinio, auxiliando-as a perceber onde havia ocorrido o
equivoco e ainda a leva-las a resposta correta.

As demais respostas citadas pelos alunos foram dadas com coeréncia. Nos
resultados 111/1000, 308/1000 e 632/1000, numa rapida conferéncia pudemos
constatar que os alunos estabeleceram corretamente a quantidade de segmentos
menores entre pontos verdes e entre pontos pretos.

Tendo os alunos ja realizado no GeoGebra o processo de divisdo por trés
vezes, lancamos duas questdes, para verificar se eles tinham a ideia da infinidade
do processo, e também o modo como aumenta o denominador a cada divisdo de

dez feita nos sub-segmentos.

Quadro 4 — Perguntas graduacéo infinita do segmento decimal
1) Quantas vezes esse processo poderia ser repetido?
2) A cada processo a realizar, de que modo o numero de segmentos vai
aumentando?

Fonte: préprio autor.

Professor: - Quantas vezes esse processo poderia ser repetido?

Alguns Alunos: - Infinitamente.

Aluno R1: - Nao tem como parar.

Aluno L1: - Da sempre para dividir.

Os colegas que acompanhavam L1 e R1 falaram simultaneamente na
possibilidade de ir ampliando no GeoGebra a imagem do segmento para assim
poderem fazer novas divisdes.

Podemos destacar positivamente a maneira com que o GeoGebra permite
trabalhar a imagem do objeto geométrico construido em sua janela de visualizagao.
Os alunos puderam posicionar o segmento para cima, para baixo, para os lados, ou
seja, para qualquer lugar na tela que lhes fosse conveniente a melhor execugéo dos
comandos. O zoom foi recurso fundamental tanto para os alunos fazerem as
divisbes no segmento a medida que podiam ampliar e reduzir a imagem, assim
como perceber regularidades na construgdo. A convicgdo com que os alunos
responderam que a divisdo decimal do segmento era infinita provavelmente foi

influenciada pela potencialidade do uso do zoom. De fato, vimos os alunos testarem
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esse recurso rolando o botdo do mouse do computador para ver o quanto podiam
ampliar a imagem afastando um ponto do outro até ndo serem mais visiveis.

Aluno L1: - Se podemos ir ampliando, podemos sempre ir dividindo.

Embora saibamos que os computadores sao limitados, preferimos néo
comentar nada nesse momento, pois futuramente trabalhariamos com fracdes
geradoras de dizimas periddicas, que também em maquinas implicam limitagdes.
Ressalta-se o quao convencidos os alunos ficaram, por meio do trabalho com o

GeoGebra, de que o processo de segmentacao decimal € infinito.

Nas sequéncias de divisdes realizadas no segmento AB pelos alunos, eles

constataram que nas trés etapas os tamanhos dos segmentos obtidos eram

respectivamente 10, 100 e 1000 vezes menor que AB. Em cada etapa os alunos
também responderam questdes recorrendo a dinamicidade visual proporcionada

pelo GeoGebra, o que os fez perceber e indicar corretamente o numero de

segmentos que surge a cada subdivisdo realizada no segmento AB, conforme
mostra o dialogo a seguir:

Professor: - A cada processo a realizar, de que modo o numero de
segmentos vai aumentando?

Maioria dos alunos: - De dez em dez.

Aluno L1: - Eles se multiplicam de 10 em 10 vezes.

Aluno W2: - E isso ai, de dez vezes mais.

Finalizando esse encontro, solicitamos que os alunos escolhessem um ponto

de cada cor e anotassem a fragao, partindo de A aos pontos escolhidos, indicando

os tamanhos desses segmentos em relacdo a medida de AB, com o objetivo de
verificar se os estudantes tinham compreendido as ideias de décimos, centésimos e
milésimos, e também de iniciar a representacdo dessas fragdes por meio da
expansao decimal.

Durante o desenvolvimento dessa tarefa, ocorreu um fato curioso e
relevante. Tomando primeiro os pontos pretos escolhidos pelos alunos, tivemos
como respostas fracdes com denominadores 1000 - por exemplo, o aluno D2 indicou
200/1000, o aluno A1 a fragao 300/1000, o aluno N1, 600/1000 etc. Somente uma
dupla assinalou a fragdo com denominador 10, no caso as alunas C1 e G2 com a
fracao 2/10.

Professor: - Qual é a resposta que se destoa?
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Alunos: - A dois sobre dez.

Professor: - E o que vocés acham do dois sobre dez?

Ocorreram murmurios generalizados na turma.

Professor: - Faz sentido ou néo faz?

Alunos: - Faz.

Novamente houve murmurios na turma, todos dando justificativa para a

resposta dada por C1 e G2.

Professor: - Dentro do segmento AB quantas partes os pontos pretos
dividiram?
Alunos: — Dez.
Professor: - Ai vocés [sinalizando as alunas C1 e G2] colocaram 2/10.
Em seguida, chamamos a atengdo para a resposta de outros alunos que
responderam com uma fragao equivalente a das alunas C1 e G2.
Professor: - Quem colocou a fragdo 200/1000?
Aluno D2: Eu!
Professor: - Foram vocés R1 e D2. Vocés também pegaram esse ponto [o
mesmo ponto das alunas C1 e G2]?
Aluno D2: Fiz valendo por 1000 a reta.
Professor: - E porque vocés colocaram 2007
Aluno D2: - Cada segmento vale 100.

Figura 61 — Resposta do aluno D2 para segmento limitado por pontos pretos
V U T S R Q ﬁ P

Fonte: Proprio autor

Ao verificarmos os pontos verdes que os alunos tomaram, aconteceu fato
semelhante - os alunos, em geral, colocaram os denominadores 1000 e as alunas
C1 e G2 fizeram uso agora do denominador 100. Essas alunas indicaram a fragéo
23/100, enquanto os alunos R1 e D2 indicaram 420/1000. Esclarecemos que os
pontos ndo eram 0s mesmos, mas ambas as fragdes enunciadas eram condizentes
com os pontos escolhidos.

Mas ha de se destacar as alunas C1 e G2. Em participacbes anteriores,
relatamos as dificuldades dessas alunas em indicar fracbes mediante as

visualizacbes dos pontos no monitor do computador. Entretanto, verificamos com
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essas ultimas respostas que as alunas nao so indicaram fragcdes de acordo com as
posicbes dos pontos no segmento, mas também sendo as unicas a fazerem
referéncia a ideia dos décimos, centésimos e milésimos. Ainda, ndo estando as
repostas dos outros alunos erradas, pudemos mostrar que apesar das fragcdes terem
sido escritas de formas diferentes (como no caso das fragdes 2/10 e 200/1000),
estas representavam uma mesma medida e/ou a localizagdo de um mesmo ponto.

Podemos observar nessa situagdo, com base em Borba (2001) e Souto
(2013) um exemplo de “pensar com” o computador, formando-se um coletivo de
alunos-e-professores-com-GeoGebra, em que a reorganizagdo do pensamento é
considerada um novo estagio do pensamento qualitativamente diferente que aceita
as possibilidades oferecidas pelo computador. No ambito investigativo podemos
entender o porqué devemos considerar a informatica como possibilidade de
promover conhecimento. Para Borba e Penteado (2015) a informatica permite
colocar os alunos a desafiar a linearidade de raciocinio, baseado na simulagdo e
experimentagdo, envolvendo oralidade, escrita, imagens e comunicagao
instantaneas. Nesse sentido, compreender o uso dos computadores na perspectiva
baseada no construto seres-humanos-com-midias estd em harmonia com o uso de
atividades investigativas, conforme os proprios autores sugerem em seu trabalho.

O tempo de aula nesse dia esgotara entédo, deixamos por abordar a escrita da

expansao decimal para cada uma dessas fragdes no encontro seguinte.

4.1.4 Dados e Consideracdes do Quarto Encontro: 05/11/2014

Como ja podemos verificar, a aula em ambientes investigativos tem como
caracteristicas questbes exploratorias, seguidas de questionamentos e momentos
de dialogos entre alunos e professores, que demandam um tempo consideravel.
Conforme Brocardo, Oliveira e Ponte (2003), a pratica de aulas investigativas
necessita carga horaria consideravel, principalmente nas primeiras experiéncias e
nos primeiros momentos em que se faz discussdes na obtencdo de resultados.
Entretanto, ao realizarmos novas experiéncias investigativas com esses estudantes
o tempo pode ser recuperado, pois eles ja estardao mais familiarizados com esse tipo

de atividade, sabendo aquilo que esperamos deles. Em nosso caso, a proximidade
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do fim do ano letivo e a necessidade de cumprir os conteudos basicos do curriculo
escolar ndo nos daria oportunidade de realizar outra investigagdo que possibilitasse
compensar o0 tempo aqui destinado, e as circunstancias fizeram com que
repensassemos o0 seguimento das demais aulas. Além disso, também nos foi
comunicado que era preciso disponibilizar o laboratério de informatica para
realizagdes de trabalhos de outros professores da escola, tendo em vista que na
instituicdo havia um Unico laboratério para atender os mais de 1.000 alunos
matriculados.

Dessa forma, conforme Brocardo, Oliveira e Ponte (2003) a avaliagdo do
progresso da investigagdo, considerando as circunstancias acima, pode levar o
professor a reequacionar determinadas decisbes quanto ao desenrolar das aulas.
Assim, passamos a fazer adaptagdes nas atividades seguintes, buscando delinear
questdes mais generalizadas sem que perdéssemos as caracteristicas de investigar
e discutir sobre aquilo que se estava estudando.

Para que ndo houvesse grandes prejuizos na nossa pratica adotamos e
sugerimos as seguintes medidas: a) delimitagcdo do tempo da investigacéo que antes
deixavamos mais livre respeitando o tempo de cada aluno; b) indicar as questdes
mais significativas para o aprendizado e investigagcdo, e c) administrar o tempo
destinado aos debates.

No inicio do quarto encontro, verificando que a livre escolha de pontos
sugerida na aula anterior levaria a uma diversidade de respostas e que o tempo para
analisa-las nos custaria bons minutos, propomos a alteragcdo da atividade tomando
0s pontos por nos indicados e langando, apos, algumas perguntas (quadro 7),
passando assim os alunos a estudarem sobre os mesmos pontos, confrontando

apos certo tempo suas respostas.

Quadro 5 - Perguntas 4° encontro (alterada a 1? questao)
1) Dos pontos que vocé escolheu e escreveu sua respectiva fracdo indique
através da imagem o numero indicado.
2) Como vocé justificaria a igualdade entre a representagdo de fragcdo e o
numero decimal?
3) Na sequéncia de fragdes abaixo indique os respectivos numeros decimais:
7 7 7 7
10 100 1000 1000...000

n zeros

4) Para cada numero decimal abaixo indique a fragdo correspondente:
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32= 0,32 = 0,032 = 0,0032 = 0,000...0032 =

n algarismos

5) Quantos numeros ha entre 0 e 1? Justifique.
Fonte: Préprio autor

Indicamos entdo um ponto de cada cor e, conforme o tamanho do segmento

partindo do ponto A, os alunos deveriam indicar a fracdo em relacdo ao comprimento

do segmento AB.Em seguida, acionando a visualizagdo do eixo das abscissas no
GeoGebra e considerando-a como uma reta numérica, os alunos tomariam nota da
representacdo decimal indicada pelo software equivalente a representacao
fracionaria por eles escrita.

Professor: - Melhor a gente fazer assim, oh! Vamos mudar um pouco esse
exercicio, em vez de vocés pegarem os pontos que vocés colocaram eu vou dar 0s

pontos ta? Ok?

Entdo eu quero a fracdo e o nimero decimal do Y. S1 €M, [sendo das

cores preta, verde e azul respectivamente].

Figura 62 - Visual dos pontos indicados
VISAO NORMAL

A N U T S R oL 0 N B
VISAO AMPLIADA 1

- oo o
RS, Jio o

VISAO AMPLIADA 2

M o, P, Q R, S,

L

2 2

Fonte: préprio autor.

Professor: - Para eu analisar as ideias em grupo é melhor que a gente tome
0S mesmos pontos para ver o que cada grupo vai achar

Fazendo uso da projegao, indicamos para os estudantes ponto por ponto
sua localizagdo no segmento. Diante dos monitores eles tomavam os pontos
correspondentes e faziam o mesmo, o localizavam no segmento e anotavam as
respectivas fragées. Obtivemos os seguintes registros.

Professor: - No U vocés obtiveram que fragdo?

Alunos em geral: - Dois sobre dez.

Professor: - Isso!



128

Na fracdo seguinte, referente ao ponto S,, ao circularmos na sala, pudemos

constatar duas respostas corretas distintas, uma com denominador 100 e a outra
com denominador 1000. Perante a isso, fizemos com a turma esses dois
encaminhamentos.

Professor: - Quantas partezinhas teriamos até chegar no Q [pontos verdes
como referéncia] ?

Alunos em geral: - Sessenta.

Professor: - E quem pegou 0s azuis, quanto teria que até chegar no Q?

Alunos em geral: Seiscentos.

Professor: - Entéo ficaria quanto aqui [ponto S, ]?

Alunos: - 62 sobre 100 [tomando os pontos verdes].

Professor: - E quem colocou mil em baixo ficaria quanto?

Alunos em geral: - Seiscentos e vinte.

Aluno A1: - 602.

Ao transitar entre os alunos, verificamos que muitos fizeram referéncia ao
denominador 1000 por se tratar da memoria mais recente, os segmentos menores
limitados pelos pontos azuis foram a ultima atividade de construgao no GeoGebra
por eles realizados.

Para o ponto S,, tivemos a escrita de fragdes equivalentes, com ressalva da

resposta dada por A1. Mas considerando o todo, podemos constatar que os alunos
demonstraram homogeneidade em suas respostas.

Indagando a resposta 602, dada pelo aluno A1:

Professor: - Alguém teria colocado diferente por acaso? A1 tu colocou 6027

Aluno A1: - Dois sobre cem.

Professor: - Mas como é que tu pensaste dai?

Aluno A1: - Dai, por exemplo, dos 100, dai até o S tem 2 [o aluno se
referindo a quantidade de segmentos menores entre dois pontos pretos].

Professor: - S6 que ai tu ficaste limitado pelos pontos Q e P, e é todo o

segmento.

Figura 63 - Visualizagao na tela de A1

Fonte: préprio autor
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A visualizagdo no monitor feita pelo aluno A1 tinha uma imagem ampliada do

segmento AB (Fig. 63), onde os unicos pontos pretos visiveis eram P e Q, tendo
contabilizado 600 segmentos menores até o ponto Q, e em seguida somando os

dois segmentos até o ponto S,, em vez de 20.

Notamos que o aluno A1 para observar os segmentos limitados por pontos

de diferentes cores fez uma ampliagdo da imagem e, por consequéncia, parte do

segmento AB transcendeu o campo visual da tela do computador. Percebemos que
o aluno fez boa relagao entre os segmentos limitados pelos pontos pretos, faltando-
Ihe talvez alterar algumas vezes o zoom da imagem para que, assim, se desse conta
da escrita correta da fragao.

O recurso zoom indicou novamente dificuldades para os alunos do grupo de

A1. Estes, ao ampliarem a imagem do segmento AB, ficando visivel somente QP,
perderam a nogédo de medida em relagdo aos segmentos limitados por pontos azuis
dos quais estavam realizando a medicdo. Em vez de dezenas de segmentos entre
pontos verdes os contabilizam um a um. Novamente, como ja haviamos feito e
relatado nos encontros anteriores, trouxemos para a discussao o raciocinio do aluno
e demarcamos aquilo que o aluno nao tinha percebido.

Vemos ainda nas atividades que exigem a ampliagdo e redugédo de imagem
no GeoGebra, a necessidade de estarmos sempre atentos para os detalhes que sao
ocultados aos alunos quando alteram o campo visual para observagao do objeto.
Por outro lado, esses momentos surgem como possibilidades de confrontar as
respostas. Segundo Borba e Penteado (2015), softwares graficos como o GeoGebra
além de trazer a visualizagdo para o centro, trazem para os alunos a
experimentagdo que os auxiliam a desenvolver argumentagbes. Em determinado
momento, o professor promovera a discussdo dessas justificativas, bem como os
resultados obtidos, mantendo ou refutando-os. Nesse instante podem surgir novas
argumentagdes e por consequéncia novas conclusdes. Nesse sentido, uma aparente
limitacdo do software torna-se uma potencialidade para o ensino de matematica.

Na sequéncia, avangamos para o ponto M, .
Professor: - No M, vocés n&o tém escapatoria; como vai ser o

denominador?
Alunos em geral: - Mil.

Professor: - Até o Q quantas partes azuis nos temos mesmo?
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Alunos em geral: - Seiscentos.

Professor: - Entdo qual é o numerador nessa fragdo aqui?

Alunos em geral: - Seiscentos e quarenta e quatro.

O passo seguinte foi tornar visivel o eixo das abscissas no GeoGebra
podendo ser observada a representagao decimal em cada ponto marcado pelos
alunos. Assim, solicitamos que os alunos escrevessem do lado das fragbes obtidas

as representacdes em expansao decimal e equivalentes, de acordo com o ponto

observado sobre 0 segmento AB, isto é: 2/10 = 0,2; 62/100 = 0,62 e 644/1000 =
0,644. Ao escrevermos a ultima igualdade no quadro, o aluno A1 faz a seguinte
observacgao:

Aluno A1: - O sor, ja esté dando a resposta é sé tirar o zero.

O aluno A1 percebe a regularidade de que se tirasse o zero e a virgula da
representacdo em expansao decimal esse seria 0 numerador da fragdo. Essa
regularidade previamente observada por A1 alinhou-se justamente com a nossa
proxima questdo. Nosso interesse, era em saber que justificativa os alunos dariam
para tais resultados:

Professor: - Como vocé justificaria a igualdade entre a representagdo de
fragcdo e o numero decimal?

Aluno M4: - Dividindo o numerador pelo denominador.

Aluno W2: - O numerador fica antes da virgula e o denominador ficou antes
SO porém o zero alli.

A fala de W2 esta proxima daquilo que A1 ja havia mencionado, percebendo
que em fragdes decimais os denominadores se repetem como algarismos do
numero, mas nao expressam claramente a consequéncia de termos denominadores
decimais, e 0 mesmo ainda acontece com R1.

Professor: - Ta!l Fala R1.

Aluno R1: - Mesma coisa que eu fiz para o sete. Eu fiz Ia o resultado 0,7,
entdo 0,7. Ali ta 6/10 1a 7/10, 0,7. Foi o que eu entendi.

Como os alunos ndo se referiam sobre os denominadores decimais
encaminhamos outra pergunta.

Professor: - Por exemplo, aqui em 2/10 deu 0,2, por que nédo de repente
0,027

Aluno A1: - Por causa do zero.

Professor: - Ha?



131

Alunos A1 e R2: - Falta um zero.

Aluno L1: - Porque para contar o 10 ali tem que ter uma casa, porque como
€ o 10, senédo teria que ter duas casas depois da virgula.

Aluno D1: - O cem, virgula, 0,07.

Professor: - Isso! Entenderam a ideia deles?

Alunos: - Sim!

Professor: - Quantos zeros tém aqui [referindo-se ao denominador 10]?

Alunos em geral: - Um.

Professor: - Entao um zero, dez, décimos, entdo uma casa decimal. Se for
mil quantos zeros ?

Alunos em geral: - Trés.

Professor: - Entdo depois da virgula quantas casas decimais?

Alunos em geral: - Trés.

Professor: - Agora la no fundo, os alunos M4 e R2 citaram outra coisa. O que
vocés falaram?

Aluno M4: - Dividir o numerador pelo denominador.

Professor: - E verdade isso?

Alunos M4 e R2: - Sim, a gente aprendeu isso com o senhor.

Professor: - Lembraram!

Observa-se que os alunos perceberam o numero de zeros nas poténcias de
10 como o indicativo da quantidade de casas decimais do numero. Além disso, os
alunos M4 e R2 recordaram das aulas dos anos anteriores, onde ja haviam
convertido fragbes em decimais, a divisdo entre o numerador e o denominador,
embora os métodos e recursos utilizados eram diferentes dos de agora.
Aproveitamos esse momento, para comprovar a conjectura sobre o0s
denominadores, 10, 100, 1000, utilizando o algoritmo da divisédo, e fizemos as
divisdes referentes as trés fragdes.

Professor: - Entdo vocés ja fizeram contas desse tipo aqui, de pegar o 2 e
dividi-lo por 10. No segmento, a gente fez divisdo de segmentos, e agora nos
estamos levando para a divisdo de numeros.

- Entdo o dez cabe no 2 quantas vezes? O que a gente fazia dai?

Aluno L1: - Acrescenta o zero.

Aluno A1: - Zero e virgula.

Professor: - E agora cabem quantas vezes?
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Alunos: - Duas.

Professor: - Entdo o numero decimal se da para justificar pela quantidade de
zeros que tém 10, 100, 1000 e também da para justificar pela diviséo.

Dessa maneira, expusemos a todos da classe, as equivaléncias entre as
fracdes decimais e a representacdo decimal, podendo a conversao ser feita por eles
tanto pela divisdo euclidiana aplicando o algoritmo da divisdo, quanto pela
observacao dos denominadores 10, 100, 1000...

As tarefas seguintes consistiam nos alunos realizarem as conversoées.

Professor: - Como é que vocés colocaram aqui no primeiro [referindo-se a
conversao de 7/10]?

Alunos: - Zero virgula sete.

Professor: - O segundo?

Alunos: - Zero virgula zero sete.

Professor: - O terceiro?

Alunos: - Zero virgula zero, zero, sete.

n zeros

Professor: - Quantos zeros tém aqui [referindo-se a fragao] 71000 000 ?

Aluno A1: - Varios.

Professor: - Tem uma quantidade n de zeros. Entdo como ficaria aqui?
Aluno R2: Zero virgula n.

Alunos em geral: - Zero virgula, zero, zero ...

Professor: - Quantos [referindo-se a quantidade de zeros]?
Aluno A1: - Zero virgula zero, zero, n.

Professor: - Continuo [a medida que ia colocando zeros]?
Aluno D1: - Vai sor, ndo acaba nunca

Aluno A1: - Bota o n.

Aluno R2: - Bota os trés pontinhos.

Professor: - Ponho os trés pontinhos. Ta!

Aluno D1: - E o sete.

Professor: - Quantas casas teriam aqui?

Aluno L1: - Varios

Aluna V4: - Ene.

Aluna V4 - E infinitos.
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Professor: - Infinitos gente ou hdo?

Alunos em geral: - Sim.

Professor: - Mas esta dizendo que o n é infinito aqui?

Alunos em geral: - Néo.

Aluno R2: - Mas também diz que né&o.

Professor: - Tens razdo, nao esta dizendo que é e nem que nédo é. Mas ali,
quando se diz n, ta gente, é que sim, determina uma quantidade de numero, que
nem numa equag¢do, uma incognita. Entdo a gente representa n ta. Aqui teria n
algarismos.

A indicacdo do termo n zeros, junto a reticéncias cujo significado é a
continuidade, levou a aluna V4 em dizer que haveria infinitos algarismos. Entéo, ao
questionarmos com desconfianga a utilizagcdo do n zeros implicar uma quantidade
infinita de algarismos, tivemos a justificativa do aluno R2, descrevendo-nos que nao
estava explicito se o n era ou ndo uma quantidade finita. Assim, pudemos esclarecer
que n determinava uma quantidade finita de algarismos, ou seja, o termo n zeros
representava uma quantidade finita de zeros na fragcdo o que implicaria, também,
uma quantidade finita de algarismos na representagdo do numero racional. Talvez
aqui tenhamos dado um indicativo de que ndo podemos confundir o termo “varios”
com o termo “infinito”.

As reticéncias tém indicagcdo de continuidade, e na matematica, por

exemplo, expressamos o0 conjunto dos numeros naturais por: N = {0,1,2,3,...}.

Nessa representacao, as reticéncias indicam que os numeros naturais sao infinitos.
De forma semelhante, os alunos podem ter tido esse entendimento. Outro aspecto a
destacar € quanto ao entendimento da expressao n vezes. Ao questionarmos se o n
indicava o infinito, o aluno R2 fez a colocagao que ali ndo dizia nem que sim € nem
que ndo. Explicamos, entdo, ao aluno e a turma, de que eles ja utilizavam letras para
representar numeros, portanto, o n era um numero que definia a quantidade de
zeros para o denominador, o que implicaria ter finitas casas decimais. A maneira

como enunciamos a fragdo, em particular, o denominador, 100...000, era uma
n zeros

novidade para grande parte dos alunos que se mostraram surpresos ao vé-la.
Conforme Ponte (2014) para os alunos serem capazes de conhecer
conceitos matematicos, eles necessitam se inteirar de uma diversidade de

representacdes que venham dar suporte a sua compreensdo. Em outras palavras, a
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Matematica é uma disciplina que exige a diversificagdo dos registros de
representacido, deve-se buscar a diferenciacdo entre representante e representado,
bem como, a coordenagao desses diferentes registros.

A reflexdo acima, nos chama atengao para a importancia dos simbolos, do
seu significado e a forma com que os articulamos. Por mais que os alunos possam
ter ideia dos simbolos, ao relaciona-los podemos ter como resultado interpretacdes
distorcidas e imprecisas.

Dando sequéncia a atividade, o passo seguinte foi verificar o procedimento

contrario, isto é, converter os numeros com representacdo decimal em fracdes
decimais, no caso os numeros: 3,2; 0,32; 0,032 e 0,000...0032.
%V—J

n algarismos

Professor: - E a fragao aqui, como é que vocés colocaram? O 3,27

Alunos em geral: - Trinta e dois sobre 10.

Professor: - A segunda?

Alunos em geral: - Trinta e dois sobre 100.

E sem questionar os alunos ja deram a resposta da questao seguinte.
Alunos em geral: - Trinta e dois sobre 1000.

Professor: - E a dltima que fala 0,00...0032?

Alunas C1, G2 e V4: - A mesma coisa que colocamos ali.

Professor: - Vocés fizeram relagdo dessa aqui com essa [apontando para a

00...000/7
\_W_—J

n zeros

n algarismos

comparacéo e analise entre as representacées de 0,000...0032 e 7

Alunos em geral: - Sim.

Professor: - Entdo se for por essa logica aqui, a gente vai ter o numero 32
[numerador], o um aqui embaixo.

Aluno A1: - Dai zero, zero, zero e 0s trés pontinhos.

Professor: - Quantos zeros teremos aqui embaixo?

Aluno R2: - Ene.

Professor: - Ok! Ene zeros.

Nessa parte de conversdes tivemos respostas mais diretas e uniformes. Os
alunos, em sua maioria, concordavam com as respostas que eram dadas por seus
colegas, demonstrando maior consciéncia da regularidade que se mostrava ao

quadro.
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Tendo os estudantes realizado os processos de divisbes do segmento no
GeoGebra, podendo ampliar e reduzir a imagem, e agora investigado a equivaléncia
entre fracdes decimais e a representacao decimal, queriamos saber o que os alunos
diriam sobre a quantidade de numeros racionais existentes entre 0 e 1. Nessa
questao os alunos foram unanimes em afirmar que havia infinitos numeros.

Os estudantes ja sabiam que a obtencéo de fragbes decimais no segmento
era infinita. Ao perguntarmos a quantidade de numeros entre 0 e 1 (ndo naturais), foi
facil se convencerem de que era infinita. Alguns alunos usaram o recurso do zoom
para responderem essa questdo. Contudo, mesmo ampliando muitas vezes a
imagem, nado conseguiram esgotar o zoom do GeoGebra, ou melhor, tendo o
intervalo de 0 a 1 visivel no computador, ao irem ampliando a imagem, viram
nameros surgirem com dois, trés, quatro, cinco digitos a direita da virgula. Esse é
outro exemplo da descricdo feita por Borba e Penteado (2015) do enfoque
experimental realizado pelos alunos os quais podem obter e testar conjecturas
explorando ao maximo as possibilidades de rapido feedback das midias
informaticas. Na questéo levantada, por ndo conseguirem findar o recurso do zoom,
concluiram que poderiam ir ampliando infinitamente a imagem, de modo que
numeros com mais casas decimais apareceriam nido somente no intervalo de 0 a 1,
mas em qualquer outro intervalo.

Mas nos chamou a atencdo a resposta dada pelos alunos D1 e R2. Esses
alunos tinham outros parceiros de dupla, mas isso ndo os impediu de trocarem
ideias mesmo estando distantes um do outro.

Professor: - O R2 ha umas duas aulas antes, ele pegou e disse; - Bah, essa
pergunta aqui é tri.

Aluno D1: Ah! Fui eu que falei infinitamente.

Professor: - A maioria, eu ja dei uma passada pelos grupos e ja dei uma
olhadinha no que vocés escreveram. E a maioria chegou a uma mesma resposta.

- Mas R2, quantos numeros de O a 1?

Aluno R2: - Infinitos.

Professor: - O R2 pegou e disse o seguinte [numa das aulas anteriores], ele
falou que havia infinitos maiores que os outros. Como sera?

Aluno R2: - Entre 0 e 1 tem infinitos, entre 0 e 2 tem um infinito maior, tém
mais numerozinhos entre eles.

Professor: - Vocés entenderam a jogada dele?
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Alunos: - Sim [e muitos murmuraram com a respostaj!

Professor: - O R2 viajou ai né!? E viajou de uma maneira até filosofica na
coisa. Porque, olha ali, de 0 até 1 tem uma quantidade infinita de numeros, ok?
Agora, se pegarmos que nem ele falou de 0 a 2, o pensamento dele diz que vai ter
um infinito maior que o outro.

Mas sera que ha um infinito maior que o outro?

Nesse momento ocorreram muitos murmurios entre os alunos, e as opinides
se dividiram.

Aluna C1: - Sim, imagina do um ao um milh&o.

Aluno A1: - Ndo se sabe.

Aluno R2: - Oh sor! Um fisico eu acho que falou que existem infinitos
maiores.

Professor: - Te lembra o nome do fisico?

Aluno R2: - Néo, eu vi num filme.

Professor: - E o filme tu te lembras?

Aluno R2: - Sim, A culpa é das estrelas.

Aqui vimos a aluna C1 afirmar ser positiva a afirmacdo da existéncia de
infinitos maiores que outros, tomando um intervalo maior de numeros. Ja o aluno A1
indica que essa pergunta é algo que nao tem uma resposta definitiva, enquanto que
e 0 aluno R2 continuou também com os dois intervalos distintos de numeros para
fazer a sua afirmacgao que ha infinitos maiores que os outros e justificando também a
afirmacao de um fisico que havia sido citado no filme mencionado.

Professor: - Se a gente for parar para pensar essa questdo de infinito, bom,
infinito ja esta dizendo de algo que nao tem fim. Agora a gente vai pensar assim, que
tem uma coisa que ndo tem fim e ha uma outra coisa que também n&o tem fim, e
que essa coisa que ndo tem fim seja maior que a outra, parece coisa de bébado,
néo parece?

Alunos: [risos].

Professor: - Gente, da muito pano para manga, ndo sei se aqui alguém vai
estudar matematica, mas para quem for nessa linha da matematica e estudar
matematica a fundo, tem uma area na matematica que se chama matematica pura
que discute esse tipo de coisa.

Os alunos D1 e R2 haviam assistido ao filme intitulado “A Culpa é das

Estrelas”, e associado uma cena com a pergunta da aula. Esses jovens expuseram
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para o professor e a turma que haveria infinitos maiores que outros. Justificaram
esse argumento comparando o intervalo de 0 e 1 com o intervalo de 0 a 2. No
entanto, o aluno A1 se demonstra desconfiado, pois como um infinito poderia ser
maior que o outro se ambos sdo infinitos? A discussao era um tanto complexa, e
exigia aprofundamento matematico que fugia do escopo da aula, mas enaltecemos
as colocagdes dos colegas por levarem seus pensamentos a ideias tdo profundas.
Embora saibamos que na Matematica existe a prova de haver infinitos maiores,
deixamos esta pergunta em aberto sem resposta até mesmo para que os alunos se
motivassem a buscar informacdo a respeito. Os alunos se colocaram dentro do
cenario investigativo da matematica pela matematica, valorizando-a como disciplina.
Para nos professores foi um momento de satisfacdo, o pensamento e o debate
trazido pelos alunos D1 e R2 quanto a existéncia de infinitos maiores que outros, se
tornou um fato interessante por se tratar de algo trazido pelos préprios alunos e ter
ainda cativado os outros a refletirem em um assunto tdo complexo e abstrato.
Experimentamos naquele momento um sentimento de ter despertado nos alunos o
interesse na Matematica por ela mesma, e ter deixado para eles um convite a
estuda-la como sua formagao profissional.

Dando seguimento ao encontro, os alunos passaram a trabalhar com o
arquivo “ativ_decimal2” no GeoGebra para analisar caracteristicas das fracoes
préprias como ja haviamos descrito no capitulo 2.3.1. Lembramos que se trata de
uma construgado dotada de um retangulo que vai se dividindo em partes iguais pelo
controle deslizante “n” e s&o pintadas partes desses retangulos pelo controle
deslizante “m”, onde M<nN, ou seja, teremos no maximo um retangulo inteiro
pintado. Além disso, estava indicado um ponto P sobre o eixo das abscissas que

indicava a representacédo decimal equivalente a frag&o indicada no retangulo.

Figura 64 - Explorando o arquivo Ativ_decimal2

m=4

P
a 0.1 (1} a3 04 CI% a6 oy

Fonte: Proprio autor
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O restante do tempo desse encontro foi destinado para os alunos se
apropriarem das alteragbes causadas na imagem do retangulo ao mudarem os
valores de m e n. Com o término da aula perguntamos para os alunos sobre tais
caracteristicas.

Professor: - Vocés observaram que tem a figura que € um retangulo, tem um
controle que é o controle m, tem o outro controle que € o controle n, e mexendo
nesses controles eles vdo mexendo tanto no retangulo quanto na parte que vai se
pintando, e também mexe no ponto P.

- Primeira pergunta que eu fago a vocés. O que faz o n?

Alunos: - Divide.

Alunos A1 e V2: - Divide em pedacinhos.

Professor: - E o m, o que faz?

Alunos: - Ele pinta.

Aluno A1: - Ele pinta os pedacinhos la, em verde.

Professor: - Além disso, o que o m e o n formam?

Alunos: - Fragéo.

Professor: - O que o m é?

Alunos: - Numerador.

Professor: - E o n?

Alunos: - Denominador.

Nas atividades anteriores os alunos determinavam fracbes tomando partes
de um segmento. Agora passamos da representagdo geométrica do segmento para
um reténgulo, sendo agregada a fracdo e o ponto na reta numérica. A ideia desse
arquivo é permitir ao aluno ter as multiplas representagdes do numero racional em
uma mesma tela.

Estando os alunos familiarizados com o arquivo, ficamos combinados em

continuar a exploragcéo no proximo encontro.

4.2 Da Abordagem sobre as Fragoes que geram Dizima Periédica
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4.2.1 Dados e Consideragdes do Quinto Encontro — 12/11/2014

O presente encontro destinou-se a tratar de fragbes que geram as dizimas
periddicas e mostrar para os alunos quando isso ocorrera. Como primeira atividade
do encontro pedimos que os alunos primeiramente fizessem a representacdo da
fragdo 1/3 no retangulo do arquivo ativ_decimal2 no GeoGebra. Em seguida,
tomando o ponto P que se situava na reta numérica, eixo das abscissas, pedimos
que os alunos anotassem as aproximagdes decimais da fracdo 1/3 fornecidas pelo
GeoGebra com uma até cinco casas decimais. Esses valores foram obtidos a partir
de comandos de zoom no software.

Professor: - Com uma casa decimal, 1/3 ficou entre que valores?

Aluna M2: - Entre 0,3 e 0,4.

O restante dos alunos deu a mesma resposta em coro logo apdés M2 ter
falado.

Professor: - Com duas casas o que vocé acharam?

Alunos: - 0,32 e 0,34.

Aqui observamos que, ao ampliarmos a imagem no GeoGebra, num primeiro
instante os decimais mais préximos de 1/3 sdo mostrados com o ultimo digito par,
como vemos na resposta acima e na seguinte.

Professor: - Com trés casas?

Alguns Alunos: - 0,332 e 0,334.

Os estudantes, em sua maioria, ao anotarem a representacdo decimal com a
quantidade de casas solicitadas, registraram a primeira aparicdo de numeros que o
GeoGebra trazia, isso fez com que n&o visualizassem os valores mais préximos de
1/3, pois para tanto precisariam aplicar mais zoom. Esse aspecto passou
desapercebido pelos alunos, que ndo se deram conta de que ao ampliar mais a
imagem encontrariam uma vizinhanga mais proxima de 1/3.

Os alunos ao terem feito as aproximagdes, observando a localizagdo do ponto

na reta numérica, o passo seguinte foi verificar o que eles haviam percebido.
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Professor: - O que vocé observa com as anotagbes feitas na atividade
anterior? E a outra pergunta é..., tem a fragdo 1/3 se vocés conseguem definir um
ntmero® para ela?

- Ta! Primeiro, o que vocés observam?

Aluno R2: - Que cada vez que a imagem é ampliada aumenta um numero,
que € o 3 no caso.

Aluno D1: - Cada casa aumenta um numero, sor, e assim por diante.

Aluno R1: - E infinitamente.

Professor: - E tem alguma regularidade?

Aluno R2: - Aumenta so o trés, aparece um trés a mais.

Aluna G1: - Aparece um trés a mais nas casas que vao aparecendo.

Professor: - Vai sempre aumentando a quantidade de um digito no caso o 3.
Da para indicar um valor exato para ele?

Alunos: - N&o.

Professor: - Se vocés fossem indicar um numero para representar ele, que
numero vocés colocariam?

Aluno R2: - Trés, um virgula trés?

Professor: - Poderia ser um virgula trés?

Aluno W2: - Zero virgula trés.

Nesse momento colocamos no quadro o indicado pelo aluno, ou seja, 0,3.

Professor: - Com uma casa s6?

Aluno R2: - Zero virgula trés, trés e os pontinhos.

Aluna C1: - Zero virgula e o infinito.

No quadro, acrescentamos mais dois digitos 3 e as reticéncias, isto é,
anotamos 0,333..., sem chamar a aten¢ao deles para o que estavamos escrevendo.

Professor: - Falando em infinito, o infinito tem alguma coisa haver ai?

Alunos: - Sim.

Aluno R2: - A infinidade do numero.

Professor: - E que numero seria esse [se referindo ao digito apos a virgula]?

Aluno W2: - Aquele numero que esta la no quadro [se referindo ao numero

0,333... que haviamos anotado no quadro com a contribuicdo dos alunos].

3 . s » . . ~
Ao utilizarmos a palavra “numero” na pergunta, tivemos a intengdo de usar um

linguajar mais proximo dos alunos, embora o correto fosse dizer “representagédo decimal”.
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Professor: - No6s temos a fragdo 1/3 e colocando o que o R2 falou, zero
virgula trés, trés e colocar os trés pontinhos, s6 que também pode ser outra
representacédo. Diga W2.

Aluno W2: - Bota zero virgula trés e o trago em cima do trés.

Alguns alunos, como o W2, ja haviam, no ano anterior, determinado numeros
com dizimas periodicas, tendo aplicado o algoritmo da divisdo. Aprenderam a indicar
a dizima com a notacgao do tragco sobre o periodo. As aproximacoes realizadas pelos
alunos com o GeoGebra os levaram a pensar na representagcéo decimal com o digito
trés se repetindo infinitamente, que com a notagdo dada pela lembrangca do aluno
W2, condizia a denominagao de dizima periodica.

Na indicacdo da representacdo decimal para o numero 1/3, o dialogo
caracteristico do cenario investigativo permitiu compor coletivamente a
representacdo decimal. Temos observado que as respostas, quando obtidas com a
participacdo dos alunos, nos deram a boa impressdo de que eles aceitam e se

apropriam melhor das repostas e conceitos.

[...] a capacidade dos alunos comunicar matematicamente, cuja
importancia € bem sucedida, pode aqui ser trabalhada de forma espontanea
e genuina para os alunos, uma vez que diz respeito aos seus proprios
pensamentos. A adicionar esses motivos, havera a acrescentar e recordar
que a escrita dos resultados ajuda os alunos a clarificarem suas ideias,
nomeadamente a explicar as suas conjecturas, e favorece o
estabelecimento de consensos e de um entendimento comum quanto as
suas realizagbes (BROCARDO, OLIVEIRA, PONTE, p. 36, 2003).

Em seguida, voltamos a visualizar com os alunos no GeoGebra as
aproximacdes por eles realizadas, chamando-os a perceberem, conforme a
ampliagdo da imagem e o numero de casas decimais, a representagdo decimal que
mais se aproximava de 1/3, ou seja, 0,333, por exemplo, esta mais proximo de 1/3
que 0,332. Além disso, retomamos a imagem do computador que permitia olhar a
fracdo 1/3 com a representagao decimal encontrada. No entanto, na representacao
decimal fornecida pelo software nao aparecia a reticéncias. Nesse momento fizemos
a ressalva das limitagdes de se trabalhar com os recursos computacionais.

Professor: - Conforme a gente percebeu, nés temos a fragdo e o numero
decimal expandido, no caso aqui é infinito. O computador no caso, ele é limitado, ta

gente! O maximo que ele vai consequir € colocar quinze numeros depois da virgula.
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Se a gente colocar em “opg¢bes” e for para “arredondamento”, o maximo que o
computador vai indicar s&o quinze casas decimais.

Ao elaborarmos as atividades no GeoGebra, podemos constatar que tanto a
expansao decimal era limitada em 15 casas decimais quando deixavamos visivel,
por exemplo, 7/9 = 0,777777777777778, quanto o esgotamento da ampliagdo da
imagem de algum objeto geométrico. Ao ampliarmos o campo de visdo do eixo das
abscissas podemos constatar, que os valores nesse eixo a partir da sexta casa

decimal comeca a fazer uso da escrita E-1, 0 que indica a divisdo dos numeros

visiveis no eixo por 10 ou a multiplicacdo do nimero por 107", assim, 7,77777E-1 =
0,777777.

Embora os alunos ndo tenham ampliado suficientemente para verificarem a
aparicao de tais expressdes, acabamos mostrando visualmente para esses jovens
que os computadores e softwares tém limitagcdes. Para Borba e Penteado (2015), as
tecnologias exercem forte influéncia nos estudantes e diante dos resultados que as
tecnologias fornecem podem convencé-los de que se trata de uma resposta quando
na verdade pode se tratar apenas de uma aproximagao, ou de uma imagem que foi
representada de forma distorcida devido a configuragdo da maquina ou do modo
como o software interpreta os dados a ele langado, considerando a linguagem de
programacgao utilizada. Logo computadores, assim como as calculadoras, pela
maneira como representam 0s numeros racionais, proporcionam uma visualizagao
parcial, deixando a mostra apenas uma pequena quantidade de algarismos, seja
pela limitacdo dos pequenos visores das calculadoras ou pela restricdo decorrente
da linguagem computacional utilizada na programacé&o do software. Nesse sentido, &
importante que o professor esteja atento para que essas limitagées sejam discutidas
com os alunos e, de alguma forma, justificativas sejam buscadas para esclarecer as
observacoes feitas a partir dos experimentos.

Embora o computador e o GeoGebra sejam recursos limitados, seu
dinamismo permitiu levar alguns alunos a certas conclusdes, como a dos alunos R2
e W2 que afirmaram que a fragdo 1/3 gera o decimal 0,3.

Por outro lado, o computador permite-nos visualizar simultaneamente distintas
representacdes. A atividade trabalhada com os alunos permitiu-lhes representarem a
fragdo numa figura “concreta” (o retangulo fracionado) e em seguida fazerem

aproximacoes na reta da representacdo decimal correspondente a fracao estudada,
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observando ainda a vizinhanga na qual o numero estava compreendido. Apds isso,
ainda retomamos na tela do computador todas as representa¢des que o GeoGebra
nos fornecia, convocando os alunos a observarem o resultado dado pela aquela
imagem, sendo todas as representagdes equivalentes entre si.

Demos continuidade a aula, colocando os alunos a trabalhar com dois blocos
distintos de fragbes, como mostra o quadro 8 abaixo, onde o bloco da esquerda faz
referéncias as fracbes decimais e o da direita, as fragcbes geradoras de dizimas
periddicas. Os alunos representaram e observaram as tais fracbes no computador,

tendo anotado os respectivos numeros racionais gerados.

Quadro 6 — Blocos de Fragdes

Bloco 1 Bloco 2
25 1 6 2
a)—e— a)—e—
100 4 9 3
10 5 99 11
5 1 168 56
c)—e— c)—e—
10 2 99 33
36,9 o 245,49
100 25 90 18

Fonte: Proprio autor

Passamos pelos grupos, e muitos sem mesmo terminar a escrita de todos os
numeros expandidos na forma decimal, nos questionaram sobre a ocorréncia de
cada par de fragcdes obter a mesma representacao decimal. Presenciamos o aluno
D1 representar a fragdo no seu computador de trabalho e comparar e dialogar com o
aluno V2 que no mesmo momento havia sinalizado a outra fragdo do par no

computador, o que os fez questionar o professor, como mostra imagem a seguir.
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Figura 65 — Aluno D1 comparando resposta com aluno V2

‘b
‘-

Fonte: Préprio auto

Aluno D1: - O sor! Todos vdo dar a mesma coisa, igual?

Professor: - Isso s6 quando vocés terminarem é que vao poder dizer se vao
dar iguais ou n&o.

Embora a suspeita deles era procedente, ndo |lhes demos a certeza da
afirmacao, pois ainda estavam na metade da atividade, e queriamos que o maior
numero possivel de alunos verificasse que os pares de fragbes eram equivalentes.
Isso de fato ocorreu:

Professor: - Vocés viram que as fragcbes estdo em pares certo!? O que
aconteceu quando vocés representaram as duas fragcbes?

Alunos: - O mesmo numero.
- O mesmo resultado.

Professor: As fragbes sdo representadas pelos mesmos numeros, mas o que
a gente diz que essas fragbes sdo?

Aluno R2: - Sdo pares, parentes?

Aluno N1: - Congruentes.

Aluna G1: - Semelhantes.

Nao ocorreu a lembranca do termo fragées equivalentes por parte dos alunos,

mas as palavras utilizadas por eles deram ideia de tal definicdo. Esclarecemos entao
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para eles, que esses termos s&o utilizados geralmente na Geometria e o correto era
outro conceito, que também ja haviam estudado em anos anteriores.

Professor: - Lembrando vocés, sdo fragdes equivalentes.

Os alunos haviam mencionado no encontro anterior que a fragao indicava
também a operagéo de divisdo, mas perdemos a oportunidade, nesse momento, de
confirmar o resultado da representagao decimal pelo algoritmo da divisdo. Deixamos
esse procedimento como sugestao para aplicagdes futuras.

A observacdo das equivaléncias foi contemplada mediante o
compartilhamento em uma mesma imagem, o retangulo, a fragdo, a representacéo
decimal e o ponto indicado na reta. Foi o meio que nos permitiu fazer um apanhado
geral das representagdes envolvidas e chamar a atencdo para as equivaléncias
entre elas. Concordamos com Borba (2013, p. 352), que afirma: “a compreensao de
conceitos matematicos requer multiplas representacdes, e representacdes visuais
podem transformar o entendimento delas”. Esse, para nds, € potencial do software
GeoGebra: a forma como podemos articular as representacbes deixando-as a
mostra para que os alunos investiguem possiveis relagdes. Para Allevato (2012), as
imagens fornecidas pelo computador permitem aos estudantes questionar suas
concepgdes. Assim, abordagens visuais tém demonstrado facilitar a formulagéo de
conjecturas, refutagcbes, explicacbes de resultados e de comportamentos dos
objetos, dando espaco, portanto, a reflexao.

As multiplas representagcdes que o soffware nos proporciona, enriquece o
método de ensino. Utilizando apenas a lousa, por exemplo, é preciso indicar cada
representacdo, sem o recurso simultdneo que o GeoGebra viabiliza. O quadro-negro
até possibilita anotar as representacdes de uma s6 vez, porém nao permite levar o
aluno ao processo dindmico em que modificar uma das representacdes implica
obter, imediatamente, modificagdes equivalentes nas demais. Segundo Canavarro e
Gafanhoto (2014), em ambientes de geometria dindmica, os alunos, ao executarem
acdes no computador para a realizacdo de tarefas, ampliam a sua exploracédo e
analise, abrem novas oportunidades para produzir respostas.

Uma vez verificado que as fracbes eram equivalentes, questionamos os
estudantes sobre a distingdo entre as fracbes do bloco 1 e as do bloco 2. Junto a
esta questdo, solicitamos que eles também fatorassem as fracdes, isto é,
representassem os numeradores e denominadores em fatores primos, devendo

também estarem organizadas em blocos 1 e 2. Ao fazermos isso tinhamos a
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intencdo de que os alunos pudessem perceber ou pudéssemos ilustrar através dos
fatores das fracbes a condicdo que implicaria a ocorréncia ou ndo de dizimas
periddicas.

Ao verificar que a maioria dos alunos ja havia terminado as fatoragbes, como
modo de administrar o tempo que parecia avangar rapidamente, pedimos que eles
fossem falando as fragdes e as respectivas fatoracdes, as quais transcreviamos
organizadamente no quadro. Ficando as escritas no quadro visiveis a todos,
retomamos com eles a propriedade de podermos cancelar os fatores comuns entre
numerador e denominador, o que nada mais é que a simplificacdo das fracdes de
modo a termos as fragdes irredutiveis com os fatores primos destacados.

Professor: - Por exemplo, nessa fatoragcdo aqui [36/100], nés temos o 36 que
€ 2-2-3-3,en6stemoso 100 que é 2-2-5-5. O que a gente pode fazer quando
temos algo assim?

A pergunta foi muito vaga, e os alunos demonstraram em suas faces nao
entenderem a pergunta, ficando todos em siléncio. Coube entdo, fazer questdes
numa linguagem simples a fim de orienta-los.

Professor: - Vou ativar a memoria de vocés. Tém numeros em cima que se
repetem em baixo?

Alunos: - Sim.

Professor: - Que numeros séo esses?

Alunos: - O dois.

Professor: - E quando nés temos numeros...

Nesse momento a aluna M2 interrompe a fala do professor se antecipando na
pergunta que seria feita.

Aluna M2: - Corta [se referindo aos fatores 2 a serem cancelados] !

Professor: - Corta ndo é! A gente pode usar a propriedade do cancelamento.

- Se a gente aplicar a regra do cancelamento o que isso acarreta?

- E ai o que sobrou?

Alunos: - Trés vezes trés [numerador] e cinco vezes cinco [denominador].

Figura 66 — Fatoragdes na fragao 36/100
36 7ZeZe3el 3e3
100 Fe7e5e5 5e5

Fonte: Préprio autor
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Professor: - Vocés percebem alguma coisa?
Aluno R2: - Ficou o mesmo resultado da outra.
O aluno R2 percebeu e explicou aos seus colegas que os fatores primos

remanescentes sdo os mesmos da fracao irredutivel e equivalente 9/25.

Figura 67 — Equivaléncia das fragoes 36/100 e 9/25
36 2e2e3eld 3e3 9 Je3

100 2e2e5e5 585 25 5e5

Fonte: Préprio autor

Professor: - Vocés lembram que eu pedi que colocassem o numero decimal.
E o que acontecia?

Alunos: - Repetia.

Professor: - Entdo aqui vai acontecer a mesma coisa, na verdade estamos
simplificando.

Num primeiro momento, utilizamos o recurso visual do GeoGebra com o
objeto retangulo e a expansdo decimal equivalente as fragdes. Nesse segundo
momento, fizemos uma abordagem voltada a escrita e manipulagdo numérica para
chegar a equivaléncia das fragdes. Nossa finalidade foi mostrar aos alunos que, nos
distintos momentos, ambas as representagdes vistas levaram a equivaléncia de
fracoes.

Previamente queremos alertar que em cada par de fragdes, uma € irredutivel.
Futuramente elas seriam utilizadas para verificarmos as fragdes passivas de dizimas
periddicas.

O passo seguinte foi discutir com os alunos a classificagdo das fragdes em
bloco 1 e bloco 2.

Professor: - Por que as fragbes estao separadas?

Aluna M3: - O sor! Nao é porque no Bloco 1 ndo tem dizima e no Bloco 2
tem?

Aluna G1: - No Bloco 1 sé&o inteiros, e no Bloco 2 sdo repetidamente

Aluno R2: - S&o infinitos.

Aluno W2: - Num é finitos e no outro é infinitos.

Vemos a aluna G1 falar inteiros com a clara intencéo de se referir a numeros
com finitas casas decimais e repetidamente para os numeros contendo dizima

periodica, sendo ela corrigida pelo seu colega W2.
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Professor: - No bloco 1 os numeros sdo com finitas casas e no 2 0s numeros
sdo com infinitas casas. Mas infinitas casas de que tipo? Como a gente diz?

Aluna M3: - Dizima periddica.

Professor: - Entdo esta bem caracterizado no Bloco 1 sé&o fracbes que
determinam numeros decimais e no Bloco 2 sdo fragcbes que determinam dizimas
periddicas®.

Com base na distingao feita entre os blocos de fragdes, observamos que as
fracdes decimais possuem uma representacao decimal com uma quantidade finita
de casas decimais, e as fragdes ndo decimais sédo geratrizes de dizima periodica.

No momento final da aula, os alunos passaram a observar o que as
fatoracdes tinham a dizer.

Professor: - Olhem as fatoracées, elas também foram feitas em blocos, as
fatoragcbes também tem a ver com elas estarem separadas. Lembrem-se, o que
vocés responderam: que aqui [Bloco 1] deu numeros decimais com finitas casas, e
aqui [Bloco 2] deu infinitas casas, dizimas periodicas.

O encontro terminou com a orientacdo acima, ficando para a préxima aula a

discussao sobre as fatoragdes realizadas.

4.2.2 Dados e Consideragoes do Sexto Encontro — 14/11/2014

A aula foi iniciada retomando com os alunos as fatoragdes realizadas no
encontro anterior para relaciona-las com as fragbes separadas em blocos.

Professor: - Entdo o que a gente viu antes! Que no bloco 1 ndés temos
numeros decimais finitos, e no bloco 2 nés temos numeros com infinitas casas
decimais, com as dizimas periodicas.

Sera que esses fatores determinam, tem algo a ver com o numero decimal ser
finito ou gerar dizima periédica?

ApOs a pergunta prevaleceu o siléncio, 0 que nos gerou angustia em vermos

os alunos nao expressarem argumento algum. Julgamos ter sido um momento critico

No dialogo percebemos um ato falho, uma vez que deveriamos ter esclarecido aos alunos, que
numeros com dizima periddica também sao numeros decimais, mas sua representagao possui
infinitos digitos.
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vivenciado na nossa pratica, pois observamos os alunos olharem as fatoracdes e
nao articularem opinides nem mesmo com 0s colegas.

Seria por se tratar da primeira atividade da aula? Eles estariam ainda se
situando no que deveria ser respondido? Teria ocorrido alguma situagéo entre eles
que os deixaram fechados uns com outros? Seria um dia atipico onde os alunos
estariam mais introvertidos? Ou seria pela maneira que comeg¢amos as atividades?

Em aulas anteriores os alunos realizaram atividades investigativas utilizando
os computadores e, conforme ja relatamos anteriormente, observamos que o
manuseio do computador contribuiu para que interagissem entre si, bem como, para
a perda da timidez em questionar o professor, além de se sentirem a vontade em
expor suas descobertas com a turma. Utilizar a mesma abordagem investigativa,
com atividades similares as realizadas no GeoGebra, isto €, analisar regularidades
diante dos resultados obtidos, com o foco voltado tdo somente para a escrita, parece
ter colocado os alunos em inércia, os alunos ficaram silentes e levantamos a
hipétese de que isso se deveu a nado fazermos uso do computador. Todavia, essa
suposicao carece de aprofundamento e, por isso, ndo seremos assertivos em
afirma-la. Mas os resultados ja obtidos indicam que quando utilizando o computador
os alunos demonstraram maior interagcdo, seja realizando as atividades, seja
dialogando com os colegas e o professor.

A alternativa, entao, foi fazer questionamentos como sugerem Ponte, Brocado
e Oliveira (2003), porém sem obter o resultado que gostariamos, isto €, dos alunos
conseguirem distinguir os dois tipos de fragbes, visto que a turma chegou apenas a
caracterizar fragcbes decimais. Ainda assim, este resultado deve ser valorizado
porque houve participacdo dos alunos; pequena, mas houve.

A apatia dos jovens na sala de aula € um fator que interfere no planejamento
do professor, visto que influi no alcance de seus objetivos. Muitas vezes, por mais
consciéncia e preparo que levemos para a sala de aula, os alunos néo respondem a
altura que desejamos. Sao reflexdes assim que vém a mente do professor quando
se depara com a inatividade de seus alunos, e dai inferimos que o manuseio do
computador pode ser um fator de motivagdo e engajamento importantes na
realizagao de tarefas matematicas.

Por outro lado, Brocado, Oliveira e Ponte (2003), nesses momentos de
impasse dos alunos com a investigagdo a ser realizada, recomendam que o

professor fornega informagdes para que os alunos sigam adiante.



150

Embora dando primazia ao questionamento como modo de apoio do
progresso do trabalho dos alunos, o professor precisa, por vezes, também
fornecer e recordar informagdo. Trata-se de garantir que o fluxo da
investigacdo nao se perca porque os alunos ndo compreendem certos
conceitos ou formas de representagdo importantes para a atividade
(BROCARDO; OLIVEIRA; PONTE; 2003, p.53)

Aulas de investigagcdo, ainda segundo Brocardo, Oliveira e Ponte (2003),
caracterizam-se por uma grande margem de imprevisibilidade que exige do
professor flexibilidade para lidar com novas situagdes que vao surgindo. No entanto,
tomar decisbdes diante da reacdo dos alunos a determinadas metodologias € uma
atitude quase que de improviso, requer uma reflexdo rapida, que sera tdo mais
assertiva quanto maior for a bagagem de experiéncia e criatividade do professor.
Skovsmose (2000) indica que em situacdes desse tipo, o docente se encontra em
zona de risco, e qualquer que seja o cenario investigativo implicara em desafios.
Entretanto, a solucdo n&o é voltar para a zona de conforto, como aulas de
matematica cujas atividades sdo meros exercicios, mas avancgar na tarefa de tornar
possivel que os alunos e o professor sejam capazes em agir de modo colaborativo
dentro da zona de risco, fazendo dessa uma atividade produtiva. O fato é que
nossos objetivos naquele momento ndo se mostraram faceis de se concretizar.
Diferenciar com os alunos fragbes que geram dizimas das que ndo geram langou-
nos novos desafios, que levaremos em conta para praticas futuras. Embora tivemos
dificuldades, as orientagbes dadas por Brocardo, Oliveira e Ponte (2003) e
Skovsmose (2000) permitiram-nos seguir a diante.

Cabe ainda, fazermos uma autocritica: de repente ndo fomos criativos o
suficiente para abordar a questdo do modo computacional; por outro lado, devemos
também considerar que nem toda pratica deve e/ou pode ser levada ao uso das
tecnologias; outros meios de ensino devem ser considerados como possibilidades, ja
que nem sempre iremos dispor de tal ferramenta.

Para tirarmos os alunos do estado estatico em que estavam, comegamos a
fazer perguntas pontuais para que conseguissem progredir. Ainda assim, a
participacao foi timida e os alunos s6 conseguiram caracterizar as fragdes decimais.

Professor: - Observem, o que essas fatoragbes tém em comum [Bloco 1]?

Aluno Wa3: - O cinco.

Professor: - Esta certo. O que mais?
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Aluno W1: - O dois, professor.

Outros Alunos: - O dois.

Aluno W2: - Mas na dltima, professor [referindo-se a fragcdo 8/5, que
apresentava somente o denominador 5]?

O entendimento de W2 era de que as fragdes decimais deveriam ter os
fatores primos 2 e 5 e ndo somente um deles.

Professor: - Tem o dois e o cinco aqui [Bloco 1], entdo uma regularidade é
essa, o W3 falou em cinco e o W1 falou em dois. Isso acontece em todas?

- Aqui acontece o dois e o cinco [16/10 = 2:2-2-2/2-5] ndo é?! Aqui
também acontece o dois e o cinco [36/100=2-2-3-3/2-2-5-5]?

Alunos: - Sim.

Professor: - Nesse aqui [1/2]?

Aluna G1 e W2: Ngo!

Alunos: - Sim.

Aluno R2: - Sim, o dois ali embaixo.

Professor: - S6 aparece o dois, ndo é?! Mas o cinco ndo aparece. E na dltima
aqui [8/5]?

Aluno A1: - S6 o cinco.

Professor: - Agora o contrario, somente o cinco.

Professor: - E agora o que tem de diferente no Bloco 2?

Aluna C1: - O dois e o trés [a aluna observara a fragcéo irredutivel de 6/9 =
2-3/3-3, no caso, 2/3]

Professor: - Ok! Tem o dois e o trés e...?

Os alunos voltaram a ficar pensativos, e o siléncio novamente prevaleceu. O
professor insistiu refazendo a pergunta.

Professor: - O que esta acontecendo aqui [Bloco 2] que ndo esta acontecendo
aqui [Bloco 1]?

Aluno W3: - Tipo assim 6, sor! Nao é que ali [Bloco 1] os numeros das
fragées, a parte de baixo é par [se referindo aos denominadores 10, 100, ...] e la
[Bloco 2] é impar?

Professor: - Tem a ver [levando em conta que as fragbes geradoras de

dizimas devem ter um fator primo impar diferente de 2 e 5 em seu denominador].
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Subestimamos a questdo dos alunos saberem identificar quando ocorreria
dizima ou ndo. Pensamos que eles, ao analisarem as fragdes irredutiveis fatoradas,
chegariam facilmente a conclusao de que para obter dizima periédica bastava obter
um fator primo diferente de 2 ou 5 como fator de seus denominadores. Entretanto, a
questao se mostrou bem mais complexa para eles do que imaginavamos.

O episddio ndo previsto nos sugere uma questdo a ser revista num trabalho
futuro. De que outra maneira poderiamos fazer a diferenciagao entre fragdes que
geram dizimas para as que nao geram?

Poderiamos também elaborar outras perguntas que talvez levariam os alunos
a chegarem a conclusdo esperada, mas percebemos a apatia do grupo, além de
termos de considerar quanto de tempo isso ainda levaria. A deciséo foi seguir
explicando para os alunos aquilo que esperavamos que tivessem percebido.

Professor: - Esta atividade tinha a proposta de vocés verificarem o seguinte:
quando o0s numeros sédo decimais, ou seja, aquelas fragbes que tém denominador
10, 100, 1000 .., quais s&o os fatores?

Alguns alunos: - O dois e o cinco.

Professor: - Entdo para eles serem finitos, vocés terdo aqui nos
denominadores o0 2 e 0 5. Pode ser s6 o 2 e pode ser so6 o 5, ok?!

- Agora se acontecer de ter um outro numero primo ali no denominador, o que
vai acontecer? Que acontece se tiver um outro numero primo que néo seja dois ou
cinco?

Aluno L1: - Dizima periddica.

Professor: - Entdo vocés olhem para o denominador, quando a gente fatorar o
denominador, se além do 2 e/ou do 5 tiver um outro numero primo teremos dizima
periodica.

Esclarecemos ainda que, quando nos referissemos a analise das fragdes
fatoradas, os alunos as considerassem também simplificadas.

Professor: - Vamos pegar um exemplo. Escolham um numero qualquer para
colocar aqui em cima.

Aluno W2: - O trés.

Professor: - Ok! O trés. Agora eu vou colocar o 2 e o 5 [denominador, ficando
3/2.5], assim ela vai dar numero com finitas casas ou infinitas casas?

Aluna G2: - Finita.
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Professor: - Ok, G2! Vou pegar essa mesma fragdo, s6 que em vez de colocar
apenas o 2 e o 5 vou colocar outro primo qualquer. Digam um primo qualquer.

Aluna G2: - O sete.

Professor: - O sete. Sera que agora vai dar finitas casas?

Alunos: - N&o.

Professor: - Ndo. Vai dar infinitas casas.

Reforcamos a coeréncia das afirmacdes retomando o uso do computador.
Representamos as fragdes no arquivo do GeoGebra, mostrando a particdo do
retangulo referente a fragdo e a respectiva representagdo decimal. Na sequéncia,
investigamos com os alunos regularidades para conversdes de fragdes em numeros
racionais com dizimas, assim como determinamos fragdes geratrizes de numeros
racionais.

Pedimos para os alunos abrirem no GeoGebra o arquivo “Ativ_dizima3”, onde
temos os trés controles deslizantes, n que indicou os 9s no denominador, 0 m que
indicou os 0Os no denominador e o a que indicou o numerador, sendo este um valor
entre 0 e o denominador formado por m e n. Tomemos como exemplo, n =2, m =1

e a = 13, obtendo a fragdo 13/990, que esta ilustrada na imagem (Fig. 68) a seguir:

Figura 68 - Tela do arquivo Ativ_dizima3
a=13

a 13
. =0.013131313131313
b 990

Fonte: préprio autor

Tendo os alunos visualizado o que cada controle deslizante fazia na
construgdo do GeoGebra, organizamos algumas fragdes em dois quadros, estando
estes divididos em trés colunas cada um. O primeiro com denominadores formados
por 9s e o segundo com denominadores formados por 9s acrescidos de zeros,

ilustrado logo abaixo. Coube aos alunos fazerem a representacdo no GeoGebra e
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anotarem no quadro o numero racional com a dizima referente a cada fragéo.
Esclarecemos que nesse ultimo encontro tivemos que replanejar as atividades, pois
foi o ultimo dia em que o LABIN esteve disponivel, por motivos ja discriminados

neste texto.

Quadro 7 - Fragées com denominadores compostos de 9s

2. 36, 12
9 99 999
3. 36 _ 73 _
9 99 999
4. 37 14 _
9 99 999
Fonte: préprio autor

Quadro 8 - Fragdes com denominadores compostos de 9s e 0s
L 37 14
90 990 9990
4 37 _ M4 _
900 9900 99900
4 37 _ 714 _
9000 99000 999000

Fonte: proprio autor

Tendo os alunos preenchido os quadros, ficou evidente que todas as fracdes
ali presentes eram geradoras de dizima.

Professor: - O que aconteceu em todas as fragbes?

Alunos: - Dizima periddica.

Em seguida pedimos que os alunos fossem citando em voz alta os numeros
racionais obtidos, e os transcrevemos na lousa da mesma maneira que se
apresentavam nos quadros preenchidos pelos estudantes.

Uma vez preenchido o primeiro bloco perguntamos o que eles haviam

percebido.
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Professor: - Vocés viram que na primeira coluna era um 9 so, na segunda
dois 9s e na terceira trés 9s. E ai o que vocés perceberam?

Aluno M3: - Denominador, ali antes da virgula aumenta. O nove, dai apos a
virgula € um numero so. Dai la no 99, dai tem a virgula aumenta dois, ai Ia no 999 ai
aumenta trés.

Apesar de utilizar uma linguagem particular, percebemos que a intengao do
aluno era sinalizar que a quantidade de 9s presente no denominador indicaria o
numero de digitos presente no periodo da dizima. M3 foi o primeiro aluno a perceber
tal regularidade; enquanto ele se manifestava, os demais passaram a acompanhar a
sua explicagao, tomando para si o papel de professor. Embora a sua linguagem né&o
fosse a mais adequada, vimos que seus colegas tentaram acompanhar o seu
raciocinio.

Professor: - Alguém mais tinha percebido isso?

N&o ocorreram manifestagdes da turma.

Professor: - Repete entdo M3.

A participagdo do aluno M3 com o linguajar caracteristico de aluno
praticamente explicou para os demais colegas como as dizimas periddicas foram
aparecendo. Conforme Brocardo, Oliveira e Ponte (2003), esse € um momento em
que o aluno desenvolve a sua capacidade de comunicar-se matematicamente e
refletir sobre o seu trabalho e seu poder de argumentacéo. Nao podemos ter melhor
participacdo do que essa, quando o aluno se pde no papel de professor para dar
explicagbes. Apds a explanagdo dada por M3, o professor perguntou a turma se
todos concordavam com aquilo que o colega havia percebido. Todos deram razéo
aquilo que M3 havia explicado, cabendo apenas ao professor colocar as palavras
adequadas na explicagdo do aluno.

Demos um tempo para que os alunos completassem o segundo quadro. Tao
logo eles terminaram de preenché-lo, fizemos a discussdo sobre as evidéncias
percebidas.

Professor: - E agora o que acontece no momento que a gente vai
acrescentando os zeros?

Aluna G2: - A quantidade de zeros depois dos 9s é o que vai aumentando
depois da virgula.

Professor: - Isso G2! A quantidade de zeros depois da virgula foi aumentando

conforme os zeros que foram colocados.
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Dessa vez, em tom mais baixo percebemos outros alunos falarem

simultaneamente, sendo respostas convergentes a que a aluna G2 deu. Para

comprovar a compreensdo das propriedades percebidas, colocamos uma lista de

numeros racionais para que os alunos determinassem a fragdo geratriz. Trilhamos,

assim, o caminho contrario ao da atividade anterior.

Figura 69 — Respostas fragoes geratrizes, alunos A1, L1 e V2

_4} Determinem a fra
simplifique as fracoes

a)06- &
Q
¢) 00013 |7
-
ey
e) 0,0013
'

99

5 ; ;
¢a0 geratriz de cada um dos numeros abaixo, e em seguida

b) 0,54 - %;r
< 1
d) 007 ——
Ao
n0o7- _ 1

N

Fonte: proprio autor

_ Figura 70 — Respostas fragoes geratrizes, alunas B1 e P1
4) Déterminem a fragéo geratriz de cada um dos nimeros abaixo, e em seguida,

simplifique as fragdes.

a)06= 6
=2
c) 00013 = 32
Yo
s g
—
8) 0,0012 =

e

" |
_)_))J"

b) 0,54 = Sp7s

Fonte: préprio autor.

Ainda tinhamos que analisar com os alunos a ocorréncia de numeros

racionais cujas composigdes fossem mistas, parte decimal, parte dizima, porém, a

escassez do tempo passava a nos preocupar. Como os alunos ja haviam trabalhado

com o comportamento das fragbes decimais, e agora haviam estudado as dizimas,

fizemos uma pratica dirigida voltada para o tratamento numérico e a escrita. Claro,

com receio de que a turma pudesse ficar novamente apatica como na situagao inicial

da aula.
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Para dialogar, langamos dois numeros racionais o 3,3 e 0 512, ja para
podermos sinalizar uma pista para os alunos desmembramos esses dois numeros
em:

3,3=3+0,3 5,12=5,1+0,02

Fizemos isso também para conseguirmos administrar o tempo que nos
restava. Dessa forma demos alguns minutos para os alunos pensarem sobre esses
numeros racionais.

Professor: - Na ultima folha bem acima temos o trés barrinha trés. Se vocés
olharem um pouquinho mais para baixo na folha, esse mesmo trés virgula trés ali
com dizima esta escrito na seguinte forma: trés virgula trés é a mesma coisa que
trés mais zero virgula trés barrinha.

- Me déem ai o outro numero que esta ai.

Alunos: - Cinco virgula doze.

Professor: - Cinco virgula doze barrinha. Ah! Ndo, ndo, ndo é doze aqui, na
verdade é,..., mas na verdade o que vai se repetir ¢ o 2.

- Cinco virgula um mais zero virgula. Olhem gente o dois que é dizima que
esta se repetindo. Ele esta a partir de que casa se repetindo?

Aluna G1: - Uma.

Professor: - Uma, falha uma casa aqui.

- Como é que ficaria a fracdo para determinar, como é que a gente pode
determinar a fragcdo para esse cara ai?

- Cinco virgula um, dois, dois, dois esta representado assim como cinco
virgula um com mais zero virgula zero dois barrinha.

- Isso aqui é a nossa pista, é a pista que eu estou dando. Esse numero foi

separado por dois termos.

- Entdo como a gente monta isso [0,05 ]?
Aluno M3: - Dois sobre nove.

Aluno L1: - Dois sobre noventa.

Aluno D1: - Doze sobre noventa?
Professor: - Dois ou doze?

Alunos: - Dois.

Aluno L1: Dois, s6 o dois repete.

Aluno D1: - E mesmo s6 o dois.
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Professor: - Isso! Aqui s6 o dois esta se repetindo.

Aluno D1: - Sim, ai conta dois depois da virgula, noventa.

Professor: Ta!l O que eu coloco aqui em baixo entdo [denominador]?

Alunos: - Noventa.

Professor: - Tal Uma parte a gente ja descobriu. E aquela primeira parte
[5,1]? Tem dizima ali na primeira parte?

Alunos: - Ngo.

Professor: - E agora?

Aluno D1: - Cinquenta e um sobre dez.

Professor: - Ahm?

Aluno D1: - Cinquenta e um sobre dez.

Professor: - Claro! Essa é a sacada. Isso aqui ndo € um numero decimal!?
N&o tem finitas casas decimais?

- Tem. Entao o denominador ndo vai ser dez, cem, mil, dez mil, ...?

Aluno D1: - Conta o zero pelo o depois da virgula.

Professor: - Exato. Tu néo tem uma casa so0? Ent&o é décimos.

- Bom, agora o que tem que fazer?! Somar as fragées.

Aluno M4: - Dai temos que tirar o M.M.C. [Minimo multiplo comum].

Assim os alunos determinaram e aplicaram o M.M.C.. Em seguida, somaram
as duas fragdes 51/10 e 2/90 para determinarem a fragao unica 461/90 equivalente a
512. De modo similar, obtiveram outras fragdes geratrizes de outros numeros
racionais.

Percebemos na condugéo da atividade acima a descaracterizagao do dialogo
investigativo, de modo ndo intencional, devido a restricdo do tempo, a qual fez com
que nossa fala com os alunos os conduzissem para que anunciassem o resultado
que esperavamos. De fato, os alunos D1, G1, L1 e M3 foram os colaboradores para
que indicassemos a resposta esperada. O tempo tem sido nas aulas de investigacao
matematica um fator adverso. No texto de Brocardo, Oliveira e Ponte (2003),
encontramos o relato da experiéncia de uma Professora, que ndo pode propiciar a
todos os grupos de alunos momento para apresentarem seus resultados, nao
podendo a docente explorar a justificacdo e conjectura dos alunos. Ainda de acordo
com Allevato (2005): nossa angustia, a preocupagao com o tempo pode transformar

nossa forma de conduzir a aula e nos cegar diante de alguns resultados que nao
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foram trazidos a tona, dos quais nos professores poderiamos junto aos alunos
explora-los juntamente com o computador ou, até mesmo, o surgimento de novas
questdes que nos levassem a outras atividades de investigacao.

Ainda Alevatto (2005) em seu trabalho percebe que em muitos momentos
assumiu postura demasiadamente diretiva, e que poderia ter levado os alunos a
explorarem mais os recursos disponiveis do software e a encontrarem de forma mais
autdbnoma as respostas as suas questdes. Isso também nos faz refletir, se de
repente em outros momentos de interagdo com os alunos nao recorremos ao
mesmo comportamento, sendo mais diretivos e menos mediadores da investigag&o.
Certamente neste ultimo encontro esse direcionamento esteve presente. Enfim, fica
a indicacao de que devemos diante de nossas atitudes policiarmos para que o
aspecto investigativo das aulas ndo acabe sendo descaracterizado.

Para finalizar, colocamos um conjunto de numeros racionais para serem
determinadas as fragbes geratrizes, sendo alguns com dizimas e outros sem, o que
exigiu atencdo dos alunos no momento de estabelecerem as fragbes. Sugerimos

que os alunos conferissem os resultados no GeoGebra.

Figura 71 — Exercicios de fixagao, alunas S1 e V1
6) Determine a expanséo decimal das fragbes abaixo:

7) Determine a fragéo geratriz dos niameros abaixo:

'l - (&3]
u)0).64 1P bh)0.2= ‘)

r_}{l_r)?](i = 2 {!.‘ ¥
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,_}l.;'.{; = L Vo [ )amadbd = \

Fonte: préprio autor
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Figura 72 — Respostas fragbes geratrizes, alunos A1, L1 e V2
6) Determine a expanséo decimal das fragoes abaixo:

. L 2/ FL - 0,58 99 £
a) - P 1 I [ o - J

'l"l.

16 I
L= B s ‘.”7—\ = .
] {¢ _ ) & e 2

s
|

/) Determine a fragao geratnz dos numeros abaixo
a) 0,64 = { 50,2 =

g
e 10034 V12 = 45

L 12,713

Fonte: proprio autor

Por fim, nosso temor inicial em termos novamente os alunos apaticos nao se
confirmou; pelo contrario pudemos perceber a aplicacdo desses estudantes na
realizacdo da tarefa, na qual chegaram rapidamente ao resultado esperado.
Considerando que na atividade anterior eles haviam usado os computadores, seria
isso 0 agente motivador de nossos estudantes?

Ao menos pudemos suspeitar que sim, devido ao gosto que essa geragao tem
demonstrado quanto ao uso das tecnologias no seu cotidiano. Em sala de aula,
presenciamos o comprometimento deles com as atividades propostas diante dos
computadores, repercutindo no comportamento e participacdo, sendo esse ultimo
aspecto relevante, devido também a abordagem investigativa adotada, cuja
tendéncia é motivar os alunos a exporem suas descobertas e ideias.

Retomar o uso do computador nos propiciou representar as fracdes no
arquivo do GeoGebra e, na sequéncia, investigar com os alunos regularidades para
converter fragdes em numeros racionais com dizimas, assim como, determinar
fragbes geratrizes de numeros racionais. Dessa forma, pudemos sistematizar o
conhecimento da turma, através de diferentes estratégias de ensino, unindo praticas
mais tradicionais como a escrita e calculos bragais, com o aparato tecnolégico, o uso
de computadores. Essa pratica foi bem satisfatoria, pois os alunos puderam

representar no computador a fracdo a fim de obter a representagcdo decimal,
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aplicando em seguida o algoritmo da divisdo para confirmar o resultado dado pelo
software. No sentido contrario, ou seja, de obter a fragdo a partir da representagéo
decimal, os alunos ndo tinham como antecipar no computador o resultado. A
conferéncia s6 pbéde ser feita quando eles haviam indicado a fragdo no computador
mediante a sua escrita, demonstrando assim, que tinham entendido a regularidade
de obter a fragcdo geratriz. Essas atividades exemplificam as possibilidades de
trabalho com diferentes midias simultaneamente. Como ja haviamos escrito antes, a

utilizagado da midia informatica nao significa o0 abandono de outras.

[...] é preciso considerar qual é o objetivo da atividade que
queremos realizar e saber se ela ndo pode ser desenvolvida com maior
qualidade pelo uso, por exemplo, de um software especifico. Nao significa
que vamos abandonar outras midias, mas temos que refletir sobre a sua

adequacao (BORBA; PENTEADO, 2015, p. 64).

Considerar a aprendizagem por meio da interagdo entre: alunos,
computadores e nos professores, o coletivo pensante seres-humanos-com-
GeoGebra constituido neste trabalho, permitiu diante das experiéncias didaticas em
sala de aula a procura e a mostra dos aspectos benéficos do novo ator GeoGebra
no processo de ensino dos numeros racionais em um cenario investigativo,
buscando assim, agir de acordo com Borba e Penteado (2015, p.49): “O nosso
trabalho, como educadores matematicos deve ser o de ver como a matematica se
constitui quando novos atores se fazem presentes em sua investigagao”.
Aproveitamos agora para retomamos nos paragrafos seguintes, a nossa pergunta,

destinando palavras na finalidade de respondé-la com os dados aqui apresentados.

4.3 Retomando a Pergunta Diretriz

Dos dados apresentados e das analises que fizemos em cada encontro
anterior vamos elencar aqueles que trazem indicios para a resposta da pergunta
diretrizz “De que modo uma proposta investigativa com o uso do software
GeoGebra contribui para que os estudantes percebam caracteristicas dos

numeros racionais?”
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4.3.1 Das Contribuigcoes do GeoGebra no Ambiente Investigativo

O primeiro beneficio averiguado na adogao da aula matematica investigativa
em um cenario tecnolégico foi a mudanga de atitude dos alunos. A utilizagdo dos
computadores cativou os alunos a participarem das tarefas obtendo o ambiente
favoravel a realizagdo de investigagbes matematicas. Conforme Ponte, Brocardo e
Oliveira (2003), é fundamental o professor proporcionar o ambiente onde o aluno se
sinta a vontade para questionar, pensar, explorar e trocar ideais tanto com o
professor como com seus colegas. Por meio das tarefas propostas com o uso do
software obtivemos esse ambiente. Os estudantes passaram a explorar
primeiramente alguns recursos do software GeoGebra, e em seguida, comegaram a
realizar as tarefas propostas e fazer investigagdes sobre numeros racionais. Ha de
se ressaltar também, as relagcbes de parcerias entre os alunos e alunos com o
professor.

Tendo em vista que as tecnologias estdo cada vez mais presente no
cotidiano dos alunos, ao propormos a utilizacdo do computador trouxemos a
possibilidade de um ambiente de ensino que se aproxima da sociedade cada vez
mais tecnoldgica. O software GeoGebra constituiu-se um recurso amigavel para os
estudantes. Seu facil manuseio contribuiu para que os alunos se sentissem a
vontade em explora-lo, puderam fazer e refazer procedimentos sem que se
sentissem constrangidos ao cometerem erros, uma vez que, o software permitiu
facilmente refazer os passos daquilo que estavam construindo. Além disso,
proporcionou aos estudantes um caminho de duas vias, ao utilizarem de
conhecimentos dos objetos geométricos para fazer a construgdo do segmento iam
aprendendo a utilizar os comandos do software; por outro lado, a partir daquilo que
haviam construido passaram a investigar sobre a formagéo e as caracteristicas dos
numeros racionais construindo, com isso, conhecimento sobre tais numeros. Para
Borba e Penteado (2015, p. 45):

A informatica abre possibilidades de mudancgas dentro do préprio
conhecimento e que é possivel haver uma ressonéncia entre uma dada
pedagogia, a midia informatica e uma visdo de conhecimento, sendo
harmonioso entre a pedagogia e a midia utilizada. Ao mesmo tempo, que
podem ser considerados como uma tentativa de superar problemas de
praticas de ensino tradicional vigente. Assim o enfoque experimental
explora a0 maximo as possibilidades de rapido feedback das midias
informéticas e a facilidade de geracdo de inumeros gréficos, tabelas e
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expressbes algébricas, voltada a pratica pedagdgica que estimula a
utilizacdo de problemas abertos, de formulagdo de conjecturas em que a
sistematizacdo s6 se da como coroamento de um processo de investigacao
por parte de estudantes.

Esse enfoque experimental apontado pelos autores pdde ser observado nas
tarefas propostas. De fato, a medida que os alunos faziam suas exploracdes e
faziam suas conjecturas, compartilhavam suas descobertas e conjecturas com os
colegas e professor. Os dialogos ndo somente mostraram os acertos e equivocos
dos alunos, mas permitiram que pudéssemos entender a maneira como os alunos
raciocinaram sobre as questbes e as propriedades dos numeros racionais que
queriamos que fossem percebidos, bem como, outras que eles de repente
observaram. Por meio de didlogos os alunos confrontaram suas evidéncias, o
professor no papel de interlocutor verificou com os alunos, as colocagdes
procedentes que deveriam ser consideras, assim como aquelas que deveriam ser
refutadas. Na interacdo, aluno, investigacdo, computador e professor, o software
GeoGebra assumiu papel fundamental. Utilizando esse recurso os alunos
construiram seu objeto de estudo, o segmento particionado, e de sua observagao
puderam aprender sobre numeros racionais, em particular, as fragdes decimais.
Conforme afirma Borba (2013, p.251):

Os softwares educacionais tém a capacidade de realgcar o
componente visual da matematica atribuindo um papel importante a
visualizagdo na Educagdo Matematica, pois ela alcanga uma nova
dimensdo se for considerado o ambiente de aprendizagem com
computadores como um particular coletivo pensante (Lévy, 1993), onde
professores, alunos, midia e conteddos matematicos residem juntos e, mais
que isso, pensam juntos. Neste coletivo a midia adquire outro status, isto é,
vai além de mostrar uma imagem. Mais especificamente, é possivel dizer
que o software torna-se ator no processo de fazer matematica.

Em nossa pesquisa a utilizagdo do sofftware GeoGebra num cenario
investigativo foi fundamental para termos o equilibrio no desenvolvimento do
trabalho com os alunos. Atingimos satisfatoriamente os dois pontos assinalados por
Ponte, Brocado e Oliveira (2003, p. 47): “dar-lhes a autonomia que € necessaria
para ndo comprometer a sua autoria da investigacéo e, por outro lado, garantir que o
trabalho dos alunos va fluindo e seja significativo do ponto de vista da disciplina de

Matematica”. Assim, os alunos e a informatica foram atores no processo de
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aprendizagem, visto que os estudantes se mantiveram comprometidos com as aulas

quase que durante todo o periodo de aplicagcdo de nossa pratica educativa.

4.3.2 Das Contribuicbes do GeoGebra para Aprendizagem dos Numeros

Racionais

Descreveremos, mediante a adocao do software GeoGebra, aspectos que
confirmam a afirmagdo de Ponte, Brocado e Oliveira (2003, p. 35) de que
investigagées numeéricas sao decisivas para a compreensdo dos numeros, bem
como as capacidades matematicas que sao importantes na obtencdo de
generalizagoes.

De imediato, dos resultados especificos do software GeoGebra, podemos
retomar as potencialidades ja elencadas anteriormente reforgando as possibilidades
oferecidas por esse aplicativo para os processos de ensino e aprendizagem da
Matematica: a) organizagéo: os objetos geométricos, ja estdo pré-dispostos de modo
virtual, organizados na barra de ferramentas do aplicativo, ; b) manuseio: o uso do
compasso e dos elementos geométricos sao utilizados por meio do manuseio do
mouse e do teclado, dando maior conforto e agilidade ao aluno em realizar as
tarefas de desenho propostas; c¢) o refazer: equivocos na construgdo de objetos
geométricos podem ser contornados rapidamente por meio do comando “desfazer”,
permitindo ao aluno voltar no ponto em que cometeu o erro, e assim, ndo precisar
refazer todo o processo de construgédo; d) do recurso visual: diante da tela do
computador podemos movimentar a construgdo geométrica, dar movimentos por
meio de controles deslizantes, reduzir e ampliar a sua imagem, permitindo que os
alunos realizem observagdes e constatem propriedades do objeto construido; e) o
tempo: no GeoGebra os elementos geométricos estdo organizados em menus, onde
sao facilmente selecionados, e desenhados na area de visualizagdo com dois ou
trés cliques, minorando o tempo para executar desenhos.

Dentre os itens acima, destacamos os recursos visuais, que foram de suma
importancia para a investigacdo sobre a formagao e caracteristicas dos numeros
racionais.

Como apresentamos nesse capitulo, para a investigagdo sobre fragdes
decimais foi proposto aos alunos a construgdo de um segmento ="', e também a

divisdo dele em partes que indicaram décimos, centésimos e milésimos. Nessa
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construcdo a funcdo zoom do GeoGebra foi bastante explorada pelos alunos,
mostrando-se um recurso importante para eles conseguirem obter principalmente os
segmentos que indicaram os centésimos e os milésimos. Como relatamos, essa
construcdo seria inviavel utilizando materiais de desenho convencionais.

Por meio de ampliacdes e reducgdes, os estudantes estabeleceram relacdes
entre as fracbes e as medidas das particbes do segmento =% assim como
indicaram fragdes quanto as posi¢des dos pontos marcados nesse segmento, a fim
de formular suas conjecturas, de modo que, ao exp6-las e discuti-las com colegas e
professor, obtiveram regularidades da formacgao de fragdes decimais. Destaque para
a experiéncia que vivenciamos com as alunas C1 e G2. Ao terem que indicar fracoes
na ordem dos milésimos as alunas ampliaram a imagem do segmento fazendo parte
desse objeto ficar oculto. Essa restricdo no campo visual implicou dificuldades. Ao
terem que explicar a fracdo que haviam anotado, se sentiram perdidas sem saber
explicar que relagdo haviam feito. O professor, entdo, interagiu com as alunas
utilizando o mesmo recurso visual, articulou dialogos que esclareceram aquilo que
havia fugido do campo de visdo das estudantes. Assim, a mesma fungdo zoom que
antes havia imposto obstaculos as alunas, foi 0 que encaminhou a sua compreensao
das fragbes decimais. Momentos depois fomos agraciados por essas alunas, com
respostas que indicavam corretamente fragcbes na ordem dos décimos, centésimos e
milésimos.

As investigacbes com o zoom levaram os alunos a conjecturarem que ha
infinitas fragdes decimais, bem como em qualquer que seja o intervalo de numeros
racionais ha infinitos outros niumeros racionais. Também possibilitou aos estudantes
fazerem aproximacdes para a fragao 1/3. A aparicao do mesmo digito 3 a cada casa
decimal visualizada mediante ampliagdo da imagem permitiu-nos concluir com eles
que estavam diante de uma dizima peridédica. Dessa forma acreditamos que

estudantes deram indicios de terem pensado juntamente com o software.

A versatilidade do ambiente da fluidez aos processos mentais e
suporta formas de pensar que ultrapassam as do discurso oral ou escrito,
ou do desenho estatico. As simulagdes e as exploragdes exteriorizam a
atividade intelectual que antecede o controle e a exposigao racional
(GRAVINA, 2001, p.36).

Borba (2011, p. 351) ainda entende que:
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Os softwares educacionais tém a capacidade de realgar o
componente visual da matematica atribuindo um papel importante a
visualizagdo na Educagdo Matematica, pois ela alcanga uma nova
dimensdo se for considerado o ambiente de aprendizagem com
computadores como um particular coletivo pensante (Lévy, 1993), onde
professores, alunos, midia e conteudos matematicos residem juntos e, mais
que isso, pensam juntos.

Outro potencial visual de grande relevancia do GeoGebra é a possibilidade
de articularmos as distintas representagcdes dos numeros racionais em uma mesma
tela. O arquivo Ativ_decimal2 por nos elaborado teve essa finalidade. Nesse arquivo
dispomos o retangulo fracionado, a fracdo, o ponto na reta numérica e a
representacao decimal. Esse arquivo, sendo manipulado pelos alunos por meio de
controles deslizantes, contribuiu para eles perceberem numeros racionais
equivalentes. Duas a duas, as fragcbes eram exploradas nesse arquivo, constando
que as fragbes indicavam a mesma parte do retangulo e a mesma representagao
decimal. Conforme Gafanhoto e Canavarro (2014), o GeoGebra é um aplicativo que
permite simultaneidade de visualizagdo de diferentes representacbes em uma
mesma tela, o que torna mais direto o estabelecimento de conexéo entre estas. De
fato, tendo os alunos observado as representacdes decimais dos numeros racionais
obtidos no GeoGebra, constataram que haviamos separado as fracdes decimais e
fracdes ndo decimais.

Um segundo arquivo, intitulado “Ativ_dizima3”, foi explorado pelos
educandos por meio de trés controles deslizantes. Eles investigaram sobre as
regularidades das dizimas periddicas e constataram, rapidamente, que o periodo da
dizima estava relacionado ao denominador da fragcéo, constituido de noves e zeros -
- a quantidade de noves indicava o numero de digitos da dizima, enquanto os zeros
eram responsaveis pelo deslocamento dos digitos da representagdo decimal a
direita da virgula.

O estudo investigativo dos numeros racionais com o uso do software
Geogebra, tomando a construgéo, observagdo e comparagao de segmentos, assim
como a abordagem das multiplas representacdes apresentadas simultaneamente no
monitor do computador, evidenciou contribuigdes significativas para os participantes
aprenderem sobre a representagao fracionaria e decimal, identificando as fracbes
que sdo decimais e as fragdes que sao geradoras de dizima periodica, e ainda, a



167

observacado de caracteristicas que possibilitou o saber fazer conversées entre as
representacdes fracionarias e decimais.

Diante dos resultados obtidos na pesquisa, as aulas investigativas
juntamente com a utilizagdo das tecnologias, em particular a utilizagdo do software
GeoGebra, surge como possibilidade de ensino. De acordo com Ponte (2000), as
tecnologias viabilizam a aprendizagem de muitos conteudos, recorrendo a técnicas
sofisticadas de simulacdo e modelagdo cognitiva acrescidas de interagdo e
comunicacdo onde os alunos possam desenvolver sua criatividade e refletir
criticamente.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Dos dados descritos e analisados, encerraremos o corpo dessa dissertacao
com nossas consideragdes finais, destinando alguns paragrafos as aulas de
investigacdo matematica, a utilizagdo do software GeoGebra nas aulas de
matematica e a reflexdes e encaminhamentos de trabalhos futuros.

O estudo realizado destinou-se a perceber as potencialidades do software
GeoGebra por meio da investigagdo matematica, na busca por uma proposta de
ensino que desse conta de uma compreensao mais significativa dos numeros
racionais para os alunos e lhes amenizasse possiveis dificuldades de compreenséo.
Isso fez com que tomassemos outra postura em sala de aula; passamos a avaliar
nao somente o progresso dos alunos na aprendizagem, mas também a efetividade
da metodologia por nés elaborada. Assim, nosso foco principal ndo foi avaliar os
estudantes, mas sim os efeitos da nossa pratica docente sobre eles. Dessa forma,
entendemos que ao ajuizar o rendimento dos alunos em um determinado conteudo,
deviamos, simultaneamente, analisar como se desenvolveu a proposta de ensino
que lhes era direcionada.

As aulas investigativas surgiram do nosso desejo de que os estudantes
assumissem uma nova postura em sala de aula. Nas salas de aula de hoje,
percebemos que os alunos se mostram falantes, mas diante do modo como
vinhamos administrando as aulas de matematica, as falas deles pouco se
convertiam em didlogos sobre os conteudos a que eram apresentados. A aula
investigativa abordada por Brocado, Oliveira e Ponte (2003) nos possibilitou colocar
os alunos como investigadores, portanto, como agentes de seu aprendizado.

Para isso, esses autores assinalam que, nesse tipo de aula, € fundamental
que o professor crie um ambiente em que o aluno se sinta a vontade para participar
da investigagdo, fazendo exploragdes, questionando e exprimindo suas ideias.
Nesse aspecto, 0 uso do computador com o soffware de geometria dindmica
GeoGebra junto com as tarefas propostas foi efetivo.

Hoje, o uso dos aparelhos celulares imprime uma necessidade tal como a de
estar vestido. Muitos de nds temos, inclusive, a sensagao de nos sentirmos “nus”
quando ndo estamos de posse desse utensilio; e para 0s nossos jovens esse
sentimento parece ser mais intenso, pois nasceram e vivem numa época em que 0S

computadores e aparelhos celulares se proliferaram pelas diversas utilidades que
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agregam a cada dia. Dessa forma, percebemos que o uso da tecnologia, recurso tao
prestigiado pelos nossos alunos, trouxe uma nova roupagem as aulas de
matematica, aproximando-se mais da sua realidade e os levando a participar da
aula.

A postura dos alunos, assim como a nossa, efetivamente passaram a ser
diferentes durante esses encontros. Os numeros racionais passaram a ser
interpretados mediante a construgdo de um segmento unitario particionado e da
manipulagéo do(s) retangulo(s) no GeoGebra. A nés coube o papel de mediadores e
interlocutores, passamos a agir mais nos bastidores a medida que os alunos iam se
embrenhando nas investigagdes. Conforme Borba (2001), obtivemos o coletivo
pensante, ou melhor, o coletivo seres-humanos-com-midias, onde alunos e
computador agiram como “atores” no processo de produgédo do conhecimento.

Como constatado na analise de dados, os alunos do 8° ano que ja haviam
estudado os numeros racionais puderam, por meio da midia GeoGebra, reorganizar
a sua compreensao sobre esses numeros. A abordagem investigativa permitiu-nos,
mediante exposi¢cdes das respostas dos alunos, entender a forma como haviam
raciocinado e, a partir de suas ideias, refazermos no GeoGebra os caminhos por
eles percorridos, levando-os a perceber, quando equivocados, em que ponto haviam
falhado e fazendo-os, assim, adequar seus entendimentos sobre os numeros
racionais.

Embora ja tenhamos apontado os recursos visuais como uma das
potencialidades do GeoGebra, queremos reforcar a relevancia desse recurso. O
software permitiu que construissemos o arquivo “Ativ_decimal2” contendo as
multiplas facetas dos numeros racionais: retangulo(s) fracionado(s), fragao,
representacdo decimal e localizacdo de um ponto na reta numérica, sendo estas
apresentadas em uma mesma imagem dindmica, 0 que proporcionou aos alunos a
manipulagdo e observacdo de regularidades mediante as transformagdes
ocasionadas. Dessa maneira, os recursos visuais foram essenciais para os alunos
realizarem exploragdes e conjecturas. Foi também através desse recurso que eles
se fizeram entender, o que nos permitiu auxilia-los, validando ou recusando suas
conjecturas.

Por outro lado, nem tudo é perfeito, alguns aspectos adversos também devem
ser aqui expostos. De acordo com os pesquisadores Brocardo, Oliveira e Ponte

(2003) e Skovsmose (2000), o cenario investigativo se da por questdes abertas; no
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entanto, ao colocarmos algumas questdes sobre numeros racionais em relagéo as
acdes e exploragdes realizadas pelos alunos no GeoGebra, constatamos
interpretacdes que se afastaram de nossas expectativas, o que nos pss a refletir na
reformulacédo de algumas questdes que impliquem respostas mais proximas daquilo
que queremos ensinar sem perder de vista, também, o carater investigativo.
Reescrevemos, entdo, essas questdes, as quais se fazem presentes no produto final
dessa pesquisa, contido nos anexos da mesma.

Outro fator a ser considerado nas questdes investigativas é a falta de habito
de nossos alunos em ter de responder perguntas interpretativas. Alguns tiveram
dificuldades em articular ideais para responder ou justificar as suas respostas, o que
nos levou a avaliar seu conhecimento por outra tecnologia da inteligéncia, conforme
Lévy (1993) -- a oralidade. Isso evidencia que, apesar de agregarem a cada dia
novas metodologias de aula, as nossas praticas pedagdgicas ainda estdo muito
voltadas a ideia de professor transmissor e aluno receptor dos conhecimentos, sob a
qual predominantemente as perguntas sao respondidas pelos alunos de forma
mecanica, apenas repetindo procedimentos padronizados.

O trabalho se desenvolveu mais no cunho numérico e menos no algébrico.
Queriamos que nossos alunos enxergassem 0s numeros racionais, no sentido do
que aquele “numero” poderia representar concretamente. E assim fizemos, seja
como “medida” em segmentos, seja como “quantidade” tomando a parte “retangulos”
ou “retangulos inteiros” e mais uma parte de outro retangulo. Embora ndo tenhamos
desenvolvido com os alunos deducgdes formais, acreditamos que, por meio da
dinamicidade do GeoGebra, propomos que os alunos, de modo empirico e dedutivo,
estabelecessem regularidades, considerando ser esse um estagio que antecede o
das argumentacbes formais e que os credencia ao processo de demonstracgao.

Apoiamo-nos nos resultado obtidos por Gravina (2001, p.192):

Para os alunos, ainda em fase de transicdo de patamar de
conhecimento, ¢é dificil diferenciar entre uma constatacdo empirica,
proporcionada pelo dinamismo da figura, e uma argumentagcdo dedutiva.
Mas constatou-se neste estudo que gradativamente a precisédo e o
dinamismo dos desenhos funcionaram a favor do acurado controle de fatos
declarados e fatos estaveis implicitos, condigdo primeira para o desenrolar
do processo de demonstracdo, e também operaram como suporte as
apreensdes operativas, necessarias ao avango do processo de
demonstragao.
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O uso da linguagem formal motiva-nos a buscar a readequagédo da
metodologia aqui apresentada ao considerar algumas conjecturas obtidas pelos
alunos e selecionar aquelas que possuem uma demonstracdo algébrica mais
elementar, iniciando-os na tarefa das demonstragdes formais.

Finalizando, professores comprometidos com o processo de ensino de seus
discentes, buscam constantemente atualizar-se em cursos de formacao continuada;
da mesma forma, pensamos que o trabalho ndo se finda aqui. Em nosso
entendimento, obtivemos resultados consideraveis que merecem ser compartilhados
e discutidos com outros professores a fim de que possamos receber contribuicbes
para a sua melhoria e obter resultados ainda mais significantes em sala de aula.
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ANEXO — Termo de consentimento informado

TERMO DE CONSENTIMENTO INFORMADO

Eu, , R.G. :
responsavel pelo(a) aluno(a) , da
turma , declaro, por meio deste termo, que concordei em que o(a)
aluno(a) participe da pesquisa intitulada: INVESTIGANDO OS NUMEROS
RACIONAIS COM O SOFTWARE GEOGEBRA, desenvolvida pelo(a)
pesquisador(a) Prof. Reni Wolffenbuttel. Fui informado(a), ainda, de que a pesquisa
€ coordenada/orientada pela Prf2. Dr2. Débora da Silva Soares.

Poderei contatar a qualquer momento que julgar necessario, por meio do e-
mail reniwo@ig.com.br.

Tenho ciéncia de que a participagao do(a) aluno(a) ndo envolve nenhuma
forma de incentivo financeiro, sendo a unica finalidade desta participagcdo a
contribuicdo para o sucesso da pesquisa. Fui informado(a) dos objetivos
estritamente académicos do estudo, que, em linhas gerais, séo:

1) O ensino dos numeros racionais;

2) Tratar os numeros racionais geometricamente por meio de medidas e
quantidades;

3) Utilizar a informatica e software de Geometria Dindmica como recurso
didatico;

4) Elaborar, implementar e analisar uma proposta de ensino que agrega os
trés itens anteriores.

Fui também esclarecido(a) de que os usos das informagdes oferecidas pelo(a)
aluno(a) sera apenas em situagbes académicas (artigos cientificos, palestras,
seminarios etc.), identificadas apenas pela inicial de seu nome e pela idade.

A colaboragdo do(a) aluno(a) se fara por meio de entrevista/questionario
escrito etc, bem como da participacdo em oficina/aula/encontro/palestra, em que
ele(ela) sera observado(a) e sua producdo analisada, sem nenhuma atribuicdo de
nota ou conceito as tarefas desenvolvidas. No caso de fotos e videos, obtidos
durante a participagédo do(a) aluno(a), autorizo que sejam utilizados em atividades
académicas, tais como artigos cientificos, palestras, seminarios etc, sem
identificacdo (recursos visuais serdo utilizados para esconder as feigcbes dos(as)
alunos(as)). A colaboragcdo do(a) aluno(a) se iniciara apenas a partir da entrega
desse documento por mim assinado.

Estou ciente de que, caso eu tenha duvida, ou me sinta prejudicado(a),
poderei contatar o(a) pesquisador(a) responsavel no endereco Rua Ivoti, 93, Vila
Vargas, Sapucaia do Sul-RS, telefone (51)34516277, e-mail: reniwo@ig.com.br.

Fui ainda informado(a) de que o(a) aluno(a) pode se retirar dessa pesquisa a
qualquer momento, sem sofrer quaisquer sangdes ou constrangimentos.

Sapucaia do Sul, de de

Assinatura do Responsavel:
Assinatura do(a) pesquisador(a):

Assinatura do Orientador da pesquisa:
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ANEXO - PROPOSTA DE ENSINO

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL INSTITUTO
. DE
INSTITUTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUAGAQ EM ENSINO DE MATEMATICA

MATEMATICA
Av. Bento Gongalves, 9500 - Agronomia - 915039-900 - Porto Alegre - RS UFRGS

Fone/Fax: (051) 3308.6212
mat-ppgensimat@ufrgs.br  hitp:/fwww.mat.ufrgs.br/~ppgam

PLANO DE AULA N° 1: Aula introdutéria (Teorema de Tales)

Objetivos:

- Explorar e conceituar segmentos proporcionais utilizando materiais
manipulativos;

- Explorar e conceituar o Teorema de Tales;

- Aplicar o teorema de Tales para dividir segmentos em partes iguais.

Tempo: 1 hora e 40 min. ou 2 horas/aula

Iniciamos com comparagdes de segmentos:
(1° passo) Com uma régua desenhe dois segmentos de reta, o segmento AB

medindo 3cm, e o outro E, medindo 4cm;

(2° passo) Divida a medida do segmento menor pelo maior e anote;

(3° passo) Construa novamente dois segmentos de reta, o segmento MN

com 6¢cm de medida e o PQ com 8cm.

(4° passo) Divida a medida do segmento menor pelos maior e anote;

Questdes sugeridas:

3) O que aconteceu com as divisbes das medidas dos segmentos?

4) Comparando as medidas entre os segmentos de reta, o que vocé

percebe?

Espera-se que os alunos, ao realizarem os desenhos dos segmentos,
percebam que os dois segmentos maiores s&do o dobro da medida dos segmentos
menores e que os resultados das divisdes sao iguais.

Podemos, ainda, solicitar aos alunos que desenhem segmentos uns multiplos

dos outros e facam as respectivas divisbes para constatar as proporcionalidades.



180

Embora as divisées indiquem “razdes”, ndo estamos utilizando essa
nomenclatura, pois se referem a um dos distintos significados dados as fragdes, que
queremos investigar durante as aulas em que os alunos fardo uso dos
computadores.

Conceito (Segmentos proporcionais): se quatro segmentos, AB, CD, MN

e PQ, formam a proporgao
5 N
CD PQ
dizemos que AB e CD sao proporcionais a MN e PQ.
Damos seguimento a aula com a construgcdo de feixe de retas paralelas,

sendo interceptadas por duas retas transversais distintas.

(1° passo) Sobre a folha, fixe a régua. Apoie na régua um esquadro;

(2° passo) Em um dos lados livres, trace a reta a;
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(3° passo) Mantendo o esquadro apoiado na régua, deslize-o e desenhe

outras duas retas b e c;

(4° passo) Sobre o feixe de retas paralelas, trace com a régua duas retas

transversais d e e;
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(5° passo) Utilize as letras A, B e C para nomear os pontos de intersecgao da
reta d com o feixe de retas paralelas e as letras M, N e O para nomear os pontos de

intersecgao da reta e com o feixe de retas paralelas.
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Questdes sugeridas:
4) Quais sdo as medidas de AB, BC, MN e NO?
5) Calcule as divisbes das medidas de AB por BC e MN por NO.

6) Das divisdes e da comparagao com os segmentos AB, BC, MN e NO, o
que vocé pode afirmar?

Os alunos devem perceber que os segmentos AB e BC sao proporcionais a

MN e NO . Com esse resultado, enunciamos o Teorema de Tales.

Teorema 2.2 (Teorema de Tales) — Suponhamos que trés retas paralelas r, s
e t cortam as retas m e n nos pontos A, Be C e A", B’ e C’, respectivamente. Se AB
e BC sdo congruentes, entdo também serdo congruentes os segmentos AB e
BC .

Agora, com o Teorema de Tales, fazemos com os estudantes a divisdo de um
segmento qualquer em trés partes iguais.

(1° passo) Desenhe, utilizando a régua, um segmento qualquer AB ;

(2° passo) Desenhe uma reta r transversal ao segmento AB que passe pelo

ponto A;

(3° passo) Abra o compasso fixando uma medida qualquer (orientar os alunos
para nao abrirem muito o0 compasso e cuidarem para manter essa medida);
(4° passo) Com a ponta seca do compasso em A, passe a outra ponta do

compasso pela reta r, marcando o ponto C;
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(5° passo) Com a ponta seca do compasso em C, e mantendo a mesma
abertura do compasso, passe a outra ponta do compasso novamente pela reta r
marcando o ponto D;

(6° passo) Com a ponta seca do compasso em D, marque de modo analogo

ao 5° passo o ponto E sobre areta r;

(7° passo) Desenhe a reta s que passa pelos pontos E e B;
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(8° passo) Com auxilio de régua e esquadro, trace retas paralelas a reta s, de

modo que estas passem pelos pontos C e D;

(9° passo) Marque os pontos de intersecgao do segmento AB com as retas
obtidas no 8° passo, nomeando-os em M e N.

Questdes sugeridas:

1) O que vocé pode dizer das medidas de AM, MN, NB e NO? Justifique

sua resposta.
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2) Usando procedimento analogo a construgdo anterior, trace dois
segmentos dividindo-os em 5 e 7 partes, respectivamente.

A atividade de dividir os segmentos em partes iguais seguira sendo articulada

em nossa proposta de ensino para o estudo das fragcbes decimais em um ambiente

investigativo tecnoldgico. Desse modo, as atividades seguintes terdo esta finalidade.
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PLANO DE AULA N° 2: Exploragoes iniciais do Software GeoGebra

Objetivos:

- Iniciar os alunos no Software GeoGebra;

- Explorar alguns comandos e objetos matematicos do GeoGebra;
- Construir segmentos e dividi-los em 10 partes iguais;

- Investigar as fragdes com denominadores 10.

Tempo: 1 hora e 40 min. ou 2 horas/aula

Procedimentos Iniciais
Fazer uma breve apresentacao do software GeoGebra dando aos alunos um

panorama geral do aplicativo.

€2 GeoGebra

s o - EEER BARRA DE MENUS nar

ramentas Jane
D @O £ N amc| 222 5] ‘ BARRA DE FERRAMENTAS
ade
f

isualizagio

:
JANELA DE ALGEBRA JANELA DE VISUALIZAGAO
~agfmm i —
:

Em seguida, propor que os alunos fagam construcbes aleatérias, de modo

que explorem as ferramentas indicadas no quadro abaixo.

icone da o
Descri¢ao da Ferramenta

Ferramenta
.A Ponto: marca um ponto na janela de visualizagao.
A Ponto em objeto: marca um ponto sobre algum objeto

N

‘-"-- Ve - . . . ~
geométrico ja desenhado na tela de visualizagao.
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Intersecgdo entre dois objetos: marca um ponto de

X intersecgéo entre dois objetos geométricos ja desenhados.
/ Reta: desenha uma reta a partir de dois pontos na janela de

visualizacao.

Segmento: desenha um segmento de reta a partir de dois

pontos na janela de visualizagao.

Segmento com comprimento fixo: desenha um segmento de
e reta a partir de um ponto fixando uma medida para o seu

comprimento.

Reta paralela: desenha uma reta paralela, selecionado um

| ®

— | ponto e uma reta, ou semirreta, ou segmento de reta ao qual deseja

obter o paralelismo.

Compasso: ao clicar com o mouse sobre dois pontos que
limitam uma medida desejada na janela de visualizagdo, ao
selecionar o proximo ponto € gerado uma circunferéncia com essa

medida.

Segmento de Graduagao Decimal

Iniciamos o tema “fragdes” com a constru¢do do segmento unitario.

Recomendacgao: a partir do terceiro passo, recomendamos aos professores
que, ao aplicarem a proposta de ensino com os alunos, comegassem a questiona-
los sobre o que deviam fazer para dividir o segmento em partes iguais, considerando
que se tenha realizado com eles em aulas anteriores a aplicacdo do teorema de
Tales na divisdo de segmentos. Acreditamos que dessa forma a aula ja passe a ter
carater investigativo, pois os estudantes terdo de buscar no software a ferramenta
que atenda a sua necessidade de construcao.

(1° Passo) Acionado o software GeoGebra, selecione na barra de ferramenta
o item ‘“intersec¢cdo de dois objetos”. Na origem dos eixos cartesianos marque o

ponto A.
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ﬁ}’ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas .

]l ALATE]

7| 7|

b Jang
.A Ponto

oy

["  Ponta em Objeto

j Vincular / Desvincular Ponto

>-( Intersecdo de Dois Objetos

® Ponto Médio ou Centro

® Numero Complexo

imentas Janela Ajuda

G @_ _dit NN 173: 11| | R 25

b Janela de Visualizagio

(2° Passo) Selecione o objeto “segmento com comprimento fixo” e, tendo
como origem o ponto A, desenhe o segmento com comprimento 1. Para esse

segmento, escolha a cor vermelha no seletor de cores do GeoGebra.
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Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
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P

(3° passo) Esconda os eixos cartesianos na janela de visualizagédo. Selecione
o objeto “reta” e desenhe uma reta qualquer r que passe pelo ponto A e que seja

concorrente ao segmento AB . Selecione “ponto em objeto” e sobre a reta r marque
o ponto D, de modo que nao esteja muito distante de A.

¥ GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

am ) [ ol . N =2

N Il 2 J A D= e D o ] N iaecll 222
v v v Ly 7 v v v v v v

b Janela de Algebra 4| | * Janela de Visualizagdo

-

Exibir ou esconder 05 eixos

L@ oa=1

o
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'(3‘ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

55| % B IS ol FIN =

b Janela de All
Reta
Ponto "/ roanw |
@ A=(0,0
L@ B=(1,0 ./' Segmento b
Ly C={0.0
: Reta g Segmento com Comprimento Fixo
@ b04x-
. Segmento
& a=1 ,/ Semirreta
- ;
.,}. Caminha Poligonal

Wetor

Vetor a Partir de um Ponto

Ny N

o,

@

€ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda

R I LD OO )] e =2l

de Visualizacio
v oanw |

b Jang
.A Ponto
Pon

® (T

a .A\ Ponto em Objeto

@ (©

L) ‘/ Wincular f Desvincular Ponto

Seg X Intersecio de Dois Objetos
o |

0
Ponto Médio ou Centra

.Z Numero Complexo

L

/ a

(4° passo) Com a medida de AD , marcaremos sobre a reta r dez pontos
contando com o ponto D, os quais determinam, dois a dois, segmentos com o
mesmo comprimento de AD . Para isso, selecionando o objeto “compasso”, tire a
medida de AD | e fixe a circunferéncia em D. Selecione o item “intersecgdo entre

dois objetos” e marque o ponto de interseccgao E da circunferéncia com aretar.
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(5° passo) Novamente tire a medida de AD com a ferramenta “Compasso” e

fixe a circunferéncia no ponto E. Selecione o item “intersec¢éo entre dois objetos” e
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marque o ponto de intersec¢do F da circunferéncia com a reta r. Siga assim até

obter os dez pontos.

i:} GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

[%v >(v /v /.J/v Ii)v

» Janela de Algebra X
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D =(0.03, 0.05)
@ E=(0.06,0.09)

Reta

L@ D0AX-0.07y=0

Segmento
@ a=1
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Circulo dados Centro e Raio

Compasso

! g
\1

Circulo definido por Trés Pontos

Semicircule Definido por Dois Pontos
Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

Setor Circuncircular

D> 1D D) IOk

Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

/v "”:HFV I:::'v I‘:;-;; ®v .é’v x ABCV a_f_: 4_:“

de Visualizagao

FPonto
L

FPonto em Objeta

Vincular f Desvincular Ponto

Intersecio de Dois Objetos

Ponto Médio ou Centro

Mimero Complexo

(6° passo) Selecione o objeto “reta” e, tomando o ultimo ponto que foi

marcado na reta r, vamos supor que seja M, desenhe a reta s que passa por esse

ponto e pelo ponto B.
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AN ENNERENEEE

» Janela de Al

Ghnica

Reta

s | off

Segmento

Segmento com Comprimento Fixo

Liibiebil

Caminho Poligonal

Wetor

e
o
&
| semineta
b4
s
<

Wetor a Partir de um Ponto

G=(0.13,0.18)

H=(0.16,0.23)

1={0.19, 0.28)

J={0.23,0.32)

K={0.26,0.37)

L=(0.29,0.41)

M= {0.32, 0.46)
Reta

- @ b01x-0.07y=0
@ i:0.46x +0.68y = 0.45
Segmento

- @ a=1

: S

(7° passo) Selecione o objeto “reta paralela”. Vamos desenhar as retas

paralelas a reta s, posicionando-as nos pontos marcados sobre aretar.

C} GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda

=
Balll[(= ) 47 & ABC =2
[%VXV/V >v\_r/.v i : v_-_v‘_I_,v
» Janela de Algebra . R i =
=) ohaics | [ eta Perpendicular
Cénica L] P
-8 e (x-0.03F + 1y ]
® d:(x-0.06p+(y —— RetaParalela
- e (X-0AF+(y -
@ E(c-0A3F Y >< Wediatriz
g:(x-0.16F +(y

hi(x-019F+(y *»
K (% - 0.23F + [y -(. Bissetriz
P (x-0.26P + (y,
-8 G (x-0.20F +(y

anw | off

B ) RetaTangente

® A=(0,0)

@ B=(1,0) .\Q Reta Polar ou Diametral
@ C=(-0.07,0.1) .

D=(0.03, 0.05)
E = {0.06, 0.09) % Reta de Regress3o Linear
F=(0.1,0.14)
G=1(0.13,0.18)
H=(0.16, 0.23) E’g Lugar Geométrico
1={0.19, 0.28)
J=1{0.23,0.32)
K=1{0.26, 0.37)
L={0.29,0.41)
M =(0.32, 0.46)
Reta
@ b01x-0.07y=0
-~ @ i:0.46x + 0.68y = 0.46
~ 4@ j:0.46x + 0.68y = 0.41
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N == cl s PN B |

b Janela de Algebra = ¥ | > Janela de Visualizagdo
Cénica L A Cr
® c(x-0.03F +(y-0.058=
----- @ d:(x-0.06F +(y-0.09)=
----- @ e(x-04F+(y-0.145=
® ©(x-0.13F+{y-018F=
® g (x-046F + (y-0.23F=
----- @ n:(x-0.197 +(y-0.28)=

----- L ] k:(x-0.237 +(y-0.32)= r Q
® pix-0.26F+(y-0.37F= 4“
® qix-0.29F+(y- 0417+ .'
: AN

® D-(003,005) t &' v
""" by A"y

@ G=(0.13,0.18) ay )
SITCLC I | AV
SR ey
SR WA

m l b

Reta
..... @ 2,046+ 0.68y - 0.00 @ v
----- @ b01x-0.07y=0
@ Db,:0.46x+0.68y=0.05 b B
@ i:0.46x +0.68y=0.46 3
----- @ j0.46x+0.68y = 0.41
""" @ 1:0.46x+0.68y=0.37
& m:0.46x + 0.68y =0.32
@ n:0.46x +0.68y=0.28
----- @ r046x+0.68y-023 |,
s e e et
< >

Entrada

(8° passo) Apos desenhadas todas as retas paralelas, selecione “Intersec¢éo
entre dois objetos” e marque os pontos de intersec¢ao entre as retas paralelas e o

segmento unitario.

€F GeoGebra
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NSE=E R cEENEEE

b Jang de Visualizagéo
- A Ponto %
cén ) ¥ oanw | I

-8
) 1?\ Panto em Objeto

-@ |
@ 1 f Vincular / Desvincular Ponto
®

-@ |
o ‘X Intersecio de Dois Objetos
o |

q

.
®  Ponto Médio ou Centro
.

o
o &

-{0.16,0.23)
1=(0.19,0.28)
J=(0.23,0.32)
K =(0.26, 0.37)
L=(0.29,0.41)
M=(0.32, 0.46)
N=(0.9,0)
0=(0.8,0)
P=(0.7,0)
a=(0.6,0)
R=(0.5,0)
5={0.4,0)
T=10.3,0)
U=(0.2,0)

seo0OOOOOOOOOOEOOOOBROOSE IO

(9° passo) Mediante os objetos listados na “Janela de Algebra”, oculte as
circunferéncias e as retas, deixando visivel somente o segmento unitario AB  com

as dez divisbes demarcadas por pontos.
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~ Janela de Visualizagdo

W~ o~ av |

» Jane!a_demgebra
Coi =

0.1)
0.05)
.09}
F=(0.1,0.14)
G=1(0.13,0.18)
H=1(0.16,0.23)
1={0.19,0.28)
J={0.23,0.32)
K=10.26,0.37)
L={0.29, 0.41)
M=(0.32, 0.46)
N=1(0.9,0)
0=(0.8,0)
P=(0.7,0)
Q=(0.6,0)
R=(0.5,0)
$=(0.4,0)
& T=(0.3,0)
& U=(0.2,0)
@ V=(0.1,0)
Reta
a;: 0.46x +0.68y = 0.09
b:0.1x-0.07y=0
b1: 0.46x + 0.68y = 0.05
i: 0.46x + 0.68y = 0.46
j: 0.46x + 0.68y = 0.41
I 0.46x + 0.68y = 0.37

moo
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&w = P 0 N Gl
Reta |: Reta passando porK e paralela aj P @

@ r046x+0.68y=0.23
® 5:0.46x+0.68v=0.18

Q‘ GeoGebra
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i iy e

» Janela de Algebra
- o s

C=(0.07, 0.0)
h 05

( 05)
E = (0.06, 0.09)
F=(0.1,0.14)
G=(0.13,0.18)
H=(0.16, 0.23)
1=(0.19, 0.28)
J=(0.23,032)
K= (0.26, 0.37)
L=(0.29, 0.41)
M = (0.32, 0.46)
N=(0.9,0}
0=(0.8,0)
P=(0.7,0}
Q=(0.6,0)
R=(0.5,0)
5=(0.4,0)
T={0.3,0)
U=(0.2,0)
V=(0.1,0)
ta

@

LI B e . _2
=13 €| P4 N 2 B2

X | = Janela de Visualizagao

~ -

e sabendo que o segmento AB tem medida 1, indique aquela que representa a

Coeeeeeesee 0

a,: 0.46x + 0.68y = 0.09

b:01x-0.07y=0

b1: 0.46x + 0.68y = 0.05
i: 0.46x + 0.68y = 0.46

j: 0.46x + 0.68y = 0.41

I: 0.46x + 0.68y = 0.37
m: 0.46x + 0.68y =0.32

Questoes Sugeridas

1) Lembrando as fragdes que vocé ja estudou tanto no 6° quanto no 7° anos,

medida de cada parte do segmento AB .

2) Observando o segmento vermelho de origem em A e que se estende até o

terceiro ponto marcado, escreva a fragdo que da a medida desse segmento.

Justifique.

3) Qual é a medida do segmento limitado pelo segundo e sétimo pontos?
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PLANO DE AULA N° 3: Graduagao dos Centésimos

Objetivos:
- Construir no GeoGebra a graduagdo dos centésimos no segmento AB ;

- Investigar sobre fragdes com denominadores iguais a 100.

Tempo: 1 hora e 40 min. ou 2 horas/aula.

No segmento construido na aula anterior, tomando qualquer uma das partes
que foram obtidas, vamos dividi-la também em dez partes. Para isso, utilizaremos os
mesmos principios do exercicio anterior.

(1° passo) No segmento construido, escolha uma das particdes feita na
atividade anterior. Num dos pontos extremos desse segmento, digamos que seja o

ponto A, trace uma reta t com a ferramenta “reta”.

‘\:} GeolGebra

Arquive Editar Exibir Opcies Feramentas Janela Ajuda

R, X Bl LN Htaecl =22l < |
do

» Janela de Al

- T / Reta

- C={00 FoALw |
D = (0.0

— (0.0 ./' Segmento
={0.1, as .
={0.17 | & Segmento com Comprimento Fixo
={0.1€

(019,

=(0.23 _/ Semirreta
=(0.2¢ —

=(0.2¢ % | caminho Poligonal
i e

={0.9,
=(0.8, Vetor

={0.7, (f.

f:ﬂog ./;. Vetor a Partir de um Ponto
={0.4, vy
={0.3,0)
={0.2,0)
={0.1,0)
={-0.04, -0.06)

100000000 GS
SCE-wWIDTVOEZEZr-rI-TIOHTMO
i

LA

o
a: 0.46x + 0.68y = 0.09

b:0.1x -0.07y =0 a
b1IU.4EK+U‘EBY:U.05 P

™ c1:U.UEx-U.04y:U

i 0.46x + 0.68y = 0.46

(2° passo) Selecione a ferramenta “ponto em objeto” e marque um ponto Z

o

nao muito distante do ponto A.
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—1[| T N ° -
- IS @ 4 \ ABC | 22 '$.
P ol ——
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de Visualizagdo
Ponto
p ¥ anw | -]

Ponto em Objeto

..... |
..... ‘j Vincular / Desvincular Ponto

..... | X Intersecdo de Dois Objetos

""" | e | Ponto Médio ou Centro

Reta
..... a,: 0.46x + 0.68y = 0.09

----- b:0.1x - 0.07y=0
..... b,:0.46x + 0.68y = 0.05

..... ® Cf 0.06x -0.04y=0
----- i 0.46x + 0.68y = 0.46

(3° passo) Selecione a ferramenta “Compasso” e tome a medida do segmento

AZ . Centre a circunferéncia em Z, em seguida com a ferramenta “intersecg¢éo entre

dois objetos” marque o ponto de interseccdo A" entre a reta t e a circunferéncia,

obtendo na reta t outro segmento com a medida de AZ .

¥ GeoGebra

Arguivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

L\\Xv I{ﬁ\v /v ;/v I::) ;_\ @v ég‘v & ABCV a_iv

Janela de Algebra X
- @ A=(0,0) P
@ B=(1,0) 2=
G C=1(-0.07,-0.1)
D ={0.03, 0.05)

E ={0.06, 0.09)
F=(01,0.14)
G=(0.13,0.18)
H=(0.16,0.23)
1= (0.19, 0.28)
J=1(0.23,0.32)
K=1(0.26,0.37)
L=(0.29, 0.41)
M ={0.32, 0.46)
N={0.9,0}
0={0.80)
P=(0.7,0)
Q=(0.6,0)
R=(0.5,0)
S=(0.4,0)
T=(0.3,0)
U=(0.2,00
V=(01,0)

W =1(-0.04, -0.06)
Z={0.01,0.01)

(1

-

Circulo dades Centro & Um de seus Pontos

OIIO]) )

Circulo dados Centro & Raio

Compasso

=
1)

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos

Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

D RA) Ok

Setor Circuncircular

R Y Y Y X XA Ay Y]]

o

ta
a: 0.46x + 0.68y = 0.09

B 0Ax-0.07y=0

hos N AR = 0RO — A NE
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de Visualizagdo
rC

= .A Fonto

@ FPonto em Objeto

----- {’. Vincular / Desvincular Ponto

----- >-( Intersecio de Dois Objetos

L]
° Ponto Médio ou Centro
-

.Z MNimero Complexo

H=1{09,0]
0=(0.8,0)

W =(-0.04, -0.06)
----- @ 7Z=(0.01,0.01)
Reta
..... a;: 0.46x + 0.68y = 0.09

----- b: 0.1x-0.07y=10
..... b,: 0.46x + 0.68y = 0.05

(4° passo) Repetindo o passo anterior, coloque pontos em t até obter dez

segmentos com a medida de AZ .

& [ segemento.ggh
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¥INe &) \ ABglf|252
QVXV /V /r-v V| L._/%OV S V| +V
» Janela de Algebra o % | ¥ Janela de Visualizagiao
Cénica o N ACY

----- c: {x - 0.03F + (y - 0.05) =
----- d: (x - 0.06) + (y - 0.09)* =
..... @& d;(x-0.017+(y-0.017
----- er(x-01F +(y- 0143 =
..... Y e1:{x-0.02}‘+{y-0,{)3}‘
----- E(X-0.13F+(y-0.18F =
..... @ f(x-0.037+(y-0.04
----- a: (x - 016 + (y - 0.23F =
..... Y g1:{x-0.ﬂ4}‘+{y-0.05}‘
----- h: (X - 0.19) + (y - 0.28) =
..... @ hyi(x-0.05F+(y-0.07F
----- K {x-0.237 + (y - 0.32¢ =
..... @ K;(x-0.05F+(y-0.08F
----- p:{x - 0.26) + (y - 0.37)* =
..... ® D,(x-0.06F+(y-0.17=
----- q: (X - 0.20) + (y - 0.41)7 =
..... Y q1:{x-0.07}‘+{y-0.11l‘
..... e r1:|x-0.08}’+{y-0,12}‘

Panto

..... . B = (1. D]
..... ® B,=(0.03,004)
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(5° passo) Selecione o objeto “reta” e, tomando o ultimo ponto que foi
marcado na reta t, vamos supor que seja M’, desenhe a reta u que passa por esse

ponto e pelo outro ponto extremo da particao escolhida, digamos que seja o ponto V.

¥ segemento.ggh
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do

Janela de Alf
Reta

Cénica / L v‘ N

c:x-04

d: {x - 0.{ ,/' Segmento
@ d;ix-0

as . .

-0 | Segmento com Comprimento Fixo
e e1::x—0

fiix-01 .
1 (x-0) ,/'/ Semirreta

-

[ ]
SO -0 et Caminha Paligonal
@ 9, (x-0 :—3' 8
e h{x - 0.
@ hpix-0 .X- Vetor
-0 KX-04 g
@ kyiix-0 w7 | VetoraPartir de um Ponto
SR A R I e e
@ Pix-0.06F+(y-01F=
g X - D207 +(y - 0.41) =
@ O, (x-0.07F + (y - 0.11F
@ 2 (x-0.08F +(y-0.127
Ponto ‘
@ A=(0,0)
@ A, =1(0.02,0.03) . A
@ B=(1,0)
@ B, =(0.03,0.04)
€ =(-007,-04)

(6° passo) Selecione o objeto “reta paralela” e desenhe as retas paralelas a

reta u, posicionando-as nos pontos marcados sobre a reta t.

¥ segemento.ggh
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b Janela de Algebra . )

PR Reta Perpendicular
ci{x-0.037 +(y
o de{x - D.0BF + [y ~*_ RetaParalela
@ i (x-001F ('
) e x-0AF YL | 5| Mediatiz
@ e (X-002F+( i
Fx-013F+(y - | Bissetriz 1
Y f1::x-0.031‘+:‘, ‘ﬂ"
T @RGPy "
@ 07 (X-0.047+( rb SEEFIEEE ‘L d‘
. :‘?KUJ(?;:}L"‘; @ Reta Polar ou Diametral ‘m""
4 x-0 i 4 ‘P
- K (X -0.23F + (y oo ‘t 4“'
@ kg x-0.05F+( }- Reta de Regress3o Linear ‘“&“'
i (x - 0.26F + [y L" E '
@ Dyix-006F+( 5 N ‘ A“

E(x- 0207+ iy C.J Lugar Geométrico ‘L‘P "

® 0, (x-007F+({y-0.11F 3 4‘
@ Ty X-008F+(y-0.02F L"A‘"

Ponto : ' .
@ A=(0,0) “"
@ A, =(002003) . ."
@ B=(1,0) 1
. B1 =(0.03, 0.04)

C=(-0.07, 0.1}

@ C,=(0.04,0.05)
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(7° passo) Apos desenhadas todas as retas paralelas, selecione “Intersecc¢ao
entre dois objetos” e a cor verde no seletor de cores; em seguida, marque os pontos

de interseccao entre as retas paralelas e a particao escolhida.

€7 segemento.ggh
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%V /V ;V I:)V (;?'V ©V év & ABCV iiv ‘%'v
b
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Cénica AN~ o v anvw | o’
----- c:(x-0.03) + (y - 0.05§ =
----- d: (x - 0.06)% + (y - 0.09)* =
..... @ d7(x-0.01F+({y-0.017
..... e (X - 04 +(y - 0.14F =
..... e e1::x-0.02}‘+:y-0.03}‘
----- f(x-0.13F+(y-0.18F=
..... ] 11: (X - 0.03F + (y - 0.04)*:
----- g: (x - 0.16)7 + [y - 0.23F
..... o g1::x-0.04}‘+{y-0.05}‘
----- h: {x - 0.197 + [y - 0.28) -
..... o h1:lx-0.05}‘+ty-0.0?}‘
----- ki (x-0.237 + {y - 0.32)
..... & k1:tx-0.05}‘+ty-0.08}‘
----- p: (x - 0.26) + [y - 0.37)F
..... o p1::x-0.06}‘+{y-0.1}‘=
----- Q: (x - 0.297 + [y - 0.41F
..... o q1::x-0.071‘+{y-0.11}‘
..... o r1::x-0.08}‘+:y-0.12}‘

Ponto
..... 8 A= (0, 0}
..... [ A1 ={0.02, 0.03)
----- & B={1,0)
..... Y B1 ={0.03, 0.04)
""" C=(0.07,-0.1)

..... & C.=(0.04,0.05)

(8° passo) Na “janela de algebra”, oculte as circunferéncias e as retas,

deixando visivel somente o segmento unitario AB com as novas divisdes

demarcadas pelos pontos verdes.

€7 segemento.qgb = X
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar,
o[ g [P . -2
. a
Y| |5li==1 2 S8 BN (L2 B
b Janela de Algebra = [ | = Janela de Visualizagio P
L@ T=(0.3,0) 2l fCv
-8 U=(0.2,0)
-8 V=(01,0)
10 W= (004, -0.06)
7=(0.01,001)
Refa AMHOP ORLIY U T s R Q P 0 N =t
i) a,;046x+0.68y=0.08 rq @
,:014x=0

b:0.1x-0.07y =0
h 0 4Ry + 0 RAY =N NR

€7 segementa.ggh £

Arquivo Editar Exibir Opghies Ferramentas Janela Ajuda

AL SO &l N2l <

» Janela de Algebra | | = Janela de Visualizagao
Cénica A1 (] ff C~
€: (% -0.03) +(y - 0.05)
d: (% - 0.06) + {y - 0.09) =
4, (x-0.01) +(y -0.01)*
e (x-0.1F +(y-0.14F=
e, (x-0.02F + [y - 0.03F A W, I, " Py ‘ R L | Jy 4
X - 043 + (y - 0187 =
£ 060,038 + [y - 0.04F
g: (X - 0.16F + [y - 0.23 -
a.:(x - 0.04F + [y - 0.057
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Questoes sugeridas:

Reduza e amplie a imagem uma ou mais vezes.

1) Se vocé fizesse 0 mesmo procedimento de divisbes em cada uma das
outras particdes, quantas partes menores vocé teria ao longo do segmento AB ?

2) Que fragdo indica a medida de uma dessas partes menores?

3) Tomando um desses novos pontos, como vocé indica, por fragdo, a medida
do segmento limitado por A e esse ponto em relacéo ao segmento AB ?

4) Ainda em relacdo ao ponto escolhido, qual é a medida do segmento
formado por este ponto e o ponto B ?
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PLANO DE AULA N° 4: Graduagdao dos Milésimos e Algumas

Generalizagoes de Fragcdes Decimais

Objetivos:
- Construir no GeoGebra a graduacdo dos milésimos no segmento AB ;
- Investigar sobre fragbes com denominadores iguais a 1000;

- Investigar algumas regularidades e caracteristicas das fragdes decimais.

Tempo: 1 hora e 40min. ou 2 horas/aula.

Tendo os alunos realizado a graduagao dos décimos e centésimos, de modo
analogo, propor que tomem um dos segmentos limitados pelos pontos verdes e
facam novamente a divisdo em dez partes para a obtengdo da graduacdo dos
milésimos. Indica-se, ainda, que os pontos limitantes sejam azuis. N&o
descreveremos aqui 0s passos dessa construcéo, pois sdo similares aos passos das
tarefas antecedentes; dessa forma, teremos como resultado uma figura similar a que

segue abaixo:

Questoes sugeridas:

1) E, agora, quantas dessas partes ainda menores caberia no segmento AB ?

2) A medida de um desses segmentos representa que fragcdo da medida do
segmento AB ?

3) Escolhendo um dos pontos azuis, qual fragdo indicaria a posi¢ao dele no
segmento AB ?

4) Quantas vezes esse processo de divisdo do segmento unitario AB poderia
ser repetido?

5) A cada processo a realizar, de que modo o numero de segmentos vai
aumentando?

Nessas atividades e questdes, o objetivo é fazer com que os alunos
investiguem a relagao entre a representacao fracionaria e a representagao decimal
do numero racional. Para isso, faz-se 0 uso do eixo cartesiano do software para

fornecer as representagdes decimais.
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Esperamos que os alunos, estando visivel o eixo das abscissas, visualizem as
escritas das fragdes com seus respectivos numeros decimais e a forma com que
estdo organizados no segmento graduado em décimos, centésimos e milésimos,

bem como conjecturem como se obtém a expansao decimal em fracbes com

denominadores do tipo 10" .

Sugerimos, agora, que o professor, fazendo uso da imagem projetada do
segmento com as graduagdes, indique aos alunos trés pontos de AB , um de cada
cor; em seguida, que os alunos reduzam e ampliem a imagem no monitor do
computador para escrever a fragdo correspondente a medida limitada ou a
localizagdo do ponto no segmento AB .

6) Indique a fracdo correspondente & medida do segmento AH , AU e

AH ,

ApOs verificar que os alunos escreveram as fragdes, é preciso um dialogo
para verificar se as equivaléncias estdo de acordo. Caso n&o estejam, recomenda-
se realizar questionamentos que os encaminhem as respostas adequadas.

O passo seguinte é solicitar aos alunos que tornem visivel o eixo cartesiano e
escrevam o numero de representagao decimal equivalente ao ponto indicado.

Na figura abaixo, encontra-se a visualizagdo da graduagdo dos décimos

(pontos pretos).

0.1

o
o
o
N
o
w
o
~
=
[3,]
o
o
o
~
o
[=:]
o
(i
=4

-0.14

Visualizagédo da graduacao dos centésimos (pontos verdes):

F conoadbhluSt B

®

L 2

0.21 0.22 0.23 0.24 025 0.26 0.27 028 0.29

S
o
=
w

Visualizagédo da graduacéo dos milésimos (pontos azuis):
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< ® ® ® ® ® ® ® ®
0.21 0.211 0.212 0.213 0.214 0.215 0.216 0.217 0.218 0.219 0.22

7) Dos pontos que indicamos e com a escrita das respectivas fragbes que
representam a sua medida e posi¢cao em relagao a AB , observando o segmento no
GeoGebra, anote a representacdo decimal fornecida pelo software . Observe que
essa representacido decimal é equivalente a cada fracao.

8) Como vocé justificaria a igualdade entre a representacédo de fragdo e a

representacido decimal?
9) Na sequéncia de fragdes abaixo, indique os respectivos numeros decimais:

. .

10 100

A .

1000 1000...000
\_ﬁf——J

n zeros

10) Para cada numero decimal abaixo, indique a fragdo correspondente:
3,2= 0,32 =
0,032 = 0,0032 =

0,000...0032 =

R
n algarismos

11) Quantos numeros racionais ha entre 0 e 1? Justifique.
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PLANO DE AULA N° 5: Ocorréncias de Dizimas

Objetivos:

- Agregar a representagdes dos numeros racionais a figura de retangulo(s)

particionado(s);

- Explorar, diante das distintas representacbes de numeros racionais, a

ocorréncia de dizimas periddicas;

- Investigar propriedades dos numeros racionais que determinam a ocorréncia

ou nao de dizima periddica.

Tempo: 1 hora e 40 min. ou 2 horas/aula.

Essa aula inicia-se abrindo no GeoGebra o arquivo “Ativ_Decimal2”.

Visualizando a construcio contida no arquivo, pedimos que os alunos alterem

os valores do numerador m e do denominador n com o0s controles deslizantes e

observem as mudancgas na ilustragao (retangulo ou retangulos) e no ponto P.

€7 Ativ_decimal2.ggb

Arguive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

.A7 /./— ’;’7 I:)—- G)—, ®7 é‘? N‘- ABC7 iﬂ? ‘_I-'—,

} Janela de Alget
Cénica 2
erxt+(y
iz Exely
Lista

~ Janela de Visualizagio

|

list1 ind
----- & list2={(
----- list3 ind
list4 ind
----- list5 ind
----- list6 ind
list7 ind
MNimero
..... c, =01 G

d =04

Quadrildter:
@ poly1=1
poly2 im

----- poly3 ini ]
polyd im &
< >

Com esse arquivo, o professor pode retomar os distintos tipos de fragdes, ou

seja, verificar as fragbes préprias, impréprias e impréprias aparentes.

Focando no estudo de numeros com dizima, aconselhamos que os alunos,

apoés fazerem uma exploragao inicial

do arquivo,

representem no arquivo

“Ativ_decimal2” do GeoGebra, a fragdo 1/3 e. em seguida, que ampliem a imagem e
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facam na reta numérica aproximagdes de numeros decimais para essa fracao
observando o ponto P. A finalidade é fazé-los perceber que se trata de algo que
segue infinitamente e que os digitos repetidos a direita da virgula se referem a

dizima periddica.

El
n
w

m 1
—= — =0.333333333333333
n 3

Questoes sugeridas
1) Ampliando a imagem e observando os numeros que v&o surgindo,
preencha conforme indicado as lacunas a seguir com pares de numeros decimais,

um menor e outro maior, que estejam mais préximos de 1/3:

com uma casa decimal: <1/3<
com duas casas decimais: <1/3<
com trés casas decimais: <1/3 <
com quatro casas decimais: <1/3<
com cinco casas decimais: <1/3<

2) O que vocé observa com as anotagbes feitas na atividade anterior? A

fragédo 1/3 corresponde a algum numero decimal? Justifique.
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O estudo segue com atividades no proposito de que os estudantes
investiguem sobre caracteristicas das fracbes que os permitam averiguar a
ocorréncia ou nao de dizima periddica.

Para tanto, o professor deve solicitar que os alunos representem, no arquivo
“Ativ_Decimal2”, pares de fragdes equivalentes e que anotem o numero de
representacao decimal resultante de cada fragao.

No passo seguinte, pedimos aos alunos que, ao perceberem as
equivaléncias, analisem se os pares de fragbes estdo organizados em dois blocos,
um destinado as fragdes decimais e o outro as fragdes que geram dizimas

periddicas, na intencdo de que apontem as diferengas entre esses dois tipos de

fracoes.
Jleecy2=2 <) 3 AsC 7 2u)

n=4
—— L
o

=100
| o |
m 2% m o1
- 028 —=- =028
no100 n o4
q <
H H

Ativ_decimal2.ggb Ativ_decimal2.ggb

Apds os alunos anotarem junto as fragdes os respectivos numeros racionais,
solicitaremos que fatorem os numeradores e denominadores das fragbes, de modo

gue mantenham as fragbes organizadas conforme os blocos a que pertencem. Em
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seguida, pediremos que comparem os dois blocos de fragdes, atentando para os

denominadores agora decompostos em fatores primos.

Bloco 1

a)éel b)Eeg
100 4 10 5

C)iel d)ﬁei
10 2 100 25

Bloco 2

a)geg b)ﬁeE
9 3 99 11

C)@e% d)%eﬂ
99 33 90 18

Observacgao: sera indicada a notagao “barra” para as representagdes das
dizimas periodicas 2,7222...=2,72.

Questdes sugeridas

1) Para cada par de fragdes, vocé percebeu alguma relagdo entre elas?
Quais?

2) Conforme vocé percebeu, as fragbes foram divididas em dois blocos. Por
qual(is) critério(s) vocé acredita que elas foram assim separadas?

3) Escreva as fragbes com os numeradores e denominadores fatorados,
quando possivel.

4) O que vocé consegue perceber com essas fatoragdes?

5) Ha alguma evidéncia nas fatoragbes para a formacgédo dos blocos das
fracdes? Justifique.

Nessa etapa, com as questdes acima queremos que os alunos facam
conjecturas que, ao serem discutidas, os levem a perceber que as fragbes decimais

sao compostas por fatores 2 e/ou 5 nos seus denominadores quando temos fragdes
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equivalentes irredutiveis, enquanto que nas demais fragbes irredutiveis com
denominadores compostos outros primos gerarao dizima periddica.

Com essa distingao se definem as fragdes decimais e ndo decimais.
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PLANO DE AULA N° 6: Regularidades da Representacao Decimal

Objetivos:

- Investigar regularidades na representagao decimal das dizimas periddicas;

- Estabelecer a obtencao da escrita das representag¢des decimais das fracoes;
- Estabelecer a obtencao da escrita das fragdes geratrizes das representagdes
decimais;

- Verificar a compreensao da obtengao das escritas das representacdes dos

numeros racionais pelos alunos, por meio de exercicios de fixacao.

Tempo: 1 hora e 40 min. ou 2 horas/aula.

Tendo ja abordado as fragdes que resultam em numeros racionais compostos
de dizima periodica, a atividade seguinte buscara fazer com que os alunos consigam
determinar as fragdes geratrizes desses numeros.

Elaboramos o arquivo no GeoGebra “Ativ_dizima3”, composto de trés
controles deslizantes a, m e n, que irdo compor as fragées da seguinte maneira:

(1) controle deslizante a determinard o numerador da fragdo, sendo limitado
pelos valores indicados pelos controles deslizantes m e n;

(2) controle deslizante n indicara no denominador a quantidades de 9s;

(3) controle deslizante m indicara no denominador a quantidades de 0s.

Dessa forma, se quisermos indicar a fracdo 12/990, devemos mencionar a =

12, n=2e m =1, como podemos ver na ilustragao a seguir:

Ferramentas Janela Ajuda

[N = =
Mol <IN ed ﬂz

4 | T Janela de Visualizagdo

-

w
n
=]

P

Ty =0.012121212121212

=
i
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Inicialmente pode-se explorar os numeros racionais com dizimas partindo da
primeira casa decimal, ou seja, da casa dos décimos. Dessa forma, os alunos devem
manter o controle deslizante m fixado em 0 e ir alterando os controles a e n,
visualizando regularidades entre o numerador e o denominador.

Exemplificando, um nove no denominador resultara em dizima de um digito
de periodicidade, dois noves no denominador resultardo em dizimas de dois digitos
de periodicidade, e assim por diante. llustremos na figura a seguir o caso de termos

trés 9s no denominador, obtendo com isso dizima de trés digitos de periodicidade.

Ferramentas Janela Ajuda

[ (ol F® v a=2
i’...‘_( I\:/I_( k“_/’_( é‘? x? ABC_{ _._7 ‘%’
#| | * Janela de Visualizagdo

-vAv|

5.9 S =0.028028028028028 &

Para essa investigagdo, colocamos aos alunos o quadro abaixo para que

possam preenché-lo e observar regularidades.

2 35 _ 2 _
9 99 999
3 3% _ 3 _
9 99 999
4 . 74 _
9 99 999

Questoes sugeridas

1) Que regularidade vocé consegue perceber entre a fracdo e o numero
decimal expandido a medida que vai aumentando o controle “n”?

2) Represente em fracdo cada um dos numeros abaixo e, em seguida,

simplifique as fracdes.
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a)0,6 = b) 0,54 =

c)0,132 = d) 0,06 =

A préxima investigacdo que queremos sugerir aos estudantes é quanto ao
deslocamento da dizima periddica nas casas decimais. Para isso, adotaremos os
seguintes procedimentos:

(1°) controles deslizantes n = 1 e 1<a<9, fazendo variar o controle deslizante
m. Obterdo, dessa forma, dizimas de um algarismo de periodicidade se deslocando
m casas decimais a direita;

(2°) controles deslizantes n = 2 e 1<a<99, fazendo variar o controle deslizante
m. Obterdo, dessa forma, dizimas de dois algarismos de periodicidade se
deslocando m casas decimais a direita;

(3°) controles deslizantes n = 3 e 1<a<999, fazendo variar o controle
deslizante m. Obterdo, dessa forma, dizimas de trés algarismos de periodicidade se
deslocando m casas decimais a direita.

Com esses passos propde-se aos alunos que preencham o quadro abaixo:

4 37 714

90 990 9990
4 37 714

900 9900 99900
4 37 714

9000 99000 999000
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Ativ_dizima3.ggb

nentas Janela Ajuda

] O L a=2
I\:)? @T A/;L K ABCT = 4%’?
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a &4
. =0.084B48484848485
b 990

Questoes sugeridas

1) Explique o que acontece ao alterar os valores de m.

2) As dizimas periédicas sdo compostas por quantos digitos? Justifique.

3) Aumentando os valores de “‘m” e “n”, analise o que ocorre com o
denominador e descreva o0 que acontece com a expansao decimal das fragdes.

4) Para cada numero abaixo, escreva as suas respectivas fragbes e
simplifique-as quando possivel:

a) 0,004 = b) 0,042 =

c)0,00702 = d) 0,00051=

Por fim, devemos buscar a generalizagdo dos numeros racionais gerados
pelas fracdes. Dessa forma, no arquivo “Ativ_dizima3”, os alunos devem alterar os
trés controles deslizantes a, m e n.

Ao fazerem isso, além de perceberem as regularidades ja vistas, temos a
expectativa de que eles percebam que nem todas as fragbes geraram dizimas
periddicas. E, também, que ha fracbes que geram numeros racionais compostos de
uma parte ndo periddica e finita com a dizima periddica infinita, isto €, numeros
racionais que sao gerados por composicdo de fragdo decimal com fracdo nao
decimal, tendo eles, nesse momento, buscado explicagdes de como essas coisas

acontecem.
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a=§g3
a 63
Lo i =07 n=1
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Questoes sugeridas

1) Em todas as fragdes ocorre dizima periodica? Se nao, dé exemplos e tente
justificar o porqué de n&o haver dizima.

2) Nas fragbes em que ocorre dizima periodica, todas elas sdo compostas
unicamente do periodo da dizima peridédica? Se ndo, o que se pode dizer da parte
nao periodica?

3) Tome quatro fragbes em que ocorram numeros com composi¢cao mista de
decimais periédicos e nao periodicos. Anotando tdo somente o numero, faga,

através da adicao, a separagao entre a parte periodica e a ndo periddica.
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Exemplo: 0,425 = 0,42+ 0,005

4) Como poderiamos agora obter a fragao geratriz dos numeros acima?

Exercicios de Fixagcao sobre as Fragoes

1) Determine a expansao decimal das fragdes abaixo:

5 7
a)—= b) —=
)8 )12

16 115
c)—= d) —=
)5 )33

2) Determine a fragao geratriz dos numeros abaixo:

a) 0,64 = b)0,2=
c) 0,034 = d)7.2=

e) 0,56 = f)2,713=



