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RESUMO

Nesta dissertagdo tivemos como principal objetivo, conceber,
implementar, analisar, reconstruir e validar uma proposta didatica que
agregasse um maior valor formativo ao ensino do tépico de sistemas de
equacoes, através da geometria vetorial.

No referencial tedrico buscamos naturais aproximagdes entre algebra e
geometria, através de exemplos tomados da histéria e de exemplos que tratam
de conteudos presentes nos programas escolares. Nessas aproximagoes,
também fazemos uma discussédo que se apdia no trabalho de Douady (1998),
onde é sugerido, sempre que possivel, a utilizacdo de pelo menos dois
dominios de conhecimento (algébrico e geométrico) no processo de ensino e
aprendizagem da Matematica.

A metodologia de investigacdo escolhida, a Engenharia Didatica
(Artigue, 1996), nos permitiu um acurado trabalho de validagdo do material
didatico produzido. Este material assim se constitui: na fundamentagéo
matematica de conteudos relativos a geometria vetorial, de forma que estes
pudessem ser trabalhados no Ensino Médio; na constru¢édo de uma sequéncia
didatica, na forma de coletanea de atividades acompanhada de plano de
execucao; e na construgdo de um pequeno software “Vetores e Operacdes”,
com o propésito de trazer um recurso que é facilitador da aprendizagem.

Consideramos que nossa hipotese de investigagdo — através da
geometria vetorial € possivel desenvolver, na escola, o tépico de sistema de
equacgdes, de forma a ter-se nele agregado um maior valor formativo — se
valida no contexto de nossa experiéncia. E com as devidas adaptacdes, de
modo a atenderem as especificidades de cada turma de alunos, € com
confianga que apostamos na sua viabilidade para outras situagdes de ensino e

aprendizagem sobre sistemas de equacgoes.

Palavras chave: Educagdo Matematica, Engenharia Didatica, geometria

vetorial, sistemas de equacgoes.



ABSTRACT

In this paper our main purpose is to conceive, implement, analyze,
rebuild and validate an educational proposal that can provides a wide formative
value to the teaching of the topic of system of equations through vectorial
geometry.

The theoretical frame is based on natural approach between algebra
and geometry, through examples taken from History and examples related to
subjects which are part of school programs. To support this approach, we have
also made a discussion based on Douady’s work (1988), where it is stressed
the importance of the interactions of different domains (geometrical and
algebraic) in the student learning process.

The methodology of investigation chosen, the Educational Engineering
(Artigue, 1966), allowed us an accurate work of validation of the produced
material. This material is in this way constituted: the mathematical foundation of
the contents related to vectorial geometry, in a way to become possible to work
in the high school level; an educational sequence, made of a collection of
mathematical activities and an execution plan; a learning object (a small
software) named “ Vectors and Operations®, with the purpose of bring a
resource that can make easy the act of learning.

We consider that our investigation hypothesis — through vectorial
geometry it is possible to develop in the school, the topic of system of equation
in a way that it carries a maximum formative value — was validate in the context
of the experience. And, with the proper adaptation, in a way to attend the
specificities of each group of students, it is with confidence that we believe in its

applicability for other teaching and learning situations about these subject .

Key Words: Mathematics Education, Educational Engineering, Vectorial

Geometry , System of Equations
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1. INTRODUCAO

No presente trabalho apresenta-se uma proposta de material didatico
que pode viabilizar, na escola, o ensino de conteudos que tratam da geometria
vetorial e de sistemas de equacgdes. O interesse pelo assunto advém de minha
experiéncia como professor de Matematica do Ensino Médio desde 2002. Ao
ensinar sistemas lineares, uma indagagdo sempre se apresentava de forma
incessante: como fazer o estudo sobre as possiveis solugcdes de um sistema de
equacgdes de modo que os alunos compreendessem, de forma muito clara, o
significado das classicas expressdes que aparecem nos livros didaticos -
“sistemas determinados”, “sistemas indeterminados”, “sistemas impossiveis” -

sempre motivo de grande confusao?

Na escola o topico sobre resolugcao de sistemas €, usualmente,
trabalhado apenas através de manipulagbes algébricas com equacoes,
matrizes e determinantes, baseada em um conjunto de regras, sem maiores
explicacdes, portanto desprovidas de significado para os alunos. Geralmente é
apresentada a regra de Cramer, que resolve somente sistemas n X n e é
conclusiva apenas quando o sistema admite solu¢gdo unica. Nesta regra, os
alunos fazem os calculos envolvendo determinantes, mas nao entendem
porque estes calculos levam a solugcdo do sistema, trata-se de uma regra de
resolucdo a ser memorizada e nao compreendida. J& o método do
escalonamento, mais compreensivel nas manipulagdes algébricas a serem
feitas para transformar um sistema em outro equivalente mais simples, resolve
sistemas gerais m x n. Mas ainda com este método, as possiveis solugdes do
sistema ainda se apresentam de dificil compreensdo para os alunos, pois no
geral estdo desprovidas de leitura geométrica, quando se trata de sistemas de

trés variaveis.
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As Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio (2006)? nos dizem

que:

“Quanto a resolugdo de sistemas de equacdo 3 X 3, a regra de
Cramer deve ser abandonada, pois é um procedimento custoso
(no geral, apresentado sem demonstragéo, e, portanto de pouco
significado para o aluno), que s6 permite resolver os sistemas
quadrados com solugdo unica. Dessa forma, fica também

dispensado o estudo de determinantes (p.78).”

Por outro lado, temos nas palavras de Lima (1992, p.8) em artigo
publicado na Revista do Professor de Matematica n°23, referéncias a

importancia do estudo de sistemas de equacoes.

“Os sistemas de equacgbes lineares constituem um topico de
grande interesse pratico. Seu estudo é acessivel aos estudantes,
pois ndo requer o emprego de conceitos sutis ou complicados.
Além disso, pode servir como ponto de partida para diversas
teorias matematicas relevantes e atuais. Por estes trés motivos, é
mais do que justa sua inclusdo nos curriculos escolares.
Entretanto sua abordagem nos compéndios adotados em nossas
escolas é, na maioria das vezes obsoleta, arida e desmotivada.
Em certos casos, até mesmo contém erros de matematica de

”

fato”.

2“Ns Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio foram elaboradas a partir de ampla

discussdo com as equipes técnicas dos Sistemas Estaduais de Educacdo, professores e
alunos da rede publica e representantes da comunidade académica. O objetivo deste material
€ contribuir para o dialogo entre professor e escola sobre a pratica docente (2006, p.7).” Esse
documento retoma a discussdo dos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio,
aprofundando a compreensao, apontando e desenvolvendo indicativos de modo a oferecer
alternativas didatico-pedagdgicas para a organizagao do trabalho pedagdgico.

3

Para maiores detalhes o autor sugere ver o livro Coordenadas no espaco, publicado

na colegéo do professor de Matematica da SMB.
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O ingresso no mestrado profissionalizante em Ensino de Matematica na
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, em 2005, possibilitou-nos o
amadurecimento de nossa indagagao: através da geometria vetorial é
possivel desenvolver, na escola, o toépico de sistema de equacdes, de

forma a ter-se nele agregado um maior valor formativo?

E das Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (2006) que
tomamos a expressao “valor formativo”, e pela sua importancia no contexto do

nosso trabalho, merece ser esclarecida:

‘A forma de trabalhar os conteudos deve sempre agregar um
valor formativo no que diz respeito ao desenvolvimento do
pensamento matematico. Isso significa colocar os alunos em um
processo de aprendizagem que valorize o raciocinio matematico —
nos aspectos de formular questées, perguntar-se sobre a
existéncia de solucdo, estabelecer hipoteses e tirar conclusées,
apresentar exemplos e contra-exemplos, generalizar situagées,
abstrair  regularidades, criar modelos, argumentar com

fundamentacgéo logico-dedutiva. (p.69)”

Na busca de resposta a nossa pergunta desenvolvemos um material
didatico constituido de:

— fundamentacdo matematica dos conteudos relativos a geometria
vetorial, de forma que pudessem ser trabalhados no Ensino Médio;

— a construgdo de uma sequéncia didatica, na forma de coletanea de
atividades acompanhada de plano de execucido para ser desenvolvido em
aproximadamente 16 horas de aula;

— a construgdo do objeto de aprendizagem “Vetores e operacdes™,
disponibilizado em CD no anexo 3, com o propésito de trazer um recurso que é

facilitador da aprendizagem, por ter-se no dinamismo das animacgdes a

*E um pequeno software voltado para um conteudo especifico, com recursos de
interacao, de tal forma que através da manipulagao direta na tela do computador o aluno pode

aprender o referido conteudo.
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veiculacdo de conceitos que, em um primeiro momento, apresentam
dificuldades para os alunos.

No CD que contém o objeto de aprendizagem também apresentamos
um video com aproximadamente 6 minutos de duragdo, com o propdsito de
oferecer ao leitor deste trabalho um pouco do “clima” do desenrolar da situacéo

didatica projetada e realizada.

A concepg¢ao do material didatico foi norteada pela metodologia de
investigacdo conhecida como Engenharia Didatica (Artigue, 1996). Nela se tem
a possibilidade de implementar a investigacdo em sala de aula — ela é “um
esquema experimental baseado em ‘realizagbes didaticas” em sala de aula, o
que quer dizer, sobre a concepcgao, a realizacdo, a observagcdo e a analise de

seqliéncias de ensino (p.196).”

Diferentes reflexbes deram suporte a construgcdo do material didatico,
dentro de uma perspectiva de investigagao profissional aplicada, voltada para o

desenvolvimento de produto de natureza educacional em Matematica.

No capitulo 2 apresentamos interessantes exemplos de aproximacgdes
entre algebra e geometria trazidos da historia da Matematica e também
sugestdes de aproximagdes que poderiam ser feitas no ambito dos conteudos
que ja fazem parte dos usuais programas das escolas. Nestas sugestdes
também fazemos uma discussédo que se apdia no trabalho de Douady (1998),
onde é sugerido, sempre que possivel, a utilizacdo de pelo menos dois
dominios de conhecimento (aritmético, algébrico, geométrico, dentre outros) no
processo de ensino e aprendizagem da matematica. Segundo esta autora, é
através da interacdo entre diferentes dominios que o aluno consegue avancgar
na construcdo de conhecimento, desta forma vivendo um processo de
aprendizagem que se assemelha ao processo de criagdo em Matematica. Nas
reflexdes deste capitulo procuramos sinalizar o valor formativo que pode ser
agregado ao processo de aprendizagem quando sao feitas aproximagdes entre
algebra e geometria, assim preparamos o cenario para fazer a proposta relativa

ao especifico topico de sistemas de equacdes.
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O capitulo 3 inicia com uma analise de como o tdpico sobre sistemas de
equacdes é trabalhado na escola, apontando para o pouco valor formativo a ele
associado. Segue com detalhamento dos conteudos de geometria vetorial que
precisam ser inseridos no curriculo do ensino médio, bem como uma sugestao
de possivel adaptagdo da proposta aos programas de matematica usualmente
praticados nas escolas, isto na intencdo de mostrar que a proposta € viavel.
Finalizamos o capitulo 3, trazendo de Tall & Poynter (2005), uma analise sobre
as dificuldades que os alunos tém com o conceito de vetor, crucial para a

construcao da sequéncia de atividades que fazem parte do material didatico.

No capitulo 4 trazemos o processo de concepgcdo da sequéncia de
atividades e a analise da experiéncia que tratou de validar o material produzido.
A metodologia de investigacdo escolhida, a Engenharia Didatica, nos permitiu
um acurado trabalho de validacdo do material produzido. Tendo-se como parte
desta metodologia a realizacdo da experiéncia didatica, tivemos no processo
de construcdo do material uma constante necessidade de ajustes e
refinamentos de propédsitos, com conseqliente adequagao da sequéncia de

atividades que compdem o produto final.

No capitulo 5 trazemos as consideracdes finais, a luz do propédsito deste
nosso Mestrado Profissionalizante quanto a melhoria da qualificacao
profissional do professor de Matematica. Trazemos reflexdes sobre a nossa
caminhada intelectual ao longo deste periodo de mestrado. Também
registramos a nossa constante preocupac¢do, ao longo da elaboragdo desta
dissertacdo, quanto a produgao de material com potencial para ser usado pelos
nossos colegas professores que estdo nas escolas, sinalizando possibilidades

de desdobramentos deste trabalho.

Nos Anexos apresentamos: a concepgao inicial da proposta (anexo 1), a
sequéncia didatica implementada na escola (anexo 2), a sequéncia didatica
concebida apdés a realizagdo da experiéncia (anexo 3), o objeto de
aprendizagem (Vetores e operagdes) e o video, disponibilizados em CD (anexo
4).
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2. SOBRE AS APROXIMACOES ENTRE A ALGEBRA E A GEOMETRIA

Na escola, em diversos momentos, podemos observar a énfase que é
dada aos processos algoritmos de algebra, com pouca associagao a idéias
geomeétricas. No ensino da geometria analitica, raramente sdo colocadas em
destaque as deducdes da equacao da reta e da circunferéncia através do
raciocinio geométrico. No estudo de fungdes, o grafico da fungdo quadratica &
chamado de “parabola” sem maiores explicagdes quanto a razdo deste nome.
Numeros complexos e operagdes, em geral, sdo manipulagdes puramente
algébricas, sendo pouca a énfase nas representagées geométricas. Enfim, na
escola poucas séo as aproximagdes entre algebra e geometria.

Com o objetivo de contribuir na dire¢do de um ensino escolar em que, na
medida do possivel, estes conteudos sejam interligados, neste capitulo nos
concentramos nos seguintes aspectos:

— apontar interessantes exemplos de aproximacgdes entre algebra e
geometria na histéria da Matematica;

— apontar exemplos de possiveis aproximacdes entre algebra e
geometria que poderiam ser trabalhados na escola.

Dessa forma, pretendemos preparar um cenario natural para nos
proximos capitulos apresentar, através de uma sequéncia didatica detalhada,
nossa proposta de intervengao na escola: a geometria vetorial e os sistemas de

equacgades.

2.1 Exemplos na historia

O objetivo desta secgdo € apontar alguns exemplos, registrados na
histéria da Matematica, em que a algebra e a geometria estdo intimamente
ligadas na resolugao dos problemas. O enfoque, ao longo do que segue, sao
demonstragdes de igualdades algébricas e resolugdes de equagdes através de

raciocinios de natureza geométrica.
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Segundo Charbonneau (1996), a algebra muitas vezes é vista como um
produto da evolugdo da aritmética, porém na histéria da Matematica vé-se que
a geometria teve um importante papel na evolugdo da algebra. Alguns
exemplos podem ser encontrados na geometria grega, como nos seguintes

axiomas do livro | dos Elementos de Euclides®:

“l) As cousas, que sdo iguais a uma terceira, sdo iguais entre si.

Il) Se a cousas iguais se juntarem outras iguais, os todos serdo
iguais.

Ill) E sé de cousas iguais se tirarem outras iguais, 0s restos serdo

iquais. (p.7)”

Estes principios sdo muito familiares a algebra moderna. O primeiro € a
transitividade da igualdade, o segundo e o terceiro sdo utilizados na resolugao

de equagdes (principio aditivo).

Boyer (1974) comenta que na Grécia antiga ja existia uma algebra,

porém ainda desprovida da linguagem simbdlica atual:

‘Diz-se as vezes que 0s gregos ndo possuiam uma algebra, mas
isto é evidentemente falso. Tinham o Livro Il de Os elementos,
que é uma algebra geométrica servindo aos mesmos fins que a

nossa algebra simbdlica. (p.79)”

No livro Il dos Elementos de Euclides, muitas proposicdes sao provas
geométricas de identidades algébricas, conforme ilustramos a seguir em quatro
delas. A idéia central em todas € olhar para a area de uma mesma figura de
duas formas distintas: por um lado é area da figura como um todo e, por outro
lado, € a sua area como a soma de areas de uma certa decomposigcédo (da

mesma).

”

° Para as transcrigbes dos “Elementos de Euclides”, feitas nesta secg¢do, estamos
usando como referéncia “Euclides — Elementos de Geometria”, versido latina de Frederico

Comandino Sao Paulo: Edigbes Cultura, 1944 disponivel em http: www.portal.mec.gov.br
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“PROP. |. TEOR.

 § HHRE B
Se houver duas linhas retas, e uma JiL
delas for dividida em quantas partes se
quiser, sera o retangulo compreendido 2
pelas duas retas igual, aos retangulos
compreendidos pela reta inteira, e pelos G i e
segmentos da outra (p.31).” F

Fig. 1 — Proposicéo |

Essa proposi¢cao, em linguagem matematica atual, diz que: se um
retangulo for decomposto (usando segmentos paralelos a um de seus lados)
em varios sub-retdngulos, sua area sera igual a soma das areas de todos
estes sub-reténgulos. Isto corresponde a propriedade algébrica:

ab+c+d+..)=ab+ac+ad+..

‘PRORP. II. TEOR. 7

Se uma linha reta for dividida, como se

quiser, os retangulos compreendidos J

pela reta tbéda, e por cada uma das

partes, sdo iguais ao quadrado da linha D F
inteira (p.31)” Fig. 2 — Proposigao I

A segunda proposi¢ao, em linguagem matematica atual, diz que: se um
segmento de reta for dividido em duas partes, a area do retangulo formado por
esse segmento com uma de suas partes, somada a area do retangulo formado
por esse segmento com a outra parte, € igual a area do quadrado formado pelo
segmento. Isto corresponde a propriedade algeébrica:

(a + b)a + (a+b)b = (a+b)?

“‘PROP. Ill. TEOR. B
J'I._.-_._._._._"_.B
Se uma linha reta for dividida, como se J |
quiser, sera o retangulo compreendido | ¥ !
pela mesma reta, e por uma parte dela, { i
igual ao retangulo das  partes e SRR
juntamente com o quadrado da dita Fig 3_P ic30 Il
parte (p.32)” ig. roposicao
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A terceira proposig¢ao, em linguagem matematica atual, diz que: se um
segmento de reta for dividido em duas partes, a area do retangulo formado
pelo segmento todo e uma das partes sera igual a soma da area do retangulo
formado pelas partes com a area do quadrado formado pela da dita parte. Isto
corresponde a propriedade algébrica:

(at+b)a = ab + a?

PROP. IV. TEOR. A c B
Se uma reta fér cortada em duas partes o
quaisquer, sera o quadrado da tbéda H T
igual aos quadrados das partes, i
Jjuntamente com o retangulo das

mesmas partes, tomado duas vézes 3
(p.-32).” Fig. 4 — Proposicéo IV

Essa proposi¢cdao, em linguagem matematica atual, diz que: se um
segmento for dividido em duas partes quaisquer, a area do quadrado formado
pelo segmento todo sera igual a soma das areas dos quadrados formados por
cada uma das partes com o dobro da area do retangulo formado pelas partes.
Isto corresponde a propriedade algébrica conhecida na escola como “produto
notavel”:

(a+b)? = a® + b? + 2ab

A maneira como € apresentada esta sequéncia de proposigdes sugere
uma predominancia do pensamento geométrico. Sob o ponto de vista
algébrico, a proposi¢éo IV poderia ser demonstrada a partir das proposicoes Il
el;(a+b)a+b)=(a+b)a+(a+b)b=a.a+b.a+ab+b.b. Noentanto, nos
Elementos de Euclides, cada uma das proposi¢cdes € demonstrada a partir de

uma nova figura e sua decomposigao.
O argumento geométrico é também utilizado, no mesmo livro Il, para

provar a existéncia de solucdo de uma equagao, como na proposicao 11 que

segue.
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“PROP. XI|. PROB. ¥ (»
Dividir uma linha reta de sorte que o IH B

retdngulo da téda e de uma parte seja

igual ao quadrado da outra parte (p.37)”

e K D
Fig. 5 — Proposicéo XI

Esse problema, na linguagem matematica atual, coloca a exigéncia de

construgéo de um ponto H, que divida um segmento AB em duas partes, de tal
forma que a area do retangulo formado pelo segmento com a menor de suas
partes seja igual a area do quadrado formado pela outra parte.

Vamos apresentar a construgao do ponto H, bem como a demonstracao
de que o mesmo satisfaz a condicdo da proposi¢cao, a fim de comparar a
solugédo puramente geométrica (encontrada nos Elementos de Euclides) com a

solugédo puramente algébrica.

Construgéo:
Seja AB o segmento dado. Constroi-se
0 quadrado ABCD de lado AB. Seja E o

ponto médio do segmento AC.

Prolonga-se AC e marca-se sobre este

prolongamento o ponto F, de modo que

EF = BE. Constroi-se o quadrado AFGH TR e

Fig. 6 — Demonstragao

de lado AF. Prolonga-se o segmento GH da Proposicao XI

e seja K o ponto de interseccdo do

prolongamento com CD.

Demonstragéo:

Area do quadrado de lado EF :

EF.EF = (EA+AF).(EA + AF) =

AE AE +AF.(EA + EA +AF) =

Area do quadrado AE + Area do retangulo AF x FC

Como EF = EB segue que

EB . EB = Area do quadrado AE + Area do retangulo AF x FC (1)
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Do teorema de Pitagoras vem que EB.EB = AE.AE + AB.AB (2)
Portanto, substituindo (2) em (1) obtemos AE.AE + AB.AB =
Area do quadrado AE + Area do retangulo AFxFC

Donde: AB . AB =AF . FC
Subtraindo a parte comum em ambas areas acima, a saber

retdngulo AHKC, obtemos:
Area quadrado AFGH = Area retangulo HBDK

Entretanto, o mesmo problema, pode ser resolvido através de uma

equacao algébrica.

Queremos dividir tal segmento AB , tomando nele um ponto H de
tal forma que o quadrado com lado AH e o retdngulo com lados
AB e BH tenham a mesma area.
Escrevendo:

med(ﬂ) =ae med(ﬂ) =X

temos que med (ﬁ) =a-—Xx

Para que as areas sejam iguais devemos ter:

a.(a-x) = X%
Resolvendo a equagéo de grau dois encontramos:

X = a[_li\EJ

2

Como x > 0, temos que:

X = a(—1+\/§}

2

A partir do valor obtido para “x” € que se da a construgao da figura que

representa geometricamente a solugao do problema, conforme na figura 7.

a
A a Ax—la-xip
A B X H B H

Fig. 7 — Solugao algébrica da Proposigéo Xl
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Estabelecemos, a seguir, um contraponto entre as solugdes geométrica
e algébrica, procurando evidenciar que, por um lado, a resolucéo algébrica do
problema é mais simples, mas por outro lado, a resolugdo geométrica guarda
um maior entendimento sobre a forma de obter a desejada igualdade entre
areas. Sob o ponto de vista pratico a solugéo algébrica é satisfatoria; sob o

ponto de vista de entendimento matematico, a solugdo geométrica pode ser

mais interessante.

Solugao geométrica

Solugéo algébrica

— A

contexto geométrico ndo é de todo

resolugdo do problema no

simples, pois trata-se da construgao
de um ponto.

— No final da construgao geométrica
obtemos com precisao a localizagao
do ponto que soluciona o problema.
— No entanto, apds a construgao da
solugdo geométrica € necessario um
argumento dedutivo que prova a sua

veracidade.

— O problema em linguagem
algébrica €& bastante simples, pois
trata-se de trabalhar com a equacéo:
a.(a-x) = X°

— Tendo-se a equagao de grau 2 que
modela o problema, a sua solugao
torna-se trivial.

— Com o valor solugdo da equagao
ndo se pode marcar de forma
imediata o ponto que resolve o

problema.

Ainda segundo Charbonneau (1996), até a metade do século XIX, os
livros dos Elementos de Euclides foram considerados como modelos teoricos
de Matematica. Esta pode ser uma das razdes pela qual a geometria foi usada
muitas vezes para resolver problemas de natureza algébrica. A seguir seguem

alguns destes problemas e suas solugoes.

O primeiro problema apresenta a resolucdo de uma equacdo de
segundo grau, proposta pelo astrbnomo e matematico Al-Khowarizmi (780 —
850 AC), que viveu em Bagda no periodo do reinado do califa Al-Mamum.
Segundo Boyer (1974, p.166), Al-Khowarizmi escreveu livros de aritmética e de
algebra, que ocupam importante papel na histéria da Matematica. Em um
deles, que sobrevive apenas numa unica copia de uma traducdo latina com o

titulo De numero hindorum (Sobre a arte hindu de calcular), ele explicava
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minuciosamente o sistema de numeracdo hindu. Na Europa, este livro foi
traduzido para o latim e passou a ser muito consultado por aqueles que
queriam aprender a nova numeragao. Apesar de Al-Khowarizmi, honestamente,
explicar que a origem daquelas idéias era hindu, a nova numeragéao tornou-se
conhecida como a de Al-Khowarizmi. Com o tempo, o nome do matematico
arabe foi modificado para algorismi que, na lingua portuguesa, acabou virando
algarismo. Do titulo de seu livro mais importante, Al-jabr wa’l muqabalah®,
surgiu o termo “algebra”. O livro contém uma exposi¢ao direta da resolugao de

equacoes, especialmente as de segundo grau.
O quebra cabeca de Al-Khowarizmi (x* + 10x = 39)”

A resolucdo de Al-Khowarizmi para a equacdo x* + 10x = 39 é
baseada na interpretagcdo da mesma como uma igualdade de
areas. O primeiro membro da igualdade representa a soma da
area de um quadrado de lado x com um retédngulo de area 10x, e

0 segundo membro, um retdngulo de area 39, como na figura 8.

e x = Area 39

s f 10

Fig. 8 — Resolugao de Al-Khowarizmi (parte a)

Dividindo o retédngulo de area 10x em quatro retangulos de area
10x/4, e colocando cada parte sobre um lado do quadrado de lado
x, a figura (em forma de cruz) permanece com area igual a 39,

conforme a figura 9.

® NZo se sabe ao certo a tradugdo, porém Boyer (1974, p.167) comenta que a
interpretacdo usual da palavra Al-jabr € a de transposi¢céo de termos subtraidos para o outro
lado da equacgao, enquanto a palavra muqabalah refere-se a reducgao ou equilibrio.

’ Para apresentagdo deste exemplo estamos tomando como referéncia Charbonneau
(1996, p.26).
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NE

. . = Area 39

h
Sk
N

Fig. 9 — Resolugao de Al-Khowarizmi (parte b)

Para completar um quadrado é preciso acrescentar 4 quadrados

pequenos nos cantos, conforme a figura 10.

S
5
NES

x x = Area 39 +

Fig. 10 — Resolugao de Al-Khowarizmi (parte c)

2
Como cada quadrado acrescentado tem area [%j , a area do

2
quadrado obtido é 39 + 4(%} , ou simplesmente, 39 + 25 = 64

(como fica claro no segundo membro da equagéo). Assim, o lado
do quadrado grande mede 8 unidades e subtraindo de 8 duas

vezes 10/4 obtemos x = 3.

27




E interessante observar que a argumentacdo de Al-Khowarizmi é
composta por sucessivas equivaléncias de areas, sem que haja manipulagao
algébrica. Todas as operagbes utilizadas sdo geométricas ou aritméticas.
Entretanto, na sua resolugéo, encontra-se apenas a raiz positiva da equagao x
+ 10x = 39. Além disso, nem todas as equacdes do tipo x* + bx = ¢ podem ser
resolvidas através deste procedimento. A generalizagdo sé € possivel se os
coeficientes b e ¢ s&o positivos. Vale a pena comentar que, apesar da algebra
de Al-Khowarizmi ser completamente expressa em palavras — nao utilizando
simbolos nem mesmo para os numeros — uma diferenga marcante entre sua

resolugao e as resolugdes gregas de equacgdes é a presenca de numeros.

No mesmo espirito trazemos a resolucdo de uma equacéao literal de
primeiro grau, proposta pelo matematico, fisico e médico, Gerébnimo Cardano
(1501-1576). Em sua principal obra, Ars Magna, ele apresentou as resolugdes
das equacgdes cubicas e quarticas. A importancia desta publicacdo foi tao
grande que o ano de 1545 passou a ser considerado o marco inicial do periodo

moderno da histéria da Matematica.

A resolucdo de Cardano para a equagdo x° = ax + cxy®
Cardano, na sua Ars Magna, propés o seguinte problema, cuja
escrita em notacgo atual seria:

“Encontrar y se x é conhecido em x* = ax + cxy”.

— G C —
a
E D |+
. 1
:__FIY
1 A B i

Fig. 11 — Resolugao de Cardano

® Para apresentagdo deste exemplo estamos tomando como referéncia Charbonneau
(1996, p.27).
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Sejam x = AB = BC, a = CD, y = BF e ¢ o numero exato de vezes
que BF cabe em BD, conforme na figura 11.
A resolugdo da equagdo advém de duas leituras geométricas

dessa representagdo simbdlica:

Por um lado, através de relagbes entre areas, temos que o
quadrado ABCG, de &rea x°, é formado pelo retangulo de area a.x
(DE por CD) e pela soma de c retangulos de area x.y (AB por BD).
Assim obtemos x° = ax + cxy.

Por outro lado, através da relagdo entre comprimentos, temos que
a diferenga entre os comprimentos dos segmentos BC e CD é
igual ao comprimento de BD, ou seja, x — a = c.y.

De onde vem que y = (x — a)/c.

Nesta resolucdo ¢é interessante observar que Cardano obtém a
expressédo para y sem fazer uso de manipulagdes algébricas em ambos os
lados da equagédo. E mais, conforme aponta Charbonneau (1996, p.27), nesta
argumentagao, a multiplicagcdo é interpretada de duas formas diferentes: a
multiplicagdo como area (em x.x, a.x e c.x.y) e multiplicagdo como adicdo de
segmentos de mesmo comprimento (em c.y).

A resolugdo de Cardano para isolar y em x? = ax + cxy somente é valida
quando ¢ é um numero inteiro positivo. Novamente da argumentacgéo

geomeétrica advém a perda de generalidade.

Na resolucdo das equacbes acima €& muito ténue a presenca de
manipulagcdo algébrica, o que sinaliza quanto as equagdes, na histéria da
Matematica, comegcam a ser trabalhadas sempre com uma forte interpretacao

geométrica.

Segundo Boyer (1974, p.222), no final do século XVI, a algebra arabe
fora perfeitamente dominada e aperfeigoada, tanto pela resolugcdo das cubicas
e quarticas, quanto por um uso parcial de simbolismo. A transicdo da

renascenga para o mundo moderno se fez através de um grande numero de
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estudiosos, da Europa Ocidental, dentre os quais destacava-se Francois Viéte
(1540 — 1603).

Charbonneau (1996), comenta que Viéte foi o primeiro matematico que
conseguiu distinguir claramente a algebra da geometria e da aritmética, ao
publicar a obra “Introducao a Arte Analitica”.

O objetivo de sua arte analitica era proporcionar um método para
resolver qualquer problema em trés etapas: a zetética, a poristica e a exegética

ou retdrica. No artigo de Esteve (2001) temos as palavras de Viéte:

‘Finalmente, a arte analitica, composta de suas trés formas
zetética, poristica e exegética, atrai para si a solugdo do maior de
fodos os problemas que é SOLUCIONAR TODOS OS
PROBLEMAS?® (p.707).”

A zetética, primeira etapa da arte, corresponde a construcdo de um
simbolismo que permite representar todas as grandezas, conhecidas e
desconhecidas, e expressar as relagdes que as unem, de modo a obter uma
equacao que resume o problema proposto. A poristica, segunda etapa da arte,
transforma e resolve a equagdo por sucessivas proposicdes equivalentes,
garantindo que a corrente de implicagbes desta analise possa ser revertida. A
terceira etapa, exegética ou rética, volta ao problema concreto e resolve a
equacgao por constru¢gdes geométricas ou por calculos numéricos.

Boyé (1997, p.271) sintetiza as idéias expostas acima no seguinte

esquema:
Montagem da equacéo
Problemas Equacéo
Zetética
Exegética Paristica
ou Rética (resolucéo da equacéo)
Solucéo Equacéo resolvida
Fig. 12 — Esquema da Arte Analitica

® Escrito em maitisculas por Viéte.
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A titulo de ilustragdo, segue um exemplo'™ da arte analitica em acgéo. O
problema abaixo € o primeiro do livro | de Viéete, publicado em 1591, que se

intitula Sobre as Zetéticas.

‘Dada diferengca de dois lados e sua soma encontrar os lados.
Seja B a diferenga entre os lados e D a sua soma. Temos que
determinar os lados. Seja A o lado menor e logo A + B é a medida
do lado maior. Por isto a soma de ambos sera 2A + B. Ou sgja,
2A + B sera igual a D. Entdo 2A sera igual a D — B (por antitese)
e dividindo todos por 2, A sera igual a D/2 — B/2. Seja E o lado
maior. O menor seré entdo E — B. Por este motivo a soma dos
lados sera 2E — B. Ou seja, 2E — B sera igual a D. Entdo 2E sera
igual a D+B e dividindo todos por 2, E sera igual a D/2+ B/2.

De modo que dada a diferenca de dois lados e sua soma pode se
achar os lados. Com efeito, a metade da soma dos dois menos a
metade da diferenga dos dois ¢é igual a o lado menor e as mesmas
quantidades somadas d&o o lado maior. Esta era a investigagéo a
realizar. Sendo B 40, D 100, A resulta ser 30 e E 70”.

Neste problema, a zetética corresponde, em linguagem matematica

. . - A+E=D N
atual, a montagem do sistema de equacdes {E , onde D e B séao

conhecidos. A poristica corresponde as manipulagdes algébricas que resolvem
o sistema, obtendo A = D/2 — B/2 e E = D/2 + B/2. E, finalmente, a rética
corresponde ao calculo numérico apresentado no final do problema: sendo B =
40 e D =100, temos que A=30e E=70.

O motivo de Viete apresentar no final de suas provas um calculo
numeérico particular, ou uma prova usando a argumentagcdo geométrica, talvez
fosse para que os céticos se convencessem da veracidade de sua

argumentagdo. Conforme comenta Boyé (1997):

"% Para apresentacdo desse exemplo estamos tomando como referéncia BOYE (1997,
p.272)
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“E sem duvida a primeira vez na histéria da Matematica que
vemos em agdo um tratamento algébrico puramente literal de um
problema matematico. Isto é, dispomos de féormulas que podem
se aplicar a qualquer problema numérico. E assim que Viete
propée ao final de cada um de seus problemas uma aplicacéo
numeérica. Talvez para mostrar aos céticos que seu método é bom
(p.271).”

Conforme Esteve (2001, p.708), no principio do século XVII, gracas a
difusdo da obra de Viéte, alguns matematicos se empenharam em comprovar
que o método algébrico era uma ferramenta muito util na resolugcdo de
problemas geométricos. Mas com certeza, Descartes € o nome que geralmente
€ associado a introdug¢ao da algebra na geometria. Esta introdugéo esta no seu
livro La geométrie, um dos trés apéndices de sua principal obra, Discours de la
meéthode.

Segundo Boyer (1974), o objetivo de Descartes, em La géométrie, era
duplo: através de processos algébricos libertar a geometria de figuras (que
fatigavam a imaginacao desnecessariamente) e dar significado as operacoes
da algebra (arte confusa e obscura que embaragava a mente) por meio de
interpretacdo geométrica.

La géométrie, unica publicagdo matematica de Descartes, esta dividida
em trés livros. No livro |, Descartes constréi uma aritmetizagdo da geometria.
Através de um segmento unitario, mostra como representar por meio de
segmentos de reta, o produto de duas variaveis, assim como, as poténcias de
uma variavel. De acordo com Eves (1997, p.384), no tempo em que La
géomeétrie foi escrita, uma variavel correspondia a um segmento, um produto
de duas varidveis a uma area e o produto de trés variaveis a um volume.
Portanto, Descartes revelou um avanco no sentido em que percebia que x° e
x°, assim como outras poténcias de x, também podiam ser representadas por

segmentos de reta.

“Num ponto essencial ele rompeu com a tradi¢do grega, pois em

vez de considerar x° e x3, por exemplo, como uma area e um
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volume, ele também os interpretava como segmentos (Boyer,
1974, p.248).”

E interessante observar que, ainda no livro | de La géométrie, Descartes
apresenta instrugbes detalhadas para resolver equagdes de grau dois ainda
nao no sentido algébrico, mas no sentido geométrico, como 0s gregos
antigos”. A titulo de ilustragdo segue o método de resolucdo'? apresentado por

Descartes para resolver a equacdo z>= a.z + b?.

Constroi-se um tridngulo NLM, reto em L,

comLM=beLN=%a.

Prolonga-se MN até O, sendo NO = NL.
Da semelhancga dos triangulos OLM e ;
LPM vem que OM . PM = LM? (J). Fig 13 — Resolugao de

Sendo OM = z, temos PM = z - a, Descartes

substituindo em (I) obtemos z.(z — a) = b>.

Ou seja, z° = az + b2

Por Pitagoras temos que MN = 1/%512 +b%.
Como z = ON + MN temos que z = %a + 1/ia2 +b’

O livro Il de La géomeétrie traz, entre outras coisas, uma classificacdo
para curvas, que hoje ja foi superada e um método para construir tangentes a
curvas.

Segundo Boyer (1974), nos livros | e lll de La géométrie, Descartes esta

sempre preocupado com problemas geométricos redutiveis a equagdes

" O método permite apenas encontrar a raiz positiva.

2 Para a transcricdo do livro de “La géométrie* de Descartes estamos usando como
referéncia GEOMETRY OF RENE DESCARTES, traducdo por Smith, E. & Latham. M. , Dover
Publications , 1954, p.13.
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algébricas com apenas uma quantidade desconhecida. No livro lll, entre outras
coisas, sdo abordadas algumas equagdes com grau maior do que dois, 0
método para reduzir o grau de uma equagao quando se conhece uma raiz,
como determinar, caso existam, as raizes racionais de uma equacao, € como
encontrar o numero de raizes positivas (consideradas verdadeiras) e negativas
(consideradas falsas).

Eves (1997) afirma que um outro avango de Descartes foi certamente
em sua notacdo. O uso de letras do comeco do alfabeto para indicar
parametros, e letras do final para indicar incognitas e a notacéo de poténcia (X2,
x>, ...) foi herdado dele. Contudo, é importante ressaltar que a geometria

algébrica de Descartes era muito diferente da geometria analitica atual:

“Praticamente toda La géométrie esta dedicada a uma completa
aplicagdo da algebra a geometria e da geometria a algebra;, mas
ha pouco no tratado que se assemelhe ao que hoje se considera
como geometria analitica. Ndo ha nada de sistematico sobre
coordenadas retangulares, pois ordenadas obliquas s&o
geralmente assumidas; portanto, ndo ha formulas para distancias,
inclinagdo, ponto de divisdo, angulo de duas retas, ou outro
material introdutério semelhante. Além disso, em toda a obra néo
ha uma unica curva nova tragada diretamente a partir da equacéo,
e o autor se interessava tdo pouco por esbogar curvas que nunca
entendeu completamente o significado de coordenadas negativas.
Ele sabia de modo geral que as ordenadas negativas sdo
orientadas em sentido oposto ao tomado como positivo, mas
nunca usou abscissas negativas. Ainda mais, 0 principio
fundamental da geometria analitca — a descoberta de que
equagbes indeterminadas em duas incognitas correspondem a
lugares — s6 aparece no segundo livio, e mesmo entdo SO

incidentalmente (Boyer, 1974, p.251).”

Nas consideragdes feitas acima procuramos ilustrar como o nascimento
do pensamento algébrico esta fortemente vinculado a geometria. Conforme

vimos, as equagdes eram extremamente associadas a uma representagao
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geométrica. Além disso, suas resolugdes envolviam uma argumentagao que
era também geométrica. Contudo, é importante ilustrar uma situagao marcante,
na histéria da Matematica, em que a algebra & ferramenta para solucionar
problemas da geometria: sdo os teoremas de natureza algébrica que mostram
a impossibilidade de determinadas construgées geométricas, utilizando apenas
régua e compasso. Estes problemas de construgdo — a saber: a quadratura do
circulo, a duplicagao do cubo e a trissecgédo do angulo — foram tao perseguidos
na geometria grega que, segundo Boyer (1974, p.48) ficaram conhecidos como
os “trés problemas famosos (ou classicos)” da antiguidade. Somente cerca de
2200 anos apds, seria provada a impossibilidade de tais construgdes com
régua e compasso, com as teorias desenvolvidas principalmente por Gauss
(1777 — 1855) e Galois (1811 — 1832). Veloso (2005, p.64) comenta que, nesta
longa histéria, o passo fundamental foi compreender como traduzir uma

construgdo geométrica para a linguagem da algebra.

“E precisamente esta conexdo, esta equivaléncia entre um tipo
especifico de construgcbes geométricas e um conjunto especifico
de operagbes algébricas que permitiu resolver, pela negativa —
ou seja, pela demonstragdo da sua impossibilidade — os trés

famosos problemas da geometria grega.”

E claro que, com a evolugdo da Matemética, a algebra passou a ser uma
area de conhecimento que se desenvolve sem mais ter a necessidade de uma
leitura geométrica. Estruturas tedricas (grupos, anéis, corpos entre outras)
foram desenvolvidas e nelas tém-se, nos dias de hoje, interrogagcbes de
pesquisa de natureza puramente algébrica.

No entanto, na Matematica a ser trabalhada na escola, sempre que
possivel, algebra e geometria devem ser colocadas em estreita relagédo. Isto
contribui para a construgdo de conhecimento mais pleno de significado por
parte do aluno. Os exemplos de resolugdes de equacdes trazidos da historia
nesta secdo, poderiam ilustrar na escola a presenga da geometria no
desenvolvimento da linguagem algébrica. E claro que a resolucéo algébrica de

equacgdes deve ser ensinada, até mesmo porque a resolugdo geométrica trata
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de casos especiais de equacgdes e considera, dentre as possiveis solucdes,
somente as solugdes positivas.

Na proxima secgdo, trazemos alguns exemplos de possiveis
aproximagodes entre a algebra e a geometria que poderiam ser feitas na escola,
no ambito dos conteudos que fazem parte dos tradicionais programas de

Matematica.

2.2 Exemplos na escola

O objeto de estudo dessa dissertacdo € uma proposta de aproximagao
entre a algebra e a geometria na escola: a geometria vetorial e os sistemas de
equagdes. No intuito de justificar nossa escolha apresentamos, na secgéo
anterior, uma série de exemplos da histéria da Matematica que ilustram como o
nascimento do pensamento algébrico estava, diversas vezes, associado a uma
concretude geométrica.

Nesta seccdo, buscamos apontar, sob um ponto de vista mais
pedagdgico, as vantagens de se trabalhar dessa forma, onde a algebra e a
geometria se explicam mutuamente. Destacamos também o valor formativo
agregado a uma proposta que contemple uma interagdo entre dois dominios: o
algébrico e o geométrico, conforme bem documentado em trabalho de Douady
(1998).

Os dominios, acima referidos, como aponta Maranhdo (2002), em
referéncia ao trabalho de Douady, podem ser ramos de conhecimento

matematico (numérico, geométrico, algébrico,...) e, por vezes, parte deles.

‘De acordo com Douady, € necessario que o0s problemas
fornecidos envolvam, pelo menos dois dominios, de modo que um
sirva de referéncia ao outro e possibilitem meios de validagdo pela
acdo (Maranhéao, 2005, p.118).”

Considerar que um problema possa ser encarado em dois dominios, 0
algébrico e o geométrico, faz com que o aluno procure solugdes ora no campo

da algebra ora no campo da geometria. Esta interagdo provoca o surgimento
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de novas questdes, conjeturas e estratégias de resolugdo, aproximando o
processo de aprendizagem do processo de criagdo em Matematica.

Esta aproximagdo se propicia no momento em que os alunos, nao
conseguindo avancar, pela insuficiéncia de conhecimentos em um dominio,
lancam mao de conhecimentos que possuem de outros dominios.

Segundo Douady (artigo em inglés, p.174), a geometria permite que os
alunos adentrem no problema com algumas idéias, vindas de percepgdes
visuais ou da familiaridade com o ambiente em que vivemos. Entretanto, tais
idéias (as vezes) podem conduzir ou a uma interpretagdo equivocada ou a um
impasse para avangar no entendimento do problema. Ai entdo se fazem
necessarias outras ferramentas capazes de contornar o problema. A algebra,
ainda segundo Douady, pode fornecer tais ferramentas'. Contudo, o
conhecimento dos alunos em algebra, muitas vezes, ainda pode ser
insuficiente para dar conta da situacdo. Assim, o apelo para o raciocinio
numeérico ou o retorno a um ponto de vista geométrico, possivelmente diferente
do primeiro, pode fazer o aluno avangar no problema. As representagdes
graficas sao frequentemente utilizadas para colocar em jogo conhecimentos
desses dominios.

E importante ressaltar, como afirma Maranhdo (2005), que o termo
adequado neste contexto & interacdo entre dominios™ e ndo apenas troca de
dominio. E nesta interacdo que aluno avanga e somente transferindo ou

aplicando conhecimentos de um dominio a outro.

‘Esse termo, interagdo, prevé idas e vindas entre dominios,
estabelecendo relagbes matematicas relevantes entre as nog¢ées
estudadas (Maranh&o, 2005, p.130).”

¥ Um exemplo que ilustra muito bem a idéia acima é o problema de encontrar uma reta
tangente ao grafico de y = x> na origem. Geometricamente, os alunos acreditam que a reta ndo
existe, pois imaginam que a mesma n&o possa interceptar a curva. No entanto, conseguem
avangar quando langam mao de ferramentas algébricas, calculando a inclinagdo da reta,
através da derivada.

" Em francés, jeux des cadres.
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A titulo de ilustracdo, seguem alguns exemplos de possiveis
aproximagdes entre algebra e geometria, no ambito dos conteudos que ja
fazem parte dos tradicionais programas de Matematica das escolas. Nesses
exemplos, buscamos evidenciar, como a interagdo entre os dominios agrega,

aos conteudos, um maior valor formativo.

Primeiro exemplo: Areas e identidades algébricas

Um tépico que aparece usualmente na 72 serie € o estudo dos produtos
notaveis. Dentre esses produtos, se encontra o quadrado de uma soma, cuja
leitura geométrica, tomada da proposicao IV (apresentada na secao anterior),
agrega uma nova interpretacdo matematica para a identidade (a+b)? = a? + 2ab

+ b2,

a b a b a b a b
(@+b)? = a’ + 2ab + b’

Fig. 14 — Relagdes entre areas e a identidade (a+b)® = a® + 2ab + b?

Assim, ao invés das operagbes puramente algébricas (a+b)® =
(a+b).(a+b) = a.(a+b) + b.(a+b) = a® + ab + b? + ab = a®+ 2ab + b que validam
a identidade, a prova geométrica agrega novo significado ao utilizar relagdes de
areas: a area do quadrado de lado (a + b) € equivalente a soma da area do
quadrado de lado a, com a area de dois retangulos de lados a e b, com a area
do quadrado de lado b.

E interessante observar que, historicamente, a leitura geométrica desta
igualdade precede da leitura algébrica, pois a mesma estava presente no livro
Il dos Elementos de Euclides.

Contudo, em alguns livros didaticos, a representacdo geométrica é
mostrada e, em seguida, abandonada por uma representagdo puramente
algébrica. E importante reforcar entdo, que é a interacdo entre os dominios

algébrico e geométrico (neste caso até mesmo o dominio numérico) que pode
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contribuir para a superacdo do frequente erro cometido pelos alunos, ao

afirmarem que (a + b)? = a® + b*.

O proéprio teorema de Pitagoras, quando é demonstrado no geral, faz
uso de semelhanga de tridangulos e manipulagdes algébricas nas identidades

entre as razdes em proporgao:

Fig. 15 — Semelhanca de tridangulos e o teorema de Pitagoras

Da semelhanca dos triangulos ABC e DBA vem que:

=2 )
C

a

Da semelhanca dos triangulos ABC e DCA vem que:
b n

=5 ()

Como BC =BD + DC vem que a =m + n (lll)

De (I) temos que ¢® = a.m (IV)

De (ll) temos que b*=a.n (V)

Assim, temos de (IV) e (V) que ¢? + b= a.m + a.n, ou ainda
c?+ b%=a.(m+n) (VI)

Assim, substituindo (Ill) em (VI) temos que:
c?+b?’=a.a=a’

Logo a®= b? + ¢,

Porém, a igualdade a®> = b? + ¢?, que ja esta provida de uma leitura
geométrica (relacdo entre as medidas a, b e ¢, dos lados de um triangulo
retdngulo) pode ser mais significativa, sob o ponto de vista geométrico, se
demonstrada via equivaléncia de areas: a area do quadrado construido sobre a
hipotenusa é igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre os

catetos.
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O deslocamento de vértice dos triangulos assinalados,
mantém a area constante. Assim, fazendo o mesmo
raciocinio sobre o quadrado de lado AC, podemos
concluir que a soma das areas dos quadrados
construidos sobre os catetos € igual a area do

quadrado construido sobre a hipotenusa.

Fig. 16 — Relacbes entre areas e o teorema de Pitagoras

E mais, é ainda através dessa leitura geométrica, que se coloca a
natural pergunta: como se relacionam as areas dos quadrados construidos
sobre os lados de um tridngulo que n&o é retangulo?

A desigualdade das areas nesses triangulos pode gerar novas questoes
e conjeturas, a partir das quais pode-se deduzir a lei dos cossenos. Dessa
forma, o processo de aprendizagem aproxima-se do processo de criacdo em

Matematica, conforme comentado anteriormente.

Segundo exemplo: Equacdes de grau dois e a fun¢cdo quadrética

O estudo das equagbes de grau dois e das fungdes quadraticas
usualmente aparece nos livros de 82 série (do ensino fundamental) ou de 1°
ano (do ensino médio). Entretanto, estes conteudos sao, muitas vezes, tratados
de forma isolada, sendo apresentadas inicialmente as equacgdes e, somente
quando o estudo de equacgdes chega ao fim, é que é apresentada a fungéo.

Porém, resolver a equagdo a.x*> + b.x + ¢ = 0, é equivalente a determinar
para que valores de x a fungdo y = a.x> + b.x + ¢ é igual a zero. Ou ainda, trata-
se de determinar a(s) coordenada(s) x do(s) ponto(s) em que o grafico da
funcao corta o eixo das abscissas.

Se tais tépicos ndo fossem trabalhados de forma isolada, a discussao

sobre o nimero de raizes da equagdo a.x* + b.x + ¢ = 0, passaria também a ter
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uma leitura geométrica, onde a existéncia de raizes corresponderia a pontos de

interseccao do grafico da fungdo com o eixo x, conforme a figura 17.

a /by , c) .t

) \\l“ y \ y \ . /
\ / \_/ /
\ /.

X = K
7

a) a equacgao possui duas raizes reais e distintas
b) a equacgéo possui duas raizes reais e iguais

C) a equagao nao possui raizes reais

Fig. 17 — Discusséo sobre as raizes da equagao de grau 2

Ainda é interessante observar que, apesar das equacgdes e funcdes
quadraticas aparecerem em livros de 82 série e de 1° ano, a definicdo
geométrica da parabola — conjunto dos pontos do plano que se mantém a igual
distancia de um dado ponto F (o foco) e de uma dada reta r (a diretriz),
conforme a figura 18 — quando encontrada, figura apenas em livros de 3° ano
do ensino médio. Assim, o grafico da funcdo quadratica € usualmente chamado

de “parabola” sem maiores explicagoes.

r

Fig. 18 — Definigdo geométrica da parabola

Entretanto, € a definigho geométrica que da origem a equacédo e
significado ao nome da curva'®, tornando o grafico de y = x? especial, na familia

de fungbes y = x" com n par.

® Uma situagao por mim vivenciada, inUmeras vezes em sala de aula, ao discutir sobre como é
o grafico das fungdes seno e co-seno, é a de alunos afirmarem que séo varias “parabolas”,

umas cbncavas para cima e outras céncavas para baixo.
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Contudo, a partir da definigdo geométrica e do conceito algébrico de reta
tangente a curva, uma propriedade interessante poderia ser explorada: a
reflexdo de um raio paralelo ao eixo da parabola passa por seu foco.

A demonstragcdo da propriedade enunciada acima, requer argumentos
algébricos (equacado da reta, equagao da parabola, coeficiente angular,...) e
geométricos (angulos, bissetriz, reta tangente...). Portanto, é através da
interagdo entre esses dominios, que podemos compreender a propriedade que

nos ajuda a entender o funcionamento de uma antena parabdlica.

gixo

diretriz

reta tangente T

Fig. 19 — Propriedade da parabola

A partir da definicdo geométrica é possivel mostrar que, no
sistema de coordenadas escolhido na figura 19, a parabola tem

como equagéo y = ax?, sendo a > 0, F(O, %) e diretriz y = —i.
a a

Definindo reta tangente a parabola no ponto (x., y,), como a reta
que tem inclinagéo 2.a.x, e que passa pelo ponto (x., Y¥,), pode-se
mostrar que a reta que contém os pontos F e Q é perpendicular a
reta tangente.

Do perpendicularismo das retas, vem que a reta tangente é
bissetriz do angulo P, no tridngulo isésceles FPQ, e entdo
podemos afirmar que a = .

Usando o principio segundo o qual, quando um raio incide sobre
uma superficie refletora, o dngulo de incidéncia é igual ao angulo
de reflexdo, temos que a reflexdo de um raio paralelo ao eixo da

parabola passa por seu foco.
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Terceiro exemplo: As equacdes na geometria analitica

No ensino médio, a geometria analitica € a parte da Matematica onde,
através do sistema de coordenadas, a geometria e a algebra deveriam se
integrar naturalmente. Nesse estudo, seria muito interessante que os alunos, ja
tendo uma representacdo geométrica do problema a ser resolvido, fossem
freqientemente provocados a fazer a escolha do sistema de coordenadas,
entendendo que uma dada escolha pode facilitar ou dificultar a resolucéo do
problema. Esta agdo possui grande valor formativo, pois resgata o propdésito da
geometria analitica: resolver algebricamente um problema de natureza
geomeétrica. Entretanto, na maior parte das vezes, o sistema de coordenadas é
a primeira parte feita no desenho.

A aprendizagem da geometria analitica seria mais significativa se os
alunos fossem provocados a raciocinar tanto da algebra para geometria, como
da geometria pra a algebra. Da algebra para geometria: por exemplo, as
solugdes da equacéao y = 2, deveriam ser entendidas como o conjunto de todos
os pontos do plano cuja segunda coordenada é igual a 2, ou seja, uma reta
paralela ao eixo das abscissas. Da geometria para a algebra: dada uma reta,
escolher um sistema de coordenadas no plano para descrever, através de uma
equacgao, o conjunto dos pontos (X, y) que pertencem a esta reta, como é

mostrado a seguir.

Dada uma reta r (figura 20), vamos escolher um sistema de

coordenadas’® para descrever a reta, através de uma equacgéo

(figura 21).
—~
y
a B
AT X
Fig. 20 — Areta Fig. 21 — Equacio da reta

'® No sistema de coordenadas escolhido, a reta passa pela origem, porém, caso isto nao

ocorra, basta fazer uma translacao de eixos no sistema de coordenadas.
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Da semelhancga dos tridngulos OAB e AO’'B’ vem que P % de

a

onde escrevemos que y =ax.

Uma vez deduzida a equagdao da reta, podemos obter outras
representacdes graficas da mesma ao utilizarmos escalas distintas nos eixos x
e y, conforme a figura 22, onde estdo duas representacdes graficas da reta de

equacaoy = x.

a) Representacgao grafica de y = x com a mesma escala nos eixos x e y.

b) Representacao grafica de y = x com escalas diferentes nos eixos x e y.

Fig. 22 — Representagdes graficas da retay = x

Como podemos observar através do exemplo acima, é fundamental
levar em conta as escalas dos eixos coordenados e ndo somente a inclinagao
geométrica da reta. O coeficiente angular da mesma s6 coincide com a
tangente da inclinagdo geométrica, quando utilizamos uma mesma escala em
ambos os eixos. Portanto, € com a leitura algébrica de taxa de variagdo, que
deve ser interpretado o coeficiente angular'’.

Ainda neste tépico de equagdes, a interagdo entre algebra e geometria
pode fundamentar o estudo completo da equagdo Ax> + By2 + Cxy + Dx + Ey +
F = 0. O ganho no valor formativo advindo dessa discussdo, em comparagao
aos casos pontuais da reta, do circulo e da parabola (aqui bem particular,

apenas y em fungédo de x) € muito grande. Além do entendimento das curvas

' O coeficiente angular da reta que passa por (X1, Y1) € (X2, Y2), com X4 # X, € dado por a =

Yo =W

Xy =X
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que correspondem a essa equacdo, também se apresenta a questdo da
complexidade da equagao em fungao da escolha do sistema de coordenadas,

conforme podemos observar na figura 23.

L

S

a) Equacéao da elipse na posicao padréo centrada na origem: 3x° + 12y2 =46

b) Equacao da elipse transladada: 3x*+ 12y*— 18x — 24y -7 =0
c) Equacao da elipse rotacionada: 15x*— 18xy + 15y°— 92 =0

Fig. 23 — Equacgbes da elipse em diferentes posicoes

Quarto exemplo: perimetros, areas e funcdes

No estudo das fungdes € muito enriquecedor tratar de problemas que
envolvem a geometria. Argumentos geométricos podem ser utilizados para
compreender o comportamento de funcdes. Duas situagbes ilustram estas

possibilidades:

12 situacado: Estudar a variagdo da area de um retangulo, de perimetro
fixo, em fungcdo de um de seus lados.

Se o perimetro do retangulo é P, temos que:

2x+2y =P

x+y=P/2

y=P/2-x ()
A area do retangulo é dada por:

A=xy=x.(P/2-x) (1)

Através dos gréficos das fungées’ (I) e (ll) podemos fazer um

estudo qualitativo dos retangulos de perimetro constante:

®Com softwares como o Winplot, de dominio publico, esses graficos podem ser facilmente

implementados.
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P2

P —
| P16 —
[

P4 Pi2

P4

P2

Fig. 24 — Esbogo dos graficos das fungdes (1) e (Il)

No grafico de (I) vemos que a familia de retdngulos de perimetro
constante ¢ infinita e que existe variagdo na area.

No grafico de (Il) vemos que existe uma area maxima.

E interessante observar que o problema de area maxima pode ser
resolvido na escola, pois trata-se de determinar o ponto de maximo de uma
funcdo quadratica. Entretanto, a resolugdo apresentada a seguir, através da

inferagdo da algebra e da geometria, viabiliza este estudo, mesmo antes do

ensino das fungdes quadraticas.

Transferindo o problema para o dominio geométrico,
representacdo grafica, na figura 24, sugere o “quadrado” como
candidato ao retangulo de area maxima.

A comprovacéo de que realmente, para x = P/4 a fungdo assume

seu maximo, pode ser feita algebricamente.

Se para x = P/4 a area é maxima, entdo A(x) < A(P/4) para todo x

no intervalo [0, P/2].

Porém, x.(P/2 - x) < P/4.(P/2- P/4) <
Px/2 — X* < P/16 <

-X* +Px/2-P/16<0 <
—(*=Px/2+P/16)<0
—(x=P/M4)*<0 < (x—P/M4)?*=20

Como (x — P/4)? é sempre maior ou igual a zero, temos para todo

0<x<P/2 A(x) < A(P/4).

Assim, em x = P/4 a area é maxima.




22 situacao: Estudar a variacdo do perimetro de um retangulo, de area

fixa, em fungdo de um de seus lados.

Se a area do reténgulo é A, temos que:

xy=A—-y=Ak (1)
O perimetro do retangulo é dado por:
P=2x+2y— P=2x+2A/X (1vV)

Observando os gréficos das funcdes™ (Ill) e (IV) podemos fazer

um estudo qualitativo dos retangulos de area constante:

() (V)

¥ P

Y _

"

"y

Fig. 25 — Esboco dos graficos das funcoes (lll) e (V)

No grafico de (lll) vemos que a familia de retangulos de area
constante ¢ infinita e que existe variagdo no perimetro.

No grafico de (IV) vemos que existe um perimetro minimo.

O problema de encontrar o perimetro minimo é dificilmente abordado na
escola, pois sua resolugcdo algébrica utiliza, usualmente, o conceito de
derivada. Entretanto, € interessante reforcar que, conforme comenta Douady
(artigo em inglés, p.174), quando o conhecimento dos alunos em algebra é
ainda insuficiente para dar conta da situagcdo, o apelo para o raciocinio
geométrico pode fazer o aluno avangar no problema. Assim, através da

inferagdo entre os dominios algébrico e geométrico, podemos encontrar o

' Com softwares como o Winplot, de dominio publico, esses graficos podem ser facilmente

implementados.
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retdngulo de perimetro minimo e area constante, de maneira similar a que

apresentamos para o retangulo de area maxima e perimetro constante.

Transferindo o problema para o dominio geométrico, a
representacdo grafica, na figura 25, sugere o “quadrado” como

candidato ao retangulo de perimetro minimo.

A comprovagdo de que, para x = J4, a funcdo assume seu

minimo, pode ser feita algebricamente:
Se P(x) é minimo para x=+/4 , entdo P(x) = P(</4 ) para x > 0.

. 2x*+24 _ 24+24
Porém, >
X JA4

JA (2x*+24)> 4Ax para x> 0 <

para x>0

A - x2—4-4-x+24JA>0 &
-%sz—L4x+AJZZOCD
x2-2JA-x+ 420 =

&—JZYZO
2, . .
Como (x-ﬂ ) & sempre maior ou igual a zero, temos que, para

todo x > 0, P(x) 2 P(/A).

Assim, em x =J4 o perimetro € minimo.

Quinto exemplo: Nimeros complexos e a equacdo x"-1=0

Um numero complexo possui uma representagao algébrica, z = a + b.i
(onde i € a unidade imaginaria e a e b sdo numeros reais) e uma representacao
geométrica, onde é estabelecida uma correspondéncia biunivoca entre os
pontos do plano e cada numero complexo. As duas representacdes aparecem
na escola e nos livros didaticos, porém muitas vezes separadas. Primeiramente
sdo trabalhadas a forma algébrica e as operagdes nessa forma, para somente
depois iniciar o estudo da forma geométrica.

Um estudo apoiado simultaneamente nas duas representacbes daria
mais significado para este conteudo. Se cada numero complexo for

representado por uma seta com origem na origem dos eixos coordenados,
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entdo, na adicdo, pode-se mostrar que a soma de numeros complexos

corresponde a soma dos vetores representados pelas setas.

Im (z)
btdp —— ——— — — — — P
d L B
b4 =T
. C
ol ¢ e’ Re (z)
Fig. 26 — Representacgao vetorial da soma de numeros complexos

Dentro das operacbes poderia se discutir também qual o efeito
geométrico da multiplicagdo. O produto de z pela unidade imaginaria, por
exemplo, equivale a uma rotacdo de 90° de z, em torno da origem no sentido
anti-horario (figura 27). E mais geralmente, o produto de z por qualquer

complexo de modulo 1, gera uma rotagéo de z ao redor da origem.

Z.i

Re (z)

Fig. 27 — Representacdo geométrica de z e z.i

A interacdo entre a forma algébrica e geométrica dos numeros
complexos, ao invés de calculos isolados em cada uma destas representacgdes,
agrega maior valor formativo a este estudo no momento em que coloca o foco
das atividades no pensamento matematico.

Na escola, usualmente sdo poucas as equacdes polinomiais que os
alunos aprendem a resolver: as de grau 1 e 2, as de grau 3 (com uma raiz

conhecida) e as biquadradas. Entretanto, se no estudo de numeros complexos
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forem abordadas as raizes enésimas da unidade, é possivel resolver

geometricamente, uma nova familia de equagdes: X" — 1 = 0.

Dizemos que um numero complexo z é raiz enésima da unidade,
se 2" = 1. Assim, escrevendo os dois lados da igualdade, na forma
trigonometrica obtemos:

[r.(cos 6 +i.sen 6)]' = 1.(cos 0° +i.sen 0°)

I".[cos (nB) + i.sen (nB)] = 1.(cos 0° +i.sen 0°)

De onde vem que:

M -1 {cos (n@)=cos 0°

sen (n@)=sen 0°

Ser" =1, entdo r =1 (pois r é real ndo negativo).

0) = 0°
Se {COS (n8) = cos , entdo n.6 = 0° + k.360°, de onde vem que

sen (n@)=sen 0°

6 = k.360%n, sendo k € {0, 1, 2, ..., n— 1}.

Geometricamente, podemos visualizar as raizes enésimas da unidade
como sendo os veértices de um poligono regular de n lados, inscrito em uma
circunferéncia de raio 1. Como uma das raizes sera sempre a unidade, através
de n -1 rotagbes de 360°n ao redor da origem, a partir do ponto (1, 0),
podemos obter rapidamente as demais raizes. A titulo de ilustracdo, segue um

exemplo.

Uma resolugdo geométrica para a equagéao xX*-1=0.

Como uma raiz é a propria unidade, podemos obter as demais
raizes, através de 5 rotagées de 60° a partir do ponto (1, 0), ao
redor da origem. Assim,

x1=1.(cos 0° +i.sen 0° =1,

B3

X2 = 1.(cos 60° + i.sen 60°) = %+7i,

x3=1.(cos 120° + i.sen 120°) = —%+?i

,X4=1.(cos 180° + i.sen 180°) = -1
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1 3

X5 = 1.(cos 240° + i.sen 240°) = —5—71'

x6= 1.(cos 300° + i.sen 300°) = %-%i

Im (2)

2
|

50°

Re(2)

D=

Fig. 28 — Raizes sextas da unidade

Uma outra conclusao que pode ser obtida da representacdo geométrica
€ que as raizes nao reais ocorrem como veértices simeétricos em relagdo ao eixo

horizontal, de onde concluimos que essas raizes sao duas a duas conjugadas.

Nos exemplos acima, procuramos mostrar que raciocinios de natureza
geométrica podem estar presentes em situagdes, que na escola, sao tratadas
normalmente apenas com raciocinios de natureza algébrica. Essa
predominancia das representagdes algébricas pode ter razdo na presencga de
regras de manipulacdo bem definidas e de procedimentos algoritmicos que
resolvem, as vezes, de forma quase mecanica, as equacgdes. Ja resolucdes
geométricas, de um modo geral, exigem procedimentos de construgéo, para os
quais nao existem regras pré-definidas. Cada novo problema proposto
corresponde a criagdo de uma nova estratégia de resolugéo. Porém, conforme
ja comentamos, na algebra da escola uma representagdo geomeétrica da
significado aos procedimentos algébricos, além de agregar aos conteudos um
maior valor formativo.

Uma outra aproximagao entre a algebra e a geometria que pode ser
trabalhada na escola € na resolugdo qualitativa de sistemas de equacgdes,
através da geometria vetorial. Isto € objeto de detalhamento no préximo

capitulo.
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3. A GEOMETRIA VETORIAL E OS SISTEMAS DE EQUACOES — UMA
PROPOSTA DE INTERVENCAO NA ESCOLA

Neste capitulo sera apresentada uma proposta para a introdugao da
geometria vetorial na escola, dentro do espirito da aproximacado entre
geometria e algebra, de forma a ter-se no conteudo escolar que trata de
sistemas de equagdes um maior valor formativo.

Iniciamos com uma analise sobre como o tdpico de sistemas de
equacbes € trabalhado na escola e trazemos sugestbes sobre como isto
poderia ser feito na escola. Apresentamos cuidadosamente os conteudos que
necessitam ser inseridos no curriculo do ensino médio para viabilizar a
proposta e também sugerimos como adaptar a proposta ao curriculo do ensino
meédio, sendo a sua viabilidade objeto de comprovagao na descrigao e analise
da experiéncia, a ser feita no capitulo 4.

Finalizamos o capitulo com uma analise especial sobre as dificuldades
que os alunos tém com o conceito de vetor, crucial para realizagdo da
proposta. Breves consideragdes sobre o surgimento do conceito de vetor
(século XVII), na época um conceito surpreendente por integrar aspectos
algébrico e geométrico, indicam que o conceito pode apresentar naturais

dificuldades de compreensao por parte dos alunos.

3.1 Como o assunto é tratado na escola

Uma analise de alguns livros didaticos de ensino médio sinaliza que os
sistemas de equacdes lineares sdo estudados usualmente no contexto da
algebra. A resolugéo do sistema é feita segundo a regra de Cramer e também
pelo método do escalonamento. A primeira, além de muito ardua e demorada
na maior parte dos casos, sé permite solucionar sistemas quadrados com unica
solugdo. Além disso, esta regra esta associada a um conjunto de formulas que
exigem do aluno apenas memorizagao. Ja o método do escalonamento, mais
compreensivel nas manipulagées algébricas a serem feitas para transformar

um sistema em outro equivalente mais simples, resolve sistemas gerais m x n.
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Mas, mesmo com este método, as possiveis solucdes do sistema ainda se
apresentam de dificil compreensao para os alunos, pois no geral estado
desprovidas de leitura geométrica, quando se trata de sistemas de trés
variaveis.

Nesta analise de livros didaticos observa-se que a discussao sobre a

existéncia de solugdes aparece de diferentes formas.

e A classificacado do sistema é feita através da regra de Cramer:

Discussio de um sistema nxn com base na regra de Cramer

Discutir um sistema linear de n equacoes com n incognitas € analisi-lo
mediante determinado critério, ¢ concluir se ele ¢ possivel e determinado
possivel e indeterminado ou impossivel

Ji sabemos, pela regra de Cramer, que

Dy [ D D
X = . X = X A o X -
D - D D ; D
As seguintes situacoes podem ocorrer

1"y Quando D # 0, o sistema € possivel e determinado, nio imponando o
valor que cada um dos demais determinantes assuma
M Quando D =0e Dy =D, =D3; = ... = D,y = 0, o sistema ¢ possi-
vel e indeterminado
. ) 0 i 0
Neste caso, (emos x; = o X2 o Ay Xy o€ como

]

sabemos, nio temos como determinar o quociente o

Y

Quando D = 0 e pelo menos um dos demais determinantes ¢ diferente
de zero, o sistema ¢ impossivel

] =
De Fato, quando ocorre - (1€i<n). com D # 0. 0 quociente nao
existe, logo, lica impossivel concluir o cile

Fig. 1 — Livro didatico A

Além de ser apenas um conjunto de regras para que os alunos decorem,
a segunda afirmativa esta incorreta, visto que existem sistemas impossiveis

que atendem a condicdo D = D4 =D, =D3=... = D, = 0. Como, por exemplo, no

x+y+z=1
sistema {2x+2y+2z=2, que na interpretacdo geométrica, fica evidentemente
3x+3y+3z=1

impossivel (visto que se tratam de trés planos paralelos).
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Outra classificagao também feita pela regra de Cramer:

5. Classificacao de um sistema linear

Um sistema linear é classificado de acordo com o niimero de solugdes que ele admite. Se

o sistema admitir pelo menos uma solugao, dizemos que ele é possivel (ou compativel), e se
ndo admitir solugao, dizemos que é impossivel (ou incompativel).

Um sistema possivel é chamado de determinado quando admitir uma tinica solugao, ou

indeterminado quando admitir infinitas solugdes.

Quando estudamos a resolugdo de um sistema linear pela regra de Cramer, vimos que, se

D # 0, o sistema é possivel e determinado, pois apresentava solugao tinica.

No caso em que D = 0, duas situagdes podem ocorrer:

* seodeterminante de alguma das incégnitas for diferente de zero, o sistema é impossivel;
* se todos os determinantes das incégnitas forem nulos, o sistema, se tiver solugdo, serd

indeterminado.

Fig. 2 — Livro didatico B

Novamente um conjunto de

esquema capaz de dar conta da classificagao de todos os sistemas.

regras, com linguagem complicada,
desprovido de significado. Apesar do método apresentado nao conter erros, ele
€ insuficiente para determinar o que acontece quando todos os determinantes
sao nulos, pois como saber se 0 sistema tem ou ndo solugcdo? Além de nao

justificarem o exposto acima, os autores ndao conseguem apresentar um

A classificacao é feita através do método do escalonamento e da

regra de Cramer:

© Discussdo de um sistema

Consideremos novamente o sistema {ax i zy & ?, cuja forma escalonada é:
X +dy=

{ ax+by=e
(ad - bq) - y = (af - ce) (*)

D
ab

c d
Ja vimos que, se D # 0,0 sistema é possivel e determinado e a solucio pode ser obtida
através da Regra de Cramer.
Se D=0, 0 12 membro de (*) se anula. Dependendo do anulamento, ou nao, do 2°
membro de (*), temos SPI ou Sl.

Em geral, sendo D o determinante da matriz incompleta dos coeficientes de um
sistemna linear, temos:

emque D= ‘ € o determinante da matriz incompleta do sistema.

D # 0 — SPD
D=0 — (SPl ou SI)

Esse resultado é vélido para qualquer sistema linear de n equagoes e n incognitas,
n=2

Fig. 3 — Livro didatico C
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Neste caso, a discussao utiliza determinantes e escalonamento.
Inicialmente, calcula-se o determinante da matriz formada pelos coeficientes
das incégnitas. Caso o resultado seja diferente de zero, o sistema admite
solugdo unica, porém se ele é zero, para classificar o sistema é necessario o
escalonamento. Mas, por que entdo nao trabalhar apenas com o

escalonamento, dado que resolve sistemas de ambos os tipos?

Em alguns livros, para os sistemas de duas equagdes e duas incégnitas
aparece um estudo geométrico qualitativo, através da analise das posi¢des
relativas entre duas retas. Mas quando o numero de variaveis é maior do que
dois, a representacdo geométrica usualmente ndo é abordada, sendo comum o
escalonamento ou a regra de Cramer. Neste caso, a resposta € so algébrica:
ao final da resolugdo, os alunos ndo entendem x = 3,y =2 e z = 1, por
exemplo, como o ponto de interseccdo entre 3 planos, afirmando
incessantemente que o sistema possui 3 solugdes. Porém, em um livro de
ensino médio, encontramos a apresentacédo da representacdo geométrica para
sistemas de ordens 2 e 3. No caso 2 x 2 s&o analisadas as posi¢des entre retas

€ no caso 3 x 3 sao analisadas as posicdes entre planos.

cb:Sistemaslineares3 x 3>

Consideremos o sistema:

ax+by+cz =d,
axX+by+cz=d;
a;x + byy + ¢z = dy

de trés equacdes com trés incognitas. Geometricamente, cada uma das equagdes,
nessa ordem, define os planos n,, r, e r,, respectivamente. O terno (x, v, z) & solugao M

desse sistema quando o ponto P(x, y, z) pertence a intersec¢do x, N n; M ®,, OU SEja, Nos sistemas de duas equa-
guando P esta simultaneamente nos trés planos. gbes com duas incdgnitas ti-
Associadas a esse sistema ha duas matrizes: nhamos duas retas no plano.
® b ¢ [a, b, ¢ d] 2;".,‘;""'“'"“"""””'
a; b; ¢ (1) e |3 b ¢ d (2)
(3 bs oy, s by c dyy,

Os vetores-linha da matriz (1) sdo €, = (a,, b, ¢,), €; = (a,, by, ¢;) @ {5 = (as, by, ¢4, e os vetores-linha da matriz
[2)sdo L, = (a,, b, c,, d,), L, = (a;, by, ¢, dy) e Ly = (as, b, ¢y ds), todos nao-nulos.

Possibilidades para as posicdes relativas dos trés planos no espago’

Existem oito possibilidades para as posi¢des relativas dos trés planos, =, R, & My, NO espago.

1* possibilidade: os trés planos coincidem

Neste caso, todos os pontos P(x, y, z) de n, sdo solucbes do sistema, Ha, por-
tanto, infinitas solugdes para o sistema

O sistema & possivel e indeterminado (SPI).

Pode-se provar que isso ocorre quando L,, L, e Ly sdo miltiplos uns dos outros.

Fig. 4 — Livro didatico D
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Porém, o autor ndo explica nem de onde vem a equac¢ao do plano, nem
as afirmagdes que faz ao classificar o sistema. Além disso, apresenta uma
linguagem complicada — “vetor linha da matriz”, “L1, L2, L3 s&o multiplos uns dos
outros” — pois desprovida de maior significado geométrico. E assim seguem os
demais casos com afirmativas que ndo sao justificadas. Desta forma, séo

apenas mais regras para decorar, sendo a apresentagao desnecessaria.

Na préxima secdo exibimos cuidadosamente nossa proposta de
intervengdo na escola — que trata da geometria vetorial e os sistemas de
equacdes — na intengao de trazer para o estudo de sistemas uma leitura repleta
de significado geométrico, agregando assim a esse conteudo, um maior valor

formativo.

3.2 Como poderia ser feito na escola

O objetivo da proposta de introdugcdo da geometria vetorial na escola &
tornar possivel a interpretacdo geométrica de sistemas de equacgdes. No caso
dos sistemas com duas variaveis, as equacdes correspondem a retas no plano.
Ja no caso dos sistemas com trés variaveis, as equacdes devem ser
entendidas como correspondentes a planos no espago. Com esse
entendimento, a resolugdo de um sistema fica provida de leitura geométrica:
existéncia de solugcdes significa existéncia de intersecgdes entre retas ou

planos.

Para fazer um estudo geométrico dos sistemas com trés incognitas é
entdo necessario introduzir a equacgao do plano no ensino médio. Sabemos que
este conceito exige alguns pré-requisitos. Portanto, anteriormente devem ser
abordados conceitos basicos da geometria vetorial, os quais tornardo possivel
a interacdo entre a geometria e algebra, no estudo dos sistemas. A seguir
delineamos de forma breve os conceitos a serem trabalhados na escola, e na

préxima secao apresentamos cuidadosamente estes conceitos.
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Inicialmente é trabalhado o conceito de vetor, ponto crucial para o
desenvolvimento de toda sequéncia de conteudos. Apos o estudo deste
conceito, sdo trabalhadas a soma de vetores e a multiplicagdo de vetor por
escalar no contexto geométrico. Com a introducéo do sistema de coordenadas,
sao deduzidas coordenadas da soma de vetores e da multiplicacdo de vetor
por escalar no contexto algébrico. Através de simples aplicagao do teorema de
Pitagoras, € também deduzida a condi¢do de ortogonalidade de vetores.

A luz da ortogonalidade de vetores, a equacéo da reta ax + by = ¢, passa
a ter uma nova leitura: a equacao corresponde a reta perpendicular ao vetor n
= (a, b) que passa pelo ponto (0, c/b).

O passo seguinte é reconstruir, no espacgo tridimensional, os conceitos
que foram construidos no plano. Além disso, é introduzida a equacéao
paramétrica da reta e, por ultimo, € deduzida a equacdo do plano, também
através da ortogonalidade de vetores.

Desta forma, como uma generalizagdo do que foi feito para a equagao
da reta ax + by = ¢, o conjunto solugdo da equacéo ax + by + cz = d, passa a
ser interpretado como o plano perpendicular ao vetor n = (a, b, ¢) passando
pelo ponto (0, 0, d/c).

Na transposicdo dos topicos da geometria vetorial para uma proposta
que possa ser aplicada ao ensino médio, percebeu-se que alguns assuntos n&o
precisariam ser abordados de forma geral. De inicio o conceito de produto
interno pareceu ser necessario e um grande ganho didatico foi concluir que o
mesmo nao precisaria ser discutido, uma vez que para compreender a equagao
do plano é necessaria apenas a condigdo de ortogonalidade entre vetores.

Resumindo, a sequéncia de conteudos a ser trabalhada seria a seguinte:

e Conceito de vetor e operagdes geométricas (soma, diferenca e
produto por escalar).

e Coordenadas do vetor no plano e operagdes algébricas (soma,
diferenga e produto por escalar).

e Ortogonalidade de vetores e a equacgao da reta no plano.

e Vetores no espago e operagdes (soma, diferenga e produto por
escalar).

¢ A equacéao paramétrica da reta no espaco.
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e Ortogonalidade de vetores e a equagao do plano no espaco.
Feito isso, os alunos estdo prontos para entenderem os sistemas de
equagdes com trés variaveis de forma geométrica, pois trata-se apenas de

posicoes relativas de planos no espaco.

Apesar da proposta apresentada nesta dissertagcdo encerrar com a
analise geométrica qualitativa dos sistemas de trés incognitas, na escola este
estudo de sistemas de equagdes naturalmente avanga na resolugao algébrica,
via o escalonamento que trata de determinar as solugbes numericamente.
Neste caminho percebemos, para o estudo de sistemas, uma aproximacao
qualitativa de natureza geométrica quando se discute a existéncia e quantidade
de solucdes. Ao mesmo tempo, também existe uma aproximacao quantitativa,
de natureza algébrica, quando se buscam as solu¢gdes numeéricas atraves do

processo de escalonamento.

De acordo com as reflexdes apresentadas no capitulo 2, fundamentadas
em trabalhos de Douady (1998), percebemos na interagdo entre dois dominios
— algébrico e o geométrico — uma maneira de contribuir, de forma significativa,
na compreensao da classificacdo dos sistemas, quando se fala em “sistemas
determinados”, “sistemas indeterminados” e “sistemas impossiveis”, sempre
motivo de grande confusao para os alunos. No caso de um sistema que possui
uma unica solugao, permite que esta seja interpretada como um ponto do plano
ou um ponto do espaco®®. No caso dos sistemas que possuem infinitas
solugdes, permite que as mesmas sejam interpretadas como pontos que
determinam ou uma reta ou um plano. No caso dos sistemas impossiveis,
fornece uma justificativa geométrica da inexisténcia de solugdo, dada pelo

paralelismo das retas ou dos planos.

Contudo, é fundamental destacar uma preocupacdo constante que

esteve por tras ao longo da elaboracdo desta proposta, com objetivo de

2 Uma concepgao errada, que usualmente percebia em meus alunos, era confundir a
quantidade de solugbdes com a quantidade de variaveis. Em um sistema que admite, por
exemplo, apenas x = 1, y = 2 e z = 3 como solugédo, muitos alunos afirmavam que o sistema

tinha exatamente trés solucoes.
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contribuir na direcado de um ensino de Matematica com maior valor formativo: a
questdo da demonstragdao. Mesmo sem a utilizagcdo das palavras “teorema” e
‘demonstracao”, sempre houve a preocupacdo de fundamentar e explicar
matematicamente o que estava sendo trabalhado. A razdo dessa escolha
encontra-se apoiada no principio de que quando o aluno estabelece conjeturas
e justificativas, se apropria de um conhecimento matematico de forma mais
significativa, pois ao longo das atividades participa de forma ativa no seu
processo de aprendizagem. A titulo de exemplo, vale a pena observar a
igualdade entre a soma de vetores na forma geométrica e na forma algébrica,
bem como a dedugao da equagao do plano, ndo sendo apenas dito a equagao
€ ax + by + ¢z = d. Assim, os problemas sugeridos tém o foco no pensamento

matematico, e ndo em calculos arduos e exaustivos.

Também ¢é importante destacar que neste trabalho estamos
concentrados nos aspectos estritamente matematicos relativos a este conteudo
que trata de resolugao de sistemas de equagdes. Mas uma pergunta natural a
ser feita é: por que ensinar este conteudo na escola? Aqui entra em questao
uma importante e pertinente discussdo sobre o ensino de Matematica na
escola: a sua aplicabilidade. Isto ndo foi tomado como objeto de discusséo
neste trabalho, ja que nosso foco foi a fundamentacdo matematica da
geometria vetorial passivel de ser trabalhada na escola de modo a ter-se um
entendimento também geométrico dos sistemas de equacdes®'. Quanto aos
conteudos de geometria vetorial, uma aplicabilidade imediata tem-se no ensino
da Fisica escolar, nos diferentes conceitos que se fazem presentes (forga,

velocidade, aceleragéo, etc).

3.3 Os novos conceitos a serem trabalhados na escola

3.3.1 Vetores no plano

2 As aplicagbes da matematica, sempre que possivel, devem ser consideradas.
Neste sentido, para este tépico de sistemas de equagbes, sinalizamos as aplicagdes

apresentadas na Colegdo A Matematica do Ensino Médio — Volume 3)
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Na figura 5, o tridngulo foi transladado da posi¢cao 1 para posigao 2.

Posicdo 2
Posicdo 1 A
A B
B
~

Fig. 5 — Translagéo

Para que possamos compreender o efeito desta translagdo sao suficientes
as seguintes informacgoes:

= a diregcdo segundo a qual a translacao foi feita;

= 0 sentido da translacéo;

= e o comprimento do deslocamento.

Este efeito de translacdo pode ser representado por setas de mesma

diregdo, mesmo sentido e mesmo comprimento, como na figura 6.

Fig. 6 — Setas representantes da translagéo

No conceito de vetor a idéia de comprimento € facilmente entendida. Ja a
compreensao das idéias de direcao e sentido € mais delicada, por isso vamos

discuti-las com mais detalhes.
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Na figura 7, apenas as retas s e t sdo paralelas. r
Assim, as retas r e s definem direcdes distintas. Ja a

reta t possui a mesma direcdo da reta s. Portanto, o

S

conceito de diregao € caracterizado por um conjunto de t
retas paralelas?®. Em outras palavras, um conjunto de Fig. 7 — Conceito de
retas paralelas define uma diregao. diregdo

Agora, consideremos a reta definida pelos pontos A
e B (figura 8). Podemos imaginar um deslocamento
sobre ela em dois sentidos diferentes: o sentido que vai A
de A para B e o sentido que vai de B para A. Assim, Fig. 8 — Conceito de
para uma dada direcao existem dois sentidos. sentido

De forma muito intuitiva podemos entender um vetor como uma colegao de
setas que tem:

= a mesma direc¢ao;

= 0 mesmo sentido;

= € 0 mesmo comprimento.

Portanto, setas que n&o diferem em nenhuma das trés caracteristicas
acima representam o mesmo vetor.

Assim, a idéia de vetor nos conduz a uma cole¢ao de setas tais como:

Fig. 9 — Conceito de vetor

% De uma maneira mais formal, uma direcdo é uma classe de equivaléncia da seguinte relacéo
def

de equivaléncia: duas retas r e s estéo relacionadas < r//s.
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Quando escrevermos v = AB significa que v tem como representante a

seta 4B . Porém, qualquer outra seta com a mesma direcdo, 0 mesmo sentido,

e 0 mesmo comprimento, representa também o mesmo vetor v. Assim, na

figura 9, temos v=AB =CD = EF =..

Um vetor — definido com maior rigor matematico — € uma classe de

equivaléncia da seguinte relagdo de equivaléncia: duas setas 4B e CD estéo

def

relacionadas < o quadrilatero ABDC for paralelogramo (figura 10) ou existir

uma seta EF tal que os quadrilateros ABFE e EFDE sejam paralelogramos

(figura 11).

A _ﬂ_“‘“-ﬂa]
C

Fig. 10 — Setas equivalentes (caso 1)

Fig. 11 — Setas equivalentes (caso 2)

e Operagdes com vetores: sob o ponto de vista geométrico

e Soma de vetores

[0
]

Fig. 12 — Soma de vetores

A soma dos vetores u e v pode ser determinada da seguinte maneira:

escolhemos um ponto A qualquer (figura 12) e com origem nele tragamos uma

seta AB representante do vetor

seta R‘, representante do vetor v. O vetor representado pela seta AC e, por

definicdo, o vetor soma.

u

. Utilizamos a extremidade B, para tracar a
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E importante salientar que a soma u + v dos vetores u e v independe

da escolha de seus representantes, conforme ilustrado na figura 13.

— A
A

: A

Fig. 13 —

/
/%

i+

o

Independéncia dos representantes na soma

e Diferenga de vetores

=4
™

i+(-v)

Fig. 14 — Diferenga de vetores

Se v tem como representante 4B, entdo o oposto de v tem como

representante —v e escrevemos —v=BA .

-

Assim definimos u — v = u + (-

v), operagao representada na figura 14.

¢ Uma releitura da soma e da diferenca de vetores através

de paralelogramos

Observe que os vetores

soma u + v e u — v S3o as

diagonais do paralelogramo

determinado por u e v, conforme

a figura 15.

Fig. 15 — Soma e diferenca de vetores

através de paralelogramos
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e Multiplicagéo de vetor por escalar

2V

Fig. 16 — Multiplicacao de vetor por escalar

Dado um vetor v =0 e um numero real k, multiplicacdo de k por v, é 0
vetor k. v tal que:

a) k. v e v ttm a mesma direcao (isto &, estdo sobre uma mesma reta, ou

sobre retas paralelas)

b) k. v € v ttm o0 mesmo sentido se k >0 e k. v e v tém sentidos contrarios

se k <0.
c) o comprimento de k. v é igual ao comprimento de v multiplicado por | k| .

-

Obs. Sek =0 ou v =6, entdo k. v =0

e As coordenadas de um vetor

O vetor v é representado por diferentes setas no plano cartesiano.

o
bl
b

Fig. 17 — Coordenadas de um vetor (caso 1)

Dentre elas, destacamos a seta 55, que fica determinada pelas

coordenadas de sua extremidade P.
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As coordenadas do ponto P(X, y) s&o definidas como as coordenadas do

vetor ;, e escrevemos v = (x, y). Essa escolha se torna muito natural, pois nela
esta toda informacdo do efeito de translacdo que é armazenado no par de
coordenadas (x ,y) do vetor: a primeira coordenada indica translagao paralela
ao eixo “ox” (para direita, se a coordenada é positiva, e para esquerda, se a
coordenada é negativa); a segunda coordenada indica a translagao paralela ao
eixo “oy” (para cima, se a coordenada é positiva, e para baixo, se a coordenada
€ negativa).

Assim, quando v = AB, determinar as coordenadas de v, € o0 mesmo

—_—

que determinar as coordenadas do ponto P tal que AB = OP.

v Er%, )

Al ) Pl o)

.——J// I
0 X 0] x x X

Fig. 18 — Coordenadas de um vetor (caso 2)

Da congruéncia dos triangulos sombreados na figura 18 vem que:

x,=x,=x,-x,<x,-0=x,-x, &x,=x,-x, €
yp—xo:xb—ya<:>xp—0:xb—ya S X, =X,- Y,

Assim \7 = (Xp — Xa, Yo— Ya)-

e Operagdes com vetores: sob o ponto de vista algébrico

e Soma de vetores

¥

¥

O

Fig. 19 — Soma de vetores em coordenadas
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Se u = (x1, y1) € e (X2, y2), da congruéncia dos tridangulos sombreados

na figura 19, vemque: x, - x, =x, & x,=x,+x, € y, -y, =y, <y, =y +),

Podemos provar que o mesmo ocorre inclusive se as coordenadas de u

€ v nao sao estritamente positivas.

Assim, se u = (X1, y1) e v = (X2, y2) entéao U+ v

(X1 + X2, Y1+ Y2).

Multiplicagédo de vetor por escalar

Se v = (X1, Y1) e k € IR, vejamos como encontrar as coordenadas de kv.

1°caso: k>0

Da semelhancga dos triangulos representados na figura 20.1 vem que:

k-v X,
= &
Vv X
k'V yp
— =" s
vV Vi

k|- v x,
_ — |K|
S < x, =k|lx,
k|- v
=22 ey, [,
V| 1

%

Fig. 20.1 — Produto de vetor por

escalar em coordenadas (caso 1)

Como k > 0, temos que [k| =k, entdo x, =k.x, € y, =k.y,.

2°casok <0

Da semelhancga dos triangulos representados na figura 20.2 vem que:

k-v‘ _
‘ xl’

Akl

’ - X
— = &S —=—27
V X v X
/m?‘ _ k-H _
=, K-,
v B4 % Vi

S x, = —|k|.x1

<V, = _|k|-y1

Yy A

=}

P Yo

Fig. 20.2 — Produto de vetor por

escalar em coordenadas (caso 2)

Como k < 0 temos que || =-keentdo x, =k.x, e y, =k.y,.

Observagao: Se k =0 ou y = (0, 0) temos que k.v = (0, 0),

Assim, se y = (x4, y1) entéo K.v = (K.x1, K.y1).
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e Ortogonalidade de vetores e a equagao da reta

PE{C' d)
a, b
P,@. b)
0
Fig.21 — Ortogonalidade de vetores

Se os vetores u = O—P1 =(a, b) e v = O—P2 = (c, d), representados na
figura 21, s&o ortogonais, entdo o triangulo OP+P; é retangulo em O.

Calculando as medidas dos lados do triangulo OP4P,, obtemos:

PiP2 =y(a—c)* +(b—d)>
P1P3=\/a2+b2
P2P3=\/02 +d2
Aplicando o teorema de Pitagoras, obtemos:
2 2 2
(\/(a—c)z +(b—d)2) = (Ja2 +b2) +(\/02 +d2)
a’ —2ac+c’ +b* =2bd+d* =a* +b* +c* +d*
a’ =2ac+c’+b*> =2bd+d* —a* -b>—c*—d* =0

—2ac—-2bd =0
ac+bd =0

Seu = (a,b)e v = (c, d) sdo ortogonais, entdo a.c + b.d =0.

Através da ortogonalidade de vetores também € possivel descrevermos

as coordenadas de todos os pontos de uma reta.
Assim como por um ponto P, passam infinitas retas, dado um vetor "
existem infinitas retas ortogonais a n. Entretanto, dado um ponto P, e um vetor

n = (a, b), existe uma unica reta que passa por P, e € ortogonal a n, conforme

podemos ver na figura 22.
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X

Fig. 22 — Reta passando por P, e ortogonal a n

Um ponto P(x, y) pertence a reta r se e somente se os vetores n = (a, b)

e ﬁ = (X - Xo, Y - Yo) forem ortogonais.

Fig. 23 — Ortogonalidade e a equagao da reta

Da ortogonalidade de n = (a,b) e ﬁ = (X - Xo, ¥ - Yo) VEM quUE:
a(x - Xo) + b(y - yo) =0

ax+by=ax,+Db.y,

Como a.x, + b.y, é constante, podemos escrever ax + by = c.

Assim, a equagado ax + by = c, representa uma reta que passa pelo

ponto (0, c/b) e é ortogonal ao vetor n = (a, b). Com esta leitura, € possivel
estudar de forma qualitativa os sistemas de duas equagdes e duas incognitas.

2x+y=1
A titulo de ilustragéo, vejamos a classificagao do sistema Y :
4x+2y=-3

A primeira equacgao representa uma reta ortogonal ao vetor m = (2, 1)

que passa por (0, 1). A segunda equacgao representa uma reta que é ortogonal

ao vetor rZ = (4, 2) e passa por (0, -3/2).
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\

Fig. 24 — Resolucao geométrica qualitativa no plano

3.3.2 Vetores no espaco

Os vetores n1 e n, tém a

mesma direcao e, portanto as
retas também tém a mesma
diregdo. Elas s&o distintas,
pois interceptam o eixo das
ordenadas em pontos
diferentes. Assim, ndo existe
nenhum ponto (x, y) que
pertenca as duas retas e,
portanto, o0 sistema nao

admite solugao.

e Sistema de coordenadas no espaco e as coordenadas de um vetor

E um sistema de coordenadas formado por trés eixos OX, OY e OZ,

ortogonais e com a mesma origem O (figura 25). Com este sistema, é possivel

associar a cada ponto do espag¢o uma tripla (X, y, z) de numeros reais.

~— y

Fig. 25 — Sistema de coordenadas no espago

Vejamos como localizar no sistema de coordenadas o ponto P(1, 2, 3):
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E ) P F
20
1o
g |0
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207 AT T2
3.9~ -1g D '

T «

Fig. 26 — Representagao do ponto P(1, 2, 3)

Marcamos os pontos A(1, 0, 0), B(0, 2, 0) e C(0, 0, 3) sobre os eixos X, y
e z, respectivamente. Na interseccao da reta paralela ao eixo x, passando pelo
ponto B, com a reta paralela ao eixo y, passando pelo ponto A, obtemos o
ponto D(1, 2, 0). Na interseccdo da reta paralela ao eixo x, passando pelo
ponto C, com a reta paralela ao eixo z, passando pelo ponto A, obtemos o
ponto E(1, 0, 3). Na intersec¢cdo da reta paralela ao eixo y, passando pelo
ponto C, com a reta paralela ao eixo z, passando pelo ponto B, obtemos o
ponto F(0, 2, 3). Na interseccédo da reta perpendicular ao plano xy passando
por D, com a reta perpendicular ao plano xz passando por E, e com a reta

perpendicular ao plano yz, passando por F, obtemos o ponto P(1, 2, 3).

No espaco, o vetor v também pode ser representado por diferentes

setas.

Fig.27 — Coordenadas de um vetor no espago (caso 1)
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De forma analoga a que acontece no plano, as coordenadas de v s80
as coordenadas da extremidade da seta com origem em (0, 0, 0), (conforme a
figura 27).

—

Assim, as coordenadas de v = 4B, s&o iguais as coordenadas do ponto

P tal que AB = OP, como na figura 28.

B 0. Yo. Zb)

P — ¥a, Yo — Ya, Zb— Za)

Fig.28 — Coordenadas de um vetor no espaco (caso 2)

Podemos mostrar que, de forma similar a que ocorre no plano, as

coordenadas de v S&0 (Xp — Xa, Yo — Ya, Zb — Za).

A soma de vetores e a multiplicagcao de vetor por escalar também podem
ser realizadas de forma analoga a que faziamos no plano. Isto é, se u = (x4,

y1,z1) e ; = (X2, Yo, Zz) entao l_/; + ; = (X1 + Xo, Y1+ VYo, 21 % 22) e k. 11 = (k.X1,

k.y1 ,k.Z1 )

e A equacio da reta no espaco:

r

.o—U

/'P/
v

Tz T

Fia. 29 — Reta passando por P, com direcdo dada por v
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Dado o ponto Py(Xo, Yo, Zo) € O vetor v = (a, b, c), existe uma unica reta que
passa por P, e tem direcdo dada por v (figura 29).
Um ponto P(x, y, z) vai estar na reta se e somente se OoP = O—Pob+t-;, com

t € IR, conforme a figura 30.

Assim, temos:
(X, ¥, Z) = (Xo, Yo» Zo) + 1. (@, b, C)
(X, ¥, Z) = (Xo, Yor Zo) + (t.a, t.b, t.C)
(X, ¥, Z) = (%ot t.a, yot t.b, Zo+ t.C)

xX=x,+ta

De ondevem que <y =y, +tb,

z=z,+1c

para todo te IR. Fig. 30 — A equagéo vetorial da reta

As equagdes acima sdo chamadas de equagdes paramétricas da retar.

e Ortogonalidade de vetores e a equagao do plano:

De modo similar ao que fizemos no plano, podemos no espago concluir

que v = (x1, y1, Z1) € w = (X2, Y2, Z2) s@o ortogonais se e somente se XXz + y1y>
+ z1zp = 0. Para demonstrar a condicdo de ortogonalidade, vamos utilizar
distancia entre dois pontos no espaco, que pode ser obtida através de duas
aplicagdes do teorema de Pitagoras.

Vejamos como determinar a distancia entre os pontos P1(x1, y1, 21) €

Pa(X2, Y2, Z2).
z Aplicando o teorema de Pitagoras no

T 7 T triangulo MNP, temos:

T (MP:)? = (NP+)2 + (MNY?

(MP+1)? = (X2 - x1)*+ (y2 - y)* (1)
Aplicando o teorema de Pitagoras no

y triangulo MP1P, temos:
x (P1 P2)* = (MP1)* + (MP2)°

Fig. 31 — Distancia entre dois pontos (P1 P2)? = (MP1)* + (zo — z1)* (1)
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Substituindo (I) em (ll) obtemos:
(P1 P2)* = (xo - x1)*+ (Y2 - Y + (22 — z1)?

P1P2=\/(xz _xl)z +(, _y1)2 +(z, _21)2

Considere agora dois vetores u = (X1, Y1, Z1) € v = (X2, Y2, Z2) ortogonais,

conforme a figura 32.

Py (0.¥022) L Z

~

/P' By 2}
x / \ ':Ir

Fig. 32 — Ortogonalidade de vetores no espago

Da ortogonalidade de uev vem que o triangulo P1O P, é retangulo em
P,. Aplicando o teorema de Pitagoras temos:
(P1P2)* = (OP)* + (OPy)’

Substituindo as distancias obtemos:

O T e e I S R SRbty |

Xo? = 2X1Xg + X2 + Yo© — 2y1yo + Yi© + 25° — 22425 + 217 = XePHy P Hz PPy P4 2,7

— 2X1Xo — 2y1y2 —272122=0 — X1Xo + VYo + 2122 = 0.

Através da ortogonalidade de vetores também é possivel descrevermos

as coordenadas de todos os pontos de um plano.

Fig. 33 — Planos que passam por P, ) o~
Fig. 34 — Planos ortogonais a n
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Dado um ponto Py, existem infinitos planos que o contém (figura 33).

Dado um vetor Z, existem infinitos planos que s&o ortogonais a n (figura 34).

Porém, dado um ponto Py € um vetor n, existe um unico plano que é ortogonal

an passando por P, (figura 35).

Fig. 35 — Plano passando por P, e ortogonal ao vetor n

Um ponto P(x, y, z) pertence ao plano se e somente se os vetores ﬁ e

sao ortogonais, como na figura 36.

S

'L

Pn: [EES A h

7 M {a.be)y
Pixy.z) ‘_,.I""’, b

Fig. 36 — A equagéo do plano

Da ortogonalidade de n = (a,b,c)e
ﬁ =(X=Xo, Y — Yo, Z—Z,) temos:
a.(X-Xo) +b.(y-yo)+c.(z-2,)=0
ax—axo+by—-by,+cz-cz,=0

ax + by + cz = ax, + by, + €z,

Como ax, + by,+ cz, é constante,
podemos escrever ax + by + cz = d.
Assim, a equagao a.x + b.y + c.z=d,
representa um plano que passa pelo

ponto (0, O, d/c) e é ortogonal ao

vetor n = (a, b, c).

Com esta leitura, € possivel estudar de forma qualitativa os sistemas de

duas equacgdes e trés incognitas. A titulo de ilustragéo, vejamos a classificagéo

qualitativa geométrica do sistema {

2x+y+3z=1
x+05y+1,5z=3
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A equacédo 2x +y + 3z = 1 representa
um plano que passa por (0, 0, 1/3) e é Z
ortogonal ao vetor n = (2, 1, 3). A equagao x
+ 0,5y + 1,5z = 3 representa um plano que
passa por (0, 0, 2) e & ortogonal ao vetor n=

(1, 1/2, 3/2). Como os vetores tém a mesma

diregdo, os planos também tém mesma
diregdo (ortogonal a dos vetores), e como

interceptam o eixo z em pontos diferentes,

nao podem ser coincidentes. Assim, o0s X

planos sdo paralelos e o sistema ndo admite | Fig- 37 — Resolucéo geométrica qualitativa

~ no espaco
solucgao. pac

3.4 Adaptacédo da proposta ao programa do Ensino Médio

Um dos principais objetivos de nossa proposta € que os alunos tenham,
através da geometria vetorial, ferramentas para analisar geometricamente os
sistemas lineares que envolvam duas ou trés incégnitas, agregando assim a
esse estudo, um maior valor formativo. Dessa forma, o ideal é aplica-la antes
do estudo dos sistemas lineares.

Usualmente os topicos que antecedem o estudo de sistemas sao as
matrizes e os determinantes. O estudo que é proposto sobre estes assuntos,
por alguns livros didaticos, € realmente uma manipulagdo algébrica (muitas
vezes até numeérica) envolvendo operagbées com matrizes, matriz transposta,
matriz inversa, matriz simétrica, matriz anti-simétrica, determinantes de ordem
n, propriedades dos determinantes e etc. Os exercicios apresentados exigem
apenas a repeticdo dos argumentos utilizados nos exercicios resolvidos.
Quanto aos sistemas lineares, em muitos casos, € feito um estudo desprovido
da sua representagdo geométrica, diferente do que € sugerido nas orientagdes

curriculares para o ensino médio (2006)%;

% Esse documento retoma a discussdo dos Parametros Curriculares Nacionais do
Ensino Médio, aprofundando a compreensao, apontando e desenvolvendo indicativos de modo

a oferecer alternativas didatico-pedagdgicas para a organizagao do trabalho pedagdgico.
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“No estudo de sistemas de equacgées, além de trabalhar a técnica
de resolugéo de sistemas, é recomendavel colocar a algebra sob
o olhar da geometria. (p.77)”

Na anadlise de alguns livros didaticos de Ensino Médio utilizados em
escolas, encontramos freqlientemente a disposi¢cao de capitulos e conteudos,

como a que foi retirada de um destes livros e apresentada a seguir:

]_{:aplhllu?—Estudndasrnalriau

1. Intradugio ...
2. Definiglo.... - =
3 Represantaq&u g-enerlr.a de uma matrlz ..........
4. Matriz quadrada.... P
5.Matrizt-riangu1ar.....
. Matriz Fagonal ... oot
T Matriz idertidade
B. Matriz nula ..........
9. Igualdade de MBLTIZES ... s s
10. Adigic de matrizes ..
11. Subtragdo de matrizes.....
12. Multiplicagio de um nimero real pur uma mat
13. Matriz transposta de uma matriz dada...
14, Multiplicagao de matrizes .
15, Matriz inversa de uma matrlz dada...
16. Equagies matriciais ..

| Capitulo 8 - Determinantes 162 |

1. Introdugds ...
2. Determina nte de matnz quadradu de nrdem 1 e

1. Determinante de matriz quadrada de ordem 2 ...
4, Determinante de matriz quadruda de ordem 3 ...
5. Propriedades dos determinantes ...
6. Regra de Chio ..
7. Teorema de Laplaca
8. Justificativas das proprmdada-ﬁ dos data-n-mnantes

9. Célculo da matriz inversa usando matriz adjunra

| Capitulo 9 - Sistemas lineares

1. Intredugdo ...
2.Equagtes lineares ... =
3. Aigualdade ax = b, cum |n¢;ognrta real x, a E l?-. e bER.
4, Sistemas de equagdes lineares... T
5, Sisternas lineares 2 X 2...
&, Sistemnas lineares 3 X 3- .
7. Escalonaments de sistemas lineares
B. Sistermas lineares equivalentes ...
9. Discussiio de um sistema linaar....
10. Rescluglo de sistemas pela regra
11. Sistemas lineares homogéneos ..o
12. Sistemas linearesn X n,na=d.....
13, IntrodugE0 & ProgramBgao [IMBEF ... e LR T

Fig. 38 — Livro didatico E
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Nas orientagdes curriculares para o ensino médio (2006), quanto as
questdes de conteudos, é sugerido priorizar as idéias matematicas no lugar de

férmulas e regras de memorizagéao.

“Sugestées quanto a forma de ftrabalhar os conteudos
acompanham o detalhamento sempre que possivel, destacando-
se o valor formativo agregado e descartando-se as exigéncias de
memorizagdo, as apresentagbes de ‘regras’ desprovidas de
explicagbes, a resolugéo de exercicios repetitivos de ‘fixacdo’ ou a

aplicacéo direta de formulas (p.70).”

Para o estudo de sistemas lineares, os determinantes s&o utilizados com
frequéncia apenas na regra de Cramer (que sO pode ser aplicada em sistemas
quadrados de solugdo unica). Como no mesmo documento € sugerido o
abandono de tal regra, este estudo acaba ficando dispensado. Nas palavras

dos autores:

“Quanto a resolugdo de sistemas de equagdo 3 X 3, a regra de
Cramer deve ser abandonada, pois € um procedimento custoso
(no geral, apresentado sem demonstragéo, e, portanto de pouco
significado para o aluno), que s6 permite resolver os sistemas
quadrados com solugdo unica. Dessa forma, fica também

dispensado o estudo de determinantes (p.78).”

Entdo, no lugar do estudo de determinantes, poderia se fazer o estudo
dos vetores. Assim, o conceito de vetor, que no ensino médio vem sendo
explorado apenas na Fisica, deixaria de ser tdo amarrado aos conceitos de

forga, velocidade e aceleragao, conforme referido no mesmo documento.

“E desejével, também, que o professor de Matemética aborde
com seus alunos o conceito de vetor, tanto do ponto de vista
geomeétrico (cole¢do dos segmentos orientados de mesmo
comprimento, dire¢do e sentido) quanto algébrico (caracterizado

pelas suas coordenadas). Em particular, é importante relacionar
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as operagbes executadas com coordenadas (soma multiplicagdo
por escalar) com seu significado geomeétrico. A inclusdo da nogéo
de vetor nos temas abordados nas aulas de matematica viria a
corrigir a distor¢gdo causada pelo fato de que é um tdpico de
matematica importante, mas que esta presente no ensino medio

somente nas aulas de Fisica (p.77).”

Com a introdugao da geometria vetorial é possivel agregar ao estudo de
sistemas um maior valor formativo. Assim, alunos seriam capazes de fazer uma
leitura geométrica das equacgbes do sistema, bem como de sua solugdo
(quando existir). Aléem disso, a capacidade de argumentar e de deduzir &
exigida quando se prioriza 0 pensamento matematico em detrimento dos
célculos arduos e exaustivos.

E das Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (2006) que
tomamos a expressao “valor formativo”, e pela sua importancia no contexto do

nosso trabalho, merece ser esclarecida:

‘A forma de trabalhar os contetudos deve sempre agregar um
valor formativo no que diz respeito ao desenvolvimento do
pensamento matematico. Isso significa colocar os alunos em um
processo de aprendizagem que valorize o raciocinio matematico —
nos aspectos de formular questbes, perguntar-se sobre a
existéncia de solugdo, estabelecer hipoteses e tirar conclusées,
apresentar exemplos e contra-exemplos, generalizar situagées,
abstrair  regularidades, criar modelos, argumentar com

fundamentacéo l6gico-dedutiva (p.69).”

Assim, com a implementagdo da nova proposta, teriamos os seguintes

assuntos distribuidos nos seguintes capitulos:

Capitulo A — Vetores
a.1) A definigdo de vetor
a.2) As operagdes com o vetor geométrico

a.3) As coordenadas do vetor
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a.4) As operagdes com o vetor algébrico
a.5) A ortogonalidade de vetores

a.6) A equacao da reta

a.7) As coordenadas e os vetores no espago
a.8) A equacao da reta no espacgo

a.9) A equacgao do plano

Capitulo B — Sistemas Lineares e Matrizes
b.1) Resolugao de sistemas lineares por escalonamento
b.2) Matrizes e sistemas lineares

b.3) Operagdes com matrizes

As sugestdes para adaptar a proposta ao ensino médio foram
subsidiadas por realizacdo de experiéncia e analise dos resultados obtidos, que

sao objeto de detalhamento no préximo capitulo.

3.5 Consideracdes sobre as dificuldades de aprendizagem do conceito de

vetor

Iniciamos essa segdo com breves consideragdes sobre o surgimento
conceito de vetor (século XVII, na época um conceito surpreendente por
integrar aspectos algébrico e geométrico), sinalizando que o conceito pode
apresentar naturais dificuldades de compreensao por parte dos alunos.

Segundo Crowe (1967), a adicdo de vetores, cujos primeiros indicios
apareciam na Grécia antiga, ja era utilizada para velocidades e forgas na Fisica
nos séculos XVI e XVII. Entretanto, até o final do século XIX n&o havia
nenhuma teoria ou conjunto de regras bem definidas que pudéssemos chamar
de algebra linear.

Na tentativa de conectar algebra e geometria e legitimar o conjunto dos
numeros complexos, alguns matematicos, especialmente nos séculos XVII e
XVIIl, comegaram a desenvolver um sistema de representacdo geométrica, que

originou os métodos da analise vetorial.
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Em 1831 Gauss® (1777 — 1855), com grande propriedade, apresentou
um sistema de representacdo geométrica que legitimou o conjunto dos
complexos. No entanto, o primeiro sistema de representagéo vetorial, em trés
dimensdes, so foi criado na década seguinte.

Contudo, importantes idéias conduziram a construcdo da analise
vetorial. Dentre elas, destacamos a apresentada por Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646 — 1716), numa carta datada de 8 de setembro de 1679 para Christian
Huygens (1629 — 1695), onde discute sobre a possibilidade de criar um sistema
que servisse como um método direto para analise espacial. Nas palavras de

Leibniz?:

“Eu ainda ndo estou satisfeito com a algebra porque ela ndo nos
da o método mais curto ou as mais belas construgbes na
geometria. Esta é a razo pela qual eu acredito que, tanto quanto
a geometria é concebida, nos ainda precisamos de uma outra
analise que seja distintivamente geométrica ou linear e na qual
sefa expressa a posi¢cdo [situs] diretamente como a algebra
expressa magnitudes diretamente. Estou enviando a vocé um

ensaio que me parece importante”.

Neste ensaio, contido na carta de Leibniz, ele descreve sua descoberta.

“Eu descobri certos elementos com uma nova caracteristica
inteiramente diferente da algebra e que tera grandes vantagens
em representagcdo para mente, exatamente e de uma maneira
acreditavel por sua natureza, mesmo sem figuras tudo dependera
de um senso de percepcdo. Algebra é a caracteristica para

numeros indeterminados ou magnitudes somente, mas, néo

% pode-se dizer que pelo menos cinco matematicos, trabalhando de forma

independente, descobriram e publicaram a representacdo geomeétrica dos niumeros complexos:
Wessel, Gauss, Argand, Warren e Mourey.
% Na transcrigdo dos trechos da carta de Leibniz estamos tomando como referéncia

CROWE, M. A history of Vector Analysis, University of Notre Dame Press, London, 1967.
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expressa posigdo, angulos ou direcdo de movimento. Portanto é
dificil analisar as propriedades de uma figura pelo calculo, e é
ainda mais dificil conseguir constru¢bes e demonstragbes
geomeétlricas convenientes, mesmo quando o calculo algébrico
esta completo. Mas, esta nova caracteristica, que segue figuras
visuais, ndo pode falhar em dar a solugdo, a construgdo
geomeétrica e a demonstragdo, tudo ao mesmo tempo, e de um

modo natural em uma analise”.

Embora os detalhes de sua idéia nunca tenham sido totalmente
trabalhados, Leibniz conseguiu realizar os primeiros avangos nessa diregao,
tornando-se o precursor da primeira analise vetorial.

Como podemos perceber, a analise vetorial, muito recente na histéria da
Matematica, traz uma nova maneira de representar entidades geométricas
através da algebra. Entretanto, o objeto matematico que estd sendo
representado, muitas vezes, possui uma série de significados que nao sao

perceptiveis de imediato na sua representagéo, como no conceito de vetor.

Como ja afirmamos, este conceito é ponto crucial da proposta
apresentada nesta dissertagdo. Portanto, uma analise sobre as dificuldades

cognitivas envolvendo o assunto se justifica e € o que faremos a seguir.

No artigo “What do mathematics and physics teacheares think that
students will find difficult? A challenge to accepted practices of teaching” de
Anna Poynter e David Tall, encontramos consideracdes sobre a diferencga entre
o desenvolvimento do conceito de vetor, o qual é considerado como forga e
aceleracao na Fisica e como translacdo em Matematica. Sdo apresentados os
problemas cognitivos que surgem com tais abordagens e testada uma nova
abordagem para o conceito de vetor, focada no efeito fisico da translagao.

Neste artigo encontramos uma andlise de dois professores de
Matematica e dois professores de Fisica sobre um questionario (que ja havia

sido respondido por alunos) apontando, em suas concepgdes, quais
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dificuldades que os alunos poderiam encontrar. Muito do previsto se confirmou

na andlise das respostas dos alunos. As questdes eram as seguintes®:

(i) Na figura o triangulo foi movimentado da posigéo A para a posicéo B.
Como vocé pode representar a translagao do triangulo? Vocé pode representar
um vetor comegando na origem (0, 0), o qual representara a translagdo do
triangulo de A para B? Se possivel, mostre no desenho. Vocé pode representar
um vetor, ndo comegando na origem e nao tocando em nenhum dos triangulos,

que represente a translacao de A para B? Se possivel mostre no desenho.

kéé

Fig. 39 — Questao (i)

Desempenho dos alunos: conforme previsto pelos professores, os
alunos mostraram falta de flexibilidade para desenhar a seta comegando em
qualquer ponto. Em alguns casos, usaram a decomposi¢ao horizontal e vertical
para desenhar os triangulos em outras posig¢des (figura 40), confundindo o
movimento de translagdo com o objeto a ser transladado. Além disso, outro
equivoco frequente foi ndo indicar o sentido da seta, construindo apenas um

segmento (figura 41).

% Na tradugdo das questdbes manteve-se a palavra vetor embora nos desenhos
tenham-se setas representantes dos vetores. Nos comentarios sobre o desempenho dos

alunos tivemos o cuidado no uso das palavras: seta, setas equivalentes e vetor.
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A
,-X
How can you represent the translation of the triangle?
(x )
4

Fig. 41 — Solugao de aluno B

Fig. 40 — Solugéo de aluno A

(i) Adicione os vetores

7

Fig. 42 — Questao (ii)

Desempenho dos alunos: conforme previsto pelos professores de
Matematica, alguns alunos desenharam uma seta juntando o final da primeira
seta com o inicio da segunda seta (como se fosse preencher parte de um
caminho) e entdo o vetor soma seria representado pela seta destacada na
figura abaixo. Novamente falta de desenvoltura para trabalhar com setas

equivalentes.

N TN <

Fig. 43 — Solugao de aluno C
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(iii) Adicione os vetores

Fig. 44 — Questao (iii)

Desempenho dos alunos:

Como os professores de Matematica comentaram, neste exercicio
alunos desenharam a origem de uma das setas na extremidade da outra,
porém nao representaram a soma (3° lado do triangulo), como na figura abaixo.
O que pode sinalizar que os alunos nao estdo entendendo a operacao de

soma, para eles somar dois vetores € colocar um seta seguida da outra.

Fig. 45 — Solugao de aluno D

Outro tipo de equivoco cometido pelos alunos foi inverter o sentido de
um dos vetores e representar a soma como o terceiro lado de um triangulo,
indicado por “~b + a” ou “a — b”. Acredito que, pela posicdo em que as setas
estavam, os alunos tenham pensado que esta seria a unica forma de somar os
vetores (inverter o sentido de um para depois soma-lo ao outro). O que indica
novamente uma dificuldade dos alunos em trabalhar com setas equivalentes

(como se desenho dado nao pudesse ser alterado).

“b+A 2 a-g

———

Fig. 46 — Solugao de aluno E
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Ainda sobre este problema, os autores comentaram que somente um
dos trinta e quatro alunos que responderam ao questionario aplicou a regra do

paralelogramo, contrariando as expectativas dos professores de Fisica.

(iv) Adicione os vetores

Fig. 47 — questéo (iv)

Desempenho dos alunos:
Neste caso, um erro frequente foi considerar a soma como o terceiro
lado de um tridngulo (como na figura abaixo), pois o0 conceito de setas

equivalentes nao foi compreendido.

____}.“_-

Fig. 48 — Solugédo de aluno F

Sumarizando, os alunos nao tém a idéia de vetor como um conjunto de
setas equivalentes que guardam a informacdo de diregcdo, sentido e
comprimento. Recorrentemente eles ndo conseguem desenhar uma seta
equivalente a uma seta dada de modo a conseguir realizar a operagao de
soma.

Segundo os autores, para que os alunos compreendam o conceito de
vetor como conjunto de setas equivalentes, a transformacgao translagado pode
ser bastante adequada. Porém, é importante que o foco ndo esteja sobre a
transformacao de translagcdo, mas sim em seu efeito fisico. No momento em
que tal efeito é incorporado, a transformagao pode ser representada através
de uma seta com um comprimento, uma diregdo e um sentido. A escolha

particular da seta nao importa, ndo precisando estar fixada ao objeto
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transladado. Qualquer seta de mesmo tamanho, direcéo e sentido produzira o

mesmo efeito, ou seja, sera representante do mesmo vetor.
Assim, o conceito de vetor AB (colecdo de todas as setas que tém o

mesmo modulo, a mesma diregdo € o mesmo sentido E) passa a ser
iluminado de um significado: representacado do efeito fisico de uma translagao.
Em um esquema coerente de construcdo de significados, a soma de dois
vetores € um terceiro vetor que tem o mesmo efeito fisico que a combinacao de
um dos vetores seguido do outro. O vetor soma é representado por qualquer
seta cujo comprimento, a dire¢cdo, e o sentido s&o obtidos pela regra do
triangulo ou do paralelogramo, as quais sao colocadas como visbes diferentes
de uma mesma idéia. Neste mesmo contexto, a comutatividade da adigao de
vetores livres fica evidente, conforme apontam os autores do artigo.

Nas palavras dos autores:

“Uma possivel solugdo seria tentar construir o essencial
significado matematico de ‘vetor livre 27 e entdo aplica-lo & adigdo
de vetores em diferentes contextos, de forma que as leis do
paralelogramo e do triangulo e a adicdo de componentes de
vetores sejam todas vistas como diferentes aspectos do mesmo
conceito.” (2005, p.132)

Na sequéncia sugerida acima (translagao, efeito fisico, representagao
via seta, setas equivalentes, vetor e operagdes), a transicdo da seta para o
vetor é extremamente importante e deve ser muito pensada. E fundamental
que o aluno consiga diferenciar vetor e seta, pois €& impraticavel tentar
compreender um objeto matematico sem distingui-lo de sua representagao.
Sao inumeras as situacbes em que percebemos que esta atividade se impde
presente na aprendizagem de Matematica: no numero e no simbolo que o
representa, em uma fungdo e em seu grafico (ou sua lei), em uma reta e no
tracado de sua figura, em um vetor e em sua seta representante. E ainda mais
agravante, conforme ja comentamos, quando a representagdo armazena

muitas informacgdes que nao sao perceptiveis de imediato.

" No sentido de mobilidade de setas equivalentes.
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Em Castro (2001) temos um outro trabalho voltado para o entendimento
das dificuldades enfrentadas pelos alunos na aprendizagem do conceito de
vetor. Usando o referencial tedrico de Duval (apud Castro), o trabalho classifica
os diferentes registros de representacéo de vetores no plano e no espago:

-simbdlico: sdo os registros que fazem uso de n—uplas e combinagdes
lineares.

-figural: é o registro dado no desenho da “seta”, um representante da
classe de equivaléncia que define o vetor.

-lingua natural: é a palavra “vetor”

A partir desta classificagdo, a autora projetou e implementou uma
sequéncia didatica, junto a alunos universitarios que estavam cursando ou ja
tinham cursado a disciplina de “Geometria Analitica e Vetores”, visando
promover o aprendizado destes conteudos através da articulagdo dos

diferentes registros do conceito de vetor.

Ao evidenciar os diferentes registros de representagédo - o figural, o
simbdlico, o da lingua natural — temos em Duval uma importante contribuicdo
para o entendimento de dificuldades que acompanham os alunos nos seus

processos de aprendizagem. Nas palavras deste autor:

‘O ponto comum a grande maioria dos bloqueios dos alunos,
quaisquer que sejam o0s dominios de atividade matematica e
qualquer que seja o nivel de curriculo, é a incapacidade de converter
a representagdo de um objeto em outra representagdo do mesmo
objeto.” (p.13)

As palavras de Duval destacam a importancia de trabalhar-se com os
alunos os diferentes registros sob os quais se apresenta o conhecimento
matematico. Vemos nos “registros de representacédo” de Duval uma estreita
relagdo com a “interagdo de dominios geométrico e algébrico” da proposta de
Douady, referida no capitulo 2. Diriamos que o registro figural esta fortemente
associado ao dominio geométrico, enquanto que o registro simbdlico esta

fortemente associado ao dominio algébrico.
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Esta sinalizacao de dificuldades relativas ao aprendizado do conceito de
vetor bem como a importancia da interagdo entre diferentes registros, ou de
outra forma, entre diferentes dominios nos momentos de aprendizagem, véo
subsidiar a nossa concepg¢ao e realizacdo da situacdo didatica em que

pretendemos colocar os sistemas de equagdes sob o olhar da geometria.
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4. A CONCEPCAO DA SITUACAO DIDATICA E A REALIZACAO DA
EXPERIENCIA

Neste capitulo nos concentramos: no processo de concepg¢ao da
situagcdo didatica para implementar uma sequUéncia de atividades sobre
geometria vetorial e sistemas de equacdes; no relato e analise da experiéncia
visando a validagdo da situacdo didatica proposta, desta forma procurando

responder a questao norteadora enunciada na introdugao desta dissertagao.

Iniciamos o capitulo com a descricdo da metodologia de investigagcao
que se constitui como Engenharia Didatica. Descrevemos o cenario onde a
experiéncia foi realizada e para cada um dos encontros trazemos um registro
de expectativas, ao qual segue-se uma analise do desenrolar da experiéncia

através das diferentes atividades propostas.

Também discutimos o dinamico processo de construgao da sequéncia
de atividades. Vale registrar que iniciamos a experiéncia com uma proposta de
situacdo didatica pré-definida, com justificativas baseadas em uma analise a
priori, a qual foi se readequando, em fungao da analise a posteriori que sempre
acompanhou o desenrolar da experiéncia, em cada um dos seus encontros.
Isto nos conduziu a uma primeira reconstrugdo da sequéncia de atividades, no
préprio momento de realizagdo da experiéncia. Ao final da experiéncia, uma
segunda reconstru¢do da proposta se apresentou como necessaria para,
entdo, afinar a relagdo entre o conteudo eleito como objeto de ensino e o
tempo necessario para o seu aprendizado. Também como parte desta segunda
reconstrucdo, desenvolvemos o objeto de aprendizagem?® “Vetores e

Operacbes”, com o proposito de trazer um recurso que é facilitador da

2 E um pequeno software, voltado para um conteudo especifico, com recursos de
interagdo que facilitam o aprendizado através de manipulagdo direta de animacdes e/ou

simulagées na tela do computador.
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aprendizagem, por ter-se no dinamismo das animagdes/simulagdes a

veiculagao dos conceitos.

4.1 Sobre a metodologia de investigacéo

A experiéncia se constitui como uma Engenharia Didatica. Segundo
Artigue (1996), a nocao de Engenharia Didatica teve origem em didatica da
Matematica, no inicio da década de 1980, inspirada no trabalho de um
engenheiro, que para realizar um projeto necessita de um solido conhecimento
cientifico de seu dominio, mas também se submete a enfrentar problemas
praticos, os quais a ciéncia ndo quer ou ainda nao é capaz de se encarregar.

A Engenharia Didatica foi criada para atender a duas questdes: as
relagdes entre a pesquisa e a agao no sistema de ensino; e o papel que se
convém reservar para as realizagbes didaticas entre as metodologias de
pesquisa. Portanto, através dessa dupla fungcéo, a Engenharia Didatica viabiliza
o desenvolvimento de producdes para o ensino de Matematica derivadas ou
baseadas em resultados de pesquisa, e também se designa como uma

metodologia especifica de pesquisa, baseada em experiéncias de sala de aula.

“Efetivamente, é com essa dupla funcdo que a nocdo de
engenharia didatica traga seu caminho no edificio didatico,
chegando a designar, ao mesmo tempo, produgbdes realizadas
para o ensino na sequiéncia de investigacbes que fazem apelo a
metodologias externas a sala de aula, e uma metodologia de

investigagao cientifica.” (Artigue, 1996, p.196)

Na procura de respostas referentes a questdes sobre o ensino e
aprendizagem da Matematica, a Engenharia Didatica viabiliza implementar a
investigac&o na sala de aula:

“A engenharia didatica, vista como metodologia de investigagéao,
caracteriza-se antes de mais nada por um esquema experimental

baseado em ‘realizagées didaticas” em sala de aula, o que quer
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dizer, sobre a concepgédo, a realizagcdo, a observagdo e a analise

de seqléncias de ensino.” (Artigue, 1996, p.196)

Na Engenharia Didatica a investigagado se organiza em quatro fases:

— a fase 1: das analises preliminares.

— a fase 2: da concepg¢ao da situacdo didatica, analise a priori e
formulacéo de hipoteses.

— a fase 3: da experimentacao

- a fase 4 : da analise a posteriori.

A seguir descrevemos estas fases em contexto mais geral e no contexto

deste trabalho.

4.1.1 Analise Preliminar

Esta primeira fase da Engenharia consiste na busca de subsidios para o
tratamento do problema. Segundo Artigue (1996), alguns aspectos
considerados nessa fase sdo: analise epistemoldgica dos conteudos visados
pelo ensino; analise do ensino habitual e dos seus efeitos; analise das
concepgdes dos alunos, das dificuldades e obstaculos que marcam sua
evolucdo e a analise de restricbes presentes nas realizacdes didaticas.

No contexto desse trabalho, a fase da analise preliminar se apresenta
em diferentes momentos: no capitulo 2, isto ocorre na procura de naturais
aproximacodes entre algebra e geometria que poderiam ser feitas na escola,
através de exemplos tomados da histéria e de exemplos que tratam de
conteudos presentes nos programas escolares; no capitulo 3, isto ocorre na
analise sobre como o assunto de sistemas é tratado na escola — com poucas
explicacbes e muitas regras — bem como na analise das dificuldades que os

alunos tém com o conceito de vetor?’.

4.1.2 Concepc¢édo da situacdo didatica, analise a priori e formulacdo de

hipoteses

? Ver nas secdes 3.1 e 3.5, respectivamente.
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Na fase 2 sdo feitas as escolhas didaticas que supdem-se pertinentes
para enfrentar o problema. Estas escolhas orientam a concepgao da situagao
didatica, a qual se faz acompanhar de uma analise a priori. A analise a priori,
de uma maneira preditiva, descreve de que forma a sequéncia de atividades
pode contribuir para a construcdo do conhecimento relativo aos conteudos
escolhidos. A concepgao da situagao didatica culmina com a formulagcado de

uma hipotese a ser validada no desenrolar da experimentacao.

No contexto desse trabalho, a concepgdo da situagdo didatica se

constitui nos seguintes aspectos:

a) A concepgéao da situacao didatica quanto ao aspecto de conteudos

Como parte da analise preliminar, escolhemos os conteudos que seriam
necessarios inserir na escola para que os alunos compreendessem a equagao
do plano, detalhados na seg¢ao 3.3. Conforme la relatamos, um grande ganho
foi concluir que o produto interno de vetores (que de inicio apresentou-se
inevitavel) ndo precisaria ser trabalhado com os alunos, uma vez que para
compreender a equagao do plano basta a condicdo de ortogonalidade de
vetores.

Levando em consideragao as analises preliminares feitas nos capitulos 2
e 3, em particular a escolha dos conteudos que deveriam ser inseridos na
escola, elaboramos o material didatico para a realizagdo da experiéncia,
constituido de duas partes: uma tedrica e uma de atividades*®. Tendo como
intengdo a participacdo ativa dos alunos no processo de construgdo do
conhecimento, organizamos o material, para cada encontro, na seguinte forma:
uma parte tedrica relativa aos novos conteudos a serem trabalhados, mas com
partes a serem completadas pelos alunos ao longo do momento de discusséao
em grande grupo; uma parte de atividades a serem trabalhadas pelos alunos
nos momentos de discussdo em pequenos grupos31. Este tipo de material se

justifica na proposta de uma implementagédo de situagdo didatica em que os

%0 Esse material esta disponibilizado em sua integra no Anexo 2.
¥ Na elaboragao da sequéncia de atividades tomamos como principal referéncia

TERRACHER, P., FERACHOGLOU R., Math Seconde, Hachette Education, Paris 1994.
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alunos dedicam a maior parte do tempo para a discussao dos novos conceitos,

livres da preocupacao de ficar “copiando a aula“.

b) concepcéo da situagédo didatica quanto ao aspecto da organizagao
didatica.

A realizagdo didatica foi projetada de forma a contemplar, em cada
encontro, dois momentos:

— 0 primeiro momento onde, através de uma discussdo em grande
grupo, sao trabalhados os novos conceitos ou sao feitas sistematizagdes da
discussao das questdes mais relevantes da sequéncia de atividades;

— 0 segundo momento onde, através das discussbes em pequenos
grupos, os alunos resolvem atividades com foco principal nas idéias
matematicas e ndo nos calculos arduos e exaustivos, nisso colocando-se

sempre como relevante o valor formativo agregado a cada atividade proposta.

c) formulagao da hipotese de investigagéo.

Apresentamos como hipotese a ser testada ao longo do desenrolar da
experiéncia: através da geometria vetorial € possivel desenvolver, na
escola, o topico de sistema de equacdes, de forma a ter-se nele agregado
um maior valor formativo.

Esta hipotese sera colocada sob validacdo no desenrolar da experiéncia,
através do confronto de analises a priori e a posteriori que acompanham o0s
diferentes encontros que compdéem a implementagcdo da situacado didatica

projetada.

4.1.3 Experimentacéo, andlise a posteriori e validagéo

A experimentagcdo corresponde ao momento de implementar a
investigacdo na sala de aula. A partir dos dados obtidos nessa etapa, se
fundamenta a analise a posteriori da sequéncia de atividades. Segundo Artigue
(1996, p.208), as observagdes nas segdes de ensino e também nas produgdes
realizadas pelos alunos, na sala de aula ou fora dela, sdo as principais

ferramentas na elaboracdo dessa andlise. E no confronto direto da anélise a
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priori com a analise a posteriori que se da a validagdo das hipoteses
formuladas na fase 2.

No contexto deste trabalho, a fase 3 encontra-se na secgédo seguinte,
com o relato da experiéncia e analise a posteriori das atividades mais

significativas, e na secgao 4.3, na validagado da hipétese de investigagao.

4.2 A experiéncia acompanhada de andlises a priori e a posteriori

A experiéncia foi realizada no Colégio Provincia de Sao Pedro, uma
instituicdo privada de ensino de Porto Alegre, na turma 201 do 2° ano do
Ensino Médio, no periodo de 14 de novembro a 01 de dezembro de 2006. A
turma era composta por 29 alunos, na faixa etaria de 16 a 17 anos, distribuidos
entre 14 meninas e 15 meninos. As aulas ocorreram nas tercas-feiras, em
periodo de 100 minutos (das 7h 45 min as 9h 25 min), e nas sextas-feiras, em
periodo de 100 minutos (das 10h 30 min as 12h 10 min), num total de 7

encontros.

Nessa escola, as salas de aula do Ensino Médio possuem grandes
mesas retangulares (e ndo mesas escolares convencionais), que acomodam 0s
alunos em duplas. Todas as mesas ficam dispostas no “formato da letra u”. Um
dos objetivos da escola, ao utilizar essa disposigédo, € possibilitar um maior
entrosamento entre professores e alunos. Assim, os alunos ja estao habituados
a discutir e trabalhar em grupo, o que vem ao encontro dos objetivos e
expectativas delineados na concepg¢ao da situagao didatica na secao anterior.
Outra importante particularidade da escola ¢é ter, para cada disciplina, além do
professor titular, também um professor auxiliar, que participa de algumas aulas.
O professor auxiliar ajuda no atendimento de duvidas dos alunos nos
momentos em que sado realizadas as atividades em pequenos grupos, e

também presta atendimento aos alunos em certos horarios extra-classe.

Diversos motivos conduziram a escolha da turma 201 para a realizagao
da experiéncia, dentre eles: ser uma turma sob nossa responsabilidade desde
o inicio do ano, portanto com um contrato didatico ja definido e estabelecido;

ser uma turma, no geral, muito receptiva as atividades propostas ao longo das
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aulas de Matematica; ter-se em todas as aulas previstas para a experiéncia a
presenca da professora auxiliar; apresentar autonomia e um ritmo de
aprendizagem bastante homogéneo, com poucos casos de alunos exigindo
muitas orientagdes para a realizagdo das atividades. Com esta escolha da
turma procuramos minimizar as inUmeras variaveis que se fazem presentes
nas situagdes didaticas, de forma a termos sob foco de analise, sobretudo, a
validacao do material didatico a ser nosso produto final, nisso dependendo de
implementagdo em uma situagdo real de sala de aula, no nosso caso, com
algumas caracteristicas diferenciadas, e que sabemos, nem sempre se fazem

presentes no dia-a-dia dos professores de Matematica.

No relato da experiéncia buscamos evidenciar, para cada um dos sete
encontros, o0s objetivos e expectativas gerais, bem como os diferentes
momentos que foram contemplados — intervencao do professor, discussdao em
grande grupo, discussdao em pequenos grupos — conforme previsto na
concepcao da situagao didatica.

Decidimos apresentar no relato, de forma conjunta, as analises a priori e
a posteriori de cada atividade, desta forma procurando deixar mais claro o
desenrolar da experiéncia, principalmente quanto aos ajustes didaticos que
foram se fazendo necessarios para bem atender os ritmos de aprendizagem
dos alunos.

Inicialmente organizamos a sequéncia de atividades para 6 encontros, o
que na fase da experimentacdo se mostrou uma expectativa acima do que

seria viavel*?

. Dificilmente o professor espera até o final de uma experiéncia
para analisar os seus resultados, e desta forma, na nossa experiéncia as
propostas de trabalho para cada novo encontro foram readaptadas através de
um refinamento da andlise a priori ja feita: as dificuldades dos alunos
detectadas em cada analise a posteriori contribuiram para uma primeira
reconstrugcdo da sequéncia de atividades (ao longo de sua implementagéao),
retroagindo sobre toda a Engenharia. Neste sentido Gravina (2001, p.116) fala
sobre a importancia de estar-se atento as atitudes dos alunos nao previstas

para a fase da experimentacao.

%2 Uma analise a priori da primeira versao é apresentada de forma breve no anexo 1.
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“No decorrer da seqliéncia de atividades também podem surgir
dificuldades e obstaculos nédo previstos na analise preliminar.
Nessas condicbes faz-se necessaria a reformulacéo e
reestruturagdo da engenharia didatica proposta, entdo tomada
como uma primeira aproximagao para a superagao das
dificuldades apontadas na analise preliminar e com estratégia de
ataque explicitada na anélise a priori. E uma metodologia de
carater dialético: o proprio desenrolar da experimentacdo
retroage sobre a engenharia concebida.”

Para cada encontro foram escolhidas as atividades® que julgamos mais
significativas no sentido de mostrar, via confronto de analise a priori € anéalise a
posteriori, a pertinéncia da atividade proposta quanto provocagdo para

construcao de conhecimento por parte do aluno.
4.2.1 Encontro 1l

Objetivos e expectativas gerais

No primeiro encontro o objetivo principal era a apropriagéo, por parte dos
alunos, do conceito de vetor e das operacdes de soma e multiplicagao por
escalar, no dominio geométrico. A grande expectativa era de que, com a
resolucdo das atividades propostas, a ser feita apdés o momento inicial de
discussao coletiva, os alunos tivessem clareza quanto a diferenca de
significados associados as palavras “vetor” e “seta”, e que, desta forma,
operassem corretamente com vetores na forma geométrica. O material usado

neste encontro esta no Anexo 2 em “Encontro 1.

Momento de discussdo em grande grupo: o conceito de vetor e as

operacdes no dominio geométrico

A descricdo da transformacgao de translagdo aplicada a triangulo foi o

ponto de partida da discussdo, com foco na construgdo do conceito de vetor.

BA numeracao das atividades respeita aquela do material que se encontra no Anexo
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Com diferentes perguntas provocativas, o professor* tratou de colocar em
evidéncia a necessidade de conhecer-se um comprimento, uma direcdo e um
sentido, para bem descrever o movimento de translagdo. Assim, a uma dada
seta foram atribuidos os significados destas trés informag¢des. Destacou-se,
com muita énfase, que setas de mesmo comprimento, mesma direcdo e o
mesmo sentido descrevem uma mesma translagao e, assim foi apresentado,
neste primeiro momento, o conceito de vetor como sendo uma colecéo de
setas de mesmo comprimento, dire¢ao e sentido.

Tendo sempre presente a importancia do valor formativo agregado em
cada momento de aprendizagem, avangamos com o conceito de vetor com o
proposito de nao deixar duvidas quanto a leitura matematica da idéia de
sentido — introduzimos, através de paralelogramos, a relacédo de “AB e CD
setas equivalentes”.

Também foi a transformacéo de translagao que motivou a discussao da

definicdo de soma de vetores, pois a translacdo de um objeto segundo o vetor
u + v é equivalente a duas translagbes sucessivas do mesmo objeto: uma

segundo o vetor u, e a outra, segundo o vetor v.
Ainda neste primeiro encontro foi discutida a operacdo de multiplicagao
por escalar “k”, tendo-se cuidado de trazer para analise os dois casos — “K”

positivo e “k” negativo.

Momento de discussdo em pequenos grupos

Atividade 1: Fazer a translagdo do triangulo abaixo segundo cada

uma das setas indicadas na figura:

Fig. 1 — Atividade 1 (Encontro 1)

* Ao longo do relato, ao mencionar “o professor” estamos nos referindo ao autor desta

dissertagao.
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Analise a priori: a atividade se apresenta com uma cuidadosa escolha
de setas, com diferentes comprimentos, diferentes direcbes e diferentes

sentidos. O conceito de vetor € o pano de fundo nessa atividade, dai ter-se: as
setas GH e EF como representantes de um mesmo vetor, portanto

produzindo o mesmo efeito de translagao; as setas EF e IJ somente com 0s
sentidos opostos, portanto produzindo efeitos simétricos na translagao.

Andlise a posteriori: os alunos, em numero significativo, apresentaram
dificuldades com o conceito de translagdo. Muitos solicitaram a ajuda do

professor.

1) Fazer a translagio do triingulo segundo cada uma das setas, indicado em

"L_—)A
L
=

cada caso a seta que foi usada:

/]

Fig. 2 — Solucao de aluno A (Atividade 1/ Encontro 1)

Um dos erros frequentes, registrado na figura 2 que documenta a
solugédo de um aluno, foi desenhar o tridngulo transladado na extremidade das
setas. Este erro sinaliza que os alunos estao atribuindo, até com coeréncia, um
certo significado a seta, mas totalmente dissociado do significado matematico
debatido no momento de discussao coletiva. Ou seja, o erro sinaliza, além da
incompreensao da translacdo, uma falta de mobilidade de setas, conforme
previsto na seccdo 3.5 do capitulo 3, onde foram discutidas as dificuldades

cognitivas em relacédo ao conceito de vetor.
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Atividade 2: Identifique na figura abaixo, outras setas que sao

—_— — —

representantes dos vetores dados pelas setas AC, 4B, BC e AD.

Fig. 3 — Atividade 2 (Encontro 1)

Analise a priori: esta atividade visa provocar uma clara diferenciagao
entre os conceitos de segmento e seta (“segmento orientado”), pois cabe ao
aluno fazer as escolhas de setas equivalentes, especialmente no que diz
respeito a ter o “mesmo sentido”. As idéias de “mesmo comprimento”, via
congruéncia de segmentos, e de “mesma dire¢do”, via paralelismo de retas,
sao geometricamente mais visiveis para os alunos, e, portanto mais
compreensiveis; diferentemente da idéia de sentido, registrada visualmente
como o simbolo.

Analise a posteriori: nesta atividade os alunos n&o apresentaram
maiores dificuldades de compreensdo, pois restrita ao conceito de vetor
(diferentemente da anterior onde deveriam trabalhar com “vetor” e

“transformacéo de translagdo”). Porém, muitos ndo deram atengédo ao sentido

da seta, escrevendo AD = FC no lugar de AD = 57, fazendo-se necessaria
uma intervencao do professor. Este comportamento dos alunos ndo € motivo
de surpresa, pois conforme apontado na secg¢ao 3.5, a questdo do sentido
sempre € motivo de confusao para os alunos, que estao habituados a trabalhar

somente com segmentos.
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Atividade 3: A figura abaixo é obtida através da jungdo de trés
hexagonos regulares. Quantos vetores distintos os lados destes poligonos

determinam?

Fig. 4 — Atividade 3 (Encontro 1)

Analise a priori: tem-se na atividade, novamente, a exigéncia de
diferenciar segmento e seta. Mas diferentemente da anterior, nesta atividade
devem ser identificados todos os vetores que estdo representados em uma
figura geométrica. Além disto, a identificacdo das diferentes diregcbes exigem
maior atencdo dos alunos, pois 0s segmentos paralelos ndo se encontram em
posicao tao conhecida para os alunos, como aqueles que se apresentam na
figura da atividade anterior (que sugere um prisma triangular reto). E a
identificacdo de pares de segmentos paralelos, junto com os dois sentidos
possiveis, que vai responder a pergunta: espera-se que os alunos contem a
quantidade de dire¢des definidas e multipliquem a mesma por dois.

Analise a posteriori: a grande maioria da turma resolveu a atividade
corretamente, com interessantes momentos de discussdo em pequenos
grupos. Grupos que foram atendidos pelo professor em suas dificuldades na
atividade anterior, nesta atividade se mostraram bastante seguros com o
conceito de vetor. Diferentes solugbes foram apresentadas.

Foi interessante observar a discussdo entre dois grupos, na
confrontagdo de argumentos de validagdo de suas solugdes, pois ficou muito
evidente a construcédo do conceito de vetor por parte dos alunos.

O primeiro grupo, conforme previsto na analise a priori, observando que
os lados eram todos de mesmo comprimento, contou primeiro as dire¢des
distintas definidas por estes lados (no caso 3) e multiplicou esse numero por 2,
ja que dada uma diregao existem 2 sentidos. Esta resolugao, feita por um dos

alunos do grupo, esta registrada na figura 5.
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3) A figura abaixo é obtida através da jungiio de trés hexdgonos regulares.
Quapntos vetores distintos os lados destes poligonos determinam?

%

Fig. 5 — Solugéo de aluno A (Atividade 3/ Encontro 1)

O segundo grupo inicialmente contou 12 setas representantes de
vetores distintos. Desenharam setas ao longo dos lados de um hexagono, no
sentido horario, obtendo assim 6 setas representantes de vetores diferentes.
Fizeram o mesmo para outro sentido (conforme apresentado na figura 6 na
resolugdo de um dos alunos). Porém, durante a discussdo com o outro grupo

perceberam que as 6 setas obtidas seriam equivalentes as 6 setas
anteriormente representadas.

3) A figura abaixo ¢é obtida através da jung@o de trés hexdgonos regulares.

Quantos vetores distintos os lados destE poligonos determinam?

Eo SR
i

Fig. 6 — Solugéo de aluno B (Atividade 3/ Encontro 1)

Atividade 6: Encontre na figura abaixo, sem acrescentar novos
pontos, um representante do vetor que ¢é igual a:

L]

I a)D_E'+E=
b) 4B + AD =

c) AD + EF =

Fig. 7 - Atividade 6 (Encontro 1)
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Analise a priori: esta atividade visa provocar a operacdo de soma de
vetores com setas representantes em diferentes situagdes, encerrando
diferentes niveis de complexidade. No item (a) as setas representantes dos
vetores sao consecutivas, com extremidade de uma delas coincidindo com a
origem da outra; no item (b) as duas setas representantes tém mesma origem;
ja no item (c) as setas representantes ndo tém pontos em comum.

Os diferentes niveis provocam a realizacdo de soma via resultante de
setas consecutivas, via diagonal do paralelogramo e, por ultimo, via construgéo
de setas equivalentes, para entdo determinar a seta resultante representante
do vetor soma. Esta atividade, diferentemente das anteriores, exige a
construcao de setas equivalentes, e de forma provocativa solicita que o vetor
soma seja representado por seta que faz uso de pontos que ja estéo na figura.

Analise a posteriori: Esta é a primeira atividade sobre soma de vetores.
Através das resolugbes e perguntas de um numero significativo de alunos,
constatamos que a soma de vetores nao ficou bem compreendida para boa
parte do grupo. Neste momento de discussdo em pequenos grupos, muitos
alunos mostraram a idéia de que a soma de dois vetores € dada pelo terceiro
lado de um tridngulo formado pelas duas setas iniciais, sem qualquer atencao
ao significado do sentido dado no simbolo “seta”, conforme documentado na
resolugao apresentada na figura 8, aspecto este também referido na analise de

dificuldades da secao 3.5.

6) Encontre na figura abaixo, sem acrescentar novos pontos, um representante

do vetor que € igual a:

2,
S|
NS
+
]

Fig. 8 - Solugao de aluno A (Atividade 6/ Encontro 1)
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Mas também registramos resolugdes de varios alunos onde o vetor
soma foi determinado corretamente, via uma seta representante atendendo a
solicitacdo de ser dada através de pontos que ja estavam na figura. Nestas
solugdes, exemplificadas na figura 9, com registro de produgédo de um aluno,
detectamos um pleno controle dos conceitos de vetor e de soma de vetores,
tendo-se nestes casos uma plena correspondéncia de atitudes previstas para
os alunos, na analise a priori, € aquelas efetivamente apresentadas na analise

a posteriori.

6) Encontre na figura abaixo, sem acrescentar novos pontos, um representante

do vetor que € igual a:

+ ,F_‘ If[ | '\;
' <Y 1
)
A7\
a) DB + BA b) 4B + AD ¢) AD + EF
3 -4 —
A\ D AE AL

Fig. 9 — Solugéo de aluno B (Atividade 6/ Encontro 1)

Ainda como parte da analise a posteriori, registramos que no decorrer do
trabalho em pequenos grupos, constatamos que seria interessante propor um
item (d) de maior nivel de complexidade, a saber: ter-se as setas
representantes dos dois vetores, a serem somados, com as extremidades
coincidentes. Vale ressaltar que nosso proposito ndo € simplesmente criar
complicagbes para o aluno, mas sim, provoca-lo para o pleno entendimento do
significado da expressdo “seta representante do vetor’. Este entendimento,
com certeza, se reflete na versatilidade do aluno em criar setas representantes
equivalentes de forma a bem operar com os vetores, mesmo em situacao tao

atipica como esta pensada para um adicional item (d).
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Neste primeiro encontro, a grande maioria dos alunos n&o chegou a
terminar a lista de atividades proposta. O trabalho em sala de aula encerrou, no

geral, em torno da atividade 7.

Resumindo o Encontro 1

Considerando que estavamos dando inicio ao estudo da geometria
vetorial, reconhecemos de imediato a nossa pretensdo, um tanto exagerada,
quanto ao conteudo que pretendiamos trabalhar neste primeiro dia: conceito de
vetor, soma e multiplicagdo por escalar sob o ponto de vista geométrico. Com
esta proposta inicial, muito dos 100 minutos do encontro foram dedicados ao
momento de discussado coletiva. Ao final da discussdo do conceito de soma
geométrica de vetores, os alunos comegaram a se mostrar cansados e
dispersos, comportamento que se revela no crescente volume de ruido das
conversas “paralelas”,

Além da complexidade do conceito de vetor e do necessario dominio
para entdo bem operar com vetores, os alunos foram bastante exigidos, tanto
no momento de discussao coletiva quanto de discussédo em pequenos grupos,
nas solicitagdes de apresentacdo de explicagbes. E no caso, explicacdes
envolvendo sobretudo raciocinios matematicos que nao faziam uso de qualquer
célculo numérico, uma atitude que também foi colocada como objeto de
desenvolvimento, a ser trabalhada ao longo de toda a experiéncia.

Os alunos ndo conseguiram avangar em todas as atividades propostas,
0 que justifica a auséncia de andlise de atividades relativas a operacao de
multiplicacao por escalar .

Mas, de um modo geral, o primeiro encontro foi extremamente positivo,
por diversas razdes. Nos mostrou, especialmente no momento de discussao
em pequenos grupos, que muitos alunos, através das diferentes atividades

propostas, construiram de forma pertinente o conceito de vetor, tendo nele

% Este comportamento dispersivo dos alunos foi levado em consideragao na segunda

reconstrugdo da seqliéncia de atividades apresentada na sec¢ao 4.3.
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implicita a nog¢ao de relagao de equivaléncia. Para estes alunos as atividades
relativas a soma de vetores também nao apresentaram maiores dificuldades.

A discussdo em pequenos grupos também nos mostrou as dificuldades e
os significados equivocados que muitos dos alunos estavam atribuindo ao
simbolo “seta”. Mostrou de forma muito clara o quanto pode ser dificil para o
aluno trabalhar com a idéia de vetor no contexto de transformagao geométrica.
Nas dificuldades para trabalhar com a operag¢ao de soma, os alunos revelaram,
sobretudo, uma falta de versatilidade para desenhar setas equivalentes com
variados pontos de origem.

O encontro também nos mostrou que a grande maioria dos alunos
precisaria de mais tempo para completar as atividades propostas.

As dificuldades resumidas acima, bem como a necessidade de mais
tempo para concluir as atividades previstas para o Encontro 1, modificaram os

objetivos e expectativas do segundo encontro.

4.2.2 Encontro 2

Objetivos e expectativas gerais

No segundo encontro o objetivo central passou a ser uma retomada das
atividades do encontro 1, em que os alunos apresentaram maiores
dificuldades, bem como o trabalho com as atividades que ndo chegaram a ser
trabalhadas por falta de tempo. A expectativa para este encontro era de que os
alunos conseguissem esclarecer as duvidas e concluir as atividades do

encontro anterior de maneira satisfatoria.

Momento de discussdo em drande drupo: sistematizacdo de

conteudos relativos ao conceito de vetor e operacoes

Foram discutidas as atividades iniciais propostas no Encontro 1. Foi
retomada a transformacgdo de translagdo, tendo-se o cuidado de iniciar a
discussdo com a translagao sendo aplicada a cada vértice do tridngulo, para
entdo recuperar o triangulo transladado. Foi novamente colocado em evidéncia
a necessaria atencdo a ser dada ao sentido de um vetor e foi retomada,
novamente, a operagdo de soma, mas agora no contexto das atividades.

Foram discutidas, com tempo e detalhes, as atividades 1, 2, 3, 5, 6 e 8.
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Através da atividade 5 (figura 10), que trata de determinar afirmacdes
que s&o verdadeiras ou falsas, em momento de discussdo em grande grupo, foi
trabalhado o significado matematico de provar a veracidade ou falsidade de
uma certa afirmacgdo. Assim, os alunos entenderam que quando a afirmacéao é
falsa, isto se explica com um contra-exemplo, porém, quando ela é verdadeira,
no lugar dos exemplos, é necessaria uma argumentacgao légica, provando sua

veracidade.

Atividade 5: Verdadeiro ou Falso?
a)( )Se AB=CD, entdo AC =BD.
Justificativa:
b)( ) Se CA=CB, entdo A = B.
Justificativa:
c) ( ) Se | esta aigual distancia de A e B, entao Al =1B.

Justificativa:

d) ( ) Sel é o ponto médio do segmento AB, entdo Al = IB.

Justificativa:

e)( )Se AB=BC = C_D, entdo os quatro pontos estdo alinhados.

Justificativa:
Fig. 10 — Atividade 5 (Encontro 1)

A discussdo em grande grupo foi chegando no seu limite de exigéncia de
atencdo dos alunos, e entdo foi encaminhado o trabalho de discussdao em
pequenos grupos, momento em que todos os alunos tém participagdo mais

ativa.

Momento de discussdo em pequenos grupos

Foi proposto aos alunos que se concentrassem nas atividades do

primeiro encontro que ainda ndo haviam sido trabalhadas.
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Nesse momento os alunos trabalharam de forma satisfatoria e
demonstraram ter superado consideravelmente as dificuldades do encontro

anterior.

Atividade 8: Os pontos A, B, C, D e E foram marcados na reta

graduada abaixo.

E A D B C
a) Determine o valor da constante real k tal que:
i) AC =k. AB iy DB =k.AB iii) DA = k. BC

iv) AD = k.CE v) BC=k. AE

b) Marque na reta graduada os pontos M, N e P tais que W:%E,

—_—

BN =

_— —_—

CeP—EngA.

N |~

Fig. 11 — Atividade 8 (Encontro 1)

Analise a priori:

O item (a) dessa atividade visa provocar reflexdes sobre a operagéo de
multiplicacdo por escalar, em diferentes niveis de complexidade: k > 1, 0 < k <
1 e k < 0. No item (b), o escalar é conhecido e tem-se que determinar um ponto
(de origem ou de extremidade) de tal forma que uma seta dada seja multipla de

outra.

Analise a posteriori:
A maior parte dos alunos resolveu a atividade satisfatoriamente,
conforme registrado na figura 12. Entretanto, um grupo pequeno, que ja

apresentava dificuldade em Matematica, se equivocou na determinacdo do
escalar, errando o sinal e também escrevendo DB = 3. AB no lugar de DB =

(1/3). AB, conforme registrado na figura 13.
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8) Os pontos A B, C, D e E ﬁ)ram marcados na reta graduada abaixo.

TV ag o EB o A___"'_'_'_'f_i ool mos M g .

a) Determine o valor da constante real k tal que:

P T ;g:} K="

\hat—

-

ii) DB =k.AB

T - -

iii) DA =k.BC ’ =

iv) 4D =k.CE -/~ R
] cellicho o

V) BC=k.4E 2KT3 k=3

2
b) Marque na reta graduada os pontos M, N e P tais que m=%A—B,
DC e PE=1Bi

B2
i 3

Fig. 12 — Solugéo de aluno A (Atividade 8/ Encontro 1)

/Bﬁ Os pontos A, B, C, D e E foram marcados na reta graduada abaixo.

E > 5" R WD TR Ty c

a) Determine o valor da constante real k tal que:
i) AC =k. 4B k<
\

ii) DB=k. 4B -3

2z =,
iii) DA =k.BC - 3

. o s ®
iv) AP =k.CE ¥y
V) BC=k.A4E Rz 2

3

b) Marque na reta graduada os pontos M, N e P tais que W=%E,

BN=L1DC e PE=134.
2 3

Fig. 13 — Solugdo de aluno B (Atividade 8/ Encontro 1)

Resumo do Encontro 2
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Com a intervencéo inicial do professor, focada nos aspectos em que os
alunos apresentaram dificuldades, e com o maior tempo de encontro reservado
para 0 momento de discuss&o em pequenos grupos, os alunos avangaram na
resolucio das atividades que compdem o Encontro 1 do Anexo 2.

Neste encontro, como no primeiro, tivemos que lidar com os diferentes
ritmos de aprendizagem que encontramos em uma turma de alunos. Mas ao
final do encontro, constatamos um dominio bastante satisfatério dos conceitos
de vetor e operagbes sob o ponto de vista geométrico. O desenrolar destes
dois encontros nos trouxe subsidios para a reorganizagao da proposta didatica,
a ser detalhada na secgao 4.3. Identificamos a necessidade de desdobrar a
sequéncia de conteudos e atividades de forma a contemplar, em cada
encontro, um maior tempo para os momentos de discussdo em pequeno grupo,
principalmente porque € neste momento que todos os alunos se tornam ativos
aprendizes. Nas discussdes em grande grupo, muitos alunos s&o privados dos
seus momentos de chegar as suas proprias conclusdes, pois a voz ativa de
colegas antecipa um possivel raciocinio, o qual perturba a linha de pensamento

daqueles que ainda estao elaborando as suas idéias.

4.2.3 Encontro 3

Objetivos e expectativas gerais

No terceiro encontro, o objetivo principal era que os alunos se
apropriassem de uma nova maneira de representar e operar com vetores,
agora no dominio algébrico: através de pares de numeros em sistema de
coordenadas. A grande expectativa era de que através dos diferentes
momentos de discussdo, em grande e em pequenos grupos, os alunos
entendessem que através de um sistema de coordenadas, o vetor passa a ter
uma leitura algébrica muito compacta — é um par de numeros que armazena

todas as caracteristicas do vetor, a saber: comprimento, direcdo e sentido.

Momento de discussdo em grande grupo: coordenadas de vetor e

operacdes no dominio algébrico
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O encontro comegou com uma conversa sobre como representar
vetores em um sistema de coordenadas. Foram definidas as coordenadas do
vetor como as coordenadas da extremidade da seta representante que possui
origem na origem do sistema de coordenadas. Essa escolha se torna muito
natural, pois nela estd toda informacdo do efeito de translacdo que é
armazenado no par de coordenadas (a ,b) do vetor: a coordenada “a” indica
translagdo paralela ao eixo “ox” (para direita, se a coordenada é positiva, e
para esquerda, se a coordenada é negativa); a coordenada “b” indica a
translacao paralela ao eixo “oy” (para cima, se a coordenada € positiva, e para
baixo, se a coordenada é negativa).

ApoOs a definicdo de coordenadas de um vetor, ainda em momento de
discussdo coletiva, foi proposta a atividade apresentada na figura 11, aqui
buscando-se intercalar um pequeno momento de discussdo em pequenos

grupos, antes de avancgar nas operagdes algébricas.

Atividade: a partir das informacdes dadas em cada uma das trés situacdes

abaixo, determine as coordenadas do vetor v

a) Vv b) ¥ c) V
. » B, 7%)
v B(5, 5)
- A% )
4o 5 =( ) A3 v = )
= | v_ -7 T
0| X el X s «

Fig. 14 — Atividade sobre coordenadas do encontro 3

A situagdo (c), a mais complexa, trata da determinacéo das coordenadas
de um vetor a partir de uma seta representante com origem em qualquer ponto
do sistema de coordenadas. A situagao (b) € um caso numérico particular de
(c), e aqui é interessante observar que os alunos resolveram (a) e (b), sem
maiores dificuldades, mas muitos deles encontraram dificuldades para resolver
(c), o que nos remete ao importante aspecto de aprendizagem da matematica
no que diz respeito a raciocinios generalizadores.

Apos a discussdo da atividade, iniciou-se o trabalho como soma de

vetores e multiplicagdo de vetor por escalar, agora no dominio da algebra.
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Neste encontro houve uma cuidadosa atencdo para que os alunos se
colocassem na situacdo de entenderem que o vetor resultante da soma
geométrica tem como coordenadas a soma das coordenadas dos vetores que
estdo sendo somados. Sem explicitar as palavras “teorema”, “demonstracao” e

”c.q.d”, demonstramos para os alunos, usando argumentos de congruéncia de
tridngulos, o seguinte teorema, aqui enunciado com precisao: “‘Se v =(a , b)

ew = (c, d), entdo o vetor resultante da soma geométrica v + w tem como
coordenadas (a+c,b+d).”

O mesmo procedimento de discutir com os alunos uma demonstracao
matematica, agora usando argumentos de semelhanca de tridngulos, foi feito

para justificar o teorema relativo a multiplicagdo de vetor por escalar, que
enunciamos aqui com precisao: “Se v =(a , b ) e k é um numero real, entdo o

vetor resultante da multiplicagdo geométrica por escalar k. v tem como
coordenadas (k.a, k.b)”

Para ambas as demonstragdes, nas figuras usadas, foram escolhidos
vetores com coordenadas positivas e, no caso particular da multiplicagcéo, o
escalar foi escolhido maior do que um. Estas escolhas foram com o intuito de
deduzirmos as coordenadas da soma de vetores e da multiplicacdo de vetor
por escalar, sem ter que distinguir os casos em que, no tridngulo da figura, os
comprimentos dos lados ndo correspondem diretamente as coordenadas de
pontos (caso de coordenadas negativas). Mesmo com estas particularidades
de escolhas, o argumento apresentado continua geral o suficiente para se
caracterizar como uma demonstracdo que traz entendimento sobre as
operagdes com vetores, ora realizadas no dominio geométrico, ora no dominio
algébrico.

Mas vale observar que apds o argumento relativo a multiplicagédo de

vetor por escalar e correspondente efeito nas coordenadas, um aluno
questionou a figura argumentando que o vetor k.v poderia “ser menor” do que

o vetor v. Este questionamento nos levou a discussao, agora em um segundo

momento natural de desdobramento, de casos: 0 <k <1ek<0.
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Momento de discussdo em pequenos grupos

Atividade 1: Determine as coordenadas do vetor v representado pela

seta AB quando:

a) A(3, 3) e B(5, 4) b) A(1, 3) e B(4, -1)

Fig. 15 — Atividade 1 (Encontro 3)

Analise a priori: nesta atividade apresenta-se a necessidade de
determinar as coordenadas do vetor (representagao algébrica) utilizando setas
(representagcdo geométrica) que nao estdo na origem. A presencga do sistema
de coordenadas tem como propdsito colocar os alunos em trabalho tanto no
dominio geométrico como no dominio algébrico. Espera-se que os alunos
desenhem a seta equivalente com origem na origem e determinem as
coordenadas do vetor algebricamente (pela diferenga entre as coordenadas) ou
geometricamente (por triangulos congruentes). Mas é fato que, da forma como
esta enunciada a atividade, os alunos podem resolvé-la somente no quadro
algébrico, sem maior identificagdo das coordenadas com as caracteristicas de
comprimento, direcao e sentido associadas de forma explicita ao conceito de
vetor geomeétrico.

Andlise a posteriori: € interessante registrar as diferentes estratégias
de resolucao apresentadas pelos alunos, conforme previsto na analise a priori.
Alguns alunos construiram a seta equivalente com origem na origem do
sistema e determinaram graficamente (e portanto, de forma mais geométrica)
as coordenadas do vetor dado pelas setas AB (ver figura 16); outros
construiram um tridngulo retdngulo com hipotenusa igual ao segmento AB e,
através do comprimento dos catetos, determinaram as coordenadas do vetor

(ver figura 17); e alguns simplesmente ndo usaram a representacéo
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geométrica, calculando diretamente a diferenga entre as coordenadas de A e B

(ver figura 18).

a)A(3,3)eB(5, 4)

Y
N
y

N2

1) Determine as coordenadas do vetor v representado pela seta AB quando:

b) A(1,3) e B(4,-1)

:
N

i

AN

Fig. 16 — Solugao de aluno A (Atividade 1/ Encontro 3)

a) A(3,3) e B(5, 4)

AV (z,1)

1) Determine as coordenadas do vetor v representado pela seta AB quando:

b) A(1, 3) e B(4, -1)

¥
/1

" V=6.-4)

Fig. 17 — Solugéo de aluno B (Atividade 1/ Encontro 3)

a) A(3,3)eB(5,4)
/Y\ i-3 Y3
Lz Ny

1) Determine as coordenadas do vetor v representado pela seta 48 quando:

b) A(1, 3) e B4, -1)

Y
N

(3,74)

Fig. 18 — Solugéo de aluno C (Atividade 1/ Encontro 3)
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Na resolugédo abaixo (caso (b) da figura 19), registramos uma falta de
integracdo de raciocinios nos dominios algébrico e geométrico. O aluno
representou corretamente a seta AB. Depois, fez o calculo algébrico das
coordenadas do correspondente vetor, e cometeu erros neste célculo (seriam
de falta de ateng¢ao?). Tendo calculado as coordenadas, fez o desenho da seta
correspondente ao vetor, agora com origem na origem do sistema de
coordenadas. Neste ponto, fica evidente a auséncia de raciocinio geométrico,
por parte do aluno: tém-se duas setas em situacao de transversalidade quando
deveriam estar situagcado de paralelismo, dado que sao representantes de um

mesmo vetor.

1) Determine as coordenadas do vetor v representado pela seta 48 quando:

a)A(3,3)eB(5,4) b) A(1,3)eB(4, -1)
¥ ¥
M P “
(5,2)
. 7, (2.1) _
\K \x
7 y B rd

Fig. 19 — Solucao de aluno D (Atividade 1/ Encontro 3)

Nesta resolugdo do aluno, temos mais uma situagdo que evidencia a
importancia do trabalho de Douady, ao colocar em destaque os ganhos para o
aprendizado que podem advir da integracdo dos dominios geométrico e
algébrico nas situagdes de ensino — um raciocinio geométrico, por parte do

aluno, teria redirecionado a sua solugao.

Também registramos resolugbes onde os alunos consideraram as
coordenadas do vetor sempre positivas, talvez por estarem pensando apenas
no deslocamento horizontal (sem considerar se 0 mesmo foi para a direita ou
para a esquerda) e no deslocamento vertical (sem considerar se o0 mesmo foi
para cima ou para baixo). Este tipo de erro sinaliza a importéncia de trabalhar

com os alunos, de forma enfatica, a relagdo entre sinal de coordenadas e
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deslocamentos, no momento da introducdo ao trabalho com coordenadas de

vetor.

Atividade 2: Determine x e y sendo OP = AB em cada caso:
a) vy b} ¥
/’E[x"‘ﬂ| l /?'B(T 5)
A(2,3) AlX, )
F(3.2)
F{S, 1)
5 > 0 7
Fig. 20 — Atividade 2 (Encontro 3)

Analise a priori: nesta atividade tem-se novamente, como foco principal
o trabalho com coordenadas em situacbes de setas que representam um
mesmo vetor. Vale destacar que na atividade anterior foi solicitado determinar
as coordenadas de um vetor, conhecendo-se as coordenadas dos pontos
origem e extremidade de uma dada seta representante do vetor. Nesta nova
atividade, temos o caminho inverso: s&do dadas as coordenadas de um vetor e
devem entao ser recuperadas as coordenadas de extremidade (caso (a) da
figura 20) e da origem (caso (b) da figura 20) de outras setas representantes do
vetor. S&o expectativas para os tipos de solugdo: o aluno pode resolver a
atividade no dominio geométrico (através de congruéncia de tridngulos) e / ou
no dominio algébrico (operando diretamente com coordenadas).

Analise a posteriori: os alunos nao apresentaram maiores dificuldades
para resolver a atividade. De acordo com o previsto na analise a priori,
apareceram diferentes solugdes: alguns resolveram de forma essencialmente
algébrica, ao escreverem as duas equacgdes que determinam os valores das
coordenadas dos pontos B e A, conforme registrado na solugdo documentada
na figura 21. Outros alunos indicaram uma solugcdo que integra os dominios
geométrico e algébrico, ao colocarem em destaque tridngulos congruentes que

registram nos catetos os deslocamentos horizontais e verticais associados a
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seta representante que esta na origem do sistema, conforme registrado na

solugcdo documentada na figura 22.

2) Determine x e y sendo OP = 4B em cada caso: 2) Determine x e y sendo OP = AB em cada caso:
a) y
= 0 { ; ,\
b) ¥
. g ¥ i
> Axy) 5 Bt
p(5, 1)
/ O[//;h 2
Fig. 21 — Soluc&o de aluno A Fig. 22 — Solug&o de aluno B
(Atividade 2/ Encontro 3) (Atividade 2/ Encontro 3)
Atividade 4: Observe a figura:
l a) Desenhe um representante de u = 48 + CD.
c/ b) Determine as coordenadas de .
S c) Desenhe um representante de v = 4B — CD

d) Determine as coordenadas de

=

Fig. 23 — Atividade 4 (Encontro 3)

Andlise a priori: Esta é a primeira atividade sobre soma de vetores via
coordenadas. Esta atividade foi elaborada de forma a provocar raciocinios nos
dominios geométrico e algébrico. Com o enunciado proposto quer-se evitar a
freqUente atitude dos alunos de priorizar solugbes puramente algébricas (no
caso, seria o trabalho apenas com as coordenadas dos vetores). A partir da
formulagcdo escolhida para o enunciado, espera-se dos alunos uma

representacdo geométrica de cada uma das operagdes.
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A proposital posicao das setas, ambas com origem em pontos diferentes
da origem do sistema, permite diferentes caminhos para a solugdo do
problema, sempre exigindo a manipulacdo de setas equivalentes: a
somal/diferenga pode ser realizada geometricamente, sem a preocupagéo de
ter-se setas equivalentes na origem do sistema, e depois disto serdo entao
determinadas as coordenadas dos vetores resultantes. Ou de outra forma: de
inicio sdo determinadas as setas equivalentes ja com origem no sistema de
coordenadas, e entdo sao determinadas geometricamente as setas
representantes dos vetores somal/diferenca e, de forma quase simultanea, as
correspondentes coordenadas. A presenca do quadriculado também é
intencional, pois coloca o aluno na posicdo de buscar as informagdes de
coordenadas do vetor, via coordenadas de pontos origem e extremidade das
setas ou via tridngulos que tém as setas como hipotenusa.

Analise a posteriori: Os alunos ndo apresentaram maiores dificuldades
nesta atividade. Fizeram apropriadas escolhas de setas equivalentes de forma
a realizarem, inicialmente, as operagbes de soma e diferenca dentro do
dominio geométrico, para entdo fazerem os calculos das coordenadas dos

vetores resultantes.

4) Observe a figura: 4) Observe a figura:
A A D
“ : c 74l
i /ﬂ i
> ‘F-’: y g # >
=< 7 %
e ./
7, e S
~
a) Desenhe um representante de v« = 4B + CD. a) Desenhe um representante de =
b)D ine as c adas de z.(9-1 ¢-1) (§4) y -
JARKROROD i ROPipni Or » L " b) Determine as coordenadas de ». (2,4 )
¢) Desenhe um representante de v = 4B — CD. ; —
) c¢) Desenhe um representante de v = 4B — CD.
d) Determine as coordenadas de v.(5- 1 0 -) I ;
d) Determine as coordenadas de v. (4 ,-
Fig. 24 - Solugéo de aluno A Fig. 25 - Solugao de aluno B
(Atividade 4/ Encontro 3) (Atividade 4/ Encontro 3)
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E interessante comparar as duas resolucdes documentadas nas figuras
24 e 25. Na figura 24 temos o caminho de solugdo correspondente a primeira
descricdo apresentada na analise a priori: as operacdes sao feitas, com o apoio
do quadriculado para a precisdo do desenho, de forma puramente geométrica,
e depois disto, ainda via leitura essencialmente geométrica, sao indicados os
calculos numeéricos das coordenadas e correspondentes resultados, nisso
também fazendo o uso do quadriculado.

Ja na figura 25 temos o segundo caminho previsto na analise a priori:
sao desenhadas setas representantes na origem do sistema de coordenadas, e
com estas sado feitas as operacbes geométricas de soma e diferenga de
vetores; as coordenadas dos vetores resultantes séo lidas diretamente na seta
resultante, conforme indicacdo dada pelo aluno ao marcar, no sistema de
coordenadas aquelas correspondentes aos pontos extremidades das setas
resultantes das operagdes geométricas.

Assim como nas duas solugdes apresentadas acima, constatamos na
producdo da grande maioria dos alunos o pouco uso das correspondentes
operagbes algébricas para determinar as coordenadas dos vetores soma e
diferenca. Isto nos provoca na diregao de incluir, como parte (b) desta atividade
uma situacdo em que o vetor resultante ndo possa ser desenhado no
quadriculado disponivel. Desta forma, por forca das circunstancias, os alunos

seriam provocados a trabalhar de forma algébrica.

Resumo do Encontro 3

Inicialmente os alunos apresentaram alguma dificuldade para trabalhar
com vetores cujas coordenadas fossem negativas, talvez por estarem
pensando na primeira coordenada apenas como um deslocamento horizontal
(sem considerar se 0 mesmo € para a direita ou para a esquerda, dependendo
do sinal da coordenada) e na segunda coordenada como um deslocamento
vertical (sem considerar se 0 mesmo é para cima ou para baixo, dependendo
do sinal da coordenada).

Nas atividades sobre operagcdes de soma de vetores e de multiplicagao
de vetor por escalar, foi nossa intengdo sempre provocar os alunos com
raciocinios nos dominios geométrico e algébrico. Isto no sentido de estar

sempre retomando, de uma forma ou outra, a construcdo de uma estreita
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relacdo entre as operacdes de natureza geométrica e algébrica, de forma a se
estabelecer nas atitudes dos alunos uma natural postura para leituras
geométricas e algébricas. Esta postura pode muito contribuir para o
entendimento das equagbes da reta e do plano no contexto da geometria

vetorial.

4.2.4 Encontro 4

Objetivos e expectativas gerais

No quarto encontro é a releitura da equacao da reta, sob o ponto de
vista da geometria vetorial, que se apresenta como objetivo principal. A
expectativa maior € de que, tendo sido a reta entendida sob este ponto de
vista, os alunos analisem qualitativamente as possibilidades de solucbes de

sistemas lineares com duas variaveis. A interpretacdo da reta de equacao “a x
+ by = ¢” em que o vetor n = (a, b) indica a diregao ortogonal a diregao da
reta, fornece informagdes sobre a existéncia (ou ndo) de solugao de sistema de
duas equacgodes e duas variaveis; e com alguma aten¢do ao parametro “c” tem-
se informagdo sobre as outras duas possibilidades de solucdes, a saber, o

caso de infinitas solugdes ou o caso de inexisténcia de solugéo.

Momento de discussdo em drande grupo: a condicdo de

ortogonalidade de vetores e a equacao da reta no plano

Inicialmente foi trabalhada a condi¢gdo de ortogonalidade de vetores, a
partir da situagdo geométrica com setas representantes dos vetores na origem
do sistema de coordenadas. A dedugao da condicdo de ortogonalidade iniciou
no dominio geométrico, com aplicagdo do teorema de Pitagoras ao triangulo
retdngulo determinado pelas setas ortogonais, e assim foi deduzida a condi¢ao
de ortogonalidade no dominio algébrico, a saber“a.c+b.d=0".

Estabelecida a condicdo algébrica de ortogonalidade, iniciou-se nova
discussao para deducao da equacao da reta no plano. Para isto, dada a reta no
sistema de coordenadas, foi tomado um ponto (xo, Yo) pertencente a reta e um

vetor N = (a, b) com diregcdo ortogonal a direcdo da reta. A figura 26 indica o
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desenho que deu suporte a argumentacao dedutiva, em momento de discusséo

em grande grupo.

X

r

Fig. 26 — Deducao da equacéo da reta

A grande maioria dos alunos mostrou hesitacdo na determinacao das

coordenadas do vetor dado por PoP . Assim sendo, foi necessario retomar a
determinacdo das coordenadas de um vetor, conhecendo-se as coordenadas

dos pontos origem e extremidade de uma seta representante do vetor. A

dificuldade dos alunos talvez se explique no fato da seta representante PoP ter
origem diferente da origem do sistema, acrescentando-se a isto a auséncia de
coordenadas numericas particulares.

Mas o ponto crucial para os alunos foi a aplicagao da condi¢éo algébrica
de ortogonalidade aos vetores, representados pelas setas PoP e n. A posicao

da seta PoP exigiu o intermediario argumento de considerar-se a seta
equivalente na origem do sistema.

Vale aqui ressaltar novamente o nosso propdsito, sempre presente nos
momentos de discussado: desenvolver nos alunos a habilidade para
argumentagdes de natureza dedutiva. Como ja feito em encontro anterior,

mesmo sem fazer referéncia as palavras “teorema” e “demonstracao”,

demonstramos que “Se n = (a, b ) é vetor com dire¢gdo perpendicular a reta r e
se P = (x,, ¥o) € um ponto desta reta r, entdo P = (x , y) pertence a reta se e

somente se satisfaz a equagéo ax + by = ¢, onde ¢ = ax, + by,.”

Momento de discussdo em pequenos gqrupos
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Com a nova leitura da equacao da reta, era esperado que os alunos
conseguissem discutir qualitativamente as possibilidades de solugdes de um
sistema linear 2 x 2. Foram propostas 5 atividades para serem resolvidas
usando o software Winplot (ver Anexo 2 — Encontro 4). Um dos fatores que
levou a escolha deste software foi ter no seu menu as equagdes da reta (no
plano) e do plano (no espago) na forma a.x + b.y =ce a.(x - Xo) + b.(y - Yo) +
c.(z - z,) = 0, respectivamente. O Winplot € um excelente software em termos
de recursos matematicos para trabalho com geometria analitica e fun¢des, mas
tem algumas restricbes de interatividade, pois ndo permite manipular objetos
geométricos diretamente na tela do computador e nao oferece recursos para

manipulacéo de vetores e operacgoes.

Neste encontro decidimos apresentar a analise a priori para duas das
atividades propostas e, em seguida, fazer uma unica analise a posteriori mais

global do momento de discuss&do em pequenos grupos.

Atividade 1: Va em janela e selecione a opg¢ao 2- dim. Va4 no menu
equacao e selecione a opcéo reta. Atribua valores para os parametros a, b e
c. Clique em ok e observe o grafico.

Seguindo os passos acima, observe o grafico de varias retas e
responda:

a) O que acontece sempre que a = 0?

b) O que acontece sempre que b = 0?

¢) Usando a interpretagéo discutida na sala de aula para a equacéo ax + by
= ¢, justifique as respostas dos itens a e b.

d) Por que nao podemos ter a e b simultaneamente nulos?

Fig. 27 — Atividade 1 (Encontro 4)

Andlise a priori:

Tem-se na primeira atividade o claro propdsito de provocar os alunos a

relacionar a equacgéo da reta a.x + b.y = ¢ com seu vetor normal n = (a, b).

Espera-se que com a visualizagao, na tela do computador, de diferentes retas e
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seus respectivos vetores normais, os alunos consigam se apropriar da releitura

da equacao da reta sob a otica da geometria vetorial.

Atividade 5: Considere r e s duas retas de equagdes a,x+b,y=c, €
a,x+b,y =c,. Determine o que deve acontecer com os vetores n = (qa,,b,)
e n2 = (a,,b,), € com as constantes ¢, e c,, para que as retas sejam:

a) coincidentes
b) paralelas

c) concorrentes
Fig. 28 — Atividade 5 (Encontro 4)

Analise a priori:
Espera-se que na resolucéo dessa atividade os alunos generalizem a

analise qualitativa de solugdes de sistemas lineares com duas variaveis.

Analise a posteriori: no desenrolar das atividades, dificuldades de
diferentes naturezas se apresentaram. Dentre elas, destacamos: a falta de
tempo para a familiarizagao com o software; a pouca versatilidade geométrica
do software; a compreensao ainda bastante incipiente da equacgao da reta sob
optica da ortogonalidade de vetores. Assim, a pertinéncia do uso do Winplot
para um trabalho qualitativo com sistema de equagdes ficou sob interrogagao:
como desenvolver uma sequéncia de atividades que fagam uso do software de
modo a somar para o processo de aprendizagem? E nossa experiéncia
frustrada que justifica esta interrogacgéo.

E importante aqui ressaltar que estdvamos pressupondo que, ao final
deste quarto encontro, os alunos ja estariam compreendendo os seguintes
conceitos: vetor geométrico, operagdes com vetores na forma geométrica, vetor
algébrico e operagbes com vetores na forma algébrica, ortogonalidade de
vetores e a equacgao da reta sob a d6tica da ortogonalidade.

Mas as dificuldades de compreensao que se apresentaram ao final deste
quarto encontro, somadas ao frustrante uso do software Winplot, tornaram
clara a necessidade de retomar alguns dos conceitos ja trabalhados. Assim,

foram alterados os objetivos e expectativas do encontro seguinte e foi
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elaborada uma nova lista de atividades, de forma a provocar os alunos no

entendimento de conceitos ainda ndo bem compreendidos.

4.2.5 Encontro 5

Objetivos e expectativas gerais

O objetivo central desse encontro foi retomar, através de uma sequéncia
de atividades, aspectos relativos a coordenadas dos vetores, operagdes com
coordenadas e a condicao de ortogonalidade. A grande expectativa era de que
compreendendo estes tdpicos, os alunos retomassem o problema de discutir
qualitativamente os sistemas lineares 2 x 2 através de trabalho com equacéao
da reta sob a leitura vetorial. Esta retomada de conteudos, com énfase em
atividades sobre ortogonalidade de vetores e equacado da reta, se justifica
também na intencdo de levar-se os alunos ao entendimento seguro de uma
situagdo geomeétrica no plano, para entao ser generalizada para dimensao trés,

no desenrolar da experiéncia.

Momento de discussdo em dgrande dgrupo: sSistematizacdo de

conteudos

Iniciamos a sistematizacao resolvendo a quarta atividade do Encontro 3
(disponivel no Anexo 2), pois através da mesma podiamos retomar as
coordenadas de vetores e as operagbes geométricas e algeébricas. A
ortogonalidade nao foi discutida nesse momento, isto para que os alunos
tivessem mais tempo para o momento de discussdo em pequenos grupos,

onde foram entao provocados com atividades relativas ao assunto.

Momento de discussdo em pequenos grupos

A sequéncia de atividades propostas, concebida a partir da analise a
posteriori do Encontro 4, colocou seu foco em aspectos que ainda nao tinham

sido bem compreendidos pelos alunos.
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Atividade 3: Sendo u = 3, e v = (2, 4), determine o que é pedido
(representando as operagbes no sistema de coordenadas sempre que

possivel).

a)ut+v=( , ) b) 8u—.05v =( ).

Fia. 29 — Atividade 3 (Encontro 5)

Analise a priori: nesta atividade apresenta-se a necessidade de operar
com vetores utilizando representagcdes geométricas (setas) e algébricas
(coordenadas). No item (b), propositalmente a seta representante do vetor
solucao tem o ponto extremidade fora da rede de quadriculados, esperando-se,
desta forma, a provocagao na dire¢ao de uma resolugao algébrica.

Analise a posteriori: os alunos conseguiram resolver a atividade de
forma satisfatéria. Conforme previsto na analise a priori, no item (b) a maior
parte dos alunos apresentou somente a solugdo algébrica. Entretanto, alguns
alunos aumentaram a rede de quadriculados de forma a ter a solugdo também

geometricamente (figura 30).

3) Sendo » = (3,1) e v = (2, 4), determine o que ¢ pedido (representando as
operagdes no sistema de coordenadas sempre que possivel).
B irv=(C, §) ) 8405 =23 .G )

Fig. 30 — Solugéo de aluno A (Atividade 3/ Encontro 5)
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Atividade 4: Verifique se sdo ortogonais os vetores dados pelas setas

abaixo:

Pt
El

a) b)

7

t X

X

Fig. 31 — Atividade 4 (Encontro 5)

Analise a priori: tem-se nessa atividade claramente a intengcado de
retomar a ortogonalidade de vetores e aplica-la a vetores em que os
representantes ndo estdo na origem do sistema de coordenadas. Espera-se
que os alunos apliquem diretamente a condi¢gdo de ortogonalidade no item (a);
no caso (b), mais exigente nos raciocinios geométricos e algébricos, espera-se
que inicialmente os alunos considerem as setas equivalentes na origem do
sistema, para entao aplicar a condigao algébrica de ortogonalidade.

Analise a posteriori: é interessante analisar as diferentes solugdes
apresentadas nesta atividade. Para o item (a) alguns alunos aplicaram a ja
conhecida condigdo algébrica de ortogonalidade (figura 32); porém, outros
construiram um tridngulo usando as setas e, apos calcular as medidas dos
lados, aplicaram o teorema de Pitdgoras para determinar se o tridngulo era ou
nao retangulo (figura 33) — retomando na solugdo, de forma natural, a

demonstragao da condi¢éo ortogonalidade.

4) Verifique se sdo ortogonais os vetores dados pelas setas abaixo:

Y X
a) -cl b)
\/ : \ L) )
| 19X “ral
g A ox
ok N G ~he
3.1 454 [{(.’

Fig. 32 — Solugéo de aluno A (Atividade 4/ Encontro 5)
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4) Verifique se sdo ortogonais os vetores dados pelas setas abaixo:

a) o

Fig. 33 — Solugéo de aluno B (Atividade 4/ Encontro 5)

No item (b) alguns alunos colocaram setas equivalentes na origem do
sistema e repetiram o mesmo raciocinio que haviam feito no item (a); outros

alunos — ainda com dificuldades na mobilidade de setas — necessitaram da

intervengao do professor para resolver o problema.

Atividade 7: Considere n = (1, 3) e areta r que passa por Py(2, 5) e

€ ortogonal a n.

T

‘f. » X

a) Um ponto P(x, y) pertence a reta quando os vetores n = (1, 3) e

PO—P = , ) forem ortogonais. Usando a condicdo de

ortogonalidade, encontre a equagao da retar.
b) Escreva as equagdes de outras duas retas que sejam ortogonais

ao vetor n = (1, 3). Represente essas retas graficamente mostrando, em

cada caso, o ponto de intersec¢gao com o eixo y.

Fig. 34 — Atividade 7 (Encontro 5)
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Analise a priori: esta atividade, através de um exemplo particular, tem
como proposito a reconstrucdo das etapas de raciocinio que levam a deducéao
da equacédo da reta via ortogonalidade de vetores. Espera-se que com a
realizacao da atividade, os alunos compreendam a equacao da reta, sob esta
nova leitura vetorial, a saber, os coeficientes a e b (de ax + by = ¢) passam a

ser entendidos como coordenadas de um vetor ortogonal a reta.

Analise a posteriori: Alguns alunos tiveram dificuldade no item (a), pois
queriam representar o ponto P(x, y) no desenho e ndo sabiam como fazé-lo.
Talvez a redacdo da atividade ficasse mais clara se dito que “P(x, y) é um
ponto qualquer da reta”, ao invés de dizer que “P(x, y) pertence a reta”. As
diferentes solugdes apresentadas para o item (b) — registradas nas figuras 35 e
36 — indicam como alguns alunos associaram rapidamente as coordenadas do
vetor normal aos coeficientes da equacao da reta, enquanto outros repetiram

no item (b) as etapas detalhadas para a resolugao do item (a).

~ 7) Considere v = (1, 3) e a reta r que passa por Py(2, 5) e é ortogonal a v.

2 opnEl < y

i
a) Um ponto P(x, y) pertence & reta quando os vetores v = (I, 3) e
PP = (-2, y_c ) forem ortogonais. Usando a condigdo de

: 7
ortogonalidade, encontre a equagio da retar.
b) Escreva as equagdes de outras duas retas que sejam ortogonais ao vetor v =

(1, 3). Represente essas retas graficamente mostrando, em cada caso, o ponto
de intersecgdo com o eixo v,

Fig. 35 - Solucéo de aluno A (Atividade 7/ Encontro 5)
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7) Considere v = (1, 3) e a reta r que passa por P,(2, 5) e € ortogonal a v.

S ILERY

_' a) Um ponto P(x, y) pertence & reta quando os vetores vy =(1, 3 e
f BP = (%2 _ 4-5 ) forem ortogonais. Usando a condigiio de
ortogonalidade, encontre a equagio da reta r.

b) Escreva as equagdes de outras duas retas que sejam ortogonais ao vetor v =
(1, 3). Represente essas retas graficamente mostrando, em cada caso, o ponto
de intersecgfio com o eixo y.

-NF 2Y-0=90 ~a w424=3

f + - P -)-L._'.I-_:,/]g
o4 (s 3y -9 =0 = 243y

Fig. 36 - Solugao de aluno B (Atividade 7/ Encontro 5)

Resumo dos encontros 4 e 5:

O quarto encontro comecou com a deducdo da condigdo de
ortogonalidade que usava apenas o teorema de Pitagoras e a distancia entre
dois pontos. Logo apds, foi discutida a nova interpretacao da equacao da reta:
dado um vetor N e um ponto P, existe uma unica reta que passa por P, e é
ortogonal ao vetor N. Mesmo compreendendo esta descricdo, a maior parte
dos alunos nao conseguiu fazer a leitura vetorial desta condigéo

essencialmente geométrica: um ponto P esta na reta se e somente se o vetor

dado N for ortogonal a PoP. Nesse momento ficou extremamente clara a
necessidade de retomar as coordenadas dos vetores e a ortogonalidade, em
situagdo em que as setas representantes ndo estdo na origem do sistema de
coordenadas.

Esta dificuldade dos alunos indica os cuidados que devem acompanhar

uma situacgao didatica, de forma a respeitar-se os ritmos de aprendizagem dos
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alunos. Uma maior dedicagcdo de tempo ao trabalho com o conceito de
ortogonalidade entre vetores poderia ter diminuido as dificuldades (parte delas
naturais) dos alunos quanto a compreensdo dos argumentos que levam a
deducdo da equacdo da reta. Neste tempo poderiam ter sido trabalhadas
atividades envolvendo ortogonalidade entre vetores com setas representantes
na origem e com setas representantes fora da origem. Ao reestruturar a
proposta de trabalho para o Encontro 5 — concretizada na concepg¢ao de nova
sequéncia de atividades — de certa forma tratamos de recuperar aquilo que ja

deveria ter sido trabalhado no Encontro 4.

4.2.6 Encontro 6

Objetivos e expectativas gerais — uma reconstrucao necessaria

O Encontro 6 tinha sido previsto para término da implementacdo da
experimentacgao, e, portanto, neste momento ja teriamos o entendimento dos
alunos relativo a coordenadas de vetores no espaco, condicdo de
ortogonalidade e deducédo da equagao do plano. Por serem estes conteudos
essencialmente generalizagbes dos conteudos ja trabalhados no plano,
tinhamos como pressuposto que este trabalho poderia ser realizado, com
tranquilidade, nos Encontros 5 e 6.

Mas as diferentes reorganizagdes de objetivos e expectativas que foram
se apresentando no desenrolar da situagao didatica, nos fizeram reconsiderar o
avancgo de conteudos neste Encontro 6. Em especial destacamos:

- 0 necessario desdobramento de tempo de trabalho para os conteudos
previstos para o Encontro 1, nisso utilizando-se 0 momento do Encontro 2;

- 0 necessario desdobramento de tempo de trabalho para os conteudos

previstos para o Encontro 4, nisso utilizando-se 0 momento do Encontro 5

Estavamos chegando ao final do ano letivo, ainda nos faltando a
realizacdo da experiéncia relativa aos conteudos de geometria vetorial no
espaco. Buscando garantias de condigdes para analise dos resultados da
experiéncia, de modo a poder-se colocar sob validagdo o material didatico

projetado, decidimos reservar o Encontro 6 para um trabalho de sistematizagao
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de todos os conteudos ja trabalhados, especialmente no que diz respeito a
atividade relativa a resolugcdo qualitativa de sistemas de duas equagdes (néo
resolvida por muitos dos alunos no encontro 5) . Com este redirecionamento de
objetivos e expectativas apostamos na consolidagdo dos conhecimentos de
geometria vetorial construidos no plano como sendo o caminho para uma

natural generalizacao, a ser feita no espaco.

Momento de discussdo em pequenos grupos

Os alunos terminaram de discutir sobre as atividades do Encontro 5.

Atividade 8: Complete:

a) As retas de equagbes x + 2y =1e—-2x—-4y =3 (tém/
nao tém) a mesma diregao, pois os vetores ortogonais a elas,ny=(__, )e
n, = (_, ) (sdo/ nao sao) multiplos. Como as retas sao

(distintas/ idénticas) o sistema de equacgdes

(tem uma unica solugdo/ tem infinitas

x+2y=1
—2x—-4y=3

solu¢des/ ndo tem solucao).

b) As retas de equagbes 3x +y=1ex + %y = % (tém/
nao tém) a mesma diregéo, pois os vetores ortogonais aelas,n1=(__, )e

no=(_, ), (sao/ nao sao) multiplos. Como as retas séo

3x+y=1

(distintas/ idénticas) o sistema de equacgdes 1 1
X+—y=—
3 3

(tem uma unica solugéo/ tem infinitas solugbes/ ndo tem

solucgao).
c) As retas de equagbes 3x + 2y =1 e 2x -4y =3 (tém/
nao tém) a mesma diregao, pois os vetores ortogonais aelas,ny=(_, )e
n, = (_, ) (sédo/ ndo sao) multiplos. Como as retas sao
(distintas/ idénticas) o sistema de equacdes {;itiiz;
(tem uma unica solugado/ tem infinitas solugdes/ ndo tem

solucao).

Fig. 37 — Atividade 8 (Encontro 5)

130



Analise a priori: nesta atividade é de forma intencional que o texto é
colocado com lacunas a serem preenchidas pelos alunos. A redacao do texto
visa dar uma organizagdo ao raciocinio matematico que reflete uma analise
qualitativa de sistemas de equacdes. Ou seja, a redagado conduz o aluno nos
passos necessarios para compreender de forma qualitativa como séo as
solugdes do sistema: para a determinacéo das posi¢des de transversalidade,
paralelismo ou coincidéncia das retas devem ser observados os vetores
normais, e sdo estas posicoes que determinam a existéncia de unica solugao, a
inexisténcia de solucdo ou a existéncia de infinitas solugdes.

Analise a posteriori: Os alunos resolveram a questao satisfatoriamente
e muitos utilizaram a representacdo geométrica para responder a atividade,
apesar de nao ter sido solicitado no enunciado do problema (como na figura
38).

8) Complete:

a)Asretas deequagles x + 2y =l e=2x =dy =3 :Em (tém/ niio tém)

a mesma diregdo, pois os vetores ortogonais a elas, n, = (1,2 Y e ny = (=L,-4),
Ac® (sdio/ nio s0) miltiplos. Como as retas sio_gls T iat

(distintas/ idénticas) o sistema de equagdes {"""2"=1 3@ Lo M-A-‘ Gl

-2y-4y=3
(tem uma dnica solugBo/ tem infinitas solugdes/ ndo tem soluglo). -

b) As retas de equagdes 3x +y = | e x + ;—y-% 40 (t8m/ ndo tém) a

mesma diregdo, pois os vetores ortogonais a elas, ny = (1,4 Jeny = (4, 1),

_ A0 (sdo/ ndo s80) multiplos. Comoasretas sdo o0
Ix+y=1

[Mlﬁﬁeﬂ}ulhm-deqnﬂu[ { o

+_' -
e

(tem uma dinica solugB0/ tem infinitas solugdes/ nfio tem soluglo). k,a

-

€) As retas de equagBes 3x + 2y = 1 e 2x ~ 4y =3 11,0 ~v . (18m/ nfio tém)
a mesma direglio, pois 0s vetores ortogonais a elas, ny = (L, Jeny=(._ 1),

1. o (sBo/ ndlo sio) mltiplos. Como as retas so {1 .
(distintas/ idénticas) o sistema de equagdes {::ii:;‘_tn, Lhcre ALl
T H..'fa?'_

(tem uma dinica solugo/ tem infinitas solugdes/ ndo tem solugfio).

i

]

Ty

Fig. 38 - Solugao de aluno (Atividade 8/ Encontro 5)
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Momento de sistematizacdo

Neste momento foram discutidas as diferentes solu¢des das atividades e
foi feita a sistematizagdo dos conteudos até entdo trabalhados: operagdes com
vetores no plano sob o ponto de vista geométrico e algébrico, a ortogonalidade
de vetores, a equacgao da reta e a analise qualitativa de sistemas lineares 2 x 2,

sob o ponto de vista geométrico.

Na escola, neste momento, iniciaram-se as atividades de recuperacao
de final de ano, este entdo o foco principal de trabalho dos professores com os
alunos. Assim sendo, e com o0 grande objetivo de colocar sob experiéncia a
parte final de nossa proposta, convidamos os alunos para um encontro extra

classe, o que se tornou entdo o0 nosso sétimo encontro.

4.2.7 Encontro 7

Os alunos se mostraram sensibilizados com a importadncia de suas
participacbes para que se tornasse possivel colocar a proposta didatica
projetada, na integra, sob validacdo. E assim, no encontro extra classe

compareceram 15 dos 29 participantes regulares.

Objetivos e expectativas gerais

O sétimo encontro tinha dois grandes objetivos: retomar no espago os
conceitos ja trabalhados no plano e deduzir a equagao do plano, pois é o
entendimento da equacgao do plano que coloca os alunos em condi¢cbes para
analisar qualitativamente os sistemas de equacdes lineares com 3 incégnitas.
O tempo previsto para a realizagao da atividade, das 9h 00 min até 11h 30 min,
exigiu uma readaptagcao da sequéncia de atividades originalmente elaborada

para ser realizada em dois encontros.

Momento de discussdo em grande grupo

A discussdo comegou com apresentacédo do sistema de coordenadas no
espaco. Assim como no plano, o par (x, y) pode ser o quarto vértice de um

retdngulo, no espaco, o trio (x, y, z) pode ser visto como o oitavo vértice de um
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paralelepipedo retangulo. Discutimos com os alunos a marcagao de um ponto

particular, e a partir disto iniciamos as discussbes em pequenos grupos.

Momento de discussdo em pequenos grupos

Atividade 1: Determine as coordenadas de cada um dos seguintes

pontos:

o e B A )
L)B( )

ac( . . )
)

)

dyD (
e E(

Fig. 39 — Atividade 1 (Encontro 7)

Analise a priori: tem-se na atividade a intengado de explorar a leitura de
coordenadas de pontos no espaco. A rede de quadriculados foi
intencionalmente colocada na figura, de forma a facilitar a visualizagdo dos
pontos no espago. A posicdo dos eixos coordenados foi cuidadosamente
escolhida visando nao se favorecer a visualizagdo de um plano em especial,
dentre os trés planos xy, xz e yz.

Analise a posteriori: Muitos alunos resolveram a primeira atividade
satisfatoriamente. Entretanto, alguns alunos apresentaram dificuldades para
visualizar as trés dimensdes, nao tendo sido suficiente, no primeiro momento, a
rede de quadriculados, fazendo-se entdo necessaria a intervencdo do
professor. Alguns alunos usaram o recurso de cores para melhor visualizagao

dos diferentes paralelepipedos retangulos, conforme registrado na figura 40.
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1) Determine as coordenadas de cada um dos seguintes pontos:

al.—\l"‘_'__:
WB(y.7.7

QT . J.w
ap(f. 1.1
SE(f.b.0)

Fig. 40 - Solugao de aluno (Atividade 1/ Encontro 7)

Atividade 2: No espaco, o vetor v também pode ser representado

por diferentes setas. Assim como no plano, as coordenadas de v sdo as

coordenadas da extremidade da seta com origem em (0, 0, 0).

z
\ A

2

,/’\ Y
-
- =
-
-

=

Na figura abaixo, encontre as coordenadas dos
representados pelas diferentes setas:

I

P

Fig. 41 — Atividade 2 (Encontro 7)

vetores
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Analise a priori: tem-se na atividade a generalizagdo do conceito de
coordenadas do vetor ja trabalhado no plano. Espera-se que os alunos,
analogamente ao que foi feito no plano, identifiquem as coordenadas do vetor
através da diferenca entre as coordenadas dos pontos extremidades e pontos
origem das setas. Na figura, foram colocados pontilhados e quadriculados para
facilitar a visualizagcao das posi¢cdes das setas.

A atividade é extremamente relevante para versatilizar a leitura das
coordenadas de um vetor, ja que isto é crucial para o fluir da argumentagéo

que deduz a equacao do plano.

Andlise a posteriori da atividade 2: nesta segunda atividade os alunos
apresentaram duas resolugdes distintas. Alguns, conforme previsto na analise
a priori, escreveram inicialmente as coordenadas de todos os pontos
extremidades das setas e, em seguida, determinaram as coordenadas dos
vetores pela diferenga entre as coordenadas destes pontos (figura 42). Outros,
indicando maior desenvoltura para visualizagdo espacial, observaram os trés
componentes do deslocamento nas diregdes x, y e z registrado na seta, e

surpreendentemente determinaram as coordenadas do vetor (figura 43).

Na figura abaixo, encontre as coordenadas dos vetores representados pelas

B=A= ) z [ A

diferentes setas: A =t 3 ,0) (3,0,%) C \2 ¥
)2 B:(d4,3,2) P04 ,4) |77 3 1

| C= k"‘) L ?—) f-F= i\I { -6\

0: (0,5.c) [¢3 A 7,1

Fig. 42 — Solugao de aluno A (Atividade 2/ Encontro 7)
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Na figura abaixo, encontre as coordenadas dos vetores representados pelas

diferentes setas:

'Vo‘ E=("),-‘:‘.. )
D\ 0 S ®-04-u)
? U YAk BF =€ A -G )
?‘\ : C f GH =4, t1,7 )

6. g i

Fig. 43 — Solugao de aluno B (Atividade 2/ Encontro 7)

Atividade 3: De modo similar ao que fizemos no plano,

-

podemos no espaco concluir que: v = (X1, Y1, Z1) € w = (X2, Y2, Z2) S0
ortogonais se e somente se x1x2 + y.y2 + 21z, = 0.

P, 0,¥:2,) ke

P, (x,y,.2,)

y X

Nestas condi¢des, determine:
a) se os vetores y = (1,3,95)e W= (2, 1, -1) sédo ortogonais.

b) as coordenadas de dois vetores que sejam ortogonais a ;=(1, 3, 5).
Fig. 44 — Atividade 3 (Encontro 7)

Atividade 4: Verifique se nev= AB sdo ortogonais:

Fig. 45 — Atividade 4 (Encontro 7)
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Analise a priori das atividades 3 e 4:

As atividades 3 e 4 também provocam o trabalho com conceitos que ja
foram construidos no plano. A atividade 3 no item (a), com a figura das setas
ortogonais e do tridngulo retangulo, remete os alunos para a condicdo de
ortogonalidade ja demonstrada para vetores no plano. Aqui, como antes, basta
aplicar o teorema de Pitagoras, e através de alguma manipulagédo algébrica,
chega-se a similar condigdo algébrica de ortogonalidade. Espera-se que os
alunos entendam a condi¢cdo, sem a necessidade de efetiva realizacao dos
célculos — trata-se de um raciocinio generalizador que refaz mentalmente a
demonstragao, deixando de lado os detalhes de calculos. A parte (b) remete a
aplicagao da condi¢cédo de ortogonalidade, com esperada resolugédo no dominio
algébrico.

Na atividade 4 as exigéncias sado maiores, pois dependente de
visualizacido espacial para determinar as coordenadas de pontos e de vetores,
e também exige a aplicagao da condi¢cao de ortogonalidade para vetores dados
por setas que nao estdo na origem do sistema de coordenadas.

Em ambas as atividades os desenhos foram apresentados com bastante
cuidado, de modo a nao se criar dificuldades adicionais a ja sempre complicada

questao da visualizacao espacial.

Analise a posteriori das atividades 3 e 4:

Os alunos resolveram as duas atividades sem maiores dificuldades, e
nisso foi determinante o consolidado conhecimento para as similares situacdes
no plano. Também foi importante a figura sobre a qual trabalharam.

Entendemos como de extrema relevancia a questdo do desenho nas
atividades envolvendo coordenadas no espaco. A idéia de tridimensionalidade

que o desenho da figura guarda, torna mais facil entender na atividade 4 (por

exemplo) a posigcédo da seta que representa o vetor n. Como ficaria se a figura
nao tivesse a rede de quadriculados? Isto sinaliza como a limitagdo de uso do
giz e quadro negro e de figuras mal feitas pode atrapalhar a compreenséo e,

por conseguinte, o processo de aprendizagem.
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Momento de discussdo em grande grupo: a equacdo do plano

Passamos ao segundo grande objetivo da aula: compreender a equagao

do plano, via argumentacgéo dedutiva.

Fig. 46 — Planos por P, (momento de
discussao)

Fig. 47 — Planos ortogonais ao vetor N
(momento de discussao)

Através do material que estava sendo usado pelos alunos (ver Anexo 2 —

Encontro 7), com figuras feitas de forma muito cuidadosa, o professor iniciou

uma discussdo em grande grupo, no formato “passo-a-passo”, de forma a

avancgar nos argumentos que levam a dedugéo da equacéao do plano.

Neste “passo-a-passo” foi colocado em destaque que: dado um ponto

Po, existem infinitos planos que o contém (figura 46); dado um vetor Z, existem

infinitos planos que sao ortogonais a n (figura 47); porém, dado um ponto Py e

um vetor n, existe um unico plano que contém P, e é ortogonal a n (figura 48).

Bl

Py (p¥p.2g) | \
N {ab.c)

LZ

Fig. 48 — Plano passando por P, e ortogonal ao vetor N
(momento de discussao)
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Uma vez caracterizada a unicidade do plano, via vetor normal ne ponto
Po o professor avangou na determinagdo da condigdo que deve satisfazer um
ponto P(x, y, z) pertencente ao plano. Neste momento, os alunos foram
colocados em situagao de raciocinio analoga aquela que deduz a equacéo da
reta, mas com a adicional dificuldade advinda da necessidade de visualizar,
através da figura, uma situagédo geométrica no espaco.

Mais uma vez, a escolha cuidadosa da figura de forma a representar da
melhor forma a situagédo espacial, muito ajudou no fluir o argumento. E, desta
forma, o professor, em discussao com os alunos, argumentou de forma similar

ao que ja havia sido feito no plano: um ponto P(x, y, z) pertence a esse plano

se e somente se os vetores PoP e n forem ortogonais. Da condigdo de
ortogonalidade (ja trabalhada nas atividades 3 e 4), e com alguma manipulagéo
algébrica, foi entdo deduzida a equagéo do plano na forma a.(x — X,) + b.(y —

Yo) + C.(z—2Z,) = 0.

Momento de discussdo em pequenos grupos

Atividade 5: Encontre a equacgéo do plano que passa por (3, 2, 1) e

tem vetor normal » = (3, 2, -4).
Fig. 49 — Atividade 5 (Encontro 7)

Analise a priori: espera-se com essa atividade que os alunos trabalhem
com a equagdo do plano de diferentes maneiras: aplicando os dados do
problema na equagao do plano; retomando a situagdo geométrica para entao

explicitar a equacao.

Andlise a posteriori:

Conforme previsto, na analise a priori, muitos alunos substituiram
diretamente as coordenadas do vetor e do ponto na equacao, nao indicando
maiores preocupagdes com a representagao geométrica da situacao (figura

50). Entretanto, alguns alunos, de forma surpreendente repetiram “passo-a-
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passo”’ todas as etapas feitas na dedugdao da equacdo, usando os dados
particulares da atividade proposta, uma atitude reveladora da integracéo de

raciocinios nos dominios geomeétrico e algébrico (figura 51).

5) Encontre a equagdo do plano que passa por (3, 2, 1) e tem vetor normal n =

(3,2, 3\ x-3) + 2 Ly-2) 4 (x-1) =0

2y Yray-4 =42 +4=0
UL%?—*J\E_HL -d=0

Fig. 50 — Solugéo de aluno A (Atividade 5/ Encontro 7)

9) Encontre a equagiio do plano que passa por (3, 2, 1) e tem vetor normal » =

3,2, -4). R=(3,2,1. 0 o f—) T

{ } I. / . 3 Vx' II{Y"‘_.-’ R / == J

f— 'i‘;k'. 7 Z) M= (3, 2,4) :
=(

Y L . 2= [
e E,r':" Y JT 32 =g

Fig. 51 - Solugéo de aluno B (Atividade 5/ Encontro 7)

Atividade 6: Considere o plano a de equagdo 3x + 2y + z = 6.

z

a) Determine as coordenadas de um vetor normal ao plano a e represente-o
no sistema de coordenadas acima.

b) Usando os pontos de interseccdo com o0s eixos, represente a
graficamente.

c) Determine a equagéo de um plano paralelo a a que passa por P(1, -1, 2).

d) Determine a equagao de um plano perpendicular a a.
Fig. 52 — Atividade 6 (Encontro 7)
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Analise a priori: tem-se nessa atividade uma maior exigéncia de
raciocinios nos dominios geométrico e algébrico. O item (a) exige sobretudo a
visualizagdo para fazer a representagdo grafica do vetor normal, uma vez
entendida a equacao do plano. O item (b) exige a determinagédo de pontos de
interseccao, e isto depende de leitura algébrica que faga o registro da condi¢cao
de interseccdo de eixos coordenados e plano, o que ndo deve ser de todo
simples para os alunos. Uma vez determinados os pontos de intersecgéo, a
solicitacdo e representacédo grafica depende essencialmente de visualizagéo
espacial. Os itens (c) e (d) colocam uma maior exigéncia de integracdo de
raciocinios geomeétricos (de natureza espacial) e raciocinios algébricos:
paralelismo de planos corresponde a vetores normais de mesma direcdo, e
esta condicdo deve ser interpretada algebricamente; a situacdo de
perpendicularismo de planos € mais exigente, pois inicialmente deve ser feita a
leitura geométrica da correspondente ortogonalidade de vetores normais, a ser

entdo determinada via raciocinio algeébrico.

Analise a posteriori: No item (a), os alunos ainda tiveram dificuldades
de natureza visual para representar o vetor normal. Vale observar que nas
atividades anteriores os alunos sempre tinham os pontos e setas ja
desenhadas na figura e deviam apenas ler as coordenadas, o que justifica esta
dificuldade inicial apresentada pelos alunos. No item (b), conforme anunciado
na analise a priori, os alunos apresentaram dificuldades para fazer a leitura
algébrica da condigdo de intersec¢ao de eixos coordenados e plano. No item
(c), a maior parte dos alunos conseguiu relacionar planos paralelos com
vetores normais de mesma diregdo, resolvendo assim o problema de forma
satisfatoria. No item (d) quase todos necessitaram da intervencéo do professor
para resolver a atividade, argumentando que n&o sabiam como comegar.
Assim, percebemos que a situagcdo de planos perpendiculares poderia ser

explorada com maior detalhamento.
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Atividade 7: Observe as posicoes relativas entre dois planos e

determine:

a) um exemplo de equagdes de dois planos que se encontrem
segundo uma reta.
b) um exemplo de equacgdes de dois planos paralelos.

c) um exemplo de equacdes de dois planos coincidentes.
Fig. 53 — Atividade 7 (Encontro 7)

Analise a priori: Tem-se na resolucao desta atividade liberdade de
escolhas, pois cabe aos alunos a explicitacdo de equagdes, em um universo de
muitas possibilidades. Espera-se provocar os alunos na leitura algébrica de
situagdo geométrica, e, dessa forma, pretende-se que trabalhem com as idéias
fundamentais ao entendimento de sistemas de equagdes no dominio
geométrico. Nesta atividade tém-se planos desenhados em diferentes posi¢des
e devem ser criadas equacdes que correspondam aos desenhos. No estudo de
sistemas, o caminho vai ser o inverso: tém-se as equacodes, que devem entao
ser entendidas como equacgdes de planos, e é a posicdo (geométrica) dos
planos que vai subsidiar a analise qualitativa de possiveis solugdes do sistema.

Para responder a atividade espera-se que os alunos no item (a),
percebendo que os planos apresentam diferentes diregdes, concluam que os
vetores normais devam também apresentar diferentes dire¢des. Nos itens (b) e
(c), espera-se que os alunos percebam que tratam-se de planos com a mesma
diregao (e entéo utilizem vetores normais com iguais dire¢cdes), e com alguma
atencado ao parametro “d”, diferenciem o caso de infinitas solugcbes do caso de

inexisténcia de solugéo.
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Analise a posteriori:
Os alunos resolveram satisfatoriamente o problema, visto que ja estava
clara a idéia da equacao do plano e seu vetor normal. Apresentamos, a titulo

de ilustracao, a resolugcdo de um aluno para esta atividade (figura 54).

7} Observe as posigies relativas entre dois planos e determine:

a) um exemplo de equagdes de dois planos que se encontrem segundo uma

reta. .;._{_. ) S p e IS

b) um exemplo de equagdes de dois planos paralelos.
_'.:-Li"r"r; C -."";,r' _{_

¢) um exemplo de equagdes de dois planos coincidentes.

4 < 4 '
w4 " p ={ }

e b .

L }
- f

Fig. 54 — Solugéo de aluno (Atividade 7/ Encontro 7)

Momento de sistematizacdo: a leitura geométrica de sistemas de

equacoes de trés variaveis

Ao final do encontro foi feita uma sistematizacdo sobre os assuntos
discutidos, com foco especial na analise qualitativa dos sistemas de duas
equacoes e trés variaveis.

Através dos exemplos que os alunos criaram na atividade 7, o professor
escreveu alguns sistemas de equagdes no quadro negro, iniciando a analise
qualitativa de sistemas com duas equacgdes e trés variaveis de maneira muito
natural.

Um dos sistemas que foi analisado qualitativamente nesse momento foi

2x+y+3z=1 . . ~
, criado por um dos alunos a partir das equacdes dos planos
x+0,5y+1,5z=3

da atividade 7.
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A equagao 2x +y + 3z = 1 representa um plano ortogonal ao vetor no=

(2, 1, 3), e a equacgado x + 0,5y + 1,5z = 3 representa um plano ortogonal ao

vetor n, = (1, 1/2, 3/2). Como estes vetores tém a mesma direcédo, os planos
sO podem ser paralelos ou coincidentes. Como interceptam o eixo z em pontos
diferentes (um em z = 1/3 e o outro em z= 2), ndo podem ser coincidentes.

Assim, os planos sao paralelos e o sistema nao admite solugao.

Resumindo Encontro 7:

Este encontro teve como objetivo principal o trabalho com os vetores no
espaco e com a equacao do plano. A seqliéncia de atividades, diferentemente
das outras tantas sequéncias que foram propostas aos alunos ao longo do
desenrolar da experiéncia, foi apresentada de forma bastante sumarizada em
termos de conteudos e atividades, dado que se tratava de uma generalizagao
de conteudos projetada para ser trabalhada em um periodo de 150 minutos.

Ao final do encontro se evidenciou o alcance dos objetivos propostos: os
alunos apresentaram uma satisfatoria integracdo de raciocinios nos dominios
algébrico e geométrico. Sem maiores dificuldades, identificaram planos dados
em determinada situagdo geométrica com a correspondente equacgao (atividade
7). Através da leitura geométrica da equagao a.(Xx — Xo) + b.(y — Yo) + C.(z — zo) =
0, entenderam o que significa fazer uma analise qualitativa de um sistema de
equacodes, mesmo tendo trabalhado com as particulares situacdes de sistemas

de duas equacdes.

N&o foi nosso objetivo, em nenhum momento da experiéncia, fazer um
estudo exaustivo dos sistemas de equacdes, de modo a associar todas as
posicoes relativas de 3 planos (os trés planos coincidem, dois planos coincidem
e o terceiro é paralelo a eles, dois planos coincidem e o terceiro os intercepta
segundo uma reta, dentre outras) com as correspondentes relagbes entre os
vetores normais. Este €, com certeza, um estudo pertinente e interessante,
mas que exige o trabalho com outros conceitos da geometria vetorial, dentre
eles as relagdes de dependéncia e independéncia de vetores.

Nosso objetivo maior foi trazer para o contexto do ensino da Matematica

escolar um tratamento geométrico para a equagédo a x + by + ¢ z = d, ndo por
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ser uma natural generalizagdo da bem conhecida equagcdodaretaax+by=c,
mas principalmente porque desta forma é possivel agregar um maior valor
formativo ao estudo de sistemas de equagdes (o qual muitas vezes fica restrito
a memorizagdo de regras de resolugdo e de palavras um tanto
incompreensiveis para muitos dos alunos, tais como “possivel e determinado”,

“possivel e indeterminado” e “impossivel”).

4.3 Sobre a validacéo da hipotese

Na secgédo anterior, no confronto entre as analises a priori e a posteriori,
verificamos que os alunos, de modo geral, se apropriaram corretamente da
idéia de vetor (representado por uma cole¢ao de setas que possuem: 0 mesmo
comprimento, a mesma direcdo e 0 mesmo sentido) e das operagdes com
vetores na forma geométrica (soma de vetores e multiplicagdo de vetor por
escalar). Conseguiram compreender as coordenadas do vetor, as operagdes
através das coordenadas e a releitura da equagdo da reta segundo a
ortogonalidade de vetores — apesar de fazer-se necessario disponibilizar um
tempo maior nessa etapa e elaborar um novo conjunto de atividades para
sistematizar estes conceitos.

No ultimo encontro, onde foram abordados os vetores no espacgo e a
equacgao do plano, as analises feitas nos sugerem que, se a construgao dos
principais conceitos no plano estiver bem sedimentada, a generalizagao das
idéias do plano para o espacgo pode ocorrer de maneira natural.

Durante toda fase da experimentacdo, os alunos se mostraram
extremamente solidarios, realizando as atividades propostas com afinco,
participando ativamente das discussées em grande e em pequenos grupos e
comparecendo (em numero significativo) ao ultimo encontro que foi extra
classe. A colaboragcdo encontrada nos alunos durante a etapa da
experimentacgao, sinaliza a importancia da relagao estabelecida entre professor
e alunos, que muitas vezes acaba por si s6 invalidando qualquer experiéncia.

E importante ressaltar que somente ao longo da experimentagdo
percebemos que nossa concepcgao inicial era de certa forma ambiciosa, para o

tempo que dispunhamos. Foram feitas as adaptagdes necessarias (primeiro
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processo de reconstrugao da proposta), porém diferentes fatores nos levaram a
refletir sobre a proposta apds a realizagdo da experiéncia, dentre os quais
destacamos: a necessidade demonstrada pelos alunos de um tempo maior na
realizacédo das atividades e assimilagdo dos novos conceitos; alguns encontros
terem ficado destinados apenas a sistematizagao de assuntos ja trabalhados; a
eficacia do uso do software Winplot para algumas atividades ter ficado sob
interrogacéo, e finalmente, a necessidade de condensar a parte de vetores no
espacgo e a equacao do plano para um unico encontro. Como resposta direta a
estas questdes, elaboramos uma nova versédo da proposta — a segunda
reconstrugcao, concebida apos a realizagao da experiéncia.

Nessa nova versao, que implicou a redistribuicdo dos conteudos em
cada um dos encontros, viu-se a possibilidade de modificar um pouco a
dindmica das aulas, ficando sempre bem marcados trés momentos:

— o inicial: destinado as discussées em grande grupo;

— 0 segundo: destinado as discussdes em pequenos grupos;

— o final: destinado a uma sistematizacdo em grande grupo através da
discusséo coletiva de algumas das atividades.

Na intencao de facilitar o entendimento de como a nova proposta ficou
organizada, apresentamos um quadro comparativo entre a versao que foi

implementada na escola e essa nova versao.

Quadro comparativo das aulas:

Encontro | Versao implementada na escola | Nova versao

10

Momento de discussdao em
grande grupo: o conceito de
vetor geométrico e as operacdes
com o vetor geométrico.

Momento de discussdao em

pequenos grupos: os alunos

Momento de discussao em
grande grupo: o conceito de
vetor geomeétrico.

Momento de discussao em
pequenos grupos: os alunos

resolvem 5 atividades referentes

resolviam a primeira lista de | a@o assunto trabalhado.
atividades composta de 11 | Sistematizacdo: € feita uma
problemas. discussao através da corregéo

das atividades.
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20

Sistematizacdo: era feita uma
discussao sobre todas as

atividades propostas na aula 1.

Momento de discussao em
grande grupo: as operacgdes
envolvendo o vetor geométrico.
Momento de discussao em

pequenos grupos: os alunos

resolvem 6 atividades
referentes ao assunto
trabalhado.

Sistematizacdo: é feita uma
discussédo em cima da

correcao das atividades.

30

Momento de discussdao em
grande grupo: as coordenadas
dos vetores e as operagdes
envolvendo o vetor algébrico.

Momento de discussao em
pequenos grupos: os alunos
resolviam a segunda lista de
atividades composta de 5

problemas.

Momento de discussdo em
grande grupo:

As coordenadas dos vetores e
as operagdes envolvendo o
vetor algébrico.

Momento de discussdo em
pequenos grupos: os alunos
resolvem a nova segunda lista
de atividades composta de 7
problemas.
Sistematizacao: discussao
com relagdo as atividades de
vetor algébrico e operagdes

algébricas

40

Momento de discussao em
grande grupo: a condicdo de
ortogonalidade entre vetores e
uma nova interpretacdo da
equacdo da reta usando essa
condigédo.

Momento de discussdao em

pegquenos grupos: os alunos

Sistematizacao: discussao
com relacdo as atividades de
vetor algébrico e operagdes
algébricas.

Momento de discussao em
grande grupo: a condi¢cdo de
ortogonalidade de vetores.

Momento de discussdo em
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irram até a sala de informatica
resolver um conjunto de 5
atividades com o software
Winplot.

pequenos grupos: os alunos
resolvem uma lista com 3
problemas de ortogonalidade.

Sistematizacao: discusséao
referente as atividades de

ortogonalidade.

50

Sistematizacdo: a aula iniciava
com uma revisdo sobre as
coordenadas dos vetores e as
operacgoes envolvendo
coordenadas.

Momento de discussdo em
pequenos grupos: apds, 0s
alunos tinham que resolver uma
nova lista de exercicios composta

de 8 problemas.

Momento de discussao em
grande grupo: a releitura da
equacao da reta sob a luz da
ortogonalidade de vetores.

Momento de discussao em
pequenos grupos: os alunos
resolvem um conjunto de 4
atividades envolvendo essa
interpretacédo para a equacao
da reta e a resolugao
geométrica de sistemas
lineares 2 x 2 (onde o objetivo
€ responder qualitativamente
sobre a quantidade de
solugcdes do sistema, através
da posigao entre as retas).

Sistematizacao: € feita uma
discussdéo em cima da

correcao das atividades.

60

Momento de discussao em
pequenos grupos: os alunos
concluiram a lista de exercicios
do encontro 5.

Sistematizacdo: através da
corregdo de algumas atividades
sistematizamos: a ortogonalidade

de vetores, a releitura da equacéao

Momento de discussao em
grande grupo: coordenadas
no espaco

Momento de discussdo em
pegquenos grupos: os alunos
resolvem um conjunto de
problemas envolvendo pontos

e vetores. Os objetivos séao:
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da reta, e a analise qualitativa
geométrica das solugdes dos

sistemas lineares 2 x 2.

retomar conceitos vistos no
plano, porém agora no espaco;
introduzir as equacoes
paramétricas da reta no
espaco.

Sistematizacao: discussao
sobre algumas das atividades
€ as equacgoes paramétricas da

reta no espacgo.

70

Momento de discussao em

grande grupo: de maneira
compacta foram apresentados os
seguintes assuntos: coordenadas
no espaco, a equagao do plano e
a resolugdo geométrica de
sistemas 2 x 3.

Momento de discussdao em
pequenos grupos: os alunos
resolveram

alguns problemas

sobre 0s assuntos.

Momento de discussao em
grande grupo:

A equacéo do plano.

Momento de discussdo em
pequenos grupos:

Os alunos resolvem um
conjunto de atividades
envolvendo essa equacéo e a
discussdao  geomeétrica de
alguns sistemas lineares 3 x 2.
Assim, o objetivo & responder
qualitativamente sobre a
quantidade de solugdes do
sistema, através da posicao
entre os planos.
Sistematizacao:

Uma breve discussdo sobre

algumas das atividades.

Observacoes referentes ao quadro:

e Na nova aula 1 é trabalhado o conceito de vetor. As operagdes com
o vetor geométrico ficaram para a aula seguinte. Assim, em cada
uma das aulas, os alunos dispéem de mais tempo para resolver as

resultaram no

atividades. As listas dessas duas aulas

desdobramento da antiga lista 1.
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e Na nova aula 3, a lista de atividades (referente ao vetor com
coordenadas) foi modificada. A lista anterior ndo havia sido suficiente
para que os alunos atingissem o0s objetivos esperados, sendo
necessario elaborar de uma nova lista de problemas, que acabou
sendo aplicada apenas na aula 5. Assim, esse novo conjunto de

atividades foi elaborado em cima das listas das antigas aulas 3 e 5.

e Na nova aula 4 ¢é trabalhada a ortogonalidade de vetores e
problemas referentes a esse assunto. A releitura da equagao da reta,
a luz da ortogonalidade de vetores ficou para a nova aula 5, quando
os alunos ja estdo mais habituados com coordenadas e

ortogonalidade.

e Nas novas aulas 6 e 7, € descompactado o trabalho feito na aula 7 e
sao apresentadas as equagdes paramétricas da reta no espaco.
Assim, quando aparecerem sistemas correspondentes a dois planos
que se interceptam, ¢é possivel compreender a solucio

algebricamente e geometricamente.

e O material reorganizado de acordo com o exposto no quadro

encontra-se no Anexo 3.

Frente as possibilidades que nos oferecem as tecnologias da informagao
e comunicagao, nos sentimos provocados a pensar em um recurso digital que
integrasse dinamismo e conceitos matematicos. Nesse sentido foi
desenvolvido, também como parte do material didatico, o objeto de
aprendizagem “Vetores e operacdes™® que trata de vetores e operacoes
(disponivel em CD no anexo 4). A principal diferenga entre trabalhar com um
objeto de aprendizagem ou com um software de geometria dinamica é que no

objeto tem-se recursos que permitem uma maior autonomia, por parte do

*®0 objeto “Vetores e operacdes” foi desenvolvido em colaboragdo com Carlos Eduardo Souza
Ferreira, aluno do curso de bacharelado em Matematica na UFRGS, dentro do projeto

financiado pela Pré-Reitoria de Extensao.

150



aluno, no aprendizado de um determinado conteudo. Assim, através da
manipulacdo direta na tela do computador, o aluno pode avangar em sua
aprendizagem, dado que o objeto é projetado para ir conduzindo-o, passo a
passo, na construcdo do conhecimento em questdo, no caso os conceitos de

vetor e operagdes.

Na figura 55, temos a interface desse objeto de aprendizagem na tela

que trata do conceito de multiplicagcao algébrica de vetor por escalar.

Fig. 55 — Interface do objeto “Vetores e Operagdes”

Em cada tela do objeto tem-se, na parte inferior, as janelas de
“‘Exploracado” e “Conceito”. Na tela da fig. 55 na janela “Exploragdo”, o aluno
pode inicialmente assistir a uma animacdo onde aparece a seta verde e a
seguir o sistema de coordenadas. Logo apds, aparece a seta vermelha,
representando o resultado da multiplicagdo do vetor pelo escalar k, quando k
varia de O até 2.

Ao longo da animagao, ou apos assisti-la, € possivel mover a seta verde
(modificando o vetor que ela representa) ou mover o ponto vermelho (que

representa o valor do parametro k).
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O aluno é provocado a determinar as coordenadas do vetor conhecendo
as coordenadas da multiplicacdo do vetor pelo escalar. Dessa forma, pode
perceber naturalmente a relagao entre tais coordenadas e o parametro k.

Na janela “Conceito" é feita a institucionalizagdo da operagdo de

multiplicacdo de vetor por escalar com coordenadas.

Um possivel caminho de inser¢ao da proposta no curriculo do ensino
meédio € delineado no capitulo 3, na se¢ao 3.4. O principal aspecto considerado
€ que o professor deve priorizar na escolha de conteudos aqueles que
agregam ao ensino de Matematica um maior valor formativo, ao invés de

férmulas sem explicagdes ou exigéncias de memorizagdes de regras.

Contudo, consideramos que nossa hipétese de investigagdo — € possivel
ensinar geometria vetorial e sistemas de equacdes na escola — se valida no
ambito de nossa experiéncia. Desta forma, as conclusbes obtidas sao
verdadeiras neste contexto, pois fazem parte de uma investigacdo qualitativa.
Para outros grupos, com diferentes expectativas e atitudes, seriam certamente

necessarios outros ajustes, a fim de obter resultados igualmente satisfatorios.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Para enfrentar nossa problematica de pesquisa — através da geometria
vetorial é possivel desenvolver na escola, o topico de sistema de equacdes, de
forma a ter-se nele agregado um maior valor formativo? — concebemos,
realizamos, observamos, analisamos e reconstruimos uma sequéncia didatica,
segundo uma metodologia de investigagdo que se constitui como uma

Engenharia Didatica.

Com a intengédo de justificar nossa proposta, a qual coloca algebra e
geometria em estreita relagdo, procuramos exemplos de aproximagdes entre
ambas na histdéria da Matematica, e também sugerimos aproximagdes que
poderiam ser feitas no ambito dos conteudos que ja fazem parte dos usuais

programas das escolas.

Entendemos que ao associar a algebra escolar a uma concretude
geomeétrica, estamos contribuindo para a construgdo de conhecimento mais
pleno de significado por parte do aluno. Neste sentido, chamamos a atencao
para os raciocinios de natureza geométrica que podem estar presentes em
situagcdes que, na escola, sao tratadas apenas com raciocinios de natureza
algébrica, de uma forma geral. Essa predominancia das representagdes
algébricas na Matematica escolar pode ter razdo na presenga de regras de
manipulagdo bem definidas e de procedimentos algoritmicos que resolvem, as
vezes, de forma quase mecanica, as equacdes. Ja os problemas de natureza
geométrica, de um modo geral, exigem raciocinios e procedimentos de
construgdo para o0s quais nao existem regras pré-definidas. Cada novo

problema proposto desafia na criagdo de uma nova estratégia de resolugao.

Apoiados em trabalho de Douady (1998), vislumbramos na interagcao
entre dois dominios — o algébrico e o geométrico — a possibilidade muito clara
de dar significado as classicas expressdes que aparecem nos livros didaticos -

“sistemas determinados”, “sistemas indeterminados”, “sistemas impossiveis” -
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quando tratam do tdépico sobre sistemas de equagdes. Sob a dtica da
geometria vetorial, a existéncia de solugdes, corresponde — para sistemas de
equacoes lineares com duas ou trés variaveis — a existéncia de interseccdes de
retas ou de planos. Dessa forma, os “sistemas determinados” sdo aqueles cuja
solugao corresponde a um unico ponto do plano ou do espacgo, os “sistemas
indeterminados” sao aqueles cujas infinitas solugdes correspondem a pontos
que determinam ou uma reta ou um plano, e os “sistemas impossiveis” sdo
aqueles sem solugédo, o que se justifica geometricamente no paralelismo de

retas ou de planos.

Nessa diregao, procurando agregar ao estudo de sistemas de equacdes
um maior valor formativo, concebemos nossa sequéncia didatica de forma a
fazer uma introdugcdo a geometria vetorial, bastante elementar, o suficiente
para colocar os sistemas com trés variaveis sob a 6tica da geometria.

E importante destacar uma preocupacdo permanente que esteve por
tras da elaboragcdo do material didatico: a questdo da demonstracdo. Mesmo
sem a utilizacido das palavras “teorema” e “demonstracao” — até porque ambas
nao sdo usuais na escola — houve uma preocupacao na fundamentacéo e
explicacdo matematica dos conteudos que estavam sendo trabalhados. A titulo
de ilustracédo, conforme documentado na realizagdo da experiéncia: a equacao

do plano foi deduzida, ao invés de simplesmente dizer que “ax + by +cz=d é a

equacao do plano com vetor normal n = (a, b, ¢)”. Também vale ressaltar que
em certas demonstragdes (outros teoremas), embora estivéssemos discutindo
casos particulares — como no momento em que, para deduzir a expressao
algébrica da soma de vetores, representamos os vetores no primeiro quadrante
— a perda de generalidade ndo comprometeu o entendimento global. As
particularidades escolhidas se justificam de imediato na intengdo de
demonstrarmos propriedades algébricas a partir de argumentagdes
geométricas. Subjacente a estas escolhas esta o nosso sentimento de que é de
acordo com a maturidade matematica dos alunos que se deve estabelecer,

gradualmente, o formalismo da demonstragéao.
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Uma outra preocupagao que nos acompanhou, e que também queremos
destacar, refere-se a clareza e precisdo da linguagem a ser utilizada pelo
professor com seus alunos, dada a sua importante contribuicdo para a tomada
de consciéncia, por parte dos alunos, dos conceitos que sdo propoésito de
aprendizagem. Ao introduzir-se, por exemplo, o conceito de vetor, o cuidado
em usar-se a expressao “seta representante do vetor” ou “a colegcao de setas
que representam o vetor’” sempre esteve presente “na fala” do professor. Se,
ao referir-se a uma dada “seta” o professor fala “vetor”, no inicio do estudo de
vetores, complicacbes conceituais podem acontecer. Isto porque o aluno
encontra-se no momento de entender que “um vetor € uma colegao de setas

com certas propriedades em comum?”.

Na concepc¢ao da situagao didatica, em termos de organizacéo didatica,
contemplamos os seguintes momentos:

— 0s momentos de discussdo em grande grupo: onde 0OS nNOvVoS
conceitos foram trabalhados;

— 0s momentos de discussbes em pequenos grupos: onde os alunos
resolveram atividades;

— 0s momentos de sistematizagdo, em grande grupo: onde, apos a
resolucdo das atividades, discutimos sobre as questdes mais relevantes para
que o grupo pudesse avangar, na medida do possivel de forma bastante
homogénea, na construgdo dos conhecimentos.

Conforme registrado no capitulo 4, na escolha da turma para a
realizacdo da experiéncia, buscamos minimizar ao maximo as inumeras
variaveis que se fazem presentes em uma situagao didatica (pouca maturidade,
falta de pré-requisitos basicos, pouco interesse no assunto, etc). Dessa forma,
procuramos trabalhar sob condi¢des, na medida do possivel, mais proximas
das ideais, de modo a colocar sob o foco de atencéo e de analise, sobretudo, a
validagdo do material didatico, a ser nosso produto final. Nessa direcéo,
percebemos como possivel desdobramento deste trabalho, a producdo de uma
versao resumida da proposta que aqui apresentamos, de modo a facilitar o uso

desse material em salas de aulas com outras condi¢des para o trabalho.
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Iniciamos a experiéncia com uma proposta de situagao didatica pré-
definida, com justificativas baseadas em uma analise a priori. Esta proposta foi
se readaptando, em funcdo de uma analise a posteriori que sempre
acompanhou o desenrolar da experiéncia, em cada um dos encontros. As
dificuldades detectadas na analise a posteriori nos conduziram a uma primeira
reconstrucdo da sequéncia de atividades — que ocorreu no préprio momento de

realizacdo da experiéncia.

No confronto entre as analises a priori e a posteriori, das diferentes
atividades realizadas, constatamos que os alunos, de um modo geral, se
apropriaram corretamente da idéia de vetor (geométrico e algébrico) e das
operagbes de vetores (soma, diferenga e multiplicagdo por escalar, nas
representacbes geométricas e algébricas). Também compreenderam a
equacgao da reta segundo a ortogonalidade de vetores — para isto fazendo-se
necessario disponibilizar um tempo maior nessa etapa, bem como elaborar um
novo conjunto de atividades para sistematizagdo destes conceitos. As
observacdes e analises do ultimo encontro, onde foram abordados os vetores
no espacgo e a equacao do plano, sinalizam que, se a construcdo dos principais
conceitos no plano estiver bem consolidada, a generalizagédo destas idéias para
0 espaco pode ocorrer de maneira natural.

Ao final da experiéncia, uma segunda reconstru¢cdo da proposta se
apresentou como necessaria para entdo afinar a relacdo entre os conteudos
objeto de ensino e o tempo necessario para o seu aprendizado. Também como
parte desta segunda reconstrugédo, desenvolvemos o objeto de aprendizagem:
Vetores e Operagdes. A inclusdo do objeto de aprendizagem ao material
didatico, nos leva agora, ao final da dissertagdo, a uma nova analise a priori: O
dinamismo das figuras no computador contra o estatico das figuras do quadro
negro, pode fazer com que os alunos, através da visualizagdo de diferentes
situacbes, se apropriem dos conteudos com maior facilidade. Além de
favorecer o aprendizado, a versatilidade do objeto elimina o tempo gasto pelo
professor para fazer os desenhos estaticos de quadro negro, e assim coloca
sob uma nova realidade os momentos de discussdo em grande grupo. Isto
pode contribuir de forma significativa no planejamento dos encontros, ao

reduzir também o tempo de discussao em grande grupo, assim viabilizando um
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tempo maior para as discussdées em pequenos grupos, onde através da
resolugcao das atividades os alunos se colocam no papel de ativos aprendizes
37

A proposta apresentada nesta dissertacdo finaliza com a analise
geométrica qualitativa dos sistemas de trés incognitas. Este estudo deve entéo
prosseguir, naturalmente, com a resolugdo algébrica de sistemas, via
escalonamento, para a determinagcdo das solugdes numéricas. E aqui vale
apontar para um possivel desdobramento dessa dissertacéo: a elaboragcao de
uma sequéncia didatica que trate de associar ao processo do escalonamento
uma leitura geométrica — o que significa o entendimento das operacdes
elementares do escalonamento via movimentos de planos que sempre

preservam a inicial interseccéo.

Consideramos, enfim, que nossa hipotese, formulada no contexto da
Engenharia Didatica — através da geometria vetorial € possivel desenvolver na
escola, o topico de sistema de equagdes, de forma a ter-se nele agregado um
maior valor formativo — se valida no cenario de realizagdo de nossa
experiéncia. E, com as devidas adaptacbes, de modo a atenderem as
especificidades de cada turma de alunos, é com confianga que apostamos na
sua viabilidade para outras situagdes de ensino e aprendizagem de sistemas
de equacgdes. Dentre estas adaptagdes, os diferentes ritmos de aprendizagem
dos alunos devem ser considerados. Tem-se ai um dos maiores desafios para
nos professores: como administrar uma turma onde, ao mesmo tempo, se
apresentam alunos que realizam as atividades facilmente, outros alunos que
necessitam de mais tempo, ou ainda alunos com muita dificuldade ou mesmo

sem motivacao?

Ao longo da realizagdo desse trabalho percebermos quanto tempo é
necessario para a elaboragcao de uma situagao didatica que coloque em foco,

pelo menos, alguns dos diferentes aspectos que contribuem de forma

¥ Como ilustracdo vale comentar, que no encontro em que trabalhamos a soma de
vetores com coordenadas, boa parte do momento de discussdo em grande grupo ficou
concentrada na explicagdo de uma congruéncia de tridngulos, muito pelas restricdes de

desenho que se apresentam ao professor no uso do giz e quadro negro.
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significativa para a construgdo de conhecimento por parte dos alunos.
Diferentes foram os momentos em que: reconsideramos os caminhos a serem
seguidos; afinamos as escolhas das sequéncias de atividades; pensamos e
repensamos sobre a forma mais simples e clara de trabalhar com determinado
conteudo; ponderamos sobre a importancia das discussdes entre os alunos,
mas também sobre a importancia da intervencdo do professor. Estes
momentos aconteceram durante a producido desta dissertacdo e isso nos faz
enfatizar a relevancia dos mestrados profissionalizantes. Mas eles também nos
fazem levantar a seguinte questao: como esse produto educativo pode chegar

as escolas, de modo a dar suporte a reais melhorias no ensino?

E colocando & disposicdo de nossos colegas professores de Matematica
os diferentes produtos educacionais que estdo sendo desenvolvidos neste
nosso Mestrado Profissionalizante, para que fagcam uso no seu dia-a dia de
sala de aula, que estaremos também atendendo a um dos objetivos deste

nosso mestrado:

“O Mestrado Profissionalizante em Ensino de Matematica tem
carater de preparacéao profissional na area docente, focalizando o
conhecimento especifico da Matematica, o ensino, a
aprendizagem, o curriculo e o sistema escolar. Esta sempre

voltado, explicitamente, para a evolugcdo e melhoria do ensino,

seja pela acao direta em sala de aula, seja pela contribuicdo na

solucdo de problemas educativos em Matematica.”®

Finalizamos, registrando que, além do produto didatico desenvolvido
nessa dissertacdo, nosso amadurecimento profissional ao longo desse curso
de mestrado foi extremamente significativo. Tal amadurecimento tem refletido
diretamente em nossa agao docente, na preocupacao incessante de fazer da
sala de aula um ambiente de pesquisa profissional que tenha reflexos positivos

no desafiador processo de ensino e aprendizagem de Matematica.

38Disponivel em http://www.mat.ufrgs.br/%7Eppgem/, site do programa de mestrado

profissionalizante em ensino de Matematica da UFRGS
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ANEXOS

ANEXO | — A concepcao inicial da proposta

A proposta foi elaborada com os seguintes objetivos gerais: priorizar o
pensamento matematico e em lugar de calculos arduos e exaustivos; relacionar
geometria e algebra partindo sempre da idéia geométrica para compreender a
idéia algébrica; e, introduzir, sob o prisma da geometria vetorial, a equacao da
reta e a equacado do plano, a fim de responder qualitativamente sobre a
classificagao de um sistema linear.

O material foi organizado para ser aplicado em seis aulas, de 100
minutos cada. Na maior parte dos encontros, os alunos receberiam a parte
teérica da aula com lacunas, que deveriam ser preenchidas ao longo da
exposicao do professor, e apds resolveriam um conjunto de problemas.

O primeiro encontro tinha como objetivo central a compreensdo do
conceito de vetor e as operagdes elementares com o vetor geométrico. A
expectativa inicial era que os alunos, resolvendo as atividades, se
apropriassem do conceito de vetor, conseguindo diferenciar o vetor (objeto) e a
seta (representagao do objeto) e verificar quando duas setas s&o, ou ndo séo,
representantes do mesmo vetor. Em um segundo momento, esperava-se que
os alunos fossem capazes de efetuar a soma de vetores, a diferengca de
vetores e a multiplicagéo de vetor por escalar.

No segundo encontro, apos comentarios sobre as atividades realizadas
na aula anterior, seria introduzido o vetor algébrico e proposta a segunda lista
de exercicios. O objetivo central era que, de posse do conceito de vetor, os
alunos conseguissem dar as coordenadas do vetor independente da posigcao
em que estivesse sua seta representante. A grande expectativa era que os
alunos nao tivessem dificuldades em fungdo do trabalho que ja havia sido
desenvolvido com os vetores no primeiro encontro e da familiaridade dos
alunos com o sistema de coordenadas.

No terceiro encontro seriam deduzidas as coordenadas do vetor soma e
também do produto de um vetor por um escalar. Apds isso, os alunos

resolveriam atividades. No final seriam esclarecidas as duvidas referentes aos
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problemas envolvendo coordenadas. O objetivo central desse encontro era que
os alunos compreendessem as operagdes algébricas (isto €, com
coordenadas) como consequéncia direta das operagbes geométricas, ja
estudadas. A grande expectativa era de que os alunos efetuassem as
operagdes algebricamente, mas sem desprover-se, sempre que necessario, da
representagdo geomeétrica.

No quarto encontro, através da condi¢cao de ortogonalidade de vetores,
os alunos fariam uma releitura da equacdo geral da reta a.x + by = c,
observando que a e b indicam as coordenadas de um vetor cuja direcéo é
ortogonal a mesma. O objetivo principal desse encontro era que, utilizando o
software Winplot e a nova leitura da equacao da reta, os alunos respondessem
qualitativamente sobre as solugdes de sistemas lineares 2 x 2. A grande
expectativa era de que os alunos conseguissem obter informagbes sobre as
diregdes das retas, na leitura das coordenadas dos vetores ortogonais as
mesmas.

No quinto encontro, apds a apresentacao do sistema de coordenadas no
espacgo, os alunos, no software Winplot, resolveriam atividades envolvendo
coordenadas e operagdes com vetores no espago. O objetivo central desse
encontro era representar e operar vetores no espago de forma analoga a que
foi feita no plano. A grande expectativa era que com o uso do software Winplot
a visualizacdo espacial ndo fosse empecilho na transicdo do plano para o
espaco.

No sexto encontro, através da condi¢gao de ortogonalidade dos vetores
no espacgo, a equagao do plano a.(Xx—X,) + b.(y—=Yo) + ¢.(z—z,) = 0 seria deduzida
observando que a, b e ¢ indicam as coordenadas de um vetor cuja diregéo é
ortogonal ao plano. O objetivo principal desse encontro era que, utilizando o
software Winplot e a equacdo do plano, os alunos respondessem
qualitativamente sobre as solugcdes de sistemas de equacdes lineares 3 x 2 e 3
x 3. A grande expectativa era de que os alunos conseguissem obter
informacdes sobre as posicdes dos planos, na leitura das coordenadas dos

vetores ortogonais aos mesmos.
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Anexo Il — A sequéncia didatica implementada na escola

ENCONTROS 1 e 2 — O vetor geométrico e as operacdes geométricas

O triangulo abaixo se deslocou da posi¢céo 1 para posi¢ao 2.

Posicao 2
Posicdo 1 A
A "
B
o
C

Quais sao as informagdes necessarias para que possamos entender
este deslocamento?

Neste contexto as idéias de direcdo e sentido sdo fundamentais,
portanto vamos discuti-las mais detalhadamente.

Observe as retas da figura abaixo, onde s e t sdo paralelas.

r

=

t

Considere agora reta r da figura abaixo:
= I

A

Definida uma diregdo, podemos imaginar uma pessoa se deslocando em
dois sentidos:

Chamamos de vetor uma colegao de setas que tenham:
=

=

=
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Portanto, setas que nao diferem em nenhuma das trés caracteristicas
acima representam o mesmo vetor.

Assim, a idéia de vetor nos conduz a algo do tipo:

/ ’
Quando escrevermos v = AB significa que v é representado pela seta

AB . Porém, qualquer outra seta com o mesmo maddulo, direcido e sentido,

representa também o mesmo vetor v.
Assim, na figura anterior, temos:

e \Vetores e paralelogramo:
/B 7
A _ﬂ_““'-ﬁ—]
C

Duas setas 4B e CD (nao apoiadas na mesma reta) sao representantes

de um mesmo vetor quando o quadrilatero for
B c =
A - - - - e — -
e e __d_,f’*
T \.é—-:—'-'-}fF
E

Quando as setas 4B e CD estdo sobre a mesma reta, tomamos uma

outra seta EF tal que ABFE seja um paralelogramo. Assim as setas AB e CD
sdo representantes de um mesmo vetor quando EFDC também é

paralelogramo.
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Adicdo de vetores:

A soma dos vetores u e v pode ser determinada da seguinte maneira:
=

=

E importante salientar que a soma u + v dos vetores u e v independe
da escolha de seus representantes:

- = E
] ey o
> =a / |
d -
[P o
G+ e 2
- v
w -

v
N ;’VI
[-2 e ] -
- /

Diferenca de vetores:

L

L
i

-

Assim;—;=;+(—v).

Vetores e paralelogramo:

Observe que os vetores soma u + v e u — v sdo as diagonais do

paralelogramo determinado por u e v.
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Multiplicacdo de vetor por escalar:

1.5V v

T o

05V

-2V

— o
—

i

Dado um vetor v=0 e um numero k € IR, a multiplicagdo do numero

real k pelo vetorv, é o vetor k. v tal que:
=
=

=

Atividades:
1) Fazer a translagdo do tridngulo abaixo segundo cada uma das setas
indicadas na figura:

y T
/ .

2) ldentifique na figura abaixo, as setas que sao representantes do mesmo

vetor que AC, AB, BC e AD®.

% Atividade transcrita do livio Math Seconde, Hachette Education, TERRACHER, P.,
FERACHOGLOU, R., 1994, p.279
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3) A figura abaixo é obtida através da juncédo de trés hexagonos regulares.

Quantos vetores distintos os lados destes poligonos determinam?

4) Marque na figura abaixo:

&

a) o ponto D tal que 4D = BC. b) o ponto E tal que BE = AB.
c) o ponto F tal queF_(f:ﬂ. d) o ponto G tal que@:FG.

5) Verdadeiro ou Falso*?

a)( )Se E:C_lientéo AC=BD.
Justificativa:

b)( ) Se CA=CB, entdo A = B.
Justificativa:

c) ( ) Se |l esta a igual distancia de A e B, entao Al =1B.

Justificativa:

d) ( ) Sel é o ponto médio do segmento AB, entdo Al = IB.
Justificativa:
e)( )Se AB = BC = CT), entdo os quatro pontos estédo alinhados.

Justificativa:

40

FERACHOGLOU, R., 1994, p.279

Atividade transcrita do livio Math Seconde, Hachette Education, TERRACHER,
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6) Encontre na figura abaixo, sem acrescentar novos pontos, um representante

do vetor que é igual a*':

a)DB+BA=  b)AB + AD =  ¢) AD + EF

7) No paralelogramo da figura, sendo u=AB e v = E, podemos escrever

—_—

BA=-AB =-ue AC=AB + BC=AB + AD =u + v.
)] i
A “B

Da mesma forma, escreva em funcdo de u e v:

_— _— - _—

a) CB = b) DB = C) BD = d) C4 =

8) Os pontos A, B, C, D e E foram marcados na reta graduada abaixo*?.

E A D B C
a) Determine o valor da constante real k tal que:
i) AC =k. AB i) DB =k.AB iy DA =k.BC

iv) AD =k.CE v) BC= k. AE

4 Atividade transcrita do livro Math Seconde, Hachette Education, TERRACHER, P.,

FERACHOGLOU, R., 1994, p.279

42 Atividade transcrita do livio Math Seconde, Hachette Education, TERRACHER, P.,

FERACHOGLOU, R., 1994, p.295
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b) Marque na reta graduada os pontos M, N e P tais que W:%E,

_— — —s s —

9) Determine a soma 0OA+OB+O0OC+0OD+OE+OF sendo ABCDEF um
hexagono regular inscrito num circulo centro O, conforme indica a figura

abaixo:

10) Seja ABCD um paralelogramo e M o ponto médio da diagonal AC, o que
equivale a dizer que AM = MC . Queremos mostrar que M é também ponto
médio da diagonal DB, isto & BM = L
Observe a figura e complete a demonstracao desta propriedade:
D C
L

A =

Pela definicdo de soma de vetores temos que BM = BC +CM : mas temos

que CM = (pois M é ponto médio de AC) e BC = (pois ABCD) é

—_—

paralelogramo, entdo BM = + = + =

11) Um barco pode desenvolver velocidade de 4 m/s em aguas paradas. Um
pescador dispde deste barco perpendicularmente as margens de um rio, cuja
correnteza tem velocidade 3 m/s. Nesta travessia, qual sera a velocidade do

barco em relagao as margens?

4mis

l 3mis
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ENCONTRO 3 - As coordenadas de um vetor

O vetor v é representado por diferentes setas no plano cartesiano.

Dentre elas, destacamos a seta 55, que fica completamente

determinada pelas coordenadas de sua extremidade P. Assim, tais

coordenadas sao definidas como as coordenadas de v e escrevemos v = (X,
y).

Vejamos as coordenadas de v nos seguintes casos:

a) v b) Y
v B(5, &)
) A1,3) v=_( . )
I | } - —
- v -
v I _F_;”
I X X
0 4
c) ¥
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As operacdes com vetores na forma algébrica

Soma de vetores:

Sendo u = (x1, y1) € y = (x2, y2), quais as coordenadas de U+v?

Assim, se u = (x1, y1) e y = (X2, y2), entéao u+v= (, ).

Multiplicagao de vetor por escalar:

Sendo u = (x1, y1) e k € IR, quais as coordenadas de k. u?

W

¥y

i

oy x

Assim, se v = (x1, y1), entao k.v =( , ).
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Atividades:

1) Determine as coordenadas do vetor v representado pela seta AB nos

seguintes casos:

a)A(3, 3)e B(5, 4) b) A(1, 3) e B(4, -1)
Y Y
A o
> X >X

2) Determine as coordenadas de B sendo OP = 4B na figura abaixo:

a y b) ¥
B(x, v) i
/’ B0
A(2.3) A, y)
Fi3,2)
P{5. 1)
o > X 0 7%

3) Qual o comprimento (ou médulo) de v nos seguintes casos:

a vy by V¥
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4) Observe a figura:

!

a) Desenhe um representante de u = AB + CD.
b) Determine as coordenadas de ",

c) Desenhe um representante de v = AB - CD.

d) Determine as coordenadas de V.

5) Observe a figura abaixo e responda o que é pedido:

¥
a

. —x
a) represente no plano e determine as coordenadas de cada um dos pontos:
(i) P, sendo oP = @+073;
(i) Q, sendo @ = 04+2.0B;
(iii) S, sendo oS =0—A+%O—B;
(iv) T, sendo OT = OA-OB.
b) Sendo R(4, %) determine k € IR tal que OR = OA+kOB.

c) os pontos marcados no item a pertencem a uma mesma reta. O ponto (100,
-95) pertence a essa reta?
d) qual a relagdo entre as coordenadas de um ponto P(x, y) para que ele

pertenca a reta?
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ENCONTRO 4 — A ortogonalidade de vetores e a equacéo da reta

O que deve acontecer para que os vetores u = (a,b)e y = (c, d) sejam

ortogonais?

P

Através da ortogonalidade de vetores também é possivel descrevermos

as coordenadas de todos os pontos de uma reta. Observe:
Dado um vetor » = (a, b) e o ponto Py(xo, Yo) existe uma unica reta r que

passa por P e é ortogonal a n.

~

-

L

A ortogonalidade de vetores e a equacéao da reta

O que deve acontecer para que os vetores u= (a, b) e y= (c, d) sejam

—

ortogonais?

P
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Através da ortogonalidade de vetores também é possivel descrevermos

as coordenadas de todos os pontos de uma reta. Observe:

Dado um vetor » = (a, b) e o ponto Py(xo, Yo) existe uma unica reta r que

passa por P e é ortogonal a n.
¥

ot

L

Atividade no Winplot:

Va ao menu janela e selecione a opgao 2-dim.

lanela  Ajuda
Z-dim Fz
3-dim F3

Adivinhar
Mapeador 3
Planetas

w Abrir dltima
Usar padréo

Sair

Va4 ao menu equagédo e selecione a opgédo reta. O seguinte quadro deve
aparecer:

x|

ezpezsura da linha |1 cor

* cilido  pontlhado © tracejadao

ok, I cancelarl aiudal
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Atribua valores para os parametros a, b e c. Clique em ok e observe o gréfico.

1) Seguindo os passos acima, observe o grafico de varias retas e responda:

a) O que acontece sempre que a = 0?

b) O que acontece sempre que b = 0?

c) Usando a interpretacdo dada na aula para a equagao ax + by = c, justifique
as respostas dos itens a e b.
)

d) Por que n&do podemos ter a e b simultaneamente nulos?

2) Va ao menu equacao e selecione a opgao reta. Atribua valores para a e b,
porém para c escreva ¢ = C. Logo apos clique ok. Apds, va ao menu Animagao,

e clique em individuais e apos em C. A seguinte janela deve aparecer:

[c -] |s36a04

A N N
defL | autorev | auwocicl| defR |

I~ automostrar [23 slides

Clique em auto rev. Para parar digite s, para ir mais rapido digite r e mais lento
digite I. Faca o mesmo com a tecla auto cicl. Para mudar o intervalo de valores
de C use as teclas def L (define o menor valor) e def R (define o maior valor).
Agora responda:

a) O que acontece quando C = 0?

b) O que acontece com a reta C muda de valor?

c¢) Justifique a resposta do item b.

3) Um aluno, ao usar o Winplot, colocou uma equagédo de retacoma =5,b =—
1 e ¢ = 3. Ao mesmo tempo, alguém usou para a, b e c os valores 10, -2, 6. O

que acontece quando tragcamos os dois graficos? Justifique.
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4) Usando os vetores normais das retas e sem fazer contas justifique se o

sistema tem solugao unica solugao, tem infinitas solu¢gdées ou nao tem solugao.

a x+2y=1
—2x—-4y=-2

b 3x+y=1
6x+2y=0

x+3y=10
2x —y=-1

q x+3y=10
2x+6y =12

5) Considere r e s duas retas de equagdes ax+by=c, € a,x+b,y=c,.
Determine o que deve acontecer com os vetores n1 = (a,,b,) € n2 = (a,,b,), e
com as constantes ¢, e c¢,, para que as retas sejam:

a) coincidentes
b) paralelas

C) concorrentes

178



ENCONTRO 5 — Atividades:

1) Encontre as coordenadas dos vetores representados pelas diferentes setas:

X ) -
' aoAd=( , )
B
| 1| | by B =( . )
'/ | GTE=( . )
¢ G _
'ﬂ\ « dFEF=( ., )
o - €) HO = ( )
J \ —
/ T [T | H Hur=( . )
D ! [T k& =
g KL=( ., )

2) Se y = (2, 1) desenhe setas AB e CD representantes deste vetor v tais que

AB esteja no segundo quadrante e CD esteja no quarto quadrante. Determine

as coordenadas dos pontos A, B, C e D.

/]

3) Sendo u = (3,1 e v = (2, 4), determine o que € pedido (representando as
operacodes no sistema de coordenadas sempre que possivel).
a)ut+tv=( , ) b) 8u—.05v =( ).

Y Y
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c) as constantes k4 e k; tais que kl U+ k2 V = w,onde w = (10, 5).

¥

4) Verifique se sao ortogonais os vetores dados pelas setas abaixo:

4 y

a) b)

7

F2X

>X

5) Encontre as coordenadas de dois vetores que sejam ortogonais a y = (2, 1).

6) Verifique se as retas sao ortogonais aos vetores:

LA\ N
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7) Considere y = (1, 3) e areta r que passa por Py(2, 5) e € ortogonal a V.

a) Um ponto P(x, y) pertence a reta quando os vetores v = (1, 3) e

ﬁ = ( , ) forem ortogonais. Usando a condicdo de

ortogonalidade, encontre a equagao da retar.

b) Escreva as equagdes de outras duas retas que sejam ortogonais ao vetor v
= (1, 3). Represente essas retas graficamente mostrando, em cada caso, o

ponto de intersecgdo com o eixo y.

8) Complete:
a) As retas de equagbes x + 2y =1e—-2x—-4y =3 (tm/ nao tém)
a mesma direg¢ao, pois os vetores ortogonaisaelas,n1=(__, )eny=(_, ),

(sdo/ nao sao) multiplos. Como as retas séo

x+2y=1
—-2x—-4y=3

(distintas/ idénticas) o sistema de equacgdes {

(tem uma unica solug&o/ tem infinitas solugdes/ ndo tem solugao).
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b) As retas de equagdes 3x +y=1ex + %y = % (ttm/ ndo tém) a

mesma dire¢ao, pois os vetores ortogonais aelas, ni1=(_, )eny=(_, ),

(sdo/ nao sao) multiplos. Como as retas sao

3x+y=1

(distintas/ idénticas) o sistema de equagdes 1 1
X+—y=—
3 3

(tem uma unica solugéo/ tem infinitas solugdes/ ndo tem solugao).

c) As retas de equagdes 3x + 2y =1 e 2x -4y =3 (ttm/ ndo tém)
a mesma direc¢ao, pois os vetores ortogonaisaelas,n1=(__, )eny=(_, ),

(sdo/ nao sao) multiplos. Como as retas sao

3x+2y=1
2x—4y =3

(distintas/ idénticas) o sistema de equacdes {

(tem uma unica solugao/ tem infinitas solugdes/ ndo tem solugao).
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ENCONTRO 7 — Coordenadas no Espaco

E um sistema de coordenadas formado por trés eixos OX, OY e OZ,
ortogonais e com a mesma origem O. Com este sistema, é possivel associar
cada ponto do espago a um trio (X, y, z) de numeros reais.

Vejamos como localizar no sistema de coordenadas o ponto P(5, 3, 4):

Az

Atividades

1) Determine as coordenadas de cada um dos seguintes pontos:
A<

T a) A (
b)B (
c) C(
4D (
e) E(
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2) No espaco, o vetor v também pode ser representado por diferentes setas.

Assim como no plano, as coordenadas de v sdo as coordenadas da

extremidade da seta com origem em (0, 0, 0).

-4
A
__.-"'-";\ R
L
e -
-

Na figura abaixo, encontre as coordenadas dos vetores representados pelas
diferentes setas:

AB ={( . )
cD = ( . )
EF = . )
GH = ( . )

3) De modo similar ao que fizemos no plano, podemos no espago concluir que

v = (X1, Y1, Z1) € w = (X2, Y2, Z2) S80 ortogonais se e se X1Xa + y.y2 + 2122 = 0.

P, (xy..24)
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Nestas condi¢des, determine:

a) se os vetores y = (1,3,5 e w = (2, 1, -1) sédo ortogonais.
b) as coordenadas de dois vetores que sejam ortogonais a v = (1, 3, 5).

4) Verifique se nev=AB sdo ortogonais:

4z

A equacdo do plano

figura 1 figura 2
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Dado um ponto Py, existem infinitos planos que o contém (figura 1).
Dado um vetor Z, existem infinitos planos que sao ortogonais a n (figura 2).
Porém, dado um ponto Py e um vetor 1;, existe um unico plano que é ortogonal

a n passando por P,,.

'\7-?"' %

Py (.¥5.20) '
* N (a,b:c\

y

Qual a condigao para que um ponto P(x, y, z) pertenca a esse plano?

kZ AZ

By (055250 \ Pe (¥ ¥c 20}

- M {a kel
P ix.y .2]/ l\'

Atividades

5) Encontre a equagéao do plano que passa por (3, 2, 1) e tem vetor normal n =
(3, 2, -4).

186



6) Considere o plano a de equagéo 3x + 2y + z = 6.
AZ

a) Usando os pontos de intersecgao com os eixos, represente a graficamente.
b) Determine as coordenadas de um vetor normal ao plano a e represente-o no
grafico anterior.

c) Determine a equag&o de um plano paralelo a a que passa por P(1, -1, 2).

d) Determine a equagao de um plano perpendicular a a.

7) Observe as posicoes relativas entre dois planos e determine:

a) um exemplo de equagdes de dois planos que se encontrem segundo uma
reta.
b) um exemplo de equagdes de dois planos paralelos.

c) um exemplo de equagdes de dois planos coincidentes.
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Anexo lll — A sequéncia didatica concebida apds a realizagao da experiéncia

ENCONTRO 1 — O vetor geométrico

O triangulo abaixo se deslocou da posi¢céo 1 para posi¢ao 2.

Posicao 2
Posicdo 1 A
A "
B
o
C

Quais sao as informagdes necessarias para que possamos entender

este deslocamento?

Neste contexto as idéias de direcdo e sentido sdo fundamentais,
portanto vamos discuti-las mais detalhadamente.

Observe as retas da figura abaixo, onde s e t sdo paralelas.

Considere agora reta r da figura abaixo:
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A

Definida uma diregdo, podemos imaginar uma pessoa se deslocando em
dois sentidos:

Chamamos de vetor uma colegao de setas que tenham:
=

=

=

Portanto, setas que nao diferem em nenhuma das trés caracteristicas
acima representam o mesmo vetor.

Assim, a idéia de vetor nos conduz a algo do tipo:

Quando escrevermos v = AB significa que v € representado pela seta

AB . Porém, qualquer outra seta com o mesmo maédulo, direcido e sentido,
representa também o mesmo vetor v.
Assim, na figura anterior, temos:

e Vetores e paralelogramo:

Duas setas 4B e CD (n&o apoiadas na mesma reta) sao representantes

de um mesmo vetor quando o quadrilatero for
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Quando as setas 4B e CD estdo sobre a mesma reta, tomamos uma

outra seta EF tal que ABFE seja um paralelogramo. Assim as setas AB e CD
sdo representantes de um mesmo vetor quando EFDC também é

paralelogramo.

Atividades:
1) Fazer a translagdo do tridngulo abaixo segundo cada uma das setas

indicadas na figura:

2) Ildentifique na figura abaixo, as setas que sao representantes do mesmo

vetor que AC, 4B, BC e AD .
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3) A figura abaixo é obtida através da juncédo de trés hexagonos regulares.

Quantos vetores distintos os lados destes poligonos determinam?

4) Marque na figura abaixo:

&

a) o ponto D tal que AD = BC.
b) o ponto E tal queﬁ = AB.

c) o ponto F tal queF_(f = BA.
)

d) o ponto G tal que@ = CG.

5) Verdadeiro ou Falso?

a)( )Se E=@,entéo AC=BD.
Justificativa:

b)( ) Se a:@,entéoA=B.
Justificativa:

c) ( ) Se |l esta a igual distancia de A e B, entao Al =1B.

Justificativa:

d) ( ) Sel é o ponto médio do segmento AB, entdo Al = IB.

Justificativa:

e)( )Se AB = BC = CT), entdo os quatro pontos estédo alinhados.

Justificativa:
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ENCONTRO 2 — Vetores - Operac8es geométricas

Adicdo de vetores:

A soma dos vetores u e v pode ser determinada da seguinte maneira:
=

=

E importante salientar que a soma u + v dos vetores u e v independe
da escolha de seus representantes:

. - Al
] ey o
™ = / .
u - -
[P o
PR = -
- v
w -
&

/j’j/flf
S / =

Diferenca de vetores:

M

Assim;t—;=;¢+(—\7).

Vetores e paralelogramo:

Observe que os vetores soma u + v e u — v sao as diagonais do

paralelogramo determinado por u € v.
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2.3) Multiplicagao de vetor por escalar:

1.5V v

T o
- o

05V

-2V

— o
—

Dado um vetor v=0 e um numero k € IR, a multiplicagdo do numero

real k pelo vetorv, é o vetor k. v tal que:
=
=

=

Atividades
1) Encontre na figura abaixo, sem acrescentar novos pontos, um representante
do vetor que € igual a:

—_—

2) No paralelogramo da figura, sendo u=AB e v = E, podemos escrever
BA=-AB=-ue AC = AB + BC = AB + AD = u + v.
D C

L

Da mesma forma, escreva em funcdo de u e v:

a) CB = b) DB =

_—

c) BD = d) C4
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3) Os pontos A, B, C, D e E foram marcados na reta graduada abaixo.

E A D B C
a) Determine o valor da constante real k tal que:
i) AC =k. AB
i) DB =k.AB
iiiy DA = k.BC
iv) AD =k.CE
V) BC= k. AE
b) Marque na reta graduada os pontos M, N e P tais que W:%Z},

—_—

BN =

15¢ e PE=134.
2 3

_—  — — — —s —

4) Determine a soma 0OA+OB+OC+0OD+OE+OF sendo ABCDEF um

hexagono regular inscrito num circulo centro O, conforme indica a figura

abaixo:
C B
D A
E F

5) Seja ABCD um paralelogramo e M o ponto médio da diagonal AC, o que
equivale a dizer que AM = MC . Queremos mostrar que M é também ponto
médio da diagonal DB, isto é BM =
Observe a figura e complete a demonstrag&o desta propriedade:
D C
L

A B

Pela definicdo de soma de vetores temos que BM = EHCW; mas temos
que CM = (pois M é ponto médio de AC) e BC = (pois ABCD) é

paralelogramo, entdo BM = + = + =
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ENCONTRO 3 — As coordenadas do vetor e as operacgdes algébricas

O vetor v é representado por diferentes setas no plano cartesiano.

o
Ll
e

As coordenadas do vetor sdao definidas como as coordenadas da
extremidade da seta representante que possui origem na origem do sistema de

coordenadas, e escrevemos v = (%, y).

Essa escolha se torna muito natural, pois nela esta toda informagao do
efeito de translacdo que € armazenado no par de coordenadas do vetor: a
primeira coordenada indica translagao paralela ao eixo “ox” (para direita, se a
coordenada é positiva, e para esquerda, se a coordenada é negativa); a
segunda coordenada indica a translagéo paralela ao eixo “oy” (para cima, se a

coordenada é positiva, e para baixo, se a coordenada é negativa).

Vejamos as coordenadas de v nos seguintes casos:

v Y b)Y

[
v B, )
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As operacdes com vetores na forma algébrica

Soma de vetores:

Sendo u = (X4, y1) € v = (X2, Y2), quais as coordenadas de u +v?

Assim, se u = (X1, y1) e v = (X2, ¥2), entéo u+v= (, ).

Multiplicacdo de vetor por escalar:

Sendo u = (x1, y1) € k € IR, quais as coordenadas de k. u?

b

¥y

|

oy x

Assim, se v = (x1, y1), entéao k.v =( , ).
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Atividades:
1) Encontre as coordenadas dos vetores representados pelas diferentes setas:

y
A

| \.A.
°/ ) FG=(
E OV\

] & 7 =
/JT B g DE=( . )
D I U T«

£ a) 0d = (

b) 3C = (

¢) DE =(
G

QEL=( . )

2) Se y = (2, 1) desenhe setas AB e CD representantes deste vetor v tais que

AB esteja no segundo quadrante e CD esteja no quarto quadrante. Determine

as coordenadas dos pontos A, B, C e D.

N

3) Determine x e y sendo OP = AB em cada caso:

a) Y by ¥
B(x. ) )
/ B
A(2.3) A Y)
Fi(3.2)
P(5, 1)
o > X 0 X
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4) Observe a figura:

¥
s

a) Desenhe um representante de u = AB + CD.
b) Determine as coordenadas de ",
c) Desenhe um representante de v = 4B — CD.

d) Determine as coordenadas de V.

5) Sendo u = 3,1)e y = (2, 4), determine o que € pedido (representando as
operagdes no sistema de coordenadas sempre que possivel).
a)u+v=_( , ) b) 8u—.05v =( ).

Y ¥
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6) Sendo u = 3,1)e v = (2, 4), determine as constantes k4 e k; tais que

kiu+k,v =w, onde w = (10, 5).

7) Observe a figura abaixo e responda o que é pedido:

¥
-~

. —3x

a) represente no plano e determine as coordenadas de cada um dos pontos:
(i) P, sendo OP = @+073;

(i) Q, sendo @ = 0A+2.0B;
(iii) S, sendo OS =0_A’+%079;

(iv) T, sendo OT = OA-OB.
b) Sendo R4, %) determine k < IR tal que OR = OA+k.OB.

b) os pontos marcados no item a pertencem a uma mesma reta. O ponto (100,

-95) pertence a essa reta?

c) qual a relagéo entre as coordenadas de um ponto P(x, y) para que ele
pertenca a reta?
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ENCONTRO 4 — A ortogonalidade de vetores e a equacéo da reta

O que deve acontecer para que os vetores u = (a,b) e v = (c, d) sejam

ortogonais?

P

Atividades:

1) Verifique se sao ortogonais os vetores dados pelas setas abaixo:

4 y

a) b)

2

.

94

2) Encontre as coordenadas de dois vetores que sejam ortogonais a v = (2, 1).

3) Verifique se as retas sdo ortogonais aos vetores:

LA\ N
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ENCONTRO 5 — A releitura da equacéo da reta sob aluz da

ortogonalidade de vetores

Através da ortogonalidade de vetores também é possivel descrevermos

as coordenadas de todos os pontos de uma reta. Observe:
Dado um vetor n = (a, b) e o ponto Py(Xo, Yo) existe uma unica reta r que

passa por P e é ortogonal a n.

e

~

L3

Atividades:

1) Considere y = (1, 3) e areta r que passa por Py(2, 5) e € ortogonal a V.

L

a) Se P(x, y) € um ponto qualquer da reta entdo os vetores y = (1, 3) e

PP = , ) séo . Usando a condigédo de

ortogonalidade, encontre a equagao da retar.
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b) Escreva as equagdes de outras duas retas que sejam ortogonais ao vetor v
= (1, 3). Represente essas retas graficamente mostrando, em cada caso, o

ponto de intersecgdo com o eixo y.

2) Represente graficamente as retas e seus vetores normais para determinar

se os sistemas abaixo tém solucdo unica, tém infinitas solugdes ou nao tem

solucgao.
+2y=1 Ix+y=1
a) 7T by 7Y
—2x—4y=-2 6x+2y=0
+3y=10 +3y=10
o) T dy 7
2x—y=-1 2x+6y =12
3) Complete:
a) As retas de equagbes x + 2y =1e—-2x—-4y =3 (tm/ ndo tém)
a mesma direc¢ao, pois os vetores ortogonaisaelas,n1=(__, )eny=(_, ),
(ttm/ ndo tém) a mesma direcdo. Como as retas sao
_ A , - x+2y=1
(distintas/ idénticas) o sistema de equacgdes
—-2x-4y=3
(tem uma unica solugao/ tem infinitas solugbes/ ndo tem
solucao).
b) As retas de equagdes 3x +y=1ex + %y = % (ttm/ ndo tém) a
mesma direcdo, pois os vetores ortogonais aelas,ni1=(_, )eny=(_, ),
(ttm/ ndo tém) a mesma dire¢cdo. Como as retas sao
3x+y=1
(distintas/ idénticas) o sistema de equacodes 1 1
X+—y=—
3 3
(tem uma unica solugédo/ tem infinitas solugbes/ ndo tem
solugéo).
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c) As retas de equagdes 3x + 2y =1 e 2x -4y =3 (tm/ nao tém)
a mesma direg¢ao, pois os vetores ortogonais aelas,n1=(__, )eny=(_, ),

(ttm/ ndo tém) a mesma diregdo. Como as retas sao

3x+2y=1

(distintas/ idénticas) o sistema de equagdes
2x—4y =3

(tem uma unica solugéo/ tem infinitas solugbes/ ndo tem

solucéo).

4) Considere r e s duas retas de equagbes ax+by=c, e a,x+b,y=c,.
Determine o que deve acontecer com os vetores nq = (a,,b,) € n2 = (a,,b,), e
com as constantes ¢, e c,, para que as retas:

a) possuam um unico ponto de intersecgao.
b) possuam infinitos pontos de interseccgéao.

C) ndo possuam pontos de intersecgéao.
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Encontro 6 — Os vetores no espaco e as equacdes paramétricas da reta

O sistema de coordenadas no espaco:

E um sistema de coordenadas formado por trés eixos OX, OY e OZ,
ortogonais e com a mesma origem O. Com este sistema, & possivel associar
cada ponto do espago a um trio (X, y, z) de numeros reais.

Vejamos como localizar no sistema de coordenadas o ponto P(5, 3, 4):

A2

Atividades

1) Determine as coordenadas de cada um dos seguintes pontos:
|

. 5 A
b) B (
c)C(
d)D(
e E(

e R S
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2) Represente P(5, 4, 6) no sistema de coordenadas da figura abaixo e

responda:

a) Qual a distancia de P ao plano xy?

b) Qual a distancia de P ao plano xz?

)

)
¢) Qual a distancia de P ao plano yz?
d) Qual a distancia de P até o eixo x?
)

e) Qual a distancia de P até a origem?

3) No espaco, o vetor v também pode ser representado por diferentes setas.

Assim como no plano, as coordenadas de v sao as coordenadas da
extremidade da seta com origem em (0, 0, 0).

\ L

A}
z
.-'--'-d-
.:-'"'-'
- =
.
-

\ - -

"‘\

'

g
A

Na figura abaixo, encontre as coordenadas dos vetores representados pelas

diferentes setas:

205



AB = )
CD = ( )
EF = ( )
GH = ( )

4) Represente os pontos A(5, 4, 0) e B(7, 5, 4) no sistema de coordenadas

abaixo e determine:

a) as coordenadas de v = AB.

b) as coordenadas de D, sendo C = (1,4, 2) e CD = 4B.

5) Represente os pontos A = (1, 1, 4) e ponto B = (4, 3, 2) e a seta aé, onde
O é a origem do sistema.
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Represente e determine as coordenadas de cada um dos pontos:
(a) P, sendo OP = OA+OB

(b) Q, sendo @ = OA+2.0B;
(c) S, sendo 0S =5’4+%ng;
(d) T, sendo OT = O4-OB.
(e) U, sendo oU = a—%@.

Como poderiamos descrever as coordenadas (X, y, z) dos pontos da reta r que

passa por A e tem direcao dada pelo vetor v = OB?

e A equacio da reta no espaco:

Figura 29
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Dado o ponto Py(Xo, Yo, Zo) € 0O vetor v = (a, b, c), existe uma unica reta que
passa por P, e tem direcdo dada por v (figura 29).

Um ponto P(x, y, z) vai estar na reta se e somente se OP = OP, +¢-v, com

t € IR, conforme na figura 30.
Assim, temos:

(X, ¥, Z) = (Xo, Yo, Zo) + 1. (a, b, C)

(X, ¥, Z) = (Xo, Yo, Zo) *+ (t.a, t.b, t.C)

(X, Y, 2) = (Xo+ t.3, Yo+ t.b, Zo+ t.C)

xX=x,+ta

Daondevemque {y=y, +tb,

z=z,+Ic

para todo te IR. Figura 30

As equagdes acima sdo chamadas de equagdes paramétricas da retar.
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Encontro 7— A ortogonalidade de vetores no espago e a equacao do plano

A ortogonalidade de vetores no espaco

De modo similar ao que fizemos no plano, podemos no espago concluir

—

que v = (X1, Y1, Z1) € w = (X2, Y2, Z2) S@0 ortogonais se e somente se X1 Xz +
V1.Yo + 21.22 = 0.

[ERCERTESV g

Py (xy24)

1) Determine:
a) se os vetores y = (1,3,5 e w = (2, 1, -1) sédo ortogonais.

b) as coordenadas de dois vetores que sejam ortogonais a v = (1, 3, 5).

2) Verifique se nev=AB sio ortogonais:

L2
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A equacdo do plano

figura 1 figura 2

Dado um ponto Py, existem infinitos planos que o contém (figura 1).
Dado um vetor 7, existem infinitos planos que sdo ortogonais a n (figura 2).
Porém, dado um ponto Py e um vetor Z, existe um unico plano que é ortogonal

a n passando por P,,.

N
et
¢

Pﬁ {X.:,:Yg.zj} .
S N (a,b:c\

y

Qual a condigao para que um ponto P(x, y, z) pertenca a esse plano?
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Py Ly 5.2 \

Niab.ec
= RX.‘,I'.Z]/ { )

B oye2eh

v N (a,b,
p [K.YZ}/ (@ :}_,

Atividades

1) Encontre a equacgao do plano que passa por (3, 2, 1) e tem vetor normal n =
(3, 2, -4).

2) Considere o plano a de equagéo 3x + 2y + z = 6.

L2
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a) Usando os pontos de intersecgao com os eixos, represente a graficamente.

b) Determine as coordenadas de um vetor normal ao plano a e represente-o

graficamente.

c) Determine a equacgao de um plano paralelo a a que passa por P(1, -1, 2).

3) Determine a equagao de um plano perpendicular ao plano de equagao 2x +
y+5z=4,

4) Observe as posigdes relativas entre dois planos e determine:

a) um exemplo de equagdes de dois planos que se encontrem segundo uma

reta.
b) um exemplo de equagdes de dois planos paralelos.

c) um exemplo de equagdes de dois planos coincidentes.

5) Analise qualitativamente quanto as solugdes os seguintes sistemas:
{x+2y+32:1 b) {3x+y—Z:1

—2x—-4y—-6z=-2 6x+2y—-2z=0
c x+3y+2z=10 d) x+3y—-z=10
2x—y+z=-1 2x+6y—2z=12
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ANEXO IV - O objeto de aprendizagem “Vetores e Operagdes” e o video
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