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1. INTRODUGAO

A analise de sobrevivéncia € uma das areas da Estatistica que mais tem
crescido nos ultimos 20 anos. Este crescimento pode ser observado tanto no
desenvolvimento e aprimoramento de métodos estatisticos, quanto no numero de
aplicacdes. Atualmente, a sua importancia na éarea meédica se revela cada vez mais,
porém abrangendo mais areas do conhecimento, tais como Engenharia
(Confiabilidade), Ciéncias Sociais (Demografia), etc.

Em analise de sobrevivéncia a variavel resposta €, geralmente, o tempo ate
ocorréncia de um evento de interesse. Este tempo € denominado como o tempo de
falha, podendo ser o tempo até a morte de um paciente, tempo de vida de um
componente elétrico, estudos de coortes especificas, etc. A principal caracteristica
de dados de sobrevivéncia é a presenca de censura, que € a observacao parcial da
variavel resposta. Por exemplo, por alguma razdo o acompanhamento do paciente
pode ser interrompido antes do término do estudo ou o estudo é finalizado antes da
morte do paciente. Usualmente, sem a presenca de censura, as técnicas estatisticas
classicas, como Analise de Regressdao e Planejamento de Experimentos, por
exemplo, poderiam ser utilizadas na analise desse tipo de dados.

O objetivo desse trabalho & apresentar e ilustrar a analise de dados de
sobrevivéncia sob o enfoque Bayesiano e estabelecer comparacdo com a
abordagem classica, extensamente utilizada e descrita na literatura.

A inferéncia Bayesiana paramétrica € o processo de ajuste de um modelo
probabilistico para um conjunto de dados resumindo os resultados através de uma
distribuicdo de probabilidade para os parametros do modelo, dado que os
parametros s&o vistos como variaveis aleatérias. Juntando-se a informagéo a priori a
respeito do parametro com a funcdo de verossimilhanga, deriva-se a funcéo de
probabilidade a posteriori para os parametros desconhecidos a qual resume toda a
informacdo atual (apds observar os dados) a respeito dos paréametros. Com a
distribuicdo a posteriori € possivel obter inferéncias para os paréametros

desconhecidos do modelo com base na informacao prévia e nos dados.



Assim como a andlise classica de dados de sobrevivéncia, hd a abordagem
Bayesiana de dados de sobrevivéncia, que tem recebido atencéo especial devido
aos avangos das técnicas computacionais e de modelagem. Diversos trabalhos tém
sido desenvolvidos nesta area onde podemos citar o livro de Klein e Moeschberger
(1997). O assunto & muito extenso e por este motivo seréo focados neste trabalho
apenas alguns modelos paramétricos e seus métodos de analise baseado em Chen
et al (2001).

A abordagem classica para modelos paramétricos também sera apresentada
com o objetivo de comparagdo com a Bayesiana e teve como base Hosmer e
Lemeshow (1999), Colosimo (2000) e Lee e Wang (2003).

Neste trabalho serdo apresentados os modelos paramétricos Exponencial e
Weibull no contexto da analise de dados de sobrevivéncia. As abordagens classica e
Bayesiana ser@o comparadas empiricamente através de um exemplo de dados reais.

No Capitulo 2 serdo introduzidas algumas definicbes de analise de
sobrevivéncia classica e uma apresentacdo dos modelos paramétricos que serao
abordados no trabalho: Exponencial e Weibull. O Capitulo 3 dedica-se a abordagem
classica e nele serdo mostrados os estimadores de méaxima verossimilhanca para os
parametros dos modelos, considerando tanto os modelos sem incluir covariaveis
quanto para modelo com inclusdo de covariaveis. O Capitulo 4 refere-se a andlise
Bayesiana onde serdo apresentadas algumas idéias e definicdes basicas de
Inferéncia Bayesiana, bem como para cada um dos dois modelos, a analise
considerando inclus@o e ndo incluséo de covariaveis no modelo. Para cada modelo,
serdo apresentadas as derivacdes das distribuicdes a posteriori para os respectivos
parametros. No Capitulo 5 sera mostrado um exemplo de aplicagéo das abordagens
classica e Bayesiana para os modelos Exponencial e Weibull. Sera utilizado um
banco de dados reais para os dois modelos a titulo de ilustragdo dos mesmos.

Finalmente, o Capitulo 6 apresentara algumas consideracdes finais sobre o
trabalho.



2. ELEMENTOS DE ANALISE DE SOBREVIVENCIA

A andlise de sobrevivéncia € uma técnica estatistica que visa analisar dados
onde a variavel de interesse é o tempo até a ocorréncia de um evento. Esse tempo é
denominado tempo de sobrevivéncia, podendo ser, por exemplo, o tempo até a
morte de um paciente, bem como até a cura ou reincidéncia de uma doenga. Em
geral, estudos de dados de sobrevivéncia tém por objetivo estimar médias de tempo
de sobrevivéncia e comparar curvas de sobrevivéncia estimadas para diferentes
grupos e identificar fatores prognosticos relacionados com a resposta. Ainda, se
analisarmos de outro ponto de vista, a distribuicdo do tempo de sobrevivéncia
usualmente & assimétrica, logo seria mais adequado estimar o tempo mediano de
sobrevivéncia. Desta forma, entende-se por dados de sobrevivéncia n&o s6 dados da
variavel resposta (tempo de sobrevivéncia) como também dados de covariaveis
associadas tais como tratamento, idade, sexo, etc.

A principal caracteristica de dados de sobrevivéncia € a presenga de censura,
que € a observagao parcial da variavel resposta. Como analise preliminar de dados
de sobrevivéncia pode-se citar o estimador ndo-paramétrico de Kaplan-Meier para a
funcdo de sobrevivéncia e o teste log-rank para comparar fungdes de sobrevivéncia.
Quando o estudo envolve covariaveis, uma forma eficiente de inclui-las nas analises
é utilizando um modelo de regressdo. Nessa linha, destaca-se o0 modelo de
regressao de Cox que & um modelo semi-paramétrico e os modelos parameétricos.

Nesse capitulo, inicialmente, na Secao 2.1 seréo apresentados alguns tipos de
situagbes onde a técnica de analise de sobrevivéncia se aplica. A Secgéo 2.2 segue
com algumas definicées de elementos basicos constituintes da analise de dados de
sobrevivéncia. Na Secao 2.3 serdo citados os métodos nao-parameétricos de analise
de dados de sobrevivéncia e uma breve introducdo sobre o Modelo de Regressao de
Cox. Nas SecOes 2.4 e 2.5 serdo apresentados, respectivamente, os modelos
Exponencial e Weibull.



2.1. EXEMPLOS DE APLICACAO

Existem diversos exemplos de aplicagdo das técnicas de analise de
sobrevivéncia nas mais diversas areas do conhecimento.

Na area médica, sdo bastante utilizadas na identificacdo de fatores de
prognostico para doengas, bem como na comparagéo de tratamentos. Em oncologia,
por exemplo, qualquer nova droga ou tratamento para o controle do cancer requer
um estudo, no qual a variavel resposta de interesse é, na maioria dos casos, o tempo
de sobrevida dos pacientes, chamado de sobrevida global pelos especialistas dessa
area. Estudos epidemiolégicos da AIDS sao outros exemplos, nos quais as técnicas
de andlise de sobrevivéncia vém sendo aplicadas com frequéncia.

Na area da sociologia, criminalistas estudam o tempo entre a liberagdo de
presos e a ocorréncia de crimes; estudos na area trabalhista podem se concentrar
em mudanga de empregos, desempregos e aposentadorias; os demografos podem
querer estudar nascimentos, mortes, migragdes.

Outra area de bastante aplicacdo € a da Engenharia. Nesta area, estudos de
sobrevivéncia sdo chamados de estudos de Confiabilidade, onde o tempo envolvido
e o tempo de falha de equipamentos eletronicos, componentes, etc.

2.2. DEFINIGCOES BASICAS

Nesta secdo serdo apresentados e definidos alguns elementos e terminologias
basicas do contexto de Analise de Sobrevivéncia.

2.2.1. TEMPO DE SOBREVIVENCIA
Refere-se ao tempo observado desde o inicio do estudo até a ocorréncia de
uma resposta de interesse no estudo. E a varidvel resposta de um estudo de

sobrevivéncia. Podemos observar trés elementos que constituem o tempo de
sobrevivéncia:



a) Tempo Inicial

E o tempo de inicio do estudo. Deve-se ter cuidado para ndo confundir o
tempo inicial com a data que o individuo entra no estudo, isto &, durante o periodo
pré-determinado para o estudo pode-se observar diferentes individuos com
diferentes datas de inclusdo no estudo.

QOutro aspecto também importante € que, a menos de conhecidas diferencas
nas variaveis medidas, todos os individuos deverdo ser comparados na origem do
estudo, ou seja, deve-se ter cuidado para n&o incluir na analise variaveis que
dependam do tempo de ingresso do individuo no estudo. Entretanto, existem

algumas variaveis com essa caracteristica: variaveis tempo-dependentes.

b) Escala de Medida

Refere-se ao tempo real de observacgéao, isto €, pode-se definir estudos onde o
tempo observado & o numero de anos que o individuo levou até a ocorréncia do
evento de interesse, ou ainda o numero de semestres, nimero de meses, etc. Em
testes de engenharia, podem surgir outras escalas de medida como, por exemplo, o

numero de ciclos, a quilometragem de um automével ou qualquer medida de carga.

c) Evento de Interesse ou “Falha”

Refere-se ao evento de interesse que, na maioria dos casos, sao indesejaveis,
como a morte de um paciente, a queima de um equipamento eletrénico, a evasao de
um aluno da escola, etc. Porém, em alguns estudos o evento de interesse € algo
desejavel como, por exemplo, a cura de um paciente. Independente de ser algo
indesejado ou desejado, o acontecimento do evento de interesse &, muitas vezes,
chamado de falha. Esse evento deve ser bem definido antes de iniciar o estudo a fim
de ndo haver duvidas sobre o que considerar como falha.

O enfoque apresentado neste trabalho sera na aplicacdo da analise de
sobrevivéncia na area médica, por esse motivo sera sempre utilizada a expresséao
tempo de sobrevivéncia.

Apos a definicdo dos elementos citados anteriormente, € possivel determinar o
tempo de sobrevivéncia também chamado de tempo de falha ou o tempo de morte.



2.2.2. CENSURA

Partiremos sempre da hipdtese de que as observagoes disponiveis para os n
individuos sdo independentes. Ao se analisar dados de sobrevivéncia, muitas vezes
ocorrem algumas informagdes incompletas sobre o tempo de sobrevivéncia,
caracterizando assim, a presenca de dados censurados. Isso se deve ao fato de que
os estudos clinicos, por exemplo, os quais envolvem uma resposta temporal, s&o na
sua maioria prospectivos € de longa duracdo. Porém, apesar de longos, esses
estudos costumam terminar antes que todos os individuos envolvidos no estudo
venham a falhar.

A censura € definida como sendo a nao-observacdo do tempo exato de
sobrevivéncia. O que se tem de informac&o para os individuos censurados € uma
observacgdo imprecisa do tempo de sobrevivéncia chamada de tempo de censura.
Note que, se considerarmos essas unidades como informacdes completas (tempos
exatos de sobrevivéncia) podemos obter resultados viciados para o tempo médio de
sobrevivéncia. Ou ainda, se nao considerarmos essas observagdes censuradas nas
analises a serem realizadas, estaremos produzindo resultados menos eficientes pois
0 tamanho da amostra estara reduzido.

Sao geralmente trés razdes pelas quais a censura pode ocorrer:

i) O individuo ndo apresenta o evento de interesse antes do fim do estudo;

i) O individuo é “perdido” (muda de enderego, mudanga de hospital, perde o
interesse no estudo, etc.) durante o periodo de estudo;

i) O individuo retirou-se do estudo porque morreu (isso se a morte ndo for o
evento de interesse, ou se morrer de outra razao diferente da estudada, etc.)

ou alguma outra razao.

A Figura 2.1 mostra os diferentes tipos de mecanismos de censura existentes.
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Figura 2.1 - Gréfico dos diferentes mecanismos de censura

Os mecanismos de censura apresentados na Figura 2.1 s&o conhecidos por
censura a direita, pois 0 evento de interesse esta a direita do tempo registrado. Essa
situacéo é muito encontrada em estudos envolvendo dados de sobrevivéncia. Apesar
disso, outros tipos de censura podem ocorrer: censura a esquerda e censura
intervalar.

A censura a esquerda acontece quando o tempo registrado € maior do que o
tempo de sobrevivéncia, isto €, o evento de interesse ja ocorreu quando o individuo
foi observado.

A censura intervalar € um tipo mais geral de censura que ocorre quando se
sabe apenas que o tempo de sobrevivéncia ocorreu num determinado intervalo.

Enfim, todos os dados de um estudo de sobrevivéncia, até mesmo o0s
censurados, devem ser incluidos na analise estatistica pois mesmo sendo



informagéo incompleta, os dados censurados fornecem informagdes a respeito do
tempo de sobrevivéncia dos pacientes. Porém, deve-se ter o cuidado de considerar
um modelo onde os dados de sobrevivéncia sejam considerados de maneira
diferente do que os dados de censura.

2.2.3. FUNGAO DE SOBREVIVENCIA

E uma funcdo probabilistica utilizada para descrever os estudos de
sobrevivéncia. A fungdo de sobrevivéncia & fundamental para a analise de
sobrevivéncia, pois obtém probabilidades de sobrevivéncia para diferentes valores do
tempo.

Seja Ti o tempo de sobrevivéncia para o individuo i, e seja C; o tempo de
censura para o individuo i. E claro que somente o menor de tais tempos, ou seja, o
min (T;, C;), € observado. Outra hipotese a considerar é que os tempos T, e C; sdo
independentes. O tempo de sobrevivéncia T € uma variavel aleatéria continua nao-
negativa.

Seja f(t) a funcdo densidade de probabilidade de T e F(t) a sua respectiva
funcao de distribuicdo acumulada.

A funcdo de sobrevivéncia S(t) é definida como sendo a probabilidade de um
individuo sobreviver até o tempo t, ou ainda, € a probabilidade de um individuo nédo
falhar até o tempo t. A fungé@o de sobrevivéncia € dada por:

S(t)y=1-F()=P(T2t), (2.1)

e possui as seguintes caracteristicas:
i) S (t) € uma funcéo decrescente;
i) Notempot=0, S (t) =1, isto & no inicio do estudo, desde que ndo possa
ter ocorrido um evento ainda, a probabilidade de sobreviver & igual a 1.
iii) rliﬂk‘}(r) =1



A funcdo de sobrevivéncia S(t) € utilizada para estimar caracteristicas dos
tempos de sobrevivéncia tais como a média, mediana e outros percentis. Ela também
é utilizada para efetuar a comparacao entre os tempos de sobrevivéncia de dois ou

mais grupos.

2.2.4. FUNGAO RISCO
A probabilidade de um individuo falhar em um intervalo de tempo [ty;t2) € dada
pela diferenga entre as funcdes de sobrevivéncia para cada tempo do intervalo, ou
seja,
S (k1) =S (k).

A taxa de risco no intervalo de tempo [t;t2) € dada pela probabilidade de que a
falha ocorra neste intervalo de tempo, dado que ndo ocorreu antes de t;, dividindo-se

pelo comprimento do intervalo. Dessa forma, a taxa de falha em [ti;t2) € dada por:

S("I)_ S(’z) ¢ I
(":v_ _!1) S(t])

De modo geral, definindo o intervalo como [t; t+At), a expressdo acima definida
fica da seguinte forma:

S(1)—S(t + A1)
A1 S(1)

Ao definir At como um valor muito pequeno, h(t) representara a funcgdo risco
instantaneo ao tempo t, condicionada a sobrevivéncia até o tempo t. Ou seja,

. Pu<T NIT zt
h(t) = lim —=——~"=0
ANt =0 :

A funcéo risco ou funcdo “hazard” em Inglés € também conhecida como
funcao taxa de falha.



Existe uma relagdo matematica entre a fungéo risco h(t) e a fungao de
sobrevivéncia S(t) que € dada por:
S

_JSW_ _dy oo (2.2)
h(t)= T d{[ log S(1)]

onde f(t) & a funca@o densidade de probabilidade de T.
Uma outra relagdo bastante utilizada em Analise de Sobrevivéncia € a que

relaciona a funcdo de sobrevivéncia com a fung¢ao risco acumulada H(t), isto &,

H(t)= L h(u).du = —log(S(1))

2.3. ANALISE DE DADOS DE SOBREVIVENCIA

Por mais complexo que seja o problema, a resposta as perguntas de interesse
sera dada a partir de um conjunto de dados de sobrevivéncia. O primeiro passo para
uma analise estatistica desses dados é realizar uma analise descritiva. Para isso,
existem tecnicas nao-paramétricas que sao utilizadas para descrever os dados de
sobrevivéncia, sendo de facil aplicagdo pois ndo envolvem nenhuma estrutura
paramétrica. Dentre as técnicas nédo-paramétricas destacam-se o estimador de
Kaplan-Meier para a fung@o de sobrevivéncia e o teste log-rank para comparar
fungbes de sobrevivéncia. Entretanto, essas analises ndo permitem analisar modelos
mais complexos nos quais incluem-se covariaveis. A forma mais apropriada para
analisar o efeito de covariaveis € utilizar um modelo de regressdo adequado para
dados censurados. Os modelos de regressao para dados de sobrevivéncia dividem-
se em modelos paramétricos e modelos semi-paramétricos. Na linha de modelos
semi-paramétricos, o modelo de regressao de Cox € o mais utilizado em estudos
clinicos por sua versatilidade. Esse modelo permite incorporar facilmente covariaveis,

e uma breve introducdo sobre ele sera apresentada nessa secdo. Entre os modelos
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paramétricos citamos o Exponencial e o Weibull, cuja abordagem classica sera vista

no Capitulo 3 e a abordagem Bayesiana no Capitulo 4.

2.3.1. METODOS NAO-PARAMETRICOS

Os objetivos de uma andlise estatistica envolvendo dados de sobrevivéncia
geralmente estdo relacionados na area medica com a identificagdo de fatores
prognosticos para doencas ou a comparagao de tratamentos em um estudo clinico
com o controle de outros fatores. Para realizar uma analise desse tipo,
primeiramente precisamos realizar uma descrigéo dos dados. As técnicas estatisticas
nao-paramétricas comumente utilizadas em analise de sobrevivéncia para esse fim
sdo o estimador de Kaplan-Meier e o teste log-rank.

Estimador de Kaplan-Meier

O Kaplan-Meier € um estimador nao-paramétrico para a fungdo de
sobrevivéncia. Ele foi proposto por Kaplan e Meier (1958) e &€ também chamado de
estimador limite-produto. Trata-se de uma adaptacéo da funcdo de sobrevivéncia
empirica que, na auséncia de censuras é definida como sendo:

n’ de observagoes que ndo falharam até o tempo t

S‘(r):

(2.3)
n® de observagoes no estudo

onde S() &€ uma funcdo escada com degraus nos tempos observados de
sobrevivéncia de tamanho 1/n, onde n é o tamanho da amostra. Se existirem
empates em um certo tempo t, o tamanho do degrau fica multiplicado pelo nimero de
empates. O estimador de Kaplan-Meier considera tantos intervalos de tempo quantos
forem o numero de falhas distintas. Os limites dos intervalos de tempo s&o os tempos
de sobrevivéncia da amostra. A funcado de sobrevivéncia S(t) pode ser escrita em
termos de probabilidades condicionais. Suponha que existem n pacientes no estudo
e k (= n) falhas distintas nos tempos t;< t2< ... <tx. Entéo,

SA)=0-g)1-q,)..(1-q,), €[t 1) (2.4)

11



onde g; é a probabilidade de um individuo falhar no intervalo [ti4; tj) sabendo que nao

falhou até ti.; e to = 0. Ou seja, podemos escrever t; como:
q.=P(Te [!f_l,f,)]T s A (2.5)

Desta forma escrevemos a expressdo geral de S(t) em termos de
probabilidades condicionais. O estimador de Kaplan-Meier se reduz entao, a estimar
qi adaptado da expresséao (2.3) é dado por:

. _n°de falhasem|t_,t,) (2.6)

i

n’ sob riscoemt,

parai=1,2, ...,k
A expresséo geral para o estimador de Kaplan-Meier pode ser apresentada

apos essas consideragdes preliminares. Vamos introduzir a notagao:
- di = numero de falhas no tempo t;;

- N = numero de observacdes sob risco (ndo falhou e ndo é censurado) até o
tempo t; (exclusive).

Assim, o estimador de Kaplan-Meier de S(t) é entdo definido como:

S(t) = H[” = }= H( _f’._}_ (2.7)

<t n; <t

Uma justificativa para a expresséo (2.7) vem da decomposicdo de S(t) em
termos dos qi's apresentada em (2.4). O estimador de Kaplan-Meier & obtido a partir
de (2.5) se estimarmos os g's por di/n; que foi expresso em palavras em (2.6). No
artigo original, Kaplan e Meier justificam a expresséo (2.7) mostrando que ela é o
estimador de maxima verossimilhanca de S(t).



Teste Log-Rank

Considere, inicialmente, o teste de duas funcdes de sobrevivéncia Si(t) e Sa(t).
Sejam t; < t; <...< tx 0s tempos de sobrevivéncia distintos da amostra formada pela
combinacéo das duas amostras individuais.

As hipoteses do teste sao:

Ho: Si(t) = So(t) (os tratamentos séo igualmente efetivos)

Hy: S1(t) > Sa(t) (o tratamento 1 &€ mais efetivo que o 2).

Suponha que no tempo t; acontecem d; mortes e n; individuos est&o sob risco
em um tempo imediatamente inferior a tj na amostra combinada e, respectivamente,
dienjnaamostrai;i=1,2ej=1, 2, ..., k Em cada tempo de sobrevivéncia, os
dados podem ser dispostos em uma tabela de contingéncia 2 x 2 com d; mortes e nj
- dj sobreviventes na coluna i. Isso € mostrado na Tabela 2.1. Condicional a
experiéncia de morte e censura ate o tempo t; (fixando as marginais de coluna) e ao

numero de mortes no tempo t; (fixando as marginais de linha), a distribuicéo de dy é

(H‘JJ{HEJJ

d, \d,,

n (2.8)
(dJ]

onde a expressao (2.8) € de uma distribuicao Hipergeomeétrica.

dada por:

A média de dy € dada por:

= -1
Wo = Ny din; ™,

0 que equivale dizer que, se n&do houver diferenga entre as duas populacdes no
tempo tj, o numero total de mortes (d;) pode ser dividido entre as duas amostras de
acordo com a razdo entre o numero de individuos sob risco em cada amostra e o
numero total sob risco. A variancia de dy € dada por:

(V)2 = ngj (nj — nzj) dj (nj — d) nj'2 (nj— 1)'1.



Assim, a estatistica dy — wy tem média zero e variancia (Vj)2. Se as k tabelas
de contingéncia forem independentes, um teste aproximado para a igualdade das

duas fungdes de sobrevivéncia & dado por:

onde T tem uma distribuicdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade para grandes
amostras.

Tabela 2.1 — Tabela de Contingéncia gerada no tempo ;.

Grupos
1 2 tj
Morre dy dy; d
Nao morre Ny —dy Ny - doj n - d
ny Ny - dy n

A generalizagdo do teste log-rank para a igualdade de r > 2 fungbes de
sobrevivéncia Si(t), ..., S{t) ndo é complicada. Considere a mesma notacdo anterior,
com o indice i agora variando entre 1 e r. Assim, os dados sa@o arranjados em tabela
de contingéncia 2 x r com d; mortes e n;j — d; sobreviventes na coluna i. Isto &, a
Tabela 2.1 passa a ter r colunas. Condicional a experiéncia de morte e censura até o
tempo tj e ao numero de mortes no tempo t;, a distribuicdo conjunta de dy;, dyj, ..., dy

sera uma distribuicdo Hipergeométrica multivariada dada pela expressao:

)

Wi = i dj nj

A média de d; é:
'
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A variancia de dj e a covariancia de d; sdo, respectivamente:

V), =n,(n,—n)d (n,—d)n,*n,~1)"
e

V) ==n,n,d (n,—d)n, *(n,~1)"

Entao, a estatistica v’; = (dyj — wyj, ..., dij — W;;) tem média zero e matriz de
variancia-covariancia V.

Assim, podemos formar a estatistica v , somando sobre todos os tempos de
morte,

v=>v,,

J

onde v € um vetor de dimensé&o r x 1 cujos elementos s&o as diferencas entre os

totais observados e esperados de morte.

Considerando novamente a suposi¢do de que as k tabelas de contingéncia
s&o independentes, a variancia da estatistica v sera V = V4 + ...+ V. Um teste
aproximado para a igualdade de r fungdes de sobrevivéncia € dado por:

T=p¥o,

onde T tem uma distribuicéo qui-quadrado com r - 1 graus de liberdade para grandes
amostras.

2.3.2. MODELO DE REGRESSAO DE COX
O modelo de regress&o de Cox permite a analise de dados provenientes de
estudos de tempo de vida em que a variavel resposta € o tempo até a ocorréncia do

evento de interesse, ajustando por covariaveis.
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De uma forma genérica, vamos considerar p covariaveis e assim, x sera um
vetor com os componentes (xi, Xz, ..., Xp). A expressédo geral do modelo de regresséo

de Cox considera,

h(t)=h,(t)g(x'B) (2.9)

onde g é uma fungdo que deve ser especificada, tal que g(0) = 1. Este modelo é
composto pelo produto de dois componentes, um n&o-paramétrico e outro
paramétrico. O componente ndo-parameétrico, ho(t), ndo & especificado e é uma
funcdo nao-negativa do tempo. Ele € usualmente chamado de fung&o de base pois

h(t) = he(t) quando x = 0. O componente parameétrico é frequentemente usado na
seguinte forma multiplicativa:

g(x' B) =exp(x'B)=exp(B,x, +...+B,x,), (2.10)

onde B € o vetor de parametros associado as covariaveis. Essa forma garante que
h(t) sera positiva.

Este modelo é chamado de modelo de riscos proporcionais, pois a razdo das
taxas de riscos de dois individuos diferentes & constante ao longo do tempo. Isto &, a
razao das fungdes risco para dois individuos i e | € dada por:

hy(t) _ hy(Dexp(x,' B)
hi(t) hy(t)exp(x;'B)
hi()
hy(t)

=exp(x;' B"le B)

gue nao depende do tempo. Por exemplo, se um individuo no inicio do estudo tem
um risco de morte igual a duas vezes o risco de um segundo individuo, entdo essa
razao de risco sera a mesma para todo o periodo de acompanhamento.

O modelo de regressdo de Cox € utilizado extensivamente em estudos
médicos. A principal razédo para a sua popularidade é a presenga do componente
n&o-paramétrico que torna o modelo bastante flexivel. Apesar de sua popularidade, o

modelo de Cox ndo sera explorado com mais detalhes por ndo ser o objetivo desta
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monografia. Mais detalhes sobre a abordagem classica para modelo de Cox podem
ser vistos em Hosmer e Lemeshow (1999) e Cox e Oakes (1984). Em relagéo a

abordagem Bayesiana citamos Kalbfleisch, J.D. et al (1973) e Chen et al (2001).

2.3.3. MODELOS PARAMETRICOS

Modelos paramétricos caracterizam-se pela atribuicdo de um modelo
probabilistico para a variavel resposta.

A anadlise de dados de sobrevivéncia pode ser realizada seguindo a
modelagem paramétrica em casos onde a distribuicdo do tempo de sobrevivéncia
dos individuos possa ser supostamente conhecida.

Apesar de existirem diversos modelos probabilisticos que s&o utilizados na
andlise de dados de sobrevivéncia, alguns sdo mais destacados devido a sua
comprovada adequacé@o a diversas situacbes praticas tais como: Exponencial,
Weibull, Log-Normal, Gama Generalizada e Log-Logistico. Nesta monografia
apresentaremos o0 Exponencial e o Weibull. Nas segbes 2.4 e 2.5 serao
apresentadas as caracteristicas de cada um destes modelos, tais como, suas
funcdes densidade de probabilidade, fungdes de sobrevivéncia, funcgdo risco, etc.

Técnicas de inferéncia para esses modelos serdo apresentadas nas proximas

secoes.
2.4. MODELO EXPONENCIAL

Considere que T seja a variavel tempo de sobrevivéncia de um individuo.
Assumindo-se que T tenha distribuicdo Exponencial de parametro A, a sua funcao

densidade de probabilidade & dada por:

(2.11)

Ae¥ 120,A>0
=
S {0 il .



A distribuicdo Exponencial € caracterizada por um risco constante A, sendo
seu unico parametro. Um valor alto para A indica um alto risco e curta sobrevivéncia,
jd um valor pequeno para A indica um risco pequeno e longa sobrevivéncia. A média

e a variancia do tempo de sobrevivéncia T s&o, respectivamente, dadas por:

¥
¥

1 |
E(Ty=— e Var(Tl')=
A
A funcéo distribuicdo acumulada de T é dada por,

Fi)=1-¢™* t=0

e a funcdo de sobrevivéncia é dada por,

S=1-F{)=e? ts0

Dessa forma, usando (2.2) temos que, para o modelo Exponencial, a funcdo
risco & dada por,

uma func&o constante, independente do valor de t.

A Figura 2.2 mostra respectivamente: (a) a fungdo de sobrevivéncia para o
modelo Exponencial, (b) a funcdo distribuicdo de probabilidade f(t) do modelo
Exponencial e (c) a fungéo risco do modelo Exponencial.

sty Jur) hi1)

ta) (i} {¢)

Figura 2.2 - Graficos da funcdo sobrevivéncia, densidade e risco do modelo Exponencial.

18



Quando A = 1, a distribuicdo € comumente chamada de Distribuigao
Exponencial Unitaria.

A hipétese de risco constante pode significar que, depois que uma peca
estiver em uso, por exemplo, a sua probabilidade de falhar ndo se altera. De modo
menos rigoroso, ndo existe efeito de “desgaste” quando o modelo Exponencial é
estipulado. Nesse sentido, pode-se dizer que a distribuicdo Exponencial admite que a
probabilidade de falhar seja independente do que se tenha passado. Isto &€, enquanto
a peca estiver funcionando, ela sera “tao boa quanto nova”.

O modelo Exponencial ndo parece muito adequado para tempo de vida de
pessoas, pois ndo &€ muito plausivel considerar um risco constante para tempo de
vida de pessoas.

2.5. MODELO WEIBULL

A distribuicdo de Weibull foi proposta por W. Weibull (1951) em estudos
relacionados ao tempo de falha devido & fadiga de metais. E frequentemente
utilizada para descrever o tempo de vida de produtos industriais (drea de
confiabilidade). Sua grande aplicacédo em situacdes praticas deve-se ao fato de
apresentar uma grande variedade de formas, todas com uma propriedade basica: a
fungéo taxa de falha € mondtona, ou seja, ou ela é crescente ou decrescente ou
constante. Descreve, de forma adequada, a vida de componentes eletronicos,
ceramicas, capacitores, etc.

A distribuicdo de Weibull pode ser considerada uma generalizacdo da
distribuicdo Exponencial. Entretanto, ao contrario da distribuicdo Exponencial, nédo
assume risco constante ao longo do tempo t.

Caracteriza-se por dois parametros, y € A. O valor de y determina a forma da
curva de distribuicdo e o valor de A determina a escala. Consequentemente, y e A séo
ditos parametros de forma e escala, respectivamente.

Quando o tempo de sobrevivéncia T segue a distribuicdo de Weibull com
parametros A e v, a fungdo densidade de probabilidade de T é dada por:
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f(y=Ap(aye™ | 120,7,4>0, (2.12)
com fungéo distribuicdo acumulada dada por:

Fi)=1-e*

A Figura 2.3 mostra algumas curvas da funcdo densidade Weibull com

parametro de escala A = 1 variando os valores para o parametro de forma y.

Sy

0 3 !

Figura 2.3 - Graficos da densidade Weibull para diversos valores de v .

A média da distribuicdo Weibull de parametros A e y é dada por,

_T+1/y)
# P

com variancia,

;1 :
o =?[r(|+2/y)—r (1+1/7)]

onde I'(B) € a fungdo matematica Gama definida como:

r(B) =Tx'”"e”"’afx=(ﬁ—])! ,B>0
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A funcédo de sobrevivéncia de T sera dada por:

S(t)=e M

Lembrando que, a func&o risco € dada pelo quociente entre a funcéo
densidade f(t) e a funcéo de sobrevivéncia S(t), temos para o modelo Weibull que h(t)

h(t) = Ay(At)Y ™.

é dada por:

A relacdo entre os valores de y e o tempo de sobrevivéncia pode ser vista na
Figura 2.4 que mostra a taxa de falha da distribuicdo Weibullcomy=0.5,y=1,y=2
e vy = 4. Quando y = 1 a taxa de falha permanece constante ao longo de t; este é o
caso da distribuicdo Exponencial. A taxa de falha cresce quando y > 1 e decresce
quando y < 1 a medida que t aumenta. Entdo, a distribuicdo Weibull pode ser usada
para modelar a distribuicdo de sobrevivéncia de uma populagdo com risco crescente,
risco decrescente ou risco constante.

h{l‘}k

14

Figura 2.4 - Gréficos da funcdo Risco para valores diversos de vy.
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Uma maneira usual de representar a fungéo de sobrevivéncia € aplicando a

funcao logaritmo. Ou seja,

log S(t) =—(At)".

A Figura 2.5 apresenta graficos do logaritmo da fungéo de sobrevivéncia de T
para alguns valores de y. Pode-se visualizar que: quando vy = 1, a funcao log S(t) €
uma linha reta com inclinagdo negativa; quando y < 1 a fung¢ao log S(t) decresce
lentamente a partir do valor zero e ent&o se aproxima de um valor constante. Quando

v > 1 a fungéo log S(t) decresce de forma mais severa a partir do valor zero a medida

que t cresce.

log,S(r)

Figura 2.5 - Gréafico do logaritmo da fungio de sobrevivénciade T



3. ABORDAGEM CLASSICA PARA MODELOS PARAMETRICOS

O que caracteriza um modelo paramétrico € a suposicdo de uma
distribuicdo de probabilidade para a variavel tempo de sobrevivéncia T. Nas
secoes 2.4 e 2.5 foram apresentados elementos basicos dos modelos Exponencial
e Weibull. Neste capitulo apresentaremos a abordagem classica utilizando esses
modelos para analise de dados de sobrevivéncia.

Existem diversos métodos de estimagcdo dos parametros descritos na
literatura, tais como: método dos momentos, método de minimos quadrados,
método de maxima verossimilhanga, entre outros. Talvez o mais conhecido deles
seja o método de minimos quadrados que € utilizado no contexto de regresséo
linear. Entretanto, esse método ndo € o mais apropriado para estudos de tempo
de sobrevivéncia pois ele € incapaz de incorporar censuras no seu processo de
estimacao. Para dados censurados, o0 método de maxima verossimilhanca surge
como uma opg¢ao adequada ja que incorpora as censuras € possui propriedades
6timas para grandes amostras.

Na secdo 3.1 sera definido o método de maxima verossimilhan¢a e o0 modo
como incorpora os dados censurados em seu processo de estimagdo dos
parametros. Na secdo 3.2 serdo apresentados os estimadores de maxima
verossimilhanca para o parametro A do modelo Exponencial, considerando tanto o
caso de n&o incluir covariaveis no modelo quanto para o caso de incluir
covariaveis. Na secdo 3.3 serdo mostrados os estimadores para os parametros y e

A do modelo Weibull também considerando a inclusdo ou ndo de covariaveis.



3.1. METODO DE MAXIMA VEROSSIMILHANGA

O método de maxima verossimilhanga trata o problema da estimagéo da
seguinte maneira: baseado nos resultados obtidos na amostra, qual é a
distribuicdo, entre todas definidas pelos possiveis valores dos seus parémetros,
com maior probabilidade de ter gerado tal amostra? Por exemplo, se a distribuigéo
do tempo de sobrevivéncia &€ Weibull com parédmetros y e A, para cada
combinacdo diferente de y e A tem-se diferentes distribuicées de Weibull. O
estimador de maxima verossimilnanga escolhe aquele par (y; A) que melhor
explique a amostra observada.

Suponha uma amostra de observacdes independentes ti, ..., t, de uma
certa populagao de interesse com funcéo distribuicdo de probabilidade dada por
f(t;8). Considere, de inicio, que todas observacbes da amostra sdo néo-
censuradas.

Neste caso, a fun¢@o de verossimilhanca para o parametro desta populagdo
é dada por:

L(0) =ﬁf & 50). (3.1)

Na expressao (3.1), 6 pode estar representando um uUnico parametro ou um
vetor de parametros. A traducdo em termos matematicos para a expressdo “a
distribuicdo que melhor explique a amostra observada” é achar o valor de 6 que
maximize a fungéo L(B). Isto &, achar o valor de 8 que maximiza a probabilidade
da amostra observada ocorrer.

A funcdo de verossimilhanga L(6) mostra que a contribuicdo de cada
observacdo n&o-censurada € sua funcdo densidade de probabilidade. A
contribuicdo de cada observacao censurada ndo deve ser sua fungdo densidade,
pois essas observacées somente informam que o tempo de sobrevivéncia é maior
que o tempo de censura observado. Portanto, a sua contribuicdo para a fungéo de

verossimilhanca é a sua fung¢ao de sobrevivéncia S(t).
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As observacdes s@o divididas em dois grupos, sendo as r primeiras as
observagdes ndo-censuradas (1, 2, ..., r) e as n — r seguintes s&o as observagoes
censuradas (r+1, r+2, ..., n). Desta maneira, a fungdo de verossimilhanga assume
a seguinte forma,

LO=]1/¢;:0) ][50, (3.2)

i=r+l

A expresséao (3.2) é valida para os mecanismos de censura do tipo l e ll e
sob a suposi¢cédo de que o mecanismo de censura € nao-informativo (ndo revela
informagées sobre os parametros). Vale também para mecanismos do tipo
aleatorio.

E sempre mais conveniente, em termos de calculos, trabalhar com o
logaritmo da funcdo de verossimilhanca. Entdo, os estimadores de maxima
verossimilhanca sdo os valores de 6 que maximizam L(8) ou log (L(8)), sendo
derivado através da solugcdo do sistema de equacdes abaixo;

dlog L(O
U(9)=°§—9()|0_é=o_

3.2. MODELO EXPONENCIAL

Seja T o tempo de sobrevivéncia e suponha que T segue o modelo
Exponencial com unico parametro desconhecido A. Desta forma, f(t) € dado por
(2.12). Precisamos estimar A para poder obter uma estimativa para o tempo médio
de sobrevivéncia, para o tempo mediano de sobrevivéncia, enfim, para poder
efetuar as analises relevantes para o tempo de sobrevivéncia. Nessa se¢do serao
apresentados os estimadores de maxima verossimilhanca para A considerando
cada um dos modelos: o modelo sem incluir covariaveis € o modelo incluindo
covariaveis.
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3.2.1. MODELO SEM COVARIAVEIS
A funcdo de verossimilhanga para o parametro A da distribuicdo

Exponencial € dada por:

L(A)= [ﬁ (1/ A)exp(—t,/ A)J ( ﬁ exp(—t,/ A)]

=r+l

sendo o logaritmo de L(A) e sua derivada em relag&o a A dados por:

log(L(A))=—rlog A—(1/ )31,

=1

e

dlogL(1) -r (1} ‘

— =t =) 1.
oA i ‘& Z}

Igualando a derivada da expressao acima a zero, tem-se a expressao do

estimador de maxima verossimilhanca para A:

2.t
= (3.3)
o

Na expresséo (3.3), o termo ', é denominado “tempo real sob teste”.
i=l

Observe que, se todas as informacdes sdo nao-censuradas, J =17, onde i
€ a media amostral.
Colosimo (2000) mostra que um intervalo com aproximadamente (1- a)% de

confianga para A pode ser estimado através de:

y

- /L'
AET ol (3.4)
r
onde r € o numero de observacdes nao-censuradas.
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3.2.2. MODELO COM COVARIAVEIS

Nesta secdo serdo apresentadas as idéias para a inclusao de apenas uma
covariavel no modelo. A inclusdo de duas ou mais covaridveis segue
analogamente e a restrigéo a uma covariavel foi feita aqui somente para simplificar
a notacao.

Um modo conveniente e plausivel para descrever o tempo de sobrevivéncia
em um modelo de regressdo com a inclusdo de uma covariavel pode ser dado

pela equacao:

T =eP*Hg (3.5)

O tempo de sobrevivéncia T esta sendo expresso em (3.5) como o produto

i 44 y F 4
entre a componente sistematica do modelo gl

e a componente de erro & .
Este modelo pode ser colocado na forma de um modelo de regressao linear
se aplicarmos o logaritmo natural de ambos os lados da equag¢do. Dessa maneira,

ficamos com,

InT=p,+Bx+¢ (3.6)

onde & = In (¢) e a componente de erro £ segue distribuicao valor extremo
minimo, denotada por G(0; o).

Nota-se que, conforme esse modelo, o tempo de sobrevivéncia seguird uma
distribuicdo Exponencial quando o = 1 e a distribuigdo Weibull quando o #1.

Os modelos de tempo de sobrevivéncia que podem ser linearizados através
da aplicagdo da funcao logaritmo natural sdo ditos Modelos de Tempos de
Sobrevivéncia Acelerados. A razéo para essa nomenclatura se deve ao fato de
que o efeito da covariavel sera multiplicativo na escala do tempo. Isto &, o efeito
das covariaveis pode acelerar ou desacelerar o tempo de sobrevivéncia T.

Os modelos paramétricos de regressdo para tempo de sobrevivéncia
acelerado fornecem resultados e andlises de facil interpretacédo com a presenca

de dados censurados para tempo de sobrevivéncia.
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Consideremos o modelo com uma covariavel dado em (3.6), onde a
distribuicdo do termo de erro sera dada por uma distribuicdo Log- exponencial, isto
é, segue uma distribuicdo Valor Extremo Minimo representada por G(0,1). Os
detalhes da distribuicdo Valor Extremo Minimo estdo presentes em Lawless

(1982). Neste caso T tera distribuicdo exponencial com média E(T) = B oy
seja,

PR

1
SO =—Gm=e (3.7)

Note que, se olharmos a expressao (3.7) como a distribuicdo exponencial

de parametro A definida em (2.12) teremos que A = 1/ gl

Consequentemente, a fungéo de sobrevivéncia para o modelo exponencial
com covariaveis sera dada por,

S(t,x, B)=exp(~t/ e ") (3.8)

Para obter a mediana do tempo de sobrevivéncia, iguala-se o termo a

direita de (3.8) a 0,5 e resolve-se a equacéo resultante, de onde fica:
1,(x, B) =—e"*""* 1n(0.5).

Quando a covariavel em (3.6) é dicotdbmica, codificada como 0 ou 1, arazao
do tempo de sobrevivéncia mediano do grupo com x = 1 pelo tempo de
sobrevivéncia mediano do grupo com x = 0, denotada por TR(x = 1, x = 0), € dada
por:

ls(x=1,8) —e”*"*In(0.5) o

TR(x=1x=0)= -
O =08~ — e In0.3)
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Por exemplo, se eﬁ‘ = 2, o tempo de sobrevivéncia mediano no grupo com

x =1 é igual a duas vezes o tempo de sobrevivéncia mediano do grupo com x = 0.

B " o .
Do mesmo modo que, se €' = 0,5, entdo o tempo de sobrevivéncia mediano no
grupo com x = 1 é igual a 0,5 vezes o tempo de sobrevivéncia mediano do grupo
com x = 0.

No caso geral teremos:

TR(x, x") = 7"@(%—% =gAt), (3.9)
50 £}

7,
Note que, se x = x* + 1 a expressao (3.9) fica igual a e" representando a

razao do tempo de sobrevivéncia mediano para o aumento de uma unidade em x.

; Ao 4 s ;
A quantidade €”' é comumente referida como o fator de aceleracéo, muito
embora seu efeito possa ou acelerar ou desacelerar o tempo de sobrevivéncia.

Uma alternativa para apresentar o efeito multiplicativo do fator de

& Py oo " —
aceleracdo € ' évia funcao de sobrevivéncia.
Segue de (3.8) que a relacao entre as funcdes de sobrevivéncia de dois
grupos é dada por:

S(t,x, 8)=S(te™® ,x=0,8). (3.10)

A interpretacdo do resultado em (3.10) € que o valor da funcdo
sobrevivéncia ao tempo t para o grupo com x = 1 pode ser obtido através da

estimacao da fungdo de sobrevivéncia para o grupo com X = 0 ao tempo te® A
mudanca no sinal do coeficiente € devida ao fato de que os percentis de tempo e
as probabilidades de sobrevivéncia sao operacoes inversas uma da outra.

A funcao risco para o modelo em (3.8) €,

]?(f,.’(._, ﬁ) = e—(ﬂo’rﬁlx}
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e a razéao de risco:

HR(x, x*)= e A0

Entéo, podemos ver que o modelo de regressao Exponencial € um exemplo
de um modelo de tempo de falha acelerado que tem riscos proporcionais. Cox e
Oakes (1984) mostraram que os Unicos modelos de tempo de falha acelerado que
tinham riscos proporcionais eram os modelos de regressao Exponencial e Weibull.

Se um modelo de regress@o Exponencial ajusta-se aos dados, pode-se
expressar o efeito de quaisquer covariaveis como uma raz&o de tempo ou como
uma razao de risco. A inclusdo de covariaveis categoricas nao-binarias é feita
através de variaveis dummy, analogamente como o que é feito no modelo de
regressao multipla.

Estimacao dos Parametros

A estimacdo dos parametros do modelo com covariaveis também ¢ feita
utilizando o método de maxima verossimilhanga. Os parametros do modelo com p
covariaveis serao representados por B = (Bo, B1, ..., Bp). Assumiremos que as
observagdes sao censuradas apenas a direita, mas a analise pode ser estendida
para outros tipos de censura.

Suponha que T tenha distribuicdo exponencial com fungdo densidade de
probabilidade dada por (2.12). Considere n observactes independentes de T, p
covariaveis e um indicador de dado censurado denotado porv; i=1, 2, 3, ..., n.

Ent&o, para cada individuo i, tem-se a tripla (t, x;, vi) onde X = (1, X1, X, ...,

Xip). Desta forma, o logaritmo da fungéo de verossimilhanca de B € dado por,
l(ﬁ):ZV,z;—ez’, (3.11)
i=l
ondezi=yi—XiBey =ln(ti).

As equacgbes de verossimilhanca sé@o obtidas pela diferenciacgdo do

logaritmo da fungdo de verossimilhanga com respeito aos parametros
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desconhecidos e igualando as expressdes a zero. Esse processo fornece a

equacgéo para o termo constante,
> (v,—e*)=0 (3.12)
i=1

e equaclbes para as covariaveis ndo-constantes,
Y. x,(v,—e")=0 (3.13)
f=1

para j =1, 2, ..., p. Se denotarmos as solugbes numeéricas para (3.12) e (3.13)

como B'=(B,, B, Bs». B,), © modelo baseado nos valores de tempo preditos ou
ajustados sera computado como 7, = exp(x,' B) parai=1,2, .., n.

No modelo de regresséo linear, a inclusdo do termo constante tem como
conseqliéncia que a média dos valores observados e dos valores ajustados sejam
iguais. Entretanto, no modelo de regressao exponencial, esse efeito € no sentido
de fazer com que a soma de todas as razbes dos valores observados pelos

valores ajustados seja igual ao numero de observacdes nao-censuradas, isto é:

!

Z“Vlzg,,—:m‘ (3.14)

H

A expressao (3.14) mostra que o verdadeiro valor de [3‘0 dependera em

grande parte de m, o numero de observacdes nao-censuradas. Assim, os valores
ajustados sédo predi¢cdes do tempo de sobrevivéncia de um sujeito com covariavel
de valor x;.

Obtém-se os estimadores da varidncia e covariancia do estimador dos
coeficientes B através do método de estimagcdo por maxima verossimilhanga
tomando-se a segunda derivada parcial da fun¢éo log-verossimilhanga. A forma

geral da segunda derivada parcial da expresséao (3.11) € dada por,

m——Zx X.e* jk=01..p. (3.19)

ogos. "
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Note que ndo existem solugdes analiticas para a derivada em (3.15). Desta
forma, a estimacéao dos coeficientes j € feita através de métodos numeéricos.

Os estimadores de varidncia e covariancia sdo baseados na matriz de

"

informagao observada, denotada por I( f) que € uma matriz com elementos dados

pelo sinal contrario (negativo) de (3.15), validada para o estimador dos

coeficientes. Eles sdo dados por:

var(f) =1(8)" .

3.3. MODELO WEIBULL

Seja T o tempo de sobrevivéncia e suponha que T segue o modelo Weibull
com parametros desconhecidos y e A. Precisamos estimar y e A para poder obter
a estimativa para o tempo médio ou mediano de sobrevivéncia, tempo mediano de
sobrevivéncia, enfim, para poder efetuar as analises relevantes para o tempo de
sobrevivéncia. Nessa secdo serdo apresentados os estimadores de maxima
verossimilhanga para y € A considerando cada um dos modelos: o modelo sem

incluir covariaveis e o modelo incluindo covariaveis.

3.3.1. MODELO SEM COVARIAVEIS
A funcgao de log-verossimilhanga para uma amostra de dados de tempos de
sobrevivéncia provenientes de uma distribuicdo Weibull de parédmetros y e A é

dada por:

log(L(A,7)) =rlog(y) -y rlog(A)+ (¥ =D logt) - A7 > ¢t . (3.16)
i=1 i=1
De forma alternativa, fazendo y; = log(t) e utilizando a distribuicdo do valor

extremo, tem-se que,

log(L(¢,0)) = —rlog(c) + Z[.J;_] - % 2 exp]: % } ,

i=| i=l

2
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que & mais simples que a log-verossimilhanca obtida em (3.16).
Derivando a log-verossimilhanga log(L(p; o)) e igualando a zero, obtém-se
as equacoes de verossimilhanca,

dlog(L(p0)) _ 1] . % W= _ (3.17)
—76# J{ :+Zexp[——o_ }} 0

i=l i=1

olog(L(u,0)) 1 ¥ 3 (., —#4)
—aa_=?{—:a—z_v, +rp+Zexp{—o—}(y,—y)}=0. (3.18)

Os estimadores de maxima verossimilhanga sdo os valores de p e o que
satisfazem as equacgdes (3.17) e (3.18). A solugdo desse sistema de equagdes
para um conjunto de dados particular deve ser obtida, de forma aproximada, via
métodos numéricos. Um método muito utilizado para esse fim € o método de
Newton-Raphson que néo sera apresentado nesta monografia. Maiores detalhes
podem ser encontrados em Colosimo (2000).

3.3.2. MODELO COM COVARIAVEIS

A forma mais comum de um modelo de regressdo para o tempo de
sobrevivéncia acelerado foi mostrada em (3.6). Além de haver mais um parametro
desconhecido a ser estimado, a principal diferenga entre 0 modelo de regressao
Weibull e o modelo de regressdo Exponencial esta no parametro o da distribuigéo
da componente de erro do modelo em (3.6) que agora pode ser diferente do valor
1. Neste caso, T segue distribuicado Weibull com funcdo densidade de
probabilidade dada por (2.12). A inclusdo de mais um parametro no modelo nos
leva a uma fungéo risco um tanto mais complicada e um modelo de regressao
mais complexo. Esta sec¢ao ira considerar a inclusao de uma covariavel no modelo
assim como foi apresentado no modelo Exponencial.

A fungao risco para o modelo de regressdo Weibull foi vista no capitulo

anterior e & dada por:

h)=A7 ()" =yt
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Por conveniéncia trocaremos na expressao anterior A por y e vice-versa.

Desta forma,
W)=y *A*.

A inclusdao de covariaveis sera feita através do parametro y , ou seja,

Y= W S Entéo:

At
h(t.x, 3, 1) =m, (3.19)

onde, por conveniéncia, utilizou-se A = 1/0. Essa fungdo risco pode ser expressa
novamente em termos de riscos proporcionais ou na forma de tempo de
sobrevivéncia acelerado. Ou seja,

h(t,x, B,A) = At* g At
= ;L!zl-l e—lﬂne—iﬁlx
=lyffi-le—,1ﬁ,x
= hy(0)e™ (320)

onde y =exp(—=f,/0)=exp(d,), 81 = - B1/0 . ho(t) &€ a funcgao risco de base.

A expressao (3.20) leva a interpretagdo da razdo de risco através do
parametro ;.
Outra forma de apresentar a fungao risco € dada re-arranjando (3.19) como

segue:

Wty Bd)= A e iR
= Ay(te Py e (3.21)

A fungao risco dada pela formula (3.21) € muito utilizada nos aplicativos, por

isso a ilustragao dela aqui.
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A fungcao de sobrevivéncia correspondente a forma da fungao risco para o
tempo de sobrevivéncia acelerado em (3.21) é dada por:

S(t,x, B, 2) = expl-t* exp[(-1/6)(B, + Bx)]}- (3.22)

Podemos obter a equacao para o tempo de sobrevivéncia mediano
igualando a expressao (3.22) a 0,5, que assim fica:

tso (. B,6) = [-In(0,5)]% e®*A*

Por exemplo, se a covariavel for dicotomica, codificada em 0 ou 1, a razdo
dos tempos de sobrevivéncia medianos é:

ISU (JC = l, ﬁ-O') - [— ln(O,S)]a eﬁn*ﬂl-‘ ~
tso(x=0,8,0) - [-1In(0,5)]° P

TR (x=Fki=0)=

Estimagao dos Parametros

A estimagdo dos parametros do modelo com covariaveis também é feita
utilizando o meétodo de maxima verossimilhanga. Os parametros do modelo com p
covariaveis serdo representados por B' = (Bo, B1, ..., Bp). Assumiremos que as
observagdes sao censuradas apenas a direita, mas a analise pode ser estendida
para outros tipos de censura.

Suponha que T tenha distribuicdo weibull denotada por (a; y). Utilizando a
parametrizagao A = log(y) e o = 1/c, a fungao densidade de probabilidade de T sera
dada por:

f()= éﬁ_‘ exp(B, + B,x —exp(f, + Bx)t7).

Considere n observacées independentes de T, p covariaveis e um indicador

de dado censurado denotado porv; i=1,2, 3, ..., n.
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Entéo, para cada individuo i tem-se a tripla (t, x;, vi) onde x' = (1, X, X2, ...,

Xip). Desta forma, o logaritmo da funcao de verossimilhanca de B € dado por,
I(B,0)=) v(~In(c)+z)-e". (3.23)
i=l

Os valores para a equacao para o j-ésimo coeficiente de regressao é obtida
tomando a derivada de (3.23) com respeito a B; e igualando a zero. Assim, fica:

ol(B,0) _<-—%, : :
= (v,-€*)=0, j=0,,2,..,p.
op, le o 4

O valor da equacao para o parametro de forma o € dado por:

MO = Sy Y=, f R
(o

=1

do c

Note que, assim como no modelo Exponencial, a estimagao de B e ¢ & feita
através de métodos numéricos.

Ao solucionar as equagOes acima, a matriz de informacdao pode ser
expressa como:

103:6) =] XVX X'Vz
G X VEem|

onde X & uma matriz n x (p+1) contendo os valores das covariaveis, V = diag(e™)

uma matriz n x n diagonal e z'=(z,,2,,....Z,) com z; definido como sendo:

O estimador da matriz de covariancia dos estimadores dos parametros &

dado por:
Var(so)=[1(3:8)]
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4. ABORDAGEM BAYESIANA PARA MODELOS PARAMETRICOS

Dentro do contexto Bayesiano, a meta principal de qualquer analise é a
busca pela distribuicdo a posteriori para os parametros de interesse. Em relagéo
aos modelos Exponencial e Weibull, apenas o Exponencial sem covariaveis € que
apresenta forma fechada para a posteriori de interesse. Para as analises do
modelo Exponencial com covariaveis e o modelo Weibull sdo necessarios
métodos de simulagdo. Um método de simulag@o estocastica que resolve este e
muitos outros problemas de inferéncia Bayesiana € o Gibbs Sampling. O Gibbs
Sampling € um tipo de simulagdo Monte Carlo usando Cadeias de Markov
(MCMC).

Os modelos paramétricos possuem importante papel na Analise de
Sobrevivéncia Bayesiana, ja que diversas analises desse tipo, na pratica, sdo
realizadas utilizando modelos paramétricos. Essa modelagem oferece menores
dificuldades e técnicas de analise menos complexas.

Este capitulo inicia com algumas definicoes basicas de Inferéncia
Bayesiana na seg&o 4.1. Nas secgdes 4.2 e 4.3, serdo apresentados os modelos
paramétricos exponencial e Weibull utilizados na analise Bayesiana para dados de
sobrevivéncia univariados e censurados a direita, descrevendo as caracteristicas
de cada um tanto para modelagem sem covariavel quanto para a modelagem

considerando a presenga da covariavel.
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4.1. DEFINICOES BASICAS DE INFERENCIA BAYESIANA

A Inferéncia Estatistica Bayesiana € o processo de diminuigéo de incerteza
que se baseia em dados estatisticos e evidéncias pessoais.

Na Inferéncia Estatistica Bayesiana Paramétrica, a forma da distribuicéo de
probabilidade de um vetor de varidveis aleatérias X €& suposta conhecida e
dependente de um parametro 6 (8 pode ser um vetor de parametros mas, por
simplicidade de exposi¢cdo, usaremos 8 como escalar. A generalizacéo para ©
vetor € direta. Os parametros 6 dessa distribuicdo sdo desconhecidos e por isso
sdo considerados como variaveis aleatorias.

Por serem considerados variaveis aleatorias, toda a informagdo que se
tenha sobre 6 antes de observar os dados pode ser incluida na analise através da
distribuicdo a priori para 6. As inferéncias a respeito dos parametros 8 sao
baseadas na distribuicéo a posteriori de 8. A idéia central da Inferéncia Bayesiana
€, apos observar os dados, combina-los com a informacgéo a priori de 8, derivando
assim a distribuicdo a posteriori para 8, notada por (8| x).

Além disso, existe a distribuicdo preditiva a posteriori para X* onde X*
representa uma observacao futura da variavel X no experimento em questdo a
qual estamos querendo prever. Isto €, em Inferéncia Estatistica Bayesiana, as
previsoes para valores futuros de X podem ser feitas diretamente através da

distribuicdo preditiva a posteriori para X*. Denota-se a distribuicdo preditiva a
posteriori por T(x*| x).
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4.1.1. DISTRIBUICAO A POSTERIORI

A distribuicéo a posteriori combina o conhecimento que se tenha a priori de
B8 com a informacao sobre o parametro 6 contida nos dados observados (x), com o
objetivo de gerar um conhecimento final a respeito do desconhecido parametro 6.

Através da posteriori, podemos obter todas as decisdes e inferéncias a
respeito do desconhecido paréametro ©.

A distribuic@o a posteriori de 6 € condicionada no valor amostral observado
x e é denotada por (8] x). A notagdo indica que a posteriori € uma distribuicao
condicionada & observacdo amostral x. Denota-se que 6 e X tém distribuicdo
densidade conjunta dada por:

10, x)=7(0)f(x/0), (4.1)

onde m(6) é a distribuicdo a priori para 8 e f (x| 8) é a distribuicdo ou funcéo
densidade de probabilidade de X.

A densidade marginal de X, também chamada de preditiva a priori de X,
sera dada por,

jef(x/a)x(a)de ,se0 ¢ continuo

m(x):Lf(x/H)d};1(0)= D f(x/0)x(8) ,se8 édiscreto

A distribuic&o a posteriori de 8 € encontrada através da aplicacdo da regra
de Bayes. Ou seja,

20/ x) = f0,x) =(6)f(x/6) (4.2)
m(x) m(x)
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Depois da amostra observada, f(x|8) é a verossimilhanga L(®|x) e m(x)
sera uma constante que ndo depende de 6. Sendo assim, uma forma equivalente

para a expressao (4.2) é obtida omitindo-se o fator m(x), ficando,

7(0/x)cx(0)(0/x) . (4.3)

A expressdo (4.3) mostra o “jargao” da Inferéncia Estatistica Bayesiana que
diz: “A Posteriori € proporcional ao produto da priori pela verossimilhanga”.

Essas expressGes acima descrevem a idéia fundamental da Inferéncia
Bayesiana Parametrica: o primeiro passo para qualquer aplicagdo da técnica &
assumir um modelo probabilistico f(8 ; x) envolvendo 6 e x. Depois, determina-se
uma priori para 0 e, através de meétodos analiticos ou computacionais apropriados,
deriva-se a distribuicdo a posteriori (8] x).

Note que a distribuicdo a priori de B reflete o conhecimento sobre 6 antes
da observacéo da amostra (antes do experimento), ja a distribuicdo a posteriori de

B reflete o conhecimento atualizado sobre 8 apds a observacdo da amostra x.

4.1.2. DISTRIBUICAO A PRIORI

E uma distribuicdo de probabilidade que expressa o conhecimento sobre o
parametro desconhecido 8 que se tenha antes da observacdo da amostra. Este
conhecimento €& baseado, muitas vezes, no entendimento do pesquisador,
experiéncia, estudo anteriores, etc. Como 8 & visto como uma variavel aleatéria, o
valor de 6 é pensado como uma realizac&o da distribui¢éo a priori, assim como um
valor de x € pensado como sendo uma realizagéo da distribuigéo f(x).

A distribuicdo a priori € a maneira de incorporar toda a informacéo e
conhecimento que se tenha sobre 8 que nd@o seja proveniente dos dados
amostrais, ja& que um pesquisador possui, por menor que seja, algum
conhecimento sobre 6.

A partir do conhecimento que se tenha sobre 8, pode-se definir uma familia
paramétrica de densidades. Neste caso, a distribuigdo a priori & representada por

uma forma funcional, cujos parametros devem ser especificados de acordo com
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esse conhecimento. Os parametros indexadores da familia de distribuig&o a priori
sdo chamados de hiperparametros para diferenciar do parametro de interesse 6.

Para a derivagdo da distribuicdo a posteriori, precisamos da especificagéo
completa da distribuigdo a priori para 8. Ou seja, & preciso especificar uma forma
para essa distribuicdo e valores para os seus parametros. Esta especificagao deve
espelhar a informagéo a priori que se tenha.

A seguir serdo apresentadas algumas das diferentes formas de
especificagdo da distribuicdo a priori para 6.

4.1.3. PRIORI CONJUGADA

O uso de prioris conjugadas, em geral, facilita as analises pois envolvera
apenas uma mudanga nos hiperparametros. A idéia € que quando as distribuicoes
a priori e a posteriori pertencem a uma mesma classe de distribuicdes dizemos
que a priori € conjugada ao modelo. Por exemplo, considere o modelo
Exponencial de parametro A. A priori conjugada para A é dada por uma distribuicéo
Gama de parametros a e B.

4.1.4. PRIORI NAO-INFORMATIVA

Existem situacdes nas quais o conhecimento a respeito de 6 nao existe ou
€ algo de pouca convicgcdo. Apesar da inexisténcia desse conhecimento,
precisamos da distribuicdo a priori para 6 para poder derivar a distribuicdo a
posteriori de 6.

Precisamos entdo determinar uma priori que represente a falta de
conhecimento sobre 6 recebendo o nome de Priori Nao-Informativa.

Ao utilizar uma Priori Nao-Informativa para 6, a distribuicdo a posteriori de 6
sera um retrato dos dados observados.

O trabalho original de Bayes (1763) considerava o uso de Priori Uniforme,
isto &, atribui igual probabilidade para todo 8 € ® (espago paramétrico). Ou seja, é
o conhecido postulado de Bayes que diz: “Se nada sabemos sobre 8 devemos

assumir que a priori de 8 € uma distribuicdo de probabilidade constante”. Uma
priori n2o-informativa muito utilizada € m(8) a ¢, onde c € uma constante qualquer.
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Uma outra forma muito utilizada para definir uma Priori Nao-Informativa

para 6 é a Priori de Jeffreys, definida por,

z(0) < [1(O)]" ,

onde 1(8) é a Informag&o de Fisher para 6.

A Priori de Jeffreys possui a propriedade de invariancia em relagéo a
parametrizacdo. Ou seja, para qualquer parametrizacéo utilizada para 8, a priori
sera a mesma, a menos de algum parametro de escala.

Prioris conjugadas também podem ser prioris nao-informativas dependendo
do valor especificado para os seus parametros. Por exemplo, uma priori dada por
uma Gama (0.0001; 0.0001). Essa priori, devido aos valores de seus parametros,

sera nao-informativa.

4.1.5. PRIORI IMPROPRIA

Sao distribuicbes que nao integram um no espago paramétrico. Um
exemplo de priori impropria & a priori nao-informativa (8) a c. Em geral, prioris
improprias s6 s&o utilizadas quando ndo se tem nenhuma informagéo sobre o
parametro. O uso de prioris improprias deve ser cuidadoso pois nem sempre uma
priori impropria conduz a uma posteriori propria (ou seja, que integre um no seu
espaco parameétrico).

4.1.6. PREDITIVA A POSTERIORI

A realizacéo de inferéncias a respeito de uma quantidade observavel mas
ainda desconhecida, frequentemente chamada de inferéncia preditiva, segue uma
l6gica similar a da distribuicdo a posteriori para o parametro de interesse. Antes
dos dados amostrais serem considerados, a distribuicdo dessa quantidade

desconhecida porém observavel x, € dada por,

m(x)=[ f(x.0)d0 = | f(x/0).7(0).d0 (4.4)
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A expressao acima € geralmente chamada de distribuicdo marginal de x,
mas uma nomenclatura mais informativa € a de distribuicao preditiva a priori: priori
porque nao € condicional a uma observacao prévia, e preditiva porque é a
distribuicdo para uma quantidade observavel. Apos os dados terem sido
observados, podemos prever um valor observavel desconhecido x* do mesmo
processo.

Por exemplo, seja x = (X1, X2,..., Xn) UM vetor de observagdes de pesos de
um objeto que foi observado em n tempos distintos em uma escala de medida e
seja © = (4; 0 o vetor de pardmetros, onde p é o valor verdadeiro, porém
desconhecido, para o peso médio do objeto e o a medida de variancia da escala,
e ainda, x* uma futura observacgao de peso do objeto.

A distribuicao de x* € chamada distribuicdo preditiva a posteriori: posteriori
porque €& condicional aos dados observados x e preditiva por tratar-se de uma
previsdo para um valor futuro, x*. Assim, a distribuicdo preditiva a posteriori para
x* sera dada por:

a(x [x)= _[x(x',ﬁfx)d@
= I;r(x' 10,x)7(@/x)do
= [z(x"10)7©@/x)d0, (4.5)

onde (68| x) é a posteriori para 6.
A Ultima igualdade na expressdo acima se deve ao fato de x* ser
independente de X4, ..., X.

4.1.7. RESULTADOS A POSTERIORI

O principal objetivo da inferéncia Bayesiana é obter a distribuicao a
posteriori, pois & através dela que se pode obter estimativas para os parametros
de interesse. A distribuicdo a posteriori apresenta o atual conhecimento sobre o
parametro 6 expresso em probabilidade. Porem podemos calcular estatisticas
descritivas da distribuicdo a posteriori, tais como a média, a moda, a mediana, etc,
e utiliza-las como estimativas pontuais para 6.



Para podermos comparar os resultados calculados pela abordagem
Bayesiana com os obtidos com a abordagem classica € mais adequado se utilizar
a moda da posteriori ja que a mesma baseia-se na idéia de valor mais frequente,
mais provavel, idéia similar a dos estimadores de maxima verossimilhanga.
Quando a distribuicdo a posteriori possui forma simétrica ou aproximadamente
simétrica sabe-se que a meédia, a moda e a mediana sdo iguais ou
aproximadamente iguais. Assim, nao ha problemas em se utilizar a média a
posteriori para comparar os resultados classicos e Bayesianos.

Sob a abordagem Bayesiana também €& possivel obter estimativas por
intervalo para o parametro 8. Na Inferéncia Bayesiana calculam-se Intervalos de
Credibilidade (também chamados de Intervalos de Probabilidade a Posteriori) para
o parametro 6. Na inferéncia classica calculam-se Intervalos de Confianga para o
parametro 0. A construgéo desses intervalos € similar nas duas abordagens,
porém a sua interpretagao € diferente. A diferenga nas interpretagdes deve-se ao
fato de que, na inferéncia Bayesiana o parametro 6 € considerado aleatério, e na
classica ele & considerado fixo. Desta forma, o intervalo de confianga classico é
um intervalo que, antes da amostra ser observada, tem uma probabilidade (1 — a)
de incluir o parametro desconhecido. O intervalo de credibilidade Bayesiano é
aquele que, apds a observacdo da amostra, o parametro 8 possui probabilidade
(1—a) tirar os espacos para 1—a ficar na mesma linha de pertencer a ele.

Podemos distinguir dois tipos de intervalos de credibilidade Bayesianos: o
Intervalo de Credibilidade Central e o HDR (High Density Region).

Seja (0 | x) a posteriori de 6. O intervalo (c1; ¢2), onde ¢ e ¢, s3o0 tais que:
[} (0 1x)d6 = [“” 7(@1x)d0=al2,

é chamado de Intervalo de Credibilidade Central para 6 com probabilidade a
posteriori igual a (1 — a).
O Intervalo de Credibilidade HDR (High Density Region) para 6 com

probabilidade (1 — a) € definido como sendo a regiao da posteriori que:
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i) A densidade da posteriori em qualquer ponto pertencente a essa regiao
é igual ou maior a densidade da posteriori em qualquer ponto fora da
regiao.

i) A amplitude da regido € a menor possivel.

iii) A probabilidade da posteriori nessa regiao € igual a (1 — a).

Observe que, se a distribuicdo a posteriori € uma distribuigdo unimodal e
simétrica, entdo o Intervalo de Credibilidade Central € também o Intervalo de
Credibilidade HDR.

O estimador Bayesiano por intervalo mais intuitivo € o Intervalo de
Credibilidade HDR, pois € a regiao que contém 0s valores mais provaveis para o
parametro desconhecido. Qualquer que seja a credibilidade (1 — a), todos os
pontos que pertencem a regido de credibilidade tém maior densidade de
probabilidade que qualquer outro ponto que nao pertenca a ela. O problema do
HDR é que, dependendo da posteriori, sua determinagdo pode nao ser possivel.
Este € o caso quando a posteriori ndo & derivavel analiticamente sendo utilizado
métodos MCMC para simular dela. Nestes casos, utilizam-se os intervalos de

credibilidade central.

4.1.8. METODO MCMC

Um dos grandes empecilhos da inferéncia Bayesiana néo ter se
desenvolvido no passado é o fato de que a posteriori para os parametros
desconhecidos de muitos modelos ndo apresenta forma fechada. Sem conhecer
ou poder amostrar da posteriori de interesse nao € possivel fazer analise
Bayesiana. Uma maneira de superar este problema € via utilizagédo dos metodos
MCMC.

Essa metodologia é, essencialmente, integragéo via metodo Monte Carlo
utilizando cadeias de Markov. A integragdo Monte Carlo extrai amostras de uma
distribuicdo necessaria e usa as médias amostrais como aproximagdes da

esperanga desta distribuicdo. O MCMC extrai dessas amostras para construir uma
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cadeia de Markov ao longo do tempo, cuja distribuicao estacionaria sera a
distribuicao a posteriori de interesse.

Um dos métodos MCMC é o Gibbs Sampling. Ele € um caso particular do
algoritmo de Metropolis-Hasting (1970). Ele € adequado quando o numero de
parametros desconhecidos envolvidos & maior do que 1. O Gibbs Sampling se
caracteriza pelo fato de utilizar as distribuigdes condicionais completas como
distribuicbes propostas. Digamos que queremos simular uma amostra da posteriori
n(0|x) onde 6'= (4, ..., 64). O algoritmo Gibbs Sampling é descrito da seguinte

maneira:

1. Inicialize o contador de iteragdo da cadeia em j=1 e fixe o conjunto de
valores iniciais 8@ = (8, , ..., 849y

2. Obtenha o proximo valor 89 = 8,9 | .., 849 de 8% através da
sucessiva geracdo de valores:

0,0 ~ (8| 8,5",..., 857", dados)
8,0 ~ (2] 6,7, 855"..., 85", dados)

04 ~ (84| 849, ..., 844" , dados),
onde, por exemplo m(B¢]8,¢",..., 8,"") & a distribuicdo condicional
completa de 84, que nada mais € do que a distribuicao a posteriori para 64
condicionada em (63,..., 84, dados).
3. Mude o contador de j para j+1 e retorne ao passo 2 até que a
convergéncia seja alcangada. Quando a convergéncia for alcangada, o

valor resultante 8¥ sera uma extragéo da posteriori de interesse.

Desta forma, para obter uma amostra de tamanho n da posteriori (84, 83,...,
84| dados) basta aplicar o algoritmo de Gibbs Sampling, descartar m primeiros
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valores simulados (periodo antes da convergéncia chamado de burn-in) e tomar
os n valores seguintes. Mais detalhes sobre MCMC veja, por exemplo, Gilks et al
(1997).

4.2. MODELO EXPONENCIAL

Suponha que os tempos de sobrevivéncia t' = (t, t, .., t,) sé@o
independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) e cada um possui distribui¢céo
exponencial com pardmetro A, denotada por #(1). Seja o indicador de censura
denotado por v = (v4, vz, ..., va)', onde v; = 0 se t; &€ censurado a direitae vi=1se t;
e um tempo de sobrevivéncia. Neste caso, a fun¢do densidade de probabilidade
do tempo de sobrevivéncia T € dada por,

fiti |A)=Aexp (-At;),
a fungao de sobrevivéncia no modelo Exponencial &€ dada por,
S(ti [N =exp (-At;).

A fungao de verossimilhanga de A pode ser escrita como:
LAItv)=]],/2) St/ )"
i=l

=27 exp(—ﬂirf)
n i=l
onde d= Zv;'
i=l

4.2.1. MODELO EXPONENCIAL SEM COVARIAVEIS

No modelo exponencial sem a inclusao de covariaveis, o Unico parametro
desconhecido € A.

A priori conjugada para A para esse modelo € dada por uma distribuigao
Gama (0o ; Ao) com funcao densidade de probabilidade dada por:

(Al ey Ay) = —A"—ul""" exp(-A4,4), paral>0.
['(a,)
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Entédo, tomando-se uma distribuicdo Gama (ag ; Ag) como a priori para A, a

distribuicao a posteriori de A sera dada por:

LAt V)n(Al ays Ay)
[ L@/ tvym(alag d)da

m(Alt,v)=

o

T =¥ 3 t ‘ald>0.
T d) exv{ (A+D, .)} paral>

=1

Ou seja, a posteriori de A & uma distribuicdo Gama (ao +d ; Ao+ D 1,).

=1
Assim, a média a posteriori de A e a variancia a posteriori de A serdo dadas,

respectivamente, por:

EGiy="2%2 o Varliinv)e

"

/10+Zf, (/1“+‘Zr,)1.

a,+d

A distribuigao preditiva a posteriori de um futuro tempo Ty sera dada por:

7t /t,v) = ff(tffi)z(ift,v}di

(ln s i,} )ﬂa*—ﬁ'

= fi exp(-At, )_T;W At exp{— A2y + it, )}a’i

(e, +d)(A, + f::,.)“n“’
i=l

_ ,set, >0

(A, + ir,. 7 e (4.6)

0,c.c.

Note que a expressao (4.6) é conhecida como distribuicdo Inversa Beta.
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4.2.2. MODELO EXPONENCIAL COM COVARIAVEIS

Seja xi' = (1, X1, X2, ..., Xip) O vetor de p-covaridveis para o individuo i. A
inclusdo de x; no modelo sera feita utilizando um modelo de regressao para A.
Usaremos que A; = exp (Xi B) = exp (Bo + B1Xi1 + B2Xiz2 + ...+ BpXip). O parametro
desconhecido € o vetor B.

Nesse caso, a fungdo de verossimilhanga para o modelo com a incluséo de

covariaveis através de A (verossimilhanga de B) fica:

LB Iy =T 17,12 S 12"
= 1—'-[ [exp(x_. 'ﬁ) exp(—t,. exp(x: 'ﬂ))] | [exp(—f, exp(x!rﬁ))]l-—vr
i=l

= exp{i v, x!'/j’}exp{— ir, exp(x, 'ﬁ)} .

=1

E usual especificar uma priori conjugada para o parametro de interesse.
Porém, neste caso nao existe priori conjugada para B e uma alternativa razoavel é
especificar uma priori Normal p-dimensional para 8, denotada por Ny(uo ; o), onde
Uo € a média a priori para B e £y a matriz de covariancia a priori para B. Apesar da
distribuicdo Normal néo ser uma priori conjugada para este modelo, ela facilita as
contas para a posteriori e € bastante flexivel para representar a informacéao a priori
podendo até se tornar nao-informativa (especificando uma variancia grande).
Sendo assim, a distribuicao a posteriori de B sera dada por,

w(BI1,v) = LBItv)a(B peiZy) (4.7)
T LB (B 1y 20 )dpydp,...dB,

n(Blt,v)oe L(BItv)a(B 1y Zy). (4.8)

onde 1( B| po ; £o ) € uma fungédo densidade Normal Multivariada com média o e
matriz de covariancia .

A integral do denominador na expressao (4.7) nao apresenta uma solugao
analitica e o produto que aparece na expressao (4.8) nao revela nenhum nucleo

49



de uma distribuicdo que seja conhecida. Com isso, verifica-se que a distribuicao a
posteriori para B ndo possui uma forma fechada. Como alternativa, os métodos de
simulagdo MCMC podem ser utilizados para amostrar da distribuigao a posteriori
para .

Para realizar o Gibbs Sampling para o modelo anterior, onde a posteriori
para B nao possui forma fechada, precisamos conhecer as distribuigoes
condicionais completas para cada ;, componente do vetor B.

Seja B; o j - encimo componente de B e seja B o vetor sem este
componente. Entao, a j - ésima distribuicao condicional completa pode ser escrita
como,

ﬁ(ﬂj /y,n’ﬁ{_j))ocl,(ﬂj,ﬂ{_ﬂ /y:n)ﬂ-(ﬂj:lg(&j) /!u(}':‘z()) (49)

paraj=0, 1, 2, ..., p. Note que cada uma das p+1 condicionais completas em (4.9)
sdo proporcionais a fungao de verossimilhanga multiplicada pela priori, onde em
cada caso, a variavel aleatéria é Bj e B € mantido fixo.

E possivel verificar que todas as p+1 condicionais completas deste modelo
nao apresentam forma fechada. Porém, isto ndo implica que nao seja possivel
amostrar delas. Para aplicar o algoritmo de Gibbs Sampling ndo precisamos,
necessariamente, conhecer as distribuicbes condicionais completas, mas sim
saber como amostrar delas. Gilks e Wild (1992) descrevem o método denominado
Adaptive Rejection que € um algoritmo de simulagcéo usando rejeicdo. Para poder
utilizar esse algoritmo, precisamos que cada uma das distribuicdes condicionais
completas a serem amostradas seja uma fungéo log-céncava. Chen et al (2001)
mostram que todas as condicionais completas do modelo Exponencial com
covariaveis sao log-concavas.

Um resultado a posteriori de interesse frequente € a distribuigcao a posteriori
da fungdo de sobrevivéncia em um particular valor t. Dessa forma ao gerar as
amostras através da simulagcdo da distribuicao a posteriori de B, as estimativas

dos parametros serdo calculadas utilizando os momentos desta amostra. Assim,
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sera possivel gerar os resultados a posteriori para S(t), tempo meédio ou mediano
de sobrevivéncia, razdo de sobrevivéncia, etc.

4.3. MODELO WEIBULL

Suponha que os tempos de sobrevivéncia t = (4, t,..., t,) saéo
independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) e cada um possui distribuigao
Weibull de parametros a e y, denotada por W( a ; y ). Seja o indicador de censura
denotado por v = (v, vz, ..., vn)', Onde v; = 0 se t; &€ censurado a direitae vi=1se t;
é um tempo de sobrevivéncia.

Com a finalidade de facilitar os calculos, utilizaremos a parametrizagao
dada por A = log (y), entdo, a distribuigdo de um tempo de sobrevivéncia T sera
denotada por W( a ; A ). Nesse caso, a fungdo densidade de probabilidade do

tempo de sobrevivéncia T sera dada por,

f(t/a;A)=at“" exp(Ad —exp(At™)). (4.10)
e a fungéo de sobrevivéncia no modelo Weibull sera dada por,
S(t/a; A) = exp(—exp(At9)).

Note que a notagao utilizada para a distribuigao Weibull neste capitulo ndo
€ a mesma da utilizada no Capitulo 3.

A fungao de verossimilhanga de (a; A) pode ser escrita como:

L@ Altv)=]] /@ la,2)" S, /e, A)™

i=1

i=l

=a’ cxp{d& - i(v, (a—1)log(r,) —exp(A1” ))} ,

onde, d= 2 v,
i=|
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4.3.1. MODELO WEIBULL SEM COVARIAVEIS

No modelo Weibull sem a inclusdo de covariaveis, 0os Unicos parametros
desconhecidos sdo a e A. Neste caso ndo ha nenhuma priori conjugada possivel
para (a; A). Porém, uma suposicao plausivel & considerar que, a priori, a e A séo
independentes. Desta forma, a priori conjunta m(a; A) pode ser fatorada como:

m(a; ) =n(a)r(A).

Considere G(ay. ko) a priori Gama para a, € N(Ho; 0¢%) a priori Normal para A.
Neste caso, a distribuigdo a posteriori conjunta de (a; A) sera dada por:
x(a,Alt,v) o Lia, Al t,v) (el ek, ) m(Al py;0,°)

o [/t fas )" S, a, )™
i=1

_ g+ exp{dﬂ F i(vf (a—-1)log(t,) —exp(At,)) -

|

(o}

Lt

—ka-—s(A- 1)

2
»

A distribuicao a posteriori conjunta de (a; A) nao possui uma forma fechada,
0 que nos leva a pensar em aplicar o Gibbs Sampling para poder amostrar das
condicionais completas. Porém, as distribuigdes condicionais completas t(a| A, t,
v) e m(A| g, t, v) também ndo possuem forma fechada o que implica que nao
podemos amostrar diretamente delas. Entretanto, o algoritmo Adaptive Rejection
proposto por Gilks e Wild (1992) também pode ser utilizado para esse modelo uma
vez que cada uma das distribuigbes a posteriori condicionais T(a| A, t, v) e ™(A| a,
t, v) séo log-concavas. Sendo assim, esse algoritmo € uma ferramenta atil que

sera utilizada para amostrar das condicionais completas.
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4.3.2. MODELO WEIBULL COM COVARIAVEIS

Seja xi’ = (1, Xi1, Xi2, ..., Xip) O vetor de p-covariaveis para o individuo i. A
inclusdo de x; no modelo sera feita utilizando um modelo de regressédo para A.
Usaremos que A = xi' B = Bo + B1Xit + B2Xiz + ...+ BpXpp.

Os parametros desconhecidos desse modelo séo a e . Considere que a e
B sa@o independentes a priori, isto e:

m(a; B) = rn(a) z(f).

Assumindo uma distribuigdo Np( Ho ; Zo ) como distribuicdo a priori para 8 e
uma distribuicdo Gama como distribuicdo a priori para a, teremos como
distribuicao a posteriori conjunta para ( 8, a ) a expressao abaixo:

(e B/t,v) c ™! exp{i vx,'B+v(a-1)log(t,) -
Pl (4.11)

7 exp(x )=kt = (B - )4 (B - ).

Como no modelo anterior sem covariavel, a expressao (4.11) nao possui
uma forma fechada, levando ao uso do Gibbs Sampling para amostrar das
condicionais completas. Para o modelo de regressdo Weibull as posterioris
condicionais completas 1T(a| B, t,v)e Tr(BI a, t, v) ndo apresentam forma fechada.
Porém, € mostrado na literatura que as distribuicbes a posteriori condicionais
completas sao log-céncavas, logo, o uso do algoritmo Adaptive Rejection podera
ser considerado uma forma plausivel para amostrar das condicionais completas
para esse modelo.
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5. EXEMPLO DE APLICAGAO

Esse capitulo apresentara um exemplo utilizado para ilustrar os modelos
paramétricos vistos anteriormente, apresentando os resultados obtidos segundo
os dois enfoques para a analise de dados de sobrevivéncia: classico e Bayesiano.
As analises sob o enfoque classico foram realizadas com o auxilio do software

STATA e para as analises sob o enfoque Bayesiano foi utilizado o WinBUGS.

5.1. DESCRIGCAO DO EXEMPLO

Os dados sao provenientes de um ensaio clinico duplo-cego realizado em
pacientes de um grupo de estudos oncolégicos (ECOG) com um determinado tipo
de cancer de pele (Melanoma) os quais foram submetidos a quimioterapia pos-
operatoria. Esse exemplo foi retirado de Chen et al (2001).

O banco de dados utilizado para fins desse exemplo foi retirado de
http://merlot.stat.uconn.edu/~mhchen/survbook/ em Setembro de 2005 e possui o
nome de E1684.

Esse ensaio foi realizado para comparar um grupo de pacientes submetidos

a doses elevadas de Interferon (IFN) com um grupo controle sem medicagao pois
recentemente diversos tratamentos quimioterapicos poés-operatérios tém sido
propostos para esse tipo de pacientes. O tamanho da amostra foi de 255
pacientes estudados entre os anos de 1984 e 1990. A variavel resposta é

sobrevivéncia livre da reincidéncia, que pode ser censurada a direita.

5.2. MODELO EXPONENCIAL

A distribuicdo do tempo de sobrevivéncia T & suposta ser Exponencial com
funcdo densidade de probabilidade dada por (2.11). Esse modelo apresenta um
unico parametro desconhecido A, onde 1/A representa o tempo medio de

sobrevivéncia.
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A analise sem inclusao de covariaveis se resume em estimar A
considerando cada grupo de individuos em separado. Ou seja, estima um A para o
grupo de individuos tratados e outro A para o grupo nao tratado. Para ilustrar o
modelo sem covariavel usaremos apenas os dados dos individuos tratados. Para
ilustrar o modelo com covariaveis, incluiremos a variavel tratamento (TRAT)
através da regressao A = 1/ exp(Bo+B1*TRAT), onde TRAT = 0 se o individuo é ndo
tratado e TRAT = 1 se o individuo € tratado com Interferon.

Logo, ha dois parametros a serem estimados: By € B4, onde By representa o
efeito de nao utilizar o Interferon enquanto By + B4 representa o efeito do uso do
Interferon.

Apesar de o exemplo considerar a inclusdo de uma Unica covariavel, o

modelo é viavel para a inclusdo de mais covariaveis de modo simples e direto.

5.2.1. ANALISE CLASSICA

Essas analises foram realizadas no software STATA. Assim, obtemos:

MODELO SEM COVARIAVEIS:

Quando nao ha covariaveis no modelo, o interesse é estimar o tempo de
sobrevivéncia diretamente. Serdo analisados os dados do grupo de pacientes
tratados com Interferon (IFN) a fim de verificar qual o tempo médio de
sobrevivéncia desse grupo. Ou seja, o banco de dados a ser utilizado nesta
analise compreende apenas os dados referentes aos individuos com valor 1 para
a variavel tratamento (TRAT).

Nas paginas a seguir, apresentaremos 0s passos que devem ser realizados
no software STATA.

1° - Abra o banco de dados. Este podera estar em formato Excel, formato de

planilha.
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- Irem: ANALYSIS — LIFE TABLES AND DISTRIBUTIONS

X STATISTICA: Survival Analysis SEiaTen
Fio Edt View | Analysis Graphs Options  Macro  Window  Help
1. & ' [7]) Startup Panel cubss §il [% '; = .
42 Resume Analysis Cul+R :
[ Dato: MELAN SV .=J._J_.I
* Kaplan & Mai i 5 10
f Eevian ! f,:: Shilved T l ViRt | vm?T virs | vams | vami
@ Comparing multiple samples 1.786
1. 00 R lclsum s 400
1.opc Begressionmadels | 4 g4 il
1.000 l:llher Statistics 5.455
1.00 - 1.182
1.000 5.203 0.000 0000 5.203
1.000 4.929 0.000 0.000 4.929
1.000 5. 422 0.000 0 000 5 422
1.000 0.000 .000 1.000 .00o0
1.000 0.000 4.910 1.000 4 910
1.000 0.000 .000 1.000 .ooo
1.000 4.907 0.000 0 000 4.907
1.000 4.299 0.000 0.000 4.299
1.000 4.638 0.000 0.000 4.638
12 1.000 0.000 4.501 1.000 4.501 ~
il I » I;

3° - Na janela de LIFE TABLE, aparecera o menu Input Data. Selecione Raw Data
e apos cligue em variables para definir a variavel tempo de sobrevivéncia e
variavel indicadora de censura:

I Life Table & Distribution of Survival"[img
Input data: |Raw data ~| 9
Cancel
|@ Variables (survival times & censoring indicator) |
Survival times (1) or dates (201 6): T
Variable with censoring indicator: CENSURA
Code for complete responses: |:l
Code for censored responses: I:]
Compute table based on:
& Number of intervals: 2]
 Stepsize (interval width):
[¥ Correct intervals containing no terminations/deaths & wl
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4° - Selecione as variaveis: tempo de sobrevivéncia e o indicador de censura.

Apos, clique em OK.

Cancel

L8 x|
_ Cancel |

10-VAR10 10-VAR10

Select AII} Spreadl Zoom l Select All| Spread | Zoom I

Survival imes (1). dates (2 or 6): Censorning indicator:

a 4 |

5° — Na janela abaixo, defina o codigo de observagédo censurada e nao censurada

e clique em OK:

Ml Life Table & Survival Time Distribution Results = e S x|

Variable: T
Variable with censoring indicator: CENSURA

Total number of valid observations: 128
uncensored: 73 ( 57.03%) censored: 55 ( 42.97%)

|G Life table |

;u I:a_ncel | |

Results for model: |Exponential

Eﬂi Parameter estimates é
Eﬁ Estimates of hazard function I Graph of hazard function j

fm Estimates of survivorship function ” Graph of survivorship function |

|m Estimates of probability density funct. l ] Graph of probability density funclianl
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6° - Na janela de resultados, escolha o modelo que se quer para o tempo de

sobrevivéncia. No caso do presente exemplo, escolha Exponencial como a seguir:

| Ml Life Table & Survival Time Distribution Res

Variable: T
1 Variable with censoring indicator: CENSURA

: Total number of wvalid observations: 128

uncensored: 73 ( 57.03%) censored: 55 ( 42.97%)
1 | Life table |
- Cancel |
Results for model: |Exponential >
@ Parameter estimates Lin'ear Hazard
— Gompertz
@ Estimates of hazard function {Weibull _ pazard function I

|m Estimates of survivorship function I | Graph of survivorship function l
Im Estimates of probability density funct. I l Graph of probability density funcliunl

7° - Agora é so clicar em PARAMETER ESTIMATES para obter a estimativa para
o parametro A da Exponencial. O aplicativo fornece trés valores para essa
estimativa, baseados em 3 métodos de estimagao diferentes. O primeiro deles
estima o(s) parametro(s) por minimos quadrados ndo ponderados, o segundo
estima ponderando pelo inverso da variancia da estimativa do risco e o terceiro
método estima pelo produto do tamanho do intervalo pelo nimero de individuos
expostos ao risco no mesmo intervalo. Neste trabalho sera utilizado o primeiro
método (Weight). Vejamos:

Bl Parameter Estimates, Model: Exponential (melanoma.sta) S e 5 =18 x|
Hote: Weights: 1=1., 2=1./V,

Continue...

Estinatn Variance | Std Err. Log-
Hethod Lambda Lanmbda Lanbda | Likelhd. | Chi-Sagr. df p
‘WUeight 1] .1139033 .000905 .030087 -225.878 33.23970 10 .000249

Weight 2 | .085303 .000167 .012917 -233.134 47.75188 10 .0oo0001
Weight 3 | .149682 .000298 017270 -224.656 30.79576 10 .000637

A estimativa obtida para o parametro A € 0,119033.
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Sabemos que a média para o tempo de sobrevivéncia dos pacientes
submetidos ao tratamento com Interferon (IFN) & dada por 1/A. Assim, com a
estimativa obtida, o tempo médio de sobrevivéncia estimado dos pacientes
tratados € de, aproximadamente, 9,1 unidades de tempo. Usando a expressdo em
(3.4), construimos o 1C-95% aproximado para A. Ou seja, com 95% de confianga o
tempo médio de sobrevivéncia dos pacientes tratados € um valor entre [6,64;
11,42). Como a mediana de uma variavel com distribuicao Exponencial é dada por
(1/A) In(2), entdo o tempo de sobrevivéncia mediano estimado dos pacientes
submetidos ao tratamento com Interferon (IFN) € de 5,82 unidades de tempo,
aproximadamente.

MODELO COM COVARIAVEIS:

Para essa analise, o banco de dados utilizado foi o completo, considerando
tanto os individuos tratados como também os néo tratados.

1° - Abra o arquivo de dados.

FILE — OPEN DATA... Ache o diretorio onde estao salvos os dados, ou copie os
mesmos de uma planilha Excel.

2° - Irem: ANALYSIS — REGRESSION MODELS.

K STATISTICA: Survival Analysis ; e S S
Fis Edt View | Analysic Graphs Options Macro Window Help

ﬁ.:— @! 'gﬁl |‘. Startup Panel Culs§ %

I Data: MELA i Hesumo fnalysis m‘ﬂ.
Lﬁe tables & distributi = - - 5 5 -
ora = v
T i i< | ma—r vikr | vake | vars | viwr
1.578
: &8 Aegression models ;;:i
1.00( & Other Statistics 1.666
1.00 . : n 1.688
1.000 0.000 2.342 1.000 2.342
1.000 9.033 0.000 0,000 9.033
1.000 9.630 0.000 0.000 9.630
1.000 0.000 1.822 1.000 1.822
1.000 8. 986 0.000 0.000 §.986
1.000 0.000 .ooo 1 000 aoo
1.000 8.753 0. 000 0.000 8 753
1 1.000 0.000 .ooo 1.000 .ooo
14 1.000 0._o000 4 386 1.000 4 386
15 1.000 8.367 0.000 0.000 8.367 >
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3° - Em modelos de regressao, escolha o modelo adequado, no caso do exemplo,

modelo Exponencial:

W Regression Models for Censored Data

Model:  |Exp tial regressi Y,
Proportional hazard (Cox) regression
™ Exponential regression
Lognommal regression
Normal regression
Survival times [1) or dates

7. [optional] gmwh-lg]_l Cancel I

b) - dependent vanable: none

Independent variables: none

Variable wilh censoring indicator: none

Code tor complete tesponses: :l
Code for censomd responses: D

Variable wilh group codes (for stratified analysis): TRAT

|@E Codes (for groups): I none

4° - Na janela anterior, clicar em VARIABLES para definir a variavel de tempo de
sobrevivéncia, censura, grupos, etc. Apos definir as variaveis, clicar OK.

Select: times/dates, indep. vars., cens. yar., grouping var. (optional) = ~ S x|
1-TRAT 1-TRAT 1-TRAT 1-TRAT
2-VAR2 2-VAR2 2-VAR2 2-VAR2
3-VAR3 3-VAR3 3-VAR3 3-VAR3
4-CENSURA 4-CENSURA 4-CENSURA 4-CENSURA Cancel '
5T 5T 5T 5T
B6-VARG B-VYARG 6-VARG 6-YARG
T-VAR7 7-VAR7 7-VAR7 7-VAR7
8-VARS B8-VARS 8-VARS 8-VARS
9-VAR9 9-VARS 9VAR9 9VARS
10-VAR10 10-VAR10 10-VART0 10-VAR10

Spleadl Zoom ] Spreadi Zoom ] Spteadl Zoom I Spteadl Zoom |
Survival (1, 2 or 6): Indep. variables: Censoring variable: Grouping (option.):

I I I | [ |

5° - Apos a escolha das variaveis, colocar o cédigo para observagoes censuradas

e nao-censuradas. Depois de definir a codificacao de censura, clicar OK.

I Regression Models for Censored Data

Model: ‘ Exponential regression :_Il
‘@ Variables [survival imes. independent, censoring. [optional] grouping) ! Cancel I

Survival times (1) or dates (2 or B) - dependent variable: T
Independent variables: TRAT

Variable with censoring indicator: CENSURA

Code for complete responses: D
Code for censored responses: [I_]:l

Variable with group codes (for stratified analysis): none

Codes {for gronpak l none & wl
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6° — Aparece a janela a seguir, com informagdes sobre o modelo, variaveis
dependentes e independentes, variavel de censura, numero de interagoes,
convergéncia e método de substituicdo de missing data:

M Regression Model Estimation

Model: Exponential regression
Variables
dependent: T
independent: TRAT
Variable with censoring indicator: CENSURA

Maximum number of iterations: = |
Convergence criterion: [.00010 Canc l
el

Missing data deletion: |i%slilulilm by means :"

7° - Clique OK, surge a janela de Estimag&o dos parametros do modelo:

Model Parameter Estimation s L : X|

Model: Exponential regression
Variables
dependent: T
independent: TRAT
Variaeble with censoring indicator: CENSURA

Iteration Log-Likelihood Parameters

L | -429.53 6.08000 1.77114
* 2 -427.66 -314166 1.59873
* 3 -427 .64 -311958 1.61199
*

Estimation process converged. =) __ i Cancel I
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8° - Na janela anterior, cligue em OK:

MM Regression Results

Nodel: Exponential regression
Variables
dependent: T
independent: TRAT
Variable with censoring indicator: CENSURA

Total number of valid observations: 255
uncensored: 155 { 60.79%) censored: 100 ( 39,22%)

Log-Likelihood of final solution: -427,644

Log-Likelihood of Null model (all 6'3=0): -429.526
Chi-5quare (Null model - final solution): 3.765176 df= 1 p= ,05234

|@ EPar_gneler estimates) _a Cancel ’
|m Parameter variance/covariance mahia ‘ Graph residuals vs. alpha I
@' Stralitified analysic i &5 Graph residuals. vs. theta _e
]M Means & Standard Deviations _l | Graph residuals vs. log(t] §

9° - Clicando em PARAMETER ESTIMATES, tem-se as estimativas para os
parametros do modelo que estamos ajustando:

melar =10] x|
Censoring var. - CENSURA
IChi? = 3 76518 df = 1] D .05234

o Standard [
Beta . Error _ t—walue

160309
.110427

O coeficiente By estimado é de 1,611993 e o coeficiente B1 estimado é de
0,311958. Ou seja, o tempo médio de sobrevivéncia estimado do grupo de
pacientes tratados com Interferon & dado por exp (1,611993 + 0,311958) = 6,8479
unidades de tempo. Ja o tempo médio de sobrevivéncia estimado dos pacientes
nao tratados é de exp (1,61 1993) = 5,0128 unidades de tempo.

A razéo dos tempos de sobrevivéncia medianos dos grupos tratado em
relagéo aos néo tratados é dada por: exp(B1) = exp (0,311958) = 1,37. Ou seja,
estima-se que o tempo de sobrevivéncia mediano do grupo tratado é 1,37 vezes o
tempo de sobrevivéncia mediano do grupo nao tratado. A razéo de risco entre os
grupos tratado e ndo tratado € dada por: exp(- 1) = exp (-0,31 1958) = 0,73. Ou
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seja, estima-se que o risco do grupo tratado € igual a 0,73 vezes o risco do grupo

nao tratado.

5.2.2. ANALISE BAYESIANA

Essa analise sera feita com auxilio do Excel para o caso do modelo sem
covariavel. Ja as analises com inclusdo de uma covariavel serao feitas no software
WinBUGS. O software WinBUGS € de uso livre e pode ser obtido em:
http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs. O aplicativo serve para auxiliar nas analises

Bayesianas de modelos estatisticos complexos utilizando-se das técnicas de
MCMC.

MODELO SEM COVARIAVEIS:

Dos 255 pacientes estudados, 128 recebem o tratamento (possuem valor 1
na variavel tratamento) e, dentre esses, 55 sdo tempos de sobrevivéncia e os
demais sao tempos censurados. Assim, estabelecendo, primeiramente, uma priori
nao-informativa para o parametro A da Exponencial e aplicando os resultados
obtidos na Sessao 4.2.1, temos:

PRIORI PARA A: r(A) ~ Gama (0,001; 0,001).

POSTERIORI PARA A: (A / x) ~ Gama (55,001; 499,933)

Média a posteriori para A: E(A / x) = (55,001 / 499,933) = 0,11.

O valor esperado para o tempo médio de sobrevivéncia é dado pelo inverso
da média da distribuicdo a posteriori que, neste exemplo, € de 1/ 0,11 = 9,1
unidades de tempo. Analogamente, o valor mais provavel para o tempo médio de
sobrevivéncia a posteriori € dado pelo inverso da moda da distribuicdo a posteriori
que, neste exemplo, é de 1/0,10802 = 9,26 unidades de tempo.

A estimativa por Intervalo de Credibilidade HDR 95% para A é: [0,0817;
0,1395]. Com estes valores podemos estimar que com 0,95 de probabilidade a
posteriori, 0 tempo médio de sobrevivéncia dos pacientes tratados com Interferon
€ um valor entre [7,17; 12,24].
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A comparagéao dos resultados da analise classica com a analise Bayesiana
deve ser feita utilizando as estimativas baseadas na moda da posteriori. Note que
os resultados obtidos sdo analogos ao resultado classico. Isso era esperado, pois
ndo ha nenhum conhecimento a priori sobre o parametro A, sendo assim, ao
utilizar priori ndo-informativa, a posteriori sera o retrato dos dados observados.

Com o objetivo de ilustrar a influéncia da informacéo a priori para A na
respectiva posteriori, vamos estabelecer prioris informativas para o parametro A da
Exponencial. Suponha que, a priori, 0 pesquisador tem grande convic¢ao de que,
em media, o tempo medio de sobrevivéncia € algo em torno de 1 unidade de
tempo, ou seja que A = 1. Essa opinido € hipotética e escolhida para ser bem
extrema em relacdo a informacdo dos dados. Uma priori que representa essa
opinido € a Gama (64; 64) que apresenta média igual a 1 e variancia igual a
0,0156. Os valores dos parametros da priori Gama foram escolhidos de modo a
representar a opinido do pesquisador.

A Figura 5.1 apresenta a priori, a verossimilhanga padronizada e a
posteriori em um mesmo grafico. Este grafico tem por objetivo mostrar a influéncia
do uso de priori informativa sobre os dados. Analisando o grafico & possivel
observar que a média da priori € algo em torno de 1, que a média da
verossimilhanca padronizada € algo em torno de 0,1 e que a média da posteriori é
algo um pouco maior que 0,2. Observa-se também que a variabilidade da
verossimilhanga € bem menor do que a variabilidade da priori. Com isto, a
posteriori acaba sofrendo maior influéncia da verossimilhanca e fica deslocada
para seu lado.

Agora, vamos supor que um outro pesquisador tenha conhecimento de que,
em meédia, o tempo médio de sobrevivéncia € algo em torno de 0,5 unidade de
tempo, ou seja, que A = 2. Uma priori que representa essa opiniao € a Gama
(256,410; 128,205) que apresenta média igual a 2 e variancia igual a 0,0156. Os
valores dos parametros da priori Gama foram escolhidos de modo a representar a
opiniao do pesquisador.

A Figura 5.2 apresenta a priori, a verossimilhanga padronizada e a
posteriori em um mesmo grafico. Este grafico tem por objetivo mostrar a influéncia
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do uso de priori informativa sobre os dados. Analisando o grafico & possivel
observar que a média da priori & algo em torno de 2, que a meédia da
verossimilhanca padronizada € algo em torno de 0,1 e que a média da posteriori &
algo em torno de 0,5. Observa-se ainda que a variabilidade da verossimilhanca &
menor do que a variabiiidade da priori. Assim, a posteriori acaba sofrendo maior
influéncia da verossimilnanca e fica deslocada para seu lado, porém estd mais
proxima da priori, se compararmos com a suposicao do primeiro pesquisador.

Notamos que, considerando a mesma variabilidade, a segunda priori
utilizada influencia mais a informacao da amostra deslocando mais o gréfico da
posteriori, uma vez aue a informacdo a priori no segundo grafico é mais
discrepante em relagéo aos dados amostrais.

G(64,64), p =1 e 0*=0,0156 G(256,410; 128,205), u = 2 e 0° = 0,0156

Feter ~ Likeliliood - Postarior — Prior — Likelikhood

Posterior

T T T T

0.5 i.0 1.5 2.0

Figura 5.1 Figura 5.2

Ao utilizar uma priori informativa, estamos agregando informagao aos dados

ohtidos na amaostra e a nartir da comhinacio dessa informacio com a informacao

amostral as inferéncias para o parametro de interesse serao feitas.

Por exempio, para a opiniao do primeiro pesquisador temos que:
PRIORI PARA A: 1(A) ~ Gama (64, 64).

POSTERIORI PARA A: 1m(A / x) ~ Gama (119; 5663,932)

Média a posteriori para A: E(A/x) = (119/563,932) = 0,2110.
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A posteriori, o valor esperado para o tempo médio de sobrevivéncia dos
pacientes tratados € de, aproximadamente, 1/ 0, 2110 = 4,7 unidades de tempo.

Note que, a priori especificada influenciou bastante a informagdo da
amostra, uma vez que com auséncia de informacgao a priori, a estimativa do tempo
meédio de sobrevivéncia a posteriori era de 9,1 unidades de tempo e passa para
4,7 unidades de tempo com o uso dessa informagao convicta do pesquisador.

MODELO COM COVARIAVEL:

Para os coeficientes By € B assumiram-se distribuicdes a priori Normais
independentes, com média zero e precisao 10, denotadas por B ~ N0 ; 10 1,).,
onde |, representa a matriz identidade de dimensao 2. Note que a precisao de
uma Normal é igual ao inverso da variancia. Aqui estamos utilizando precisao pois
é a maneira utilizada pelo software WinBugs. Uma precisdo de 10 ¢é igual a uma
variancia de 10*. Este valor para a variancia torna essa priori ndo-informativa visto
que uma variancia de 10? pode ser considerada grande. Neste caso, isto pode ser
verificado comparando resultados da posteriori para Bo € B1 com esse valor de
variancia e com um valor maior ainda. Resultados parecidos significam que a priori
nao esta influenciando na posteriori, ou seja, que ela é nao-informativa.

Através do pacote WinBUGS foram geradas 4000 Gibbs Samples com um
burn-in de 1000, resultando em uma amostra de 3000 valores.

Com esses dados simulados, obtiveram-se os resultados a posteriori para 8
e as estimativas pela abordagem bayesiana. A seguir, os resultados bem como
um passo-a-passo de como realizar uma analise no software WinBUGS:

19 - Abra o programa clicando no icone

66



2° - Abra o arquivo com os dados a serem analisados (em formato txt).
FILE — OPEN — ABRIR... Escolha o diretério onde estdo salvos seus dados! E
clicar em abrir...

melanoma_weib_data.ode
melanoma_weib_inits.odc
melanoma_weib_model odc
MelanomaE sp\Weibull odc

-:_'L{qma_doat@i‘vo:' Imlaurnq_eﬂp_de!a
| Arquivos dofipo:  [Document (~odc)

A janela de dados estara aberta:

Fie Jools Edt Atrbuies |nfo Model Inference Options Doode Map Text Window Hebp

= melanoma_exp_d
Est{N=255)

1] teen|] trf]
1.57808 000000 1

000000
733425
0.00000
938356
0.00000
964384
0.00000
0.00000
0.00000
000000
0.00000
903288
9463014
0.00000
182192 0.00000
093425 000000
NA 898630
335068 000000
867397 000000
041096 000000
278630 000000
7 SRAR NN
4]

DO = D0 D=0 O = 0= 00 —00 -
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3° _ Abra o arquivo do programa (modelo) em nova janela. Ha diversos modelos
prontos no software, porém o usuario tem total liberdade para programar seus
modelos e salvar em um formato txt.

FILE — OPEN - ABRIR

EAWniB1IG514 e i L N By R
Fle Tooke Edt AMsbuter [rio’ Model Irfesence Optons Doodle Mep Window Hel

Abiis BT )
Examinar: [y WirBugs 14 - «BcxE |

| =) bd_hosmer_tab1.1.0de
=] code_key_instalag30.ode

e L oo, o 3] |

| Arquivos dolipo:  [Document (*.odc)

A janela da linguagem de programacao estara aberta:

10

Fle Tods EGL Alitades lo Model Iplerence Opioms Doode Map Ted Widow Hep

model

for(tin 1 N} {
tli] ~ dweib(1 Jamdafi})i(t ceni).)
lamdal[i] <- exp(betal + beta1"trfi])

beta0 ~ dnorm(0.0, 0.0001)
betal~ dnorm(0 0, 0.0001)

# Median survival time;
median0 <- log(2)exp(betal)
median? < log(2)exp(betal+betal)

#mean survival time,
mean0 <- 1/exp(betal)
mean1 <- 1/exp(betal+betal)
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4° - Com o arquivo do programa aberto, podemos comegar a analisar os dados.
Para isso, comegamos pela verificagao do modelo:

MODEL — SPECIFICATION... surgira uma janela como a abaixo (Specification
Tool):

R Specification Tool S

I:l-'> check model load data I
comple | num of chains |1
load irits for chain E

gen inits

5° - Nessa janela aparece um botéao “check model’ que é através dele que iremos
verificar se o0 modelo esta com a sintaxe correta. Na janela onde esta a linguagem

de programagao, selecionar a palavra MODEL com o mouse e deixar selecionada.

PAWinBUGS14
Flo Jools Edt Altibutes [nfo Model Ipference Optons Doode Mag et e i

2 melanoma_exp_model

for(iin 1 Nj{
t{i] ~ dweib(1 lamda[i])iit cenfi},)
lamdali] <- exp(betal + beta1*t(i])

betal ~ dnorm({0.0, 0 0001)
betal ~ dnorm(0.0, 0.0001)

YA g pacification Tool s ': x|
#Median survival tme, e
mediand < log(2)/exp(betal _ekmos] oad s |

mediani <- log(2)fexp(betal

s rum of chans h_“_
#mean survival ime,

mean( <- 1/exp(betal) Tyl oA
mean1 < 1/exp(beta0+betz ﬂ fcchin [T | E

: gen s '

69



6° - Com a palavra selecionada, voltar a janela Specification Tool e clicar em
“check model’. Se o modelo estiver correto, deve aparecer no canto esquerdo da
janela do software a mensagem: “model is syntactically correct’.

E ainda, apos isso feito, a palavra model da linguagem de programagao ficara
dentro de um retangulo, entdo se abre um novo botao em Specification Tool. “load
data”.

B Specification Taol &

- g
heckmodsl]|  tosdaata
comple | rumotchans [
oadiits | forchan [T [
genints |

7° - Ir para a janela dos dados que esta aberta (passo1). Nessa janela, selecionar

primeiro a palavra list que deve estar no topo da janela. Veja:

L8 WinBUGS14
File Tools Edt Alrbutes Info Model Id Options  Doodle Map Text Window Help

B melanoma_exp_data

] teenf] )
157808 000000 )
1.43219 000000
HA 733425
223288 000000
HA 938356
327671 0.00000
HA 964384
1.66575  0.00000
094247 000000
168767 0.00000
234247 000000
059263 0.00000
HA 903238

.8 Specitication Toal' FESEE

corole | numolchams [I
Sotrie | rechan [T H

HA 963014
052603 0.00000
182192 000000
093425 000000
NA 858630

335068 0.00000
867397 0.00000
041096 000000
278630 0.00000
156432 000000

omn inlds l

HA 875342

LA NN

T s - & - T iy R R _ P _ e

8° - Estando a palavra list selecionada, clique em “load data”. Devera surgir a
mensagem: “Data Loaded’ no canto inferior esquerdo do aplicativo.

9° - Apds, na janela dos dados selecione os nomes das variaveis, logo abaixo de
listt. Com o nome das variaveis selecionado como na figura anterior, clicar
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novamente em “load data’. Ira surgir no canto inferior esquerdo da tela do
aplicativo a mensagem: Data Loaded.

File Tools Edit Atwibutes Info Model Inference Options D

2 melanoma_exp_data

1
1
0
0
1
0
0
1
094247 0.00000 O
1
1
0
b3
1
0
1
1]
1

10° - A partir de agora, com os dados carregados, devemos compilar o modelo,
clicando em COMPILE MODEL. Aparecera no canto inferior esquerdo do
aplicativo a mensagem: “model compiled’. A janela Specification Tool ficara
assim:

check model load data ‘

L_comple | pumof chains [i
loadinits | forchain [T [

gen inits
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11° - Agora, precisamos gerar os valores iniciais da simulagdo. Isso pode ser feito
clicando no botao gen inits.

check model load data I

num of chains |1
load inits for chain E
[—/i’ gen inits

12° - Clicando-se em gen inits, o processo de simulag&o ir4 gerar valores iniciais e
o modelo podera ser iniciado. A mensagem: initial values generated, model

initialized deve surgir no canto inferior esquerdo do aplicativo.

13° - Fecha-se a janela Specification Tool e clica-se em:
INFERENCE — SAMPLES

B WinBUGS 14
File Tools Edit Atrbutes Info Model | Inference Options

Doodle Map 1

list(N=255) Compare..
Correlations

t t.cen trt

157808 000000 1 :jl;r:zaw'"

1,43219 000000 1 ST

NA 733425 0 DIC...

223288 000000 0

NA 033356 1

327671 000000 O

NA 964384 0

14° - Na janela a seguir, entrar com os nomes dos parametros a serem estimados
no modelo. Esses nomes devem estar em acordo com o que foi escrito na

linguagem de programaca@o. Onde aparece NODE escreve-se o nome do
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parametro e apos clica-se em SET. Repete-se até que todos os parametros que
desejamos estimar tenham sido escritos e incluidos no conjunto de parametros.
Essa janela seria um monitor dos parametros, devemos especificar aqui

para quais parametros iremos querer visualizar os resultados.

8 Sample Monitor Taol oo e x|
node lhnetaEl ll chainsﬁ_ to |1 percentiles
5
beg F end ITUIJDUEID ~ thin I1 10
; 25
clear set trace history density. —
: 30
stats coda quantilez| bardiag | auto cor| |95

15° - Fecha a janela.
16° - Ir em: MODEL — UPDATE

E S WinBUGS514

Eie Tools Edit Attibutes Info ] Model Inference  Options D,ondle M

'] & melanoma_exp_data Specification..
vz
t t.cen|] trt Honitor Met
1.57808 000000 1
148219 0goooD 1 eveswe
NA 733425 0 Seed..
223288 000000 O =
NA 93835% 1 Sciript
327671 000000 O
Na 964384 0
166575 000000 1

17° - Aqui, iremos escolher o tamanho da cadeia a ser simulada. Escolhe-se o
nimero de iteragdes (no exemplo sdo 4000) e de quanto em quanto a simulagao

ird acontecer, nesse caso, de 100 em 100.

BfUpdate Tool Y|
updates ldEIEIU refresh |

update | thin h iteration IU

™ overrelax [~ adapting
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18° - Aguarda-se o update do modelo. Quando acabar, aparece no canto inferior
da tela: model is updating. Ao término da simulagéo, aparecera updated took ...s,
dando o tempo total de duracao da simulagéao.
19° - Fecha-se essa janela.
20° - Volta-se em INFERENCE — SAMPLES.

Agora, podemos visualizar os resultados a posteriori para os parametros do
modelo estimado. Basta digitar um asterisco (*) na caixa NODE que teremos os
resultados para todos os parametros que foram definidos antes

ﬁ Sample Monitor Tool e ‘M =X
node I‘ LI chaing |1—‘ o F— percentiles

5

beg |1 end |1000000  thin [1 10

28

clear set lrace histor densi

l [ ristory y |

- 30

stats | coda quanblesl bgrdiag| autocor] |95

21° - Clicando em history podemos obter os graficos com as trajetérias dos valores
simulados para temos para 3 € B1.

22° - Clicando em density podemos obter graficos com estimativas néao
paramétricas das distribuicoes a posteriori. Estas estimativas s&o feitas utilizando
o método de Kernel e representam o nlcleo das respectivas distribuigcbes a

posteriori.

A Figura 5.3 apresenta as trajetorias dos valores simulados para By e B1.
Através delas podemos visualizar que a partir do valor 1000 da simulagéo parece
haver convergéncia. Para verificar se este periodo de burn-in igual a 1000 é
suficiente, & importante olhar para o grafico de trajetérias sem as primeiras 1000
simulagdes. Estes graficos estdo apresentados na Figura 5.4. Através dos graficos
da Figura 5.4 podemos visualizar que a convergéncia da cadeia parece estar

razoavel. A analise da convergéncia foi feita apenas através de inspecao visual.
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Descricdo de técnicas mais formais para analisar convergéncia podem ser
encontradas em, por exemplo, Gilks et al (1997), mas nao serdo abordadas aqui.
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Figura 5.3 - Grafico das trajetérias da simulagdo considerando o Burn-in
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Figura 5.4 - Grafico das trajetorias da simulagdo desconsiderando o Burn-in de 1000 amostras

A Figura 5.5 apresenta estimativas baseadas no método de Kernel para as
distribuicdes a posteriori marginais de By € B1. Ela revela uma certa simetria nas
distribuicbes a posteriori dos parametros. Com isso, a média a posteriori dos

parametros Bp € P11 serao utilizadas para estimagdo do tempo medio de
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sobrevivéncia ja que, em distribuigdes simétricas, a moda, a mediana e a média
sao0 as mesmas.

betal sample; 3000 betal sample: 3000
60 30r (J‘\
40F 20F
20F a-*/fﬂ“\\ 10 I _*__!_/r’ \
D.O B 1 H—;_'—F/‘ L ;\ﬂ‘_“_— U'D C
T ] T
=225 20 175 15 -1.0 -05 0.0

Figura 5.5 - Graficos dos nucleos das densidades a posteriori para Bo € B1

A Tabela 5.1 apresenta os resultados a posteriori para B. Esses resultados
serao utilizados para estimar o tempo médio de sobrevivéncia ja que o modelo de
regressao foi introduzido através do parametro A da distribuicdo Exponencial.

Assim, ficamos com:

Tempo meédio de sobrevivéncia estimado para o grupo nao tratado (x = 0):
E(T)=1/A=1/exp (-1,6690) = 1/ 0,1884 = 5,31 unidades de tempo.

Intervalo de Credibilidade HDR 95% para o tempo médio de sobrevivéncia do
grupo nao tratado (x = 0):

HDR —95% = (1/exp(-1,4570); 1/exp(-1,8850)) = (4,29; 6,59)

Tempo médio de sobrevivéncia estimado para o grupo tratado (x =1):
E(T)=1/A=1/exp (-1,6690 - 0,2893) = 1/ 0,1411 = 7,09 unidades de tempo.
Intervalo de Credibilidade HDR 95% para o tempo médio de sobrevivéncia do
grupo tratado (x = 0):

HDR —95% = (1/exp(-1,4570 + 0,0079); 1/exp(-1,8850 -0,6083)) = (4,25; 12,10).

A estimativa pontual para o tempo médio de sobrevivéncia mostra
superioridade para o grupo tratado. Porém, através do intervalo de credibilidade
HDR podemos dizer que, com 0,95 de probabilidade a posteriori, 0 tempo médio
de sobrevivéncia nao deve diferir entre o grupo tratado e o grupo néo tratado.
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Tabela 5.1. Resultados a posteriori para os parametros Boe B4
Parametro Meédia D.P. 2,5% 97,5%  Mediana

Bo -1,6690 0,1083 -1,8850 -1,4570 - 1,6640

B4 -0,2893 0,1575 -0,6083 0,0079 -0,2832

A razao dos tempos medianos estimados do grupo tratado em relagéo ao
nao tratado € igual a 1/exp(-0,2893) = 1,33, ou seja, estima-se que o tempo de
sobrevivéncia mediano do grupo tratado e igual a 1,33 vezes o tempo de
sobrevivéncia mediano do grupo nao tratado. O risco relativo estimado dos
pacientes tratados em relagdo aos nao tratados €& igual a 0,7534,
aproximadamente. Ou seja, estima-se que o risco de morte no grupo tratado com
Interferon seja igual a 0,7534 vezes o risco no grupo nao tratado.

5.3. MODELO WEIBULL

A fim de ilustragéo, foram realizadas as analises para as duas abordagens
no modelo Exponencial. Agora, seréo feitas as analises apenas sob o enfoque
Bayesiano para o modelo Weibull com covariaveis.

A distribuicdo do tempo de sobrevivéncia T é suposta ser Weibull com
funcdo densidade de probabilidade dada por (4.10). Esse modelo apresenta dois
parametros desconhecidos: a e A.

Para ilustrar o modelo com covariaveis, incluiremos a variavel tratamento
(TRAT) através da regressao A = exp(Bo+B1*TRAT), onde TRAT = 0 se o individuo
€ nao tratado e TRAT = 1 se o individuo é tratado com Interferon. Logo ha trés
parametros a serem estimados: a, Bo e B4, onde B, representa o efeito de nao
utilizar o Interferon enquanto By + B¢ representa o efeito do uso do Interferon.
Apesar de o exemplo considerar a inclus@o de uma unica covariavel, o modelo €
viavel para a inclusdo de mais covariaveis de modo simples e direto.
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5.3.1. ANALISE BAYESIANA
A analise sera feita com auxilio do software WinBUGS.

MODELO COM COVARIAVEIS:

Seja xi = (1, Xi1, X, ..., Xip) O vetor de p-covariaveis para o individuo i. A
inclusao de x; no modelo sera feita utilizando um modelo de regressédo para A.
Usaremos que A = xi B = Bo + B1*TRAT , onde TRAT é a covariavel tratamento.

Para este exemplo foi utilizado o algoritmo Gibbs Sampling com o método
Adaptive Rejection para simular das condicionais completas. Utilizou-se uma
cadeia de 4000 valores com burn-in de 1000. Ou seja, para as estimativas a
posteriori foi considerado uma amostra de 3000 valores.

A Figura 5.6 apresenta as trajetérias dos valores simulados para o , Bo € B4
desconsiderando o periodo burn-in. Através deles podemos visualizar que a
convergéncia da simulacdo para as distribuicées a posteriori marginais de a, By

1 parece razoavel.
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Figura 5.6 - Grafico do histérico da simulagaoe considerando um Burn-in de 1000 amostras
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A Figura 5.7 apresenta estimativas pelo método de Kernel para as
densidades a posteriori dos parametros. Note que, as distribuicées a posteriori de
todos os parametros parecem ser simétricas. Por este motivo, podemos utilizar a
meédia das posterioris dos parametros By e By para estimar as quantidades de
interesse. A Tabela 5.2 apresenta estas médias bem como Intervalos de

Credibilidade Centrais para cada parametro.
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Figura 5.7 - Graficos dos nucleos das densidades a posteriori para a, Bo € B .

Como exemplo de estimativas citamos a razao de tempos medianos de
sobrevivéncia entre os grupos tratado e n&o tratado. Ela é dada por 1/e P'. Neste
caso teremos 1/ exp (-0,2695) = 1,31. Ou seja, o tempo mediano de sobrevivéncia
do grupo tratado com Interferon & igual a 1,31 vezes o tempo de sobrevivéncia
mediano do grupo nao tratado. O Intervalo de Credibilidade Central &€ construido
substituindo (34 pelas suas respectivas estimativas. Desta forma, teremos:

(1/e29741, 1/e98%%7) = (0,93; 1,83).
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Tabela 5.2. Resultados a posteriori para os parametros da Weibull

Parametro Média D.P. 2,5% 97,5% Mediana

o 0,7962 0,0625 0,6981  0,9001 0,7945
Bo -1,3620 0,1373 -1,6340 -1,0920 -1,3610
B4 -0,2662 0,1708 -0,6027 0,0741 -0,2695
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6. CONCLUSOES

Este trabalho apresenta a abordagem classica e a abordagem Bayesiana
para analisar dados de sobrevivéncia sob a suposicao de que o tempo de
sobrevivéncia tenha distribuicdo Exponencial ou distribuicao Weibull. O principal
objetivo foi estabelecer um comparativo e ilustrar as duas abordagens. Para este
fim foi utilizado um banco de dados reais envolvendo a doenga Melanoma. Através
dos resultados do exemplo foi possivel ilustrar a idéia de que a inferéncia classica
€ o caso particular da inferéncia Bayesiana quando as prioris utilizadas sdo nao-
informativas. Segundo Chen et al (2001), a analise Bayesiana permite uma maior
facilidade dos calculos e ajuste de modelos de sobrevivéncia especialmente na
presenca de esquemas complexos de censura. Além disso, com o uso do Gibbs
Sampling e outras técnicas de MCMC o ajuste de modelos de sobrevivéncia mais
complexos se torna mais facil. Somando-se a isso, os métodos MCMC permitem a
realizacao de inferéncias exatas para qualquer tamanho de amostra sem
restricdes dos calculos assintoticos. Ainda, com o enfoque Bayesiano, podemos
incorporar a informacao a priori que se tenha sobre os paradmetros do modelo
enquanto que na classica isso nao € possivel de ser feito.

O uso do software STATA foi util na analise sob o enfoque classico. O seu
uso € bastante simples, nao exigindo conhecimento de qualquer linguagem de
programagao para efetuar as analises necessarias, apenas supor o modelo ao
qual os dados se ajustam melhor.

Sobre o software WinBUGS, esse é bastante pratico nas analises
bayesianas, porém o usuario deve ter algum conhecimento de linguagem de
programagéo do pacote, pois a modelagem é toda ela realizada via programacéao
do modelo. Porém, os algoritmos dos métodos MCMC estdo implementados no
pacote. Assim, de posse da linguagem de programagao para o modelo, o software
realiza as simulagdes estocasticas necessarias para obter as estimativas a
posteriori dos parametros.

Este trabalho também serviu para ilustrar que, mesmo modelos simples

como o Weibull sem incluir covariaveis, ndo ha forma fechada para a distribuicéo a
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posteriori, sendo necessarios métodos alternativos para as analises. Neste
sentido, os métodos MCMC, especialmente o Gibbs Sampling, mostraram-se
bastante eficientes para derivacdo dos resultados a posteriori.

Varios assuntos poderiam ter sido explorados mas por razoes de tempo nao
puderam ser vistos nessa monografia. Para citar alguns, a exploragdo de métodos
de escolha das covariaveis a serem incluidas nos modelos bem como estudar os
diversos métodos de adequacao para modelos, idéias de previsdao para futuros
tempos de sobrevivéncia de individuos, etc. Ainda, podem ser explorados outros
modelos paramétricos além dos vistos neste trabalho. Um assunto bastante
interessante de ser explorado seria 0 modelo de regressédo de Cox sob o contexto
Bayesiano a fim de estabelecer uma analise comparativa com os métodos
classicos.

Esse trabalho pode ser uma fonte inicial de consulta sobre o assunto de
analise de sobrevivéncia Bayesiana, uma vez que foram apresentados os métodos
de estimacao dos parametros para os modelos Exponencial e Weibull. Para
ilustracdo dos modelos foi apresentado um exemplo com dados reais utilizando os
softwares STATA e WinBUGS para as analises, mostrando as etapas dos
aplicativos para que os usuarios possam consultar e ter um material de auxilio
para o uso dos mesmos.
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