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SINOPSE 

N e s te t r aba l h o f o i de s e n v o l v i d o um p r o g r a ma c o m p u -

tacional para resolver problemas elastoplãsticos com deforma­

ções finitas utilizando o mêtodo dos elementos finitos. São 

consideradas pequenas deformações elásticas, grandes rotações 

e deformações plásticas. 

Foram implementados os elementos triangular de três 

n os e q u a d r i 1 a te r o de a u a t r o no s i s o p a r a me t r i c o s p a r a p r o b l ~ 

mas de estado plano de tensões e deformações, quadri lãtero de 

quatro nos isoparametricos para problemas axissimetricos e 

tridimensional de oito nõs isoparametricos. Foi utilizado na 

solução um método incremental com correção do equilíbrio. 

O material foi considerado com endurecimento isõtro 

po e seguindo o critério de von Mises. 

Foram feitas comparações com resultados experimen­

tais e entre elementos. 
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SYNOPSIS 

In this work a computational procedure for problems 

of large elastic-plastic deformations using the finite-element 

method was developed. Small elastic deformations, large 

rotations and plastic deformations were considered. 

T h e th r e e no de s t r i a n g u 1 a r a n d t h e f ou r no de s 

isoparametric quadrilateral finite elements for plane strain 

and plane stress problems, the four nodes isoparametric 

quadri lateral fi nite element for axissimetric problems and the 

eight nades isoparametric tridimensional finite element were 

i mp 1 e mente d . A n i n c r ementa 1 me th o d w i th e qui 1 i b r i um c o r r e c ti o n 

was used in the solution. 

The material was considered to follow the von Mises 

yeld condition an having isotropic hardening. 

Comparisons between elements and with experimental 

results were done. 
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CAPITULO 1 

INTRODUÇAO 

A anãlise de problemas nao lineares por meio de me­
todos numéricos, sofreu um grande avanço devido ao rãpido de­
senvolv-imento dos computadores digitais. Em particular, o 

método dos elementos finitos possibilita a solução de proble­
mas não lineares com diversos tipos de geometria, e com vãrios 
tipos de comportamento, por meio de uma anãlise do tipo incre­
m e n ta 1 , o u i te r a ti v a c o mo N e w to n- R a p h s o n . 

Existe um interesse no desenvolvimento deste tipo de 
anãlise, que e a possibilidade de se aproveitar a reserva de 

resistência dos materiais apõs a plastificação, com uma econo­
mia no projeto. Devido a este interesse, aliado ã relativa 
simplicidade com que o método dos elementos finitos pode tra­
tar de problemas elastoplãsticos em pequenas deformações, 
existem diversos trabalhos a este respeito. Por exemplo Zien­
kiewicz j35J, faz uma anãlise deste tipo de problema não li­

near citando vãrias referências. 
Apesar da generalidade com que a anãlise nao linear 

em pequenas deformações e tratada, existem problemas nos quais 
a formulação convencional de pequenas deformações pode ser in! 
dequada, ou insuficiente. Por exemplo no caso de instabilida­

de de elementos delgados onde se, tem incrementos de rotação que 
superam em muito os de deformação, ou quando as tensões atin­
gem niveis de magnitude comparãveis ao mõdulo de endurecimento 

plâstico. Nestes tipos de problemas que são mais relaciona­
dos com a forma do elemento, ou com as propriedades intrin-

1 



secas do material, que com a dimensao das deformaçoes propriamen­
te, pode-se fazer uma melhor abordagem utilizando uma formula­
ção mais rigorosa supondo deformações finitas. Al~m disto, uma 
formulação que suponha deformações finitas ~ desejãvel no estu 

-

do de processos de conformação mecânica, processos de fratu-
ra, elementos tracionados ou ainda vasos de pressao. 

Apesar do interesse que existe atualmente na solução 

de problemas de plasticidade com inclusão de deformações fini­
tas, existem ainda uma s~rie de problemas não resolvidos neste 
campo. A pr6pria escolha das variãveis mais adequadas ~ um te 
ma aberto ã discussão. Neste aspecto temos os trabalhos de 

Lee 1221, 1231, que desenvolveu equações adequadas para gran­
des deformações elãsticas e plãsticas chegando a fazer conside 
rações termoelãsticas que levam a relações entre tensões e 
gradiente de deformações, lançando fundamentos para o desenvol 
vimento de relações constitutivas. Outra abordagem bastante 
geral e devida a Onat I 6 I' que considera tamb~m grandes defO.!:_ 
maçoes elãsticas e plãsticas e possibilita a consideração de 
outros tipos de endurecimento alem do is6tropo. 

O uso de elementos finitos na solução do problema de 
grandes deformações foi proposto por Hibbitt, Marcal e Rice 

1171, que derivam suas equações incrementais de equilibrio pa­
ra elementos finitos, a partir do principio dos trabalhos vir­

tuais para deformações finitas, usando uma descrição Lagran­
geana. Neste trabalho foram identificados quatro termos na ma 
triz de rigidez, o de pequenas deformações, o de carregamento 

inicial, o de deformações iniciais e o termo de tensões inici­
ais. Em uma analise elastoplãstica todos estes termos devem 
ser calculados em cada incremento e os três ultimas termos 
têm uma forma complicada. Também a partir de uma formulação 
Lagrangeana, Needleman 1301 desenvolveu suas equações de equi 1 i­
brio, porém a partir de um principio variacional devido a 
Hill 1201. Uma outra abordagem Lagrangeana e devida a Felippa 
e S h a r i f i I 7 I , que não c o 1 o c a m 1 i m i ta ç ã o do tamanho do i n c r e 
mento de deformação, introduzi ~do com isto termos de mais 

alta ordem em sua matriz de rigidez. Tais termos não são sig­
nificativos em uma abordagem por mõdulo tangente, jã que os 
incrementos devem ser pequenos. 

Jã Yaghmai e Popov 1341 utilizam uma formulação Eu-

2 
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leriana, Sharifi e Popov I33J extenderam a analise anterior para 
resolver um problema elastoplãstico com pequenas deformações 
porem com rotações finitas. Outras formulações Eulerianas com 

deformações finitas foram feitas por Gunasekera e Alexander Jl5J, 
Argyri s e Chan 111 e Os i as J31 J. 

Uma outra formulação em variáveis Eulerianas e dada 

por McMeecking eRice J24J, J25J, que derivam suas equações incr~ 
mentais de equilibrio de uma forma do principio dos trabalhos 
virtuais citada por Hill Jl9J. Devido ã simplicidade desta for­
mulação ela serã utilizada neste trabalho. 

Este trabalho estã limitado ao caso de pequenas de­
formações elãsticas, porem acompanhadas de possiveis grandes 
rotações e grandes deformações plásticas. A limitação ao caso 
de pequenas deformações elasticas e razoãvel se consideramos 
o estudo de materiais metalicos que possuem uma relação entre 
a tensão de escoamento e o mõdulo de elasticidade da ordem de 
1:1000~ 

Quanto ã analise plastica o material sera conside­
rado como sendo elastoplãstico perfeito ou com endurecimento 
isõtropo. Alem disto sera utilizado o critério de escoamento 
de von Mises. 

No segundo capitulo serao lançadas inicialmente as 
hipõteses basicas do desenvolvimento, procurando definir as va 
riãveis utilizadas, os tensores de deformações e de tensões, 

para a seguir obter as relações constitutivas, elástica e pla~ 

tica. No final deste capitulo sera obtido um principio varia­
cional que permite aplicar o método dos elementos finitos na 
resolução do problema. 

No terceiro capitulo serã feita a aplicação mencio­
nada ao método dos elementos finitos obtendo-se como resultado 
uma matriz de rigidez incremental composta de duas parcelas, a 
matriz de rigidez de pequenas deformações que leva em conta a 
não linearidade fisica e a matriz de rigidez geométrica que 
leva em conta a não linearidade geométrica. Durante a aplica­
ção do método procura-se fazer uma correção de equilibrio em 

cada etapa. A maneira pela qual e feita esta correção e apre­
sentada no final do capitulo. 

No quarto capitulo sera feita uma descrição mais de­
talhada do programa computacional. Sera comentado a respeito 
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dos elementos desenvolvidos, o triangular de três nos para es­
tados planos de tensões e deformações, o quadrilâtero de qua­
tro nõs para estados planos de tensões e deformaçõ~s alem de 
pro b l __ e ma s a x i s s i me t r i c os e o e 1 em e n to t r i d i me n s i o na 1 de o i to 
nos. Serão feitos ainda, comentãrios sobre vãrios tõpicos do 

programa computacional passando pelo método utilizado para so­
lução do sistema de equações, ajuste da espessura do elemento, 
critério de escoamento, critério de descarga e outros detalhes. 
Serão vistos ainda os algoritmos empregados e um diagrama de 
blocos do programa computacional implantado. 

No quinto capitulo serão expostos os resultados dos 
exemplos analisados, comparando-os com resultados experimentais 
ou com resultados teõricos de outras fontes. Finalmente, no 
sexto capitulo serão apresentadas algumas conclusões e suges­
tões para possiveis melhoramentos no programa e futuras ampli~ 
çoes na anãlise. 

Este trabalho faz parte de uma linha de pesquisa em 

plasticidade do curso de PÕs-Graduação em Engenharia Civil da 

UFRGS, e estã implantado em um sistema de linguagem orientada. 
Neste sistema jã foi implantada a anãlise plástica para peque­

nas deformações com endurecimento isõtropo, cinemâtico e mis­
to, isõtropo-cinemãtico, em vãrios tipos de problemas. 



CAP1TULO 2 

FUNDAMENTOS TEORICOS, RELAÇOES CONSTITUTIVAS, 
PRINCIPIO VARIACIONAL 

2.1 - Hipõteses Bãsicas 

2.1.1 - Sistemas de Descrição do Movimento 

5 

Serã usado sempre neste estudo um sistema cartesiano 

de coordenadas, como o da figura 1, onde estão representadas 

as configurações deformada e i ndeformada de um corpo. 

Figura 1 
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A posiçao dos pontos do corpo e dada na posição inde 

formada, antes da aplicação das cargas, por: 

2.1.1(1) 

e, na posição deformada, por: 

2.1.1(2) 

Ao se descrever o movimento de um corpo pode-se usar 
diversos tipos de 
tes adotadas. Em 

çoes do movimento 

1261 

descrição, conforme as variãveis independen­
mecânica do continuo tem-se quatro descri­
de uma particula mais utilizadas. São elas 

a) Descrição material: 
Na descrição material as variãveis independentes sao, 

a particula X e o tempo t. 

b) Descrição Referencial: 
As variãveis independentes sao, a posição X da par­

ticula em uma configuração arbitrãria de referência, e o tem­
po t. 

Em Elasticidade se usa normalmente o estado natural 
ou indeformado como configuração de referência. 

Quando esta configuração de referencia escolhida e a 
que corresponde ao tempo, t =o, a descrição referencial e 
também chamada freqÜentemente de descrição Lagrangeana, ou se­
gundo outros, descrição material, embora no segundo caso use a 
posição de referência ~ no lugar da particula material X, o que 
serã o caso da descrição anterior. 

c) Descrição espacial: 

As variãveis independentes sao, a posição x ocupada 
por uma particula no tempo t, e o tempo t. 

Esta descrição representa uma dada região do espaço 

em lugar de uma dada particula m~terial. 

t também chamada de descrição Euleriana, e e mais 
usada em mecãnica dos fluidos. 

d) Descrição relativa: 
As variãveis independentes sao, a posição x da pa_c 



7 

ticula, e um tempo T variavel. O tempo T, variavel, e o tem 
po correspondente ã posição ~ ocupada pela part1cula, e o mo­

vimento fi c a descri to como ~ = Xt ( ~, T), com ~ como uma v a 
riâvel dependente, e, com o subTndice t indicando que a con­
figuração de referência e relativa ao tempo t. 

Neste trabalho serâ usado como referência a configu­
ração deformada, e, a partir dai serã contado o tempo. E um 
caso particular da descrição referencial, tambêm conhecida co­
mo Lagrangeana atualizada. 

2.1.2- Definição dos Tensores de Taxa de Deformação, Taxa de 
Rotação e de Deformação Especifica 

Q 

Figura 2 

Tomam-se as componentes da velocidade da particula q 
relativas ã particula p 1261: 

a v k 
--- dxm = v dx 

axm k,m m 
ou, dv = L d x 2.1.2(1) 

onde L e o gradiente espacial de velocidades. 
Pode-se dividir L na soma de dois tensores, um si­

métrico e outro antissim~trico, da seguinte forma: 

L = D +O ou L . ·. = O .. + ~1 .. 
lJ lJ lJ 

2.1.2(2) 

onde o e chamado de tensor taxa de deformação, sim~trico, e 

o e o tensor de rotação espacial' antissimetrico. 
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De acordo com a definição de L ' o e Sl ficam sendo: -

1 
(vk +v k) 

1 (~+~T) 2.1.2(3) o =- ou D=-
km 2 ,m m, 2 

-· 
•· 

1 
(vk,m- vm,k) 

1 (~-~T) 2.1.2(4) Sl =- ou Sl=-
km 2 2 

O tensor taxa de deformação representa a taxa de va­

riação do quadrado do comprimento do vetor material dX, em P, 

ocupando depois da deformação a posição d~ em p j26J. 
Serão definidos agora os tensores de deformação se­

gundo as configurações indeformadas e deformada J26J. 
Com as definições de dS, ds, d~, d~ da figura 2. 

a) Segundo a configuração indeformada, o tensor de deformação 
especifica: 

( ds) 2 - ( dS) 2 = 2 dXT E . dX 2.1.2(5) 

gradiente de deformações Fkm 
élxk 

com o = 

3Xm 
2.1.2(6) 

tem-se dx F dX dxk 
élxk 

dX = ou = 
;JX m 2.1.2(7) 

m 

onde F e o gradiente de deformações com relação a configura­
ção indeformada. Pode-se calcular a taxa de variação de F, 
como: 

. d ()X i 3 dxi d dV· élxm 1 F .. =-(-) =-(-) --- v. = 2.1.2(8) 
lJ dt 3X. 3X. dt 3X. 1 

élxm 3 X. 
J J J J 

Lembrando 2.1.2(1) e 2.1.2(7): 

élv. élxm 
F = L F ou F .. 1 = 

1 J ClX 3X: m J 

2.1.2(9) 

Como ( ds) 2 
= dx . dx 2.1.2(10) -

Introduzindo na 2. 1.2(10) o tensor de deformações de Green, C, 
relativo ã configuração indeformada: 



c FT F c .. 
3 xk 3 xk 

2.1.2(11) = ou = 
1 J 3X. 3X. 

1 J 

Mas 

(ds) 2 =d~T C . dX ou (ds) 2 =dX. C .. dX. 2.1.2( 12) 
1 1J J 

Sabendo que (dS) 2 = dX dX 2.1.2(13) 

e usando a 2.1.2(12) na 2.1.2(1), tem-se: 

2E=C-I - - - ou 2 E .. =C .. -6 .. 
1J 1J 1J 

2.1.2(14) 

onde E e o tensor de deformações específicas de Lagrange. 

b ) Segundo a configuração deformada: 

( ds) 2 - (dS)2 = 2 dx • E • dx 2.1.2(15) - -
De fi ne- se: 

- 1 (~-l)T -1 -1 a xk 3Xk 
B = F ou B .. 

1 J 3 X. 3x. 
2.1.2(16) 

1 J 

como sendo o tensor de deformações de Cauchy. 

Substituindo a 2.1.2(15) e 2.1.2(8) na 2.1.3(13), 

de f o r ma se me lha n te ã 2. l . 2 ( l 4) : 

- l 2s=I-B ou - 1 
E •. =6 .. -(B ) .. 

lJ lJ 1J 
2.1.2(17) 

onde s é o tensor de deformações espec1ficas de Euler. 

2.1.3- Teorema da Decomposição Polar 

Considera-se um sistema de eixos cartesianos qualquer 
em relação ao qual estão definidos três segmentos d~, d~ 2 , 

d~ 3 orientados segundo as direções principais de~, definido 

pela 2.1.2(11). Pode-se mostrar que 1261, se os valores pri_!! 

cipais de~ são mutuamente diferentes, apõs a deformação os 

t rê s s e g me n to s te rã o s i do g i r a d o s , e t r a n s l a da do s , d e f o r-

ma que permanecerão mutuamente perpendiculares, e, além dis­

to, as novas direções dos segmentos deformados d~, d~2 , d~ 3 , 

coincidem com as direções principais do tensor ~-1, equação 

2.1.2(16). Ou seja, pode-se dizer que, quando os v'llores 

principais de C são mutuamente diferentes, os eixos prin-

cipais de C em X são girados e transladados pela deformação 

9 
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de modo a coincidirem com as direções principais de B- 1 

em x, sistema deformado. 

Dito isto, o teorema da decomposição polar e enuncia 

do da seguinte forma: 
11 Se R e o tensor ortogonal de rotação que gira os 

eixos principais de C em X nas direções principais de B-l em x 

existem dois tensores U e V, tais que: 

F=RU=VR ou R u 
pk. 2.1.3(1) 

Onde U e chamado tensor direito de dilatação e V tensor es­

querdo de dilatação; U e V são tensores simétricos e positivos 

definidos. 

Da 2.1.?.(7): 

dx = R U dX 2.1.3(2) 

dx = V R dX 2.1.3(3) 

Os tensores U e V estão relacionados com C e B 

atraves de \26\: 

Onde: 

ou B .. 
1 J 

d X. d X. 
- __ , __ J 

axP axP 

2.1.3(4) 

2.1.3(5) 

2.1.3(6) 

Com as direções principais de C e de U coincidindo 

da mesma forma que as direções principais de B e V. 
A equação 2. 1.3(2), mostra que o deslocamento e a 

deformação de um elemento de volume infinitesimal na configur~ 

ção indeformada, com arestas coincidindo com as direções prin­

cipais de C, pode ser interpretada como a suscessiva aplicação 

de: 

1. Uma dilatação produzida por U. 
2. Uma rotação de corpo rigido produzida por R. 

3. Uma translação para x. 



Jâ na equaçao 2.1.3(3) o mesmo deslocamento e defor­
maçao do mesmo elemento podem ser interpretados como: 

l. Uma translação para x. 
2. Uma rotação de corpo rigido produzida por R. 
3. Uma dilatação produzida por V. 

1 1 

Deve-se observar que a separaçao feita anteriormente 
da deformação do volume infinitesimal sõ e vâlida se suas ares 

tas coincidirem com as direções principais de ~· em caso con­
trârio V e U tambem produzem rotações alem da provocada por 
R. 

2. 1.4- Gradiente de Deformação Relativo, Rotação e Dilatação 
Relativas 

dizer que: 

vo, como: 

onde 

Lembrando a descrição relativa (item 2.1.1), pode-se 

F, = ~t (~' T) 2.1.4(1) 

Pode-se definir ft• gradiente de deformação relati-

dF, = F dx 
-- t ou d F,. = 

1 

(Ft) .. = 
1 J 

3F,. 
1 

3x. 
J 

3Ç. 
1 

3x. 
J 

dx. 
J 

2.1.4{2) 

2.1.4{3) 

Se consideram agora três posições ocupadas por uma 
particula, ~ na configuração indeformada, ~ na configuração 
deformada do tempo t e ~ na configuração deformada do tempo 
t + T, ou simplesmente T, pode-se obter: 

ou 2.1.4(4) 
3X. 3x 3X. 

J m J 

O gradiente de deformação relativo da mesma forma 
que F pode ser decomposto em: 

F = R U -t ·-t -t ou 
3F,. 

1 

3x. 
J 

(Rt). 
1 p 2.1.4(5) 



ou 

F = V R ·- t -t -t 

... 

ou 
aç;. 

1 

ax. 
J 

e os-tensores de deformação relativos sao: 

ft = ~~ 
e 

B = v2 
-t -t 

Pode-se mostrar 1261 que no tempo T:.::t: 

D = U - V -t(T = t) - t(T = t)' 

2.1.4(6) 

2.1.4(7) 

2.1.4(8) 

2.1.4(9) 

com Ut e Vt sendo as taxas de variação das deformações rela­
tivas, e que: 

ri = R 
·- t ( T = t ) ' 

2.1.4(10) 

onde ~t e a taxa de variação da rotação relativa. 

2. 1.5- Definição dos Tensores de Tensão e Taxa Corrotacional 
Existem tres tensores mais conhecidos em mecãnica do 

continuo: 

a) Tensor de tensões de Cauchy (~ ou a .. ): 
1 J 

São as tensões que ocorrem no ponto na configuração 

deformada. 
O tensor de tensões de Cauchy e definido como uma 

função da posição ~ do ponto. 

b) Primeiro tensor de tensões de Piola- Kirchhoff (T ou T .. ): 
- 1J 

Dã a força real d~ no elemento deformado dS, mas re-
lacionado ao elemento indeformado dS

0
, expressando a força 

em termos da normal N a dS em X, ver figura 3. o 

(~ 2.1.5(1) 

12 



1 3 

s 

Figura 3 

c) Segundo tensor de tensões de Pio1a-Kirchhoff 

Dã a força d~, que se relaciona com 

(T ou f .. ) 
- lJ 

a força d~ da 

mesma força que o vetor material dX em X, se relaciona com o 

vetor espacial d~ em x. 

Usando a 2.1.2(7) 

dP:: F- 1 dP 2.1.5(2) 

Daí, o tensor T, e definido como: 

- -1 -1 
(~-!) dS

0
==dP=F d~=~ .(~.~) dS 2.1.5(3) 

Existem as seguintes relações entre os tensores de 

tensões de Piola-Kirchhoff e o tensor de tensões de Cauchy 
j26j : 

a=LF.T 
Po 

ou 

a=LF.T.FT· ou - - -Po 

a . . - P 
1 J 

r; o 

ax. ax. 
a .. - P --1 Tk J 

, J P a X k m axm 

2.1.5(4) 

2.1.5(5) 

Para o uso em equaçoes constitutivas deve-se satis­

fazer o princípio da indiferença referencial, segundo o qual 

as tensões devem se transformar para uma rotação R segundo 
T -

aR= E~ E . Para tal, deve-se introduzir a taxa corrotacio.-

nal de Cauchy ou taxa de Jaumann (~*), que se relaciona com 

a atraves de: 

a* = a - ~ a + a ~ 2.1.5(6) 

Adicionando-se na 2.1.5(6) o termo (tr Q)~, 

obtem-se: 



T* = a-s-2 ::!+::! ~+ (tr Q)::! 2.1.5(7) 

igualmente apropriado para o uso em relações constitutivas. 

Serã necessâria mais tarde, uma relação entre T* e 

a taxa do primeiro tensor de Kirchhoff. Esta relação serã ob 

tida a seguir. 

Da 2. 1 . 5 ( 4) : 

T = Po -1 
F 

p 
a 2.1.5(8) 

onde p
0 

e o valor de p no tempo de referência t 0 . Derivando 

a 2.1.5(8) em relação ao tempo: 

Mas, 

Derivando 

ou 

Por outro lado 

Dai a 2.1.5(12) fica: 

Substituindo na 2.1.5(9) e usando a 2.1.5(8): 

T = -L T - F-l L F T + T 
p 

Mas, segundo 1261 

t r O = 

E a 2.1.5(15) fica: 

-1 
o 

T = (tr Q) T - F-l ~ ~ I+ T 

a 

-1 
o 

2.1.5{10) 

2.1.5(11) 

2.1.5{12) 

2.1.5{13) 

2.1.5(14) 

2.1.5{15) 

2.1.5{16) 

o 2.1.5(17) 

14 
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Adotando como referência a configuração no tempo t 

resulta F= I, a= T e p = Po e a expressão acima, no 

te mp o t , f i c a : 

. 
T = (tr Q) ~ - L a + a 2.1.5(18) 

Combinando 2.1.5(18) e 2.1.5(7): 

T* = T + D a+ a 52 2.1.6(19) 

2.1.6- Hipóteses Bãsicas em Plasticidade 

Para o estudo da plasticidade devem ser assumidas 

algumas hipóteses bãsicas: 

a) o material e inicialmente isotrõpico e mantém a isotropia 

ao longo do processo de deformações em relação ãs constantes 

elãsticas E, v. Esta hipõtese e confirmada quando se observa 

que m~~mo em um elemento com grandes deformações plãsticas, a 

estrutura cristalina bãsica é mantida havendo perturbações, 

apenas, em uma proporção muito pequena de cristais. Portanto, 

as constantes elãsticas não são apreciavelmente influenciadas 

pelas deformações plãsticas. Este fato é também observado em 

e x p e r i ê n c i a s c o m me ta i s t r a b a 1 h a d os a f r i o . 

b) Como entre o elemento carregado e o descarregado ;::>lasti-

camente, não hã rotação, Re =I, pode-se admitir a existên-

c i a de um a f u n ç ã o Y ( ~ , 2 ) , o n de s r e p r e s e n ta o e s ta d o e 

orientação do material, variãvel com a deformação. A função 

Y(~, s) e caracteristica do elemento, tal que, se Y(~, s) <0, 

o e 1 e me n to s e rã no e s ta do e 1 ã s ti c o e , s e Y ( ~ , ~ ) = O , o 

elemento estã sobre a chamada superficie de escoamento. A su 

perffcie de escoamento fica então caracterizad,: por: 

y (~. 2) = o 2.1.6(1) 

Os tensores s permitem que se considere o endu­

recimento. Foi demosntrado por Onat I 6 I, que os tenso­

res s sao de ordem par e irredutiveis, caso Fe seja si­

métrico e quando o material e inicialmente isõtropo. 



c) A função de escoamento em 2.1.6(1)~ e independente da 

componente esférica de tensões. Isto implica que a função 

de escoamento e, na verdade, função das tensões desviado­

ras. 

d) Assume-se a lei da normalidade: 

16 

= A a v 
'da 

2.1.6(2) 

onde A e um escalar positivo. 

2.1.7- Critérios de Escoamento e Descarga 

2.1. 7.1 - Critério de escoamento e endureci menta 

Neste trabalho serã utilizado o critério de Von Mi­

ses, devido ã maior facilidade de utilização e sua comprova­

çao por resultados experimentais no caso de materiais metã­

licos. 

O tipo de endurecimento considerado neste trabalho 

serã o endurecimento isotrõpico, onde a superfície de escoa­

mento mantém a posição de seu centro e a sua forma constantes, 

aumentando o seu tamanho. 

Para este tipo de endurecimento e considerando o 

critério de Von Mises, a expressão que fornece a superfície de 

escoamento, e: 

3 Y = I a . . 
2 1J 

2.1.7.1(1) 

onde: 

a~ . = a . . 
1 J 1 J 3 

2.1.7.1(2) 

2.1.7.2- Critério de descarga 

Para um elemento sobre a superf1cie, Y = O, pode-

-se determinar agora se o ponto sofrerã, no instante seguin-

te, uma deformação plãstica ou não. Utilizando a lei de 

c r e s c i me n to e 1 ã s t i c a de a na e x p r e s s a o de Y , te m- s e t r ê s 

comportamentos poss1veis !81: 



y = 

. 
y = 

. 
y = 

a v 
a 0 .. 

1 J 

a v 
a 0 .. 

1 J 

a 
a 0 .. 

1 J 

0 . . 
1 J 

0 . . 
1 J 

0 . . 
1 J 

> o 

= o 

< o 

y = o 

y = o 

y = o 

durante a carga 

durante carga 
neutra 

durante a 
descarga 

2.1.7.2(1) 

2.1.7.2(2) 

2.1 .7 .2(3) 

Pode-se dar uma enterpretação geométrica as equa-

çoes 2.1.7.2(1) até 2.1.7.2(3) I 81. Como a superficie de 

carga ê assumida como uma superficie fechada, pode-se falar 

em seu interior e exterior, dai, o vetor (8Y/a0 .. )Õ .. re 
1 J 1 J 

presenta um vetor normal ã superficie de escoamento, di-

rigido para fora no caso da carga, tangente a superficie 

no caso de carga neutra e dirigido para dentro no caso de 

descârga. 

2.1.8 - Separação do Gradiente de Deformações em suas Partes 

Elãstica e Plãstica 

Para a teoria de pequenas deformações as taxas de 

deformações elãstica e plãstica podem ser somadas para dar 

a taxa total de deformação. Isto sõ ê valido devido ã li-

nearidade das componentes de deformação i nfi ni tesirna 1. As 

componentes de uma deformação finita são em geral""'1~ineares 
e a h i p õ te se de a di ti v i da de na o e , em g e r a 1 , vã 1 i da . 

Observando a figura 4 tem-se l23j: 

dx~ 
1 

= 
ax~ 

1 

a x . 
J 

dX. 
J 

que representa a passagem de X para xP. 

2.1.8(1) 

Representando-se a deformação de xP para x: 

dx. = 
1 

ax. 
1 

ax~ 
J 

d X~ 
J 

2.1.8(2) 

1 7 



Usando a 2.1.8(1): 

dx. = 
1 

Figura 4 

ax. 
1 

axP 
k 

axP 
k 

ax. 
J 

1 8 

dX. 
J 

2.1.8(3) 

Lembrando a 2.1.2(6) e, observando que a 2.1.8(3) 

fornece uma separação da deformação total 

1 as, que podem representa r as deformações 

tica respectivamente, a 2.1.8(3) fica: 

em duas parce­

elastica e plas-

2.1.8(4) 

Como X representa o estado inicial: 

dx = F dX 2.1.8(5) 

Comparando com a 2.1.8(4): 
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2.1.8(6) 

Para um corpo sujeito a um estado nao homogêneo 

de tensões a remoção da carga produz, em geral, a uma dis 

tribuição de tensões residuais. Então, para obter-se o 

estado de tensões nulo, deve-se considerar o corpo seccio 

nado em pequenos elementos. Com isso pode-se atingir o es 

tado de tensão nulo a medida que o tamanho daqueles ele-

mentos tende a zero. Entretanto, quando se adota esta divi 

sao, ocorre que os elementos descarregados não podem ser 

ajustados para formar um corpo cont1nuo em ~p. Segundo 

Lee 123 I isto impede o uso do conceito de gradiente de 

deformações tal como foi definido em 2.1.8(2), ou seja, 
F e e Fp' nao são em geral matrizes de derivadas parei-

ais embora o seu produto, na 2.1.8(5), o seja, pois tan-

to o -estado X como o estado x são configurações de um 
corpÓ cont1nuo. As transformações lineares Fe e FP podem, 

segundo Lee 1221, expressar as deformações elãstica e plâs-

tica em um ponto de corpo cont1nuo. 

A partir da 2.1.8(1), pode-se escrever: 

2.1.8(7) 

Fazendo: 

= 2.1.8(8) 

como (ds) 2 e sempre positivo, conclui-se que cP e posi-

tivo definido. 

De forma anãloga, d 2.1.8(2): 

(dsp)2 = (d~p)T(d~p) =dxT ((~e)-l)T(~e)-1 dx 

2.1.8(9) 

Fazendo: 
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= 2.1.8(10) 

que ~ambem e positivo definida e pode ser invertida da se­
guinte forma: 

2.1.8(11) 

Tanto Be como cP sao matrizes simétricas. 

Utilizando o teorema da decomposição polar, pode-
-se escrever: 

F e = v e R e = R e ue 2.1.8(12) 

e, de forma anãloga: 

Fp = vP Rp = Rp uP 2.1.8(13) 

Como a forma do elemento em xP 
que o tensor de deformação plãsti co ~P 
A partir da 2.1.8(5), e da 2.1.8(11), 

e unica, resulta 
tambem o se r a. 

pode-se escrever: 

2.1.8(14) 

Como 
Como 

cP são únicos, resulta que tambem 
e única. -( ye) 2, d = __ po e-se escrever: 

= 2.1.8(15) 

Pode-se ver na 2.1.8(15), que a decomposição pro­
e posta por Lee 123 I não e 

movimento de rotação de 

assumido, da mesma forma 
tica sem rotação, ou seja 
ção única, e: 

unica, 
corpo 

que 

R pode ser qualquer pois 
rígido. 

Lee 1221, 
Neste trabalho sera 

uma descarga elãs-
Re = I. Isto torna a decomposi-
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2.1.8(16) 

Por~m, quando as deformaç6es e1ãsticas tendem a 

zero o tensor de deformações e1ãsticas, Be, tende ao tensor 

unidade~ J26J, portanto, para pequenas deformações e1ãsticas, 

pode-se dize r: 

2. 1.8( 17) 

ou, o que sera utilizado mais freqÜentemente: 

2.1 .8(18) 

2 .l .9 - Adi ti vi dade dos Tensores Taxa de Deformação 

A parti r da h i põtese formulada no i tem 2. l .8, pode­

-se reconstruir a hipõtese de aditividade dos tensores taxa de 

deformação, que serã visto a seguir: 
Da 2.1.2(9): 

2.1.9(1) 
Mas , 

2.1.9(2) 

e -1 p-1 e-1 
F = F F 2.1.9(3) - ~· 

Substituindo na 2.1.9(1) e lembrando 2.1.8(18) 

L (Ee Fp F e ~p . ) Fp-1 = + - -

·e Fp Fp-1 F e- 1 + F e FP = F 

F e e-1 ·p Fp- 1 
= F + F 

ou seja, 
L= Le + Lp 

Daí, pode-se escrever: 

Como tem-se, da 2.1.2(3): 

D = 
2 

F e - l 
-

Fp-1 

2.1.9(4) 

Fe-l 2.1.9(5) 

2.1.9(6) 

2.1.9(7) 

2.1.9(8) 

2.1.9(9) 

ltSCOLA r":: 'S~'!GENHARII 

BIBLIOTECA 



Usando a 2.1.8(8): 

T T T T 
D = .:!_ ( Qe + ~e + oP + rlp + De + ~~,e + oP + ~?p ) 

2 

__ (Qe +~e+ Qp + ~p + Qe _ ne + oP _ ~p) 
2 

e finalmente 
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2.1.9(10) 

2.1.9(11) 

2.1.9 (12) 

) 
Na 2.1.8(12), se tem novamente a aditividade das ta-

xas de deformação p1astica e elástica. 

2.2 - Relações Constitutivas Elãsticas 

Ao representar a relação entre tensão-deformação 
pode-se usar: 

o .. 
1 J 

= 

onde À e ).1 sao as constantes de Lame, dadas por: 

À 
E \) 

= 
(l+v)(1 - 2 \)) 

E 
)J = 

2 ( 1 + \) ) 

e E .. e O tensor de deformaçÕes euleriano definidO na 
1 J 

2.1.2(17). 

2.2(1) 

2 . 2 ( 2 ) 

2.2(3) 

Porem, como são admitidas deformações plãsticas fi­
nitas, e conveniente lembrar aqui, o que foi dito no item 
2.1 .6 acerca da não influ~ncia das deformações plãsticas, me~ 

mo finitas, sobre as constantes elãsticas. 

Pelo que foi dito acima, pode-se aceitar a equaçao 

2.2(1 ), mesmo para a descarga elãstica de deformações finitas 

plãsticas. 

Mas, !261: 

c = D 2.2(4) 



Como pela equaçao 2. 1.2(2), 

substituindo na 2.2.(4), como 

E = D 

= D 

L = ~ + ~. e 

T 
Ç?, = - ri 

Derivando a 2.2(1) em relação ao tempo: 

2 . 2 ( 5 ) 

2.2(6) 

ao. . . ao. . [ ·J 
o .. = __.:!1. E = __.:!1. D - (D E +E D ) +(ri E -c ri ) 1 J rs rs rp ps rp ps rp ps rp ps 

óErs CJErs 

onde 
ao .. 
__ 1_J = 

dE rs 

2]J o. o. 
1 r J s 

+ À o .. o 
1 J rs 

que, substituindo na 2.2(7), fornece: 

2 . 2 ( 7 ) 

2.2(8) 

~ .. =(2JJo. o. +,\o .. o) [o -(0 E +c 0 )+(ri E -E rips)] 1 J 1r J s 1 J rs rs rp ps rp ps rp ps rp 

2.2(9) 

Desprezando os produtos D E E D rp ps' rp ps 

o .. = 2]J o. o. D +2]J o. o. ri E -2]J 6. 6. E ri + 1J 1r JS rs 1r JS rp ps 1r JS rp ps 

E n rp ps 

2.2(10) 

Pode-se mostrar que: 

2.2(11) 

Com isso a 2.2(10) fica: 

o .. = 2]J D .. +À o .. D + 2]J Q. E . - 2p E. Q . 
1J 1J 1J rr 1p PJ lP PJ 

2.2(12) 

Somando-se na 2.2(12), a expressao, 
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~ (o . rt. c:kk- 0ip c:kk r2 . ) o 2.2(13) 
PJ 1 p PJ 

a .. = 2f.l D .. + À o .. 0kk + 2f.l rt. t: . + À ri. .. o pj Ekk 1 J 1 J 1 J 1 p PJ l J 

- (2f.l E .. r2 pj + À o. 'kk n . ) 2.2(14) 
1 J 1 p PJ 

2.2(15) 

Lembrando a 2.2(1): 

a .. = 2f.l D .. +À o .. Dkk+rt
1
.p a .-a. ~2. 

1J 1J 1J PJ 1p PJ 
2.2(16) 

A expressao acima representa a lei de crescimento ou 

taxa de variação de ~ no regime elãstico. Pelo que foi con­

ceituado no inicio deste item e considerando a decomposição 
explicada no item 2.1.6, pode-se concluir que a equaçao 

2.2(16) serã aplicãvel a pontos em regime elastoplãstico. 

2.3 - Relações Constitutivas Plãsticas 

Quando se utiliza a lei de crescimento elãstica 

2.2(16), são possiveis os casos dados pelas equações 2. 1.7.2(1) . 
ate 2.1.7.2(3). No caso de Y>O, a 2.1.7.2(1), deve-se usar 

uma lei de crescimento plãstica que imponha Y =O. Portanto, 

a condição de permanência sobre a superficie de escoamento, fi 

ca: 

2.3(1) 

A expressao de a pode ser determinada como se se­

gue. Pelo que foi visto no item 2.1. 8 a taxa de deformação Q 
e dada pelo somatÕrio da taxa de deformação elãstica De e da 

plãstica QP. Aplicando De na 2.2(16), obtem-se: 

2 . 3 ( 2 ) 

Usando a deformação total, a lei de crescimento de 
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tensões pode ser escrita como: 

a .. 
1 J 

ou 

a .. 
1 J 

a .. = 2JJ D .. +À o .. Dkk+D. a.- a. ri.- F~. 2.3(3) 1J 1J 1J 1p PJ 1p PJ 1J 

Usando a 2.1.8(12): 

= ( 2 )J 6. 6 o + À 6 6 ) (De + oP ) + st. a a. D . - F?<. 1 p qJ pk kq pq pq 1 p pj 1 p PJ 1 J 

= 2 )J 
e e D + 2 )J D~. + À D .. +Ào .. Dkk+D. a . - a. pj 1J 1J 1p PJ 1 p 1 J 

Subtraindo a 2.3(3) da 2.3(5): 

2JJ o~.+ À o .. oPkk 
1 J 1 J 

F~. = O 
1 J 

2 . 3 ( 4 ) 

o o o 

1 J 
oP - F* 

kk ij 

2 . 3 ( 5 ) 

2.3(6) 

Usando a lei da normalidade, equação 2.1.6(19), a 

2.3(6) fica: 

F~. 
1 J 

Substituindo o valor de F na 2.3(3): 

2 . 3 ( 7 ) 

ã = 2JJ D+\! (tr Q)+~ ~-~~-i\ [2JJ ~:+À r (tr ~:)J 
ou 

2.3(8) 

A seguir serâ obtida a lei de crescimento de of 

com base em um ensaio de tração simples. O incremento de de­

formação logaritmica (d~*) pode ser relacionado com o tensor 

taxa de deformação atraves da relação: 

dt::* = D dt 2.3(9) 

Considerando a decomposição proposta no item 2.1.6 e 

a aditividade das taxas de deformação elâstica e plâstica po­

âe-se definir o incremento de deformação logarítmica plâstica 

25 



* dE p = oP dt 2.3(10) 

Para o caso do ensaio de tração simples se H repre­

sentar a derivada da curva que relaciona as tensões de Cauchy 
* com a componente s1f (figura 5), pode-se escrever: 

*p p 
= H dsll = H o11 dt 2.3(11) 

ou 

2.3(12) 

~I 

tg ó.. = H = 

Figura 5 

Usando a lei da normalidade no ensaio de tração sim-
ples: 

= H A 2JY 2.3(13) 
(j o 1 1 

A expressao 2.1.7.1(1) no caso do ensaio de tração 

simples reduz-se a o 11 - of =O ou of = o 11 . Dai para es-
te ensaio: 

H A H A 2.3(14) 

Generalizando as da lei do crescimento para de ten 

são multiaxiais e observando que da 2.1.7.1(1): 

26 
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= - 1 2.3(15) 

podemos reescrever a 2.3(1) substituindo o 

o.f pela 2.3(14): 

pela 2.3(8) e 

av [21-l o .. +cS .. À okk+rt
1
.P o .-o. rt .-A (2p_]J__+Ào .. (tr_]J__))J 

lJ lJ PJ 1p PJ lJ ao. . ao. . ao .. 
lJ lJ lJ 

- A H = O 2.3(16) 

Serã analisado agora o termo 3Y/3oij (rtip opj -
-o. rt .). Como a superficie representada pela 2.1.6(18), g_Q 

, p PJ 
za da propriedade de ser uma invariante em relação ã rotação 

Q, pode-se escrever: 

Se, a um elemento com estado de tensões ~(t), foi 

aplicada uma rotação g(T), a partir do tempo t, pode-se escre­

ver que: 

1 i m 

T-+0 

(j_i_) = o 
dT T =Ü 

T 

2.3(18) 

Lembrando a 2.1.4(4), pode-se escrever: 

2.3(19) 

Onde, ~(t) e O gradiente de deformação no tempo t, ~(T) e O 

gradiente de deformação em t + T, ~t e ~t sao, respectiva­
mente, o tensor de dilatação e o tensor de rotação relativa. A 

variação de o ao passar do tempo t para o tempo t + T serã 

dividida, lembrando a teoria da decomposição polar, como giro 

do elemento (~t(T)), seguido de uma dilatação (~t). Conside 
rando apenas a variação devida ã rotação obtêm-se: 

2.3(20) 



Para este instante vale a 2.3(18) com Q(T) = ~t(T) 
de modo que pode-se escrever: 
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2.3(21) 

como ainda não foi aplicada a dilatação e of e um escalar, 

portanto invariante em relação ã rotação, 'dof/2n = O. De­

rivando a 2.3(20) obtem-se: 

da T T 
d~ = ~t(T) o(t) ~t(T) + ~t(T) ~(t) (~t(T)) 2.3(22) 

Da1 a 2.3(21) fica: 

:~ [~t:(T) ~(t) ~~(T) + ~t(T) ~(t) ( -~t(T)) TJT =o = o 

2.3(23) 

Para T=O, tem-se ~t(T=O) =! e pela 2.1 .4(10), 

~t(T=O) = ~. 

~): 

o que permite escrever (representando ~(t) por 

'dY 

dO 
[~o+o~J =0 2,3(24) 

Bem, usando a 2.3(24), a 2.3(16) torna-se: 

'dY (2l1 O .. + À 6 .. Dkk) = J\{(2w ~+À 6 .. _l]__) 'dY -H} 
lJ lJ lJ 

'doij 'doij 'dokk 'doij 

2.3(25) 

'dY 
(2w D .. + À o .. 0kk) 

dO . . 1 J l J 

Da1 se tira o valor de i\ = l J 

_l_!_ ( 2 w ~+À 'dY ,) .. ---)+H 
'da .. dO.· 1 J 

lJ lJ 
80kk 2.3(26) 

Este valor, da 2.3(26), fica sendo igual ao de pequenas defor­
maçoes. 

Agora substituindo a 2.3(26) na 2.3(8) e mudando 

para notação matricial: 
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:: [2f1 Q+À -~(tr Q)][2f1 ~~+À r (tr ~~) J 
a = 2f1 Q + r À ( t r Q) + ~ ~ - ~ ~ - ___:_. ________________ _ 

aY [2f1 ri+ À I (tr ~) + H] 
'da 'da 'da 

2.3(27) 

Lembrando agora a equação 2.1.5(7), que goza do pri~ 

cipio de indiferença referencial 1251: 

T* = ~· + (tr Q) ~ - ~ a + o ~ 2.3(28) 

desprezando o fator (tr Q)~ que conduziria a nao simetria da 

matriz constitutiva elastoplãstica, fica: 

T* = a - ~ a + a ~ 2.3(29) 

Substituindo 2.3(29) em 2.3(27): 

aY 
[ 2 w D + À I ( t r J [ 3Y 'dY J Q ) 2 f1 - + À 1 (t r - ) 

3o Clo 3o 
T* = 2p D + I À ( t r D) -

ClY 
[ 2 w 

a v 
+ À r ( t r li)] + H 

Cla ao ao -
2.3(30) 

Passando agora para a notação indicial: 

2.3(31) 

Colocando agora Dk~ em evidência: 

a v 
pq 8CJ] 

2.3(32) 
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Mas, 2.3(33) 

e, representando como vetores: 

2.3(34) 

2.3(35) 

[
a+Y]T = [ aY aY aY aY aY aY JT 
a 0 a 0 1 1 a 2 2 a 0 3 3 8 0 1 2 -a 0 1 3 a 0 2 3 

2 . 3 ( 3 6 ) 

Substituindo 2.3(33) ate 2.3(36) na 2.3(32): 

+ + T 
e [aYJ [aYJ e M -"0 ·,-::;:0 M + 

,.. +o_ +O';;!. _ } [DJ 

[~~] T [~~] +H 

2 . 3 ( 3 7 ) 

Onde a parcela entre chaves indica a matriz consti­

tutiva elastoplãstica, nota-se que a matriz constitutiva da 

2.3(37) e semelhante ao do caso de pequenas deformações e que 

na verdade a 2.3(37) no caso de pequenos deslocamentos sere 
- - + -r + 

duz a equaçao correspondente, substituindo T* por 0 e D 
-r 
E • 

2.4 - Principio Variacional 

Utilizando a configuração deformada pode-se mostrar 

que a equação de equilibrio de um corpo em movimento e l26l,lsl: 

2.4(1) 

Equação que expressa a 1ª lei de Cauchy do movimento. 

Para o caso deste trabalho o equil1brio ê estãtico, 

portanto, v= O (aceleração igual a zero), o termo p b repre­

senta uma força por unidade de volume, ou seja, b representa 

as forças por unidade de massa. 

Com estas considerações a equação 2.4(1), torna-se: 



íl.o+B =O ou 
dO .. 
__]__!_+ p b. =o 

1 ax. 
J 
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2.4(2) 

onde B representa as forças por unidade de volume 

Utilizando-se a configuração indeformada como refe­

rência, a equaçao de equilibrio estãtico fica: 

ar .. 
í7 ·I + Po ~o = O ou J 1 +p b =0 -- o o; 

ax. 
J 

2.4(3) 

Onde r ou r .. representa o primeiro tensor de Piola Kirchhoff. 
1 J 

Derivando a 2.4(3) em relação ao tempo t: 

ar .. 
__J__!_ + Po bi 
ax. 

J 

o 2.4(4) 

Utilizando-se para configuração de referência a con­

figuraÇão no tempo t, a 2.4(4), torna-se: 

ar .. 
_l,l + n. = o 
ax. 1 

J 

2.4(5) 

Onde 8. = pb o 

1 1 
2.4(6) 

Multiplicando por um campo de veloçidades cinemati-

camente admissivel o v e integrando sob r e o volume v , fi c a: 
~ 

. 
ar .. 

f { (-1_J + B. ) o v o } dv = o 2.4(7) 
1 1 v ax· 

J 

ar .. 
Como __ J_1 ov. = (r .. o v o ) o - r .. ov. 2.4(8) 

ax. 1 J 1 1 'J J 1 1 , j 
J 

e, usando o teorema da divergência: 

f (r .. ov.) . dv =f. n· r .. ov. ds =f f. !\v. ds v J 1 1 , J s J J 1 1 s 1 '" 1 

2.4(9) 

Onde f.= n. r .. representa a carga por unidade de superfi-
1 J 1 J 

c i e no tempo t. 
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Usando a 2.4(8) e 2.4(7) torna-se: 

f T .. ov .. dv =f [(r .. ov.) . + 8. ov.J dv v J1 1,J v J1 1 ,J 1 1 
2.4(10) 

Substituindo a 2.4(9) na 2.4(10): 

f T .. ov .. dv =f f. ov. ds +f B. ov. dv 
v J1 1,J s 1 l v l l 

2.4(11) 

ou, lembrando 2. 1.2(1 ): 

f t.. o (L .. ) dv = f v J1 1J s 

. 
f. ov. ds +f B.ov. dv 

l 1 v l l 
2.4(12) 

Substituindo a 2.1.5(19) na 2.4(12), para obtermos 

a propriedade de indiferença referencial: 

f (T~.- O.k ok.- CJ.k Dk.) ol .. dv =f f. ov. ds +f B. ov. ds v Jl J 1 J 1 lJ s l 1 v 1 1 

2.4(13) 

Usando a 2.1.2(2), o primeiro termo da 2.4(13), fi­

ca, passando para a notação matricial: 

fv [tr(::*oQ)+tr(_:s*o~)- tr(Q 2 o o+ O o o D +o D oO+ort 
•J 

2.4(14) 

Mas, pode-se mostrar que: 

tr (::* o ~) = O 2.4(15) 

2.4(16) 

2 trf~o(1T~)J =tr(Qo oQ)-tr(Qo o~l+oDoO+ort 6r2) 

2.4(17) 

Usando as expressoes 2.4(14) ate 2.4(17), pode-se 

reescrever a 2.4(13), como: 



2.4(18) 

A existência de um potencial de taxas elastoplãsti­

cas para um par de variãveis conjugadas de trabalho !241, 

1201' e assegurada pela existência de um potencial de taxas 

de trabalho elãstico e por uma lei de normalidade, como a equ~ 

ção 2.1.6(19), para a deformação plãstica 1191, 1241. 

Foi demonstrado por Mac Meeking 1241 que, a equação 

constitutiva elãstica 2.2(1) e aproximadamente derivada de 

um potencial de trabalho elãstico e que a aproximação e vãlida 

enquanto as deformações elãsticas forem infinitesimais. Este 

e o caso enfocado neste trabalho. 

ConseqÜentemente, a minimização da 2.4(18), fornece 

uma equação cuja solução e também uma solução aproximada do 

problema elastoplâstico. 
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CAPTTULO 3 

FORMULAÇAO DO PROBLEMA, MtTODO DE SOLUÇ7'i0 

3. l - Particularização do Princípio Variacional para Aplicação 

em Elementos Finitos 

Reescrevendo a 2.4(18) em forma matricial: 

pode-se mostrar que: 

~ tr [~ o (2 D Q)J = 2 tr (Q o oº) 

2 
tr [~o (~T ~)J = tr (~To o~) 

A 3.1(1) fica, então: 

3.1(2) 

3.1(3) 

fv {tr(~* oQ) + tr [~T ~o~- 2 º ~ oQ]} dv = fs! oy_ ds + fv ª ov dv 

3.1(4) 

com L. . = u. . 
1 J 1 'J 

3.1(5) 

Considerando que a integral sobre todo o volume do 

corpo pode ser aproximada por uma soma de integrais sobre ovo 

lume de elementos, pode-se obter uma matriz de rigidez elemen-
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tar, como se segue: 

ou 3.1(6) 

Aqui a velocidade u estã representada em cada eta­

pa pelas funções de forma, agrupadas na matriz N, e o 1ndice 

superior "e,Q," significa elementar. 

E, de forma anãloga: 

-+ -te,Q, . e 9v 
D = B u ou o. B .. u. 3.1(7) 1 1 J J 

-+* 
-+ 

T = M D ou T"!" M .. D. 3.1(8) 
1 1 J J 

onde M e a matriz constitutiva e -B e a matriz que relacio-

na deformações com deslocamentos. 

As expressões 3.1(6) ate 3.1(8), estão sob a forma 

de v~tores, assim a 3.1(4), deve ser colocada sob a mesma for­

ma. 

f { ( cS D. T "!'") + [ cS L l . a. . L l . - 2 o Dl . a. . D .. J + e,Q, 1 1 1 1J J 1 1J 1J v 

L21. a .. L2 .- 2 cS 02 . a .. o2 .l + 
1 J J 1 1 J J 

+ [o_ L3i aij L3j - 2 oD3i aij o3jJ} dv = fsex f; ou; ds + f ver;, IT; ou; dv 

3.1(9) 

onde Lli, L2i e L3 i representam a primeira, a segunda e a 

terceira linhas de Lij respectivamente. Da mesma forma o1;, 

o2i e o3j representam a primeira, a segunda e a terceira li­

nhas de D ... 
1J 
Usando a 3.1(5), 3.1(6) e 3.1(8) na 3.1(4): 

+ ou 2 . a .. u2 . - 2 cSD2i a .. D2j + oÜ3 . (} .. u3 . -
' 1 1J ,J 1 J ' 1 lJ ,J 

- 2 oD3i D3j]} 
. e r;, 

f. ds +f oÚ~9, N .. 8. dv 3.1(10) a .. dv = f oU. N .. 1J se,Q, 1 1J 1 ve.Q, 1 1J 1 

35 



36 

Segundo a 3.1(6), pode-s e escrever: 

N 1 . k 
. e~ 

3.1(11) u 1 k = u. 
' J ' J 

N2. k 
. e~ 3.1(12) u2 k = u. 

' J ' J 

. . e~ 
3.1(13) u3,k = N 3. k u. 

J ' J 

Substituindo as 3.1(11) ate 3.1(13) na 3.1(10): 

oÜ~ 
1 

(J n N · · f· ds + f n N · . B · d V) seh 1J 1 veh 1J 1 

3.1(14) 

Chamando: 

• e~ 
f N .. f. ds f N .. IL dv p . = + 1 e.Q, 1 J 1 e.Q, 1 J 1 

s v 
3.1(15) 

alterando a 3.1(7) da seguinte forma: 

O~ 1 o, i [o,, o, 2 01 3] T B ~ ~ . e 9, 
= = = u. 

1 1 J J 
3.1(16) 

0~2 02; [ 021 022 023 J T B~~ . e 9, 
= = = u. 

1 1 J J 
3.1(17) 

0~3 = 03i = [O 31 032 03 3 J T = B ~~ u~ ~ 
1 1 J J 

3.1(18) 

e ' representando: 

Nlp 

N = N2p 3.1(19) 

N3p 



onde p representa as colunas de N ' tem-se: 

-1 
[ N 1 . J N. = 

.JP p 'J 
3.1(20) 

-2 
[N 2 . J N. = 

JP p 'J 
3.2(21) 

-3 
[N 3p ') N. = 

J p 3.2(22) 

1 2 ul -2 -3 c o m j = , , 3 , i n di c ando o num e r o da 1 i n h a de ~~ , N e N 

respectivamente. 

Com as expressões 3.1(15) atê 3.1(18) e 3.1(20) atê 

3.1(22), a 3.1(14) voltando ã notação matricial pode ser rees 

c ri ta: 

~*2 + (~3) T 0 ~3 _ 2 (~*3) T 0 ~*3]} dv (jet _ Pet] 0 

3.1(23) 

Como as variações podem ser arbitrãrias a expressao 

entre colchetes deve anular-se, assim a 3.1(23) fica: 

·e t p 3.1(24) 

onde a integral de volume representa a matriz de rigidez ele­

menta r. 

Na expressão 3.1(24) pode-se distinguir duas parce-

1 as: 

a) T f et ~ M 8 dvc:: 3.1(25) 
v 

-correspondente a matriz de rigidez para pelJuenas deformações e 

b) 3.1(26) 

correspondente ã matriz geométrica, que leva em conta o estado 
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de tens~es a que o elemento estã submetido no inTcio do passo. 

Pode-se dar uma formulação simples ao problema fazen 
do: 

3.1(27) 

com isto a 3.1(24) pode ser escrita como: 

3.1(28) 

Fazendo o somatõrio sobre todos os elementos: 

3.1(29) 

onde NeQ, representa o numero de elementos. Tem-se, ao nT­
vel de corpo: 

~T U = p 3.1(30) 

Integrando ao longo do tempo: 

f t d ~T U t 3.1(31) 
o 

3.2 -Método Utilizado na Solução do Problema Não Linear 

Uma forma simples de integrar a 3.1(31), e manter a 

matriz de rigidez, ~T' constante durante um intervalo llt=t2-t1, 
obtendo: 

tl t2 t2 
~T ft u dt = 

ftl 
p dt 

1 
3.2(1) 

donde: 
tl t2 t 

J5T [!! J t = [ p J 2 
1 - t 1 

3 . 2 ( 2 ) 

Fazendo: 

t 
llU = [ u J 2 

-n - tl 
3.2(3) 

e: 
t 

6 ~n [P] 2 
~- t 1 3 . 2 ( 4 ) 

obtem-se: 
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' 

= 6P 
--n 3.2(5) 
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o processo descrito corresponde a integrar a 3.1 (30) pelo me­

todo- de Euler, assim 6~n representa o acréscimo de carga e 

6U o correspondente acréscimo de deslocamentos para o passo -n 
n da solução. 

Solucionando-se o sistema em 3.2(5) para um dado 

6P , conhecidas as condições de tensões e deslocamentos no inl -n 
cio do passo, obtem-se um 6U . Com 6U , lembrando 3. 1(7) e -n -n 
3.1(8), tem-se: 

-+* T 
·et 

= M B U ou T~ = 
1 

M .. B. 
1J JP 

3 . 2 ( 6 ) 

Lembrando a definição de~. item 2.1, pode-se obter 

uma B~ de forma semelhante ao que foi feito na 3.1(7), assim: 

-+ B~ ue t ~ u~ 9, ~ = ou ~~ . = B .. 
1 1 J J 

3.2(7) 

onde 

-+T 
[ ~ ll 

l 

~ = ~22 ~33 ~12 ::"113 ::"1231 
~ 

3.2(8) 

Mas, pela 2.1 .5(7): 

0 = T* + ~ 0 3 . 2 ( 9 ) 

Integrando a 3.2(9) entre os tempos t 1 e t 2 , cor­

respondentes ao in1cio e ao fim do passo n, obtem-se: 

3.2(10) 

Para integrar-se aproximadamente a 3.2(10), mantem­
se B, Me B~ constantes durante o passo n. O acréscimo de 

tensões, com esta simplificação, fica dado por: 

3.2(11) 

onde 

3.2(12) 



3.2(13) 

3.2(14) 

onde 6Ue 1 pode ser obtido a partir de 6~n· Com a 3.2(11), 

pode-se obter o valor das tensões no final do passo n: 

::!n+ l = o + 6o -n ~- n 3.2(15) 

e o valor dos deslocamentos e cargas no final do mesmo passo: 

U = U + 6U -n+l -n -n 3.2(16) 

P = P + 6P -n+l -n -~n 
3.2(17) 

Em cada início de passo deve-se atualizar as matri­

zes _ §, ~T e no caso de pontos plastificados a matriz cons-

titutiva elastoplãstica Mep A geometria alterada e levada 

em conta na matriz B que, por sua vez altera ~T· O estado de 
tensões do início do passo e levado em conta na parte geomé­

trica da matriz ~Te na matriz constitutiva elastoplãstica se 

for o caso de ponto sofrendo deformação permanente. 

Devido ao fato de serem impostos deslocamentos fini­

tos, a solução incremental representada pela 3.2(16) e 3.2(17), 

vai se afastando progressivamente dos resultados corretos. Uma 

maneira de melhorar os resultados ê fazer uma verificação e 

correção do equilíbrio em cada etapa, mantendo as caracterís­

ticas geométricas e de tensão do início do passo, ou seja, 

mantendo as matrizes ~e ~T constantes. 
Para se obter uma expressão do equilíbrio que possa 

ser usada em um programa computacional, serã utilizada a equa 

çao do equilíbrio de Cauchy: 

ao .. 
J 1 

ax. 
J 

+ p b. 
1 

= p 
dv· 1 

dt 
3.2(18) 

Multiplicando-se a 3.2(18), por um campo de veloci­

dades cinematicamente admissível e integrando sobre o volu­

me, considerando o equilíbrio estãtico, fica: 
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fv [(aoji + Bi) ovil dv =O 
dx. _j 

J 

como foi feito no item 2.8. 

Mas: 

ao .. 
__ J_1 o v. = 

1 a x . 
J 

(o .. ov.) . -o .. 
J1 1 ,J J1 

o v. . 
1 ' J 

3.2(19) 

3.2(20) 

Com a 3.2(20), vai ser integrada sobre o volume, po­

de-se aplicar o teorema da divergência: 

f ( o .. ov.). dv =f n· o .. ov. ds =f f. ov. ds 
v J1 1 ,J s J J1 1 s 1 1 

3.2(21) 

onde f. = n· o .. sao forças por unidade de superf1cie. 
1 J J 1 

Usando a 3.2(20) e 3.2(21 ), a 3.2(19) pode ser escri 

ta como: 

f o .. ov .. dv =f f. ov· ds +f B. ov. dv v J1 1 ,J s 1 l v 1 1 
3.2(22) 

Lembrando a 2.1.2(1): 

f o .. oL .. dv = f f. ov. ds + f B. 6v. dv v J1 1J s 1 1 v 1 l 
3.2(23) 

Mas, lembrando a 2.1.2(2), L= O+ Si 

o(D .. +Si .. ) dv = f f. 6v. ds + f B. ov. dv 
1J 1J s 1 l v 1 1 

3.2(24) 

como o .. 6:J .. = O e colocando sob a forma de vetores como 
J 1 1 J -

foi feito anteriormente: 

f o. ao. v 1 1 
dv = f f. o v. s 1 1 

ds + f B. o v. dv v 1 1 
3.2(25) 

Fazendo a divisão do corpo de elementos, como foi 

feito anteriormente, aplicando a equação 3.2(25) para um ele­

mento e lembrando a 3.1(6) e 3.1(7): 
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o ü~ 9- f B .. a. dv = oü~9- [f e 9- N .. f. ds + f N .. B. dv J J v e 9- 1 J 1 J 1 J 1 e 9, 1 J 1 s v 

3.2(26) 

Chamando de pe9 - entre colchetes a expressao no se-

gundo membro da 3.2(26): 

[f BT a dv 
e9-v 

como a variação oÜe,Q_ e arbitrãria: 

f BT a dv = Pe9-
e9-v 

o 3.2(27) 

3.2(28) 

A 3.2(28) estabelece em um tempo t o compromisso de 

equilibrio entre as tensões e as forças aplicadas no elemento. 

Para todo o corpo tem-se: 

3.2(29) 

onde P representa o vetor de cargas compativel com o estado 
-a 

de tensões e com a geometria atual do corpo. 

Ao mesmo tempo, pela 3.2(17), ~n+l corresponde ã so 
matõria dos 6P. aplicados passo a passo. 

-1 

Devido ã aproximação mencionada P e P nao se--o -n+l 
rao iguais. Para executar uma correção calcula-se a diferença: 

~res = ~n+l - ~o 3.2(30) 

e, a seguir calcula-se a norma dos vetores ~res e ~o como a 
soma dos quadrados de suas componentes e faz-se a comparação 

entre ambas. 

Caso 

(tolerância) x 1!~ 0 11 < li~resll' 3.2(31) 

faz-se uma iteração, conservando as caracteristicas do in1-

cio do passo, da seguinte forma: 

6u -res 
p 
- res 3.2(32) 
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Com a 3.2(32) calcula-se 6u e sao ajustados os --r e s 
valores de deslocamentos, tensões e coordenadas. Com estes no 

vos valores de coorden~das e de tensões 

mente a 3.2(29), calcular-se novos 

mais uma vez, iterando ate que: 

p 
~re s 

pode-se aplicar nova­

e aplicar a 3.2(31) 

(tolerância) x 11 P I!> IIP 11 
~o ~res 

3.2(33) 

Pode-se visualizar de modo mais claro o procedimento 

descrito observando a figura 6, que representa o ajuste descri 

to para um caso de tração simples. 

- - --~-. ___.. Solução de equihbrio 
, r ___.. ~Solução exato 

~re . ~~~~ 

~p 
1-0'z. 

u .... 

Figura 6 

Chamou-se de solução exata aquela obtida quando 
tem-se uma malha de elementos finitos com elementos infinita­

mente pequenos e com acréscimos de carga infinitamente pe­
que nos . 
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CAP1TULO 4 

CARACTER1STICAS FUNDAMENTAIS DO PROGRAMA 

Neste capitulo serao vistos diversos aspectos do pr~ 

grama computacional, começando com os tipos de elementos im­

plantados e a obtenção de suas matrizes de rigidez, depois , 
comentando sobre o ajuste na espessura de elementos de estado 

plano, sobre a solução do sistema, e outros aspectos particula 

res do programa, encerrando com um macro diagrama de blocos do 

procedimento executado pelo computador. 

4. l - Tipos de Elementos Empregados 

Como jã foi visto no item 3.1, as relaç"ões de equi­

librio foram particularizadas para uma aplicação de elementos 

finitos, obtendo uma equação do tipo: 

~T U = p 4.1(1) 

Para solução deste problema usando o metodo dos ele 
mentos finitos, foram implantados alguns tipos de elementos: 

a) Triângulo linear: 

Na solução de: 

Estado plano de tensões - EPTL 

Estado plano de deformação - EDTL 



y 

k 

-+-----------------.. 

Figura 7 

b) Quadrilãtero isoparametrico linear: 

y 

k 

Figura 8 

Na solução de: 

Estado plano de tensões - EPQL 

Estado plano de deformações - EDQL 

SÕlidos axissimetricos - AXQL 

c) Tridimensional isoparametrico linear: 

45 

X 
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z 

-:>1"--------------__..y 

X 

Figura 9 

Os elementos triangulares e os quadrilãteros possuem 
todo5 os dois graus de 1 iberdade por no u e u , enquanto 

X y 
que o elemento tridimensional possue tres graus de liberdade 

por no ux, uy e uz. 
As funções de forma para estes elementos citados e 

outros caracteristicos podem ser encontrados na bibliografia 

I 3 I , 13s I · 

4.2 - Obtenção da Matriz de Rigidez do Elemento 

A matriz de rigidez elementar ê calculada segundo o 

exposto no item 3.1, onde foi obtida uma expressao do tipo: 

f (?. T M B + Ni T a Ni - 2 B* i T 9: ~*i) dv ~T = ! + ~s = v - - -

4.2(1) 

No elemento triangulo linear, tem-se um estado de 

tensões que ê constante em todos os pontos do elemento, por is 

to as matrizes B, M, 

da matriz de rigidez 4.2(1), 

e que compoem a expressao 

sao constantes no interior do 

elemento. Assim, quando se faz a integração sobre o volume p~ 

de-se definir a matriz de rigidez como: 

4.2(2) 
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onde v e o volume do elemento. 

Para o quadrilãtero isoparametrico linear, em probl~ 

mas de sõlidos axissimetricos, e necessãria uma alteração na 

expressão 4.2(1), para aplicação da integração numérica, fa­

zendo: 

dv = 2nR dA 4 . 2 ( 3 ) 

Com o uso desta substituição a 4.2(1) fica: 

(~T -i T Ni ·T 
~*i ) KT = 2n JA M B + N a - 2 B * 1 a R dA - - -

4.2(4) 

Para todos os elementos foi usada a integração nu­

mérica de Gauss. Nos quadrilãteros foram usados dois pontos 

de integração em cada direção, com isto tem-se a vantagem de 

ter funções de peso de valor l, simplificando a integração nu­

meri€a. 

4.3 - Atualização da Espessura de Elementos de Estado Plano de 

Tensão 

Quando temos grandes deformações plãsticas em estado 

plano de tensões, alem da atualização da geometria, levada em 

conta na matriz B e K , e interessante considerar a variação - .... s 
que sofre a espessura do elemento ao longo de um processo de 

deformação 113 I. A maneira mais correta de se levar em conta 
esta variação e usando elementos tridimensionais o que, pelo 

tempo de computação que estes elementos consomem na anãlise, 

torna-se bastante dispendioso. 

Optou-se então por atualizar a espessura, nos ele­

mentos de estado plano de tensões. Para elementos quadrilãte­

ros atualiza-se a espessura em cada ponto de integração, resul 

tando que pontos de um mesmo elemento possuem espessuras dife­

rentes no processo de carga. Nos elementos triangulares de de 

formação constante a espessura e atualizada no centro do ele­

mento considerando-se a mesma uniforme no interior do elemento. 

O cãlculo das espessuras nos pontos de integração 

cria certas descontinuidades, porem tais descontinuidades pa­

recem coerentes com a filosofia do mêtodo dos elementos fini-
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tos I 21 I . 
Par a um elemento, pode-se escrever que: 

x, = AlO + All xl + Al2 Xz 4.3(1) 

xz = Azo + A21 xl + A22 Xz 4.3(2) 

x3 = A30 + A33 x3 4.3(3) 

Com X. e x. representando as coordenadas materiais 
1 1 

e espaciais respectivamente, e A .. representando funções do 
1 J 

tempo. 

Assume-se que: 

Onde T
0 

cia e T a espessura 

ra cada elemento. 

4.3(4) 

e a espessura na configuração de referên­

na configuração atual. A33 e constante p~ 

Lembrando a 2. l .2(3) pode-se calcular o gradiente 

de deformações F e sua derivada F 

o 

F = o 4.3(5) 

o 

o 
. 
F = o 4.3(6) 

o o 

Pela 2.1.2(9), - 1 
L = ~ ~ , então: 
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o 

L = o 4.3(7) 

o 

e, sua parte simetrica 2.1 .2(3): 

o, 1 o 

o = o 4.3(8) 

Desde que se usa como configuração de referência, a 

configuração no fim do incremento anterior, tem-se: 121 I 

= = 
T 

T 

Pode-se integrar a 4.3(9), para um intervalo 

4 . 3 ( 9 ) 

6t = ti+l - ti, que corresponde ao incremento de carga consi­

derado, e, mantendo ainda o33 constante no intervalo tem-se: 

4.3(10) 

Onde T(i+l) e a espessura atualizada a partir da 

espessura T(i) e do valor de 033 . 

Como foi visto no item 2.1.8, D = oP +De, portan-- -
to o33 tem uma componente elãstica e uma componente plãsti-

ca, que podem ser calculadas como se segue: 

= 4.3(11) 

A partir da lei constitutiva elãstica, item 2.2, com 

T* definido COmO no item 2.1.5, e Onde \! e O COeficiente de 

Poisson, E e o mÕdulo de Young. 

E a componente plãstica ê calculada como: 
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4.3(12) 

Jã que (tr Qp) = O, item 2.1.6. 

4.4 - Solução do Sistema 

Para a solução do sistema exposto em 4.1, utilizou­

-se o metodo de Banachievicz-Crout para matrizes simétricas, 

ou método de fatoração tripla, exposta em suas linhas gerais 

na referência ll4J. 
Este metodo e de fâcil implantação em um programa 

computacional inclusive com a possibilidade de utilização da 

propriedade de banda da matriz de rigidez total do sistema. 

Convem lembrar que a decomposição sô altera a matriz 

de rigidez, o que possibilita uma fâcil resolução para um novo 

vetor de cargas, uma vez que a matriz de rigidez decomposta e~ 

teja armazenada. Esta caracteristica citada ê importante quan 
j 

do se observa que o ajuste do equilibrio consiste precisamente 

em uma nova solução, mantendo a matriz de rigidez e substitui~ 

do-se o vetor de cargas pelo vetor de cargas residuais. 

4.5 - Critério de Plastificação e Descarga dos Elementos 

4.5. 1 - Criterio de plastificação 

Para a consideração da plastificação dos elementos 

sera utilizado o criterio exposto por Cherobim I 4 I' que e ba­

seado no critério introduzido por Nayak e Zienkiewicz J29l, o~ 

de o elemento fica caracterizado pelos seus pontos de integra­

ção. Com esta consideração um elemento pode ter tres estados 

possiveis quanto ã plastificação de seus pontos: o elemento p~ 

de estar, totalmente elãstico com todos os seus pontos de int~ 

gração elãsticos, parcialmente plastificados quando alguns, 

mas não todos, de seus pontos estão plastificados, e totalmen­

te plãstico quando todos os seus pontos estão plastificados. 

Considera-se plastificado o ponto que satisfaz a 

2.1.6(1), porem, como se estã utilizando um programa de comp~ 

tador que utiliza incrementos, podemos melhorar a eficiência 

do programa definindo uma faixa de plastificação que conside­

ra os pontos cujos estados de tensões estiverem em uma certa 
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regiio pr5xima ~ superflcie de escoamento. 

Lembrando o critério de von Mises, o ponto de inte­

graçao e considerado plãstico quando: 

4.5.1(1) 

-Onde fp e um escalar menor que l que caracteriza 

a faixa de plastificação (fp e assumido igual a 0,1 caso nao 

seja especificado como dado de entrada), e Ofo e a tensão de 

escoamento do material obtida em um ensaio uniaxial de tração. 

4.5.2 - Criterio de descarga 

Para a aplicação do critério de descarga visto em 

2.1.7.3, pode-se alterar a equação 2.1.7.3(3), de modo a tornã 
-la mais adequada ao programa computacional. 

Lembrando a 2.1 .7.3(3): 

a v 
ao .. 

1 J 

o .. < o 
1 J 

na descarga 4.5.2(1) 

No critério de von Mises, com endurecimento isôtro­
po, tem-se: 

a v 
ao .. 

1 J 

onde o~. 
1 J 

2.1.7.1(2) 

a v a o~ . 
3 

= 1 J = o ~ . k o~ . 
ao~ . ao .. 2 13/2 o!. 1 J 1 J o .. 1 J 1 J 1 J 1 J 

e o tensõr desviador de tensões definido em 

e k e um numero positivo. 

Lembrando 2.2(14) 

~ .. = 2)1 D .. + À o .. Dkk + r2
1
.p o . - o. r2 . 

1J 1J 1J PJ 1p PJ 

Substituindo 4.5.2(2) e 4.5.2(3) na 4.5.2(1) 

4.5.2(2) 

4.5.2(3) 

k o~ . ( 2)1 D. . + À o. . Dk k + r2. o . - o. r2 . ) < O 
1J 1J lJ 1p PJ 1p PJ 

Na expressao acima tem-se: 

o~ . 
1 J 

n. o . - o. í2 . 
1p PJ 1p PJ 

4.5.2(4) 

= o 4 . 5 . 2 ( 5 ) 
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e ainda: 

4.5.2(6) 

Assim, a condição de descarga fica reduzida a: 

o~. D .. < O 
1 J 1 J 

4.5.2(7) 

4.6 - Algoritmo de Solução 

4.6.1 - Cãlculo ate a plastificação do primeiro ponto 

O programa realiza vãrias etapas elãsticas a comando 

do usuãrio antes de plastificar o primeiro elemento ou ponto 

de integração. Para que sejam obtidas estas etapas antes da 

plastificaçao, procede-se da seguinte forma: 

a) Arbitra-se um vetor de cargas iniciais P, com componentes 

apliçados nos nõs nas direções desejadas, ou arbitra-se um ve­

tor de deslocamentos prescritos que serve como carregamento 

inicial. 

O carregamento inicial arbitrado serã resolvido de 

forma elãstica linear. Com isto sao obtidas as tensões e des­

locamentos elãsticos, bem como as tensões equivalentes corres­

pondentes. 

b) Calcula-se em cada ponto a relação: 

r e = 4.6.1(1) 

onde Ofo e a tensão de escoamento no ensaio de tração sim­

ples e oeq e a tensão equivalente do ponto (para o critério 

de von Mises oeq = 13/2 o!. o!. ) 
1 J 1 J 

Seleciona-se o menor dos re (re . ), e para se ob­mln 
ter ~ma anãlise elãstica em vãrias etapas calcula-se: 

re . = re . m1n m1n 4.6.1(2) 
n 

onde n e o numero de etapas desejadas. Convem lembrar que e2_ 

te numero de etapas pode não ser alcançado ou pode ser ultra-
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--passado, se o problema for fortemente nao linear 

se elãstica, pois a primeira anãlise foi feita 

tico linear. 

ainda na fa­
de modo elãs-

Multiplica-se este novo re . pelas tensões, deslo-mln 
camentos e cargas de (a). Feita a multiplicação, o novo vetor 

de incremento de cargas ou de deslocamentos prescritos sera 

o vetor inicial de (a) multiplicado pela relação re . m1n A 

partir da1 

cação do 19 

gas ou de 

realiza-se um processo incremental até a plastifi-

ponto, usando o mesmo vetor de incrementos de car­

deslocamentos prescritos. 

c) Toma-se o mesmo vetor de incrementos calculado em (b) e se 
resolve: 

4.6.1(2) 

d) Com a solução da 4.6. 1(2), pode-se calcular os acréscimos 

de deformações e tensões. Com os acréscimos atualizam-se os 

arra~jos de tensões, deformações e deslocamentos totais. Com 

as tensões totais pode-se calcular os novos valores de ten-

sões equivalentes e novos re. Se o valor de 

que retorna-se ã anãlise como em (c). Se 

re . m1n ê maior 

re . for menor m1n 
que deve-se calcular um R que leve ã plastificação o primei 

ro ponto, porem isto e feito usando o critério de escoamento. 

O cãlculo deste R seguirã a mesma formulação que serã dada p~ 

ra o primeiro controle do item 4.6.2. 

4.6.2 - Escolha dos incrementos na fase elastoplãstica 

Depois de plastificado o primeiro ponto, o novo in­

cremento de carga serã dado por uma fração de carga de plasti­

ficação, ou por uma fração do deslocamento prescrito que plas­

tificou o primeiro ponto. 

A escolha desta fração serã a criterio do usuãrio e 
feita através de um comando na entrada de dados (se não for 

dado, serã assumido igual ao incremento elâstico). 

Mas e necessãrio um fator que controle o tamanho des 

te incremento, que e o fator R. No caso de pontos elãsticos, 

R representa o fator que deve multiplicar os incrementos de 

carga, deslocamentos e tensões deste ponto para que seja alcan 

çada a plastificação. Isto e feito na ultima etapa elãstica, 

pois naquela etapa existem pontos que devem alcançar a plasti-
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ficação. Para pontos elastoplãsticos com vãrias retas no seu 

diagrama tensão-deformação logaritmica, o fator R multiplica­

do pelos vetores de incremento leva ate o ponto onde muda a in 

clinação do diagrama, ou seja, no ponto onde se deve usar ou­

tro valor para o endurecimento. 

Alem deste primeiro controle, que faz com que um po~ 

to caminhe sobre o diagrama tensão-deformação fornecido, devem 

existir outros, destinados a evitar que se tenha um incremento 

muito grande, o que serã visto no final deste item. 

Para o cãlculo de R segundo este primeiro critério, 

deve-se considerar o acréscimo 6o, ocorrido nas tensões o de­

vido ã aplicação de um 6~. O valor de R deve multiplicar os 

vetores 6o e .6P para alcançar a plastificação em pontos elãs 

ticos (of ), ou a tensão equivalente que corresponda ã mudànça o 
de inclinação na curva tensão-deformação fornecida. 

Com estas considerações no critério de von Mises, a 

2.3.1 (1) torna-se: , 

2 2 2 
(ox + R .6ox) + (oy + R .6oy) + (oz + R .6oz) - (ox + R 6ox) (oy + R /wy) + 

- (o + R .6o ) ( oz + R .6oz) - (o + R .6o ) ( oz + R .6o ) + 3 l (o + R .6o ) 2 + y y x x z L xy xy 

4.6.2(1) 

onde of representa aqui o prõximo valor de tensão para o 

qual a curva tensão-deformação do ponto, muda sua inclinação, 
e representa o valor da tensão equivalente de escoamento 

(of
0

), para pontos elãsticos. 

Desenvolvendo a 4.6.2(1), pode-se tirar o valor de 
R: 

R - B ± /s2 - 4AC 4 . 6 . 2 ( 2 ) 
2A 

onde 

A .6o 2 .6o 2 .6 2 .6o .6o h. o .6oz ~~o = + + oz - i\ o + 
X y X y X y .. z 

3 .6o2 3 2 
3 .6o 2 4.6.2(3) + + .6 ° X Z 

+ xy yz 



B = 

- o X 6oz -

c = 

e , 
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2 o 6o + 2 o 6o + 2 oz 6o o l\ (} - o 6o -
X X y y z X y y X 

oz 6o - o 6o - o 6o + 6 o 6o + 6 0xz ÔOXZ + 6 o 6oyz X y z z y xy xy yz 

o 
2 2 2 + o + o -X y z ox o ox y oz -

2 
- o 

f 

o oz + y 

Ainda pode-se dizer que, da 2.3.1(1): 

2 2 
C = o - of eq 

Da 4.6.2(6) conclui-se que: 

4.6.2(4) 

3 2 
o + xy 

4.6.2(5) 

4.6,__2(6) 

4.6.2(7) 

A> O, 4.6.2(8) 

e da 4.6.2(7), como o ponto estã sendo carregado: 

c< o. 4.6.2(9) 

Mas, a 4.6.2(4) pode ser escrita como: 

+ 2 o 6o 
1 o 6ox 

1 
6o - - o 

yz yz 3 
y 3 z X 

1 1 6o 1 6o 1 ' J 4.6.2(10) --o 6o - - o - - o - J Oy üOZ 3 X y 3 z y 
3 X z 

ou ainda: 

+ 2 6o + 2 oyz 6o 
1 

6ux 
1 

ÔCi -o - - o - -- o 
xz xz yz 3 y 3 z X 

1 6o 1 6o 1 6o 1 
ôozj 4 . 6 . 2 ( 1 1 ) - - o - - o - - o - - o 

3 X y 3 z y 3 X z 3 y 



que pode 

8=3 [ox 

a 
3 

ser mais uma vez rearranjada como: 

D.a + a D.a + a D.a z z + 2 a D.a + 2 a 
XZ 

!':,c; 
xz X 

X 
D.a 

y y xy xy 

1 
6ax D.ox 6o -a - az - ox X 3 y 3 3 y 

- l a D.a _ _l a D.a _ _l a 6a _ _l a 6o
2
j 

3 Z y 3 X Z 3 y Z 3 Z 
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+ 2 a 6a yz yz 

1 6o --o 
3 y y 

4.6.2(12) 

Observando a 4.6.2(12), pode-se separã-la em duas 

parcelas, compostas de produtos matriciais, da seguinte forma: 

[ 
1 l 

B = 3 a .. D.a .. --o .. okk D.a .. J 
1J 1J 3 1J 1J 

colocando D.a .. em evidência: 
1 J 

Lembrando a 2.1.7.1(2): 

B=3o~.6o .. 
1 J 1 J 

6a .. 
1 J 

4.6.2(13) 

' 4.6.2(14) 

4.6.2(15) 

Mas, lembrando a 4.5.2(2), 3Y/3o .. = (3/2o )o~., P9_ 
1J eq 1J 

de-se alterar a 4.6.2(15), da seguinte forma: 

B = 

ou seja: 

B = 

3 la:Y. 2o3eq] 6a .. 
1 J 

1 J 

2 a eq 
3Y 

êJa . . 
1 J 

D. a . . 
1 J 

4.6.2(16) 

4.6.2(17) 

No procedimento incremental adotado, resolve-se em 

cada passo um problema do tipo linear. Portanto, pode-se es­

crever D.g_ = g_ D.t. Como 6t e aeq são positivos, o sinal de 

B e dado pelo termo êJY/'ôa .. a .. , que e o critério de descarga 
1 J 1 J 

(item 4.5.2). Logo, enquanto o ponto se manter na região elas 

toplãstica (carga) tem-se B >O. 
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Tomando-se a 4.6.2(2) e, observando as 4.6.2(8) e 

4.6.2(9), tem-se: 

R = 
- B 

;-z-----­
± /B + 4AICI 

2 A 
4.6.2(18) 

onde as barras verticais indicam valor absoluto. 

Mas, observando a 4.6.2(18), conclui-se que: 

> I B I 4.6.2(19) 

Pelo que foi dito anteriormente B >O, e como R< O 

nao faz sentido, a 4.6.2(18) fica: 

R = - B + /s 2 - 4A C 

2A 
4.6.2(20) 

i A 4.6.2(20) fornece o valor de R para um ponto el~s 

tico·ou para um ponto elastopl~stico com vãrias retas no seu 

diagrama tensão-deformação. Para evitar que se tome para R 

um valor muito grande, se R . > 1, adota-se R . = l. m1 n m1 n 
Alem deste primeiro controle deve existir um outro 

que reduza o tamanho do incremento conforme o problema. Com 

esta finalidade, controla-se o aumento das tensões nos elemen­

tos ou pontos jã plastificados, não permitindo que as tensões 

equivalentes aos acrêscimos de tensão no passo sejam maiores 

que 8% da tensão de escoamento inicial. Para garantir que is­

to ocorra, calcula-se um r que satisfaça esta condição, da se 

guinte forma: 

Ofo 
r = 0.08 4.6.2(21) 

onde 6oeq e a tensão equivalente calculada com 6a do passo 
e Of e a tensão de escoamento inicial. Se r< R . adota-se 

~ m1n 
R . = r. m1n 

Convem comentar aqui, que no caso de material elasto 

pl~stico perfeito, quando todos os pontos de integração j~ es­
tão plastificados, todos os R calculados serão nulos. Então 

adota-se R . = l, utilizando este valor juntamente com o con m1n 
trole do valor das tensões equivalentes dos 6o, o fator r, 
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adotando o menor deles para R . • m1n 

4.6.3 - Controle de descarga dos pontos 

Quando um ponto sofre um processo de descarga, pode 

acontecer que um estado de tensões represente um ponto prõximo 

ã superficie de escoamento no espaço das tensões. Devido a es 

te fato, no prõximo incremento este ponto pode ser considerado 

novamente plãstico, pois estã descrevendo uma "trajetõria" qu~ 

se paralela, ou secante ã superficie de escoamento, o que cau­

sa um acréscimo na sua tensão equivalente, como pode ser obser 

vado na figura 10. 

""' '\ 
·\ 

\ 
\J'n•• eq\ 

\ 
\ 
\ 

faixa de plastificaçõo 

superficie de escoamento 

Figura lO 

Quando isto ocorre, o programa começa a ter valores 

de R . muito pequenos (ver item 4.6.2). Para diminuir este m1 n 
efeito faz-se a "multa" do ponto. 

ga, para na etapa seguinte, torna-se 

-se atrãs na anãlise e obriga-se este 

Quando um ponto descarre­

plãstico novamente, volta 

ponto a continuar plãs-

tico nas duas etapas seguintes, mesmo que seja satisfeita a 

4.5.2(7), depois das quais pode tornar-se elãstico novamente. 

4.6.4 - Interrupção da anãlise 

A anãlise deve ser interrompida quando se atinge uma 

tensâo de ruptura. Isto e feito estabelecendo como dado de en 

trada a tensão de ruptura, aonde ê interrompida a anãlise. 

4.7 - O Programa Computacional. Diagrama de Blocos 

O programa computacional pode ser dividido em duas 

fases, a fase elãstica e a fase elastoplãstica, ou seja, a ana 
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lise ate a plastificação do primeiro ponto e a analise apos es 
ta primeira plastificação. 

Na rotina principal ANASPG, figura 11, e feita a 

primeira anãlise elãstica e o cãlculo elastoplãstico. A anãli 

se incremental elãstica, jã descrita no item 4.6.1, e feita em 

n etapas elãsticas pela rotina INCREL, cujo macrodiagrama de 

blocos esta na figura 12. 

RIGIDEZ 

I NTRODUÇÁO 
DAS CONDIÇÕES DE 

K fiU = fiP ... ... ~ 

CALCULO DOS INCRE -
MENTOS DE TENSÃO E 

DEFORMAÇÃO 

ATUALIZAÇAO DE 
TENSÕES DE DEFOR-

MAÇÕES TOTAIS 

ITEM 4.6.1 

ITEM 3.2 

ITEM 4.6.2 



CONTROLE DE 
DESCARGA DOS 

PONTOS 

RECUPERAR VALORES 
DE TENSÃO,DEFORMA­
ÇÃO, DESLOCAMENTOS 

E COORDENADAS DO 
INÍCIO DO PASSO 

CONTROLE DE PLASTIFICA 
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Figura ll 
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ITEM 4. 6.4 

ITEM 4. 6.3 
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ITEM 4.6.6 
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NO/OS INCREMEN "Jzy. 

~ 

RETURN 

Figurõ 12 
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~.aL:v .. scA 
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CAPITULO 5 

EXEMPLOS DE APLICAÇ~O 

Neste capitulo serao apresentados os resultados de 

alguns exemplos de aplicação, comparando-se com outras solu­

ç6es numêricas ou com resultados experimentais. 
" 

5.1 - Exemplos com um Elemento 

Nestes exemplos procura-se mostrar o comportamento 

de um elemento isolado quando submetido a uma condição de com­

pressao ou de tração simples. 

5.1.1 - Triãngulo linear 

Pode-se observar a curva tensão-taxa de deformação 

acumulada para um elemento EPTL, cujas condições de contorno 
estão na figura 13, composto de material com as seguintes 

caracteristicas: 

E= l x 10 6 kgf/cm 2 ; 

2 Ofo = 8000 kgf/cm 

v=0,3 

No grãfico da figura 13 procurou-se ilustrar o com 
portamento de carga para um material com quatro retas compon­
do seu diagrama tendão-deformação: 

o f= 12000 kgf /cm 2 Hl=3,06 x 10 6 kgf/cm 2 

2 5 2 of = 18000 kgf/cm H2=9,75l x lO kgf/cm 
5 2 H3=1,909xl0 kgf/cm 
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y 

lõpres 
lO 

-10 X 

Figura 13 

18000 

12000 

8000 

-f-----,-------,r-------,------~~---~-----~--~~--------.-~----T---------.... 
o,os o,o92s o,1 Ex 10 _, 0,0796 0,025 

Figura 14 

5.1.2- Quadrilãtero linear 

Com um elemento EPQL, com as condições de contorno 

dadoS-_ na figura 15, composto de um material com as mesmas 

propriedades dadas para o exemplo anterior. O carregamento 

serã feito tambem por meio de deslocamentos prescritos. 
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y 

~------J..:-A~:---10-:---------__. X 

Figura 15 

O grãfico obtido para a curva de tensão-taxa de 
.. -

defotmaçao acumulada. 

2,38 8,48 f.xlo-~ 
-T--'-----'----------- ----_L__ ----------· 

0,81 

8000 

12000 

18000 

Figura 16 

A variação da espessura em relação ao deslocamen-

to estã na figura 17. 



Espessura 

/ 

/ 

IP5 

Figura 17 

A variação de volume observada na deformação 

xima foi de O, 169%. 
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5.2 - Placa Tracionada 

Neste exemplo foi analisada uma placa submetida ~ 

tração uniforme em um dos seus bordos. Considerando-se a sime 

tria do problema, pode-se analisar somente um quarto da placa, 

que estã representado na figura 18 com suas condições de 

apoio. As caracteristicas do material que compõe a placa são: 

I I I 

E = 100000 kgf/cm 2 

\) = 0,3 

of
0 

= 3000 kgf/cm 2 

y c 

3d~ / :v / y= / :r 'F 

Ir 
// / 

I I I 
EPQL-18 

/ 
/ 

I I 

/ / / 

I I 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

' 

' 

' 

' 

' 
' ' 

' 
' 

' ' 
' ' ' 

' 
' 
' ' ' 

EPQL- 12 

Figura 18 

90 

' ' ' ' ' 
' 

' ' ' ' ' ' ' 

' 
' 
' 

' ' ' 
' 
' 

EPQL- 36 

EPTL - 72 

' ' ' 
' ' 

' 
' ' ' ' ' ' ' ' 

EPTL-24 

As malhas utilizadas estão também representadas es­

quematicamente na figura 18. Foram usados dois valores para 

a faixa de plastificação e os resultados estão representados 

a seguir. O material da placa ê considerado elastoplãstico 

perfeito. 
Como e um problema de estado plano foram utiliza 

dos os elementos EPTL e EPQL. 
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Para a faixa de plastificação 0,1 os grãficos car­

ga-deslocamento no bordo carregado estão na figura 19. 

__ffu) 
1000 

80 

50 

.·. 
X X 

5 

Figura 19 

EPQLI2 

EPTL 72 
EPQL 36 

lO Ux(cm 

A malha EPQL 36, apos a deformação estã representada 

na figura 20; os elementos marcados com p sao os que estão 

plastificados. 

I 
I 
l.-- - - - - - - - - - - _:-:_:=--::_:-:_=--J..:_:--=_--::_::l--..l._ _ __L_!___L __ _j___~ 

Figura 20 
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Para a faixa de plastificação 0,01 o grâfico carga­

-deslocamento estã na figura 21. 

-. 

24 EPTL 

72 EPTL 

·--. --
+ 

+ 
+ 

18 EPQL (FAPLA-0.01) 

+ + + + 36 EPQL 

5p 

Figura 21 

li{) 15 Ux(cm) 

A variação mãxima do volume foi de aproximadamente 

25% para a região do estreitamento da secção. 



Na figura 22 estã representada a espessura no ponto 

c da malha EPQL 36. 

EspesU'á 

(em) 

1,0 

0,5 
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lO 20 25 Ux(cm) 

Figura 22 

Pode-se notar a pouca influência da malha na curva 

carga-deslocamentos e que com poucos elementos jã se obteve a 

convergência. Fica claro tamb~m o melhor desempenho do ele­

mento EPQL que converge mais rapidamente que o EPTL. t con­
veniente notar a influência que teva a faixa de plastificação. 

Com a faixa de 0,1, têm-se mais pontos plastificados nas pri­

meiras etapas e baixa o valor da carga mãxima alcançada, se 

comparada com a faixa de plastificação 0,01. 
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5.3 - Barra Tracionada 

Neste exemplo foram testadas duas malhas de elemen­

tos do tipo TRIL, visando-se obter um comportamento semelhan­

te ao do exemplo anterior. Foram testadas duas malhas, uma 

com 9 elementos, na figura 23, outra com 12 elementos. As ca­

racteristicas do material são as mesmas do item 5.1. Para 

facilitar a representação as direções restringidas estão re­

presentadas por setas. 

z 

Spres -

X TRIL - 9 

Figura 23 

Para comparação com a malha da figura 23, tomou-se 

uma malha de elementos EPQL, representada na figura 24, devido 

ao pequeno numero de elementos, os resultados com o EPQL não 

foram bons. 

6/y !----'1(---"f---.:>f----i'-E-P-Q-L"t--9--"f------'\'---t----, ~r es 

tt I T J I T 1 T I ~~X 
90 

Figura 24 



O grãfico carga-deslocamentos obtido no ponto de 

aplicação dos deslocamentos prescritos para as malhas testa­

das, 9 TRIL e 12 TRIL. 

~ 
100 

80 

50 

.. ... 
+ 

+ ... + + .. .. .. 

12 ELEMENTOS 
• 9 ELEMENTOS 

-r--------------------.-------------------~------. 
5p !Op U)((cm) 

Figura 25 

Para as analises foi utilizado o tempo de 1800 

seg. de computação que comparado com o tempo de ârea de 

600 seg. utilizado na solução do exemplo anterior mostra a 

dificuldade de aplicação do elemento tridimensional. 
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5.4 - Viga Biengastada 

Neste exemplo serâ analisada uma viga biengastada 

mostrada na figura 26. As caracter1sticas do material da vi­

ga sao: 

6 2 - ' 2 E = 29.8685 x 10 ~b/pol - 21oqooo,oo kgf/cm 

\) = 0.3 

4 2 - 2 of
0 

= 3.4 x lO ~b/pol - 2390,48 kgf/crn 

Como o exemplo foi obtido de uma publicação norte 
americana, foi necessãrio utilizar as unidades do sistema in­

gles para comparação de resultados Jl6J. 

O endurecimento para o material foi fixado previame~ 
- 5 

te em 2.5 x lO , por meio de comparações com grâficos forne-

cidos no artigo. 

r li-----I 
----+--------L--------+ espessura: 1" 

Figura 26 

As malhas utilizadas na solução foram com o elemen­

to EPQL, EDQL e EPTL, EDTL. Os elementos de estado plano de 

tensões e de deformações forneceram resultados semelhantes, 

portanto, não serão fornecidos. 

Para que o grãfico resultante possa ser adimensional 
a flecha no centro da viga serã relacionada com a altura h e a 

carga correspondente serã relacionada com a carga teõrica da 

plastificação da secção, Py' calculada como se segue: 

M = Of o o 
Bxh 2 4 lx(0,5275) 2_ 

= 3,4xl0 x 
4 4 

0,2365 x 104 íb pol 5.4(1) 
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2 M0 9. 

a b 

2x0,2365xl0 

2 ' 5 
= 1892,1425 Q,b 5.4(2) 

Onde B e a base da secçao transversal (espessura), 

h e a altura da mesma secçao, Q_ e o vão a e b são as distân­

cias da carga ate os apoios. 

As curvas adimensionais carga-deslocamento, compara­

das com a curva experimental, para a faixa de plastificação 

0,01, estão na figura 27· 

zp 

1,5 

o,~ x 

28 Elem (EPQL) 
.,. +- +- + 80 Elem 

-r--------.--------.------~- ~ 
0,5 1,0 ~-- tH 

Figura 27 
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O tempo computacional utilizado na solução foi de 

1800 segundos para ambas as malhas. As malhas utilizadas 

neste exemplo estão representadas na figura 28 . 

.... .A v / ~ ~ v 
~ ~ 

['I 

" 
~ v -

.... 
['I 

-r '1 

p ~ 
f- - -- - - '-- - - f- - '-- - - - - ~ - -- 1- - - -

p Âl 0,5275"= 1,3398cm 

- - --1 - - - - - - - '-- - -- - - - f- - - - - - - -

l , 5" = 12,7 em 

~ -·-· -------- ~I r 

Figura 28 



Pode-se notar que o aumento do numero de elementos 

estã levando ã convergência, porem existe um certo atraso da 

curva na fase elãstica, que ê provavelmente devido ao fato de 

se calcularem as tensões nos pontos de integração que são inte 

riores ao elemento. 

Foi testado um teste com a faixa de plastificação 

igual a 0,1 (figura 29) que mostra uma diminuição da sensibi­

lidade da curva na região da dupla inflexão. 

1,5 

1,0 

0,5 

+ 

+ 
+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

Figura 29 

46 EPQL 

+ 0,01 
• O, I 
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Foi ainda tentada a eliminação do ajuste do equi­

librio, figura 30, observando-se um desvio da curva se compa-

rada com a mesma malha, porem com o ajuste e comparada com 

a curva experimental. 

2,5 

2,0 

I :;i + 

+ 
+ 

/ 
X-" .... 

x- ~-
1,0 ;< 

>( 
I 
~ 
I 
I 
I 

0,5 * 
I 
I 
I 
I 

X / 
./ 

t 

;/ 

+++ 

X X X 

0,5 

+ 

+ 

/ 
/ 

/ 
/ 

~ 

c/ Ajuste 

s/ Ajuste 

Experimental 

Figura 30 

/ 

+ 

/ 
/ 

/ 

/ 

X 
/ 

+ X 

EPQL- 28 elem. 

I, O ~H 
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5.5- Chaveta 

Neste exemplo foram experimentadas duas malhas de 

elemento finito, com os elementos EPTL, 80 elementos, e EPQL, 

51 elementos. O principal problemJ. neste exemplo estã na con 

sideração do atrito na região dos apoios, o que faz com que 

as condições de contorno sejam difíceis de ser consideradas co 

mo se pode ver na figura 31. 

p 

Figura 31 

As características do material foram obtidas experi­

mentalmente, e a curva tensão-deformação estã na figura 32. 

kg/cm 2 

1000 

,--

0,01 

- experimental 

---adotado 

E = 690000 kg/cm2 

H = 3000 kg/cm2 

0,02 0,03 o, 4 

Figura 32 
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As malhas de elementos finitos utilizadas, estão 

na figura 33. 
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~~~. jt ----· ---- -------

Figura 33 

Para a solução, que estã representada a seguir, 

foi utilizado o tempo computacional de 1800 segundos. 

X 



As curvas obtidas estão na figura 34, comparadas 

c o m a cu r v a ex per i me n tal , observa -se a g r a n de v a r i a ç ã o de 

comportamento quando variam as condições de apoio. 

3000 

2000 

1000 • 

/ 
I 
+ + 

~~~~-----~ 
o.o~ 0.1 

+ 

• fPTL- 80 

~ EP? 

-:./ endufl:.l:ntH'ltf . 
f.PP 

Ell)('r}7'f'l.r:tol~ 
/-

"~/"--/ 

~~ E PQl 

;::------~---~-----~~--~--------
.... 0,3 Uj\Cm) 

Figura 34 
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A variação da espessura no elemento marcado na figu­

ra 33 estã representada na figura 35. 

E~SSlKO 
(em) 

2,5 

2 

1,5 

1,0 

0,1 0,2 Uy(cml 

Figura 35 

Pode-se ver nas curvas da figura 31 que não foi 

conseguida uma boa representação para o exemplo. Existem 

duas razões principais para tal, primeiro a dificuldade de re 

presentação das condições de apoio, depois a prõpria curva 

das características do material que não foi representada cor 
retamente. 



5.6 - Placa Circular 

Neste exemplo foi analisada uma placa circular sub­
metida a uma carga no centro como na figura 36. 

L 
+---·-· 

p 

A0.375" 

Figura 36 

E0,2615" 

. --· ·--t 

As características do material da placa são: 

6 2 4 2 E= 10.05 x 10 Q.b/pol = 70,566 x 10 kgf/cm 

\) 0,325 

Ofo = 8000 9.b/pol 2 = 561,72 kgf/cm2 
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O comportamento plãstico do material foi representa­

do por quatro retas, com os valores de endurecimento 3,063 x 

x 10 6 , 9,751 x 10 5 e 1,909 x 10 5 e as tensões que limitam 

as retas, sendo 12000, 18000. Estes dados são fornecidos por 

Haisler, Hunsaker e Stricklin 1211, os resultados experime!:!_ 

tais por eles expostos, serão comparados cornos resultados ob 

tidos no XLEBRE. Neste exemplo foi utilizada uma malha de 88 

elementos do tipo AXQL representada na figura 38. 

ISCOLA O~ El'!GENHARI• 
ª+BI..IOTEC.A 



Para um teste de carga e descarga os resultados es 

tão na figura 37. 

-P/1000 
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Figura 37 
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Figura 38 



Na figura 39 estão os grãfi cos de um teste de car­

ga, comparado com os resultados experimentais. 
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Pode-se notar os bons resultados obtidos, ernbora com 

muitos elementos, como aconteceu para o exemplo da viga bien-

gastada. A partir dos exemplos 5.4 e 5.6, pode ser dito que 

o elemento EPQL e bastante rígido em problemas de flexão, por 

isto e necessârio um grande numero de elemen-tos para uma boa 

representação. 
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CAPITULO 6 

CONCLUSOES E SUGESTOES 

Neste capítulo serao expostos comentãrios e conclu­

sões a respeito do trabalho desenvolvido, e com relação ao que 

foi observado nos resultados obtidos. Também serão apresenta­

das algumas sugestões acerca de possíveis melhoramentos, e con 

tinuações deste trabalho. 

6.1 - Conclusões 

6 . 1 . l - Meto do e anã l i se 

A respeito do método utilizado, pode-se dizer que a 

forma obtida para a matriz de rigidez e bastante simples, pri~ 

cipalmente se levarmos em conta a variedade de fatores que in­

fluem quando são consideradas nao linearidades fisica e geo­

métrica. Apesar desta relativa simplicidade, tem-se uma forma 

capaz de tratar problemas com uma forte não linearidade, mesmo 

com as simplificações introduzidas. E também uma forma bastan 

te geral, principalmente no caso de metais, onde em geral 

deformações ate a plastificação são pequenas. Alem disto 

as 
-e 

simples introduzir a matriz de rigidez de tensões iniciais em 

um programa que esteja fazendo anãlise de pequenas deforma­

ções, pois basta somar esta matriz ã rigidez de pequenas defor 

maçoes. 

Pelo exemplo da viga biengastada pode-se ver a im­

portân21a do ajuste do equilíbrio jã que quando ele foi reti­

rado da anãlise a curva perdeu a sua forma correta. No ajus-, 
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te do equilibrio, tambem, vê-se a importância de se ter um me­

todo de solução que possibilite a troca do vetor de acréscimo 

de cargas, sem que seja necessãria uma nova decomposição da 

matriz de rigidez, como o metodo de Banachievicz-Crout. 

Outro fator que simplifica a anãlise e que esta abor 

dagem leva a uma matriz constitutiva elastoplãstica igual ã de 

pequenas deformações, o que facilita tambem a implantação da 

anãlise de grandes deformações em um programa que faça a anãli 

se de grandes deformações. 

6.1.2 - Programa computacional 

A disponibilidade de uma linguagem orientada torna 

mais fãcil o uso do programa, pois a utilização do comando de 

semelhança nodal ou coordenadas múltiplas facilita a entrada 
de dados em um exemplo complexo. 

Como se trabalha com um sistema, e simples fazer co~ 

paraçoes entre metodos de solução ou tipos de endurecimento 

disponiveis, bem como entre os elementos implantados. Foi fei 

ta uma opção pela generalidade, embora isto cause um esforço 

computacional adicional na solução, justamente devido ã varie­

dade de casos possiveis. 

Um valor que merece comentãrios e a faixa de plastí 

ficação. Para o exemplo da placa tracionada houve urna mudan­

ça de comportamento quando se variou a faixa de plastificaçao 

de 0,01 para 0,1, alterando o valor rnãximo atingido, e depois 

o comportamento na curva carga deslocamento. Na viga biengas­

tada a mesma alteração na faixa de plastificação, influiu na 

forma da curva carga-deslocamento. 

6.1.3- Elementos implantados 

O elemento quadrilãtero de quatro nos, obteve melho­
res resultados que o elemento triangular de três nõs, pelos 

exemplos analisados. Em ambos os elementos, porem, o afasta­

mento maior da curva experimental se deu na fase elãstica, me 

lhorando sensivelmente na fase plãstica. 

O elemento tridimensional linear mostrou ser de di­

ficil aplicação, pois-consome bastante ternpó de computador, 

principalmente se forem necessãrios muitos elementos para se 

obter bons resultados. 
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Outro comentãrio a ser feito~ sobre o elemento tri­

angular de 6 nõs quadrãtico. Em uma primeira tentativa de im­

plantação, nao foram obtidos bons resultados, pois o elemento 

perdia a forma triangular logo no in1cio da fase plãstica dev~ 

do aos nos intermediãrios. Uma vez que a formulação do eleme~ 

to exige a manutenção da sua forma, a anãlise teve problemas. 

6.2 - Sugestões 

Quanto aos comandos dispon1veis, seria aconselhãvel 

um comando que fixasse os incrementos de carga ou deslocamen­

tos prescritos apõs a plastificação. Isto poderia ser feito 

usando uma fração da carga ou do deslocamento verificado no mo 

mente de plastificação. A maneira como estes novos incremen­

tos são atualmente calculados pode levar a vetores de incremen 

to muito grandes em certos exemplos, o que causa problemas. 

Pelos exemplos analisados pode-se sugerir a utiliza-

çao de valores entre 0,01 e 0,1 para a faixa de plastifica-
çao, conforme sejam as caracter1sticas do problema. 

A respeito dos elementos quadrilãteros de quatro nos 

nos problemas de flexão, onde foram necessãrios muitos elemen­

tos para se obter bons resultados, o que não ocorreu em outros 

exemplos. Pode-se dizer que este efeito e provavelmente devi­

do ao fato de se calcular as tensões nos pontos de integração, 

que são no interior do elemento para a integração de Gauss. 

Uma sugestão então, seria mudar os pontos de integração para 

os vértices adotando uma integração de Newton-Cotes. 



APtNDICE A 

OBTENÇAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DE TENSÕES 
INICIAIS DOS ELEMENTOS 

Neste apêndice serã exposta a parte de tensões ini­

ciais da matriz de rigidez (~s) em sua forma geral, para os 
elementos implantados. 

O deslocamento no interior de um elemento e dado 

por: 

onde i e o numero de nos do elemento. 

e.Q, 
u. 

1 
A ( l ) 

-A forma geral das matrizes de rigidez conforme o nu 

mero de nos do elemento e dada por: 

a) Triângulo linear 

Figura A. l 

b) Quadrilátero linear 
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Figura A.2 

c) Tridimensional linear 

Figura A.3 

A forma geral da matriz de rigidez de tensões ini­
ciais depende do tipo de problema e não do nGmero de n6s do 
elemento utilizado, assim serão expostas a seguir estas for­
mas gerais pal~a os tipos de problemas tratados neste trabalho. 

Para elementos de estado plano de tensões ou de de­

formações, tem-se: 

88 



39 

- 0 x c/l.Q,,x c/lc,x - 0 xy ( <jl Q~, X <jl C , X + <jl.Q,, Y <jl C, Y) 

+ l cp cp (o - o ) 
2 .Q,,y c,y y x - l <jl cp ( ) 2 .Q, ,y C' X O X + O y 

I ................................................ . 

= I - ~xy( ~l,x ~c ,x + ~l.y ~c ,yl - ~y ~l,y ~c ,y 

l -2 c/l.Q,,x cpc,y (ox + oy) + 2 cp.Q,,x cpc,x (ox - oy) 
J 

Figura A4 

onde e e c representam as superl i nhas e supercol unas respe~ 

tivamente, e cp são as funções de forma da fam1lia Serendipity 

I 2 I , /3 5/ . 
As tensões estão distribu1das da seguinte forma: 

o o 
X xy 

o = -
oxy oy 

Figura A5 

Esta forma geral da matriz de rigidez ainda necessi­

ta ser integrada sobre o volume. No caso do triângulo linear 

em problemas de estado plano, a integração sobre o volume e di 

reta, assim, a matriz geométrica jã integrada, fica: 

R.Q,c 

- ox b.Q, bc 

l 
+ 2 a .Q, a c ( oy - ox) 

- oxy (bi bc + a.Q, ac) 

-la b (o +o) 
2 

.Q, C X y 
• ••••••••••••••••• • • • '" ••• ~ • • • • • • • • • • • • • • X 

- o a n a y )v c 

+lb b (o -o) z Q.. C X y 

Figura A6 

t 

4A 

onde t representa a espessura, A a areado elemento, 

bi são calculados como se segue: 

a. e 
l 



a. 
1 

x. 
J 

b. = y. - yk 
1 J 
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A ( 2) 

A ( 3) 

com i, j e k sendo a ordem de conetividade do elemento, co 

mo na figura 7 do cap1tulo 4. 

A forma geral da matriz K para problemas de sõli--s 
do axissimetrico e semelhante a de estado plano, somente apa-

recendo uma parcela adicional devida a tensão 

Dada matriz de tensões: 

a . z 

I 

R.Q,e = 

a = lr :x xy 

o 

a 
xy 

a y 

o 

o 

o 

Figura A? 

A matriz K 
-S 

fica definida: 

- a cp 
X Q,, X cl>c,x 

+ l cp 
2 Q,,y cl>c,y (ay - a ) 

X 
lcp 
2 Q,,y 4> (a + a ) 

C,X X y 

2 2 
az a.Q, ci>/R . + 1 

2 

-axy(ci>Q,,x cl>c,x+ ci>.Q,,y cl>c,y) - ay ci>Q,,y 1lc,y 

- l cp cp (a + a ) 
2 .Q,,x c,y x y · 1 ~ ;~ (a - o ) 

T 2 ~.Q,,x ~)c,x x y 

Figura AS 

onde R representa o raio (do ponto de integração em uma in­

tegração numérica), tomou-se y como eixo de simetria, portan­

to, os raios são medidos no eixo x. 

Para o elemento tridimensional a forma geral fica: 
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R Q,c = 

Figura A9 

onde 

A(4) 

A(5) 

1 r 1 
=- {cp (o cp +a cp ) + cp lo cp + cp (o +a )j} 2 Q,,y yz c,x xz c,y R,,z L xy c,y c,x z x 

A ( 6) 

A ( 7) 

- a c/ln c/lc,y y )(., 'y 
A ( 8) 

A ( 9) 
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A31 
1 

rpQ,,y) l0 xy 
(o + o )] } = - - {rp (o rp +o + rpc,z rpQ,,y + C/JQ,,x 2 c ,y yz Q,,y xz X Z 

- o xz (C/lc,x rpQ,,x + rp c ' z <P9,z) A ( 1 O) 

A32 = 
1 

cjJ Q, ,y) (oy + 0 z)l} - - {cjl (o cjJ + o + rpc,z [o cjJ + cpo 2 c,x yz Q,,x xz . xy P~,X ,,,y 
_J 

A ( 1 l ) 

A = l {rp [o <P + cp (o -o )J + cp [o <P +'~ (oy-oz)]} 33 2 Q,,x xy c,y c,x x z Q,,y xy c,x c,y 

A ( l 2) 
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APtNDICE B 

ENTRADA DE DADOS 

B.l -Descrição da Linguagem 

A entrada de dados do programa computacional ~feita 
atrav~s de uma linguagem orientada. Nesta linguagew a descri­

ção de um problema ~feita atrav~s das seguintes etapas: 

a ) Dados 

b) Dados 

c ) Dados 

d ) Dados 

de cada 

de malha 

estruturais 

de carga 

de anãlise 

Os comandos podem 

etapa. Os comandos 

ser do 

gerais 

TITULO 

FIM 

t·ipo geral, ou espec1ficos 

sao: 

os quais devem iniciar e terminar, respectivamente, o proces­

samento. 

A malha, ou geometria dos elementos ~definida na 

etapa DADOS DE MALHA. Os comandos específicos desta etapa 
sao: 

COORDENADAS 

COORDENADAS MULTIPLAS 

SIMETRIA NODAL 

SEMELHANÇA NODAL 



CONETIVIDADE 

SEMELHANÇA DE CONETIVIDADE 

TIPO DE ELEMENTOS 

ORDEM DE NOS 
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Os quatro primeiros comandos são utilizados para es­

pecificar as coordenadas nodais, em forma individual ou apro­

veitando simetrias e semelhanças. Os tr~s comandos seguintes 

são utilizados na especificação da conetividade dos elementos, 

que pode ser fornecida de forma individual ou aproveitando si­

metrias e semelhanças, como na especificação das coordenadas 

nodais. O comando TIPO DE ELEMENTOS especifica o tipo de ele­

mento utilizado. O comando ORDEM DE NOS serve para reorde­

nar internamente os nõs de modo a obter-se uma menor largura 

de banda, pois o uso dos comandos de simetria e semelhança no­

dal ou de coordenadas múltiplas podem levar a uma mã numera­
çao dos nos. 

No comando CONSTANTES são especificadas as cons­

tantes f1sicas como o mõdulo de Elasticidade, coeficiente de 

Poisson, mõdulo de elasticidade transversal, etc. No comando 

CONSTANTES PLASTICAS, são fornecidos os dados da anãlise elas­

toplãstica da estrutura. Para a introdução destes dados exis­

tem os comandos: 

CURVA 

ENDURECIMENTO 

LIMITES DE ESCOAMENTO 

INCREMENTO DE CARGA 

FAIXA DE PLASTIFICAÇAO 

NUMERO DE INTERVALOS 

ELEMENTOS COMPRESSIVEIS 

FATOR DE ENDURECIMENTO CINEMATICO 

O comando CURVA caracteriza a relação tensão-defor­
maçao como sendo elastoplãstico perfeito, composta de vãrias' 

retas ou dada por uma equação. No comando ENDURECIMENTO se 
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especifica os valores do endurecimento do material para o ca­

so em que a curva e constituida de duas ou mais retas. No co­

mando LIMITE~ DE ESCOAMENTO são fornecidos os valores de ten 

são que correspondem aos pontos onde a curva tensão-deformação 

do material muda sua inclinação. A porcentagem da carga ini­

cial que e utilizada nos incrementos elãsticos, para grandes 

deformações plãsticas, ou nos incrementos plásticos, no caso 

de pequenas deformações plãsticas, ê dada no primeiro valor do 

comando INCREMENTO DE CARGA, no segundo valor deste comando 

e dada a porcentagem do deslocamento ou carga de plastificação 

que e utilizada para calcular os incrementos na fase plãstica 

no caso de grandes deformações plãsticas. 

No comando faixa de plastificação serã dada a porce~ 

tagem da tensão de escoamento que determina a largura de uma 
faixa, paralela ã superficie de escoamento, dentro da qual o 

ponto e considerado plãstico, desde que sua tensão equivalen­

te esteja dentro desta faixa. 

Alguns elementos têm problemas quando considera­

dos incompressiveis, para estes elementos deverã ser fornecido 

o comando ELEMENTOS COMPRESSIVEIS. Para análise com o endu-

recimento misto, isõtropo-cinemãtico, deve-se usar o comando 

FATOR DE ENDURECIMENTO CINEMATICO. Se for usado o metodo de 

Newton-Raphson na solução, deverã ser utilizado o comando NU 

MERO DE INTERVALOS. Nas PROPRIEDADES são especificadas a 

espessura do elemento, a ãrea da secção transversal, os momen­

tos de inércia, etc. As condições de contorno do problema são 

fornecidas através do comando RESTRIÇOES NODAIS. Neste coman 

do alem das restrições nodais, pode-se especificar apoios com 

rotação ou apoios elãsticos. 

O carregamento e especificado na etapa DADOS DE CAR 

GA. Nesta etapa estão disponiveis os seguintes comandos: 

CARREGAMENTO 

CARGAS NODAIS 

INCOGNITAS PRESCRITAS 

DESCARGA 

Outros comandos previstos, embora ainda não implan- ' 
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tados, sao os de CARGA NOS ELEMENTOS, PESO PROPRIO, VARIA­

ÇAO DE TEMPERATURA NOS ELEMENTOS e AJUSTE. 

Com o comando CARREGAMENTO e identificado o carre­

gamento, sõ e permitido um. O comando CARGAS NODAIS permite 

fornecer as cargas aplicadas nos nõs da estrutura, assim como 

o comando 

impostos. 

INCOGNITAS PRESCRITAS 

O comando DESCARGA 

especifica os deslocamentos 

dã opções para que seja feita 

a descarga automãtica em uma determinada etapa da analise, 

quando foi atingido um determinado valor de deslocamento ou de 

carga. 

Na etapa DADOS NA ANALISE sao fornecidos dados so­

bre o tipo de analise elãstica, f1sica ou geométrica, sobre o 

tipo de endurecimento, sobre o critêrio de escoamento utiliza­

do (von-Mises, Drucker-Prager, etc.), e sobre o método de solu 

ção (incremental, Newton-Raphson, etc.). Estão dispon1veis as 

seguintes opções na anâlise: 

a) Tipo de anâ1ise: ELASTICA (linear elâstica) 

FISICA PD (pequenas deformações) 

FISICA GPD (grandes deformações plãsti-

c as) 

b) Tipo de endurecimento: ISOTROPO 

CINEMATICO 

c) Métodos de solução: INCREMENTAL 

NEWTON-RAPHSON 

Alem do comando ANALISE existe nesta etapa o coma~ 

do IMPRIMIR que possibilita a impressão dos resultados de ele 

mentos escolhidos, se não for usado sao impressos todos os 

elementos. 

A seguir sera apresentada a sintaxe dos comandos men 

cionados: 
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8.2 - Comandos 

TITULO "titulo" ----- I 

FIM 

COORDENA DAS 

<nome dos nos> J(X) r 1 (Y) r 2 (Z) r 3 J ·--I 

COORDENADAS MULTIPLAS 

<lista de nomes de nÕs> --INICIO-- I(X) r 1 (Y) r 2 (Z) r 3 1 --

-FIM- J(X) r 4 (Y) r 5 (Z) r 6J- I 

SIMETRIA NODAL 

<lista de nÕs> - CO~l- <lista de nos>-- <esp. simetria>--- I 

< e s p . de si me t r i a> = 

-E!XOl=~ ~r 
hZ -~ 

~~I 

I 
RETA- <esp. de ponto> __ ,. <esp. de ponto--- ---·-----------+ 1 

~ I 
PLANO T <esp. de ponto> -.> <esp. de ponto> -- <esp. de ponto>- I 

1--- XY l 

hvz-
Lxz-

<esp. de ponto> :: = T NO <nome do no>-- f 

~PONTO-- I (X) r
1 

(Y) r 2 (Z) r
3

1 _ _j 

SEMELHANÇA NODAL 

< 1 i s ta de nõs > ----:---7> COM ----
j 

IGUAL -- <1 i sta de nos> ---~-----·· 
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CONETIVIDADE 

CONETIVIDADE MULTIPLA ------~I 

<lista de elementos> -NOS -<lista de nos> -PASSO --'»i 1 

SEMELHANÇA DE CONETIVIDADE -----
<lista de elef11entos>TMAIS -ir- IGUAL·-- <lista de elementos>TI 

TIPO DE ELEMENTO 

<lista de elementos>---~ <tipo>---~ I 

ORDEM I DE NOS --.i-;;.;;. < 1 i s ta de n õ s > -~ 1 

CONSTANTES -----

< 1 i s ta de e l eme n tos> ---? I E r 1 G r 2 P O I S S O N r 
3 

I 
I 

------------------' 

L I PESOr 4 ALFAr 5 BETAr
6

/ 

______ _______j 

CONSTANTES PLASTICAS 

A) CURVA EP* PERFEITO 
t 

)"I 

DUAS --- RETAS -T _I 

TRES ~ I 
I 

QUATRO - I 
I 
I 

F 
CHICO-

SEIS ---> 

SETE -
I > O I TO ----;> 

I 

NOVE - I 
I 

DEZ > I 
i 

,... EQUAÇM ---
I 

__[ 



C) LIMITES DE ESCOAMENTO 
I 

-»I 

D) INCREMENTO DE CARGA 

E) FAIXA DE PLASTIFICACAO 

F) NUMERO DE INTERVALOS --~ r 1 
----1 

I 

G) ELEr~ENTOS COMPRESSIVEIS ------~ 

H) FATOR DE ENDURECIMENTO CINEMATICO r 1 

PROPRIEDADES 

<1 i sta de elementos> I_, ESPESSURA r 1 - T I 

t---Axr1 AYr2 AZr 3 I X r 4 [ Yr 5 I Zr6 EYr7 EZr 8----1 
LsEÇÃO-<nome de seçao>-<lista de dados>_j 

RESTRICOES NODAIS 

<lista de nÕs> ~TOTAL 

CARREGAMENTO 

L_. INCOGNITAS -·<nome de incõgnitas>l/ 

I_. [Tl r
1 

T2r
2 

T3r
3 

KXr
4 

KYr
5 

KZr6 KMXr
7 

KMYr
8 

KMZr9 : __ I 

----- <nome> --
A) CARGAS NODAIS 

nÕs> +-Jl\_-- FORCA [X r 1 Y r 2 Z r 3 J -----i 
Lrí\__. MOMENTO I X r

1 
Y r

2 
Z r

3
[ __ j 

<1 i s ta de 

B) INCOGNITAS PRESCRITAS 
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<lista de nos>------'> INCOGNITA ~<nome de incognitas>- r- l 

DESCARGA ~ NA ETAPA r 

COM DESLOCAMENTO MAX IMO ---r --j 
~ COM FORCA MAXIMA r-

IMPRIMIR <lista de elementos> ~ 

ANA LI SE -~ : El ASTI CA * 

FISICA PD ]1ISOTROPO ----r~VON MISES ~ 

r CINEMATICO ~DRUCKER PRAGE~R 
FISICA GDP ANISOTROPO l-TEO l --

END 1 --~ L..rEo 2 ---

1 

END 2 ----7' 

I NCREMENTAL ---.---- . ____ _j 
NEWTON-RAPHSON 3 

l: PRO l -
PRO 2 ---------7' 

GEOMETRI CA -------------

B.3 -Exemplo de Utilização da Linguagem: 

-:e: 10 X 

Figura Bl 
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TITULO "QUADRADO" 

DADOS DE MALHA 

COORDENADAS 

1.0. 0.; 2 la 0.; 310. 10.; 4 O. 10. 

CONETIVIDADE 

1 1 2 3 4 

TIPO DE ELEMENTO 

TODOS EPQL 

DADOS ESTRUTURAIS 

PROPRIEDADES 

TODOS ESPESSURA 1. 

CONSTANTES 

TODOS E 10.05 E06 POISSON 0.325 

CONSTANTES PLASTICAS 

CURVA QUATRO RETAS 

TODOS ENDURECIMENTO 3.06281 E~6 9.7513658 E05 1.908858567 E~5 

LIMITES DE ESCOAMENTO 

TODOS VALORES 8000. 12000. 18000. 35000. 

FAIXA DE PLASTIFICACAO .01 

RESTRICOES NODAIS 

INCOGNITAS U V; 2 INCOGNITAS V 

3 4 INCOGNITAS U V 

DADOS DE CARGA 

CARREGAMENTO 1 

INCOGNITAS PRESCRITAS 

3 4 INCOGNITA V - .1 

DADOS DE ANALISE 

ANALISE FISICA GDP ISOTROPO VON MISES INCREMENTAL 

FIM 

1 o 1 
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