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SINOPSE

Neste trabalho foi desenvolvido um programa compu-
tacional para resolver problemas elastoplasticos com deforma-
goes finitas wutilizando o metodo dos elementos finitos. Sao
consideradas peguenas deformagoes elasticas, grandes rotagoes
e deformagoes plasticas.

Foram implementados os elementos triangular de tres
nos e quadrilatero de auatro nos isoparametricos para proble
mas de estado plano de tensoes e deformagoes, quadrilatero de
quatro nos isoparametricos para problemas axissimetricos e
tridimensional de oito nos isoparametricos. Foi utilizado na
solugao um método incremental com corregao do equilibrio.

0 material foi considerado com endurecimento isotro
po e seguindo o critério de von Mises.

Foram feitas comparagoes com resultados experimen-
tais e entre elementos.



SYNOPSIS

In this work a computational procedure for problems
of large elastic-plastic deformations using the finite-element
me thod was developed. Small elastic deformations, large
rotations and plastic deformations were considered.

The three nodes triangular and the four nodes
isoparametric quadrilateral finite elements for plane strain
and plane stress prdb]éms, the four nodes isoparametric
quadrilateral finite element for axissimetric problems and the
eight nodes isoparametric tridimensional finite element were
implemented. An incremental method with equilibrium correction

was used in the solution.

The material was considered to follow the von Mises
yeld condition an having isotropic hardening.

Comparisons between elements and with experimental

results were done.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A analise de problemas nao lineares por meio de me-
todos numéricos, sofreu um grande avanco devido ao rapido de-
senvolvimento dos computadores digitais. Em particular, o
metodo dos elementos finitos possibilita a solugcao de proble-
mas nao lineares com diversos tipos de geometria, e com varios
tipos de comportamento, por meio de uma analise do tipo incre-
mental, ou iterativa como Newton-Raphson.

Existe um interesse no desenvolvimento deste tipo de
analise, que e a possibilidade de se aproveitar a reserva de
resistencia dos materiais apos a plastificacao, com uma econo-
mia no projeto. Devido a este interesse, aliado a relativa
simplicidade com que o metodo dos elementos finitos pode tra-
tar de problemas elastoplasticos em pequenas deformagoes,
existem diversos trabalhos a este respeito. Por exemplo Zien-
kiewicz |35], faz uma analise deste tipo de problema nao 1i-
near citando varias referéncias.

Apesar da generalidade com que a analise nao linear
em pequenas deformacoes e tratada, existem problemas nos quais
a formulagao convencional de pequenas deformagoes pode ser ina
dequada; ou insuficiente. Por exemplo no caso de instabilida-
de de elementos delgados onde se tem incrementos de rotagao que
superam em muito os de deformagao, ou quando as tensoes atin-
gem niveis de magnitude comparaveis ao modulo de endurecimento
plastico. Nestes tipos de problemas que sao mais relaciona-
dos com a forma do elemento, ou com as propriedades intrin-



secas do material, que com a dimensao das deformagoes propriamen-
te, pode-se fazer uma melhor abordagem utilizando uma formula-
¢dao mais rigorosa supondo deformagoes finitas. Alem disto, uma
formulagao que suponha deformagoes finitas e desejavel no estu
~do dé'processos de conformacao mecanica, processos de fratu-
ra, elementos tracionados ou ainda vasos de pressao.

Apesar do interesse que existe atualmente na solucao
de problemas de plasticidade com inclusao de deformagoes fini-
tas, existem ainda uma serie de problemas nao resolvidos neste
campo. A propria escolha das variaveis mais adequadas e um te
ma aberto a discussao. Neste aspecto temos os trabalhos de
Lee |22

des deformagoes elasticas e plasticas chegando a fazer conside

, |23|, que desenvolveu equacoes adequadas para gran-

racoes termoelasticas que levam a relagoes entre tensoes e
gradiente de deformacgoes, lancando fundamentos para o desenvol
vimento de relacoes constitutivas. Outra abordagem bastante
geral e devida a Onat | 6 |, que considera tambem grandes defor
macoes elasticas e plasticas e possibilita a consideracao de
outros tipos de endurecimento alem do isotropo.

0 uso de elementos finitos na solucao do problema de
grandes deformagoes foi proposto por Hibbitt, Marcal e Rice
1171, que derivam suas equacoes incrementais de equilibrio pa-
ra elementos finitos, a partir do principio dos trabalhos vir-
tuais para deformagoes finitas, usando uma descrigcao Lagran-
geana. Neste trabalho foram identificados quatro termos na ma
triz de rigidez, o de pequenas deformacoes, o de carregamento
inicial, o de deformagoes iniciais e o termo de tensoes inici-
ais. Em uma analise elastoplastica todos estes termos devem
ser calculados em cada incremento e os tres ultimos termos
tem uma forma complicada. Também a partir de wuma formulacao
Lagrangeana, Needleman |30 desenvolveu suas equacoes de equili-
brio, porem a partir de um principio variacional devido a
Hi11 |20|. Uma outra abordagem Lagrangeana e devida a Felippa
e Sharifi | 7|, que nao colocam limitacao do tamanho do incre
mento de deformacao, introduzindo com isto termos de mais
alta ordem em sua matriz de rigidez. Tais termos nao sao sig-
nificativos em uma abordagem por modulo tangente, ja que o0s
incrementos devem ser pequenos.

Ja Yaghmai e Popov |34| utilizam uma formulagao Eu-



leriana, Sharifi e Popov [33] extenderam a analise anterior para
resolver um problema elastoplastico com pequenas deformagoes
porem com rotacoes finitas. Outras formulagOes Eulerianas com
deformagoes finitas foram feitas por Gunasekera e Alexander |15/,
. Argyris e Chan |1] e Osias |31].

Uma outra formulagao em variaveis Eulerianas e dada
por McMeecking e Rice |24], |25|, que derivam suas equagOes incre
mentais de equilibrio de uma forma do principio dos trabalhos
virtuais citada por Hill |[19]. Devido a simplicidade desta for-
mulacao ela sera utilizada neste trabalho.

Este trabalho esta limitado ao caso de pequenas de-
formagoes elasticas, porem acompanhadas de possiveis grandes
rotagoes e grandes deformagoes plasticas. A limitagao ao caso
de pequenas deformagoes elasticas e razoavel se consideramos
0 estudo de materiais metalicos que possuem uma relacao entre
a tensao de escoamento e o modulo de elasticidade da ordem de
1:1000.

Quanto a analise plastica o material sera conside-
rado como sendo elastoplastico perfeito ou com endurecimento
isotropo. Alem disto sera utilizado o criterio de escoamento
de von Mises.

No segundo capitulo serdo lancadas inicialmente as
hipoteses basicas do desenvolvimento, procurando definir as va
riaveis utilizadas, os tensores de deformagoes e de tensoes,
para a seguir obter as relagoes constitutivas, elastica e plas
tica. No final deste capitulo sera obtido um principio varia-
cional que permite aplicar o metodo dos elementos finitos na
resolugao do problema.

No terceiro capitulo sera feita a aplicagao mencio-
nada ao metodo dos elementos finitos obtendo-se como resultado
uma matriz de rigidez incremental composta de duas parcelas, a
matriz de rigidez de pequenas deformagoes que leva em conta a
nao linearidade fisica e a matriz de rigidez geometrica que
leva em conta a nao linearidade geometrica. Durante a aplica-
cao do metodo procura-se fazer uma correcao de equilibrio em
cada etapa. A maneira pela qual e feita esta corregao e apre-
sentada no final do capitulo.

No quarto capitulo sera feita uma descrigao mais de-
talhada do programa computacional. Sera comentado a respeito



dos elementos desenvolvidos, o triangular de tres nos para es-
tados planos de tensoes e deformagoes, o quadrilatero de qua-
tro nos para estados planos de tensoes e deformacoes além de
problemas axissimetricos e o elemento tridimensional de oito
' n6s. Serdo feitos ainda, comentarios sobre varios topicos do
programa computacional passando pelo metodo utilizado para so-
lugao do sistema de equacoes, ajuste da espessura do elemento,

criterio de escoamento, criterio de descarga e outros detalhes.
Serao vistos ainda os algoritmos empregados e um diagrama de

blocos do programa computacional implantado.

No quinto capitulo serao expostos os resultados dos
exemplos analisados, comparando-os com resultados experimentais
ou com resultados teoricos de outras fontes. Finalmente, no
sexto capitulo serao apresentadas algumas conclusoes e suges-
toes para possiveis melhoramentos no programa e futuras amplia
coes na analise.

Este trabalho faz parte de uma Tinha de pesquisa em
plasticidade do curso de Pos-Graduagao em Engenharia Civil da
UFRGS, e esta implantado em um sistema de linguagem orientada.
Neste sistema ja foi implantada a analise plastica para peque-
nas deformagoes com endurecimento isotropo, cinematico e mis-
to, isotropo-cinematico, em varios tipos de problemas.



CAPITULO 2

FUNDAMENTOS TEORICOS, RELAGOES CONSTITUTIVAS,
PRINCIPIO VARIACIONAL

2.1 - Hipoteses Basicas

2.1.1 - Sistemas de Descrigao do Movimento

 Sera usado sempre neste estudo um sistema cartesiano
de coordenadas, como o da figura 1, onde estao representadas
as configuracgoes deformada e indeformada de um corpo.

A
X3y %q

(x1,%2,%)

> A
€3)e3 Ez’ :l
> X, %,
ELe

xl 1

Figura 1



A posigao dos pontos do corpo e dada na posigao inde
formada, antes da aplicagao das cargas, por:

[x]' - [ x5, %4] 2.1.1(2)

Ao se descrever o movimento de um corpo pode-se usar
diversos tipos de descricdao, conforme as variaveis independen-
tes adotadas. Em mecanica do continuo tem-se quatro descri-
¢oes do movimento de uma particula mais utilizadas. Sao elas
|26] :

a) Descricao material:

) Na descricdo material as variaveis independentes sdo,
a QaFtTcu1a X e o tempo t.
b) Descrigao Referencial:

As variaveis independentes sdo, a posicdo X da par-
ticula em uma configuragﬁo arbitraria de referencia, e o tem-
po - t.

Em Elasticidade se usa normalmente o estado natural
ou indeformado como configuraciao de referencia.

Quando esta configuracao de referencia escolhida e a
que corresponde ao tempo, t=0, a descricdao referencial e
também chamada freqlentemente de descricio Lagrangeana, ou se-
gundo outros, descricao material, embora no segundo caso use a
posicao de referencia X no lugar da particula material X, o que
sera o caso da descrigao anterior.

c) Descrigao espacial:

As variaveis independentes sdo, a posicao x ocupada
por uma particula no tempo t, e o tempo t.

Esta descrigao representa uma dada regiao do espaco
em lugar de uma dada particula material.

E tambéem chamada de descricao Euleriana, e e mais
usada em mecanica dos fluidos.

d) Descrigao relativa:
As variaveis independentes sao, a posicao x da par



ticula, e um tempo t variavel. O tempo 1, variavel, & o tem
po correspondente a posicao & ocupada pela particula, e o mo-
vimento fica descrito como ¢ = Xt (x, T), com & como uma va
riavel dependente, e, com o subindice t indicando que a con-
" figurag¢ao de referencia e relativa ao tempo t.

Neste trabalho sera usado como referencia a configu-
racao deformada, e, a partir dai sera contado o tempo. E um
caso particular da descrigao referencial, tambem conhecida co-

mo Lagrangeana atualizada.

2.1.2 - Definigao dos Tensores de Taxa de Deformagao, Taxa de
Rotacao e de Deformagao Especifica

Figura 2

Tomam-se as componentes da velocidade da particula g
relativas a particula p |26] :

avk
dv, = —— dx_ = Viem dx ou, dv =1L dx 2.1.2(1)

onde L e o gradiente espacial de velocidades.

Pode-se dividir L na soma de dois tensores, um Si-

metrico e outro antissimetrico, da seguinte forma:

L=D+Q ou L..=D..+0Q.. 2.1.2(2)
~ == g Tid o il

onde D e chamado de tensor taxa de deformacao, simetrico, e

-

Q € o tensor de rotagao espacial, antissimetrico.



De acordo com a definicao de L, D e & ficam sendo:

o
o
[y

10
1]
—~
1
t
-

o
~No
—
~No

——~—
™~

o

N —

0 tensor taxa de deformacao representa a taxa de va-
riagao do quadrado do comprimento do vetor material dX, em P,
ocupando depois da deformagao a posicao dx em p |26] .

Serao definidos agora os tensores de deformacao se-
gundo as configuracoes indeformadas e deformada |26] .

Com as definigoes de dS, ds, dX, dx da figura 2.

a) Segundo a configuracao indeformada, o tensor de deformagao

especifica:

2 I |

(ds) - (dS)° = 2 dX' .E . dX 2.1.2(5)
axk
com o gradiente de deformagoes Fem = — 2.1.2(6)
8Xm
. Bxk
tem-se dx = F dX ou dx, = — dX 2.1.2(7)
- T 5X m
m

onde F e o gradiente de deformagOes com relagdo a configura-
¢ao indeformada. Pode-se calcular a taxa de variagao de F,

como:
dX 5 dx; 3 avs 9X
iJ =;%%ax1) x| d1) o, 2_—l‘_§m 2.1 2(8)
t j 9 i t 9 j me 3 j
Lembrando 2.1.2(1) e 2.1.2(7):
. Bvi me
F=LF ou F.y=—— 2.1.2(9)
BXm BXj
2
Como (ds)”™ = dx . dx 2.1.2(10)

Introduzindo na 2.1.2(10) o tensor de deformacoes de Green, C,

relativo a configuragido indeformada:



C=F . F ou -k Tk 2.1.2(11)
- - T 59X, ax.
1 J
Mas
2 T 2
(ds)®=dx’ . c.dX ou (ds)%=dX; Ciidx;  2.1.2(12)
Sabendo que (ds)2 = dx . dX 2.1.2(13)

e usando a 2.1.2(12) na 2.1.2(1), tem-se:

2 E =0-1 ou 2 E..=C,.-8.. 2.1.2(14)
~ ~ 1] 1] 1]

-

onde E e o tensor de deformagoes especificas de Lagrange.

b) Segundo a configuragao deformada:

2 2

(ds)© - (dS)” = 2 dx . e . dx 2.1.2(15)
Define-se:
- i} - ) 3X, 39X
87 = (F )T FT o BIL - KK 2.1.2(16)
- - - J 3x, axj

como sendo o tensor de deformagoes de Cauchy.
Substituindo a 2.1.2(15) e 2.7.2(8) na 2.1.3(13),

-

de forma semelhante a 2.1.2(14):

gl S
2 e=1-8 ou e gg=06(BT ) 2.1.2(17)

onde € e o tensor de deformagoes especificas de Euler.

2.1.3 - Teorema da Decomposigao Polar

Considera-se um sistema de eixos cartesianos qualquer
em relagao ao qual estao definidos tres segmentos dg], d§2’
dX3 orientados segundo as diregoes principais de C, definido
pela 2.1.2(11). Pode-se mostrar que |26|, se os valores prin
cipais de C sao mutuamente diferentes, apos a deformagao o0s
tres segmentos terao sido girados, e transladados, de for-
ma que permanecerao mutuamente perpendiculares, e, aléem dis-
to, as novas diregoes dos segmentos deformados d§], d§2,d53,
coincidem com as direcoes principais do tensor g'], equagao
2,1.2(16). Ou seja, pode-se dizer que, quando os valores
principais de C sao mutuamente diferentes, os eixos bprin-
cipais de C em X sao girados e transladados pela deformagao



10

. ~ -1
de modo a coincidirem com as direcgoes principais de B

em x, sistema deformado.
Dito isto, o teorema da decomposicao polar e enuncia
do da seguinte forma:
) "Se R € o tensor ortogonal de rotacao que gira os
eixos principais de C em X nas direcoes principais de Q_] em Xx
existem dois tensores g e V, tais que:

3 X

- _ m= = H
F=RU=VR ou _axk Rop Upk = Vimp Rpie' 2-1-3(1)

Onde U e chamado tensor direito de dilatacgao e V tensor es-
querdo de dilatacao; Ueyv sao tensores simetricos e positivos
definidos.

Da 2.1.2(7):

o
x
i
<<
ol
[= R
><
~no
—_
w
—
w
~—

0s tensores U e V estao relacionados com p e B
atraves de |26] :

C = U 2.1.3(4)
B = V° 2.1.3(5)
Onde:
IAX: IX.
B=F F' ou B,,=—™> 3 2.1.3(6)
- T Yooax . aX

Com as diregoes principais de C e de U coincidindo
da mesma forma que as direcoes principais de B e V.

A equagao 2.1.3(2), mostra que o deslocamento e a
deformagao de um elemento de volume infinitesimal na configura
cao indéformada, com arestas coincidindo com as diregoes prin-
cipais de C, pode ser interpretada como a suscessiva aplicagao
de:

1. Uma dilatacao produzida por U.

2. Uma rotacao de corpo rigido produzida por R.

3. Uma translacao para x.
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Ja na equacgao 2.1.3(3) o mesmo deslocamento e defor-
macao do mesmo elemento podem ser interpretados como:

1. Uma translagao para x.
2. Uma rotagao de corpo rigido produzida por R.
3. Uma dilatagao produzida por V.

Deve-se observar que a separagao feita anteriormente
da deformagao do volume infinitesimal so e valida se suas ares
tas coincidirem com as diregoes principais de C, em caso con-
trario Ve u tambem produzem rotacoes alem da provocada por
R.

2.1.4 - Gradiente de Deformagao Relativo, Rotagao e Dilatagao
Relativas

Lembrando a descrigao relativa (item 2.1.1), pode-se

dizer que:

£ = &y (x, 1) 2.1.4(1)

Pode-se definir Et’ gradiente de deformacao relati-

VO, COmo:
Bii
dg = Ft dx ou dg. = dx. , 2.1.4(2)
- . - ! dX J
J
agi
onde (F.):. = — 2.1.4(3)
thi] axj

Se consideram agora tres posicoes ocupadas por uma
particula, X na configuracao indeformada, x na configuragao
deformada do tempo t e £ na configuragao deformada do tempo
t + 1, ou simplesmente 1, pode-se obter:

S ng d X

F(t)= F (t) E(t) ou = m 2.1.4(4)

X . ax_ 9X.
J m J

0 gradiente de deformacao relativo da mesma forma
que F pode ser decomposto em:

BE

3%
*3

F,=R_ U ou

Fe=Re Yy 2.1.4(5)

=(Redip Welp;



ou
i 2.1.4
J
e os tensores de deformagao relativos sao:
c, = Uu? 2.1.4(7)
~t ~t )
e
B, = V2 2.1.4(8)
By Vi 1.
Pode-se mostrar |26| que no tempo 1 =t:
D =9HT=t)=Vth=t)’ 2.1.4(9)

com U, e V, sendo as taxas de variacao das deformagoes rela-
tivas, e que:

Q= R 2.1.4(10)

onde Rt € a taxa de variagao da rotagao relativa.

2.1.5 - Definicao dos Tensores de Tensao e Taxa Corrotacional
Existem tres tensores mais conhecidos em mecanica do

continuo:

a) Tensor de tensoes de Cauchy (o ou Oi'):

Sao as tensoes que ocorrem no ponto na configuragao
deformada.

0 tensor de tensoes de Cauchy e definido como uma

fungao da posigao x do ponto.

b) Primeiro tensor de tensoes de Piola - Kirchhoff (T ou Tij):

Da a forca real dP no elemento deformado dS, mas re-
lacionado ao elemento indeformado dSO, expressando a fofga
em termos da normal N a dSO em X, ver figura 3.

(N . T)dS, =dP = (n o) dS 2.1.5(1)

12
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av ‘ -

Figura 3
c) Segundo tensor de tsnSBes de Piola-Kirchhoff (T ou Tij)
Da a forga dP, que se relaciona com a forca dP da
mesma forga que o vetor material dX em X, se relaciona com o
vetor espacial dx em x.
Usando a 2.1.2(7)

dp = F71 dp 2.1.5(2)

Dai, o tensor T, & definido como:

1 1

-

) dS_=dP =F"

(N. o dP=F " . (n.og) dsS 2.1.5(3)

Existem as seguintes relacgoes entre os tensores de

tensoes de Piola-Kirchhoff e o tensor de tensoes de Cauchy
|26 :

X .
c=LF.T ou 9o,.=-2 _1T7. 2.1.5(4)
= - o~ ij - kj
Do 0 8 n
_ _ 9X. _ X
o=LF.FF ou o..=2 _iF 2.1.5(5)
= ~tat s ij km
Po P 3Ky axm

Para o uso em equacgoes constitutivas deve-se satis-
fazer o principio da indiferenga referencial, segundo o qual
as tensoes devem se transformar para uma rotacao R segundo
op=R g BT. Para tal, deve-se introduzir a taxa corrotacio-
nal de Cauchy ou taxa de Jaumann (o*), que se relaciona com

o atraves de:

tQ
*
1
Q
t
10
tQ
<+
1Q
10
V]
o
(o))

Adicionando-se na 2.1.5(6) o termo (tr D)o,
obtem-se:



TR =g-Qoto 0+ (tr D)o 2.1.5(7)
igualmente apropriado para o uso em relagoes constitutivas.
Sera necessaria mais tarde, uma relagao entre 1* e
~a taxa do primeiro tensor de Kirchhoff. Esta relagao sera ob
tida a seguir.
Da 2.1.5(4):

oy -
T==2F"15, 2.1.5(8)
P

onde o € o valor de p no tempo de referencia to. Derivando
a 2.1.5(8) em relagao ao tempo:

T=-2 o [Fle)+2 (F )y o+2F o 2.1.5(9)
p P P
Mas, - FFlr =1 2.1.5(10)
Derivando (FF)y F+rlE =0 2.1.5(11)
-1 -1 o -1
ou (F ') =-F F°F 2.1.5(12)
Por outro lado L=FF 126 2.1.5(13)
Da7 a 2.1.5(12) fica:
-1 -1
(F ') =-F 'L 2.1.5(14)
Substituindo na 2.1.5(9) e usando a 2.1.5(8):
Te- -l LFTeT o o 2.1.5(15)
) :
Mas, segundo [26] :
trD = - & 2.1.5(16)
p
Ea 2.1.5(15) fica:
T-(rD)T-FLFT+To "o 2.1.5(17)

14
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Adotando como referencia a configuragao no tempo t
resulta F =1, o =T e p =py € a expressao acima, no

tempo t, fica:

T =(trD)o-Lo+o" 2.1.5(18)
Combinando 2.1.5(18) e 2.1.5(7):
= T+D o+0 Q 2.1.6(19)

2.1.6 - Hipoteses Basicas em Plasticidade
Para o estudo da plasticidade devem ser assumidas

algumas hipoteses basicas:

a) 0 material & inicialmente isotropico e mantem a isotropia
ao longo do processo de deformagOes em relagao as constantes
elasticas E, v. Esta hipotese & confirmada quando se observa
que mesmo em um elemento com grandes deformagoes plasticas, a
estrutura cristalina basica e mantida havendo perturbagoes,
apenas, em uma proporgao muito pequena de cristais. Portanto,
as constantes elasticas nao sao apreciavelmente influenciadas
pelas deformagoes plasticas. Este fato e tambem observado em
experiencias com metais trabalhados a frio.

b) Como entre o0 elemento carregado e o descarregado 2lasti-
camente, nao ha rotagao, Be = 1, pode-se admitir a existen-
cia de uma fungao Y(g, §), onde s representa o estado e

orientacgao do material, variavel com a deformagao. A fungao
Y(g, s) € caracteristica do elemento, tal que, se Y(g,§) <0,
o elemento sera no estado elastico e, se Y(o, s) =0, o

elemento esta sobre a chamada superficie de escoamentoc. A su

perficie de escoamento fica ent3ao caracterizada por:
Y (o, s) =0 2.1.6(1)

Os tensores s permitem que se considere o endu-
recimento. Foi demosntrado por Onat | 6|, que os tenso-

~ . - . e . .
res s sao de ordem par e irredutiveis, caso F seja si-

métrico e quando o material e inicialmente isotropo.
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c) A fungao de escoamento em 2.1.6(1), e independente da
componente esferica de tensoes. Isto implica que a fungao
de escoamento e, na verdade, fungao das tensoes desviado-
ras.

- d) Aséume-se a lei da normalidade:

pP = 2 2.1.6(2)

onde A e um escalar positivo.

2.1.7 - Criterios de Escoamento e Descarga

2.1.7.1 - Criterio de escoamento e endurecimento

Neste trabalho sera utilizado o criterio de Von Mi-
ses, devido a maior facilidade de utilizagao e sua comprova-
¢ao por resultados experimentais no caso de materiais meta-
Ticos.-

0 tipo de endurecimento considerado neste trabalho
sera o endurecimento isotropico, onde a superficie de escoa-
mento mantem a posigao de seu centro e a sua forma constantes,
aumentando o seu tamahho.

Para este tipo de endurecimento e considerando o
criterio de Von Mises, a expressao que fornece a superficie de
escoamento, €:

Y =32 /ol T olr -0e=0 2.1.7.1(1)
2

onde:

Oij Oij - 5 61j Oy 2.1.7.1(2)

2.1.7.2 - Criterio de descarga

Para um elemento sobre a superficie, Y = 0, pode-
-se determinar agora se o ponto sofrera, no instante seguin-
te, uma deformagao plastica ou nao. Utilizando a lei de
crescimento elastica de g na expressao de Y, tem-se trés
comportamentos possiveis |8]:



Y = oY G.. > 03 Y=0 durante a carga 2.1.7.2(1)
1]
390 . .
1]
. Y = CAl G.. =0 ; Y=0 durante carga 2.1.7.2(2)
3o, . neutra
1]
Y= -2 5., <0 ; Y=0 durante a 2.1.7.2(3)
aoij 1 descarga

Pode-se dar uma enterpretagao geometrica as equa-
¢oes 2.1.7.2(1) ate 2.1.7.2(3) |8]. Como a superficie de
carga e assumida como uma superficie fechada, pode-se falar
em seu interior e exterior, dai, o vetor (BY/aoij)éij re
presenta um vetor normal a superficie de escoamento, di-
rigido para fora no caso da carga, tangente a superficie
no caso de carga neutra e dirigido para dentro no caso de

descarga.

2.1.8 - Separagao do Gradiente de Deformagoes em suas Partes
Elastica e Plastica
Para a teoria de pequenas deformagoes as taxas de
deformagoes elastica e plastica podem ser somadas para dar
a taxa total de deformagao. Isto so e valido devido a 1i-
nearidade das componentes de deformagao infinitesimal. As
~ . ~ VAN
componentes de uma deformagao finita sao em geral lineares
e a hipotese de aditividade nao e, em geral, valida.

Observando a figura 4 tem-se |23]:

daxP = (—1 ) dx. 2.1.8(1)
1 J
o 4

que representa a passagem de X para gp.

Representando-se a deformagao de xP

X para x:
Bxi D

dx. = —_— dx’, 2.1.8(2

X (Bxg) ] (2)

17
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Figura 4
Usando a 2.1.8(1):
p
X 3x
dx; = ( — ) (Tk’ dx,
BXk 3 j

Lembrando a 2.1.2(6) e,

fornece uma separacao da deformagao total

las, que podem representar as

tica respectivamente, a 2.1.8(3) fica:

dx = F° FP dx

Como X representa o estado inicial:

dx =

t ™M
(=X
1><

Comparando com a 2.1.8(4):

deformacoes elastica e

18

2.1.8(3)

observando que a 2.1.8(3)

em duas parce-

plas-

2.1.8(4)

2.1.8(5)
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F = F°FfP 2.1.8(6)

Para um corpo sujeito a um estado nao homogeneo
~de tensoes a remogao da carga produz, em geral, a uma dis
tribui¢ao de tensoes residuais. £Entao, para obter-se o
estado de tensoes nulo, deve-se considerar o corpo seccio
nado em pequenos elementos. Com isso pode-se atingir o es
tado de tensao nulo a medida que o tamanho daqueles ele-
mentos tende a zero. Entretanto, quando se adota esta divi
sao, ocorre que os elementos descarregados nao podem ser
ajustados para formar um corpo continuo em 5p. Segundo
Lee |23| 1disto impede o uso do conceito de gradiente de
deformagoes tal como foi definido em 2.1.8(2), ou seja,
Ee e fp, nao sao em geral matrizes de derivadas parci-
ais embora o seu produto, na 2.1.8(5), o seja, pois tan-
to o -estado X como o estado x sao configuragoes de um
corpa continuo. As transformagoes lineares Ee e Ep podem,
segundo Lee |22|, expressar as deformagoes elastica e plas-
tica em um ponto de corpo continuo.

A partir da 2.1.8(1), pode-se escrever:

(dsP)? = (dxP) = dxT(FP)T

X X (FP)y " (FP) dx 2.1.8(7)

Fazendo:

2

como  (ds) € sempre positivo, conclui-se que Ep e posi-

tivo definido.

De forma analoga, d: 2.1.8(2):

Fazendo:
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(8%)71 = ((r%)7) (7% 2.1.8(10)

que tambem € positivo definida e pode ser invertida da se-
- guinte forma:

:
B = F° (F%) 2.1.8(11)

e -~ . . — .
Tanto B como Cp sao matrizes simetricas.

Utilizando o teorema da decomposigao polar, pode-
-se escrever:

F¢ = v® g® - g% ° 2.1.8(12)
e, de forma analoga:
FPo= vPRP = RP WP 2.1.8(13)

Como a forma do elemento em xP & dnica, resulta

que o tensor de deformagio plastico CP também o sera.

A partir da 2.1.8(5), e da 2.1.8(11), pode-se escrever:
U < ReP)yTT FT O 20014

Como F e CP s3o Unicos, resulta que @e tambem

- - . - 7 2
e unica. Como B® = (Ve) , pode-se escrever:

e o= (8%)1/2 g® 2.1.8(15)

Pode-se ver na 2.1.8(15), que a decomposigao pro-
posta por Lee |[23]| n3o & tnica, pois Be pode ser qualquer
movimento de rotagao de corpo rigido. Neste trabalho sera
assumido, da mesma forma que Lee {22]|, uma descarga elas-
tica sem rotacao, ou seja Be = 1. Isto torna a decomposi-
¢ao unica, e:
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Ee _ (ge)1/2 = Ve (F

e\t 2.1.8(16)

Porem, quando as deformagoes elasticas tendem a
zero o tensor de deformagoes elasticas, @e, tende ao tensor
unidade I |26], portanto, para pequenas deformagoes elasticas,
"pode-se dizer:

AR RV S SRV 2.1.8(17)

ou, 0 que sera utilizado mais freqlUentemente:

F€ = 1 2.1.8(18)

2.1.9 - Aditividade dos Tensores Taxa de Deformagao

A partir da hipotese formulada no item 2.1.8, pode-
-se reconstruir a hipotese de aditividade dos tensores taxa de
deformagao, que sera visto a seguir:

Da 2.1.2(9):
L=FF 2.1.9(1)
Mas
Foo (8RR =f8 FP vt el 2.1.9(2)
e Pl gl gl 2.1.9(3)
Substituindo na 2.1.9(1) e 1lembrandc 2.1.8(18)
L= (FEP 4 p® pP) pPrlper 2.1.9(4)
Ee Ep Ep—] Ee—] +Ee Ep Fp—] Fe—] 2.1.9(5)
AR 2.1.9(6)
ou seja, L - Ee , Ep 2 1.5(7)
Dai, pode-se escrever:
L=D0%+ 2%+ 0P 40P 2.1.9(8)
Como tem-se, da 2.1.2(3):
D:lZ(L+LT) 2.1.9(9)

£SCOLA T TNGENHARIA
BIBLIOTECA
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Usando a 2.1.8(8):

[ T
D=L (0®+a®+DP+aP+D® +0% +DP 4 0F ) 2.1.9(10)
=T e TS
-1 (De-FQe-po-pr-fge —Qe-+9p —Qp) 2.1.9(11)
T
e finalmente
p = D% + DP 2.1.9(12)

Na 2.1.8(12), se tem novamente a aditividade das ta-

xas de deformacao plastica e elastica.

2.2 - Relacoes Constitutivas Elasticas

Ao representar a relacao entre tensao-deformagao
pode-se usar:

0.. = 2u .. + &,. ¢ 2.2(1)

onde A e u sao as constantes de Lame, dadas por:

\ = E v 2.2(2)
(1T +v)(1-2v)
yos— 2.2(3)
2 (1+v)
€. e o tensor de deformacoes euleriano definido na

e ij
2.1.2(17).

Porem, como sao admitidas deformacoes plasticas fi-
nitas, e conveniente lembrar aqui, o que foi dito no item
2.1.6 acerca da nao influencia das deformagGes plasticas, mes
mo finitas, sobre as constantes elasticas.

Pelo que foi dito acima, pode-se aceitar a equacao
2.2(1), mesmo para a descarga elastica de deformacoes finitas
plasticas.

Mas, |26]:

e = D- (el + L ¢) 2.2(4)



Como pela equagao 2.1.2(2), L=D+q, e
Substituindo na 2.2.(4), como QT = -
e =0 - (e(@+2) + (D-2)e ) 2.2(5)
=D - (De+eD)r(le-cf) 2.2(6)

Derivando a 2.2(1) em relacao ao tempo:

. i3 - 7id - : : . '
%~ Se €ps 7 3e {Drs (Drp Eps+€rp Dps) ¥ (Qrp “os ” Frp st)
rs rs
2.2(7)
Bcij
onde = 2y 61r Sjs + A Sij 6rs s 2.2(8)
o€
rs
que, substituindo na 2.2(7), fornece:
: ::5 - c s 0 - )
Oij (21 61r 6js'+A 6ij 6rs) [Drs (Drp ”ps+crp Dps)i'(hrp Eps Erp st)
2.2(9)
Desprezando os produtos Drp gps’ Erp Dps:
O_ij = 2n 61’r 6js Drs+2U 61’r 6js Qrp 5p5~2u 61’r gjs Erp st +
+ A 6ij Srs Drs-kk 61j Srs Qrp EDS )\ 61j Srs Erp st
2.2(10)
Pode-se mostrar que:
Srs Prp Eps T Ukp fpk T Sps Erp Mps T Tkp ok 70
2.2(11)
Com isso a 2.2(10) fica:
... = 2 ..+ .. D + 2 . .- 2 . .
%ij WDig t A By Dpp FoEw Ry fpg m Bl ey Ty
2.2(12)

Somando-se na 2.2(12), a expressao,



A i %ip fkk~ %ip Skk pJ) =0 2.2(13)
- ) C

G1J = 21 DiJ + A 61j Dkk + 2u Qi Epj + A MiJ épJ €Lk
- i . : ¥ 2.2(14
035 = 2u D1J+-x S j Dkk+'Q1p (2u epji-k SpJ Ekk) - (2u Eij'Fk 6ip Ekk) ij
2.2(15)

Lembrando a 2.2(1):

: = - 1. )

94 ; 2u Dij + A 6ij Dkk_kﬂip Opj in &pJ 2.2(16)

A expressao acima representa a lei de crescimento ou
taxa de variacao de o no regime elastico. Pelo que foi con-
ceituado no inicio deste item e considerando a decomposicgao
exp]?céda no item 2.1.6, pode-se concluir que a equagao
2.2(16) sera aplicavel a pontos em regime elastoplastico.

2.3 - RelacoOes Constitutivas Plasticas

Quando se utiliza a lei de crescimento elastica
2.2(16), sao possiveis os casos dados pelas equacoes 2.1.7.2(1)
ate 2.1.7.2(3). No caso de Y >0, a 2.1.7.2(1), deve-se usar
uma lei de crescimento plastica que imponha 9 =0. Portanto,
a condi¢dao de permanéncia sobre a superficie de escoamento, fi

ca:

=0 2.3(1)

A expressao de 9' pode ser determinada como se se-
gue. Pelo que foi visto no item 2.1.8 a taxa de deformacao D
e dada pelo somatOrio da taxa de deformagao elastica Qe e da
plastica Qp. Aplicando D® na 2.2(16), obtém-se:

G.. =21 D

€ ] 0
. #A65 5 Dyt Ry op5 T o, s 2.3(2)

iJ iJ pJ ip Tpl

Usando a deformagao total, a lei de crescimento de

24
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tensoes pode ser escrita como:

= - - *
93 2y Dij + A 61j Dkk-fﬂjp Opj in ij Fij 2.3(3)

Usando a 2.1.8(12):

.= (2u8. & .+A S 8 p€ +0P )y + q. . - 0. Q.- Fx,
o955 = (2u g, Sg; ok Skq!(Ppq * Dpg) ip pi T Yip Ypi T T
2.3(4)
ou

_ e e ‘ _ ' p P _ e
Oij =2n Dij-kkdijDkk-Fﬂip opj in ij-FZU Dij-rx 61j Dkk Fij
2.3(5)

Subtraindo a 2.3(3) da 2.3(5):

p P _ rx
2u Dis 4 A 8.5 Dpy Fij 0 2.3(6)

Usando a lei da normalidade, equacao 2.1.6(19), a
2.3(6) fica:

oY Y
F}I*J = A {ZU + A 2.3(7)
Boij Bokk
Substituindo o valor de F na 2.3(3):
G = 2u D+Ax I (tr D)+Q o-0 Q- A {ZU éi-kx I (tr éi)}
) R T o 8
2.3(8)

A seguir sera obtida a lei de crescimento de O
com base em um ensaio de tracao simples. O incremento de de-
formacao logaritmica (de*) pode ser relacionado com o tensor

taxa de deformacgao atraves da relacao:
de* = D dt 2.3(9)
Considerando a decomposigao proposta no item 2.1.6 e

a aditividade das taxas de deformagao elastica e plastica po-
de-se definir o incremento de deformagao logaritmica plastica
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(de*p) como:

*
de P = DP dt 2.3(10)

Para o caso do ensaio de tracao simples se H repre-
sentar a derivada da curva que relaciona as tensoes de Cauchy

*
com a componente e]$ (figura 5), pode-se escrever:

*p P .
doH = H deyy = H DY, dt 2.3(11)
ou
- p
o171 = H DY, 2.3(12)
4G
de*P
=\n P
1t
Figura 5
Usando a lei da normalidade no ensaio de tracao sim-
ples:
oy, = Hoa 2t 2.3(13)
8011
A expressao 2.1.7.1(1) no caso do ensaio de tracao
simples reduz-se a Oy1-0¢ = 0 ou Of =077~ Dai para es-
te ensaio:
oL = ol = A oy 2.3(14)
f 11 B
917

Generalizando as da lei do crescimento para de ten
sao multiaxiais e observando que da 2.1.7.1(1):
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oYy 2.3(15)

podemos reescrever a 2.3(1) substituindo g' pela 2.3(8) e
o pela 2.3(14):

Y oY oY
..+ 8., + Q. -0, .-A (2 + A48, (t -
90 ; . D1J 1 ’ Dkk P opJ O1p PJ & 90 ; . H e ao..))}
N N 1]
- A H =0 2.3(16)
Sera analisado agora o termo aY/aoij (ij 0pg T
- oip ij). Como a superficie representada pela 2.1.6(18), go
za da propriedade de ser uma invariante em relagao a rotagao
Q, pode-se escrever:
Y Qo Q. op) =Y (0, of) 2.3(17)

Se, a um elemento com estado de tensoes g(t), foi
aplicada uma rotagao Q(t), a partir do tempo t, pode-se escre-

ver que:
Y (Q(T) of(t) QT(T), o) - Y( alt), o) :(El) -
Tim - o eso
70 T
2.3(18)

Lembrando a 2.1.4(4), pode-se escrever:
Ry (1) 2.3(19)

onde, F(t) e o gradiente de deformagao no tempo t, F(t) € o
gradiente de deformagao em t+ T, !t e Bt sao, respectiva-
mente, o tensor de dilatagao e o tensor de rotagao relativa. A
variacao de o ao passar do tempo t para o tempo t+r sera

dividida, lembrando a teoria da decomposigao polar, como giro

do elemento (Bt(T)), sequido de uma dilatacgao (Yt). Conside
rando apenas a variacao devida a rotacao obtem-se:
o, o= R, (1) o,y R (1) 2.3(20)
MED ~t “(t) ~t :
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Para este instante vale a 2.3(18) com Q(t) = Rt(r)
de modo que pode-se escrever:

dy 5Y dg 3Y 3dof
O = +_..—____..

dT)T:O 5o dt

t
<

( 2.3(21)

30 dt 30f OT =0

como ainda nao foi aplicada a dilatacao e O¢ e um escalar,
portanto invariante em relag3o a rotagao, 3og/91 = 0. De-
rivando a 2.3(20) obtem-se:

— = Ri(1) g(t) Rel(t) + Re(1) g(t) (Ri(1))  2.3(22)

Dai a 2.3(21) fica:

T
3% Toie) o(t) RI(T) + Ryelr) o(t) (Ri(r)) | g = 0

2.3(23)

Para t=0, tem-se Bt(r=0) =1 e pela 2.1.4(10),

B%(T=O) = {, 0 que permite escrever (representando g(t) por
g):
3y [Q9+OQ} - 0 2.3(28)
30 -
Bem, usando a 2.3(24), a 2.3(16) torna-se:
O (2u D..+A 8., D) =Al(2u =X s,, By BV oy
900 . - i 13 kk 90 i 30 a0
i ij k k iJ
2.3(25)
oY
—_— (2u D1j + A 61J Dkk)
Da7 se tira o valor de A= 1
Gl (2u oY + X Sij—ay ) +H
903 994j Uk 2.3(26)

Este valor, da 2.3(26), fica sendo igual ao de pequenas defor-
magoes.

Agora substituindo a 2.3(26) na 2.3(8) e mudando
para notagao matricial:
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ﬁi{ain+x1(u~m}ku§i+x1 ﬁréi)}
do i - TJLo9g T 9g
g =2uD+rIA(trD)+2g-g 8-
a—Y—[Zp—al+Xl (trﬂ)+H}
ag ag 4o
2.3(27)

Lembrando agora a equagao 2.1.5(7), que goza do prin
cipio de indiferenca referencial [25]:

™ =0+ (tr D) o - Qg + 0@ 2.3(28)

desprezando o fator (tr D)o que conduziria a nao simetria da
matriz constitutiva elastoplastica, fica:

T = 0" - Q0+ 0Q 2.3(29)

KAl [2 oY Al (tr 31)}-+H
30 a0 ag
2.3(30)
Passando agora para a notacao indicial:
oY oY
* = -
T3 3=(2164,,850%285 56, 00Dy 4
3y [ . }BY
s 8§ +x8 8§ |——+H
rp’s rs-p
30 g P39 PA%0p,
2.3(31)
Colocando agora DkQ em evidencia:
oY oY
T35712H05k8 50005 40k ) - " ~ Dyq
§6f~.(2uar JUC NI )-§L-+}+
rs P sq pq pq

2.3(32)
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Mas,

e, representando como vetores:

> T
[]*T= [v%) 15, 133 1%, 3 133) 2.3(34)
17 = [Dy, D,, Das D1, Dys Dyal 2.3(35)
11 D22 D33 Dy Dyg Dyy

sy17 T aY 3y 8y 9y a3y vy 1T ) 3036
| 7 1306 5 50 30 50 30 (36)

30 11 922 9033 309, 9093 30,4

Substituindo 2.3(33) até 2.3(36) na 2.3(32):
> >

me [2] s-é] N

[T*] = (M - SR e 2.3(37)

Onde a parcela entre chaves indica a matriz consti-
tutiva elastoplastica, nota-se que a matriz constitutiva da
2.3(37) e semelhante ao do caso de pequenas deformacoes e que
na verdade a 2.3(37) no caso de pequenos deslocamentos se re

>

3 e . . - g
duz a equagao correspondente, substituindo 1* por o e D
.

i

£ .

2.4 - Principio Variacional

Utilizando a configuracao deformada pode-se mostrar
que a equacao de equilibrio de um corpo em movimento e [26],]|8|:

V.g+pb=pg 2.4(1)

Equagao que expressa a 12 1ei de Cauchy do movimento.

, Para o caso deste trabalho o equilibrio e estatico,
portanto, v =0 (aceleragao igual a zero), 0 termo pb repre-
senta uma forga por unidade de volume, ou seja, b representa
as forcas por unidade de massa.

Com estas consideracgoes a equacgao 2.4(1), torna-se:
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390 . .
ou —Jl+pbi=0 2.4(2)

9 X .
J

<]
tQ
+
t oof
1}
o

onde B representa as forcas por unidade de volume
Utilizando-se a configuracao indeformada como refe-
rencia, a equagao de equilibrio estatico fica:

T ..
V.T+pg by = 0 ou VI bo; = 0 2.4(3)
- X,
J
Onde T ou Tij representa o primeiro tensor de Piola Kirchhoff.
Derivando a 2.4(3) em relagao ao tempo t:
T .. .
—31 + oy b, =0 2.4(4)
BXj

Utilizando-se para configuracdao de referencia a con-
figuracao no tempo t, a 2.4(4), torna-se:

oT.
LIV Ei =0 2.4(5)
axj
Onde B, = ob 2.4(6)

Multiplicando por wum campo de velogidades cinemati-
camente admissivel v e integrando sobre o volume V, fica:

3T

[ ((— 4+ B) svi} dv =0 2.4(7)
v BXJ' !

J'i _ . B .
Como -~ SV (Tji 6v1),j Tj16vi,j 2.4(8)

e, usando o teorema da divergencia:

& (Tji 6v1)’j dv = é ny Tyy Svy ds = Jo i 8v; ds

Onde fi = nj Tij representa a carga por unidade de superfi-

cie no tempo t.
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Usando a 2.4(8) e 2.4(7) torna-se:

fv Tji 6Vi,j dv = fv[(Tji §vi) o+ By Svi| dv 2.4(10)

Substituindo a 2.4(Y9) na 2.4(10):

/, Ty Svy y dv o= fo fi ovy ds + [ B.sv, dv 2.4(11)

ou, lembrando 2.1.2(1):

§(L;y) dv = [ %1. svi ds + f, B.ov.dv 2.4(12)

f, Tii (L

J1

Substituindo a 2.1.5(19) na 2.4(12), para obtermos
a propriedade de indiferenga referencial:

* - - = .. -L. .
[v(rji_q Dy Ok Oijki) 6Ly 5 dv [S fo o 6v, ds+ fv B, 6v, ds

2.4(13)

Usando a 2.1.2(2), o primeiro termo da 2.4(13), fi-

ca, passando para a notagao matricial:

& [tr(T*GD)+tr(T*6Q)- tr(Do 6D+Do 6Q +0Q 8§D + o & Qﬂdv
— Cand ~ - Y - - - - e -d ~ o~ —'_)
2.4(14)
Mas, pode-se mostrar que:
tr (T* ¢ g) =0 2.4(15)
1 tr[o 5 (2D D)] -2 tr(Do & D) 2.4(16)
) g L bl bt

1 tr[c 6(LTL)] =tr(Dag §D)- tr(Do § Q+0Q & D +0 9 & Q)
) 2 - = bl = 22 T2 = 79

2.4(17)

Usando as expressoes 2.4(14) ate 2.4(17), pode-se

reescrever a 2.4(13), como:

* 1
- —— -— =
fv [Tij GDij 0 § (2 Dy ij Vi Vk,j)} dv



= f i dvy ds + fv B. sv, dv 2.4(18)

i A existencia de um potencial de taxas elastoplasti-
cas para um par de variaveis conjugadas de trabalho |24},
20|, & assegurada pela existencia de um potencial de taxas
de trabalho elastico e por uma lei de normalidade, como a equa
cao 2.1.6(19), para a deformagao plastica [19], |24].

Foi demonstrado por Mac Meeking |24| que, a equagao
constitutiva elastica 2.2(1) e aproximadamente derivada de
um potencial de trabalho elastico e que a aproximagao e valida
enquanto as deformacoes elasticas forem infinitesimais. Este
e o caso enfocado neste trabalho.

ConseqUentemente, a minimizacao da 2.4(18), fornece
uma equa¢ao cuja solucao e tambem uma solucao aproximada do
problema elastoplastico.

33
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CAPITULO 3

FORMULAGCAO DO PROBLEMA, METODO DE SOLUGAO

3.1 - Particularizagao do Principio Variacional para Aplicacao
em Elementos Finitos

s Reescrevendo a 2.4(18) em forma matricial:

e

Jv {tr (t* oD) -.% tr [g )} }odv = Js f év ds + Jv E'ég dv

pode-se mostrar que:

i
(%]
—+
-5
—
1o
1Q
(o]
1§ «e)
~—
w
j—
—_
(%]
~—

% tr [o § (2D Q)]

A 3.1(1) fica, entao:

1Q

J, {tr(z* 6D) +tr [L o 6L-20D 6?]} dv = js:f6! ds + f, B sv dv

3.1(4)

com Lij = oug g 3.1(5)

Considerando que a integral sobre todo o volume do
corpo pode ser aproximada por uma soma de integrais sobre o vo
lTume de elementos, pode-se obter uma matriz de rigidez elemen-



tar, como se segue:

- -> .
o= N 0P ou 0. = N, ¢t 3.1(6)

Aqui a velocidade U esta representada em cada eta-

pa pelas fungoes de forma, agrupadas na matriz N, eo indice

'

superior "ef" significa elementar.

E, de forma analoga:

> > .

D = B 0% ou D. = B.. 0% 3.1(7)
~ 1 1] J

Tx o F *

T* = M D ou TF = M D, 3.1(8)

onde M e a matriz constitutiva e B e a matriz que relacio-
na deformacoes com deslocamentos.

As expressoes 3.1(6) ate 3.1(8), estao sob a forma
de vetores, assim a 3.1(4), deve ser colocada sob a mesma for-

ma .

+ [ § L2i 01.j sz -2 8 DZi 01.j DZj} +

- = f. Su. B, Su.
+ {6 Ls; o 5 L3j 2 8Dy, % D3j}} dv fsez fi Sus ds + jveg By duy dv
3.1(9)

onde L]i’ L21 e L3i representam a primeira, a segunda e a

terceira linhas de Lij respectivamente. Da mesma forma D]i’
DZi e DBj representam a primeira, a segunda e a terceira 1i-
nhas de Dij'
Usando a 3.1(5), 3.1(6) e 3.1(8) na 3.1(4):

e el . .
fveg {(GUr B.; i ij Up ) + [6u],i 055 41,5 " 2 8D, % D]j +
+ 6”2,1 oij u2’j -2 6021 oij DZj + 6u3,i Uij u3,j -

' B el . .eQ’ KX
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Segundo a 3.1(6), pode-se escrever:
. _ e
U T My Y
g _ el
Up k= Ny Y5+
. _ el
s,k T Nagc Yy
Substituindo as 3.1(11) ate 3.1(13) na
‘e el ‘ef el
fveQ {8U" By My Bip up + [aur Nip,i 935 Mgy Uy - 2 8D
-0 el es
+ 6Ur NZr,i Oij N2p,j Up 2 GDZi Oij D2j + GUr N3r,1 i N
- .e .
-, 2 8035 o4y D3j]} dv = 8U; (fsez N; 5 foods + jveg N 5
Chamando:
peY - ( N., f., ds + f ., N.. B. dv
i e ij i eg i3 i
S v
alterando a 3.1(7) da seguinte forma:
1 1T 1 reg
* = = *
D Dy {D11 Dy2 Dy3] BY; U5
D*% - p Doy Do D,.| = B2 (&%
i 21 21 P22 V23] ij 3
pr3 = p Dy Dan Dao|' = B¥S UB%
i 3 31 Y32 "33 i 7
e, representando:
N]p
N = N2p
N

3.1(11)

3.1(12)

3.1(10):

Ti 7]
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onde p representa as colunas de N, tem-se:

-
L v, 3.1(20
NJP [ ]D,J] (20)
Ne o= N, L] 3.2(21)

jp 2p, -
N o= [N, L] 3.2(22)
jp 3p,J

com j=1,2,3, indicando o numero da linha de N], NZ

e E3
respectivamente.
Com as expressoes 3.1(15) ate 3.1(18) e 3.1(20) ate
a

3.1(22), a 3.1(14) voltando notagcao matricial pode ser rees

crita:

Tog T T 1.7 1 2T 2

S0 |f oy 8T e [T o B -2 gae! + (1T o W2 -
\

3.1(23)

Como as variacoes podem ser arbitrarias a expressao
entre colchetes deve anular-se, assim a 3.1(23) fica:

T op (@) oW -2 3h) o8
7 . .
f @)oo ) o §*3J} dv (8% = 8% 3124

onde a integral de volume representa a matriz de rigidez ele-

mentar.
Na expressao 3.1(24) pode-se distinguir duas parce-
las:
eg T
a) | K=" = [ og B M B dv= 3.1(25)
Y

correspondente a matriz de rigidez para peguenas deformacoes e

o Nri - (Q*i)T 5

B+ 1| dv  3.1(26)

correspondente a matriz geometrica, que leva em conta o estado
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de tensoes a que o elemento esta submetido no inicio do passo.
Pode-se dar uma formulacao simples ao problema fazen

do:

el el el
K" = KETH K 3.1(27)

com isto a 3.1(24) pode ser escrita como:
E?Q gez _ Eez 3.1(28)
Fazendo o somatorio sobre todos os elementos:
e el < g
= z 3.1(29
NEQ ET Y Nel P (29)

el — -
representa o numero de elementos. Tem-se, ao ni-

onde N
vel de corpo:

Kp U = P 3.1(30)

Integrando ao longo do tempo:
t : t :
& Ky U dt = & P dt 3.1(31)

3.2 - Metodo Utilizado na Solucao do Problema Nao Linear

Uma forma simples de integrar a 3.1(31), e manter a
matriz de rigidez, ET’ constante durante um intervalo At:tz—ﬁ,

obtendo:
t t t .
1 2 2
U dt = d 3.2(1
donde:
t t t
] 2 2
Kq [!]t] - [E}t] 3.2(2)
Fazendo:
t
by = [b]t] 3.2(3)
e:
t)
by = (P14 3.2(4)

obtem-se:
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5:] U= AP 3.2(5)
0 processo descrito corresponde a integrar a 3.1(30) pelo me-
todo-de Euler, assim AP~ representa o acrescimo de carga e
Agn 0 correspondente acrescimo de deslocamentos para 0 passo
n da solucgao.

Solucionando-se o sistema em 3.2(5) para um dado

AP, conhecidas as condigoes de tensoes e deslocamentos no ini
cio do passo, obtem-se um AU . Com AU, lembrando 3.1(7) e
3.1(8), tem-se:

Tx = M B Qez ou 5= ML By U 3.2(6)

Lembrando a definicao de Q, idtem 2.1, pode-se obter
uma QQ de forma semelhante ao que foi feito na 3.1(7), assim:

> _ 50 ek ~ _ a0 ey
3 @ = B* U ou Q; = Bij Uj 3.2(7)
onde
>T 1!
£ o= [911 922 933 Typ g U3 3.2(8)
Mas, pela 2.1.5(7)
c=1*+Q0-0Q -0 (trD) 3.2(9)

Integrando a 3.2(9) entre os tempos t] e t2, cor-
respondentes ao inicio e ao fim do passo n, obtem-se: -

Ao :ft] LI*+S~29—9§~2—9 (tr D)J dt 3.2(10)

Para integrar-se aproximadamente a 3.2(10), mantem-

se B, Me @Q constantes durante o passo n. 0 acrescimo de
tensoes, com esta simplificacao, fica dado por:
A" = At* 4+ AQ 0 - 0 A2 - o (tr AD) 3.2(11)
onde
At = M B aU®t 3.2(12)



3.2(13)

il
o)
=g
[

AD

3.2(14)

onde- 8U°* pode ser obtido a partir de AU . Com a 3.2(11),
pode-se obter o valor das tensoes no final do passo n:

Oh.q = O, + bo 3.2(15)

e o valor dos deslocamentos e cargas no final do mesmo passo:

Uiy = U+ 80 3.2(16)

P,y = P+ AP 3.2(17)

Em cada inicio de passo deve-se atualizar as matri-
zes B, K

AR
titutiva elastoplastica Mep' A geometria alterada e levada

e no caso de pontos plastificados a matriz cons-

em conta na matriz B que, por sua vez altera K.. 0 estado de
tensoes do inicio do passo e levado em conta na parte geome-
trica da matriz ET e na matriz constitutiva elastoplastica se
for o caso de ponto sofrendo-deformagéo permanente.

Devido ao fato de serem impostos deslocamentos fini-
tos, a solucao incremental representada pela 3.2(16) e 3.2(17),
vai se afastando progressivamente dos resultados corretos. Uma
maneira de melhorar os resultados e fazer uma verificacao e
corregao do equilibrio em cada etapa, mantendo as caracteris-
ticas geometricas e de tensao do inicio do passo, ou seja,
mantendo as matrizes B e ET constantes. \

Para se obter uma expressao do equilibrio que possa
ser usada em um programa computacional, sera utilizada a equa

¢ao do equilibrio de Cauchy:

I, ob, = p 1 3.2(18)

Multiplicando-se a 3.2(18), por um campo de veloci-
dades cinematicamente admissivel e integrando sobre o volu-

me, considerando o equilibrio estatico, fica:
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N [( A 6Vi1 dv = 0 3.2(19)

como foi feito no item 2.8.
Mas:

90 . .

ji _
Svi o= (o.. 6vi) . - oL 6v. . 3.2(20
o x RS T RIS B F R I (20)

J
Com a 3.2(20), vai ser integrada sobre o volume, po-
de-se aplicar o teorema da divergencia:

3.2(21)

onde f. = n

; i 954 sao forcas por unidade de superficie.

; Usando a 3.2(20) e 3.2(21), a 3.2(19) pode ser escri
ta como:

N o5 6V1,j dv = fs fy vy ds + jv B, 6v, dv  3.2(22)

Lembrando a 2.1.2(1):

/y 055 Sby; dv = f_ f, 6v, ds + [ B, dv, dv 3.2(23)

Mas, lembrando a 2.1.2(2), L=D+2

fv o5 ; 6(D1j + Qij) dv = fs fo ovy ds + f B, dv, dv

3.2(24)

como o 80 = 0 e colocando sob a forma de vetores como

ji ij bt
foi fejito anteriormente:

fv o; 6D dv = fs fo ovy ds + Jv B, Svy dv  3.2(25)
Fazendo a divisao do corpo de elementos, como foi
feito anteriormente, aplicando a equacgao 3.2(25) para um ele-
mento e lembrando a 3.1(6) e 3.1(7):

€ScoLA ©™ TTERHARIA
BIELIOTECA



nef _ el
83 fveﬁ Bij 9 dv = sU3 [jseg Nis Ty ds + fve“ Ny s B, dv}
3.2(26)

ef

Chamando de P

gundo membro da 3.2(26):

a expressao entre colchetes no se-

(sUe4T [j 8T o dv - Pt -0 3.2(27)
: N S
como a variacao GQEQ e arbitraria:
T _ pel
fvez B o dv = P 3.2(28)

A 3.2(28) estabelece em um tempo t o compromisso de
equilibrio entre as tensoes e as forcas aplicadas no elemento.
Para todo o corpo tem-se:

E]

L [ og B © 3.2(29)

onde EO representa o vetor de cargas compativel com o estado
de tensoes e com a geometria atual do corpo.

Ao mesmo tempo, pela 3.2(17), P corresponde a SO

n+1
matoria dos AEi aplicados passo a passo.

Devido a aproximagao mencionada P _ e P nao se-

~0 ~n+1
rao iguais. Para executar uma correcao calcula-se a diferenca:

Pres = Pns1 ~ B 3.2(30)

e, a sequir calcula-se a norma dos vetores Pres e EO como a
soma dos quadrados de suas componentes e faz-se a comparacao
entre ambas.

Caso :

(tolerancia) x ||P I, 3.2(31)

faz-se uma iteracao, conservando as caracteristicas do ini-
cio do passo, da seguinte forma:

Ki BlUres = Pres 3.2(32)
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Com a 3.2(32) calcula-se bu o © sao ajustados os

valores de deslocamentos, tensoes e coordenadas. Com estes no
vos valores de coordenadas e de tensoes pode-se aplicar nova-
mente a 3.2(29), calcular-se novos P e aplicar a 3.2(31)

res
mais uma vez, iterando ate que:

| > || P

(tolerancia) x || P
Pode-se visualizar de modo mais claro o procedimento
descrito observando a figura 6, que representa o ajuste descri

to para um caso de tragao simples.

lo

- Solugdio de equilibrio
_ .~ Solugdo exata

Figura 6

Chamou-se de solugao exata aquela obtida quando
tem-se uma malha de elementos finitos com elementos infinita-
mente pequenos e com acrescimos de carga infinitamente pe-
quenos .
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CAPTITULO 4

CARACTERTSTICAS FUNDAMENTAIS DO PROGRAMA

Neste capitulo serdo vistos diversos aspectos do pro
grama computacional, comecando com os tipos de elementos im-
p]an}ados e a obtencgao de suas matrizes de rigidez, depois
comentando sobre o ajuste na espessura de elementos de estado
plano, sobre a solucao do sistema, e outros aspectos particula
res do programa, encerrando com um macro diagrama de blocos do
procedimento executado pelo computador.

4,1 - Tipos de Elementos Empregados

Como ja foi visto no item 3.1, as relacoes de equi-
1ibrio foram particularizadas para uma aplicacao de elementos
finitos, obtendo uma equacao do tipo:

U =p 4.1(1)

Para solucao deste problema usando o meétodo dos ele
mentos finitos, foram implantados alguns tipos de elementos:

a) Triangulo Tinear:
Na solucao de:

Estado plano de tensoes - EPTL

Estado plano de deformacao - EDTL



v

Figura 7/

b) Quadrilatero isoparametrico linear:

Figura 8

Na solucao de:
Estado plano de tensoes - EPQL
Estado plano de deformagoes - EDQL

Solidos axissimetricos - AXQL

¢) Tridimensional isoparametrico linear:
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A
z

P 0

|
m n

i

>
b
X
Figura 9

Os elementos triangulares e os quadrilateros possuem
todos os dois graus de liberdade por no u, e uy, enquanto
que o elemento tridimensional possue tres graus de liberdade
X uy e u,.

As fungoes de forma para estes elementos citados e

por no u

outros caracteristicos podem ser encontrados na bibliografia

|31, I35].

4.2 - Obtencao da Matriz de Rigidez do Elemento

A matriz de rigidez elementar e calculada segundo o
exposto no item 3.1, onde foi obtida uma expressao do tipo:

T T

} 3 -
Kp =K+ Ko =1/, (B2 MB+T

-~

o W' - 28* g B*') dv

~

4.2(1)

No elemento triangulo linear, tem-se um estado de
tensoes que e constante em todos os pontos do elemento, por is
to as matrizes B, M, o, §*1 e 91, que compoem a expressao
da matriz de rigidez 4.2(1), sao constantes no interior do
elemento. Assim, quando se faz a integracgao sobre o volume po
de-se definir a matriz de rigidez como:

K= (B MB+N oW - 28 oB*)v 4.2(2)
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onde v e o volume do elemento.

Para o quadrilatero isoparaméetrico linear, em proble
mas de solidos axissimetricos, e necessaria uma alteracao na
expressao 4.2(1), para aplicacao da integracao numerica, fa-
zendo:

dv = 27 R dA 4.2(3)

Com o uso desta substituicao a 4.2(1) fica:

T
BT

. -T .
o W' - 28" gB*) R dA
§.2(4)

Ky =2m [, (B' MB + N

Para todos os elementos foi usada a integracgao nu-
merica de Gauss. Nos quadrilateros foram usados dois pontos
de integracao em cada direcao, com isto tem-se a vantagem de
ter funcoes de peso de valor 1, simplificando a integracao nu-
meriea.

4.3 - Atualizagao da Espessura de Elementos de Estado Plano de
Tensao

Quando temos grandés deformacoes plasticas em estado
plano de tensoes, alem da atualizacao da geometria, levada em
conta na matriz B e Es’ € interessante considerar a variacao
que sofre a espessura do elemento ao longo de um processo de
deformagao [13]|. A maneira mais correta de se levar em conta
esta variacao €& usando elementos tridimensionais o que, pelo
tempo de computacao que estes elementos consomem na analise,
torna-se bastante dispendioso.

Optou-se entao por atualizar a espessura, nos ele-
mentos de estado plano de tensoes. Para elementos quadrilate-
ros atualiza-se a espessura em cada ponto de integracao, resul
tando que pontos de um mesmo elemento possuem espessuras dife-
rentes.no processo de carga. Nos elementos triangulares de de
formagcao constante a espessura e atualizada no centro do ele-
mento considerando-se a mesma uniforme no interior do elemento.

0 calculo das espessuras nos pontos de integracao
cria certas descontinuidades, porem tais descontinuidades pa-
recem coerentes com a filosofia do metodo dos elementos fini-
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tos |21].
Para um elemento, pode-se escrever que:

Xy = A]O + AH X] + Ay, X, 4.3(1)
Xo = Ayg + Ay Xy + Ayp Xy 4.3(2)
Xy = Agg Ay X5 4.3(3)

Com Xi e X, representando as coordenadas materiais

e espaciais respectivamente, e Aij representando funcoes do

tempo.
Assume~-se que:
Aoy = —1 4.3(4)
33 T
0
; Onde TO e a espessura na configuracao de referen-
cia e T a espessura na configuracao atual. A33 e constante pa

ra cada elemento.
Lembrando a 2.1.2(3) pode-se calcular o gradiente
de deformagoes F e sua derivada F

A A 0
Foe| Ay Ay, O 4.3(5)
o 0 Ay |
( Ay A0 ~
F= | Ay Ay 0 4.3(6)
o 0 Agy |

Pela 2.1.2(9), L = E F™', entdo:
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Ly Ly, O “
L= Ly Ly, O 4.3(7)
I 0 0 L33 |
e, sua parte simetrica 2.1.2(3):
Dy Dy 0]
D= | Dy Dy, U 4.3(8)
i 0 0 D33 |

Desde que se usa como configuracao de referencia, a
configuracao no fim do incremento anterior, tem-se: |21]

. } T
? L3z = D33 = — 4.3(9)
T
_ Pode-se integrar a 4.3(9), para um intervalo
At = t1+] - t1, que corresponde ao incremento de carga consi-

derado, e, mantendo ainda D33 constante no intervalo tem-se:

LUi+1) _ (i) (D33 At) 4.3(10)

(1+1) =

Onde T e a espessura atualizada a partir da

espessura T(1) e do valor de D33.
Como foi visto no item 2.1.8, D = pp + Qe, portan-
to D33 tem uma componente elastica e uma componente plasti-

ca, que podem ser calculadas como se segue:

055 T - Yy ) 4.3(11)

A partir da lei constitutiva elastica, item 2.2, com
t* definido como no item 2.1.5, e onde v € o coeficiente de
Poisson, E e o modulo de Young.

E a componente plastica e calculada como:



p?, = - (0P, + Db

b, 4.3(12)

Ja que (tr Qp) = 0, item 2.1.6.

4.4 - Solucao do Sistema

Para a solucao do sistema exposto em 4.1, utilizou-
-se o metodo de Banachievicz-Crout para matrizes simetricas,
ou metodo de fatoracao tripla, exposta em suas linhas gerais
na referencia |14].

Este metodo e de facil implantacao em um programa
computacional inclusive com a possibilidade de utilizacgao da
propriedade de banda da matriz de rigidez total do sistema.

Convem lembrar que a decomposicao so altera a matriz
de rigidez, o que possibilita uma facil resolugao para um novo
vetor de cargas, uma vez que a matriz de rigidez decomposta es
teja armazenada. Esta caracteristica citada e importante quan
do sé observa que o ajuste do equilibrio consiste precisamente
em uma nova solugao, mantendo a matriz de rigidez e substituin
do-se o vetor de cargas pelo vetor de cargas residuais.

4.5 - Criterio de P]astifica@ﬁo e Descarga dos Elementos

4.5.1 - Criterio de plastificacao

Para a consideracgao da plastificacao dos elementos
sera utilizado o criterio exposto por Cherobim |4 |, que e ba-
seado no criterio introduzido por Nayak e Zienkiewicz |29], on
de o elemento fica caracterizado pelos seus pontos de integra-
¢cao. Com esta consideracao um elemento pode ter tres estados
possiveis quanto a plastificacao de seus pontos: o elemento po
de estar, totalmente elastico com todos os seus pontos de inte
gracao elasticos, parcialmente plastificados quando alguns,
mas nao todos, de seus pontos estao plastificados, e totalmen-
te plastico quando todos os seus pontos estao plastificados.

Considera-se plastificado o ponto que satisfaz a
2.1.6(1), porem, como se esta utilizando um programa de compu
tador que utiliza incrementos, podemos melhorar a eficiencia
do programa definindo uma faixa de plastificacao que conside-
ra os pontos cujos estados de tensoes estiverem em uma certa
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regido proxima a superficie de escoamento.
Lembrando o criterio de von Mises, o ponto de inte-
gracdao e considerado plastico quando:

T — _ ('l
V3TT5T; 01 - 0fg < fp .0, 1t 4.5.1(1)
Onde fp e um escalar menor que 1 que caracteriza
a faixa de plastificacao (fp e assumido igual a 0,1 caso nao
seja especificado como dado de entrada), e 9f, e a tensao de
escoamento do material obtida em um ensaio uniaxial de tracao.

4.5.2 - Criterio de descarga

Para a aplicagao do criterio de descarga visto em
2.1.7.3, pode-se alterar a equagao 2.1.7.3(3), de modo a torna
-la mais adequada ao programa computacional.

Lembrando a 2.1.7.3(3):

oY

aoij

éij < 0 na descarga 4.5.2(1)

No criterio de von Mises, com endurecimento isotro-
po, tem-se:

90! .
S A2 At I R L oy kol 4.5.2(2)
ao1j aoij 3013 2 V3/2 ¢ 05 j
onde o%j e o tensor desviador de tensoes definido em
2.1.7.1(2) e k & um numero positivo.
Lembrando 2.2(14)
G5 = 2w Dy F A Sy Dy k2o s o8 4.5.2(3)

Substituindo 4.5.2(2) e 4.5.2(3) na 4.5.2(1)

‘k ' 2u D.. + A S§.. D + 0. 5y . - .0 . < 0
935 (21 Dy ij “kk ip “pi T %ip %pj’
4.5.2(4)

Na expressao acima tem-se:

T - o, )= 0 4.5.2(5
%535 %45 955 7 T5p By ) (%)
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e ainda:

01 855 Dy = O 4.5.2(6)

Assim, a condigao de descarga fica reduzida a:

or. D,. < O 4.5.2(7)
VI N

4.6 - Algoritmo de Solucgao

4.6.1 - Calculo ate a plastificacao do primeiro ponto

0 programa realiza varias etapas elasticas a comando
do usuario antes de plastificar o primeiro elemento ou ponto
de integracao. Para que sejam obtidas estas etapas antes da
plastificagcao, procede-se da seguinte forma:

a) Arbitra-se um vetor de cargas iniciais P, com componentes
aplig¢ados nos nos nas direcoes desejadas, ou arbitra-se um ve-
tor de deslocamentos prescritos que serve como carregamento
inicial.

0 carregamento inicial arbitrado sera resolvido de
forma elastica linear. Com isto sao obtidas as tensoes e des-
locamentos elasticos, bem como as tensoes equivalentes corres-
pondentes.

b) Calcula-se em cada ponto a relacao:
of
re = —2 4.6.1(1)
Oeq

onde Of, € a tensao de escoamento no ensaio de tracao sim-
e

ples e

Oeq a tensao equivalente do ponto (para o criterio
de von Mises Oaq = V3/2 o!. o

I
g iy %4
Seleciona-se o menor dos re (re

, e se ob-
S m1n)’ para 0
ter uma analise elastica em varias etapas calcula-se:

- 1
recin = TCnin - ; 4.6.1(2)

onde n e o numero de etapas desejadas. Convem lembrar que es
te numero de etapas pode nao ser alcancado ou pode ser ultra-
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passado, se o problema for fortemente nao linear ainda na fa-
se elastica, pois a primeira analise foi feita de modo elas-
tico linear.

Multiplica-se este novo re in pelas tensoes, deslo-
camentos e cargas de (a). Feita a multiplicagao, o novo vetor
de incremento de cargas ou de deslocamentos prescritos sera
o vetor inicial de (a) multiplicado pela relacgao re -
partir dal realiza-se um processo incremental ate a plastifi-
cagao do 19 ponto, usando o mesmo vetor de incrementos de car-

gas ou de deslocamentos prescritos.

c) Toma-se o mesmo vetor de incrementos calculado em (b) e se
resolve:

Ky Au = AP 4.6.1(2)

d) Com a solucao da 4.6.1(2), pode-se calcular os acrescimos
de deformagoes e tensoes. Com os acrescimos atualizam-se o0s
arranjos de tensoes, deformacoes e deslocamentos totais. Com
as tensoes totais pode-se calcular os novos valores de ten-
soes equivalentes e novos re. Se o valor de re . e maior

mm

que 1 retorna-se a analise como em (c). Se re for menor

min
que 1 deve-se calcular um R ‘que leve a plastificagao o primei
ro ponto, porem isto e feito usando o criterio de escoamento.

0 calculo deste R seguira a mesma formulagao que sera dada pa

ra o primeiro controle do item 4.6.2.

4.6.2 - Escolha dos incrementos na fase elastoplastica

Depois de plastificado o primeiro ponto, 0 novo in-
cremento de carga sera dado por uma fracao de carga de plasti-
ficagao, ou por uma fracao do deslocamento prescrito que plas-
tificou o primeiro ponto.

A escolha desta fragao sera a criterio do usuario e
feita atraves de um comando na entrada de dados (se nao for
dado, sera assumido igual ao incremento elastico).

' Mas e necessario um fator que controle o tamanho des
te incremento, que e o fator R. No caso de pontos elasticos,
R representa o fator que deve multiplicar os incrementos de
carga, deslocamentos e tensoes deste ponto para que seja a]caﬂ
cada a plastificacao. Isto e feito na ultima etapa elastica,
pois naquela etapa existem pontos que devem alcancar a plasti-
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ficagao. Para pontos elastoplasticos com varias retas no seu
diagrama tensao-deformagao logaritmica, o fator R multiplica-
do pelos vetores de incremento leva ate o ponto onde muda a in
clinagao do diagrama, ou seja, no ponto onde se deve usar ou-
tro valor para o endurecimento.

Alem deste primeiro controle, que faz com que um pon
to caminhe sobre o diagrama tensao-deformacao fornecido, devem
existir outros, destinados a evitar que se tenha um incremento
muito grande, o que sera visto no final deste item.

Para o calculo de R segundo este primeiro criterio,
deve-se considerar o acrescimo Ag, ocorrido nas tensoes o de-
vido a aplicagdao de um AP. 0 valor de R deve multiplicar os
vetores Ac e AP para alcangar a plastificagao em pontos elas
ticos (Ofo), ou a tensdao equivalente que corresponda a mudanca
de inclinagao na curva tensao-deformacao fornecida.

Com estas consideracoes no criterio de von Mises, a
2.3.1(1) torna-se:

2 2 2 -
(0X+ RAoX) 4—(oy+ RAoy) + (0,+ Rao,)” - (o, + R on) (oy + R Aay)+

2
- (o + RAOy) (oz+ RAOZ) - (ox+ RAOX) (oz+ RAoi) + 3 [(O + RAoXy) +

y Xy

2

+ (o =0 4.6.2(1)

—Hh e

+ (o + R Ao Z)

2
yz y + R AOXZ) ] -

XZ
onde 0f representa aqui o proximo valor de tensao para o
qual a curva tensao-deformacao do ponto, muda sua inclinacgao,
e representa o valor da tensao equivalente de escoamento
(Ofo), para pontos elasticos.

Desenvolvendo a 4.6.2(1), pode-se tirar o valor de

R:
R - - B* /B - 4AC 4.6.2(2)
2A
onde
_ 2 2 2 _ . )
A = on + Aoy + Aoz on Aoy on AOZ - ucy Aoz +

2 2 2
+ 3 AOxy + 3 Aoy, ¥ 3 Aoy 4.6.2(3)
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B = 2 Oy Ao + 2 ¢ Aoy + 2 G, Ao, -0 Ao, -0, Doy -
- o, AOZ - a, on - Oy Ao, - g, Acy + 6 Oxy Acxy + 6 Oyz Acxz + 6 oyz Aoyz
4.6.2(4)
C = 02 + 02 + 02 - o, 0, —0, 0, =0 o, + 3 02 +
X y z X "y X ~z y Uz Xy
2 2 2
+ 3 O, * 3 Oyz - o 4.6.2(5)
Ainda pode-se dizer que, da 2.3.1(1):
A = Aoeq 4.6.,2(6)
e,
2 2
C-oeq o 4.6.2(7)
Da 4.6.2(6) <conclui-se que:
: A > 0, 4.6.2(8)
e da 4.6.2(7), como o ponto esta sendo carregado:
C < 0. 4.6.2(9)
Mas, a 4.6.2(4) pode ser escrita como:
B =3 g-o Ao -+g-o Ao 4—2-0 Ao, + 2 o, ANo, + 2 0, Do, +
3 X X 3 YUY 47z 2 Xy Xy XZ TUxz
+ 20 _ Ao _ - LI Ao, - — o Ao
yz myz 4 Y "7x 3 Z X
- l—o Ao, - — o Ao, - l-o Ao l-o Ao J 4.6.2(10)
3 3 o3 x 2 o3 ¥z
ou ainda:
B =3 [? Ao (1—14 + 0, Ao (] -10 + o Ao (1-Jﬁ +2 0. Ao, +
X X y oy ' Xy
3 3 3
. Lo
+ 2 Oy onz + 2 Oyz Aoyz - g-oy Ao g-oz Aoy
- l~o Ao - l-o Ao - l-o Ao — 0o, Ao } 4.6.2{11)
3 XY 37 3 2 o3 Yz
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que pode ser mais uma vez rearranjada como:

B=3 [JX AOX + oy Acy + o, AOZ + 2 Oxy ony + 2 9.z onz + 2 oyz Aoyz -

o Ao - o Ao - o, Ao_ - l o Ao - l(} Ao -

] ] ]
5 X X g y X g y X 3 X Yy 3 ¥y

1 1 1 1 '
- -0 Aoy -— o0, bo, -~o0, Ao, -~0C Aoz} 4.6.2(12)

32 3x23y 32

Observando a 4.6.2(12), pode-se separa-la em duas
parcelas, compostas de produtos matriciais, da seguinte forma:

1

_ 1
B =3 [Oij Aoij g Gij Tp AOijJ 4.6.2(13)
colocando Aoij em evidencia:
o _ ] ,
: B =3 [01j g 61j Okk} Agij 4.6.2(14)

Lembrando a 2.1.7.1(2):

B = 3 0!. Ao, . 4.6.2(15)
1) 1]
Mas, lembrando a 4.5.2(2), 8Y/801j= (3/20€q)o%j, po
de-se alterar a 4.6.2(15), da sequinte forma:
20
B = 3[_@(__ __‘i‘l} ro 4.6.2(16)
30, - 3 J
1]
ou seja:
- Y
B = 2 %eq 50'. AOij 4.6.2(17)
1]

No procedimento incremental adotado, resolve-se em
cada passo um problema do tipo linear. Portanto, pode-se es-
crever Ag = é At. Como At e Oeq sao positivos, o sinal de

B e dado pelo termo 8Y/aoij que @ o criterio de descarga

O: .
1
(item 4.5.2). Logo, enquanto o ponto se manter na regiao elas

toplastica (carga) tem-se B>0.
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Tomando-se a 4.6.2(2) e, observando as 4.6.2(8) e
4.6.2(9), tem-se:

; — e

R oo - Bt /BT + 4A|C]
2 A

4.6.2(18)

onde as barras verticais indicam valor absoluto.
Mas, observando a 4.6.2(18), conclui-se que:

/8% + aalc| > |B] 4.6.2(19)

Pelo que foi dito anteriormente B>0, e como R<O
nao faz sentido, a 4.6.2(18) fica:

- 2 _
R = - B + /BT - 4AC 4.6.2(20)

2A

s A 4.6.2(20) fornece o valor de R para um ponto elas
tico ou para um ponto elastoplastico com varias retas no seu
diagrama tensao-deformacao. Para evitar que se tome para R
um valor muito grande, se Rmin> 1, adota-se Rmin = 1.

Alem deste primeiro controle deve existir um outro
que reduza o tamanho do incremento conforme o problema. Com
esta finalidade, controla-se o aumento das tensoes nos elemen-
tos ou pontos ja plastificados, nao permitindo que as tensoes
equivalentes aos acrescimos de tensao no passo sejam maiores
que 8% da tensio de escoamento inicial. Para garantir que is-
to ocorra, calcula-se um r que satisfaca esta condicao, da se

guinte forma:

of
r=0.08 —2 4.6.2(21)
Aoeq
onde Aoeq e a tensao equivalente calculada com Ao do passo
e of € a tensao de escoamento inicial. Se r <R . adota-se
o min
R . =r.

min
Convem comentar aqui, que no caso de material elasto

plastico perfeito, quando todos os pontos de integracao ja es-
tao plastificados, todos os R <calculados serao nulos. Entao
adota-se Rmin =1, wutilizando este valor juntamente com o con
trole do valor das tensoes equivalentes dos Ao, o fator r,
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adotando o menor deles para Rmin'
4.6.3 - Controle de descarga dos pontos
Quando um ponto sofre um processo de descarga, pode

acontecer que um estado de tensoes represente um ponto proximo
a superficie de escoamento no espaco das tensoes. Devido a es
te fato, no proximo incremento este ponto pode ser considerado
novamente plastico, pois esta descrevendo uma "trajetoria" qua
se paralela, ou secante a superficie de escoamento, o que cau-
sa um acrescimo na sua tensao equivalente, como pode ser obser
vado na figura 10.

— w—- faixa de plostificacdo

superficie de escoamento

Figura 10

Quando isto ocorre, o programa comeca a ter valores
de Rmin muito pequenos (ver item 4.6.2). Para diminuir este
efeito faz-se a "multa" do ponto. Quando um ponto descarre-
ga, para na etapa seguinte, torna-se plastico novamente, volta
-se atras na analise e obriga-se este ponto a continuar plas-
tico nas duas etapas seguintes, mesmo que seja satisfeita a

4.5.2(7), depois das quais pode tornar-se elastico novamente.

4.6.4 - Interrupcao da analise

A analise deve ser interrompida quando se atinge uma
tensdao de ruptura. Isto e feito estabelecendo como dado de en
trada a tensao de ruptura, aonde e interrompida a analise.

4.7 - 0 Programa Computacional. Diagrama de Blocos

0 programa computacional pode ser dividido em duas
fases, a fase elastica e a fase elastoplastica, ou seja, a ana
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lise ate a plastificacao do primeiro ponto e a analise apos es
ta primeira plastificacao.

Na rotina principal ANASPG, figura 11, e feita a
primeira analise elastica e o calculo elastoplastico. A anali
se incremental elastica, ja descrita no item 4.6.1, e feita em
n etapas elasticas pela rotina INCREL, cujo macrodiagrama de

blocos esta na figura 12.
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CAPITULO 5

EXEMPLOS DE APLICAGAO

Neste capitulo serdo apresentados os resultados de
alguns exemplos de aplicacao, comparando-se com outras solu-
coes numericas ou com resultados experimentais.

5.1 - Exemplos com um Elemento

Nestes exemplos procura-se mostrar o comportamento
de um elemento isolado quando submetido a uma condicao de com-
pressao ou de tracao simples.

5.1.1 - Triangulo linear

Pode-se observar a curva tensao-taxa de deformacao
acumulada para um elemento EPTL, cujas condicoes de contorno
estao na figura 13, composto de material com as seguintes
caracteristicas:

E =1 x106 kgf/cm2 ;0 v =0,3
_ 2
Ofgy = 8000 kgf/cm

No grafico da figura 13 procurou-se ilustrar o com
portamento de carga para um material com quatro retas compon-
do seu diagrama tendao-deformagao :

op = 12000 kgf/cm® 5 H1=3,06 x 10° kgf/cm?

18000 kgf/cm®;  H2=9,751 x 10° kgf/cm?
H3=1,909 x 10° kgf/cm?

Of



63

yt
ts
pres
10
4 L0 >
Figura 13
sA
18000
12000
8000 4
T T T T T 4 -t
0,0796 0,025 0,05 0,0925 0,1 Exio
Figura 14

5.1.2 - Quadrilatero linear

» Com um elemento EPQL, com as condigoes de contorno
dados. na figura 15, <composto de um material com as mesmas
propriedades dadas para o exemplo anterior. 0 carregamento
sera feito tambem por meio de deslocamentos prescritos.
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N bl ™ ’_T Sprol

L 4

Figura 15

0 grafico obtido para a curva de tensao-taxa de
defo}magao acumulada.

A o8 2,38 8,48

1

£x1073
»

8000

12000+

18000 |

Figura 16

A variacao da espessura em relacao ao deslocamen-

to esta na figura 17.



xima

foi

Espessura

1051

Figura 17

A variacao de volume observada na deformagao
de 0,169%.

65
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5.2 - Placa Tracionada

Neste exemplo foi analisada uma placa submetida a
tracao uniforme em um dos seus bordos. Considerando-se a sime
tria do problema, pode-se analisar somente um quarto da placa,
que esta representado na figura 18 com suas condigoes de
apoio. As caracteristicas do material que compde a placa sao:

E = 100000 kgf/cm®
v = 0,3

Of, = 3000 kgf/cm2

e fore
/\/’_ —— —— N '
3d 3 ) i
-7 .7 e P e Pid e - A i
~ e rd -
p . . Rl Bt IO B I B EPQL - 36
I . . . - . P . . { g
] 7 7] 7 7 7 { 4
T T T o 1 1 7 7 ~F [ eprL-72
/, // // // // e I /r e '
a | 2 o Z . < Z !
- <
' AN N S S S ~o .. ~. ~ Y
. N N N N ~. N .
l N N ~ ~ ~ ~ ~ N /
~ ~ ~ ~ ~ ~ N N ~ N
N N ~ S So ~ ~ N N !
AN ~ AN ~ ~ ~o S ~ N
I < N ~ ~ N ~ ~ \\ ~ -~
X
90
N N N N
N N \\ \\ \\ \\
\\ N \\ N \\ N
N AN N N ~ N
N N ~ N N
\\ N N N ~ N
N ~ N ~N A N
N N ~ ~ N
AN . N L . N
~
EPQL-18 ~ -
EPQL - |2 EPTL- 24
Figura 18

As malhas utilizadas estao tambem representadas es-
quematicamente na figura 18. Foram usados dois valores para
a faixa de plastificacdo e os resultados estao representados
a sequir. 0 material da placa e considerado e]astop]éético
perfeito.

Como € um problema de estado plano foram utiliza
dos os elementos EPTL e EPQL.



Para a faixa de plastificacao 0,1 os graficos car-

ga-deslocamento no bordo carregado estao na figura 19.

A
P(kg)
1000
80 A EPQL 12
EPTL 72
EPQL 36
50 1
3
5 o] Ux(cm

Figura 19

A malha EPQL 36, apos a deformagao esta representada
na figura 20; os elementos marcados com p S$Sao 0S que estao

plastificados.

SR

Figura 20
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Para a faixa de plastificagao 0,01

o grafico carga-
-deslocamento esta na figura 21.

P(kg)

1000

100 4

50+

—-- 24 EPTL
------ 72 EPTL

18 EPQL (FAPLA-00I)
++++ 36 EPQL

155 "Uxicm)

Figura 21

A variacao maxima do volume foi de aproximadamente
25% para a regiao do estreitamento da secgao.
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Na figura 22 esta representada a espessura no ponto
c da malha EPQL 36.

0,5 1

T T . —

10 20 25 Ux{cm)

Figura 22

Pode-se notar a pouca influencia da malha na curva
carga-deslocamentos e que com poucos elementos ja se obteve a
convergéncia. Fica claro tambem o melhor desempenho do ele-
mento EPQL que converge mais rapidamente que o EPTL. E con-
veniente notar a influéncia que teva a faixa de plastificacao.
Com a faixa de 0,1, tém-se mais pontos plastificados nas pri-
meiras etapas e baixa o valor da carga maxima alcangada, se

comparada com a faixa de plastificacao 0,01.
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5.3 - Barra Tracionada

Neste exemplo foram testadas duas malhas de elemen-
tos do tipo TRIL, visando-se obter um comportamento semelhan-
te ao do exemplo anterior. Foram testadas duas malhas, uma
com 9 elementos, na figura 23, outra com 12 elementos. As ca-
racteristicas do material sao as mesmas do item 5.1. Para
facilitar a representacao as direcoes restringidas estao re-
presentadas por setas.

24
J Gpres
6 |1 A ] 4 A 4 | S L) >
! ' i ' | \ i
/l; ' ' : i 1 ! |
aa A A 4 y A A i 4
7‘ 4 /7 e . . P . . >y
e d e // /’/ . // /// 90
- A - o - a ‘ - ’ R \
v 5
X TRIL - 9
Figura 23

Para comparacgao com a malha da figura 23, tomou-se
uma malha de elementos EPQL, representada na figura 24, devido
ao pequeno numero de elementos, os resultados com o EPQL nao
foram bons.

90

Figura 24
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0 grafico carga-deslocamentos obtido no ponto de
aplicacao dos deslocamentos prescritos para as malhas testa-

das, 9 TRIL e 12 TRIL.

P{kg)
i600f
L
n + + . ., . )
80
- 12 ELEMENTOS
* 9 ELEMENTOS
50
50 100 Ux(cm)
Figura 25

Para as analises foi wutilizado o tempo de 1800
seg. de computagao que comparado com o tempo de area de
600 seg. utilizado na solucao do exemplo anterior mostra a

dificuldade de aplicacao do elemento tridimensional.
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5.4 - Viga Biengastada

Neste exemplo sera analisada uma viga biengastada
mostrada na figura 26. As caracteristicas do material da vi-

ga sao:

E = 29.8685 x 10° 2b/po1® = 2100000,00 kgf/cn’

v = 0.3

of, = 3.4 X 10% 2b/pol1? = 2390,48 kaf/cn’

Como o exemplo foi obtido de uma publicagao norte
americana, foi necessario utilizar as unidades do sistema in-
gles para comparagao de resultados [16].

0 endurecimento para o material foi fixado previamen
te em 2.5 x 105, por meio de comparacoes com graficos forne-

cidos no artigo.

£

R N 10,5275"

[ 5" 5 % espessura: |

1

Figura 26

As malhas utilizadas na solucao foram com o elemen-
to EPQL, EDQL e EPTL, EDTL. O0Os elementos de estado plano de
tensoes e de deformagoes forneceram resultados semelhantes,
portanto, nao serao fornecidos.

Para que o grafico resultante possa ser adimensional
a flecha no centro da viga sera relacionada com a altura h e a
carga correspondente sera relacionada com a carga teorica da
plastificagao da seccgao, Py, calculada como se seque:

2 2
Bxh = 3,4 x70% x 1x00.5275)° . g 2365 10% @b po1  5.4(1)

4 4

MO = Ofo



M
_2Mo2  2x0,2365x10 _ 4592 1425 ob 5.4(2)

P
y a b 2.5

Oonde B e a base da seccgao transversal (espessura),
h & a altura da mesma seccdo, £ & o vao a e b sao as distan-

cias da carga ate os apoios.

As curvas adimensionais carga-desliocamento, compara-
das com a curva experimental, para a faixa de plastificacgao

0,01, estao na figura 27.

25

20 . x

..... 28 Etem (EPQL)

++¢+ BOElem

x x x 2 Expsrimantal

05 o &

Figura 27
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0 tempo computacional utilizado na solugao foi de
1800 sequndos para ambas as malhas. As malhas utilizadas
neste exemplo estao representadas na figura 28.

T
l

| | o0,5275" 1,3398 ¢cm

Figura 28
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Pode-se notar que o aumento do numero de elementos
esta levando a convergencia, porem existe um certo atraso da
curva na fase elastica, que e provavelmente devido ao fato de
se calcularem as tensoes nos pontos de integragao que sao inte
riores ao elemento.

Foi testado um teste com a faixa de plastificacao
igual a 0,1 (figura 29) que mostra uma diminuicao da sensibi-
lidade da curva na regiao da dupla inflexao.

|
P/Py
46 EPQL
+ 0,0l
.t © 0,1
15
1,0 4
0,5-

Figura 29



Foi ainda tentada a eliminagao do ajuste do equi-
1ibrio, figura 30, observando-se um desvio da curva se compa-
rada com a mesma malha, porem com o ajuste e comparada com

a curva experimental.

]
2]
2.5 + y
+
2,04 ' . /x
) + //
//
+ s
<
7
e
7
15 ¥
P ~
1,0 -
0,5 -
» ¢/ Ajuste
/ 44+ s/ Ajuste CPOQL - 28 elem.
1) X x X Experimental
¥
ds 1,0 &H

Figura 30
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5.5 - Chaveta

Neste exemplo foram experimentadas duas malhas de
elemento finito, com os elementos EPTL, 80 elementos, e EPQL,
51 elementos. O principal problema neste exemplo esta na con
- sideragao do atrito na regiao dos apoios, o que faz com que
as condigoes de contorno sejam dificeis de ser consideradas co

mo se pode ver na figura 31.

p

Figura 31

As caracteristicas do material foram obtidas experi-

mentalmente, e a curva tensao-deformagao esta na figura 32.

4 kg/cm2
1000

366 o emEEE T _—
~-— experimental
—--adotado
E = 690000 kg/cm?
H = 3000 kg /em?

C J
00l 002 003 ao04

Figura 32



As malhas de elementos finitos utilizadas, estao

na figura 33.
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Figura 33

Para a solugao, que esta representada a seguir,
foi utilizado o tempo computacional de 1800 segundos.




As curvas obtidas estao na figura 34, comparadas
com a curva experimental, observa-se a grande variacao de

comportamento quando variam as condigcoes de apolo.
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- |
J N
2000 ; o epe
)
’
1000 4
™ ¥ : T - -
0,01 0,05 o 0,2 o3 Uyiem)

Figura 34
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A variagao da espessura no elemento marcado na figu-

ra 33 esta representada na figura 35.

Espessura §
(ecm)

25

2

15

1,0 N
0, 0,2 Uy(cm)
Figura 35

Pode-se ver nas curvas da figura 31 que nao foi
conseguida uma boa representagao para o exemplo. Existem
duas razoes principais para tal, primeiro a dificuldade de re
presentagao das condigoes de apoio, depois a propria curva
das caracteristicas do material que nao foi representada cor

.

retamente.



5.6 - Placa Circular

Neste exemplo foi analisada uma placa circular sub-
metida a uma carga no centro como na figura 36.

P

~g%fo;m“

e _
+wm_wrwmjzzﬂw S—

Figura 36

As caracteristicas do material da placa sao:

E=10.05x10% ab/po12 = 70,566 x 10 kgf/cm®
v = 0,325
2 2
of, = 8000 9b/pol” = 561,72 kgf/cn

0 comportamento plastico do material foi representa-
do por quatro retas, com os valores de endurecimento 3,063 x
X 106, 9,751 x 105 e 1,909 x 105 e as tensoes que limitam
as retas, sendo 12000, 18000. Estes dados sao fornecidos por
Haisler, Hunsaker e Stricklin |[21|, os resultados experimen
tais por eles expostos, serao comparados com os resultados ob
tidos no XLEBRE. Neste exemplo foi utilizada uma malha de 88

elementos do tipo AXQL representada na figura 38.

ESCOLA DT TMGENHARIA
BIBLIOTECA



Para um teste de carga e descarga oS
tao na figura 37.
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2.61": 6,6294cm

resuitados
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Figura 38
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es

0,2615" = 0,6642cm



estao os graficos de um teste de car-

Na figura 38
com 0S resultados experimentais.

ga, comparado
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Figura 39
embora com

pode ser dito que

Pode-se notar os bons resultados obtidos,

muitos elementos, como aconteceu para o exemplo da viga bien-
A partir dos exemplos 5.4 e 5.6,

bastante rigido em problemas de flexao, por

gastada.
o elemento EPQL e
necessario um grande numero de elementos para uma boa

isto e
representacgao.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

Neste capitulo serao expostos comentarios e conclu-
soes a respeito do trabalho desenvolvido, e com relagao ao que
foi observado nos resultados obtidos. Tambem serao apresenta-
das algumas sugestoes acerca de possiveis melhoramentos, e con

tinuagoes deste trabalho.

6.1 - Conclusoes

6.1.1 - Metodo e analise
A respeito do metodo utilizado, pode-se dizer que a

forma obtida para a matriz de rigidez e bastante simples, prin
cipalmente se levarmos em conta a variedade de fatores que in-
fluem quando sao consideradas nao linearidades fisica e geo-
metrica. Apesar desta relativa simplicidade, tem-se uma forma
capaz de tratar problemas com uma forte nao linearidade, mesmo
com as simplificagoes introduzidas. E tambem uma forma bastan
te geral, principalmente no caso de metais, onde em geral as
deformacoes até a plastificacao sao pequenas. Alem disto e
simples introduzir a matriz de rigidez de tensoes iniciais em
um programa que esteja fazendo analise de pequenas deforma-
coes, pois basta somar esta matriz a rigidez de pequenas defor
macoes.

- Pelo exemplo da viga biengastada pode-se ver a im-
portancia do ajuste do equilibrio ja que quando ele foi reti-
rado da analise a curva perdeu a sua forma correta. No aius—
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te do equilibrio, tambem, ve-se a importancia de se ter um me-
todo de solucao que possibilite a troca do vetor de acrescimo
de cargas, sem que seja necessaria uma nova decomposigao da
matriz de rigidez, como o metodo de Banachievicz-Crout.

Outro fator que simplifica a analise e que esta abor
dagem leva a uma matriz constitutiva elastoplastica igual a de
pequenas deformagoes, o que facilita tambem a implantacgao da
analise de grandes deformacoes em um programa que faca a ané]i

se de grandes deformagoes.

6.1.2 - Programa computacional

A disponibilidade de uma linguagem orientada torna
mais facil o uso do programa, pois a utilizacao do comando de
semelhanca nodal ou coordenadas multiplas facilita a entrada
de dados em um exemplo complexo.

Como se trabalha com um sistema, e simples fazer com
paracoes entre metodos de solugao ou tipos de endurecimento
disponiveis, bem como entre os elementos implantados. Foi fei
ta uma opcao pela generalidade, embora isto cause um esforgo
computacional adicional na solugao, justamente devido a varie-
dade de casos possiveis.

Um valor que merece comentarios e a faixa de plasti
ficacao. Para o exemplo da placa tracionada houve uma mudan-
ca de comportamento quando se variou a faixa de plastificacao
de 0,01 para 0,1, alterando o valor méximo atingido, e depois
o comportamento na curva carga deslocamento. Na viga biengas-
tada a mesma alteracao na faixa de plastificacao, influiu na
forma da curva carga-deslocamento.

6.1.3 - Elementos implantados

0 elemento quadrilatero de quatro nos, obteve melho-
res resultados que o elemento triangular de tres nos, pelos
exemplos analisados. Em ambos os elementos, porem, o afasta-
mento maior da curva experimental se deu na fase elastica, me
thorando sensivelmente na fase plastica.

0 elemento tridimensional linear mostrou ser de di-
ficil aplicacao, pois-consome bastante tempo de computador,
principalmente se forem necessarios muitos elementos para se
obter bons resultados.



86

Outro comentario a ser feito e sobre o elemento tri-
angular de 6 nos quadratico. Em uma primeira tentativa de im-
p]antagﬁo; nao foram obtidos bons resultados, pois o elemento
perdia a forma triangular logo no infcio da fase plastica devi
do aos nos intermediarios. Uma vez que a formulacao do elemen
to exige a manutencao da sua forma, a analise teve problemas.

6.2 - Sugestoes

Quanto aos comandos disponiveis, seria aconselhavel
um comando que fixasse os incrementos de carga ou deslocamen-
tos prescritos apos a plastificagao. Isto poderia ser feito
usando uma fragao da carga ou do deslocamento verificado no mo
mento de plastificacao. A maneira como estes novos incremen-
tos sao atualmente calculados pode levar a vetores de incremen
to muito grandes em certos exemplos, o que causa problemas.

Pelos exemplos analisados pode-se sugerir a utiliza-
¢cao de valores entre 0,01 e 0,1 para a faixa de plastifica-
cao, conforme sejam as caracteristicas do problema.

A respeito dos elementos quadrilateros de quatro nos
nos problemas de flexao, onde foram necessarios muitos elemen-
tos para se obter bons resultados, o que nao ocorreu em outros
exemplos. Pode-se dizer que este efeito e provavelmente devi-
do ao fato de se calcular as tensoes nos pontos de integracgao,
que sao no interior do elemento para a integracao de Gauss.
Uma sugestao entao, seria mudar os pontos de integracao para
os vertices adotando uma integracao de Newton-Cotes.
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APENDICE A

OBTENGAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DE TENSOES
INICIAIS DOS ELEMENTOS

Neste apeéendice sera exposta a parte de tensoes ini-
ciais da matriz de rigidez (ES) em sua forma geral, para os
elementos implantados.

0 deslocamento no interior de um elemento e dado
por:

U = ¢y uy” + ¢ Us™ + ...t b, U A(T)

onde i e o numero de nos do elemento.

A forma geral das matrizes de rigidez conforme o nu
mero de nos do elemento e dada por:

a) Triangulo linear

AR
K,* |RalReRe
R:iR=R=

Figura A.l

b) Quadrilatero linear
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Figura A.2

c) Tridimensional linear
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Figura A.3

A forma geral da matriz de rigidez de tensoes ini-
ciajis depende do tipo de problema e nao do numero de nos do
elemento utilizado, assim serao expostas a seguir estas for-
mas gerais para os tipos de problemas tratados neste trabalho.

Para elementos de estado plano de tensoes ou de de-
formagoes, tem-se:

88
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[ |
- 9% ¢2,x Pcx Oxy(%,x ,x ¢2,y ¢c,y)
1 1
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Figura A4

onde e e ¢ representam as superlinhas e supercolunas respec
tivamente, e ¢ sao as funcgoes de forma da familia Serendipity

21, I3s5].
As tensoes estao distribuidas da seguinte forma:

1

X Xy

0 - |

“xy %y |
Figura A5

Esta forma geral da matriz de rigidez ainda necessi-
ta ser integrada sobre o volume. No caso do triangulo linear
em problemas de estado plano, a integracgao sobre o volume e di
reta, assim, a matriz geometrica ja integrada, fica:

- o, by bC " Oyy (b, b+ a, a )
1 1
+ E— a, a. (cy - cx) - E-aR bC (o, + 0.)
Rye = |77 x £
= %y <bz bc+a2 ac) - 9y ay, a, 4A
1 . 1
- E.bz a. (GX + Oy) Lot E bg bC (Gx gy)
Figura A6

onde t representa a espessura, A a area do elemento, a. e

bi sao calculados como se segue: '
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- com i, jJ e k sendo a ordem de conetividade do elemento, co
mo na figura 7 do capitulo 4.

A forma geral da matriz Es para problemas de soli-
do axissimetrico e semelhante a de estado plano, somente apa-
recendo uma parcela adicional devida a tensao g, -

Dada matriz de tensoes:

o] o] 0
X Xy
o = o 0
~ Xy y
L 0 0 OZJ
Figura A7

A matriz KS fica definida:

X C,X XYy ' TA,X TCLX L,y "CLY¥
slo e (o -a) t-Lle e (o o)
5 Ly Peuy Vy X 5 "Ly Teux
R = | _ 2 1
Qe 2 OZ OQ, d)C/R + 2
0y (% x 9o, x* Ba,y beuy) % %,y Yc,y
1 - 1 )
i -'E %0,x qJDc,y (o) +0,) @+ E’¢z,x be.x (9 - Oy) )
Figura A8

onde R representa o raio (do ponto de integracao em uma in-
tegragao numerica), tomou-se y como eixo de simetria, portan-
to, os raios sao medidos no eixo x.

Para o elemento tridimensional a forma geral fica:
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APENDICE B

ENTRADA DE DADOS

B.1 - Descrigao da Linguagem

A entrada de dados do programa computacional e feita
atraves de uma linguagem orientada. Nesta linguagem a descri-

¢ao de um problema e feita atraves das seguintes etapas:

Dados de malha
Dados estruturais
Dados de carga
Dados de analise

Os comandos podem ser do tipo geral, ou especificos

de cada etapa. O0s comandos gerais sao:

TITULO

FIM
0s quais devem iniciar e terminar, respectivamente, o proces-
samento.

A malha, ou geometria dos elementos e definida na
etapa DADOS DE MALHA. O0Os comandos especificos desta etapa
$ao:

COORDENADAS
COORDENADAS MULTIPLAS
SIMETRIA NODAL x

SEMELHANCA NODAL
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CONETIVIDADE

SEMELHANCA DE CONETIVIDADE
TIPO DE ELEMENTOS

ORDEM DE NOS

Os quatro primeiros comandos sao utilizados para es-
pecificar as coordenadas nodais, em forma individual ou apro-
veitando simetrias e semelhangas. O0s tres comandos seguintes
sio utilizados na especificacao da conetividade dos elementos,
que pode ser fornecida de forma individual ou aproveitando si-
metrias e semelhancgas, como na especificagao das coordenadas
nodais. O comando TIPO DE ELEMENTOS especifica o tipo de ele-
mento utilizado. O comando ORDEM DE NOS serve para reorde-
nar internamente os nos de modo a obter-se uma menor largura
de banda, pois o uso dos comandos de simetria e semelhanga no-
dal ou de coordenadas multiplas podem Tevar a uma ma numera-
cao dos nos.

No comando CONSTANTES sao especificadas as cons-
tantes fisicas como o modulo de Elasticidade, coeficiente de
Poisson, modulo de elasticidade transversal, etc. No comando
CONSTANTES PLASTICAS, sao fornecidos os dados da analise elas-
toplastica da estrutura. Para a introducao destes dados exis-
tem os comandos:

CURVA

ENDURECIMENTO

LIMITES DE ESCOAMENTO

INCREMENTO DE CARGA

FAIXA DE PLASTIFICACAO

NUMERG DE INTERVALOS

ELEMENTOS COMPRESSIVEIS

FATOR DE ENDURECIMENTO CINEMATICO

0 comando CURVA caracteriza a relacao tensao-defor-
magao como sendo elastoplastico perfeito, composta de varias '
retas ou dada por uma equagao. No comando ENDURECIMENTO se
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especifica os valores do endurecimento do material para o ca-
SO em que a curva e constituida de duas ou mais retas. No co-
mando LIMITES DE ESCOAMENTO sao fornecidos os valores de ten
sao que correspondem aos pontos onde a curva tensao-deformagao
do material muda sua inclinagao. A porcentagem da carga ini-
cial que e wutilizada nos incrementos elasticos, para grandes
deformacgoes plasticas, ou nos incrementos plasticos, no caso
de pequenas deformacoes plasticas, e dada no primeiro valor do
comando INCREMENTO DE CARGA, no segundo valor deste comando
e dada a porcentagem do deslocamento ou carga de plastificacgao
que & utilizada para calcular os incrementos na fase plastica
no caso de grandes deformagoes plasticas.

No comando faixa de plastificacao sera dada a porcen
tagem da tensao de escoamento que determina a largura de uma
faixa, paralela a superficie de escoamento, dentro da qual o
ponto e considerado plastico, desde que sua tensao equivalen-
te esteja dentro desta faixa.

Alguns elementos tem problemas quando considera-
dos incompressiveis, para estes elementos devera ser fornecido
o comando ELEMENTOS COMPRESSIVEIS. Para analise com o endu-
recimento misto, isotropo-cinematico, deve-se usar o comando
FATOR DE ENDURECIMENTO CINEMATICO. Se for usado o metodo de
Newton-Raphson na solucao, devera ser utilizado o comando NU
MERO DE INTERVALOS. Nas PROPRIEDADES sao especificadas a
espessura do elemento, a area da secg¢dao transversal, os momen-
tos de inéercia, etc. As condicoes de contorno do problema sao
fornecidas atraves do comando RESTRICOES NODAIS. Neste coman
do alem das restricoes nodais, pode-se especificar apoios com
rotacao ou apoios elasticos.

0 carregamento e especificado na etapa DADOS DE CAR
GA. Nesta etapa estao disponiveis os seguintes comandos:

CARREGAMENTO
CARGAS NODAIS
INCOGNITAS PRESCRITAS

DESCARGA

Outros comandos previstos, embora ainda nao implan-
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tados, sao os de CARGA NOS ELEMENTOS, PESO PROPRIO, VARIA-
GAO DE TEMPERATURA NOS ELEMENTOS e AJUSTE.

Com o comando CARREGAMENTO e identificado o carre-
gamento, so e permitido um. O comando CARGAS NODAIS permite
fornecer as cargas aplicadas nos nos da estrutura, assim como
o comando INCOGNITAS PRESCRITAS especifica os deslocamentos
impostos. O comando DESCARGA da opgoes para que seja feita
a descarga automatica em uma determinada etapa da analise,
quando foi atingido um detérminado valor de deslocamento ou de
carga.

Na etapa DADOS NA ANALISE sao fornecidos dados so-
bre o tipo de analise elastica, fisica ou geometrica, sobre o
tipo de endurecimento, sobre o criterio de escoamento utiliza-
do (von-Mises, Drucker-Prager, etc.), e sobre o metodo de solu
cao (incremental, Newton-Raphson, etc.). £Estao disponiveis as

seguintes opcoes na analise:
a) Tipo de analise: ELASTICA (1fnear elastica)
FISICA PD (pequenas deformagoes)
FISICA GPD (grandes deformagoes plasti-
cas)
b) Tipo de endurecimento: ISOTROPO

CINEMATICO

c) Metodos de solugcao: INCREMENTAL

NEWTON-RAPHSON

Alem do comando ANALISE existe nesta etapa o coman
do IMPRIMIR que possibilita a impressao dos resultados de ele
mentos escolhidos, se nao for usado sao impressos todos os
elementos.

A seguir sera apresentada a sintaxe dos comandos men

cionados:
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B.2 - Comandos

TITULO “titulo" ,

FIM -

COORDENADAS . |

<nome dos nos>

COORDENADAS MULTIPLAS —m8M ——— |

<lista de nomes de nos> INICIO ———— [(X) r

] 2 3!
— FIM — |(X) rg (Y) re (Z) r6| _—
SIMETRIA NODAL - |
<lista de nos> —— COM —— <lista de nos> — <esp. simetria> —
<esp, devsimetria> 1=
—— EIXO0 - X 7 — |
e /] ——> i
—— RETA —— <esp. de ponto> —» <esp. de ponto> 4%i
l— PLANO —— <esp. de ponto> —= <esp. de ponto> —— <esp. de ponto>—>;
— |
YZ -
> X ——
<esp. de ponto> :: = ~T¢ NO —— <nome do no> > |
> PONTO ——= | (X) vy (Y) vy (Z) 1yl _

SEMELHANCA NODAL > |

<lista de nos> ———» (OM ——————— | (X) ry (Y) ro (Z) r3[ —

1 L~ 16UAL

<lista de nos> ! -
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CONETIVIDADE i

v

CONETIVIDADE MULTIPLA —n

>

<lista de elementos> — NOS — <lista de nos> —s PASSO ""11 —

SEMELHANGA DE CONETIVIDADE -

<lista de e]ementos>~;—»MAIS _'1r — IGUAL — <lista de elementos> —=

TIPO DE ELEMENTO - |

<lista de elementos> — <tipo> ——s |

ORDEM — = DE NOS ———=s <lista de nos>

]

CONSTANTES > |

— |

<lista de elementos> ———» }Er] Gr, POISSONr| 4\

N ,
> |PESOr, ALFAr. BETAr| .

CONSTANTES PLASTICAS

v

A) CURVA = EP* PERFEITO >

——

> DUAS ——— RETAS

= QUATRO —

——— =

- CINCO —=
s SEIS —0w
—> SETE —>
t—ws 0ITO0 ——>

> NOVE —»

> DEZ

L EQUACRO 1
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<lista de elementos> —» ENDURECIMENTO — ry rorary rpre ryrgrgryy — ]

f

LIMITES DE ESCOAMENTO |

<]lista de elementos> —s VALORES — ryro r3 ra reter77g rqrig —

INCREMENTO DE CARGA r = r, —— |
FAIXA DE PLASTIFICACAQ —— r]-—~__>|
NUMERO DE INTERVALQS - -

ELEMENTOS COMPRESSIVEIS - |

FATOR DE ENDURECIMENTO CINEMATICO ———sa ry —— |

PROPRIEDADES }

<lista de elementos> —== ESPESSURA 1y
[:AXr]AYrZAZrSIXr4[Yr5[Zr6EYr7EZr8-———~——~fr

LSECZ\D——mome de segao>-—<1ista de dados> —sl

RESTRICOES NODAIS > |

<lista de nos> ——s TOTAL T-]

> INCOGNITAS — <nome de inc69nitas>—jj

|

[~> [T]r] T2r2 T3r3 KXr4 KYr5 KZr6 KMXr7 KMYr8 KMZr9{ —_
CARREGAMENTO > <nome> - |
A) CARGAS NODAIS >
<lista de nos> J—f;\—— FORCA }Xr] Yr, Zr3f T

B)

-—>[3\\—f> MOMENTO | X ry Yry, Z r3|

INCOGNITAS PRESCRITAS
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<Jdista de nos> —s INCOGNITA = <nome de incognitas> — r ———>
DESCARGA —————> NA ETAPA r -
—— COM DESLOCAMENTO MAXIMO r
——> COM FORCA MAXIMA —
IMPRIMIR <lista de elementos> — |
ANALISE —~—— ELASTICA* . r > |
— FISICA PD ISOTROPO ———5—>VON MISES
CINEMATICO —s| |~DRUCKER PRAGER —»
——> FISICA GDP ANISOTROPO —s| TEQ 1T ———
END 2 ———d

END T ———f TEO 2 —r— \

! INCREMENTAL
NEWTON-RAPHSON
l:”“”ﬂ

PRO 2

B.3 - Exemplo de Utilizacao da Linguagem:

L——a GEOMETRICA

~
10 ‘
17 ~ T ‘Spres

Figura Bl
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TITULO "QUADRADO"
DADOS DE MALHA

COORDENADAS

1.0. 0.; 2 1a 0.; 3 10. 10.; 4 0. 10.
CONETIVIDADE

11234

TIPO DE ELEMENTO

TODOS EPQL

DADOS ESTRUTURAIS

PROPRIEDADES

TODOS ESPESSURA 1.

CONSTANTES

TODOS E 19.95 E@6 POISSON 0.325
CONSTANTES PLASTICAS

CURVA QUATRO RETAS

TODOS ENDURECIMENTO 3.86281 E@6 9.7513658 Eg5 1.908858567 EQ5
LIMITES DE ESCOAMENTO

TODOS VALORES 8000. 12000. 18000. 35000.
FAIXA DE PLASTIFICACAO .01

RESTRICOES NODAIS

1 INCOGNITAS U V; 2 INCOGNITAS V

3 4 INCOGNITAS U V

DADOS DE CARGA

CARREGAMENTO 1

INCOGNITAS PRESCRITAS

3 4 INCOGNITA V - .1

DADOS DE ANALISE

ANALISE FISICA GDP ISOTROPO VON MISES INCREMENTAL

FIM
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