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Resumo

Nesta tese de doutorado examinamos propriedades qualitativas de solu-
coes de equacoes de filtragem e, mais especificamente, de equagoes de meios
porosos (ou porous medium equations e dai a sigla PME’s).

As equagoes de filtragem modelam diversos fendmenos fisicos, entre eles
destacamos a dinamica de gases ou fluidos em meios porosos.

No capitulo dois, obtemos um principio de comparacao e unicidade de
solugdo (fraca) para equacoes de filtragem com condigoes de Cauchy.

Obtemos ainda, no capitulo trés, alguns resultados basicos sobre as so-
lugoes para a equagao de meios porosos com condicao de Cauchy. Estabele-
cemos para solucoes classicas e limitadas propriedades tais como: decresci-
mento da norma L', conservacio de massa e contracdo da norma L!. Para
solucoes de viscosidade do mesmo problema, obtemos ainda: teoremas de
comparacao, contracao da norma L' e unicidade.

O caso semidissipativo para equacoes de meios porosos é tratado no ca-
pitulo 4, onde obtemos a taxa o6tima de decaimento para a norma L de
solugbes de equagao (regularizada) de meios porosos com termo advectivo
(com dependéncia de z, de t e u).

Finalmente, no capitulo 5, obtemos uma limitacao uniforme para a norma
L™ de solucoes e condicoes suficientes para a existéncia global de solugoes
da equagdo (regularizada) de meios porosos com termo advectivo (com de-

pendéncia de z, de t e de u).
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Abstract

In this thesis, we examine qualitative properties of solutions of filtering
equations and, more specifically, of porous medium equations (PME’s).

The filtering equation models many physical phenomena, including the
dynamics of gases or fluids in porous media.

In Chapter two, we obtain a comparison principle and the uniqueness of
a (weak) solution for the filtering equations with Cauchy conditions.

In this work, in chapter three, we also obtain some important basic re-
sults for solutions to the porous media equation with Cauchy condition. For
bounded classical solutions, we establish properties such as: decay of the L*
norm, conservation of mass, and contraction in the L' norm. For viscosity
solutions of the same problem, we prove a comparations priciple, contraction
of the L' norm, and uniqueness.

The semidissipative case for porous media equations is discussed in chap-
ter four, where we obtain the optimal decay rate in the L* norm of solutions
of the (regularized) porous media equations with advective term (with de-
pendence of z, t and u).

Finally, in chapter five, we obtain a uniform bound for the norm L* and
sufficient conditions for the global existence of solutions of the (regularized)
porous media equation with advective term (with dependence on z, of ¢ and

il






Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho de doutorado sao examinadas propriedades qualitativas
de solucoes de equacoes de filtragem e, mais especificamente, de equagoes de
meios porosos (ou porous medium equations e dai a sigla PME’s).

As equagoes de filtragem sao equagoes do tipo u; = AA(u). No caso

™=y, dizemos que as equagoes de filtragem sao, em par-

especial A(u) = |u
ticular, equagoes de meios porosos. Quando s6 admitimos solugoes positivas
temos A(u) = |u|/™ 'u = u™ e quando admite-se solu¢des que trocam de si-
nal dizemos que as solugoes sao solugdes com sinal (para a equagao de meios
POrosos).

As equagoes de filtragem modelam diversos fendmenos fisicos, entre eles
destacamos a dinamica de gases ou fluidos em meios porosos. No capitulo
dois, obtemos um principio de comparacao e unicidade de solucao para o
problema,

{ up = AA(u)
u(-,0) = ug € L, (R").

No capitulo trés sao obtidos varios resultados basicos importantes sobre

as solu¢oes (classicas, limitadas) do problema de difusao nao linear



up + div (f(z, t,u)u) = div (|u]*Vu) + nAuy, (1.1)

u(-,0) = up € LP(R™) N L¥(R™M), (1.2)

dadas constantes a > 0, 1 < p, < oo, n >0, e sendo f=(f,...,f,), onde

[y Jops s Jans Jus 830 continuas e f satisfaz alguma entre as condigoes (1.3),
(1.4) abaixo:

%(az,t,u) >0 VzeR",t>0, uekR, (1.3)
i1 (%cj
ou
| f(z,t,u)| < B(t)|ul® VazeR", t>0,uck, (1.4)

para dadas B € C°([0,00)), k > 0 (constante).

No caso de f nao depender de = e de t, tem-se, em particular, a equacao
u + div f(u) = div (|u|*Vu) + nAu, z€R" ¢t>0, (1.5)

que em ambos os casos (1.3) ou (1.4), as solugoes de (1.1) exibem (enquanto
existirem) varias propriedades conhecidas de problemas parabdlicos em forma
conservativa (como por exemplo regularidade, decrescimento na norma L',
conservagao de massa e propriedades de comparagao), mas no caso de (1.4)
outras propriedades familiares deixam, em geral, de ser validas (decresci-
mento em normas L? para ¢ > 1, propriedade TVD (Total Variation Di-
minishing), contratividade em L', existéncia global, decaimento a zero em
varias normas (ao t — 00) em caso de existéncia global, etc). De fato, o pro-

blema (1.1), com a condicdo adicional (1.4) pode tornar-se muito complicado



quando a condigao (1.3) for violada, como indicamos intuitivamente a seguir.

Para isso, consideremos, por simplicidade, o problema unidimensional
w+ (f@)ulfu)e = (Ju|up)e + 0t (1.6)

u(+,0) = ug € L'(R) N L™(R),

onde se supoe J:= {x € R: f'(x) < 0} # (. Reescrevendo a primeira

equacao na forma
up + (k+1) f(x) |u|kucc = (lu]"uz)e + Ntie — f'(2) |u|ku= (1.7)

vé-se que u(x,t) tende a ser estimulada a crescer (em magnitude) nos pon-
tos © € J, particularmente onde — f'(x) > 1. Por outro lado, como
| u(-,t) ||L1(R) < |l uo HLl(R) para todo ¢ (enquanto a solu¢ao existir), um cres-
cimento intenso em uma dada parte de J resulta na formacao de estruturas
alongadas (como ilustrado na Fig. 1 a seguir), que tendem a ser eficiente-
mente dissipadas pelo termo difusivo presente. Quanto maior for o cresci-
mento de |u(z,t) |, maior serd o efeito do termo — f’(x) |u|*u no lado direito
de (1.7) em forgar crescimento adicional e maior serd a capacidade dissipativa
do termo difusivo em (1.7) de impedir tal crescimento, dado o aumento do
proprio coeficiente de difusao e da intensificacao dos efeitos de alongamento
no perfil de u(-,t)!

A competigao entre os termos difusivos e for¢ante na equagao (1.6) pode,
assim, tornar-se tao intensa que o resultado final desta interagao (explosao ou
nao em tempo finito, existéncia global e comportamento ao
t — oo, etc) é muito dificil de ser previsto. Além disso, em contraste
com a literatura vigente (ver e.g. [12, 16, 17| e referéncias ali citadas), este
tipo de interacao (com conservagao de massa ou vinculos similares) s6 pas-

sou a ser investigado matematicamente muito recentemente (em [1, 2, 9]).
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Fig. 1. Representagdo da solugdo u(-,t) no instante ¢ = 5 (curva cheia)
correspondente & equagdo (3.5) acima com f(x) = —tghz, o = 0.5, k = 1.5,

17 = 0.01, e estado inicial ug indicado (curva tracejada). Nota-se o crescimento

de u(-,t) devido a se ter f/(z) < 0, com formagio de estruturas alongadas

(“ondas de alta frequéncia") dada a conservacio de massa.

Para problemas como (1.1)-(1.2), com a condigao (1.4) sobre f acima, é
natural esperar, com base na discussdo anterior, que as solugoes u(-,t) pos-
sam existir globalmente (i.e., estar definidas para todo t > 0) se k > 0,
uy € LPo(R™) nao forem grandes (em um sentido apropriado). Nesta tese,

varios resultados nesta direcao sao obtidos; em particular, é mostrado que se
1

E<a+ — (1.8)
n

entdo a solugao u(-,t) do problema (1.1) com a condi¢ao adicional (1.4) €
globalmente definida qualquer que seja o estado inicial ug € L'(R™)NL>®(R™),
tendo-se u(-,t) € C°(]0,00), L*(R™)) NL ([0, 00), L*(R™)). (Quando k >

loc



1 + a/n, existéncia global é garantida para u, apropriadamente pequena,
apenas.) Ademais, em caso de solugdo global, argumentos heuristicos suge-

rem que se tenha, sendo ¢ > 1 qualquer:

Y

5
lifnsup Ju( Ol oo ny < K - (limsup B(t)) (liinsup ||u(-,t)||Lq<Rn)) (1.9)
— 00 — 0

t— o0

para certas constantes positivas K, o, v > 0 que dependem somente de

n, q, o, £ (e ndo de f,ug,u,c), com d,y dadas por

5 = L N . Sa— (1.10)

Este resultado é estabelecido rigorosamente no caso unidimensional (n = 1),

em [9], e, em dimensiao n > 2, desde que se tenha

F) Y
litminf s Dl oo @ny < K- <limsup B(t)) (limsup Hu(-,t)HLq(Rn)) (1.11)
— 00

t— oo t— o0

para alguma constante K>0 dependendo, também, apenas dos parametros
n, q, o, k. (Paran =1, (1.11) é obtida no capitulo cinco com o uso de certas
desigualdades validas somente em R, e de um longo argumento adaptado de

[1, 2]. A obtengao do resultado (1.11) para n > 2 permanece em aberto.)

No caso de solugoes globalmente definidas, podemos examinar outras
questdes em aberto também se pdem para o problema (1.1)-(1.2) com a
condigao (1.3) no caso de solugoes globalmente definidas, mesmo em di-
mensao n = 1; por exemplo, nao se conhecem condigoes gerais sobre f, ug
que impedem explosao (blow-up) no infinito [i.e., de modo a se ter u(-,t) €
L*>([ 0,00), L>*(R™)) ], ou condigoes garantindo decaimento assint6tico
[tlgrgo | u(-,t) ||L°°(]R”): 0], ou, ainda, convergéncia a estados estacionarios

(quando existirem), e assim por diante.



Estas questoes nao serao examinadas nesta tese, com uma excecao: uma
possibilidade simples assegurando decaimento é fornecida pela condigao (1.3)
acima: dada ug € LPo(R™), a solugao u(-,t) € C°([0,00), LPo(R™)) corres-

pondente do problema (1.1) com a condigao (1.3) satisfaz

g -,
(o 0) oy < Klnpp@) [l 0) [ 6™ V>0, (112)
onde
. 2p, . n
50 — 2p0 + na) 70 - 2p0_|_ na) (113)

e onde K(n,p,, ) > 0 é uma constante que depende apenas dos parametros
n,p,, @ (e nao de t, u, ug, f ou n): veja o capitulo 4. Mas, mesmo no caso
(1.3), ha questdes de interesse nao respondidas: por exemplo, obtengao de
aproximacoes assintoticas para t%ou(-,t) ao t — 00, e (no caso p, = 1:) sobre

a validade ou nao da propriedade

li_)m “u(.’t)HLl(]R") = |m], m :/u(x,t) dx, (1.14)

t o n
que é conhecida para a equacdo do calor e outros exemplos simples (ver
e.g. [22|). Uma resposta parcial é obtida no capitulo 4: (1.14) é valida para

(1.1) quando o termo f = f(z,t,u) for independente de x, como na equagao

(1.5) acima.

Novamente, como em outras questoes, o problema torna-se bem compli-
cado quando f depende explicitamente de z, com muito menos resultados
disponiveis na literatura. Por exemplo, com base em experimentos numeéri-
cos, pode-se formular a seguinte proposigao no caso py = 1, cuja prova (ou

refutagao) nao é conhecida:



CONJECTURA. Se u(-,t) € uma solugao global do problema (1.1) com a con-

digao adicional (1.3) tem-se sempre tlim | u(-,t) = 0 quando nao
— 00

houver solugoes estaciondrias (nao triviais).

E conveniente notar que todas as propriedades obtidas nesta tese para
problema regularizado (isto é, n > 0) sao uniformes em 7 e em nada depen-
dem do valor de 1. Sendo assim, ao fazermos n — 0 todas as propriedades
(tais como unicidade, conservagdo de massa, decrescimento da norma L,
entre outras) sao preservadas. No capitulo 5 obteremos limita¢oes unifor-
mes (em 7) para as solugdes u, e com isso as solugdes de viscosidade do
problema degenerado (que sao por defini¢ao 71713% u(")) tem as mesmas proprie-
dades das solucoes do problema regularizado. Para estender esses resultados
devemos obter resultados de regularidade para solucoes do problema dege-

nerado, o que nao serd feito nesta tese.



Capitulo 2
Equacoes de filtragem

Neste capitulo obteremos um principio de comparacao e um teorema de
unicidade para equagoes de filtragem. Comecamos definindo solugao fraca

de uma equacao de filtragem.

2.1 Solucao fraca

Definigao 2.1.1. Seja ¢ € C®°(R"™ x [0,T]) tal que ¢(-,t) € Cg°(R"™) para
todo 0 <t < T e p(x,T) = 0. Seja St = R” x (0,7). Dizemos que
ue LL (R"x [0,T)) tal que A(u) € L _(R™ x [0,T)) é uma solu¢do fraca de

loc loc

{ up = AA(u)
U(', O) =uUp € Llloc(Rn)

em St se, para 0 < t < T, satisfaz

// upr + A(u)Ap dx dt + / upp(x,0)dx = 0.
ST n

Teorema 2.1.2. Seja u € L (S7), onde Sy = R™ x [0,T], tal que A(u) €

loc
Li.(R™). Dados 0 < tg < T e p € C°(R™ x [to,T)), emiste Zy, C [to, T



com | Zy.|, = 0 tal que, Vg <t € [to, T] \ Ziyp, temos

i
[ uteetebde = [ awive i+ [ [ et Awagded
n R EO n

onde | - |, denota a medida de Lebesgue em uma dimensao, e Zy,., depende

de ty, ¢ e u.

Demonstragio. Como u € Li (Sr), 3Zy C [0,T] com |Zy|, = 0, tal que
u(-,t) € L (R™), ¥t € [0,T]\ Zo.

loc

Sejam ty < t € (to,T) \ Zo. Definimos ¢y, (s € C®°(R) tais que

(1(15):{1’ em[O,—i—oo)} . Cz(t)Z{l’ em (—o00,0]

0, em (—oo0,—1 0, em[1,+00)

C C
com 0 < (G <L Gl <—el@l<—.
&1 €9

Assim, sendo 1,65 > 0 tais que tp < t — ey e t + &5 < T, definimos
Cereo € CF(R) por

1 sety<t<t

0o , set<tAo—510ut>tA+z-:2

_ t — » »
Csl,m(t)_ Cl( 0), setg—e1 <t <1

€1

t—t R .
(o o set<t<t+ey
\ €2

e definimos ® € C§°(R™ x [0,7]) por

QD( t) @(Ivt)gﬁ,az (t>, se tg <t <1
Z, =
0 , Se€ 0<i< tg-



Vejamos que a funcao ¢ construida satisfaz o enunciado pelo teorema:

0—// u®; + A(u)Ad dx dt = /HEQ/ wpCy (t_t0>(2( 2A> dx dt
n fo—erJRR
i ) Ag0§1< )Cg( 25) dx dt
_/t /Wg (t_t0> da dt
fo—e1 JR7
t+€2/n ugo@( )da:dt

Resta mostrar que 3Z, com |Z.], = 0 tal que, ao 1,62 — 0, temos Vi, €

(to, T)\ Z.
A) + A(u)Ap( (t — 2?0) G2 (t — f) dx dt
&1 9

t+€2 t—1
/U%&Cl ( 0) Cz(
to €1
%/ / upr + A(u)Ap dz dt,
to n
1 (M (- z?o ) )
(i) — up(y dx dt — u(z, to)p(x, to) dz, e
€1 f() —e1 n Rn
t+€2
(iii) - / /n up(, (
A primeira afirmacao ¢ imediata. Vejamos a prova de (iii).
C(t—t
t+€2
/ u(z, t)p(x, t)C) (
bres L (t—1t t—t
g2 Ji n E2 €2

to €1

A

) dedt — — | w(x, t)p(z,t)de.

Rn

Pondo C = max
te[0,T

ev(t) = /n u(z,t)p(x,t) dr, temos

10



f+82 I
sif ¢ L=t
€2 Ji €9

/ ule, ol ) — u(e, Eyp(z, £) da| dt
f—l—ez N
< C’/ lo(t) —v(t)|dt — 0 q.t.p.
t

pelo Teorema da diferenciagao de Lebesgue, ja que v € L'((ty,T)) pois
lv(t)] < oo, VYt € (to,T) \ Zo. Note que na tultima passagem o Teorema
da diferenciacao de Lebesgue que nos da um conjunto Zs C (to,7") com
|Zs|, = 0, tal que Yt € (to,T) \ (Zy U Z,), temos

f+€2 R R
/ / w(, oo, H)CL(E) dar it + / (e, D)z, 8) dz — 0.
t n Rn

Analogamente, obtemos um conjunto Z; C (to,7) com |Zi|, = 0, tal que
Vt € (to, T) \ (Zo U Z7), temos

1 [b N
5_/ / u(z, t)p(x, )¢ (t) dz dt —/ u(z, t)p(x,t) de — 0.
2 2?0751 n R™

Assim, Vi, t € (to, T) \ (Zo U Z1 U Z5), temos

i
/ u(z, t)p(x,t) do = / u(z, to)p(x, ty) da + / / wpy + A(u)Ap dx dt.
O
Definigao 2.1.3. (2* definicao de Solug¢ao Fraca) Dizemos que u € L*>(Sr)
é solucao fraca de
u = AA(u)
U(', O) =ug € Llloc(Rn)

em St se, para 0 < t < T, satisfaz

(i) //STugot—l—A(u)Agsz, Ve Ce(ST), e

11



(ii)3E C (0,7) com |E|, = 0 tal que u(-,t) € L*(R"),Vt € (0,T)\ E e
u(-,t) = ug em LL _([0,T]), a0 t — 0 com t ¢ E.

loc

Observagao 2.1.4. u € L>®(Sy) <= se 3M > 0e IE C (0,7) com
|E], = 0 tal que u(-,t) € L®(R"), Vt € (0, T)\ Ee [[u(-,t)|| joozn, < M,Vt €
(0, 7)\ E.

2.2 Principios de comparacao e unicidade de
solucao

Teorema 2.2.1. Sejam u,v € L>®(St), onde Sy = R™ x (0,T) com 0 <
T < o0, solugoes de uy = AA(u), no sentido de 2.1.3, com condigoes iniciais
ug, vg € L°(R"™), respectivamente. Se A € C1(R) € crescente e A(u)—A(v) €
L?(S7), entdo

uy <vg = u(-,t) <wv(-,t), qtp te(0,7T).

Demonstragio. Dada ¢ € C(R™ x [0,T]), com 0 < T' < T, existe Z,3 C
[0, 7], com |Z, 3|, = 0, tal que vie (0,7)\ Z, 7> temos, pelo Teorema
(2.1.2) (fazendo to — 0 e t — T), que

/n w(z, T)o(z,T) doe = / uo(z)(x,0) d + /OT/ up, + Alw) Ap dz dt.

Da mesma forma, obtemos para v um conjunto Z, ;,, C [0,7] com |Z, z|, = 0
e propriedades analogas. Escrevendo 6 := u — v e 0y := uy — vg, temos que
vVt € (O,T) \ Z%T

/n Oz, Tl T) d / o(2) 0 (, 0) dar + /OT/ Or + [A]Ap da dt,

Uz

eI "

onde [A] := A(u) — A(v) e Z, 4 = Z

T

12



Agora, definimos a € L>°(Sr)™ (ou seja, a € L>(S7) e a é ndo negativa em

Sr) por
A(u) — A(v)
——— = se (x,t) € St e u(z,t) # v(x,t
o L0 (2.1) € Sr e u(a.) # o)
0 ,  se (x,t) € Sr e u(x,t) = v(x,t).
Note que M = A'(£) > 0, onde £ pertence ao intervalo de extremos

S u—wv
u e v, e ainda que

= |A(&)] < M, := max |A(§)|, onde M := max |u—v]|.
()] < My = max | A€ mas ool

‘A(W — Av)

u—v

Analogamente definimos ag € L>(S7)" por

Alug) — A(vo)
ap(x) == Uy — Vp
0 . se (x,t) € St e ug(x) = vo(x).

. se (z,t) € St e up(x) # vo(x)

Seja a € L>®(R"™ x R)* definida por

a(z,t), se0<t<T
a(z,t) =< ag(xr), set<0
0 , set>T.

6n
e 0 <as < M, onde / p(y)dy =1e p e C(R"™)T. A fungdo p ¢ dita

Rn+1
fung¢ao de molificagao e sua construcao e propriedades sao encontradas em [8].

A funcgao as(z,t) := i/ p (W) a(y)dy € C°(R"HNL>(R")
Rn-+1

Escrevendo Ag = {x € R""! : |z| < R}, temos ainda que ||as — a|| zr(a,) — 0,
a0 0 >0, V1 <p<oeVR < .

13



Definimos agora a.5 := €+ p *x a5, para € < 1. Assim € < a.5 <1+ M.
Sejam (0, )n, (€n)n sequéncias monotonas tais que 6, — 0 e &, — 0, e seja
E :={(0n,€n) /n € N}

Seja G C C°(R™)™ um conjunto enumeravel e denso em W1H2(R™)T,
Basta mostrar que Vg € G temos / 0(z,t)g(x)dr <0,Vg €G.
R’ﬂ
Definimos 7 := (0,7)NQ e R :={R,/n €N}, com R, >1e R, = 0.

Dada g € G toma R € R tal que suppg C Bg, e R > R, + 1, tomemos
também (¢,0) € £ et € T. Consideremos

Uy + . 5(x, t) AV =0, sexEBReO<t<T
U(z,T) = g(x), se & € Bp (2.1)
0, selz]=Re0<t<T.

Pela teoria classica de EDP’s parabdlicas temos que a solugao ¥ € C*°(Bpg X
[0,7]) N CY(Bg x [0,T]). Definimos entao

B(r.t) U(z,t)Cr(z), selr]<ReO<t<T
z,t) = .
0, se x| >Rel0<t<T,

onde (g é suave definida por

1, se || < R—1
Cr =
Gllzl = R+1), selz[=R-1,

onde ¢, € C®(R) é tal que (u(z) =1, se 2 < 0e ((z) =0, se x > 1. Defini-
mos [={(T,g,¢,6,R) /T € T,g€G,(c,0) € E,RER, tal que R>R,+1}.
Para cada (T,g,¢,0,R) € I, temos & = s, .5n € CFR" x 0,7]) e
Ztgesn =2 C(0,T) com [Z], =0 de modo que

/ne(;c,f)@(x,f)da::/n Og(x)QJ(x,O)dx+/0T/n 0D, + [A]AD dx dt.
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Dado t € (0,7)\ Z, seja T, € T onde T, > ¢ com T, \, t. Seja
g€ G, (e,0) € E,ReR, tal que R>R,+1, onde suppg C Bg,.

Seja @, = @4 s € CO(R™ X [0, Tm]) Assim , Vm, g,¢,0, R temos

—

T
/6’ z,1)®,,(z, 1) dr :/Qo(w)@m(x, 0) dx +/ 9%(@,”) + [A]JAD,, dz dt
n R'fl

n

/00( (x,0) dx—i—//n [81& )+ a(z, t)Ad,, } dx dt.

Queremos obter /Q(x )P, (x, 1) dx < 0. Temos/QO(I)m(x,O) dxr < 0. Resta

n

// L‘?t ) +alz )ALy, 1 dz dt < 0.

Lembremos que ®,, = ¥,,(r, e entao

mostrar que

0 aCR
aq)m — CR at

Também temos Ad,, =2VV,, - V(r + V,,Alg + (gAY,,.

Logo
0 0
E(I)m—l—a(x:t) gR( ) |:at m"f‘aeﬁ(x t)A\IJ
+a(x,t) 2VV¥,, - V(g + V,,A(R|
+ CR[G(.CL', t) — &575($, Zf)]A\Ifm
Assim

0(z, 1)@, (2, 1) do < / t / [A](z,t) 2V, - V(g + V,,AlR] dx dt
0 JBgr

Rn

+ /t 0(z,t) [a(z,t) — ac5(z, t)] AV, r dx dt.
Br

15



Sejam

(.0 R) = /0 t /B A, 6) 2V V0 - Vi + U AC] dadt,

Im(e,0; R) == /t/B O(z,t) [a(x,t) — acs(x, t)] AV, (g dx dt.

Dado n > 0, como |V(gr(x)| < C e |Alg(z)] < C, onde C nao depende de

R,e,0 e m, temos

i, |<c// A (VU] + |T]) dudt,  (2.2)
Br\Br-1

ja que V(gr(z) = 0 e A(g(z) = 0 para |z|] < R — 1. Vamos estimar sepa-
radamente |VV,,| e |V,,|. Estimemos primeiramente |V¥,,|. Multiplicando

(2.1) por AU, e integrando em By X [1,T},], obtemos

// (A, \1/ dxdt+/7/a55A\IJ ) da di
Br

==3 |V\I/ (xT )|2dx+ |V\I’ (z,7)|* dz

Tm
//(MA\D 2 d dt,

ou ainda, para todo 0 < 7 < T}, temos

T
| a2 / s didt = [ (900, T) de
Br Br

Integrando em [0, ], obtemos

Tom £
/ VU, (z, 7 |2dxd7'+2// / e5(AV,,) dr dt dT = // |Vg|* dz dr,
0JBg 0 J Bg,

16
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ja que \I/m(x,T) = g para |z| = R. Em particular, obtemos

i
/ ’V‘Ifm(l’,T)F drdr < t|\VgH%2(Rn)
0JBgr

t
// e 5(AV,, (2, 7)) dr dr < §||Vg||%2(Rn).
Br

Agora vamos estimar |U,,|. Para tal, multiplicamos (2.1) por 2V,, e integra-

mos em Bg X [T, 1,,], obtendo

0:/ /Q\I/m—\llmdxdt—i—/ /a552\11 AV, dx dt.
T Bpr at

Pelo Teorema de Fubini e como U,,(z,T,,) = g para |z| < R, temos

T
/ (V) da < HgH%Q(Rn) + 2/ / e (2, )|V, || AV, | da dt.
Bg 0o JBg

Integrando em |0, Tm] e aplicando a desigualdade de Young, obtemos

T, T
/ / (z,7)dxdr < T, Hg||L2Rn)+2T / /a€5xt|\ll [|AW,,|dx dt

T
ToallolZaan) + = / / V2 de dt

+oT,, / / (e, )2 | AT, 2 i di.
0 Br

ComoO<e<a.,s <1+ M,e Tm < T, temos

Tm
/ /\112 x,7)dxdr < 2T ||g||3- (R")

Tm
+4(1+M1)T2/ / a.5(x, t)|A,, |* dz dt.
0 JBpg
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T
Logo [ [ (W) drde < €= 2T gl + 40+ M T [Volger
Br

De (2.2) aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

/ A(w) — AW)] (V] + [U,n) dezdt <

0 Y/ Br\Br-1

< (/Ot BR@}EZ) A(v !Qd:cdt> (//BR\LZ\IJ )? dxdt)
+ (/Ot BR‘\ﬁz@_ A(v )\dedt) (/Ot BR|\\£;n|12dxd>

i
< (/ |A(u) — A(v)|? dx dt) <1
0 Y Br\Br-1 2

para R = R suficientemente grande, ja que A(u) — A(v) € L2(St) .

Agora vamos estimar |J,, (¢, 8; R)|.

t
|Jm(5,5;}?)|§// 0]]0 — . o|| A, | e dit
0 A

<M(/ la—desl” dt) (// e 5| AT, |dxdt>
0JBp aeé
|a e 5|2
<MC // dx dt
a€5
i
<MCe 1?2 // @ — a.s|* dv dt
0JBg
: 1/2
< MCV2e1/? 5\/|BR|T+<// |d—p*€z5|2dmdt>
0JBy

/2

1/2
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Escolhendo £ tal que MC&Y?\/2|B4|T < Z e escolhe ¢ tal que

; 1/2
MCe1/? // |a — ps xa|ldedt ] < n
o s, 4

Isto é possivel pois ||[a — p * aé”L?(Kx[O,T]) — 0, para qualquer compacto K.
Assim, |J,(&,6; R)| < g

Logo / 0(z,1)®,,(2, ) dv <1, Vm. Como ®,,(z,t) — g(r) uniformemente
em z, para r € By, fazendo m — oo, obtemos

/ 0(z,t)g(z) dz < n, como n > 0 é arbitrario, temos / O(z,t)g(z)dx <0.

n

Observacgao 2.2.2. Em uma dimensao, vale o mesmo resultado do Teorema
2.2.1, mesmo se removermos a hipotese A(u) — A(v) € L*(Sr). Isto ocorre
pelo fato de termos que |Bgy1 \ Br| = 2 em uma dimensao, enquanto que

em dimensao maior do que um temos |Bry1 \ Bg| — o0 a0 R — oc.

Para provar o resultado removendo a hipdtese, em uma dimensao, repe-

timos a demonstracao exceto na estimativa de [,,, que é substituida por

1| = AW, Ch + U, Ch) d di

BR\BR 1

<2MLM// (W Chy + W, () da dit
B

r\BRr-1

<20MLM// U+, dxdt§4CMLM/ U |+ |W,,| da dit
B 0

r\BRr-1 Br\Br-1

1/2 : 1/2
< 8CMLj, // ,|2d:rdt + / ‘\I/m|2dxdt
BRr\BRr-1 0 JBRr\Br-1

para R = R suficientemente grande, pois U, (1), 0 (-,t) € LA(R).

N3
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Teorema 2.2.3. (Unicidade de solugdao) Sejam u,v € L*™(Sr), onde
St = R" x (0,T) com 0 < T < o0, solugoes de u; = AA(u), no sentido
de 2.1.8, com condicio inicial ug € L¥(R"). Se A(u) — A(v) € L*(Sr),
entio u(-,t) =v(-,t), qt.p. t€(0,7T).

Demonstragao. Pelo teorema anterior temos u(-,t) < v(-,t), gqt.p. t €
(0,T), invertendo os papéis de u e v, isto é possivel ji que as condigbes
iniciais sdo iguais, temos também v(-,t) < u(-,t), ¢t.p. t € (0,7). Ou
seja, u(-,t) =v(-,t), qt.p. t€(0,T). ]

Observacao 2.2.4. Nos casos de existéncia de solucao classica temos tam-
bém unicidade de solugao, ja que toda solucao cléssica é também solucao

fraca e a solucao fraca é tnica.
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Capitulo 3

PME’s com termos advectivos,

propriedades basicas

Nas primeiras secoes deste capitulo obteremos algumas propriedades bé-

sicas para solucoes classicas de equacoes do tipo
ug + div(f(z,t,u)) = div(|ju|*Vu) + nAu.

Ao longo do texto, entenderemos por solucao classica para o problema

{ ug + div f(z, t,u) = div(|u(z, t)|*Vu) + nAu, z € R, t > 0. (3.1)

u(-,0) = ug € L™(R™) N L®(R"),

onde a,n,pg € R, sao constantes com o > 0,n > 0 e py > 1, uma funcao

que satisfaca 3.0.1 abaixo.

Defini¢do 3.0.1. Uma fungdo u € Lj2([0,7.), L>°(R")) suave é dita so-
lugao classica limitada com intervalo (maximal) de existéncia [0,7), onde
0 < T, < o0, se satisfaz classicamente a primeira equagdo de (3.1) e, além

disso, u(-,t) = ug em Lt° (R™), ao t — 0.

loc
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Na Segéao 3.4 mostraremos que uma solugio suave u(-,t) para o problema

{ ug + div(b(z, t, u)u) = div(|u(z, )|*Vu) + nAu, = € R", t > 0, (32)

u(-,0) = up € L*(R™) N L= (R™),

estd em LI(R"™) para todo ¢ suficientemente grande e para cada t € [0,T}),

onde a,n € R, a,7 > 0. Vamos ainda obter a igualdade de energia

d Cen .
a1 Doyt ala = 1) f [l NV ulPdedr +nq(q — 1) Jul” *IVul*ddr

= q(qg—1) [ |u|*?u(b(z,t,u), Vu) dz dr.

]Rn

que serd fundamental na prova dos resultados obtidos no tultimo capitulo

deste texto.

3.1 Decrescimento da norma L' e conservacao

de massa

Nesta se¢ao vamos considerar o problema

{ ug + div(f(x,t,u)) = div(ju(z, t)|*Vu) + nAu, z € R", t > 0. (33

u(+,0) = ug € L*'(R™) N L>®°(R").

onde a,n > 0.
Vamos mostrar no Teorema 3.1.1 que a norma L*(R") de uma solugao sua-
ve de (3.3) decresce, ou seja, que Hu(~,t)]|L1<Rn> < HuoHLl(Rn), VO<t<T,.

Para provar este teorema vamos considerar a seguinte hipotese sobre a f:

(f1) Sejam |u| < M, t € [0,T] e K = K(M,T) > 0. Seja f(z,t,u) =
b(z,t,u)u tal que |b(z,t,u)| < K, V|u| < M, Vt € [0,T], e Vx € R"™.
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Teorema 3.1.1. Seja u(x,t) € LS
problema (3.3) tal que u(-,t) — ug, em L]

loc

([0, Ty], L°(R™)) solugao suave para o
(R™), quandot — 0 . Se f(z,t,u)

loc
satisfaz (f1), entao
||u<7t)||L1(]Rn) S ||u0||L1(Rn)’ v 0 < to < t < T*

Demonstracdo. Seja S € C'(R) uma fungao impar e crescente, tal que
Su)=—-1seu<—1,5u =1seu>1le—-1<S5 <1 Tomando d > 0,
definimos L, € C*(R) por

Ls(u) := /0 S(v/d) dv, u e R. (3.4)
Sejam R > 0 e ¢ > 0. Definimos a fungao (, . : R" — R por

@) {exp(—5\/1—|—|x|2)—exp(—5\/1+R2), se |z| < R,
re\L) =

0, se |x| > R.

(3.5)
Sejam u(x, t) solugao de (3.3) e tp € (0,7 tal que T' € (o, T%). Multiplicando

a primeira equagao de (3.3) por (r(z)Ls(u) (vamos denotar (g. por () e

integrando em R™ x [tg, t], obtemos

/ /x|<R w)uCr( )da:dT—l—/ AKRL’ u) div(b(x, 7, u)u)(g(z) dedr =

// Lis(u) div(|u|*Vu)(g(z) dxdT—l—n// uw)Aulg(x) dzdr,
|lz|<R l2|<R

ja que supp( C Br :={z € R" : |z| < R}.

Como (r(x) = 0 para |z| = R, usando o teorema de Fubini e integracao

por partes, temos
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/ Ls(u)Cr(x) dx :/ Ls(u(z,t9))Cr(x) dx
lz|<R |z|<R

+/to /|1E|<RL:S/(U)UCR<$)<VU,b(gp77—7u)> drdr

/ / Lis(w)u(V{g(x),b(z,7,u)) dedr
to J|z|<R
—/ /| RL%’(U)(V@L,VU) |u|*Cr(x) dxdr
—/t/|<RLg(u)|u|a<V§R(x),Vu) dwdr
—n/t: /|Cc|<RLg(u)§R(x)<Vu,Vu> dxdr
) /t: /| . L) (Vir(z) , Vu) dadr.
Como _n/t:/|:c|<R Li(u)Cr(2){Vu,Vu) dxdr <0e
_/t/ L2 () (Y, V) [ulCr(x) dedr < 0,
to J|z|<R
obtemos
/ Lo(u)Cr(z) dz < / L(u(z, to))Ca(x) dz +
|z|<R |z|<R

i /to /|r|<R Ls(w)uCp(x)(Vu, bz, 7,u)) dedr

/ / Ls(w)u(VC¢r(z),b(x,7,u)) dxdr
to J|z|<R
—/ /| RLS(U)|U|O‘<VCR(:E),VU) dxdr

=1 /t: /| . Ls(u)(V¢r(z), Vu) dzdr.
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Sejam

t
L(t) = / / L§(w)uCr(x)(Vu,b(z, 7,u)) dedr
to |I‘§R
t
RO = [ [ Lju(Ven(s) b r) dodr
to |I‘§R
t
L(t) = —/ / L) |u]*(VCa() , Vi) dedr
to |I‘§R
t
L) = — / / LH(u)(Ven(x), V) dedr
to |.Z“§R
Vamos obter estimativas para cada uma das I;(t) acima, parai = 1,2, 3, 4.

Comegemos por I1(t). Como u(z,t) € L2([0,T.], L°(R™)), e u é suave

loc
dM = M(T) > 0 tal que |u(z,t)| < M,Vz € R" e Vt € [0,T]. Pela hipotese
(f1), existe K > 0 tal que |b(x, 7,u)| < K(M,T). Aplicando Cauchy-Schwarz,

temos
I(t) :/to A<RL5(u)u(R(x)<Vu,b(x,T, w)) dxdr

t
< / / L (w)uCr() [Vl |b(z, 7, u)| dedr.
to |(E|SR

Observe que |Lj(v)v| < C, e (lsintl) L(v)v = 0 uniformemente em v € R.
—
Por hipotese |b(z, 7,u)| < K(M,T). Como u é suave, |Vu(z,7)] < Cy, YV €
BR e V1 € [to,t]

Assim, pelo teorema da convergéncia dominada, obtemos

L(t) = /to /|x|§R L (w)uCp(x)(Vu, b(x, 7,u)) dedr — 0 a0 6 — 0. (3.6)

Para o segundo termo, obtemos
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| I(t)| =

/ /|<RL’ W Ven(x) ,b(a, 7)) dadr| <
</ /| ST 7,0

Como |Lj(u)| < 1, |VCgr| < ee™sVIFP ¢ |b(z, 7,u)| < K(M,T) , temos
t
1L(t)| < eK(M,T) / / lu(z, 7)|e VIR dedr. (3.7)
lz|<R

Agora, analisamos o terceiro termo. Como (lsim Ls(u) = sgn(u), fazendo
—0

0 — 0, temos, pelo teorema da convergéncia dominada,

_/ /|<RLg(u)|u|°‘<VCR($),Vu> dudr

— —/ / sgn(u)|u|*(V{r(z), Vu) dzdr.
to J|z|<R

Como V([ul’*) = (B + 1)|u|’ sgn(u)Vu, VB > 0, obtemos

- /t: A«R sgn(w)ul*(Va(x) , Vu) dedr =

_ a+1/ /|I|<R Ven(r), V([ul™+Y) dedr.

Aplicando novamente o teorema da divergéncia, obtemos

1 t
Ag(2)|u|*T dodT— / lu|* TNV R (),
3 Oé + 1 /t‘0[1‘<R | ‘ a+ 1 to |:17‘:1’% )

) do(x)dT

==
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Como |Alg(z)| < 2nee VIR ¢ |V(r(2)] < e VIR temos

a—+1
Ma—i—l(T)
a—+1

2ne M (T) [*
|I3(t)] < ng—()/ / lu(z, 7)|e™ Vv el dodr
(t — to)e R" ‘' nw,e s+

?

onde w,, é o volume da bola unitaria em R"™. Note que

Met(T)

= (t — to)e R" tnwpe VI 50, a0 R — 0.
a

Passemos a analisar o quarto termo. Como V(Ls(u)) = L5(u)Vu, aplicando

o teorema da divergéncia, obtemos

—n/ L@AQR ) Ls(u) dzdr — //M u)(VCr(2), >d0(w)d7

Como (lsirr(l) Ls(u) = |ul, fazendo 6 — 0, pelo teorema da convergéncia domi-
H

nada, temos

—n//ACR Yu(z, )| dedr — n// |u(z, 7)|(V(r(x),
to J|z|<R |z|=R

Como |ACr(z)] < 2nee VTP ¢ |V(R(2)| < ee™ sV temos

) do(x)dT

==

t
|14(t)] < 2nn5/ / u(z, 7)|e =V P drdr
to J|z|<R

+ en(t — to) M (T)R™ ' nw,e VIR,

(3.9)

Note que en(t — to) M (T)R"  nw,e =Y+ - 0 a0 R — 0.

Como

/  Lala(r) de < / Lo(u(a, t0))Ca(w) do +11 ()4 Lo(6)+ I (£)+ Ia(¢),

lz|<R
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aplicando moédulo, desigualdade triangular, obtemos

/de@@wmf{/dexmw@@ﬁw+Uﬁﬂﬂbﬁﬂﬂhﬁﬂﬂhwh

z|<R z|<R

Fazendo § — 0 aplicando (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9) e fazendo ty — 0, obtemos

M@mwmws|MMQmm+%ﬂﬂ|meﬂmwmw

le|<R e|<R le|<R

Moc—H T
+e(t — to) R" nw,e sV IH (nM(T) + T(l)) :

2nM*(T)

onde S(T) = K(M,T) + P

+ 2nn.
Fazendo R — oo, obtemos

Riu(m’, OV (z)de < /Juo(x)hlfs(x) dx + eS(T)/O RJU(QZ,T)’\Ilg(x) dxdr,

onde WU, (z) = e sV I+l

Pelo Teorema de Gronwall, obtemos

lu(z, t)|Ve(z)de < exp (eS(T)T) luo(2)| Ve () da.

R R™
Fazendo € — 0, temos lu(z, t)| dx < |up(x)| dz . Logo,
R" R"

u(, )| L1 @ny < |Juol|zr@ny, Vit € [0,T].

O

Agora vamos obter, no teorema seguinte, a propriedade de conservacao
de massa para solugoes da equagao (3.3), ou seja, se u(zx, t) é solugao de (3.3),
entao u(z,t)de = uo(z) dx .
R™ R™

Teorema 3.1.2. Seja u solugao suave e limitada de (3.3) tal que u(-,t) — uy,
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1
em Ly,

(R™), quando t — 0. Se f satisfaz (f1) entao

/ e, ) dr = / Cwola) d.

Demonstragao. Sejaty € C®(R) tal que v(y) =0, Vy < 0e¢p(y) =1, Vy > 1

com 0 < ¢ <1, m%X|¢'(x)| =M <xoe m%x|1/z”(x)| = My < 0o . Seja
zeR™ reR?

R > 0, definimos

1, selr| < R
Cal2) 0, se|x| > 2R

w(%—l) se R < |z| <2R.

Sejam u solu¢ao de (3.3) com |u| < M ety € (0,7 tal que T € (to,T%).
Multiplicando a primeira equacio de (3.3) por (z(z) € C®(R") e integrando

em R" X [to,t], obtemos

/to /x|<2RUtZR($) dxdT—i—/to /x|<2Rdiv(b(x,T, w)u) () dedr =

t t
= / / div(|u|*Vu)Cg(x) dedr + 77/ / Aul p(z) dedr,
to J|z|<2R to J|z|<2R

Como Cp(z) = 0 para |z| > 2R, usando o teorema de Fubini e o teorema

da divergéncia, temos

/x |<2RU(w7t)ZR(x> dr — / |§2Ru<$’t0)CR(x) n
v [ 7 Cato) o) ot
[ e 09 Vet doat
0 /t: /| |<2R<VZR(x),vu>dxdT. (3.10)
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Sejam

L(t) :/t /|<2Ru(x,7')<VZR(x),b(x,T, w)) dxdr,
L) = — /t /| e (Tu, V(@) dedr, e
I3(t) = —T]/t /IQR(VZR(x),Vm dx dr.

Vamos mostrar que |I;] — 0 quando R — oo para cada 1 <1i < 3.

(L (8)] =

/t: /| QRU(%T)WZR(:E),b(x,T, W) dedr
= /t: /x|<2R|u(x77—)<vZR($),b(l’,T, w)) | dudr.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

(1)) < / /| PN, )

K(M,T)M, [* K(M,T)M, [*
< KQLT)M, }%) 1/ ju(z, 7)) dadr < LD 1/
t t

o 7 |u(z, 7)| dedr,
0 PARS

o J/R"

— M
ja que |[VCp(a)| < - e [b(x, 7, u)] < K(M,T).

Como lu(-, 1) de < / |ug(z)| dx, pelo Teorema 3.1.1, fazendo R — oo
Rn n
temos que I;(t) — 0.

u(z,t)
Agora vamos estimar I5(t), para tal definimos J(z,t) = / |v|“dv.
0
Assim VJ(x,t) = |u(z,t)|*Vu. Logo

Lo == [ [ e, e dei -
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- /t: /|z§2R<VJ($’ t), Vig(x)) dudr.

Aplicando novamente o teorema da divergéncia, obtemos

// (2, ) A p( dde—// (2, ) (VCp(), —) dofx)dr
to J|z|<2R to J|z|=2R 2R

Como |ATx(r)| < 2 e |(r.1)| <

|u(m £)|**, temos

|1<t>|<L/t e, )|+ dad +L/t e, )| dof)dr
(0 = 1) u(x, T xdr R+ 1) u(x, T T

R? 2| =2R
M M a+1
- WHUOHU(R")@ — o) + m”uOHLl Rn)(t —tp).

Logo, fazendo R — oo temos |I5(t)] — 0.
Agora vamos estimar I3(¢). Pelo teorema da divergéncia, obtemos

—77// (z,7)ACx(z da:dT—n// u(z, 7V x(x )i>do(m)d7'
to J|z|<2R toJ|z|=2R 2R

Como |Alp(x )]<—e/ |u(z,t)| dx < |up(x)| dz, temos
R

M, M
[I3(t)] < URQ ol L1 (rmy (t —to) + 7771||U0||L1(R")(t — o).

Logo, fazendo R — oo temos |I3(t)| — 0.

Sendo assim, fazendo R — 0o, obtemos de (3.10) que

/n u(z,t)de = /n u(z, to) dz,

ja que I,(t), Ir(t) e I5(t) vio a zero, ao R — 00, e (p(x) — 1, a0 R — oo.
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3.2 Contragao da norma L'

Nesta se¢ao vamos considerar o problema auxiliar

w4 div f(z, t,u) = div((u® + n2)Y?Vu) + npAu, = €R" t>0 (3.11)
u(z,0) = up € L=(R"), .
onde 11,12 > 0, e o problema regularizado
up + div f(z, t,u) = div(|u |[*Vu) + npAu, z€R™ t>0 (3.12)
u(z,0) = ug € L(R"), '

onde a,n, > 0. Vamos mostrar que para duas quaisquer solucoes fracas
limitadas do problema de Cauchy tem-se contragao da norma L'(R™) tanto
para solugoes do primeiro problema quanto para solu¢oes de viscosidade (veja
defini¢do 3.2.1 abaixo) do problema regularizado, desde que as condigoes
iniciais sejam limitadas e sua diferenca seja uma funcao integravel. De fato,
para que a solugao seja suave precisamos exigir apenas que 7y + 72 > 0 com
m > 0emny > 0, mas como estamos tratando desde o inicio o problema (3.12)

vamos tomar 7s > 0.

Definicdo 3.2.1. (Solugio de viscosidade do problema (3.12)) Se u(™) €
Ly (10,T.), L=(R)) & solugdo classica de (3.11) em Sy = R™ x [0, 7], para

loc

algum 7' < T,, e lim0 u™) = u esta bem definida, dizemos que u é solucio
m—

de viscosidade para (3.12).

Para provar os resultados desta se¢ao vamos exigir que

| f(z, t,0) — f(z,t,w) | < Kp(M,T)|v—w|[,VzeR" 0<t<T (3.13)
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e Vo,we [-M, M].

Vale salientar que para cada n; e ny escolhidos, temos equacoes diferentes
e solugoes diferentes. Como os valores de 7; e 12 estao fixados, vamos denotar
uma solucio de (3.12) simplesmente por u(-,t) ao invés de u(™ (-, ).

No primeiro teorema desta secao mostraremos a contratividade da norma
L' supondo que 1; > 0 e no segundo teorema obtemos o mesmo resultado

permitindo 7, > 0.

Teorema 3.2.2. Sejam u e v solugdes suaves e limitadas de (3.11), com a
hipdtese adicional 1 > 0, com wvalores iniciais uy,vo € L>®(R™), respecti-
vamente, tais que (ug — vo) € L'(R"™). Se u(-,t) = ug e v(-,t) = vy em
L (R™), quando t — 0, vale (3.13) e u(-,t), v(-,t) estao ambas definidas

loc

para 0 <t < T < T, entao

Demonstragdo. Seja S € C*(R) crescente, tal que S(u) = —1 parau < —1
e S(u) =1seu>1, e tomando § >0, definimos L, € C*(R) por

L(u) = /O “S(v/6)dv.  ueR (3.14)
assim, temos que L¢(u) — |u| ao & — 0, uniformemente em u € R, e
]u\L;’(u) <C VYueR (Vo>0) (3.15)
onde C é constante positiva (que ndo depende de 9).

Seja U(z,t) == (. (2) - Li(u(z,t) — v(z,t)) para (z,t) € R"x [0,T]. To-
mamos 0 < t, < t, < T arbitréarios e integramos (u; — v;) - ¥(x,t) no cilindro

B, x [t t,]. Assim, obtemos pelo Teorema de Fubini,
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/t 2/(ut —v)V(z,t)drdt = /g?g(x)/t (2ut — vy) Lg(u(x,t) —v(z,t)) dtdx =
— [ Guelo) Lyfutont) = oot de — [ Goolo) Lyfuant) (o)) e

By

Por outro lado, da equacao (3.11) e do teorema da Divergéncia, temos

/ (=) U(x, ) de = L(E) + L(E) + L8 + L(6) + L) + L(t),  (3.16)

By

onde

1(0) = = [Crelo){ (6 +02) " Fu— (0 +47)50, D u—0) L (= o) day
B(O) = — [ (@ +02)2u = (@ +02)** v, VG, (o) L u = v) do,
B(O) = [(Fot) = fato), 6 (o) Lu— o) do

L(t) = /

[5(75) = =

oy

CR,&('Q:) <f(£L’,t, u) - f(xa t /U)a V(u - U) > L(;/(U - U) d&?,

(Vu — Vo, V(, (z) ) Li(u—v) dz,

R

Cre(®) | Vu — Vo | Lf (u — v) da.

R

5

IG(t) = — 2

5

Vamos estimar cada uma destas integrais. Para tal, definimos M (T") > 0
de modo que. sup {11 uC,t) Loy » 1000 luwqoy } < MUT), e K(T) >
<t

0 tal que sup { | V1) 1o || Vo 0) (o } < K(T).

t1<t<
Primeiramente, vamos estimar I;(¢). Pondo F(w) := (w*+n2)*?, w €
R, temos que F € C'(R). Seja F(M,T) = |€|21Xa/[>(<T)|F/(§)|. Assim, pelo
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Teorema do Valor Médio, temos F(u) — F(v) = F'(¢)(u — v), para algum
¢ = ¢&(x,t). Note que para cada (x,t) € Brx|[0,T], £ pertencente ao intervalo

de extremos u e v, se u £ v e & =0se u=v. Logo,

h(t) = - /cR,g<m><u2+nf>a/2<v<u—v>,v<u—v>>L:;<u—v) da
/gRE (u* +n2) Vo — (0 + 1) *?Vu, V(u —v))Lj(u — v) do
/cRE F(0))(V, V(u— 0)) L(u— v) de

< écR,s DIF (©)1V]([Vul + [Vol) Li(u — v)(u — v) da

< 2F(M,T)K*(T) /Lg(u —v)(u—wv)dr — 0, ao § — 0.

By

Para estimar Iy(t), definimos G € C'(R) com G(u) = / (w? + n2)*/? dw,
0

assim VG(u) = (u? + n2)*?Vu. Dessa maneira, temos

I,(t) = w2 42 Vu — (0 +n2)2 Vo, V¢, (2)) L (u—v) de

A
AN

(v(G )y Vo)) L (=) dr.

Pelo teorema da Divergéncia, temos

L) = [ (6(u) - GE)AG ) L(u ) ds

R

T / (G(u) = G0)) (V. (&), V(u—0)) L' (w—v) da

——/ (VG (@), 2L, (1 — v) dofe).

lz|=R
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Pelo Teorema do Valor Médio, temos G(u) — G(v) = G'(¢)(u — v), para
algum £ = £(z,t). Note que para cada (z,t) € Bg x [0,T], £ pertence ao
intervalo de extremos u e v, se u # v e £ = 0 se u = v. Assim, pondo
G(M,T)= max |G'(§)], temos

€< M(T)
L] < /IG'(£)H(U—U)L;(U—U)\\ACR,E(l')I dx
+/ |G (ONV e (@) V(1 = v)[ L (u = v)|u—v] do

n / | GOV (@) (1 — v) L (1 — v)]| dof)

lz|=R

< GOLT) [ (- o)L= 0)]|AG.()] ds

By

+25K(T)G(M,T)/ Li(u—v)|u—v| do

By

+2eM(T)G(M, T)/ e~V o),
|lz|=R

onde o tltimo termo da desigualdade anterior vai a zero ao R — oo e o pe-

naltimo termo vai a zero ao 6 — 0.
Passemos a estimar I3(t).
B0 < [ 196 t0) = 10,800 V6, @)1y — )] d
BR
< KM T) [ 196 @)l = o)l o) do.

BR

Vamos, agora, estimar I,(t).

L(0) < 2K(7) [ | faitn) = fat.0)] u = v) do
BR
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< 2K(T)Kf(M,T)/ |u— | L(u—v) dv — 0, ao § — 0.
B
Agora vamos estimar I5(?).

L(t) = — 772/<V(L5(U(x,t) —v(z,1))), V(7)) do

-~ /lméRuu,t) ~ (@) (V6. (0). ) do(o)
+n2/L5<u<x,t> (£.8)) A, ()

< [ Lu(w,t) — v(z,1) Ve, (2)] do(z)
J

o / L (u(x,1) — v(w,£)) AG,. (x) da

Temos ainda que I, (t) < 0. Com isso, integrando em [t1, 5], usando as

estimativas obtidas acima e fazendo 0 — 0, obtemos

/ oo () [l 1y) — v, 1) | di — / G [l 1) — vl t,) | di <

By

t2
<GOLT) [ [ fulw )~ v(a. )] |86, @) | da d
t

1

+25M(T)G(MR / / —VIER g0 () dt

|z|=R
t2
KM, T)//| ulw,t) = 0(@, )| | Ve, (2)] da dt
// |u(x,t) —v(z,t) || V(. (2)] do(x) dt
|z|=R

+772//|u93t o, 8) | | Ay, (2)] da dt.

37



Agora, fazendo t, — 0, obtemos

/ Coo () [l 1y) — v, 1) | di — / oo () [ 0() — w(z) | dir <

. R
<GOLT) [ [ futat) = ol 0] | A6, (a) | do d

2

+2eM(T)G(M,T) / e~ VIR (o () dt

|lz|=R

+ Kf(MT//|uxt ) — v, t) | |V, (z) | da dt

/ / [0(a0) = 0(0,0) | Vs (o) do)

" / [t t) = o) 1 8G(0) | da .
0 Jp,
ja que u(-,t,) — ug, v(-,t,) = vy em L. (R"), ao t, — 0.

Como |V, . (2)] < ee =V o |AC, (2)] < 2nee VP fazendo

R — o0, obtemos

/\uxtg)—v(:ctQ)\d)( ) dz </|u0( ) —wvo(x) | Pe(z) dx +

Rn
+eC(T //\u:ct v(x,t) | P (x)dedt
Rn

para todo 0 <t, <T, e C(T) é dado por

O (z) = e><p{—6\/1—f-|:zc|2 }, x € R"™

38



Usando o Lema de Gronwall, obtemos (renomeando ¢, por t)

/\u:ct v(z,t) | P(x)de < exp(e C(T /|u0 —vo(z) | Pe(x) dx
R R
para todo 0 <t <T. Fazendo ¢ — 0, obtemos

Teorema 3.2.3. Sejam u e v solugoes de viscosidade do problema (3.12),
com valores iniciais ug, vy € L®(R™), respectivamente, tais que (ug — vg) €
LYR™), u(-,t) = ug e v(-,t) = vo, em LL_(R™), quando t — 0. Se vale
(3.13) e u(-,t), v(-,t) estao ambas definidas para 0 <t < T, entao

Ful ) =vC O gay < lHuo = voll oy, VO<EST.
Demonstracao. Seja n > 0. Consideremos a equacao

up + div f(z, t,u) = div((u?® + 92)*Vu) + nAu, ©€R", ¢t>0. (3.17)

Sejam u™ (-, ) e v (-, t) solu¢des da equacdo (3.17) com perfis inicias ug e vo,

respectivamente. Neste caso, o Teorema 3.2.2 vale para u™(-,t) e v (- 1),

ou seja,

| ™ (-, t) — o™ (-, 1) ||L1(R") < ug — vo HLI(R”), VOi<t<T.
Em particular, dado R > 0, temos

| ™ (-, t) — o™ (-, ) ||L1(BR) < | ug — vo HLl(R")’ VO<t<T.
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Fazendo n — 0, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

ja que a desigualdade acima vale uniformemente em 7. Como R é arbitrario,

fazendo R — oo, obtemos
H u<7t) - 'U(',t) HLI(R") S H UO - UO HLl(Rn)’ v 0 < t S T

Isso mostra que a contratividade vale para duas solugoes de viscosidade de
(3.12). m

Teorema 3.2.4. Sejam u e v solugoes cldssicas do problema (3.11), ambas
definidas para 0 < t < T, com condigoes iniciais ug,vg € L>®(R™), respecti-
vamente. Se vale (3.13), u(-,t) — ug e v(-,t) = vo, em Li (R™), ao t — 0 ¢
ainda up — vy € L*(R™), entdo u(-,t) —v(-,t) € C°([0,T], L*(R™)) e

/(u(qr,t) —v(z, b)) dz = /(uo(aj) —wvo(z))de, VY O<t<T. (3.18)

R" R"

Demonstra¢ao. Comecaremos a prova deste teorema mostrando que
u(- t)—v(-,t) € C°([0,T), L'(R™)), onde u e v sdo solucdes classicas de (3.11).
Observando que u, v sdo continuas em R™ x (0,7 e u(-,t) — ug, v(-,t) — vo
em L. (R") ao t — 0, temos que u(-,t) —v(-,t) € C°([0,T], L. (R™)).

Para mostrar que u(-,t) —v(-,t) € C°([0,T], L*(R™)), é suficiente mos-
tar que, dado € > 0 existe R = R(e,T) > 1 suficientemente grande tal que
| u(-,t) —v(-,t) |1(j2)> r) < €, para todo 0 < ¢ < T. Tomando ¢ € C*(R)
com 0 < ¢ <1 em toda parte e (&) = 0se £ <0, ¥(§) =1se & > 1, seja
Ur s € C*R") a fungao de corte definida por Ug s(z) =0 se |z| < R —1,
Ups(x) = Y(|z]—R+1) se R—1 < |z|] < R, e Ypg(z) =1 se
R<|z|<R+S, Vps(x)=¢(R+S+1—|z|)se R+S<|z|<R+S+1,
Ur s(x) =0 se || > R+ S+ 1, para qualquer R > 1, S > 0. Note, que a
diferenga 0(-,t) := u(-,t) — v(-, t) satisfaz
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0 + div[f(z,t,u) — f(z,t,v)] = AG(u v) + 2 A0, (3.19)
onde G(+,-) é dado por
G(u,v) := —/(W2 +02)*"? dw, u, v € R (3.20)

Seja Ls como no Teorema 3.2.2. Multiplicando (3.19) por Lj(6(z,t)) -
Ur s(x) e integrando em R"™x [0,%], para 0 < t < T, procedendo de forma

analoga & prova dos Teoremas 3.2.2 e 3.2.3, fazendo 6 — 0 e S — 00, obtemos

|| e(t) HLl(‘a}|>R) S ||U0 - v0||Ll(‘a:|>R—1) +

T
+ K1), ) Gy 2 GOu)T) + mCa] [ 160) sy ppr
0
para todo 0 < ¢ < T, como obtido no Teorema 3.2.3. Aqui, Ky é o obtido

assumindo a hipotese (3.13), C}, Cy dependem apenas de ¥, n (mas nao de
R), e M(T) = sup {[lu(-,)llLo(sp), [[0( 1)llLoo }-
o<t<T
Aplicando o teorema anterior para 6, temos que § € L'(R"x [0,T]) e se-
gue que dado 6 > 0, dR > 1 suficientemente grande, tal que
1 0(t) 212> r) < 9, para todo 0 <t < T. Assim, obtemos a continuidade.
Para mostrar a propriedade de conservagao (3.18), vamos considerar
0(-,t) = u(-,t) — v(-,t) e proceder analogamente. Tomando ¢ € C?*(R")
tal que ¢(z) =1se |z| <1, ¢(x) =0se |z| > 2, e dado R > 0 definimos,
Or(z) := ¢(x/R). Multiplicando (3.19) por Pr(x) e integando em R"x [0, 7],
0 <t < T, obtemos

/G(x,t) Op(x) de = /(uo(:c) —vg(x)) Pr(z) de + Igx(t), (3.21)

R™ R™
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onde

- /t/ (@, 7, ulz, 7)) = f(2,7,0(,7)) ], VOr(2) ) dvdr +

/O[RnG(u(x 7),0(x, 7)) APg(x) dvdr + 772/ /Rn z,7) A®g(r) dv dr,

onde G (-, -) é definida por (3.20). Por (3.13), temos

1Ix()] < [Kf<M( ), ) + G(M, T)—+n2%]/0 [LLCa] Py

para todo 0 <t < T, onde C; = || Vo ||p=@n), Co = || A¢ ||zo(mn) ndo

dependem de R > 0. Pelo teorema anterior, temos 6 € L*(R"x [0,T]), e

segue que Ig(t) — 0, a0 R — oc.

Entao, fazendo R — oo em (3.21) acima, obtemos (3.18), como queriamos.
[

Observacao 3.2.5. De forma anéloga a feita na demonstracao do Teorema
3.2.3, e fazendo 71 — 0, obtemos o mesmo resultado do Teorema 3.2.4 para

solugoes de viscosidade do problema (3.12).

Podemos refinar um pouco o resultado do Teorema 3.2.4 como segue.
Teorema 3.2.6. Sejam u e v solugdes cldssicas da equagao (3.11), com perfis
iniciais ug, vg € L2 (R™), respectivamente, ambos definidos para 0 <t < T e
limitados na faiza R"x [0,T].

(i) Se (uo — vo), € LNR™), entio (u(-t) — v(-, 1)), € C°([0,T], L}([R™), e

(i1) Se (uo —vo)_ € L'(R"), entdo (u(-t) — v(-,t))_€ CO[0,T], L' (R")), e
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onde u, = (|u|+u)/2, u_:= (|u]| —u)/2 denotam a parte positiva e parte

negativa de u € R, respectivamente.

Demonstracao. A demonstragao é analoga a das provas do Teorema 3.2.2 e

da primeira parte do Teorema 3.2.4, mas usando (para o item (7)) a funcao
Ji(u) == /0 H(v/d) dv, ueR (3.24)

ao invés de Ls(-), onde H € CY(R) e H(u) = 0 para todo u < 0, H(u) = 1
para todo u > 1, com H'(u) > 0 em toda a parte. Uma vez provado (i), para

provarmos (i) basta notar que §_= (—6), para 6 € R qualquer. ]

3.3 Teoremas de comparacao

Uma consequéncia importante e imediata de (3.22) é o principio de compa-

ra¢do para solugoes de (3.12). Lembre que precisamos da seguinte hipotese

para f.

| f(z,t,u) — f(z,t,v)| < Kf(M,T)|u—v]|, VzeR" 0<t<T, (3.25)

Teorema 3.3.1. Sejam u(-,t), v(-,t) solugoes da equagao (3.11), com valo-
res iniciais ug, vo € L (R™), respectivamente, ambas definidas para 0 <t < T
e limitadas na faiza R"x [0,T]. Se vale (3.25), entdo

up(z) < vo(z) qt.p. 2 €R” = wu(x,t) < v(z,t) VaeR"

para cada 0 <t <T.

Demonstracao. Sejam ug(x) < vo(x). Temos, usando o Teorema 3.2.6, que

/(u(x,t) —v(x,t)), dv = /n(u()(q:) —vo(z)), de =0

n
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Logo wu(z,t) <wv(x,t) q.t.p. x € R" paracadat € (0,7]. Mas como ue v
sao continuas, temos que u(z,t) < wv(z,t) = € R" paracadat € (0,7]. O

Observacao 3.3.2. O Teorema 3.3.1 pode ser obtido diretamente como con-

sequéncia da contratividade da norma L' e conservacao de massa.

/(u(x,t) —v(z,t)), dv = % lu(z,t) — v(x, t)| de + % /u(x,t) —v(z,t)dr

n R n

< % Riuo(x) — vo(z)| dx + % /nuo(x) — vo(z) dz

_ /n(uo(x) — vp()), dz = 0.

Na desigualdade acima usamos a contractividade da norma L' na primeira

integral e a conservacao de massa na segunda integral.

Observacao 3.3.3. Obtemos teorema analogo ao Teorema 3.3.1 para solu-

¢oes de viscosidade de (3.12) procedendo como no Teorema 3.2.3.

Em seguida vamos enunciar um segundo teorema de comparacao. Para
tal, facamos algumas defini¢oes. Sejam F,G € C°(R™ x [0,00),R), com
F(z,t,w) < G(z,t,w), YVw € R, Ve € R, V0 <t <T. Sejam a,n; > 0,

172 > 0 e pg > 1. Consideremos agora os problemas

{ u + div f(z,t,u) = div((u(z, 1) + n2)*Vu) + pAu + F(z,t,u) (3.26)

u(-,0) = up € LP(R™) N L>=(R™).

e o problema

(3.27)

wg + div f(z, t,u) = div((u(z, t)? + ) **Vu) + nAu + Gz, t,u)
u(-,0) = vy € LP(R™) N L>(R™).

ambos definidos para © € R”, ¢ > 0.
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Para o préximo teorema vamos supor que

|F(z,t,w)—F(z,t,w)| < Kplw—w|,V0 <t <T,Vx € R" Yw,w e [-M, M].
(3.28)

Teorema 3.3.4. Sejam u(-,t) e v(-,t) solugoes dos problemas (3.26) e
(3.27) com valores iniciais ug,vg € L (R™), respectivamente, ambas definidas
para 0 <t < T e limitadas na faiza R"x [0,T]. Se valem (3.13) e (3.28),

entao
up(z) < vo(z) q.t.p. 2 € R" = wu(x,t) < v(z,t), VazeR"

para cada 0 <t < T e para cada n; > 0.

Demonstragdo. Seja H € C1(R) crescente, tal que H(u) =0 parau < 0 e
H(u)=1seu>1,etomando 0 > 0, definimos J; € C*(R) por

= / H(v/6) dv, ueR, (3.29)
0
assim, temos que H(u) — u, ao § — 0, uniformemente em u € R, e
|ulH(u) < C, VueR (Vo>0), (3.30)

onde C é constante positiva (que ndo depende de 9).

Seja W(x,t) == (, (7) Hy(u(r,t) — v(x,t)) para (z,t) € R"x [0,T], onde
Cre € a funcao definida em (3.5). Tomamos 0 <t < t,< T arbitrarios e in-
tegramos (u; — v;) - ¥(z,t) no cilindro B, x [t,, t,], onde B, denota a bola
B,={z €R": |x| < R}. Assim, obtemos pelo Teorema de Fubini,

/tléut—vt (2,1) dar dt /g? /ut—vt)Hé(u(:z: 1) = v(a, 1)) dt dz —

:/cR,Ex (ulrty) — v(a.1,) dx—/cm L) — o(a,t,)) dr.
BR
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Por outro lado, usando as primeiras equagoes dos problemas (3.26), (3.27) e

o teorema da divergéncia, temos

/ (=) U(e,8) de = L(E) + L(E) + L6 + L(E) + L) + L(1),  (3.31)

By

onde

Li(t) = —/<(U2+77f)a/2Vu — (v +11)*2 Vo, Vi, (2)) Hy(u—v) da,
BR

B(t) == [Gue )6 + )2V = (2 4 )09 (0~ o) H = o)

R

I3(t) = /(f(:v,t,u) — fz,t,v), V(, (2)) Hy(u—v) dz,
1O = [ Gelo) () = fat.0), Tlu=0) Hlu—0)
() = = m [ (Vu = Vo, V6, (0) ) Hyfu - v) de

6(t) = = [ Goolo) | Vu = Vol H/(u—v) do e
B

R
I;(t) = /CRE(x) (F(z,t,u) — G(x,t,v)) Hy(u — v) dx.
BR
Vamos estimar cada uma destas integrais acima. Para tal, definimos
M(T) > 0 tal que max{| u(x,t)|,|v(z,t)|} < M(T), Vx eR" e 0 <t <T,
e K(T) > 0 tal que max{|Vu(z,t)|, |Vv(z,t)|} < K(T), Yx € Bre
0 <t <T. Pondo p(w) := (w?+n?)*? w € R, temos que ¢ € C'(R).

46



Primeiramente vamos estimar [ ().

L(t) =— / {(u® + nf)a/QVu — (v + nf)a/QVu ,V(rcHs(u —v))dx
Br

— / (v* + U%)Q/QVU — (v + nf)“/QVv ,VCreHs(u —v))dx
Br

IN

/B & (6) (1 — ) [Vl Ve [ Hs(u — v)| da
— /B (v2 + 17%)0‘/2(H5(u —0)(Vu —Vv),V(g,) dx
< KD [ (ulant) = o(a,0), [Vl do

+

/B (MA(T) + 1) (VJs(u — v) , V) de

< KK [ (uet) = v(e. 1), [Verel da

Br

+ (MA(T) +17)*/?

/ Js(u —v) Alp, dx
Bg

T

)ty | [ ) (Ve ) dote)

< K, (T)K(T) / (ule, 1) — v(2,1)), |VCne| da

Br

+ (MAT)+ ) [ | Js(u— )| |Alr,| dz
Br

@) [ )] [V dote)

onde K,(T) = K,(M(T),T) := sup |¢'(§)].
[§]<M(T)
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Para I(t), temos

L(t) = - / Gue (@) (ul, ) +177)* 2 H) (u(z, t) — v(z, )| V(u — v) |*da

R

= [ G@ [ ) (0 ) H o) Vo, V(= v)) do

R

Como. [ Guola)(ula ) 2 (ula 1) = ol 0)| F — 0) o 2 0,

R

L) < - / o () (U2 + 02)°72 = (02 + 02)P2) H (s — 0){ Vo, V(u — v)) da

R

< - /CR,Q(iﬁ) [(u® +57)*? = (0 + 0)* ] H (u = 0)[ V0|V (u = v)| do
<2RT) [ Q@ )~ W P )
=2K*(T) /CRE(x)‘cp'(ﬁ)(u — v)‘]—!g’(u —v)dr

< 2K*(T) / o (0)] ()| [ — o] H (1w — v)

< 2K(T) K ,(T) / o (@)l — o] B! (1 — ) d,

onde, na ultima igualdade, usamos o Teorema do Valor Médio. Observe que
¢ =¢(x,t), para cada (z,t) € Bg x [0,T], pertence ao intervalo de extremos

u e v (nos casos onde u = v o integrando vale zero). Vamos, agora, estimar

I5(t).

L(t) = — 772/( V%(u(z,t) —v(x,t)), V(, (7)) dv

R
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~nf 4

||

J(s )) Al (x) dx

oqk

(u(z,t) —v(x,t)) ( V(. (), = ) do(x)

=R

+ M2

o

Temos ainda que I () < 0. Agora vamos estimar I7(t).

L) = / G (@) (F(o,t0) — Fla,t,0)) H, (u —v) da

By

+ / Cre(@) (F(2,t,0) = G(z,t,0)) H(u —v) dx

< [ Goele) (o) = Flat,0) By(u = 0) d
< KF/ Cre () Ju — U\Hé(u —v) dx,

pois F(x,t,v) < G(x,t,v) e F(x,t,u) — F(z,t,v) < Kg|lu—v|.

Usando estas estimativas e fazendo d — 0, obtemos

[ o) (utant) = vt do = [ Gula) (ulot) —oant,) ). do <

t2
k() [ / (u(w, 1) = v(,1)), | Vi, (@) | do dt
t, Y By
t,

t,

T) +n?) a/Q ) —v(x,t)), | Al (v) | dx dt
B
+H(M*(T) +n? “/2// ). | V¢, (2) | do(z) dt
t, Vl|z|=R
+ K (M // B — o(a,1)), | Ve, (2) | de dt
t,
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t,
f 2.0)). | V6. (a) | doz) de
|2

t,
+/t/ ua, ) = o(w, 1), |G (@) |do dt

e /t / (ulet) = v(,1)), |G (z)| da dt

R
por (3.13), (3.30) e o Teorema da Convergéncia Dominada. Agora, fazendo

t, — 0, obtemos

/B<R,E<x><u<x,t2> v(oty) ), d —/cRs 0) - v(x,0) ), do <

t2
7) / [ (wlat) = olw0), 196, (0) | da

t2
) / / (ula, 1) — v(2,1)). | Al (2) | de dt
B
+H(M*(T) +n? “/2// ) —v(z,t)), | V. ()| do(z) dt

lz|=R
+ K. ) 2/<u<x,t> (1)), | V. (@) | du db
// ma (u(a,t) = v(z,1)). | Vina(2)| do(z) dt
lz|=R
+/02/ ng(u(x,t)—v(x,t))+ |ACR’€($)|da: dt
t2
1K / / (ula,t) = v(,1)). | Cu(o) | da dt,
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ja que u(-,t,) — ug e v(-,t,) = vy, ao t, = 0. Fazendo R — oo, obtemos

[ (ue.t) = v(o. ), 20 do < [ Cuale) = vo(a) ) (o) d

R"™

.
t2
4 KF/ /(u(x,t) (b)), Do(a) da dt
0 R™
t2
te C(T)/ /(u(az, 1) — v, 1)), Do () da dt,
0 R™
para todo 0 <t, <T, e C(T) é dado por

C(T) = 2n+ D(M(T) +m)* + (2n + 1)nz + K (M(T),T) + K, (T)

O (z) = exp{—em}, z € R"
Usando o Lema de Gronwall, obtemos (renomeando ¢, por )
/( u(z,t) —v(z,t) ), P(x)dr <
. < exp(Kr -+ O D) [ (u0(e) = ola) ), Dela) o =0

R™

para todo 0 <t <T. Fazendo ¢ — 0, obtemos

/(u(x,t)—v(x,t))+dac:0, VO<t<T.

Rn

O que implica u(x,t) < wv(z,t) g.t.p., mas como u e v sao continuas, temos
u(z,t) <wv(z,t) VeeR"eV0O<t<T. O

Observacao 3.3.5. Para solugoes de viscosidade, consideremos
ug + div f(z,t,u) = div((u® + 92)*Vu) + nAu, = €R", t>0. (3.32)

Sejam u™ (-, 1) e v™ (-, 1) solucdes de (3.32) com perfis inicias ug e vy respec-

tivamente. Neste caso, o teorema anterior vale para u(-,t) e v (-, 1), ou
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seja,
u(z,t) <o (x,t), VreR" V0<t<T.

Se a familia {v™(-,#)}, ¢ uniformemente limitada (veja condigdes no capi-
tulo cinco), entdo fazendo n — 0 obtemos, pelo teorema da convergéncia

dominada, que
u(z,t) <wv(z,t), VeeR" V0O<t<T.

Para o ultimo teorema de comparacao vamos considerar o problema de-

generado
up + div f(z,t,u) = div(|u |*Vu), xeR" t>0, (3.33)
u(z,0) = ug € L'(R™) N L®(R") '
e os problemas auxiliares
wy + div f(x, t,u) = div(|uw |*Vu), xe€R" ¢t >0,
{ (o div o, t,0) = div(| ]V 1
u(x,0) = (ug), + vo
e
ug + div f(x, t,u) = div(|u |*Vu), xe€R" t>0,
{ ' (z,t,u) (lu|*Vu) (3.35)
u(z,0) = —(ug)_ — vo,

onde vo(z) > 0,Vz € R" e vy € C°(R") N L}(R") N L>*(R™). E ainda, as
fungdes (ug), e (up)_ sdo, respectivamente, as partes positivas e negativas

de uyg.

Teorema 3.3.6. Sejam u,w e v solugoes dos problemas (3.33), (3.34) e
(3.35) respectivamente, ambas definidas para 0 <t < T e limitadas na faiza
R"x [0,T]. Entao

v(x,t) <ulz,t) < w(z,t) VaeR" para cada 0 <t <T.
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A prova deste teorema é andloga a prova do Teorema 3.3.4 e serd omitida.

3.4 Limitacao da norma L7 e estimativa basica

de energia

Nesta secao comecamos obtendo estimativas para a norma L? de solucoes
do problema (3.36) abaixo. Estas estimativas serdo importantes na obtengao
de uma limitacao global para solugoes do mesmo problema. Consideremos o

problema

{ up + div(b(z, t,u)u) = div(|u |[*Vu) + nAu, x € R", t >0, (3.36)

u(z,0) = ug € LY(R™) N L®(R"),

onde b satisfaz a hipotese (bl) abaixo.

(b1) 3k > 0 e B € C°(0,00)) tais que |b(z,t,u)|, < B(t)|ul, onde |- |,

denota a norma euclidiana do R™.

O primeiro passo serd mostrar que, nessas condicoes, as normas L? ficam
limitadas. Isso serd feito em dois casos. Vejamos como esses casos aparecem

naturalmente ao tentarmos limitar a norma L9.

Sejam 0 < € < 1 e (. afuncdo de corte (escreveremos (r. = (r) definida
como na se¢do anterior. Sejam ¢ > 2 e ®s5(v) := Li(v), onde Ls é definida
como em (3.4). Sejam 0 < ty < t < T quaisquer. Seja u uma solu¢ao suave
e limitada de (3.36) em R™ x [0,7] com u(-,t) = ug ao t — 0 em L _(R").

Multiplicando a primeira equagao de (3.36) por ®5(u)(g(z) e integrando em

R™ x [tg,t], obtemos pelo teorema de Fubini e pelo teorema da divergéncia
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que

/B ®5(ule, 1)) Ca(z) do = / D5(ul, o)) Crl) di

/to /B w)ACg(x) dx dr
/t/| n VCR x),x) do(z) dr
//B @} (wu(b(z, . u) , Vu)p(r) dr dr
/t/B b, 7,u), VCR(2)) du dr
/t/B 5 (w)|ul*|VulCr () da dr
_”/tO/B‘D” )| Vul*Cr(x) de dr
MK /t /B ) AC(x) da dr

— ~(VCa( do(z) d
n/tO/MR w(a) ) dofa) dr
onde .

Gatu) = [ @)l do =2 g o seno) ol do = L
0 0

Ju(z, £)]*7 = 0
e VGs(u) = Of(u)|u|*Vu.
Fazendo 6 — 0, temos L (u)u — 0. Logo,

|u(z,t)|%Cr(z) dx + q(q — 1) / |u| 24| Vu|*’Cr(z) do dr

Br to/ Br

gl — 1) / 2 VulCa() drdr = | Ju(z, to)|"Calx) du

toJ Br Br
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t
q
+ ul"*Alg(2) do dr
Q+al;¥\ (@)

q+ao |z|=R

q(g —1) /to/B|u|q 2u(b(z, 7,u), Vu)(g(z) dv dr
—l—q// |ul?(b(x, T,u), V{g(x)) dx dr

+17/ |u|?Alg(z) dx dr

Bgr

—n/ ul' 5 {(VCa(e) ) do(z) dr. (337

to |m| R

¢
Vamos estimar o termo ¢(q—1) / lu|??u(b(z, 7, 1), Vu)(r(z) dz dr a fim
to/ Br

t
de compara-lo com o termo ¢(q — 1)/ |u| 2t Vul*Cr(z) dx dr.
toJ Br

t

/ |u|q_2 (b(x,T,u), Vu)(r(z)drdr < /B( ) |u|q_1+k|Vu|CR(a:) dx dr

< 2// [u| T2\ Vu2Cr(z) do dr + = / /\u|q otk p(x) da dr.
Br

Logo

|u(z, £)]"Ca(x) d“"+q<q2_1) /t |V ul*Cr(w) du dr

Br to”/ Br

t
+m@—U/ 'Vt drdr < | Jute 1) Cola) de

to/ Br

/ ]u\q“’ACR (z) dx dr
to

—qia/t/l|z|q+aﬁ<vg3(x),x> dofx) dr
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e NI

0 Bgr

v [ [ ot 0, 9a(e) dede

—|—77//|u|qACR )dx dr

—q / [ul' 5 (VCa(a) ) do(r) dr. (3.38)

to |.’L‘| R

Observe que u(+,t) — ug em L (R™) quando t — 0, ja que u(-,t) — ug, em

Li (R"), a0 t — 0.

loc

loc

Assim, fazendo tg — 0 e depois R — 400, obtemos

e )1 () o+ L) / [l [ W.(2) di dr

R”

+nq(q—1) //|u|q 2|Vu| U (x)dedr
< ol + Hiam/() [ Jufrw. (@) do dr

-1 t
+—q(q2 )/3(7)2 \u|"V, (z) dz dT
0

R”

¢
—l—q&t/B(T) lu| T (2) do dr
0

Rn

t
—|—2m75/ ||, (x)dzdr, (3.39)
0

R"

onde Cp(z) = U.(z) == eV a0 R — 00, e v := 2k — a.

Deste ponto em diante é necessario saber se v > 0 ou se v < 0, ou seja,

se k> a/2 ou se k < a/2. Consideremos primeiro o caso k > «/2.
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3.4.1 Caso k> «/2

Teorema 3.4.1. Seja q > 2. Se u(-,t) € solugao suave e limitada em R™ X
0, 7] de (3.36), entao u(-,t) € LY(R™) para todo 0 <t <T.

Demonstra¢ao. Da equacao (3.39), obtemos, em particular,

q
lu(x, )|V, (z)de < HUOHqu(R") + g+

R (0%

. _‘J(q; 1)M7(T)/OB(T)2/|U|‘1‘IIE(:U) do dr

n

t
oneM(T) / 1, (2) da dr
0 JR"”

t

+q€Mk(T)/B(T) /RJUP\I/E(JU) dx dr

0

t
+ 2n775/ |u|1W.(x) dz dr,
0

Br

onde M(T) := sup{|u(x,t)| : (z,t) € R™ x [0,T]}. Pelo lema de Gronwall,

obtemos

ol 170.() do <l o0 (KC7) + 2020 [Br2ar),

. LA (R)

2qne M (T g
onde K(T) :% + quk(T)/ B(r)dr + 2nne.
0

Fazendo € — 0, obtemos

q(q —1) !
e 12y < 0l 50 (20500 [ B2 7).

ou seja, ||u(-,t) < M(T), VO<t<T. O

HLq(Rn)

Corolario 3.4.2. Seja ¢ > 2. Se u(-,t) € solugao suave e limitada em
R"™ x [0,T] de (3.36), entao
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T
//W 20| dr dr < 400 e/ /\u|q2|Vu|2d:ch < 400
0 n

Demonstra¢ao. De (3.39) mais o fato de que u(-,t) € L%(R") para todo
0 <t <T, obtemos, fazendo € — 0, que

-1 t
|u(z, )| dx + %/ |u|? 2| Vu|? dx dr
0 JRrn

R

t
T nalq— 1) / [ult 2 Vul drdr < Juo() [4uqan
_]_ M’Y
(q / 2/ |u|? dx dT < 4o00.
Br

Logo, fazendo t = T', obtemos em particular

T T
/ |u|9™ | Vu|® dov dr < +o0 e / lu|"?|Vul*dz dr < +oo. O
0 0

R™ Rn
Lema 3.4.3. Seja g > 2. Seu(-,t) € solugao suave e limitada em R™ x [0, T
de (3.36), entao

T
/ |u| T V| de dr < +oo.
0

R

Demonstracao. Pela desigualdade de Young temos que

//|u|q YR V| do dr < = (/ | |92k dg dr +//|u|q 2+"‘|Vu|2d90d7')

< )/ |u|qda:d7+/ |u|? 2| Vu|? dx dr,
2 Jo 0

R™ R™

na tltima desigualdade temos que a primeira parcela é finita pois u(-,t) €
L9(R™) para todo 0 < t < T e a segunda parcela é finita pelo Corolario
3.4.2. ]

Teorema 3.4.4. Seja q > 2. Se u(-,t) € solugao suave e limitada em R™ X
0,7 de (3.36), entao existe E, C [0,T] com |E,|; =0, tal que V't € [0,T]\ E,
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tem-se

d N _
e Oy +alg = 1) [ a7 Vu* de+nglg = 1) | [u]*|Vul* dz
R™ Rn

— qlq—1) [ Jul" (bl t,u) , Vi) de
RTL

Demonstrag¢ao. De (3.37), temos que

(i, )|9Cn(x) dz + glg — 1) / |12+ T 2 () dar dr

Br to/ Br

Faalg— 1) / 'Vt dodr = | fute, 1) o) da

to/ Br

/ ]u\“aACR () dxdr
to

- qia /t/“l“\qmﬁ(v@(x),@ do(x) dr

Falg—1) / ult2u(b(z, 7, u) , Vu)(a(z) do dr

o’/ Br

tq / a0, 7.0) V(o)) o dr
t
IA dx d
+n/to [ aGan) e
t q1
_n/to/'ngm = (VCn(2) , 7) do() dr. (3.40)

Como u(-,t) € L1Y(R™) N L*(R") para todo 0 < t < T. Fazendo R — oo,
e — 0 ety — 0 (nesta ordem), obtemos

t
Ol 5t 0l = 1) / "2 Fufdedr -+ nala = 1) [ Vudear

- HUOH(LI,(I(R”) q_l //|U’q 2 ZE T,U),vu> dz dr.
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Como todas as fungoes sao absolutamente integraveis, temos, pelo teorema
da diferenciagao de Lebesgue, que existe E, C [0,T] onde |E,|; = 0, tal que
Vte[0,T]\ E, tem-se

d ota -
S [uC O+ ala = 1) R\UIQ “HVulde +ng(q — 1) RIUI" | Vul*dx

=q(g—1) [ [ul"*u(b(z,t,u), Vu) dz.

R

3.4.2 Caso0<k<a/2

Teorema 3.4.5. Seu(-,t) € solugao suave e limitada em R™x[0,T] de (3.36),
q>2eq>1—-2k+a, entao u(-,t) € LYR™) para todo 0 <t < T.

Demonstragao. Da equacao (3.39), obtemos, em particular,

t
e )10 (e) d < i) ey + - 20=M (D) [ [ [l o) o
Rn 0

R

—1) [t
T i) / B(r)* [ [ul"* V. (z) dx dr
t

+quk<T)/B( ) [l @) d dr

+ ang// |u|"W,(z) dx dr.
Br

Note que, como ¢ > 1 — 7y, temos g+ v > 1, e assim

/]u\q+'7\115(:v) dx—/ u| ", () da:—l—/ lu|T U (z) dz

n

Ju(z,t)|<1 |u(z,t)|>1
§/ luW.(2) d.CE+/ |u|"W.(2) dz
Ju(z,t)|<1 |u(z,t)|>1

<ol + [ Jul"¥. () da.
RTL
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Logo

t
V@) do < o) ey + L2020 [ [ fulrrev (o) do e

Rn 0 JR"?

-1 T
L g >||u0||L1 Rn)/ B(r)*dr

2
/ /|u|q\I/ ) dx dr

+q5M"‘(T)/OB( ) [ Jul"wete) da dr

¢
+ 2n775/ || () dx dT.
0

Br

Pelo lema de Gronwall, obtemos

q(¢—1)
[Jut,001000) o < (e + 22 ol ) exp (D)),
onde . .
2qne M (T —1
K(T) = qneMe( )+Q(q )/B(T)2d7'+q€Mk<T)/B(T)dT+2n776.
g+« 2 0 0

Fazendo ¢ — 0, obtemos

q(q — 1) qla—=1) [T,
ol 1, < (0l e, + 20 s ) e (B4 [ Biry2ar)

ou seja, ()l ey < Myl(T), WO L <T.
Note que aqui a constante M,(T") ndo depende de M(T). O

Corolario 3.4.6. Se u(-,t) é solugao suave e limitada em R™ x [0,T] de
(3.36), ¢ >2 eq>1—2k+ «, entio

T
/ /\u|q T Vul? do dr < +oo e/ /|u\q2|Vu\2dxdT< +00.
0 n

Demonstragao. De (3.39) mais o fato de que u(-,t) € L(R") para todo
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0 <t<T, obtemos, fazendo ¢ — 0, que

-1 t
|u(x,t)|qda:+%//|U|Q_Q+Q|Vu|2dxd7
0

Rn

n

t
+alg=1) [ [ VuP dedr < o)y
0 JR"®

-1 t
+ﬂi—l/3@f [u| "7 der dr < oo
ja que v < 0 e u(-,t) € LY(R™) N LY(R") implica , por interpolagio, que
u(-,t) € LIT(R™), jA que ¢ + v > 1. Logo, fazendo t = T, obtemos, em

particular,

T T
/ / u|T |\ Vul? doe dr < o0 e / / u|??|Vul? dx dr < +oo. O
0 n 0 n

Lema 3.4.7. Seja g > 2 eq>1—7. Seu(-,t) € solugao suave e limitada
em R™ x [0,T] de (3.36), entao

T
/) |7 K| V| da dr < +00.
0 JR”

Demonstracao. Pela desigualdade de Young temos que

T 1 T T
//|u|q—1+k|Vu| drdr < 5(//|U|Q—a+2k dr dr +//|u|q—2+a|vu|2 dx d7_>.
0JR® 0JR 0JR"

A segunda parcela é finita pelo Corolario 3.4.6. A primeira parcela é finita
pois v <0, g+~ >1eu(,t) € L*(R") N LI(R") implica, por interpolacao,
que u(-,t) € LIT(R™).

]

Teorema 3.4.8. Seja ¢ > 2 e q > 1 — 7. Se u(-,t) € solugao suave e
limitada em R™ x [0,T] de (3.36), entao existe E, C [0,T] com |E,|, =0, tal
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que VYt € [0,T]\ E, tem-se

d e B
S 1eC Oy +alg = 1) RIUIQ |V ul® dz Hq(q — 1) R\UI" | Vul? du

= qlg—1) [ [ul"Pu(b(z,t,u), Vu) dx.

RTL

Demonstragao. De (3.37), temos que

e ot do + ata - 1) / [ Jufr-2 Vul o) da dr
—1 12y dx dr = d
-y /tO/B'“' Vul*Galr)dedr = [ (o o)1l dr
/ |u|’I+aACR (x)dxdr
__4a gtal
s / /| P V() ) o)

+q(g—1) / 0" 200,720, Vo))

+q/t0/B|u\ (x,7,u),V{g(x)) dxdr

+n//|u|quR ) da dr

o [ [ W VCa) ) detedr 341

o/ |z|=R

Como u(-,t) € LIY(R™) N L>®(R™) para todo 0 < t < T, fazendo R — oo,
e — 0 ety — 0 (nesta ordem), obtemos

e o ala = D [l Vi + nata = ) [ =29 uards

= Huo”qu(Rn) + q(q — 1)/ lu|?u(b(z, 7,u) , Vu) dv dr.

0 JR”™

63



Como todas as fungoes sao absolutamente integraveis, temos, pelo teorema
da diferenciagao de Lebesgue, que existe E, C [0,7] onde |E,|, = 0, tal que
Vte[0,T]\ E, tem-se

d Cia _
a1 Ot alg = 1) ul? PV ulPde +nglg — 1) [ [ul 2Vl de
n Rn

=q(g—1) [ [ul"*u(b(z,t,u), Vu) dz.
R
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Capitulo 4

PME’s com termos advectivos:

Caso semidissipativo

n
oFf
Neste capitulo vamos supor que E u(:v,t)a—fz(x,t, u) > 0. Com esta hipo-
, T
=1
tese mostraremos que qualquer solugao suave u(z,t) de

up + div(f (2, t,u)) = div((w?® +92)*?Vu) + nAu, © € R™, ¢ > 0.
u(+,0) = ug € LP°(R™) N L=(R").
(4.1)
onde o > 0,pg > 1, |f(z,t,u)] < B(T)|u(x,t)|*™, com k > 0; satisfaz

(s Ol Lagny < w0l Lggny, VO <t < T, para cada 1 < py < g < oo.

Mais precisamente, temos que ||u(-, ) é decrescente em t.

||Lq(1R<n)

Em seguida, obteremos uma estimativa para a velocidade de decaimento
destas solucoes e, finalmente, mostraremos que esta estimativa é consistente

com a mudanca de escala.
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4.1 Decrescimento da norma L? para solucoes

suaves

Teorema 4.1.1. Seja u(z,t) € L*([0,T], L°(R"™)) solugao do problema
(4.1) para algum T > 0. Se f, afl,--- ,gfn
que AB(T) > 0 com |f(x,t,u)| < B( )]u\kﬁq Ve € R"t > 0,u € R, e
Z (z, t)gi (z,t,u) >0, V(x,t) € Br x (0,T), entio

i=1

(-, )] Lawny < Ul to)||Lamny, VO <ty <t <T para cada py < q < 00,

sao fungoes continuas tais

Demonstracao. Sejam py < ¢ < oo, M(T) = sup{|ju(-, 7)||zeo@mn) : 0 < 7 <
0
T}, Ky(T) = sup{’%[f(fc,t,v)]

0 :
[t 0)] = o),

S < M(T)} e 0 > 0. Escreveremos

Multiplicando a primeira equacao de (4.1) por ®5(u)(r(x) e integrando em
R™ x [0, T] para dado to arbitrario com 0 < ¢ty < t < T, obtemos

/ /a:|<R Wr(@ quxdTJr/ /|36<R z) div(f) dz dr =

/ /l . z) [div((u® + 17)**Vu) + mpAu] dzdr.

Sejam I (¢ // Q% (u)Cr(x)u, dr dr,
lz|<R

- / /|  PGaa) () o

I5(t) —/ /|<R<I>g(u)CR(a:) div((u® +n?)*/*Vu) dx dr e
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I(¢) :/t /| Rngég(u)CR(x)AudxdT.

Vamos trabalhar primeiramente com [;(¢). Aplicando o Teorema de Fu-

bini e integrando em 7, obtemos

w0 = [ aio [ B (), dr da

z|<R to

= [ (r(@)Ps(u(z,t))de — | (r(x)Ps(u(z,to))de.

lz|<R lz|<R

Aplicando o teorema da Divergéncia para I5(t) temos,

I(t) :/t: /BR(f(x,t,u), O (u)Vu)Cr(z) dx dr
+ /t: /BR<f(:I:,t,u), V¢r(2))®5(u) dx dr
—ata=1) [ [ (et 100V e
va [ [ e, 2 TGl dsdr
va [ [ ), Ve @ dsis
<o [ e, VU @) di
#aB0) [ [ o) o0 L) T ulato)

4+ gB(T) /t /B (e, )7V ()| da dr- (4.2)

Escrevendo I51(t) = q/t /B (f(x,t,u), V(LY (u))) Ls(u)Cr(z) do dr.

Novamente, pelo Teorema da Divergéncia, obtemos
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La(t) = —q/t /B div[f(x,t,u)Lg(u)CR(x)]Lg_l(u) dx dr
_ /t /B R div(f (@, £, w)] L9 () Ly () Cn(x) der dr
_ q/to /BR(f(x,t,u), Vu>L§_1(u)Lg(u)CR(x) dx dt
—q / / G t), V) ) )
< —Q/t /B Z%(l’,t,u)umng_l(u)Lg(u)CR(x) dx dt

+qB(T / I =1 [Vl ju(z, )| L (w)Cr(z) da dr
to

+ qB(T)M*(T) / u(z, 8)|7 |V Ca(a)| da dr, (4.3)
to Y Br
ja que —q/ / w) LI (u) Ly(u)Cr(z) dodr < 0.
to BR
Como |u(z,t)|Lj(u) = 0 ao § — 0, fazendo 6 — 0 obtemos de (4.2) e (4.3)
<—q// xtu|u(:ﬁ O wuy, Cp(z) de dr +
to BR] 1

+2qu(T)B(T)/t ; lu(z, )|V Cr(z)| dx dr.

Podemos escrever

n

% q—2 — i /u % q—2
Z 5, (w,t,u) qlu(z, t)|" " wu,, = div T (x,t,v) qlv(x,t)|"“vdv |

J=1

Assim,

/ / / (z,t,v) q|v(x, 1) 2vdv, V{g(x))dvdr +
to JBr
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+ 2B(T)M*(T) / (i, )]V Ca(a)] da dr

to Y Br

< (1) + 205D [ [ fute 0 9ato)] dr

to Y Br

Jja que

“of
| Gt apeoroa

<K(T) [ alu(a 0l oo
0

= Ky (T)[ulz, )],

Agora vamos estimar I3(t) e I,(t). Pelo teorema da Divergéncia, obtemos
t) + I(t /t /KR V(®5(u)Cr(x)), (u? +n?)*?Vu) dr dr
— /to /I<R (V(®5(u)Cr(x)),n2Vu) dz dr
- [ e iy ) e e
I B0 417 (TCa), T d
- /t: /x<R O (u)Cr(2)n2(Vu, Vu) dzx dr
— /t: /I<R Q% (u)n2(Vr(x), Vu) dz dr

_ /t /<R O (w) (u? + n2)* 2 (V(p(z), Vu) dz dr

—/t /<Rn2<V§R(x),CI>g(u)Vu> dz dr,

ja que

O (w)Cr(z)(w® +nD)**(Vu, Vu) > 0, e  7®Cp(2)(Vu, Vu) >0
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Definindo Gs(u) := / (w* 4 n})*?®)(w) dw podemos reescrever a desi-
0
gualdade acima por

_ / / V(o). @)V d

Aplicando o teorema da Divergéncia nas duas primeiras integrais do lado

direito da desigualdade (4.4) acima, obtemos

+ I4 / / ACR G5 )d:c dr
|z|<R

1
. / /| ) REGa( WV (o), ) do(z) dr

Note que
u(z,t)
Golu) < [ (D) + ) 0 (w) dw < (M) + 7))
0

Usando esta estimativa e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

I3(t) + La(t) < (M*(T) + ) /t ACr(x)®s(u(x, 7)) dr dr

lz|<R

- (MA(T) + ) / /| BV do(a) i

772/ /|I<R ACg(x)Ps(u) dx dr
/ /| _ ®s)IVen(a)l do(z) dr.
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Como I (t) = I5(t)+13(t)+14(t), usando as estimativas anteriormente obtidas

e fazendo 0 — 0, temos

r(x)|u(x,t)|?de < r(x)|u(x, to)|? dx
/xKRc()\(m / Cal@)ulz, to)]

|z|<R

K (T) / /B V(@) Jule, )|t dae dr

+ 2qB(T)Mk(T)/t /B]VCR(QJ)] |u(z, 7)|?dx dr

+ (M*(T) + 77%)0‘/2/ ACr(x) |u(z, 7)|dx dr

to Y/ Br

P Oe@) ey [ jute 9G] do) dr
+ 12 /to /|I<RA(R(x)|u(x,T)|qu dr
+ 1 /to /LT:R|u(x,7’)|q|V§R(x)|da(x) dr.

Usando a desigualdade triangular e as estimativas para |V(g(z)| e |ACr(2)|,

temos

u(x, t)|1¢r(z)dr < w(x, tg)|%r(x) dx
[ s < [ e o))

lz|<R

K ,(T) /0 t /B (e, 7)[7 eV gy g

+ 2¢¢B(T)M*(T) /Ot B]u(x, e VIR qy dr

R
¢
+n&(M*(T) + nf)o‘p/ ﬁu(x, 7)|%e VIR da dr
0 JBg
t

L E(MAT) + n%W/ (e, 1) eV do(a) dr
0 J|z|=R

t
+n§n2// lu(z, 7)|%e VI g dr
o JBg
t
vom [ [l )l e S dota) .
0 J|z|=R
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ou, ainda

u(x, t)|1¢r(z)dr < u(x, tg)|%r(x) dx
[ s < [ jute o))

lz|<R
¢
K (T) / / (e, )7 eV gy g
0 JBg
¢
+ 2¢¢ B(T)M*(T) / /|u(x, )| e VIR d dr
0 JBg
t
+n&(M*(T) + 77%)0‘/2/ lu(z, 7)|7e" VI qg dr

0 JBpgr
+ E(M*(T) 4 n?)*/ 2 e SVIHE Rty

t
- nfng/ / lu(z, 7)|%e VI g dr
0 Jz|<R
+ En MU(T)te VIH Rty
Agora, fazendo R — oo, obtemos

lu(z, t)|7e" SV IHE gy < lu(z, to)|%e~6V I gy
Rr Rr

x| 1~V gy

et(1) [ [ Jutaopre v dr

+2q§B(T)Mk(T)/ lu(z, 7)|7 e SV IHEP d dr
0 JR®

t
g2 +) [ [ ute e VI do ar
0 Jrn
t
+ nény / lu(z, 7)|7e VI gz dr.
0 Jrn

Aplicando o lema de Gronwall, obtemos

fu(a, )V gy < [ u(a, t0) eV dr exp(S(E, T 1)),

R R”

onde S(&, T, t) = (n&(M*(T) + n{)*" + nény + 2¢€B(T) M*(T) + EK(T)) 1,
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e S(&T,t) > 0ao& —0.
Fazendo & — 0, obtemos

/ lu(z, t)|? dx §/ lu(x,tg)]? dx < oo.

Ou ainda,

[ )l zaqeny < [lu:;to) ]| agen) < oo

O

Com isso mostramos que u(-,t) € LY(R") para cada 0 < t; <t < T e para
cada py < ¢ < 00, ja que se up € LP(R™) N L®(R™), entao uy € LY(R™) Vp <
q < oo pela desigualdade de interpolagao.

Observacao 4.1.2. Para ¢ = oo basta tomar um p < ¢ no Teorema 4.1.1, e

depois de obter o resultado, fazer ¢ — 0o, obtendo

[l )l Lo mny < lJuol| oo mny < o0
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4.2 Estimativas de decaimento das normas LY
e L™

Nesta secao vamos obter uma importante desigualdade de energia que sera
fundamental na obtencao da velocidade de decaimento de uma solucao suave

para o problema regularizado.

Teorema 4.2.1. Seja u(xz,t) € L*°([0,T], L=(R")) solugao do problema

(4.1) para algum T > 0. Se f, afl - ,%
0 1 8:70
que AB(T) > 0 com |f(z,t,u)] < B(T )|u|chrl Ve € Rt > 0,u € R, e

Z (x, t)g£ (x,t,u) >0, V(z,t) € Bg x (0,T], entao

=1

sao fungoes continuas tais

t
@—t@wmcﬁngmmy+wq—1y/<T—t@7 (e, 7)|0 |Vl da dr

to R™

t
<3 [ =t el e

to

Demonstragao. Sejam M(T) := sup{|lu(-,7)||pemn) /0 <7 < T} e Ky(T) :=

U
sup v

Fa )
Multiplicando a primeira equagao de (4.1) por (7 — t9)"®5(u)(r(x) e inte-

do) < M(T)} Seja ainda py <p < oo e d > 0.

grando em R" X [ty, t] para dado ty arbitrario com 0 <ty < t < T, obtemos

//x T—10) "D (u)Cr( UdedH—//m T—10) " ®%(u)Cr(z) div(f) de dr =

<R <R

:/ /|| RT—tO)V(D(;(u)CR(x) [div((u? +771)O‘/2Vu)+772Au] dz dr.
Sejam I (t / /| B (1 —t0)"®5(u)Cr(x)u, do dr,

_ / /| ‘<R(T — t0)"®(u)Cr () div(f) dx dr,
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:t 7 — 1) P (u)Cr(z) div((u? + n?)?Vu) dx dr, e
Iy(t) /tO/M( to) @) () Ca () div((u? + 12)°/2Vu) do dr,
I4(t>:/t0 /|I<R(T—to)'yng@g(u)CR(x)AudxdT.

Vamos trabalhar primeiramente com [;(t). Como

| e = wraswiar = [ 000+~ 0@t .

aplicando o teorema de Fubini em [;(¢), obtemos

w0 = [ Gt /< b)) dr

z|<R

e entao,

L(t) = BCR(x)(t—tO)V(I)(;(u(x,t)) dx —fy/t BCR(x)(T—tO)7_1<I>5(u(x,T)) dx dr.
R 0 R (45)

Aplicando o teorema da Divergéncia para I5(t) temos,

L(t) = /t /B(T —to)"{f(z,t,u), 5 (u)Vu)Cr(z)dx dr
+ /to /B}—ET —t0)"{f(z,t,u), VCr(2))P5(u) dx dr
=ala=1)[ [ (7=t o). L) ()T 0) )
o [ [ =) L 010 Vo) do dr
+ q/t /B<7' —t0)"(f(x,t,u), VCR(x))Lg_I(u)Lg(u) dx dr

< q/t /B(T—to)7<f(x,t,U),V(Lgﬂ(u)))Lg(u)(R(x) de dr
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T 4B(T) / /B (r — to)Jule 7 fu(z, )| L2(0)| VulCa() dedr

+ qB(T) /t /B (7 — to)u(w, )7 V()| da dr- (4.6)

Escrevendo I (t) = q/t /B (1—t0)" (f(z, t,u) , V(LE " (w)) Ls(u)Cr(x) da dr.

Novamente, pelo teorema da Divergéncia, obtemos

La(t) = —q/to /BR r— o) divlf (e, £ u) Ly () Ca(@)] LS () dar dr
_ _q/to /BR o) div f(s £ 1) LT () Ly () Ca(2) der d
o[ [t Va0 dear
“o [ [ st Vo)L ) dear
< _q/to /BR S— (g; b g, LY () Ly () () d dr
+qB(T) / / R(r — to) e, D [Vl fu(ar, O] (1) Ca(a) da dr

+aBIMAT) [ [ (=t lu(e 01 Vea(a)| dodr
o (4.7)

ja que —q/ /B (7‘—to)vz%(Lt,u)Lg_l(u)Lg(U)CR(x) drdr < 0.

J=1

Como |u(z,t)|Lj(u) — 0, a0 § — 0, fazendo 6 — 0, obtemos de (4.6) e (4.7)

) < —q/ /B (T —to)” (:L' t,u)|u(x, t)|* Zuu:p Cr(x)dxdr

—I—2qB(T)/t /B (T—t0)7|u($,t)]q+k\VCR(m)|dxdT.
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Podemos escrever

n

> %ot w afute, 2w, —div(/o %(x,t,v)qw(x,t)w%du)

J=1

e assim,

(1) < /t /B(T - to)m/ou g—i(x,T,v)q\v(az,T)|q2vdv, Vn(x) da dr
+2¢B(T) /t /B (7 — to)|u(z, 7)|9 |V ¢r(2)| do dr
< (K§(T) + 2qB(T)Mk(T))/t /B(T —to)"|u(z, 7)|?|V(r(2)| dxdr,

(4.8)

ja que

/ g—f(x, t,v)qlv(z, zf)|q_2 vdv
0 v

<K(T) [ alola 0l odo
0

= Ky (T)[u(z, )|,

Agora vamos estimar I3(t) e I,(t). Pelo teorema da Divergéncia, temos

o 0 R\T u2 %Q/Q u)ar at
EA /tOAKR to) (w)Cr()), (lul* +n})**Vu) do d
/ / (7 —t0)(V(®5(u)Cr(2)), 12 V) dx dr
to J|z|<R
_/t /|<R T —to)WI)g(U)CR(ﬁ)ﬂM —|—771)0‘<Vu7vu> dr dr
_/t /|<R(T — 10) @5 (u)(|ul® + 17)**(Vr(z), Vu) d dr
a /t /|<R(T — t0) @5 (u)Cr(2)n2(Vu, Vu) dr dr

_/t /l<R(T—to)V@g(U)ng<VCR(x)7vu> de dr
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[ 4 Tl V) o
_/ /||<R(T—t0)7n2<VCR($)’@g(u)vu> de dr
Q—lfto/ngt VYL (w)(L(w)) Cr(x)|u|*(Vu, Vu) dz dr,

ja que

(7—t0)" @5 (u)Cr(x) (Jul+m)* (Vu, Vu) > (7—to) 5 (u)Cr(z)[ul* (Vu, Vu) =
> q(q—1)(7—1t0) " Cr(x)(Vur, Vuu) L (1) (L (w) )?|ul*,

e n2(7 — t0) 5 (u)Cr(x)(Vu, Vu) > 0

Definindo Gs(u) := / (w? + n?)*/?®%(w) dw, podemos reescrever a desi-
0
gualdade acima por

() + L) / /|<R 1) (VCa(), V() da dr
_ / /| 7 (V). @) ) i
a(q - 1/t/|<TR_ o) L ()" 2(Ly(w))2Cr(a) [l |V d .

Aplicando o Teorema da Divergéncia nas duas primeiras integrais do lado

direito da desigualdade acima, obtemos
Lt) + L(t) // (r — to) Ap(z)Gs(u) do dr
|z|<R

+/to /IxR}—%(T—to)WGg(uXVCR(x)’@ do(z) dr
+/t0 /IISRﬁz(T—tO)VAgR(x)%(U) dx dr
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t 112 K x) do(x) dr
o R ) (96, ) dofa)
q—l/tO/xT—to )Y Ls(w)? 2 (Ls(w))?Cr(x)|u|* | Vul? dx dr.

<R

Note que

Go(w) < (V1) + ) [ @) dw = (VD) )i, Usnnco

0
esta estimativa e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

L(t) + I(t) < (M*(T) + n?)>/? /tt/|<R T —t0)1®s(u) Alr(7) dv dT
2 a/2 T — 0 T0s(u R\T o
T+ (MA(T) /to/w 1) (u) [V Ca(x) | do(z) dr
F /t /| T 0 A0 do i
+n2/t0 /m (7 = 10 @) V(@) do(x) dr
q—1/t/| b)Y L ()T 2L (w))2Cr () [u]* | Vuf? da dr-

<R

Como [1(t) = Iy(t) + I3(t) + 14(t), temos
[E|<RC () (t —t0)"Ps(u(z,t)) dr < 'y/to /la:|<R W7 —to) ' ®s(u(z, 7)) do dr
+(K4(T) +2¢B(T)M*(T /t /B T —10)"Ps(u(x, 7)) |VCr(x)| dxdr
+(M*(T) + n7) Q/Q/t /|<R T —10)"®s(u(z, 7)) Alg(z) dz dr

FMAT) 4 2) / /| T ) V() o) d

+19 /to /leR T —10)"ACgr(2)Ps(u) dx dr
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72 /to /m R(T—to)“*(I)(;(u)\VCR(x)\do(x) dr
q—l/t/ T —10)" Ls(w) T2 (L (u))*Cr()|u|*| Vu|? dv dr.

|z|<R

Fazendo 6 — 0, obtemos
_ qd _ 7 1 9 drd
/gc|<R Cr(x)(t —to) |u(z, t)] x<7/to/x|<R (1 —to)" u(z,7)|dedr
+(Kf(T)+2qB(T)Mk T)) // T — o) |u(z, 7)|? |V {r(z)| dxdr

toJ Br

ST+ ) [ /| Tt A (a) e
e ) [ttt G dote) dr
+1)9 /t:LSR(T—tO)VAQR(m)|u(x,T)|qu dr

i / /| T G V) do () dr

q—l// T —t0)Cr()|u(z, 7)|9 | Vul? do dr.
to \x

|<R

Usando a desigualdade triangular e as estimativas para |V(g(z)| e |ACr(2)|,

temos
t
/ (t —to)"|u(x,t)|%Cr(x) de < ’y/ / (T—to)y_l\u($,7)|q§“3($) dx dr
lz|<R to J|z|<R
t
+E(K§(T) + 2¢B(T)M*(T)) // T — to)u(x, 7)|Te VIR dydr
toJ Br

+n&(M*(T) a/2/ / (T — to)"|u(z, t)|7e VI dg dr
to J|z|<R

+E(MA(T) 4+ n?)**M(T) // (1 — t0) e VI do(z) dr
to J|z|=R
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t
+nén / / (1 —to)"|u(zx, 7)|7e" VIR d dr
to J|z|<R
t
—I—&)ZMQ(T)/ / (1 — to)ve_ém do(zx) dr
|z|=R

q(q — 1// T — 1) Cr(w)|u(z, 7)Y Vu|? dz dr,
to |z

<R

ou ainda,

/ (t — to) |z, ) Ca(x) dz < ~ / / (7 — to) e, 7)[*Cp() da dr
lz[<R to J|z|<R
HE(T) + 20BOMD) [ [ (=t e e ST dnar
toJ B
+n&(M*(T) Q/Q/ / (1 — to)|u(z, 7)|7e VTP dy dr
|z|<R
FE(MA(T) + )2 MO(T)e—EVIF 2 oty / (r —to)" dr

to

t
+néns / / (1 — 1) |u(x, 7’)|q6_5\’ el gy dr
to J|z|<R

¢
+EnyM(T)e 1+R2Rn_1wn/ (1 —1t0)" dr

to

—q(q — 1// 7 —to)"|u(z, 7) |72 R(2) | Vul? do dr.
to |:E

I<R

Agora fazendo R — oo, obtemos

/ (t — to)|u(x, t)|7e SV IHIP g < fy/ / (1 —to)" Hu(z, 7)|%e" VI dy dr
+n£<M2<T) + T]%)a/2/ / (7_ — to)’y‘u(l" 7’)|q€_£ V 1+\x|2 dx dT
to n
t
wngm [ [ =ttt VI dr ar
to n
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t
—q(q — 1)/ / (1 —to)|u(x, 7) |92 e SV IHER |9y da dr.
to n
Como ||u(-,t)||rawn) < 00, fazendo £ — 0, obtemos

t
/ (t —to)"|u(x,t)|?dx + q(q — 1)/ / (1 — to)"|u(x, 7)|9T*2|Vu|?® dz dr

t
<y [ [ tr=t e )t don
to n
ou seja,

t

(= 0 Dl + a0 = 1) (7 = 07 ol 729
to n

t (4.9)
<+ / (7 — o) e, ™)L gy -

to

O

O proximo teorema mostra que a norma L>*(R") de u(-,t) fica por baixo
de uma funcao positiva que é produto de uma constante e uma poténcia de
t com expoente negativo e menor do que —1, ou seja uma solugao decresce
em relacao a t. Dessa forma se a solucao estiver definida V¢, entao a solucao

tende a zero ao t — +00.

Teorema 4.2.2. Seja u(z,t) € L*>([0,T], L*(R")) solugao do problema

0 Ofn
(4.1) para algum T > 0. Se f,a—ﬁ,--- ,8—;
que 3B(T) > 0 com |f(z,t,u)| < B(T)|u/*!, Vo € Rt > 0,u € R, ¢

sao fungoes continuas tais

Zu(at)%(a:,t,u) >0, V(x,t) € Bg x (0,T], entao

i=1 i
||u<'7t)||Lq(R”) S Kq(nva)HuO”iq/Q(Rn)(t - tO)_Ha Vt € (t07T]7 VQPO S q S o0,
2q + no n

de ) = —— = —,
onace 2q+2naeﬁ 2q + 2na
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Demonstragdo. Seja u(x,t) solugdo de (4.1). Definimos w(-,¢) € L*(R™) N
L(R™) por w(x,t) := |u(, )| 5"

Assim de (4.9) da prova do Teorema 4.2.1, obtemos

M@—l)

t
(t = to) [w(-, )75 gy + TETE /t(T—to)”IIVw(-,T)IIQLz(Rn) dr

t
m/v—tow-luw( 1
to

2
onde § = Tq Pela desigualdade de interpolagao de Niremberg-Gagliardo-
o

Sobolev, temos que 3C' > 0 (constante) tal que

Hw('vt)HLﬁ(R") < CHw( )HL[?/Q R™) ”Vw('vt)H%?(Rn)v

I 1 1 2 ., nlg+a) )
onde 5 0 <§ ﬁ) + (1 H)B o que nos da 6 = na F 20 1 2ma’ Assim
Ldale=1) [
(t = to) w (-, ) s g, W/t(T—to)”’“VW('aT)H%z(Rn) dr <
0

t
_ 1-60
<AC? /v—w e, ) g - IV O gy
t

0

t
(1-0) —
<A fule ) [700y (7 = 0 T O
to

<. 2 2
i aue w092, g = [0l 019250 < llul-t0)[42, 40, pelo Teorema
4.1.1.

Aplicando a desigualdade de Holder e em seguida a desigualdade de

2 2

Young, ambas com p = % eq= m , obtemos
Ldale=1) ff

(t —to)[Jw(, )||L5(Rn W/tET—t0)7||vw('u7)||%2(w) dr
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o8

t 2
1-6 2-68
< ACP[u(-, to) 155372y (E = T0) 2 ( /<T—t> Va5 [V, >||22(Rn)dr)
to

j 2
2

752 — 0B (0B(q + a)? -
CPllu(-, to) || %52 )2” t—t
< (It ) () Gt
2q(q — 1)/t 2
(g + )2 th o) IVw(, 7)l[L2@n d7
onde na tltima desigualdade escolhemos v de forma que (y — 1)% =7, ou
t
seja, v = 5753 Dal/ 77 dr < 00, ja que v — 1 > —1.
0
Entao ( v
2q(q —1 2
(t—t0)7||w( )”Lﬁ(R” W/tO(T—to)'VHVUJ(-,T)HLQ(Rn) dr <

0B
0 ﬁQ—Hﬁ 9ﬁ(q—|—a)2 2-68
(P}/Cﬁ”u( tO)H%(qlm [én)) 9 <4q(q _ 1) (t — to)

Em particular, escrevendo a desigualdade acima em termos de u, obtemos

2 _08
3 -0y \z2—06(06(q+ a)*\> % s
Jute ey < (Ot 0 ) 25 g ) (et

que é equivalente a

1 1 68
—05N(OB(g o\ e
I el G o o) N O s S
21-0) 2¢4+na 1—v -n
oo 5 08  2q+ 2n«a ¢ q 2q + 2na’ ODLEIOs
2q+na _n
“u(’ t)”Lq(Rn) < KnHU(, t0)| 231722&0;)(15 - t0>2q+2na’
1 Gﬂ
2—08\(08(q + o) \7 2=
de K, = K, CPry)izom . O
onde Ky = Kqln, ) = (C7) ( 2 )<4ﬁq—U
Teorema 4.2.3. Seja u(x,t) € L>®([0,T], L°(R"™)) solu¢ao do problema
0 Ofn
(4.1) para algum T > 0. Se f, f1,~~ ’8i sao funcoes continuas tais
.Tl Tn
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que 3B(T) > 0 com |f(z,t,u)| < B(T)|u/*"!, Vo € Rt > 0,u € R, ¢

Zu(:t,t)%(:v,t,u) >0, Y(x,t) € Bg x (0,T], entao
i=1 i

(e, )0 ey < Knler, @)lluollLaqen) (t = t0) ™, Vit € (to, T], ¥ 2po < ¢ < 00,

2q n

onde § = e K,(a,q) é constante.

) H =
2q + na 2q + na
Demonstragao. Seja u(-,t) uma solugao suave de (4.1). Temos, pelo Teorema
4.2.2 que

2g+no .
Hu<'>t)HLQ(Rn> < KqHU('atO)Hzgﬁ&%(t - to)my
2 2 %W 2 ﬁ
m; 2 2na v —
onde K (n,a) = Cqﬁ% (nq+ q -+ na) <M) |
j 2 2q 2qn
L _ _ 05— |
jaque y =555, B e B R

Dado m € N com m > 1, definimos t{™ = 27" e t§m) =+ (1 —279)¢

para todo 1 < 7 < m. Aplicando esta desigualdade, m vezes, para q¢ = 2™q,

_ —1 1
et :tS;n_)l, qg=2""1q, ety :tﬁ,zn_z),--~ .q=2q et :t(()), obtemos
(m) (m) 2™ 2g4+na ( ) n
m m 2M2g+2na m SMogiona
st )HLWCI(R”) < Knflul tn=y)] L2m*1q(Rn>(t — b)) RO
2M2q+na ( ) 2m7112q+na 22""2Qq+2n0¢ ( ) ( ) B
2M2g+2na m 2m—12q49na 2™M2q+2na m m 7’"%
< K,K, 3 ||u(-’tm_2)||L2m,2q(Rn) (tim) — ¢ Y amagrana .
— 2M2q+na
'(t%n_% — tg,:n_)2)2m712:+2na 201 2na
’ 2M2q+na B ( ) A
2M2q+2 m m
< K K2 K Jul )HL‘Z(R”)
— —n —_n
At =t T o ) ) e P () e P,

onde, para 1 < j7 < m,
1 2 q(n+d)tana

K, = gz (Yaln+ 2) + I BT (g + a)? Y
J 21q + no 274q(27q — 1)

85



r 272¢ + no T 202¢ + na 1 2™M2q 4+ na
Am:H——zmH _ L2tne p .

- 212q + 2na 20712 + 2nae - 2™ 2q + na

L 2omkog 4 na 1 2™2q+ na
2’” K2+ 2na 29 2m=i2¢g + na

t(’”) =

desigualdade acima por

Bj_

para 1 < j < m.

Como = 277¢, para todo 1 < j < m, podemos reescrever a

m

. (m B — j —j ‘;anfj
Hu( 7t L2mq(R") S ||U >||L‘1(Rn)(2 t)quJrQ"a .
m m
: By iN—" B,
Agora vamos estimar, em separado, H Kj i e H(g Tt) 2 2qrana ™
J=1 j=1
m m m
j e j — ; i -n )
Note que H(2_Jt)m3mfﬂ = Ht2j2‘1+2naBmfﬂ H 9 I Faqrana D
J=1 j=1 j=1
Primeiramente, observemos que,
I — - __=-n__ B . . .
Ht232q+2na m tzj 1 272¢g4+2na ™™ 37 € que (trocando m— ) por ]), temos
m n m—1 n
— 22q + 2na Z 2m=i2q + 2no
Jj=1 ]—O
Z -n 1 22+ na

2m=i2q + 2nao 24 2m— 72q + na

m—1

= —2n(2"2q + na) Z

=0

1 277
2m—i+12q 4+ 2na 2m92q + 2na’
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2M2q
Pondo & = ——, temos
2na’

N n o 20(2"2q+ na) = 1 a2~
; 22+ 2na” "7 T a(2na)? z; G279t 414277 41
_ 2n(2M2¢ + na) < s 1 1
 a(2na)? £z a2+ 1 a2t 41

_ 2n(2™M2q + na) 1 1
T a(2na)? {@2—%1 +1 24+ J
_ 2n(2M2q + na) 1 1
T 2m2q [4q +2na 2mdq + 27104:|
o2+ [ 1 1
T 2q {4{1 +2na 2mAq + QnOJ ‘

Agora, fazendo m — +00, obtemos

[e.e]

E " B, .= U e ainda
— 272q + 2na T 4g 4 2na 2¢ + na
2q + 5 2
lim A, = lim 97 om _ q )
m—+00 m—+o0 2q + N 2q + no
2
Assim, acabamos de mostrar que os expoentes sao de fato v = 4 e
2q + na

= W+ o Resta mostrar que a constante nao vai a infinito ao m — oo.
q+ na

Notemos que

m
| | 2 ] 2]2q+2na Bm— A 22j=1‘]2j2q+2na3m7]‘
J=1

1 22+ na 2M2q + na no
C B; = < =1+_—,V1<j<m,t
omo B; = 5jgm- 790 + no = 2m2q + 22 7 < m, temos

que
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m .
| | (2_]>292q+2na Bm—; < 2n(1+ 4q)ZJ:1 272q+2na < 2%(1—’—23) ;nil 27 |

j=1

Logo, fazendo m — oo, obtemos

o0
H 2 J 232‘1+2"a Bm—j < 220(1+4Q)ZJ 12J —2q(1+na)

7j=1
m

. . Bm_j
Finalmente vamos estimar | | K77, Para tal, notemos que
=1

1 27 g(n+4)+4na

1 2 q(n+2)+2na <2J'q(n + 2) + 2na)2jq 272q+2na (2jq + 04)2 m
)

KJ = Cqu+a 2J) g+na

2jq + na 274q(27q — 1
n+2 2na 277/0[ 4+2£§?g‘q (2-7 —|— a)Q 2-77n2q
<C’232q+22aq n+2+4+ — q— .
2iq 2i4q(27q — 1)
Tomando j > jo de mod 2nac ¢ o <1
man m ue —— — e —/———————
OMAnCo J = Jo €E Moo AUe 5050 = 2i(2g — 1) 2%2¢(2¢ —1) 7
temos
n42 4 2na n+d (27q + a)? BN
K; < Ot b ) R (et T
N S E S Y
< OFE I (4 gyt (L2200 o) P
2%72q(2q — 1)

n

2

n+2 | 2na +6 q a a o
< (C272q 327, 3 j ]
T (n 4 3)7 (Q(Qq_1)+2j(2q_1) +2232q(2q—1))

n+2 | 2na 272q
< O (n 4 3)"7 <ﬁ i 2) '
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4g9+na

. m n+t2 2na n+6 q 2JTL2q
K.Bm I < C’2J2q+22ﬂq 3) 2 _t 2
115 —H[ 9" (gm=p +2) ]

n+6 4g+na 4g+na n+2 (1_2—m)+ 2na (l_4—m)
q 3 .

(fn/ + 3) 2 4q C 4q 2q

Il
o
o
|
L
2
N
st
Q
v

g ) EEeET
AV EN R

Agora, fazendo m — +00, obtemos

m B . Jo—1 4gtna n+6 dg+na __ 4g+na L‘F?+m q 4q1rqnoc %
H KJ m—JS H Kj 4q n+3) 2 4q C 4q 2q 3q <m + 2) ,
7=1 7=1 q

m
. B j
ou seJa,HKj 7 < oo. O]

j=1

4.3 Analise de Escalas

Nesta secao vamos fazer a anélise de escalas para checar a taxa de decai-
mento obtida na se¢do anterior para uma soluc¢ao de (4.1). Para tal, vamos
considerar o problema nao suavizado correspondente, isto é, o mesmo que

(4.1) com 7y =0 e ny = 0.

Consideremos

wy + div(f(z, t,u)) = div((|u(x, t)])*Vu(z, t)).
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Esta equacao pode ser reescrita por

afl " If;
o (5:1:0) = 3 G ) (0.1

1

U =
Jj=1 Jj=
(e, t)|*Au(z, t) + alu(z, )] Vu(z, t) [

Sejam 6 > 0, L > 0 e A > 0. Definindo u(x,t) := \u(Lz, 0t), temos
_ 0
w(z,t) = E[Au(Lx,Qt)] = N uy(Lx,0t)

=\ [ i gfz (Lx,0t,u) — Z 8fl (Lx,0t,u) u,, (L, 975)]

T
j=1 "1 j=1

+ M [|u(La, 0t)|*Au(Lz, 6t) + afu(Lz, 68)|* | Vu(Lz, 6t)|?]
— fi

=\ [—L—l > "

1

(Lx, 0t,

L—li %(Lx ot, )\Au) g, (L, Qt)L]

+ A0 [N iz, £)[*(AL2) " Adi(x, 1)]
+ A0 [\ ali(z, 1) (AL) "2 Vi(z, 1)]?] .

P A0
Definindo f(z,t,u(z,t)) = ff(Lx,Gt, A, b)), temos

0fi

X

div f(xz, t,a(x,t)) =\0 Z

J=1

(Lz, 0t, i (2.1))

J

+.92 afl (Lz, ot, - (1)) ug, (L, 01).

90



Assim podemos escrever

ON—“
12
(9)\ @
L?

U (z, t) + div f(x,t, u) = [|ﬂ,($,t>|aA’l~L(l‘,t) + |ﬂ(x,t)]a’1\Vﬁ(:c,t)|2}

div(|a(z,t)|*Vi(z,1)).

Queremos que u(z,t) satisfaga a mesma equagao que u(x,t) satisfaz. Para
N

12
de f, ou seja, que vale Zu(m,t)
i=1

= 1, e notar que f satisfaz a mesma hipotese

tal devemos exigir que

0 ~
— Jilx,t > 0.
axjf2($7 7u)_0

Se @i(z,t) satisfaz u,(z,t) + div f(x, t,u) = div(ju(z, t)|*Vu(z, 1)), deve valer
1, )| oy < K ldol|7agemt ™

Fazendo as mudancas de variavel 8t =t e Lx = z, a desigualdade acima é

reescrita como
—nd _
(s )|z eny < KA L7 |Juol| o eyt 76"

ON—“

Como queremos Tz = 1, ou equivalentemente, § = L*\%, temos

—né _
[u(, ) oo rmy < KAL) ey 7

Sed>1—ayfazA—0esed <1—ayfaz A = oo, obtendo

lu(-,t)||Loo(mny < 0V, 0 que implica u = 0 que é o caso trivial.

Neste caso devemos ter 6 — 1 + ay = 0. Analogamente para L, obtemos

o 2
no_ 27v. Juntando estas duas igualdades temos 6 = a ey = n
o+ 2q

noa +2q
Assim

(s )| oo @ny < K||uo||Z;"(fl§E tmatz,
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Este resultado é consistente com o obtido na secio 4.2. Se uy € L'(R") entdo
u(-,t) € L*(R™) para cada t € (0,00), e escolhendo g = 1, temos

2

ey ) ey < Kol 15 Gy 772
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Capitulo 5

PME’s com termos advectivos,

Limitacao global

O objetivo inicial deste capitulo é obter uma estimativa para

limsup [Ju(-,t)|| L@ que s6 dependa de «, k e p; ou seja, mostrar que
t—00

uma solu¢do u do problema regularizado (5.1) (abaixo) ndo tem blow up em

tempo finito desde que a condicao inicial seja limitada.

{ up + div(b(z, t,u)u) = div(|u |*Vu) + nAu, x €R" t >0, (5.1)

u(z,0) = ug € LY(R™) N L= (R™).

onde b satisfaz a hipotese (bl) abaixo.

(b1) 3k > 0 e B € C°(0,00]) tais que |b(z,t,u)|, < B(t)|u*, onde ||,

denota a norma euclidiana do R™.

Em um segundo momento usaremos o Teorema 3.3.6 para mostrar que se
uma solugao do problema degenerado (idem a (5.1) mas n = 0), com condicao
inicial limitada, esta definida em um certo intervalo, entao esta solucao nao

tem blow up em tempo finito.
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Na primeira se¢cao comecamos obtendo uma estimativa de energia que sera
fundamental para estimar normas L? altas (¢ grande). Através da iteragao
desta estimativa obtemos uma limitagao global para solugoes do problema

(5.1), mais especificamente obtemos uma estimativa do tipo
(- )] oo ny < K max{[[uo| poe gin); [B(O, 1)) [Up (0, )]}

Analise de escalas nos indica que se uma desigualdade desse tipo é valida,

entao devemos ter p > n(k — «) e p > 1. Nessas condigoes

5.1 Estimativa de energia

Vamos definir uma func¢ao auxiliar com o intuito de facilitar as contas.

Definimos
+

v(z,t) = Ju(z,t)] 2, Ve e R", t € [0,T), (5.2)

assim, temos

gta
0O, = [ a5 = [ a0 = a0l ., <

pois u(-,t) € LI(R*) e f = 2L € (0,2).

gt

Note que, para § € (0,1), L?() = {v: Q@ — R / v mensuravel em Q C

R"™, com |v|’3dm < oo} ndo é um espaco normado, porém para u,v € LP,

a fungao d(u,v) = / lu — v|? dx define uma métrica e este fato é sufi-
Q

ciente para nossas pretengoes. Vamos denotar, mesmo para 5 € (0,1),

[v(, D)l La(mn) = (/n v (-, 1)|° dm)l/ﬁ.
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o
Comoq >1,jaque g > 2ea>0, temos

q+ o

Voo, t) = Vu(z, )2 = S| u(x,)] "5 sgn(u) Vu,

assim obtemos

4 _
PEE ———| Vo(z, t)|* = [u(z,t)| 772 Vu(z, 1)]?,
e entao
L/ Vol )2de = [ [u(e, )72 Ve, 1) do
<q+a>2 Rn ) Rn ) )

Assim, do Teorema 3.4.4 (se v > 0) ou do Teorema 3.4.8 (se v < 0 ), decorre

que 3E, C [0,T,] tal que Vt € [0,T%) \ E,,

d q—2+a 2

D Ol bala =) [l )P e
R

< B(t)g(g—1) Rn\ﬂ(ﬁfi)lq%*llv’lﬁ(%tﬂdl‘

1/2 1/2
< Boata~ v [Jursewa i) ([ e i)

onde na tultima desigualdade aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Esta tltima desigualde equivale,Vt € [0,7%) \ E,, a

d 4q(q — 1) 2
%H v, )HLﬁ(Rn) m”v v, O[22 @n)
( 1)
< 2B(t) T~ VoG Ol 2, 0 (- )Hf{f G
~ 2 2
onde f = ——(¢+ 2k —a) = M > 0, pois ¢ +v > 1.
q+ q+«

Queremos usar a desigualdade de Sobolev-Niremberg-Gagliardo (SNG),

95



veja em [15], que nos da uma constante K (n) tal que K(n) > K(r,p,q,n), Vr €
[r0,7m1] C (0,400); Yq € [qo,q1] C [1,+00) e ¥Vp € [po, p1] C (0,400) tem-se

10l gy < Kollvlly 0 11 VOIS

LT (R™) LP(R™ La(R™)’

1 1 1 1
onde — =6 <— - —) +(1—-60)— e 0<6 < 1. Como n é fixo denotaremos
r qg n p

K (n) simplesmente por K.

Aplicando SNG para /8 e 3 obtemos K tal que

1-6 0
1ol 5y < Kol 20 VU
. 1 1 1 1 ~
e assim, teremos = = 6 (- —— ) + (1 —0) — para um certo By < 8 e
B 2 n Bo
devemos ter 0 < # < 1. Vamos tomar [y da forma [, = é com o > 1
o

para que tenhamos p o™ — 0o a0 m — oo. A condicio By < 5, Vq > po é
equivalente a ¢ > 1 + ’y__, onde v_ denota a parte negativa de v. Com esta
p

condicao satisfeita temos que

- —1
_qta  n(o—1)g+noy € [0.1), (5.4)

0 =
g+~ n(oc—1)g+ 29+ noa

+ | &~
| i

3=

1 1
Bo 2
jAque 0 <1< op+k>(n—1)(k—a), que & 6bvio se n = 1 e vale para
n > 2 desde que p > n(k — ).

Note que

%: 2q(¢g+k—(n—1(k—-0a))
-5 (g+)(nlo—1)g+2q+noa

(5.5)
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e que

2¢  qtk—(n—-1)k—a)
q—i—a n(oc —1)q+2q +noa

(1-0) (5.6)

1\3|Q1

Tomemos p > n(k—«) e fixemos o qualquer desde que o > max{1; 1+ 77‘; %}

Escrever ¢ = po™ nos seréd ttil nos casos em que 1 < n(k — «), onde
precisaremos tomar p > 1 tal que p > n(k — ). E conveniente notar que
esta condicao nao é uma limitacao da técnica que estamos utilizando pois tal
restricao é exatamente a prevista em andlise de escalas para a propriedade

que estamos querendo obter.

Aplicando a desigualdade de Sobolev-Niremberg-Gagliardo em (5.3) ob-
temos que Vt € [0,7}) \ E, vale

d 4q(q
oGO, + (q(+—))nv< D2y (5.7
9(q—1) 5 (1-0)5/2 1492
< 2B(t )%L—QK FoCON, @y VOGO 2, -

Note que [[v(-, )] = |lu(-, t)||° < 00, para todo ¢ > po ja que

LPo (r1) L4/7 (®n)

u(-,t) € LY(R™) N LY(R™).
Afim de comparar os termos ||V (-, t)[|72@ny € || Vo (-, )HlJr 2 & essencial

que 1+ 5 < 2,Vq > po, mas vamos pedir um pouco mais, queremos

0
1+ 76 <2,Yq > po, ou seja, (tomando g = po) que

i

70 =p>nlk— ), (5.8)
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ja que

00 n(oc—1)g+noy  2n(oc—1)q+2q + 2nok

14+ 2 =1 = 9.9
L) +n(a—1)q+2q—|—naa n(oc —1)q+2q + noa (5.9)
Aplicando a desigualdade de Young em (5.7) obtemos, V¢ > po,
d 4g(q — 1)
hall B . 2
IO, + TP e
295 2q(q—1) : Y=
— 05 2q(q — /2] 70 g+a
2R () ot ()
2405 4q(q — 1)
Tk raencl RO (5.10
onde
4 L n(a—1)+2q+naa’ (5.11)
2—-0p q—no(k —a)

0 11
ja que (1 + 75) p'=2eque — + — = 1. De (5.10) obtemos
p q

2 0B 4q(qg — 1
B 1) 2

LT
dt L &) 4 (¢+a)

24608

2_052(]((]_1) 5/22%95 22 G,B Q+a
< T e [BORT T Dl ;
. 2-084(q—1) (q+a
4 (gra? \ 2

4
2-68 _4_B_4_ (1 )52493
) BOTFK T o, )]y

Podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 5.1.1. Sejap > 1 ep > n(k —a). Set € (0,T,)\ E, for tal que

d
e, BI

>0, entao Vq > po temos

LB(R")
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. 2-08 2 B 2 . (1-0)2_2
() ||w<-,t>||L2<Rn>s(an> BT K75 [ o(- DI

2263
Lﬁo(Rn)
. 2-05 (1-0)-2 415
@) 1D, < (52 7 BOFTTRS ol D1

2— 93
LBo (Rn)
1
onde 0 <6 <1 € tal que

E:a(%—%>+(1—5)1

Bo
g+a\
(idd) JJu( &) oen, < ( 5 ) Bty TaraKee|| u-, )| v
_ n(o—1) g+ n(oc—1) _ g—n(k—a)
onde 6, = T=noli—a)’ Pa = Z+Z “—nolh—a) ¢ Ve = qq—T(k—a)'

Demonstragao. O item (i) é obtido diretamente da desigualdade anterior ao
enunciado do teorema

Para o item (ii) aplicamos em (i) a desigualdade de Sobolev-Niremberg-
Gagliardo obtendo I' tal que

lllps ey < Tl0ll a0 oy V0l 22y
onde,

5:

| |l

—1)(qg+
5 n(oc—1)g+2q+noa
Portanto, obtemos o desejado

1
B

1
T %

S|

(5.12)

Passemos a prova do item (iii). Escrevendo (ii) em termos da func¢ao u
obtemos

0
A q+a\’ 2
ot D < (5% ) Bl TR ul B

La/o@n)’
onde 6, =

q2 05”0‘1 q2 9567‘1_5(1_6)2 95+1_5
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Resta escrever 0,4, p, € 7, em termos de ¢, n, k, o e de o.

Para obter d,, usando (5.11) e (5.12), obtemos que

5 B 4 1 n(c—1)(g+ a) n(oc — 1)+ 2q + noa
2 2-98 q+a n(oc—1)g+2q+noa q—nolk—a)
ou seja,
n(o—1)
0y = . 5.13
" g—no(k—a) (5.13)
5o,
Passemos a p,. Como p, = — » bor (5.13), temos que
gty  nlc—1)
‘" gta gq—nok—a)
Passemos a 7,. Temos que
1,11
g2 29+ na (5.14)
atg —3 nlo—1)g+2¢+noa

e entao, usando (5.6), (5.11), (5.12), e (5.14), obtemos

q q+k—mn—-1k-a) 2q + na
! 5+6q+a qg—no(k —a) n(o —1)qg+ 2q + noa
nc —1)glg+k—(n—-1)(k - a))
(n(oc —1)q + 2q + noa)(q — no(k — a))
_ Qq — nano(k — «)
[n(o — 1)q + 2¢ + noallg — no(k — o)’

onde

Q=2q—2no(k—a)+n(c—1)g+n(c—1)k—n(c—1)(n — 1)(k — @) + na
=n(o — 1)q + 2¢ + noa — 2nk + 2na — n*(c — 1)(k — a)
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[n(oc —1)q + 2q +noa] — (k — a)[2n +n*(o — 1)]
=[n(c —1)g+2q+noa] — (k—a)[n(2+n(c—1))],

entao

Qq —nano(k — o) = g[n(c — 1)qg + 2¢ + noa] — (k — a)n[2q + n(c — 1)q]
—(k — a)n(noa)

= g[n(oc — 1)qg+ 2q + noa] — (k — a)n[2¢ + n(oc — 1)q + noq|

= [n(oc —1)g+ 2q +noallg — (k — a)n).

Portanto

q _q—i—k—(n—l)(k—a)_ q—(k—a)n

1—0+90 =
* q+a q—no(k —a) q—no(k —a)’

o que completa a demonstracao de (iii).

5.2 Estimativas para a norma L

Iniciamos esta secao fazendo algumas defini¢coes que serao tteis no que

segue.

Definicao 5.2.1. Para cada 0 <ty <t < T, definimos

B(tg,t) := sup B(7), B(ty) :=supB(r) e B:=limsup B(t).

to<t<t to<t t—00
Definigao 5.2.2. Para cada 0 <ty <t < T, e cada ¢q tal que 0 < ¢ < o0,

definimos

Uy(to, t) == sup |lu(-,7)|lzawny, Uglto) := sup [[u(-, 7) ||l Lawn)y e

to<T<t to<t

U, := limsup [[u(-, t)|| a(n)-
t—o00
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Teorema 5.2.3. Sejap>1ep>n(k—a). Dado 0 <ty < T, se para cada

t, comty <t <T, euuma solugio limitada de (5.1) tal que |[u(-,t)|,,gn,<
M,(T),Y0 <t <T, entao, para cada q > po e para cada 0 < t < T, pondo
n(c—1)q
n(o—1)g Tnolbea)
Aq) = Kg% q—q(wuclla)I‘qQTqa <q —g a) ' , tem-se

n(oc—1) g—n(k—o)

1 _nlo—1)
Hu(7 t) HLQ(]R’”) < maX{ ”U(, to) HLQ(]R”) ’ )\(Q) qB(tU7 t) amnolk=e) UQ/U(tO; t) amnokma) }7

ou seja,

1 n(oc—1) g—n(k—a)
Uy (to; ) < mac{ u(-, o)l o ony A () Bt £) 7o Uy (10 1) 50 |

qg—n(k—a)

n(oc—1)
Demonstracio. Pondo A, := Aq)"B(tg, t) 7T Uy, (to; t)s 1 | va-

mos provar o resultado em trés casos.

_Caso I: ||u('7t0)||Lq<Rn) > Aq € ||u("7—)||LQ(R") > Aq’ Vto <7<t

d
Neste caso, temos que ter d—Hu(-,T)Hq < 0,Y71 € (ty,t) \ E,, pois se
T

L4(R™)
d
d—||u(, T)||(iq(nw) > 0 para algum 7 € (ty,t)\ £y, terfamos, por (iii) do teorema
.
5.1.1, que
n(o—1) q:nng(kii)
G ) ey < ADVIBE) T e, 727 < Ay, V7 € [ty 1

Assim, [[u(:, 7)[| 4 zn, € estritamente decrescente em [to,?] e entdo

HU(, T)HLQ(]R”) < HU(, to)HLQ(JR’ﬂ)'

Caso IT: [Ju(-, to) > Ag e 3ty € (to, 1) tal que [lu(-,t1)|| aw) = Aqg.

||L‘I(]R)

| aggn, € estri-

Seja ty 1= inf {7 € (to,1) ¢ [[u(, 7l u(en, < Ag - Bntdo [Ju(-,7)

tamente decrescente em [tg, t5] pelo primeiro caso.
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Afirmacao: [|u(:, 7)|| g, < Ag, VT € [ta,]. Se tal afirmacdo ndo fosse ver-
dadeira, existiria t3 > 5 tal que |lu(-,t3)]| > A,.

Definindo t, = inf {T € (ta,t5) : [, )|l yame, > Mgy Vs € (7, tg]}, terfa-
mos que |lu(-, 7)

| agen, Seria estritamente decrescente em [t4, £3] como no Caso

I. Contradigao!
Caso I1I: ||U(‘,t0)||Lq(R) <A,

Neste caso temos que ter |[u(-,7)|aw) < Ay, V7 € [to,t]. De fato, supo-
nhamos que 3t € (to,t] com ||u(-,t2)||am) > Aq. Tomamos t; € [tg, ts] tal
que

[u( t)l| Lo = g e [[u( T)l[Lam) > Ag, VT € (b, 12]. (5.15)

d
Assim, existe t. € (t1,1t2] \ E, onde d—HU(',T)H%q(R) > 0. Caso contra-
T t=t.

d
rio terfamos ——|[u(-, 7)[|o@y < 0,V T € [t1,t2] \ Ey, e deste modo terfamos
llu(-, T)||%Q(R) decrescente em [t,t5] 0 que contradiria o item (iii) do Teorema
5.1.1, visto que t, € (ty,ta]. O

Agora aplicaremos o Teorema 5.2.3 sucessivamente para ¢ = op, op, - -- ,o™p.

Lema 5.2.4. Sejap > 1 ep>n(k—a). Seja u(-,t) € L2, ([0, T.), L>°(R™))

solug@o do problema (5.1). Dados ty e t quaisquer, tais que 0 <ty <t < T,

temos

(1) Uy (fo, £) < max {||u<-,to>||mmn); A(po))Bto, £) 5555 (-, o) zp<Rn)},

e mais geralmente, para m > 2,

(ii) Upom (to,t) < maX{HU('JO)Hme(Rnﬁ
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(po 7a)n(o' 1) po™—a

o 12] . T T gm—gm7l+1a
C(l,m)B(to, t)° e [Jug (s to) | 7 o 4 gy 52 S TS M

(pa™ 70,) oM _q
O m)B(to, )"V T G oy <to,t>”°"‘”°””“},

m —
p—ac” ™

onde a:=n(k—a), C(l,m) = H)\(paj) r—ac—7 para cada 1 <1 <m e \q)

i=l

é dado no Teorema 5.2.3.

Demonstra¢ao. Seja a = n(k — a) e A(g) dado no Teorema 5.2.3. Va-
mos supor que U, > 1, pois caso contrario u(-,t) ¢ limitada para todo

t > 0. Provaremos por inducao em m, aplicando o Teorema 5.2.3 para

q = po,po?,pod -+ po™.

Fazendo m = 1 no Teorema 5.2.3 obtemos (i). Para m = 2, ou seja,

fazendo ¢ = po?, obtemos

n(oc—1) po‘27a
U, 2(to,t) < max {||u(.,t0)||Wz(Rn); A(pa?)B(to, t)paz_aamp(to,t)paz_aa}

p(r2—a

n(oc—1) —
< max { ||u<7 tO) ||Lp02(Rn); )\(p0'2)B(t0, t) po?-ac ||u( to)HLpo' Rn);

9 o2 n(o 1) n(a 1)(pz7 —a) po'2—a
0' O' pO’ —oa ()7 pﬂ' —ao (TPU —ao)(po—aoc 0’ po<—o“a
Mpo®)Mpo)#7— Bty t) (o2 =0 (wo=oo) Uy (g, £) ro*=2?

n(o—1)(po2—a) WQ—G

= max { [u(s to)ll 1o o2 oy Mpa®)B(ty, t)eer?-a e ||uf(-, tO)HLpafﬂ'gi :

9 po‘2—a n(oEI)(pozfa) _’_néofl)(pana) po‘2—a
)\(po' ))\(po') szf‘ﬂlB(tO, t) o(po?—a)(po—a) o?(po—a)(p—a) Up(t07 t) po2—c2a

que, para m = 2, é o resultado desejado. Agora, tomando m = 3, temos

n(a 1) po:sfa
U,ps(to;t) < max{||u(-,t0)||L,,Us(Rn); Apo®)B(to, t)pe3=aa U ya (o, t) po*=aa }
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Observando que

1 pod —a

pod —oa  o(pod —a)(po? —a)’

po? —a pod —a pod —a

o(po? — a)(po —a) (po® —oa)  o*(po* —a)(po — a)

po? —a pod —a pod —a

o*(po —a)(p —a)po —oa  o3(po —a)(p —a)’

obtemos

n(o'fl)(po'gfa)

U,ps(to;t) < max { (- to) || Lo os ny AMpa®)B(to, t) 7rr?—a =) .

Pf{f*“ ; po®—a n(o-1@ed—a) | ne=1)(pe’-a)
JJu(-, to)] L‘;U_&n)k(pa )A(po? )”" —oaB(tg, t) oo —a)po?=a) T o2 (pe?-a)(po—a) .

3
p(f —a pcr3—a

”u( t0)| Z:;((IR(; )\(pa )/\(pUQ)m .

ne-1)po’—a) | nle-1pe’-a) | ne=1)@s’—a) pod—a }

B(to, t) 7w —a)we?=a) T eZ e —a)po—a) " eSpa—a)p=a) U, (t(, t) po7-oa
Supondo o resultado valido para todo £k < m — 1, temos que

U, g1 (o, t) < max{”u(-,to)Hme1(Rn);

m—1

gmmymo1 (e —an(e—1) e
C(l,m—1)B(to, 1) I =) lug (-, to) || 777 Ly 2 2SISm;

n(o—1) 30" mfj(wr;Z 17(1);'71 %
C(1,m—1)B(to, t) =1 eI poT —a)ped ey U (tg, ) ™ 1= Ta b
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O Teorema 5.2.3, para ¢ = po™, nos da
n(oc—1) pa™ —a
Upon (to; £) < max{lu(- bo)l| e zy3 A(po ™ JB(to; £)77 o Uy (5 ) 75 |

Dessas duas tdltimas desigualdade, de forma analoga ao feito para k = 3,

segue o desejado para k = m.

Agora, nosso objetivo é obter expresoes mais simples e estimativas para
as somas do Lema 5.2.4 a fim de tornar o resultado mais limpo e, a0 mesmo
tempo, garantir que as somas sao finitas ao m — oco. Mais precisamente,

queremos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 5.2.5. Sejam p > po tal que p > n(k —a) e 0 > 1 tal que
o >max{l;2;1+ =}, Sejau € L§ ([0,T), L*(R")), e se v < 0 assumimos

) p? loc
que v € L2 ([0,T), LP(R™)), uma solugao cldssica de (5.1). Entao, para todo
0<ty<t<Ts, temos
Use(to, £) < K max { [[u(:, o) o anys Blto, )77 U (tg, )77 |

onde K, = K.(o,p,a, k,n).

Demonstra¢ao. Ponha a :=n(k — «). Fixa [, com 1 <1 < 'm, e observe que

o’ B 1 1 o
(poi —a)(poi=t —a)  |poi~t  poi—a] ploc—1)

Assim,

m

—l+1 m

Z po™ —a 1 o -0~
p om=itl(pgi —a)(poi-t —a) o—1 p—aoc—Tl "’

Logo, a parte (ii) do Lema 5.2.4 pode ser reescrita por
Upom(to, 1) < max{”“('7t0)||LPUm(R”)§
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- - prac™ n(e "t _gmm) pas ™
h}WwﬂW”]me p——— M&JMﬂﬁQ@Jﬁlgm;
j=l

n(1

—a” ™) p—ac ™
B(to, t) p~a Up(to, t) p—a }

[HMw%ﬁW“

j=1

Vamos, agora, estimar os termos intermediarios (que correspondem a [,

para 1 < I < m), usando interpolagao e desigualdade de Young. Para tal,

definimos
n(g—l+170_—m p_faa_flrl
J= CULmBto,t) 7o [luoe o) 17257
KL p—ac” ™
onde a = n(k —a) e C(l,m) = H)\(paj) r—ac—7  Fixado 2 < [ < m, por
j=l
interpolacao, temos que
s—lH+l_,—m 1 g+l
[0l ot gy < Nl oty ™ ol g
Entao,
n(dfl+l_afm Uﬁl+1—aim pfao'il:nl
- 11 1—U_m —aoc
Ji < C(m)B(to, t) 7= Jug(-,to) | poimry :
1-o U1 p—ac” ™
—oM ,_qo—l+1
'HuO('?tO)HLlpom(Rnl)D )
ou, equivalentemente,
1 11__0;_1221 p:(w:l;nl 1 n(071+1707m)
Jl S C(l, m) P’ ||U0(-, tO)HLPUm(]R'ﬂ; “e C(l, m) q’]B(tO, t) p—ac—I+1

U—l+170—m p—ac” ™
uto(erto) Loty ™ 7o
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que, por Young, nos da

1
J; < EC(Z,m)\|uo(~,to)Hme(Rn)

1 n(l—c—™) ol _s—m p—ac” ™
+?C(l,m)B(to,t) rma uo - to)ll Lo g o

n(lfa_m) p_ai-;m
< Inax{C(Lm)HuU('?tO)HLP"m(R”);C(vaﬂB(tOvt) pma HUO('vtO)HLpz()]Rn) } )

jd que — + — = 1. Dessa forma, pelo Lema 5.2.4, temos
p q

n(l—oc~™) —aoc ™
Upgm(to,t) S max{”u(-,to)Hme(Rn);Kl(m)B(to,t) p—a Up(t(),t)p p—a

C(1,m)B(to, t) " 77 )Up@o,t)”;f“m}

n(l—o~ ™) p—ac ™
:maX{fQ(m)HU(',to)||me(Rn);Ks(m)B(toat) = Up(to, ) > }7

onde Ki(m)

= juax C(l,m), Kym) = max{l,Ki(m)} e

K3(m) = max{K;(m),C(1,m)}. Resta mostrar que K3(m) é¢ uniformemente
limitado em m.

Fixado [, com 1 <[ < m, temos

m

C(t.m) = [[ Mpo?) e
j=l
. 2 pod 4y n(o—1) po‘] + « :OE;'T:;()I
onde \(po?) = ['voi+aKrodta poi—oa ( 5 > _

Observe que po’ 2p0+72pa+%:p(0+%> 2p>0,Vj=>1
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Dessa maneira, temos
C(l,m) = Ey(l,m)Es(l,m)Es(l,m),

—m

22 ; p—ao
onde Ey(l,m) =1""7= roiTa pmar™ 7

_1 pod 4+ p—ac”™
EQ(l’m) — Kn(a— )Z] l (pod+a)(poi—ac) p—aoc—J e

SRR — L
pO' « \ pol—aoc p—aoc—
s = [ (2]

i=l

Queremos estimativas uniformes (em m) para estes termos. Comeg¢amos por
El (l, m)

SeI' <1, entdao Ey(l,m) <1, V1<I<m. Sel > 1, entao

p—aoc_

Ey(l,m) = T* = poma parT < T

Z] lpg7+ap ao'*l <F 27 lpo-?p aoc 1_

1 1
omo E J = ( 1) e , teros

E1(l,m) < Inax{l ry=0” 1p50a}.

Estimemos agora Es(l,m). Se K < 1, entao Eqy(l,m) <1, V1 <[l <m.
Se K > 1, entao

—_ m PO'j+’Y p—ac”™ _ m po'j+'y
EQ(Z, m) — Kn(U 1) Zj:l pol+ta (pod—ao)(p—ac—J) < K”(U DI j

j2
I=l poita (pol—ac)(p—ac—7)

J J
n(oc—1 m  po’+vy pa 1
_ gD

J=l poi+a poi—a pol —ca

_ m pa]+'y poj 1
) < o {10V R |

Note que .
ol + .
ugl sey<af(istoek<a) e
pod + «
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I+
M_Z se v >« (isto é k > «).
pod + «

Note ainda que

po? ! 1 1
(poi —ac)(poi —a) oc—1\cit—a oi—a

e entao

i pod 1 1
p (poi —a)(poi —ac) o—1p—a

Assim, temos

pol +~  po’ 1 N < po?
Z < max {1 —} Z A :

pod + apol —apoi — oa al ‘= (pod — a)(poi — ao)

1 1
< max{l' 1}
alo—1p—a’
Logo
Ex(l,m) < max{l;Kp%a maX{l;%}} .
J J

Por tltimo estimemos FEs3(l,m). Como pot o > po t+a > P > 1

2 - 2 - 2 ’
pois o > 1%, temos entao, para cada 1 <1 <m, que

m 1 1 1 1

po—] + o pod —aoc p—ac—J po—j + o pod —ac p—ac—J
< —_— .
=I5 ()

Assim
M oo j n j1 1 : qan(c—1)(p—ac™™)
po‘ « poJ —aoc p—aoc ™
Bt < (TT (2755
Lj=1 i
" oo i N jl 1 j- n(oc—1)p)
po‘ o poJ —aoc p—aoc
< -
<[(5)
Li=1 i
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boi n(o—1))

° J (pod —ac)(ppod —a)
= H <p0 +a) ’ . = T(o,p,a, k,n) < 0.

2

j=1
Definindo K, (o, p,a, k,n) = K, por

0o polty pa’ )

- ; s ' , _20p_ _
K, =T max {1; K™D 2021 o ta (i —ao)poT ) } max {1; ['po=a ZP"”"‘} ;

onde T = T(o,p,a, k,n), KeI' sdo os mesmos das estimativas de E1(l,m),
Es(l,m) e Es(l,m). Assim, de

n(l—c~ ™) p—ac” ™

Upgm(to,t) S max{||u(-,t0)||Lpam(Rn);Kl(m)B(to,t) p—a Up(to,t) p—a

n(l—c™ ™) p—ao_

C(1,m)B(to,t) 7=« Uy(to,t) pam}

n(l—o~ ™) p—aoc

:maX{K2<m)||u('atO)”Lﬁf’m(Rn);KB(m)B(tovt) e Up(to, ) e }

obtemos, escrevendo K, = K, (o, p,a, k,n),

n(l—o” ™) —ac” ™
Upa-m<t0,t) S K* HlaX{HU(’,to)HLpom(Rn);B(to,t> p—a Up(to,t>p p—a } .

Fazendo m — oo temos, para cada py < p < oo satisfazendo p > n(k — a) e

para cada o > max {1, %7 1+ %}’ que
el ) < K mae { - )l ey B, 1725 1, )75}

Assim obtivemos uma limitacao uniforme para a norma do sup e provamos

o desejado. O
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5.3 Condicoes para existéncia global

Nesta ultima secao trazemos, como aplicacao da limitacao uniforme, um
teorema que nos da condigoes suficientes para existéncia global de solugoes

de (5.1). Consideremos o problema

{ up + div(b(z, t,u)u) = div(|u |*Vu) + nAu, x € R", t >0, (5.16)

u(z,0) = ug € LP(R™) N L>(R"),

onde pg > 1, a« > 0, 7 > 0 e b satisfaz a hipotese (by) abaixo.

(b1) 3k > 0e B € C°(0,00]) tais que |b(z,t,u)|, < B(t)|u*, onde ||,

denota a norma euclidiana do R™.

Teorema 5.3.1. Dada ug € LP(R") N L>®(R"), com py > 1. Sejam p > p e
o > 1 tal que 0 > max{1; 123; 1+ 77‘} Seja w uma solugao cldssica de (5.16).
Se B(0; 00) < oo, entdo

1
(i) Se 0< k <— +a, entao u estd definida para todo t > 0 para qualquer ug.
n

1
(i) Se k = — + «a, entao as solugdes sao globais sempre que
n

|| uOHLl(]Rn) S

oty -n
Kota
—+aIB3(0; oo)] . (5.17)

1
(iii) Se k > — 4a, entdo as solugoes sao globais sempre que o dado inicial
n

satisfizer

—n

(5.18)

no(:fag+’y .
||u0|| ||u0||n(k:—a)—1 < Kna( —a +0¢B(0,00)
Li&n) Loo (R™) 2(no(k —a) + )
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Demonstragao. Para (i), fazemos to = 0 e p = 1, no Teorema 5.2.5, obtendo
Uw(0,t) < K, maX{HuOHLoo(Rn B(0, t) == Hu0||21"1é'fl)a)} < 00, YVt >0,
ja que |lu(-, t)|| L1 @ny < ||uol|lpr@ny < 00, [[tg]|Loerny < 00 € B(0;00) < o0.

Para provar (ii) e (iii), lembremos da desigualdade (5.7)

4q(q — 1)

d 2
EH (-, 1)]|? WHVU('at)HLQ(R")

LB (R")

qg—1) 5 = 95/2 1+%
< QB(t)q—}-—ozK [ v(, )H ||V( )||L2(R2”)

que reescrita em termos de u, nos fornece

d -
G0l +ala = 1) [ a0 Tul da
R’ﬂ

1,08

2q(q—1) e / o
<B{#)————2 qc q+a 2 d
<5 00k ol | [ v o

onde ¢ := q—i—k—(n—l)(k—a).
ng(oc — 1) +2q + noa
. 1 05 .

Exigindo 3 1+ > = 1; ou seja, ¢ = no(k — a), obtemos

d .
GO ala=1) [ 020 do

q(q—1)

= B(t)2(q + a)

K | u(., Ol aW)/ (-, 1)|7 2|Vl da, (5.19)

para todo t € (0,t,) \ Eny(—a). Note que nos casos (i) e (iii) temos

no(k —a) > 1. Assim [[u(-,t)||pnotk-a)(rny é decrescente em [0,T] sempre
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que tivermos

]_ no(k—a

)+
K not—a)ta B(0: 1)k <1, Vi 5
2(no(k —a) + ) (05 00) || (-, 1)] Vi>0. (5.20)

Ln(k a) (R™ )

No caso (ii), esta condi¢ao se torna simplesmente

oty
i . 3 1/n <
B u I, S LY (5.21)

que é satisfeita para todo t > 0 desde que valha para t = 0. Isto mostra que
lu(:,t)|| Lo (rn) € monotonicamente decrescente em [0,T) caso valha (5.17).
Pelo Teorema 5.2.5, tomando p = o, temos que ||u(-,)||L®n) é controlada
por ||u(-,t)||z-®r) que é monotonicamente decrescente. Por interpolacao te-
mos que ug € L7(R™), ja que ug € L'(R™) N L>(R™). Logo |lu(-, )| ree(mn)
fica limitada em qualquer intervalo limitado, e assim nao pode ser 7T} < oo.

Para provar o caso (iii), observemos que

1 2n(k—a)—2
_ 2n—(k—a) T m—(h—a) T
luC OIS < MGG Dl oS- (5.22)

Note que

||u(.7t)||2n(k—a) :/ |U(ZE,t)|1|U($,t)|2n(k_°‘)_1dx
R

L2n(k—a)(Rn)
< e ) P (5.23)
Logo, de (5.23), decorre
2n(k—a)— 21
I )||L1(R5f§ Tl D e, < a8l sy, Ve e 0,T.),

Assim, usando (5.22), obtemos

o(k—a)+

K roti—a)ta
B(t )|
no(k—a) 1 a) O u(-,1)]

n(k—a) (R™)
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no(k—a)+vy
Kno‘(kfa)+a

= 2(no(k — o) + )

B(0; 00)[fu(-, )15 Ilul ). (5.24)

Li®n) Lo (RN)

De (5.18) e de (5.24), obtemos, para todo ¢ € [0, T,) suficientemente proximo

de zero, que

no(k—a)+vy
Kno(kfa}l»a

2(no(k —a) + )

2n(k—a)—2

a) L n— @ 2n—(k—a) L
B(0; 0o)[fu(-, )!\L1<R2’3 Tl O ey < L (5:25)

2n(k— a)([Rn)

Afirmamos que (5.25) tem que ser verdadeira para todo t € [0,7%). De fato,

se nao fosse, existiria 77 € (0,7%) tal que

no(k—a)+y

Kno’(k—a)—koz - S (h—aT in(k ac)x_l
B(0; 00) [Ju(:, )Hil(Rfﬁ Tt ke, < 1, VE € [0,T1),

2(no(k —a) + )

enquanto que

no(k—a)+vy

Kno'(kfa)ﬁ»a
2(no(k — o)+ )

2n(k—a)—2

B(0; 00 Jul, T e Tl 2, = 1

LYR™) L2n(k7a)([Rn)

Por (5.22), teriamos que (5.20) seria satisfeita para T" = T3, e entao, por

(5.19), terfamos ||u(-,t decrescente em [0, 71]. E neste caso,

) || no(k—a) (R7)

no(k—o)+y

K ety T (T
L= 2(no(k —a) + a)B(O; 00)[Ju( Tl)HLl(R") Ju(, Tl)HL2n(k a)gn)
no(k—a)+y
Kro(k=a)+a - — i"fkfffffl
< 2(71,0'(]{7 . Oé) +04)B(O’ OO)HUOHf,l(RELk) " H 0H12‘2ﬂ(1<clia)()u§n)
K oot e
< e . 1/n k—1/n
~ 2(no(k —a)+ Q)B(O’ OO)HUOHLI(Rn) [ ”LOO(R,L)

Contradigao! Logo, (5.25) é valida para todo 0 <t < T.. Se (5.25) é valida
para todo 0 <t < T, entdo, por (5.22), temos
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K73 B(0 311k 1,Vte 0T 5.26
; "y “ <1, €U, 1Lx). .
ok —a) 1 a) (0; 00)[[u(-, )| : [0,T%) (5.26)

rk—a)rn

Assim, pelo Teorema 5.2.5, tomando p = no(k—a), temos que ||u(-, )| zoo @)

é limitada em [0,7%) e, de forma analoga ao caso (ii), obtemos que T, nao
pode ser finito. O
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